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Kapitola 1
Uvod

Zat'azové testy su v dnesnej dobe vel'mi aktualnou témou, ich dolezitost’ vzra-

stla najmaé po finanénej krize z roku 2008. Tento nastroj analyzy rizika sa pouziva
na kvantifikaciu strat alebo rizik pri simulovanom zhorseni podmienok na trhu.
Zhorsenie podmienok sa popisuje zat’azovymi scendrmi, ktoré sa mozu volit’ his-
torické alebo na zaklade expertného odhadu.
Vol'ba vhodného zat’azového scenara hra pri zat’azovych testoch vel'mi dolezitu
ulohu. Pomocou neho urcujeme nés odhad miery zhorsenia trznych podmienok,
ktorym mozeme byt vystaveni. Teda je zrejmé, ze vyber scenara ovplyviuje za-
very vyvodené z vystupu testu, a tym priamo posobi na pripadné opatrenia,
ktorymi by sme sa snazili znizit’ dopad daného stresu.

V predlozenej praci sa venujeme pouzitiu kontaminacnej techniky na tlohu
stochastického programovania. Kontamina¢nou technikou sledujeme robustnost’
optimalneho riesenia tlohy vzhl'adom k zvolenému pravdepodobnostnému rozde-
leniu.

Praca je ¢lenena do piatich kapitol. V druhej kapitole zavedieme tlohu sto-
chastického programovania pre kontaminované rozdelenie a dokédzeme konkav-
nost’ jej optimalneho riesenia vzhladom ku kontamina¢nému parametru. Dalej
odvodime existenciu a tvar derivacie optimalnej hodnoty pre konkrétnu hodnotu
kontaminacného parametra. Nasledne na stochasticki tlohu aplikujeme konta-
minac¢nu techniku a pre optimélne riesenie danej ulohy odvodime hornu a dolnu
kontamina¢ni medzu. Rozoberieme vol’bu parametra a spravanie medzi v pripade
nedodrzania zakladnych predpokladov kontaminacnej techniky.

V tretej kapitole definujeme hodnotu v riziku VaR a podmieneni hodnotu
v riziku CVaR. Ukazeme zakladné vlastnosti podmienenej hodnoty v riziku a
jej vyhody oproti v praxi rozsirenej rizikovej miere VaR. Uvedieme minimali-
zacny vzorec pre CVaR a tvar tlohy definovanej v kapitole 2 pre rizikovii mieru
CVaR a diskrétne rozdelenie tvorené scenarmi. Vyuzitim minimaliza¢ného vzorca
pre CVaR odvodime tvar kontamina¢nych medzi.

Kapitola 4 je venovana generovaniu zat’azovych scendrov. Predstavime tvorbu
scenarov na stresovanie vynosov a korelacii. V pripade, ze novovytvorena va-
rian¢na matica stresujica korelacie nie je pozitivne definitnd, ukdzeme algoritmus
na najdenie pozitivne definitnej matice k varian¢nej matici. Takisto uvedieme spo-
sob generacie scenarov momentovou metddou.

V piatej kapitole ilustrujeme zavedené metody na numerickom priklade opti-
malizdcie portfélia akcii. Ttto investicni tdlohu budeme riesit’ z pohl'adu riziko-



vého managera. Ulohu poéitame na realnych datach z newyorskej burzy NYSE
z krizovych obdobi z roku 2001 po utoku na Dvojicky a z finanénej krizy roku
2008. Vyhodnotime vystup kontaminacnej techniky a formulujeme doporucenia
pre rizikového managera.

V zavere prace zhrnieme zavery z financnej aplikdcie a diskutujeme mozné
vylepsenia.



Kapitola 2

Kontaminacné medze

V nasledujtcej kapitole predstavime jeden zo sposobov stresového testovania,
a to kontaminacni techniku uplatneni na tlohu stochastického programovania.
Vyuzitim tejto postoptimalizacnej metdody sledujeme vplyv zmeny pravdepodob-
nostného rozdelenia na optimélne riesenie tlohy. Tento pristup je blizsie popisany
v ¢lankoch [3] a [6].

Majme tlohu stochastického programovania

min F(x, P), (2.1)

kde minimalizujeme cez x z neprazdnej uzavretej konvexnej mnoziny X nezavislej
na rozdeleni P a kde funkcia F je linearna v rozdeleni P.

Chceme zistit’ robustnost’ optimélneho riesenia tlohy (2.1) v pripade, ze pride
k zmene v rozdeleni. Pre tento 1cel zavedieme kontaminované rozdelenie

Py=(1- NP+ )0, (2.2)

kde Q je alternativne pravdepodobnostné rozdelenie a A je parameter z [0,1].
Oznaéme optimélnu hodnotu tucelovej funkcie tlohy s kontaminovanym rozdele-
nim ako

©(A) :=min F(x, P)). (2.3)

xeX

Vsimnime si, ze pre A = 0 dostavame optimélnu hodnotu ¢(0) = ¢(P) pre roz-
delenie P.

Tvrdenie 1. (Konkdvnost’ optimalnej hodnoty ¢(\)) Uvazujme dlohu (2.1).
Nech pre YA € [0,1] 3 ¢(X). Potom optimdlna hodnota tcelovej funkcie ()
je konkdavna v parametri \.

Dokaz. V dokaze pouzijeme linearitu funkcie F'(x, Py) v rozdeleni.
(1 =t)A+ty) = mi)I{lF (x,(1—t)P\+tP,) =
Xe
= mi)r(l {F(x,(1=1t)P\) + F(x,tP,)} >
xe
> (1 — ' ' —
> (1—1) min F(x,P\) + t;rg)rfl F(x,P,)

= (1 =t)p(A) +to(y)



Daésledok. 7 konkévnosti plynie spojitost’ a existencia derivacii ¢(\) na otvorenom
intervale (0,1).

Definicia. Funkcia z(t) je zhora (zdola) polospojita v bode ty, ak plati

Ve>0 30>0 [t—to| <d: z(t) <(>) z(ty) +e.
Tvrdenie 2. Nech platia predpoklady tvrdenia 1. Potom p(\) je zdola polospojitd.
Dékaz. Plynie z konkdvnosti p(\). Vid’ veta 10.2 v [15]. O

Veta 3. Majme X uzavreti konverni mnoZinu nezdvisli na parametre A € [0,1].
Nech pre A\ = 0 je mnozina optimdlnych riesend ilohy X*(P) = X*(0) neprdzdna
a obmedzend, F(-,\) je konveznd v x a nech F je zdola polospojitda na X x {Ao}.
Potom @(\) je zhora polospojitd v Ag.

Dékaz. Modifikacia vety 4.3.3 z [2]. O

Daésledok. (Spojitost’ (M) v nule sprava) Z tvrdenia 2 a vety 3 plynie polospoji-
tost’ zhora a zdola v 0., ¢o implikuje spojitost’ ¢(A) v 0.

Definicia. Uvazujme ulohu (2.1) s mnozinou pripustnych rieseni
X={reR"gx)<0,k=1,....mhj(x)=0,7=1,....p},

kde funkcie gy(x) a hj(x) si spojito diferencovatelné na R™ pre vsetky k a j.
Lagrangeova funkcia mé tvar

L(x,v,u,\) = F(x, P\) + Zvjhj(x) + Zukgk(x),

kde v, u su Lagrangeove multiplikatory. Ozna¢me mnozinu indexov aktivnych
obmedzeni

a mnozinu smerov

z'V,gr(x) <0, k € B(x)
Z =<zecR" ZTvxh]’(X) = 07 ] =1 » D
ZTVxF<X, P,\) <0

Potom
(i) bod x € X spliuje podmienku linedrnej nezavislosti, ak su vektory
Vogu(%), k € B), Vahy(X), j=1,....p
linearne nezavislé;

(ii) v bode x € X je splnend podmienka silnej komplementarity, ak plati

Vk € B(x): 0y > 0;



(iii) nech funkcie F(x, Py), gx(x) a h;(x) nadobtidaji realnych hodnét a maji
druhé parcidlne derivécie. Potom pre trojicu (%, {1, ¥) je splnena podmienka
druhého radu SOSC, ak pre 1 > 0 a 'ubovol'ny smer z # 0 splnujuci

2" V(%) =0 pre k € B(x), G >0
2" V,g1(%x) <0 pre k € B(x), Gy =
7'V, h;(%x) =0 prej=1,...,p

plati
z' V2 L(%,1,V)z > 0.

Veta 4. (Existencia ¢ (0,) pre jednoprvkovi X*(P)) Definujme mnozinu
={zr € R"| gv(x) < 0,k =1,....mhj(x) = 0,5 =1, ...,p}, kde fun-
kcie gx(x) a hj(x) st spojito diferencovatelné na R"™ pre vetky k a j. Majme odpo-
vedagiicu Lagrangeovu funkciu L(x, v, u, A) = F(x, Px)+>_; vih;(x)+> 2, urgr(x),
kde v, u su Lagrangeove multiplikdtory.
Nech si splnené predpoklady tvrdenia 1 a mech pre A\g = 0 plati, Ze w(Xg) =
(x(X0),v( o), u(No)) splituje podmienky linedrnej nezdvislosti, silnej komplemen-
tarity a podmienku druhého rddu SOSC. Dalej nech na okoli bodu [x*(\o),\o]
existuju spojité zmiesané parcidlne derivdcie %.
Potom ’

(i) x*(No) = x"(P) je bod izolovaného lokdlneho minima pre lohu
mingex F(x, Py,) a u(\g), v(Xo) st dané jednoznacne;

)
(ii) na okolz ( 0) existuje spojito diferencovatelnd funkcia w(\) =
(x()\ (A),  w: UNo) = Uw(N)) spliujica podmienky linedr-
nej nezamslostz silnej komplementam’ty a podmienku druhého radu SOSC.

Dékaz. Modifikacia vety 2.1 z [8]. O

Dosledok. 7 vety 4 plynie, ze optimalnu hodnotu tcelovej funkcie mozeme zapisat’
ako

p(A) = F(xX*(A), B)
A

pricom optimélna hodnota x* je na okoli U (\g) spojito diferencovatelnou funkciou

A

Derivaciou podl'a parametru ziskame
p(N)  OF((N), P) 9x' ()
orx ox* o\

L9 ‘ .
+ oy (1= NFETA), P) + AF(x(A), Q)]

Z nutnej podmienky pre existenciu minima je prvy ¢len rovny nule. Pre A = 0,
dostavame

dp

oy (04) = F(x'(P), Q) — F(x*(P), P)



Veta 5. (Existencia a tvar ¢ (0,) pre viacznacné optimélne riesenie) Nech
pre A =0 je mnoZina optimdlnych rieseni X*(P) = X*(0) neprdzdna a obme-
dzend, funkcia F(x,\) je sprava diferencovatel’nd podl’a A v bode A = 0 prex € U,

kde U je okolie mnoziny X*(P), a nech derivdcia %],\:m spliia

F(x,P\) — F(x,P) *2% 0F(x, P))

X = o
Potom existuje ¢’ (0,) a plati
’ . 8F(x, PA)
0,) = CaRr.vA B
o (04) = Jin =X o,
Dékaz. Veta 17 z [10]. O

Pozndmka. Pre tlohu (2.1) z linearity funkcie F'(x,P)) v rozdeleni méme

F(x,P\)—Fx,P) (1-MNF(x,P)+ \F(x,Q)— F(x,P)

A A
= F(X7Q) - F(X7P>
_ aF(X,P)\)
0N

Tym je splneny predpoklad rovnomernej konvergencie z vety 5.

Doésledok. Na zéklade vety 5 odvodime tvar derivacie optimalnej hodnoty tucelove;j
funkcie v A =04

’ . 8F(X, P)\) .
2 (04) = min =55 o Jin {F(x,Q) = F(x, P)}
= min F — (0
uin F(x, Q) = (0)

Veta 6. (Kontaminacné medze) Z konkdvnosti o(\) ziskavame

P(P)+2¢'(04) = @(P) = (1=Xe(P)+Ae(Q). (24)
Dosadenim za ¢'(0) mame

(1=Xe(P)+ A min F(x,Q) = ¢(P) = (1-Me(P)+Ap(Q). (2.5

xeX*(P)
Nerovnosti (2.4) a (2.5) nazgvame kontaminacniymi medzami.

Pozndmka. Pre 'ubovol'né optimalne riesenie x*(P) € X*(P) plati nerovnost’

(1 =2 e(P) + A F(x'(P),Q) = ¢(Py).

Predpokladajme, ze mnozina optimalnych rieseni X*(Q) je neprazdna a obme-
dzena. Ked’ v tlohe (2.1) uvazujeme kontamindciu rozdelenia @) rozdelenim P,
mozeme analogicky odvodit’ kontaminaéné medze pre ). Ziskame tak nizsiu hornt
hranicu pre ¢(P))

min {(1 —Ne(P)+ A min F(x,Q), \p(Q)+ (1 —X) min F(x, P)} >

xEX*(P) x€EX*(Q)

> p(P) > (1= X)p(P) + Ap(Q).



Vol'ba vhodného kontaminac¢ného parametra A pre dani 1lohu nie je jasne de-
finovana. Parameter vyberame na zaklade dovery v zat’azové rozdelenie (). Vahu
pri hodnoteni doveryhodnosti () ma najmé zdroj rozdelenia a vlastny usudok
o tom, s akou pravdepodobnost’ou stresovy scenar moze nastat’. Pokial povazu-
jeme za pravdepodobné, ze stres nastane, volime A > 0,5. Naopak, ak si myslime,
7e neddjde k zat'azovej situdcii, vyberame A z invervalu [0, 0,5). Specidlnym pri-
padom je vol'ba A = 0,5, ked’ méme pre rozdelenie P tvorené scendrmi w', ... w®
a rozdelenie Q so scendrmi w'!, . .. ,w’Sl rovnaky pocet scendrov S = S’ s rovna-
kymi pravdepodobnost’ami p, = ¢, Vs. Dostaneme tak kontaminované rozdelenie
Py s 2S5 scendrmi s pravdepodobnost’ami p, = ¢; = 0,5-1/S.

Doteraz sme predpokladali pevnii mnozinu X, ktord nezavisi na rozdeleni.
Za tejto podmienky sme odvodili globalne kontaminacné medze. Ak uvolnime
predpoklady na X, konkrétne uvazujeme mnozinu X zavisli na rozdeleni, stra-
came konkdvnost’ optimélnej hodnoty tcelovej funkcie ¢(A). V tomto pripade
nedokazeme odvodit’ globalne kontaminac¢né medze a ziskavame lokalne kontami-
nacné medze ako je ukdzané v ¢ldnku [5] na priklade tvarovania rizika (tzv. risk
shaping).

Rozoberme, ¢o sa stane v pripade uvol'nenia linearity funkcie F'(x, Py) vzhl'a-
dom k rozdeleniu. Preformulujeme tvrdenie 1.

Tvrdenie 7. Majme tlohu (2.1) a nech je funkcia F(x, Py) konkdvna v rozdelend.
Nech pre VA € [0,1] 3 p(N). Potom optimdlna hodnota icelovej funkcie o(X) je
konkdvna v parametri X.

Dokaz.
o(1—=t)A+ty) = mi}rgF (x,(1—=t)Py+tP,) >
b.<S]
> (1 — ) mj ' —
> (1-1) min F(x, P\) + tinel)I(l F(x, P,)
= (1 =1)p(\) +tp(v)
V dokaze sme vyuzili konkdvnost’ F(x,-). O

Za ucelovu funkciu F' mozeme dosadit’ mnoho roznych rizikovych mier. V na-
sledujucej casti odvodime tvar kontaminac¢nych medzi pre niekol'ko vybranych
funkeif. Dalej predpokladdme, ze mnozina optimélnych rieseni X *(P) je neprazdna
a obmedzena.

Majme konkdvnu diferencovatelnt dzitkovi funkeiu w. Ugelovi funkeiu si za-
definujeme ako

F(x,P) = —Ep u(x).

Vidime, ze funkcia F' je konvexnd v x a z vlastnosti strednej hodnoty linearna
v rozdeleni. Pouzitim dosledku vety 5 dostdvame tvar derivacie optimalnej hod-
noty ucelovej funkcie v 0. Z vety 6 mame

(1= N [-Bpu(c(P)] + A _min ~Bqu(x) >

z @(Py) =2 (1= [-Epu(x*(P))] + AM-Equ(x"(Q))].



Uvazujme investiciu do N akcii s vynosmi r. Vynosy sa riadia rozdelenim
so strednou hodnotou g a varianénou maticou . Vektor vah x : Zf\il z; =1
predstavuje zastipenie jednotlivych titulov v portféliu. Minimalizujme rozptyl

. i . T . . T
min F(x,P) = min x Varp(r)X—iIél)I(l X YpX,
kde X p je pozitivne definitna matica. Z pozitivnej definitnosti matice X p plynie, ze

kvadraticks forma x” ¥ px je konvexnd v x. Ucelovd funkcia je linedrna v rozdelent.
Dostavame kontamina¢né medze

(1-X) (x"(P)" Spx*(P)) + )\XEIEi*l(lP) x' Yo x >

> p(P) > (1-X) (x"(P)" Zpx*(P)) + A(x'(Q) Zox*(Q))-

Majme opét’ tlohu optimalizacie portfélia ako bola zavedena vyssie. Za rizi-
kové kritérium pouzijeme minimalizaciu rozptylu pri maximalnom vynose

- s T T . T T
min F(x,P) = min {-Ep(r"x) +x" varp(r) x} = min {—ppx+x" Spx}.

Ucelova funkcia s kontaminovanym rozdelenim nadobuda tvar
—(up+po) x+ (1= NxT Spx+ M Eox.

Vsimnime si, ze parameter \ reprezentujuici investorov vzt’ah k riziku neovplyv-
nuje strednu hodnotu. Funkcia je konkdvna v rozdeleni a konvexna v x. Aby
bol splneny predpoklad vety 5 o rovnomernej konvergencii, musi platit’ pg = 0.
V takom pripade ziskavame kontaminac¢né medze

(1=X) (—ppx*(P)+x*(P)" Spx*(P))+ A min x' Tox >

x€X*(P)

> ¢(Py) = (1=A) (—ppx*(P) +x7(P)' Spx'(P)) + A (x"(Q)" 2gx7(Q)) -

Dalsou rizikovou mierou, pre ktord skonstruujeme kontaminaéné medze je
podmienena hodnota v riziku CVaR. Rizikova miera CVaR nie je linearna v roz-
deleni, ale je mozné ju na linedrny tvar previest’. Odvodeniu kontaminacnych
medzi pre CVaR venujeme nasledujicu kapitolu.



Kapitola 3

Podmienena hodnota v riziku

V tejto kapitole sa obozndmime s rizikovymi mierami hodnota v riziku (va-
lue at risk) a podmienend hodnota v riziku (conditional value at risk). Obe st
hojne vyuzivané pri riadeni rizik v praxi, napriklad VaR sa nachddza v doporu-
¢eni pre bankovy sektor Basel II v sekcii o kvantifikdcii trzného rizika portfélia
drzaného bankou [1]. Banky sleduju citlivost’ miery rizika v zdvislosti na troko-
vej sadzbe a vymennom kurze. Bohuzial' detail tychto stresovych scenarov nie je
verejna informaécia.

Pred definovanim podmienenej hodnoty v riziku musime najprv zaviest’ nie-
kol'ko pojmov. Oznacme

g(x,w) stratu, ak vyberieme x € X a nastane scenar w
G(x, P; k) :== P{w : g(x,w) < k} distribuéni funkciu straty pri pevnom x
a € (0,1) uréend hladinu spolahlivosti.

Definicia. (VaR) Pod hodnotou v riziku VaR, rozumieme

VaR,(x,P) = min {k € R: G(x,P;k) > a}
VaR} (x,P) = inf {k € R: G(x,P;k) > a}.

Definicia. (CVaR) Podmienend hodnota v riziku CVaR, je ocakdvana hodnota
rozdelenia a-chvosta H,, straty g(x,w)

H,(x,P;k)=0 k < VaR,(x,P)

G(x,P;k) — «
l—-«

H,(x,P;k) = k > VaR,(x,P).

Veta 8. (Minimalizacny vzorec pre CVaR)
Predpokladajme Ep|g(x,w)| < oo Vx € X. Potom zavedieme funkciu

¢a(X,¢,P) :¢+ EP (g(X,W) _w)+a (31>

11—«

kdex € X, ¢ € R a (-)" = max{-,0}.
Funkcia ¢o(x,1, P) premennej ¢ je koneénd a konvexnd, a teda spojitd. Plati

md%n ba(x,1, P) = CVaR,(x,P) (3.2)
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a d’alej pre argument minima mdme

argmqﬁin da(x,79, P) = [VaRa(X,P),VaR;r(X,P)} )

Dékaz. Veta 10 z [14]. O

Daésledok. Minimalizujme CVaR,, (x,P) na uzavretej neprazdnej mnozine X € R".
Zo vzt'ahu (3.2) ziskame

wr?cle%( ba(x,1, P) = gél)I{l CVaR, (x,P). (3.3)
Pozndamka. Formulacia (3.3) ndm umoznuje pouzit’ techniku kontamina¢nych me-
dzi. CVaR je konkavny v rozdeleni P, ale nie je v rozdeleni linearny. U’pravou
(3.3) transformujeme minimalizaéni tlohu na tvar, v ktorom podmienka linearity
v rozdeleni ostava neporusena. Tato dprava si vyziada cenu v podobe dodatocne;j
premennej 1.

Lemma 9. Nech je funkcia z(y,u) konvexnd na R™ x R™. Oznacme
p(u) = inf, z(y,u). Potom p je konvexnd na R™.

Dékaz. Tvrdenie 2.22 z [16]. O

Tvrdenie 10. (Konvexnost’ CVaR,(x, P\) v x) Nech X je neprdzdna uzavretd
konvexnd mnoZina a nech funkcia g(x,w) je konvernd v x pre vietky w. Potom
CVaR,(x, P\) je konvezny v X.

Dékaz. Vyuzijeme vyjadrenie CVaR z (3.2). Konvexnost’ g(x,w) v x a lemma 9
zarucuju konvexnost’ ¢, (x,1, Py) v (x,1). O

Tvrdenie 11. (Linearita ¢o(x,1, Py) v A) Nech X je neprazdna uzavretd kon-
vexnd mnozZina nezdvisld na rozdeleni a nech funkcia g(x,w) je konvexnd v x
pre vSetky w. Potom funkcia ¢ (x,1, Py) je linedrna v P.

Dokaz. Jednoduchy dosledok linearity strednej hodnoty. O

Rozoberme specialny pripad, ked” P je diskrétne rozdelenie s pravdepodob-
nost’ami p, odpovedajicimi scenarom w?®, s = 1,...,5. Majme x € X pevné.
Prepisme (3.1) do tvaru

1 S
min ¢ (x, ¢, P) = min {w + Zp (9(x,w") = w)*} -

Zavedenim sklzovych premennych mame

1/17y1,-~~:yS
za podmienky ys + 1 > g(x,w) Vs
ys >0 Vs

11



Odtial' dosadenim (3.4) do (3.3) ziskame

s
. ) 1
mip CVeRa(eP) = | min {1/’ 1. Z”} (3
za podmienky vy, + 1 > g(x,w) Vs
ys >0 Vs
x e X

Veta 12. (Kontamina¢né medze pre CVaR) Nech platia predpoklady vety 8. Nech
je mnozina X neprdzdna, uzavretd, konvexnd a nezduvisla na rozdelent, funkcia
g(x,w) je konveznd v x a nech mnozina optimdlnych rieseni X*(P) lohy (3.3)
je kompaktnd.

Potom pre CVaR,,(x, Py) ezxistuji kontaminacné medze v tvare

(1= Noc, (P) + Ao (X" (P), " (P), Q) >
> ¢, (PA) = (1= XNgc,(P) + Ao, (Q),

kde *(P), x*(P) oznacuje optimdlne riesenie ilohy (3.3) a ¢c, (P) jej optimdlnu
hodnotu.

Dokaz. Vychédza z vety 6. [

3.1 Vlastnosti CVaR

V nasledujucej sekcii ukdzeme vlastnosti podmienenej hodnoty v riziku a jej
vyhod oproti v praxi ¢astejsie pouzivanej miere rizika VaR.

Popisme spravanie VaR pri diskrétnom rozdeleni, ktorého distribu¢na funkcia
GG mé skokovity tvar. Rozoberieme ako sa zachova VaR v skoku distribuénej fun-
kcie G a na useku, kde je distribu¢nd funkcia konstantnd G(x,P,k) = «. Priklad
takejto ditribucénej funkcie je ilustrovany na obrazku 3.1. Pod skokom v distri-
bucnej funkcii rozumieme

Plw:g(xw)<k)—Plw:gxw)<k)=Pw:gxw)=Ek)>0.

V prvom pripade rovnica G(x,Pk) = « nemé rieSenie pre a z intervalu
(G(x,P, Pw : g(xw) < k)), G(x,P,VaR,(x,P))). V druhom pripade je
riefenim G(x,Pk) = a interval [VaR.(x,P), VaR}(x,P)]. Ak sa v distri-
bucnej funkcii pre dant hladinu o nachddza skok, tak je rieSenim interval
[VaR,(x,P), VaR! (x,P)). Teda mald zmena v a bude mat’ za ndsledok velky
posun v hodnote rizika.

Interval [VaR.(x,P), VaR (x,P)] bude z definicie VaR/(x,P) vzdy konecny.
Pre absoliitne spojité rozdelenie sa VaR,(x,P) a VaR} (x, P) rovnaji.

Tvrdenie 13. Zadefinuyme dva nové pojmy

CVaR, (x,P) = E{g(x,w)|g(x,w) > VaR,(x,P)}
CVaR} (x,P) = E{g(x,w)|g(x,w) > VaR,(x,P)}.

12



G(x, Py k)

Y

0 ki VaRa(x,P) VaR!(x,P)

Obr. 3.1: Priklad nerydzo monoténnej ditribucnej funkcie so skokom v k. Zdroj
[14].

Pre CVaR plati:
(i) ak vo VaR,(x,P) nie je skok, tak
CVaR, (x,P) = CVaR,(x, P) = CVaR} (x,P);

(i) ak sa vo VaR,(x,P) nachddza skok, tak
CVaR, (x,P) < CVaR,(x,P) = CVaR/ (x,P);

(iii) ak sa vo VaR,(x,P) nachddza skok a zdroven G(x,P,VaR,(x,P)) =1, tak
CVaR, (x,P) = CVaR,(x,P);

(iv) pre ostatné pripady
CVaR (x,P) < CVaR,(x,P) < CVaR} (x,P).

Teda CVaR md pre skokovité distribucné funkcie vijhodnejsie vlastnosti ako VaR
s ohl’adom na vyssie spomenuté situdcie.

Dékaz. Pre skok distribuénej funkcie G' v bode VaR, (x, P) zadefinujeme

at(x) = G(x, P; VaR,(x,P))
a” (x) = G(x, P; VaR_ (x, P)),

kde G(x, P; VaR_ (x, P) je I'avd limita G(x,P; ), teda
G(x,P;VaR, (x,P) = P(w: g(x,w) < VaR,(x,P)).

13



CVaR/ (x,P) je stredna hodnota straty g(x,w) s distribu¢nou funkciou

HI(x,P;k)=0 k < VaR,(x,P)
G(x,P; k) — at(x)

k > VaRa(x,P),

a podobne CVaR (x,P) je stredna hodnota straty g(x, w) s distribu¢nou funkciou

H (x,P;k)=0 k < VaR,(x,P)
G(x,P; k) — a~(x)
1—a (x)

H, (x,P;k) = k > VaR,(x,P).

V pripade, ze sa vo VaR,(x,P) nenachddza skok, tak médme o™ (x) = a = at(x).
Teda distribucné funkcie straty su rovnaké pre CVaR_ (x,P), CVaR,(x, P) aj
CVaR} (x,P). Tym je dokdzand pozadovand rovnost’ v (i).

Ak vo VaR,(x,P) skok je, tak mdme a = a*(x), a teda a™(x) < a’(x) < 1.
Z toho je zrejma platnost’ tvrdenia (ii).

V (iii) predpokladdme G(x,P,VaR,(x,P)) = 1. Z toho plynie, ze vzt'ah z (ii)
a”(x) < at(x) < 1 nie je platny. Vyjdeme z

G(x, P;VaR, (x, P)) < a < G(x, P; VaR,(x,P)) =1

a z definicie CVaR, (x,P). Dostavame rovnost’ CVaR,(x,P) = CVaR_ (x,P).

Ostatné situécie su definované nerovnost’ou
G(x, P;VaR, (x, P)) < a < G(x, P; VaR,(x, P)),

vychadzajuc z tvarov distribuénych funkcii jednotlivych CVaR-ov teda dostavame
tvrdenie (iv). O

Definicia. (Koherentnd miera rizika) Miera rizika p sa nazyva koherentnou, ak
plati

ply+y) < ply) +py) (3.6)
p(vy) = p(y) 7>0 (3.7)
p(y) =c y = ¢ = konst (3.8)
y<y =py) <ply) (3.9)

Podmienka (3.6) hovori, ze zlicenie dvoch portfélif nesie mensie riziko ako stucet
rizik tychto dvoch portfélii. Teda diverzifikdcia znizuje rizikovost’. Podmienka
(3.7) mé za nasledok p(0) = 0.

Definicia. (Sublinedrna miera rizika) Mieru spliujicu podmienky (3.6) a (3.7)
nazyvame sublinearnou mierou rizika.

Tvrdenie 14. (Koherentnost’ CVaR) Nech g(x,w) je linedrne v x. Potom je
CVaR koherentou mierou rizika.

14



Dékaz. Vyjdime z minimalizacného vzorca pre CVaR, (3.1). Dokézeme sublinea-
ritu funkcie (g(x,w) — )" v (x,4), z ¢oho plynie sublinearita ¢, (x,0,P) v (x,1).
Pouzijeme linearitu g(x,w)

(gl +x w) = (L +9)" = (g(xw) + g(x w) —¢ —¢)" =
= max{g(x.w) + g(x w) — ¥ — ¥, 0} <
< max{g(x,w) — ¥,0} + max{g(x ,w) —¢',0} =
w) —

= (g(xw) — )" + (g(x w) —¢)*
(g(yx,w) =v9) " = (vg(xw) —19) " = v(g(xw) — )"

7 vyssie uvedenych rovnosti a z vlastnosti strednej hodnoty popisanych napri-
klad v [12] vyplyva sublinearita funkcie ¢,(x,%,P) v (x,). Tym su dokazané
podmienky (3.6) a (3.7).

Predpokladajme g(x,w) = ¢, kde ¢ je konstanta. Potom

1
CVaR,(x,P) = min{¢ + (c—)"} =c,
0 -«
teda plati podmienka (3.8).
Podmienka (3.9) je dosledkom tvaru minimaliza¢ného vzorca (3.1). O

Pozndmka. VaR nie je v obecnom pripade koheretny, pretoze nevyhovuje pod-
mienke (3.6). Tato podmienka je splnend napriklad pre eliptické rozdelenia, teda
Specidlne pre normaélne rozdelenie (vid’ [7]).
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Kapitola 4

(Generovanie scenarov

V tejto kapitole popisSeme vybrané sposoby generovania scenarov, ktoré spiﬁajfl
predpoklady kontamina¢nej techniky. Budeme vychadzat’ z clankov [11] a [13].

Uvazujme ulohu optimalizacie portfélia vzhl'adom k riziku. Investujeme do N
vopred vybranych akcii. Jednotlivé akcie budeme oznacovat’ indexom . Portfélio
je charakterizované obmedzeniami na vahy jednotlivych akeii z; < K, K € (0,1),
a sumu vah akcii z jedného hospodarskeho odvetvia Zie Lo Ti < K, kde 1,4,

je mnozina indexov akcii z daného odvetvia. Pre vahy akcii plati Zl]\il x; = 1.
Okrem toho nepovolujeme predaj nakratko, teda z; > 0.

Oznatme P; = (Py,...,Py:)T vektor cien akcii portfélia v den ¢ a
X, = (214,52 Nt)T vektor vah celého portfélia odpovedajicich P;. Definujme
pre denné zmeny cien akcii

Py — b
Fop = D) Tt 4.1
t Pi “D)
Predpokladéme, ze ndhodny vektor R, = (F1t, - - -, Tne)? m& mnohorozmerné nor-

malne rozdelenie so strednou hodnotou p; a varianénou maticou ;.
Zmena hodnoty portfélia 3
AV, = X,R]

sa riadi rozdelenim

AVt ~ N(M, XtEtXtT).

Chceme vynosy vystavit’ zat'azi. Oznaéme vektorom Ry, dimenzie (k x 1) vynosy
pod stresom. Ostatné vynosy predstavuje vektor Ry, dimenzie (N — k) x 1).
Predpokladajme, ze varianéna matica >; ostala nezmenena stresovym scendrom
a ze vektor zat’azovanych vynosov nadobida hodnot

ﬁgt = R2 = (7”1, Ce ,Tk)T.

Za tychto predpokladov dostdvame pre nestresované vynosy podmienené rozde-
lenie

]-:{1t|1~{2t:R2 ~ N(pe,2e),
kde e = 21222_21].:{2 a Zc = 211 — (21222_21221).
Vyuzitim tohto podmieneného rozdelenia dostavame strednt hodnotu zmeny hod-

noty portfélia
EAV; = Xy Ro + Xy fte
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a jej rozptyl
X1 5. X7,

Doteraz sme predpokladali nemennost’ varianc¢nej matice ¥, v zat’azovom
teste. Ak tento predpoklad uvolnime, mozeme okrem vynosov stresovat’ aj vola-
tility a korelacie medzi vynosmi. Vyjdime z rozkladu varian¢nej matice

Et - DtQtDt, (42)

kde € = (pij)ij=1,.. ~ je korelaénd matica vynosov akcif a D, = diag{o1, ..., 0Nt}
diagonalna matica smerodajnych odchylok vynosov.

Prejdime k scendru, v ktorom chceme zmenit’ hodnoty smerodajnych odchy-
lok. Zostrojme maticu A dimenzie (N x N), ktorej prvky sa rovnaji rozdielu his-
torickych smerodajnych odchylok a smerodajnych odchylok stresového scenara.
Dostavame

/

2= (De + A)U(Dy + A)' = ( E/H 2/12 )
Yoy Xgo

Tento typ stresovania ale nespfﬁa podmienku linearity v rozdeleni nutni pre kon-
cept kontaminacnych medzi:

A#Onxn 7ER\{1}: (D +92)2(Dy +7vA) # (D + A)%(Dy + A).

Z rozkladu varianénej matice (4.2) budeme vychédzat’ aj pri stresovani ko-
reldci{ medzi akciami. Oznaéme Ry vektor (g x 1) vynosov, ktoré si vystavené
korelaénym sokom, a Ry vektor ostatnych vynosov dimenzie (N —g) x 1). V pri-
pade potreby vynosy preusporiadame tak, aby Sokované vynosy boli na prvych g
miestach. Plati

f{at Dat 0 Qaat Qabt Dat 0
~ ~NI{O X X .
( Ry ) ( R ( 0 Dy ) ( Qo opy ) ( 0 Dy >)

Zat'azujeme len korelacie medzi vybranymi stresovanymi vynosmi. Korelacie me-
. 4 . d . 4 . z / v /
dzi stresovanymi a nestresovanymi vynosmi ponechame nezmenené. Oznacme €2,
maticu Sokovanych koreldcii. Dosadime ju do vyjadrenia pre korelacni maticu a

dostavame /
, Q Q
Q — aat abt ) .
! < Qpar o

Problém nastdva, ak varianénd matica X, nie je pozitivne definitnd. V takom pri-
pade sa odporuca najst’ vyhovujicu maticu pomocou tzv. Fingerovho algoritmu.
Tento algoritmus je zalozeny na fakte, Ze matica je pozitivne definitna prave
vtedy, ked’ vsetky jej vlastné cisla su pozitivne. Algoritmus prebieha v styroch
krokoch s nultym krokom na nastavenie pociatocnej hodnoty:

Krok 0:
Pociatocna hodnota parametra c je blizka 0.

Krok 1:
Zvol'me ¢ € (0,1).
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Krok 2: R
Zostrojme maticu € = ¢;€ + (1 — cl)Q;

Krok 3:

Vypocitajme vlastné ¢isla matice Q.

Krok 4:

Ak st vlastné cisla pozitivne, pokracujeme krokom 1 s hodnotou
Cit1 = C — A.

Ak si vlastné cisla zaporné alebo rovné nule, vratime sa do kroku 1 pre hod-
notu ¢;41 = ¢ + A.

Vel’kost’ posunu parametra A volime vhodne mali. Algoritmus ukon¢ime pri na-
vrateni do hodnoty ¢, ktoru algoritmus uz raz presiel.

Normaélne rozdelenie so znamou strednou hodnotou a takto zostrojenou varianc-
nou maticou neporusuje predpoklad linearity v rozdeleni, a teda mozu byt’ skon-
Struované kontaminacné medze.

Predstavme sposob generovania scenarov podl'a momentovej metédy ako
je popisany v [4]. Uvol'nime predpoklad normélneho rozdelenia vynosov R =
(r1,...,r5)T a oznaéme stredni hodnotu ndhodnej veliciny r;, i = 1,...,N, ako
i a jej rozptyl ako of. Koreldcie medzi ndhodnymi veli¢inami r; a r; budeme
nad’alej znacit’ p;;. Predpokladajme, Ze vynosy pochddzaju z diskrétneho rozde-
lenia s S scendrmi s pravdepodobnost’ami py, > 0 Vs : Zleps = 1. Hladdme
teda vektory

s s\T
(ri,...,T%)
také, ze plati
S
Zpsrz‘s:,ui VZ:L,N
s=1
s
> i) =o? Vi=1,....N
s=1
s
> 0 (7 = ) (5 = 1)) = pyy Vi,j
s=1
s
> pe=1
s=1
Ps 2 0 \V/S.

Vyssie popisané rovnosti maju rieSenie pre konzistentné momenty a dostatocne
vel'ké S. V pripade nesplnenia aspon jedného z tychto predpokladov, riesime
minimaliza¢nu ulohu
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N S 2 5 2
min Zai (Zpsrf - Mz') + (Zps(rf)Q - Uf) (4.3)
N s 2
Z Bij [ZPS(Tf - Mz‘)(rf - #j)]

i,j=1rij s=1

s
za podmienok Zps =1
s=1

ps >0 Vs=1,....,8
(4.4)

Parametre o; a f3;; volime podl'a dolezitosti. Ak chceme dat’ obecne v&csi doraz
na koreldcie, zvolime 3;; > «a; Vi,j. Pri vybere hodnot parametrov zohrava tlohu
aj kvalita ich odhadu - vyberieme vac¢siu hodnotu parametra, ktorého odhad je
presnejsi.

Uloha (4.3) je nekonvexnd a nelinedrna a moze mat’ viacero lokalnych minfm.
Ak by vsak bol predpoklad konzistencie neporuseny a S je dostatocne vel'ké, tak
optimalna hodnota tlohy je nula.
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Kapitola 5
Numericka aplikacia

V tejto kapitole aplikujeme kontaminacni techniku na tlohu optimalizacie
portfolia akcii pomocou rizikovej miery CVaR.

5.1 Popis dat

Predtym ako prejdeme k samotnému numerickému prikladu, popiSeme najprv
data, na ktorych budeme tlohu ilustrovat’. KI'i¢ovi rolu pri vybere dat zohravala
dostupnost’ historickych cien akcii a pritomnost’ aspon dvoch obdobi vyrazného
poklesu cien akcii na danom trhu. Z tychto dovodov sme vyberali akcie obcho-
dované na newyorskej burze New York Stock Exchange (NYSE), ktord je pova-
zovana za jednu z najvacsich a najlikvidnejsich birz na svete. Za zdrojové data
sme zvolili dennui zaverecni cenu akcii upraveni o vyplatu dividend a Stiepenie
akcii z portalu www.finance.yahoo.com. 7 cien akcii Py, kde index ¢ = 1,...,N
oznacuje akciuat = 1,...,T den, sa potom jednoduchou ipravou (4.1) vypocitali
medzidenné vynosy r;.

Za krizové obdobia sme vybrali dva ¢asové tuseky:

e krizu roku 2001 po utoku na Dvojicky, teda ceny akcii od 10. 9. 2001 do 31.
10. 2001

e finanénu krizu z roku 2008, teda ceny akcii od 1. 8. 2008 do 31. 12. 2008.
Za nekrizové data sme vybrali ceny akcii:

e 7 roku 2001 od 1. 3. 2001 do 31. 8. 2001

e 7z roku 2008 od 1. 2. 2008 do 31. 7. 2008

e sucasné data od 2. 4. 2012 do 28. 3. 2013.

Vol'ba titulov pouzitych v numerickom priklade je s¢asti podmienena vyberom
krizovych obdobi. Predpokladame, ze v roku 2001 boli zasiahnuté najma letecké
spolo¢nosti. Preto do vybranych titulov zaradime Southwest Airlines Co., tretiu
najvacsiu letecku spolocnost’ v Severnej Amerike. Pre rok 2008 je typicka kriza
v bankovom sektore, kvoli ¢omu do zoznamu titulov zaradime velkych hracov
na poli investicného bankovnictva Goldman Sachs Group Inc. a Morgan Stanley.
Okrem toho do vyberu akcii priddme banku s druhym najvaésim poétom depozit
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Odvetvie Nézov spoloc¢nosti Ticker symbol

Automobilovy priemysel Ford Motor Company F

Bankovy sektor Goldman Sachs Group Inc. GS

Bankovy sektor Morgan Stanley MS

Bankovy sektor Wells Fargo & Company WFC
Farmaceuticky priemysel Pfizer Inc. PFE
Letecké spolo¢nosti Southwest Airlines Co. LUV
IT Apple Inc. AAPL
IT Microsoft Corporation MSFT
Maloobchod Wal-Mart Stores Inc. WMT
Potravinarsky priemysel  PepsiCo Inc. PEP

Tabul’ka 5.1: Prehl'ad akcii pouzitych v numerickej aplikacii.

a hypoték Wells Fargo & Company. Wells Fargo & Company mala ako jedina
z bank v Spojenych statoch v roku 2007 od agentiury Standard & Poor’s rating
AAA.

Zvysné akcie sme volili z roznych hospodarskych odvetvi, a to z automobilového
priemyslu, I'T, maloobchodu a farmaceutického a potravinarskeho priemyslu. Au-
tomobilovy priemysel zastupuje spolo¢nost’ Ford Motor Company, piaty najvacsi
vyrobca aut na svete. Informacné technolégie reprezentuji firmy Apple Inc. a
Microsoft Corporation. Ako predstavitel'a potravinarskeho priemyslu sme zvolili
firmu PepsiCo Inc. Zoznam akcii uzatvara Pfizer Inc., ktory patri medzi najvac-
sie farmaceutické spolocnosti v USA ale i celosvetovo, a najvécsia maloobchodnd
siet’ na svete Wal-Mart Stores Inc.

Vsetky akcie st sticast’ou indexu S & P 500, ktory sleduje 500 spolo¢nosti s najvys-
Sou trznou kapitalizaciou, ktoré sa vol'ne obchoduju na americkej burze. Stihrnny
prehl'ad vybranych titulov a ich odvetvi je k dispozicii v tabul'ke 5.1.

Pri analyze spravania vynosov v krizovych obdobiach si vSimneme odlisnosti

vo volatilite vynosov. Pocas krizy v roku 2001 doslo v den otvorenia burzy po tutoku
z 11. septembra k prepadu u vsetkych akcii okrem akcii PepsiCo. U vybranych
titulov doslo dokonca k poklesu o viac ako 13 %, pre letecki spolo¢nost’ dosiahol
medzidenny pokles vynosov hodnoty az 24 %. Po zvySok obdobia sa az na jednu
vynimku absolitna hodnota vynosov pohybuje okolo 5 % (vid’ Obr. 5.1).
U vynosov z roku 2008 pozorujeme vyssiu volatilitu vynosov a az na akcie Morgan
Stanley nedochddza k vyraznym jednordzovym poklesom (vid’ Obr. 5.2). Néhly
prepad vynosov u akcie Morgan Stanley bol sposobeny neistotou na trhu o dokon-
¢eni investicie 9 milidrd dolarov do Morgan Stanley. Naslednd extrémna hodnota
vynosu az 87 % nastala po prevedeni investicie.

Na vypocet zékladnych statistickych ukazatelov a generdciu scenarov sme

pouzili matematicky software MATLAB. Na optimalizaciu portfélia sme vyuzili
optimalizacny software GAMS.

5.2 Numericky priklad

Pre vypocet kontaminacnych medzi potrebujeme dve pravdepodobnostné roz-
delenia, povodné rozdelenie P a rozdelenie @), ktorym budeme rozdelenie P kon-
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Obr. 5.1: Vynosy akcii pocas krizového obdobia v roku 2001.
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Obr. 5.2: Vynosy akcii pocas krizového obdobia v roku 2008.
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taminovat’. Vzhl'adom k dostatocnému poctu pozorovani z nekrizovych obdobi
pouzijeme za rozdelenie P historické scenare ry, kde t = 1,...,T a T znaci pocet
historickych scenarov. Predpokladame, ze scenare maji rovnaku pravdepodob-
nost' py = 1/T Vt. Rozdelenie ) ziskame pomocou scendrov vygenerovanych
z dat z krizového obdobia. V numerickom priklade budeme pouzivat’ dva typy
stresovych scenarov.

Predpokladédme, ze vynosy povodného rozdelenia P pochadzaji z mnohoroz-
merného normalneho rozdelenia

Nio(pp, Xp).

Parametre normélneho rozdelenia odhadneme pomocou vyberovej strednej hod-
noty ftp a vyberovej varianénej matice X p = DpQpDp. Chceme podrobit’ zat’'azi
koreldciu medzi akciami. Teda chceme skimat’ zvysSenie rizika pri znizeni diverzi-
fikacie portfélia. Na to vyuzijeme sposob odvodeny v kapitole 4. Predpokladame,
ze krizové vynosy sa takisto riadia mnohorozmernym normalnym rozdelenim s pa-
rametrami fbg,i.q & Lgrize. Parametre odhadneme vyberovymi odhadmi. Aby sme
mohli odsledovat’ vplyv zmeny v zavislostiach medzi akciami, tak ponechame
stredni hodnotu vynosov nezmenenu. Nahradime odhad korelacnej matice po-
vodného rozdelenii QAp korglaénou maticou ziskanou z krizovych dat Q... Ak
varianéna matica D p$,.;.o Dp novoziskaného rozdelenia nie je pozitivne semidefi-
nitna, pouzijeme Fingerov algoritmus popisany v kapitole 4. Dostavame zat’azové
rozdelenie ()

Q ~ NlO(lJ'P: ﬁPﬁkrizaﬁP)-

Z tohto rozdelenia nasledne vygenerujeme stresové scenare. Ich pocet S polozime
rovny 100. Tym ziskame prvy typ stresovych scendrov r'®, s = 1,...,100 s odpo-
vedajucimi pravdepodobnost’ami ¢ : Zle ¢s = 1. Pre zjednodusenie pokladdame
qs = 1/S = 1/100.

V druhom type stresovych scendrov budeme zat’azovat’ vynosy. Kladné vynosy
ponechame nezmenené a zaporné vynosy vystavime stresu. Predpokladame, ze
zaporny vynos akcie ¢ povodného rozdelenia sa znizi o nejaki hodnotu. Teda
simulujeme situdciu, kedy prepad vo vynosoch je vacsi ako v nekrizovom obdobi,
ale kladné vynosy ostavaju nedotknuté. Potrebujeme aproximovat’ vel'’kost’ zmeny
krizového obdobia a oznac¢ime ju ako rmin;, ¢ = 1,...,10. Prehl'ad hodnot rmin;
uvadzame v tabulke 5.2. Zat’azové scendre vytvorime prendasobenim zapornych
historickych scenarov koeficientom (1 — rmin,)

Vi=1,...,10
¢ Vi=1,...,10

Pocet scenarov S rozdelenia () sa rovna poctu scenarov povodného rozdelenia
T. Opéat’ predpokladame, ze scendre nastavaju s rovnakou pravdepodobnost’ou
g =1/S=1/T.

Upozornime, ze pre rozne akcie pozorujeme minimalny vynos rmin; v rozne dni.
Dochadza tak k poruseniu casovej struktiry vynosov, ¢o ale pre tento typ scenara
nepovazujeme za podstatné.
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2001 2008

AAPL -787% -17,92%
F o -1468% -21,62%
GS  -892% -13,92%
LUV  -2409% -7,93%
MS  -13,10 % -25,94 %
MSFT -8,13% -8,70 %
PEP  -3,60 % -11,92 %
PFE  -359 % -8,55 %
WFC  -333% -14,57 %

WMT 4,84 % -8,07 %

bia v percentach.

rozd. P/ rozd. Q scenare z krizy v 2001 scenare z krizy v 2008
nekrizové data z 2001 X

nekrizové data z 2008 X

sucasné data 2012-2013 X X

Tabul'ka 5.3: Tabul'’ka dvojic rozdelen pouzitych na vypocet kontaminacnych me-
dzi.

Ulohu optimalizécie portfélia vzhl'adom k riziku a vypocet kontaminaénych
medzi prevedieme dohromady na 6smych dvojiciach rozdeleni (P,Q)). Rozdelenie
z obdobia pred krizou z roku 2001 budeme kontaminovat’ dvomi rozdeleniami
generovanymi vysSie popisanym postupom z krizovych dat z toho istého roka.
Analogicky postupujeme pre rok 2008. Pre sicasné data pouzijeme na genero-
vanie scenarov obe krizové déata (vid’ tabulku 5.3). Teda pre kazdé nekrizové
obdobie budeme zat’azovat’ koreldcie medzi akciami a vynosy.

Prejdime k finanénej aplikacii. Chceme investovat’ do portfélia vopred vybra-

nych desiatich akcii 7 = 1,...,10. Kazdej akcii priradime vahu zastipenia v port-

foliu. Tito vahu oznacime ako x; : Zjﬂl x; = 1. Nepovol'ujeme predaje nakratko,

takze x; > 0. Aby sme diverzifikdciou mitigovali riziko, nastavime pre kazdua vahu

hornu hranicu
x; <0,33.

Rovnako postupujeme pri akcidach patriacich do istého odvetvia. Pre bankovy
sektor a IT méame

ras +Tyms + rwre < 0,33

Taapr + Tysrr < 0,33.

Hladinu spol'ahlivosti a volime 5 %. Pre rozdelenie P so scendrmir!, i = 1,...,10,
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t=1,...,T aich pravdepodobnost’ami p, = 1/T dostavame tlohu

min  CVaRggs5(x, P)
za podmienok z; < 0,33 Vi
rgs + Tus + rwre < 0,33

Taapr + oymser < 0,33

10
i=1

Ekvivalentne mozeme prepisat’ do tvaru (3.5) s pomocnymi premennymi

T
1 1
i —_— — 5.1
min {w—i- 1095 ;:1 Tyt} (5.1)
za podmienok z; < 0,33 Vi

rgs + rms + rwre < 0,33

Taapr + Tyuser < 0,33

10
=1

;>0 Vi=1,...,10

10
vt > =Y rlwy V=1,...T
=1

(7 Vt=1,...,T
Y eR.

Reformulécia ulohy je potrebnd, aby sme ziskali uic¢elovi funkciu linedrnu v roz-
deleni (vid’ Kapitola 3).

Analogicky odvodime tlohu pre zit’azové rozdelenie @ so scendrmi 7%, i =
1,...,10, s=1,...,5 a pravdepodobnost’ami ¢,.

Na konstrukciu kontaminacnych medzi potrebujeme optimélnu hodnotu tucelo-
vej funkcie p(P) a ¢(Q), ktoru l'ahko ziskame vyriesenim ulohy (5.1) pre od-
povedajuce rozdelenie. Pre hornii medzu naviac vstupujui do vypoc¢tu hodnoty
$0,95(x*(P),*(P),Q) a ¢p.95(x*(Q),1*(Q),P). Tie jednoducho spocitame zo vzt'a-
hov
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Na vypocet CVaR pre kontaminované rozdelenie pouzijeme tilohu

min {(1 —t) <w(P) + ﬁw Z %y(Ph)

t=1

+1 (W@) + 1_—10795 > %MQ)s) }

za podmienok z; < 0,33 Vi
ras + ryms + rwre < 0,33

Taapr +rymsrer < 0,33

10
i=1

;>0 Vi=1,...,10

10
y(P)e+(P) > = rla; Vt=1,...T
i=1

10
y(Q)s + ?/J(Q) Z - ZT;sﬁi Vs = 1, e ,S
=1

ytZO Vt:]_,,T
ys >0 Vs=1,....5
»(P) R, ¥(Q) € R.

Ulohu (5.1) sme vyriesili pre vSetky dvojice nestresovych a stresovych rozde-

leni. Vypocitané hodnoty uvadzame v tabul'ke 5.4. V§imnime si, Ze pre rozdelenia
() tvorené scendrmi zat’azujucimi vynosy je pre vsetky pripady hodnota ¢(Q) vys-
sia ako ¢(P). Dovodom je sposob, akym sme generovali scendre. Pre tento typ
stresu plati ¢(P) < ¢(Q). Pokial' v rozdeleni P existuje aspon jeden zéporny
vynos, tak dostaneme ostri nerovnost’.
Pre rozdelenie @) zat’azujice koreldcie medzi akciami pozorujeme p(P) < ¢(Q)
pre scenare z krizového obdobia roku 2008 a opa¢ni nerovnost’ pre krizové obdo-
bie z roku 2001. Na zaklade toho usudzujeme, ze typ krizy bol v tychto rokoch
rozdielny. V roku 2008 boli vynosy akcii medzi sebou silnejsie korelované ako
v roku 2001. To nam potvrdzuje intuitivnu predstavu, ze v roku 2001 sa na trhu
jednalo o jeden velky Sok, ktory mal ale dlhodobejsi dopad len do niektorych od-
vetvi. Naproti tomu v roku 2008 prepukla globalna financné kriza, ktora zasiahla
do vsetkych pozorovanych odvetvi.

Pozrime sa na 1ilohu z hl'adiska rizikového managera. Ten ma na starosti kvan-
tifikovat’ riziko spojené s investiciou do portfélia vybranych akcii a vyhodnotit’
pravdepodobnost’ rizikovych udalosti. Na zaklade tychto informécii potom na-
vrhuje sposoby mitigacie rizika. Casto sa pri analyze rizika obmedzuje len na po-
rovnanie optimalnych hodnot ucelovych funkcii. Teda pozera sa, ¢i a o kol'ko
riziko v zat’azovej situacii vzrastlo. Tento sposob moze byt’ zavadzajici. Predpo-
kladajme, ze p(P) = ¢(Q) a zaroven ¢(Py) = ¢((1—A)P+AQ) nie je konstantna.
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p Q p(P)  (Q)  doos(X"(P) ¥ (P),Q) ¢os(x"(Q) " (Q),P)

2001 2001 N 0,0208 0,0193 0,0300 0,0256
2012 2001 N 0,0111 0,0086 0,0010 0,0135
2008 2008 N 0,0212 0,0248 0,0273 0,0221
2012 2008 N 0,0111 0,0148 0,0169 0,0127
2001 2001 r 0,0208 0,0230 0,0254 0,1035
2012 2001 r 0,0111 0,0116 0,0117 0,0381
2008 2008 r 0,0212 0,0232 0,0235 0,1004
2012 2008 r 0,0111 0,0121 0,0124 0,0382

Tabulka 5.4: Vypocitané hodnoty tlohy (5.1) pre vsetkych osem pripadov, kde
N oznacuje scenéare zat’azujuce korelaciu a r scenédre zat’azujiice vynosy.

Z tvrdenia 1 vieme, ze optimalna hodnota ucelovej funkcie kontaminovaného roz-
delenia je konkdvna. To znamend, ze existuje A € (0,1) také, ze p(Py) > ¢(P).
Ako plynie z predoslej ivahy o rozdielnom charaktere kriz z rokov 2001 a 2008,
pre spravne vyhodnotenie rizika hra vol'ba zat’azového rozdelenia dolezitu ilohu.
Vol'ba stresu moze byt podmienena viacerymi faktormi, napriklad nariadenim
regulatora alebo expertnym odhadom zhorsenia podmienok na trhu. Povazujeme
za dolezité identifikovat’ mozny stres v podobe zat’azového rozdelenia a zaroven
povazujeme za kl'icové zvolit’, relevantne vzhl'adom k situacii, pomer medzi po-
vodnym a krizovym scenarom. Neexistuje pravidlo, podl'a ktorého sa uréi opti-
malna hodnota kontaminacného parametra A. Rizikovému managerovi doporucu-
jeme volit’ t podl'a doveryhodnosti rozdelenia (). Do tvahy sa v tomto pripade
berie dovera v zdroj rozdelenia a vlastny odborny tisudok. Ak mame pochybnosti
o dostaveni sa zat’azovej situdcie, volime A z [0, 0,5]. Naopak, ak oc¢akdvame
stres, zvolime \ vicsie nez 0,5. Specidlny pripad nastane, ak sa pravdepodobnosti
nekrizovych a krizovych scenarov rovnaju, teda p; = ¢ Vt Vs. Vtedy pre A = 0,5
dostaneme kontaminované rozdelenie s 7'+ S scenarmi r}, ... r/r;', ... r;% s rov-
nakou pravdepodobnost'oup; = ... =pr =q¢ = ... = qs. K tomuto Specidlnemu
pripadu v nasom priklade dojde pre krizové scendare zat’azujice vynosy.
Aplikovali sme kontaminacni techniku na dvojice nekrizovych a krizovych
rozdeleni. Graficky vystup mozeme vidiet’” na obrazkoch 5.3 az 5.10. Oznac¢me
hodnotu hornej medze v bode A\ ako U, a analogicky hodnotu dolnej medze ako
L. Pomerom
N CV&RQ(X, P)\) — L)\
B Uy — Ly
budeme merat’ vzdialenost’ CVaR od kontamina¢nych medzi.
Vsimnime si rozne typy spravania CVaR,(x, P\) pre stres koreldcii a vynosov.
Pre scendre zat’azujice vynosy sa zvycajne CVaR drzi pri dolnej medzi (vid' ta-
bul'ka 5.5). Vynimkou je obdobie 2001 kontaminované krizou z 2001, v ktorom
maximalna hodnota pomeru D, vychddza 33,06 % pre A = 0,05. Pomer postupne
klesa, pre A > 0,4 vychadza D, < 10%. V pripade korelacného stresu sa CVaR
od dolnej medze vzd'aluje.

D)\Z

Predstavme si situdciu, ked’ je vypocetne naroéné ziskat’ hodnotu CVaR,(x, Py)
pre vietky A € [0,1]. V takom pripade doporuc¢ujeme spocitat’ kontaminaéné me-
dze. Pre zat’azovanie koreldcii odporticame prudérny pristup k riziku a aproxi-
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P Q maximalny pomer (CVaR,(x,Py) — Ly) k (Uy — L))
2001 2001 N 89,75 %
2012 2001 N 76,92 %
2008 2008 N 45,95 %
2012 2008 N 56,56 %
2001 2001 r 33,06 %
2012 2001 r 2,74 %
2008 2008 r 0,53 %
2012 2008 r 6,12 %

Tabul'ka 5.5: Maximélny pomer (CVaR—dolna medza) k rozdielu medzi.

Stres korelacii Stres vynosov

neurcené A A= 0,5 | neur¢ené A A =0,5
pod dolnou medzou | 92,97 % 9844 % | 9922 % 99,22 %

2001 medzi medzami 6,25 % 0,78 % 0 % 0%
nad hornou medzou | 0,78 % 0,78 % 0,78 % 0,78 %
pod dolnou medzou | 99,92 % 9992 % | 99,92 % 99,92 %

2008 medzi medzami 0% 0% 0 % 0%
nad hornou medzou 0,08 % 0,08 % 0,08 % 0,08 %

Tabul'ka 5.6: Vysledky spatného testovania kontaminac¢nych medzi.

movat’ CVaR,(x, P\) hornou medzou. Pre stres vynosov navrhujeme odhadnit’
riziko pomocou dolnej medze, ¢o stale povazujeme za konzervativny odhad.

Otestujeme spétne kvalitu kontaminacnych medzi. Tento tzv. backtesting vy-
koname na nekrizovych datach z rokov 2001 a 2008. Pomocou optiméalnych vah
portfélia pre nekrizové obdobie x*(P) vypocitame vynosy portfélia (grafické zna-
zornenie uvadzame na obrazkoch 5.11 a 5.12). Nasledne vynos portfélia porov-
name s kontamina¢nymi medzami. Vynosy si rozdelime do troch kategorii: pod dol-
nou medzou, medzi kontaminacnymi medzami a nad hornou medzou.

Pretoze nemame pevne uréeny parameter A, zvolime za horni hranicu kategorii
maximalnu horni medzu a za dolni hranicu minimalnu dolnt medzu. Pre porov-
nanie uvadzame aj rozdelenie vynosov do kategérii pre A = 0,5.

Vidime, ze v roku 2008 vychadza pre oba typy zat’azovych scenarov rovnaké
zastipenie vo vietkych kategoriach (vid’ tabul'ka 5.6). Pod dolnou medzou sa na-
chadza 99,92 % pozorovani. Len jeden vynos respektive strata portfélia prekrocila
hornt medzu, ¢o odpoveda 0,08 % pozorovani. V roku 2001 pri zat’azovani korela-
cif medzi vynosmi lezi pod dolnou medzou 92,97 %. Medzi medzami sa nachadza
6,25 %. Pre A = 0,5 je to 98,44 % pod dolnou medzou. Kontamina¢né medze teda
spol’ahlivo odhadli riziko.
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Obr. 5.3: Kontamina¢né medze pre nekrizové obdobie z roku 2001 a krizové sce-
nare generované pomocou norméalneho rozdelenia z krizy roku 2001.
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Obr. 5.4: Kontaminac¢né medze pre nekrizové obdobie z roku 2001 a krizové sce-
nare generované pomocou stresovania vynosov na zaklade krizy roku 2001.
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Obr. 5.5: Kontamina¢né medze pre nekrizové obdobie z roku 2012 a krizové sce-
nare generované pomocou normalneho rozdelenia z krizy roku 2001.
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Obr. 5.6: Kontamina¢né medze pre nekrizové obdobie z roku 2012 a krizové sce-
nare generované pomocou stresovania vynosov na zaklade krizy roku 2001.
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Obr. 5.7: Kontamina¢né medze pre nekrizové obdobie z roku 2008 a krizové sce-
nare generované pomocou norméalneho rozdelenia z krizy roku 2008.
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Obr. 5.8: Kontamina¢né medze pre nekrizové obdobie z roku 2008 a krizové sce-
nare generované pomocou stresovania vynosov na zaklade krizy roku 2008.
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Obr. 5.9: Kontamina¢né medze pre nekrizové obdobie z roku 2012 a krizové sce-
nare generované pomocou norméalneho rozdelenia z krizy roku 2008.
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Obr. 5.10: Kontaminacné medze pre nekrizové obdobie z roku 2012 a krizové
scendre generované pomocou stresovania vynosov na zaklade krizy roku 2008.
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Obr. 5.11: Vynosy portfélia s vdhami x*(P) pocas nekrizového obdobia v roku
2001.
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Obr. 5.12: Vynosy portfélia s vdhami x*(P) pocas nekrizového obdobia v roku
2008.
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Kapitola 6

Z.aver

V predlozenej praci sme na zaciatku zaviedli pojem kontaminacnych medzi a
uviedli zékladné teoretické poznatky kontaminacnej techniky. Dalej sme zadefi-
novali rizikovi mieru CVaR, opisali jej vlastnosti a odvodili pre nu tvar kontami-
nac¢nych medzi. Venovali sme sa aj problematike generovania scenarov spfﬁajﬁcich
predoklady na aplikaciu kontaminac¢nej techniky:.

Uvazovali sme tlohu optimalizacie portfélia z hl'adiska rizikového managera.

Na finanénu aplikaciu sme pouzili redlne data z newyorskej burzy NYSE. Zdoraz-
nili sme dolezitost” vhodného vyberu zat’azového obdobia a spravnej identifikdcie
stresu, ktorému portfélio vystavujeme. Volili sme dva typy stresovych scenarov.
V prvom type sme zat’azovali koreldcie medzi vynosmi akcii. V druhom type sce-
narov sme podrobili stresu vynosy.
Na tlohu sme aplikovali kontaminacnu techniku a analyzovali jej vystup. Vypo-
zorovali sme trend, ktorym sa riadi vzdialenost’ rizika od kontamina¢nych medzi
pre jednotlivé typy scenarov. Tento trend sme pozorovali pre osem roznych pri-
padov tvorenych tromi nekrizovymi obdobiami a dvomi obdobiami stresu. Na za-
klade tohto spravania sme formulovali doporucenia pre rizikového managera spra-
vujuceho dané portfdlio.

Kontaminacna technika méa mnozstvo vyhod pre uplatnenie v praxi: ma pri-
merané poziadavky, da sa uplatnit’ napriklad na rozsirentd mieru rizika CVaR,
je interpretovatelna a v neposlednom rade redukuje mnozstvo vypoctov optima-
lizacnej tlohy s kontaminovanym rozdelenim. Vd’aka tomu si z nasho pohl'adu
zasluhuje hlbsiu analyzu. Priestor na zlepsSenie vidime v odliSnom generovani stre-
sovych scenarov napriklad pomocou momentovej metédy popisanej v kapitole 4.
Uloha by sa dala vylepsit’ aj zakomponovanim pozadovaného minimalneho vy-
nosu portfélia. Modifikécia tlohy by v takomto pripade nebola priamociara, pre-
toze mnozina X, na ktorej optimalizujeme, by zavisela na rozdeleni. Tym by sa
porusil jeden zo zakladnych predpokladov kontaminacnej techniky. Pre blizsi po-
pis zapracovania pozadovaného vynosu do tlohy odkazujeme na prace [5] a [6].
Nase vysledky su podmienené vyberom aktiv a obdobi, z ktorych data ¢erpame.
Ovplyvnenie vystupu vyberom obdobia sme sa snazili eliminovat’ vyberom viace-
rych nekrizovych a krizovych usekov. Pri inej vol'be akcii a sledovaného obdobia
by sme mohli dosiahnut’ odlisné zavery.
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Dodatok A
Zdrojovy kod

V tejto sekcii uvedieme zdrojovy kéd softwaru GAMS pouzivany na vypocty
v kapitole 5. Pretoze logika napoctu je rovnaka pre vsetky dvojice nezat’azovych
a zat’azovych rozdeleni, uvadzame len jeden priklad zdrojového kodu. Jednd sa
o napocet pre nezat’azové obdobie z roku 2001 a zat’azové scenare stresujice vy-
nosy z roku 2001. Kompletné zdrojové kédy su k nahliadnutiu na prilozenom CD.

$Title CVaR (x, P_lambda): P=2001, Q= 2001 r

Sets
T Obdobie /1 * 128/
I Aktiva /AAPL , F, GS , LUV , MS , MSFT , PEP , PFE ,
WFC , WMT/
TQ Obdobie / 1% 128 /
Alias(I,J);
table R(T,I) Data
$0ndelim
$Include data2001_bezne.csv
$0ffdelim
table RQ(TQ,I) Data
$0ndelim
$Include stresScenare_2001_2001_r.csv
$0ffdelim
Parameters
alpha Hladina /0.95/
lambda Kontaminacny parameter / 0.5/

Positive Variables
x(I) Vahy akcii
y(T) Pomocna nezaporna premenna
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yQ(TQ) Pomocna nezaporna premenna

Variables
CVaR  Ucelova funkcia
psi Pomocna premenna do min vzorca pre CVaR

psiQQ Pomocna premenna do min vzorca pre CVaR

Equations
minCVaR Minimalizacia ucelove]j funkcie
conditionAsset (i) Obmedzenie na investiciu do jednej akcie
conditionBanks Obmedzenie na investiciu do jedneho odvetvia
conditionIT Obmedzenie na investiciu do jedneho odvetvia
conditionTechnical(T) Technicka podmienka na pomocne premenne
conditionTechnicalQ(TQ) Technicka podmienka na pomocne premenne
conditionWeights Suma vah sa musi rovnat jednej
minCVaR .. CVaR =E=
(1-lambda) * (psi +
(1 / ((1 - alpha) * 128)) * Sum (T,y(T)))
+ lambda * (psiQ +
(1 / ((1 - alpha) * 128)) * Sum (TQ,yQ(TQ)));
conditionAsset(i) .. x(1) =L= 0.33 ;
conditionBanks .. (x(’GS?)+ x(°MS’) + x(°WFC’)) =L= 0.33;
conditionIT .. (x(?AAPL’) + x(°MSFT’)) =L= 0.33;
conditionTechnical(T).. y(T) =G= -Sum (I,R(T,I) * x(I)) - psi;
conditionTechnicalQ(TQ).. yQ(TQ) =G= -Sum (I,RQ(TQ,I) * x(I)) - psiQ;
conditionWeights .. Sum(I, x(I)) =E= 1;

Model optPortfolio /
minCVaR,
conditionAsset,
conditionBanks,
conditionIT,
conditionTechnical,
conditionTechnicallQ,
conditionWeights

Solve optPortfolio using lp minimizing CVaR;
Option decimals = 8;

Display x.1, CVaR.1l, psi.l;
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