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Slovní vyjádření, komentáře a připomínky vedoucího/oponenta: 

 

Hodnocená diplomová práce se zabývá tvorbou fyzikálního modelu procesu Bridgemanova růstu 

krystalu z taveniny v realistickém experimentálním uspořádání a následně numerickým 

modelováním tohoto procesu.  

 

Formulace modelu vychází z rovnic fyziky kontinua a vede na systém Navier-Stokes-Fourierových 

rovnic pro tři podoblasti: oblast zahrnující krystal a jeho taveninu, a dvě podoblasti s ochrannou a 

chladící atmosférou. Krystal s taveninou spolu s ochrannou atmosférou jsou navíc umístěny 

v ampuli sestávající ze dvou částí, kde se řeší rovnice konduktivního přenosu tepla.   

 

Hlavním cílem práce je popis evoluce rozhraní pevné fáze a taveniny. Autor diskutuje různé 

přístupy k modelování tohoto rozhraní, v numerickém modelu je implementována varianta pomocí 

phase-field proměnné navázané na teplotu. Fázové rozhraní je pak chápáno coby specifická 

izoterma odpovídající rovnovážné teplotě tání. Efekt fázové změny je zahrnut v momentové 

rovnici systému tavenina-krystal pomocí umělého členu Darcyho typu s velmi 

nízkou permeabilitou pevné fáze, vedoucí k efektivně rigidnímu chování krystalu. V energetické 

rovnici je fázová změna popsána pomocí efektivní tepelné kapacity jež zahrnuje latentní teplo při 

tání či namrzání rozhraní. Autor krom toho teoreticky diskutuje možnost použití modelu Allen-

Cahnova typu a odvozuje formulaci, jež je vhodná k makroskopickému popisu fázového rozhraní. 

Tato formulace umožňuje oproti dřívějším modelům podobného typu zahrnout realističtější p-T 

podmínky fázové koexistence.  

 

Specifickou obtíž úlohy představuje změna hustoty materiálu při fázovém přechodu, jež 

znemožňuje použít nestlačitelnou formulaci. Zároveň je systém tavenina-krystal velmi dobře 

mechanicky nestlačitelný, což (kromě značných numerických obtíží s tím souvisejících) odrazuje 

od použití plně stlačitelného modelu. Autor řeší situaci zavedením speciální kvazi-nestlačitelné 

formulace, jež přibližně popisuje makroskopické změny objemu způsobené fázovou přeměnou. 

 

Reálná geometrie experimentální aparatury umožňuje redukci modelu pomocí předpokladu axiální 

symetrie, což vede ke značné úspoře výpočetních nároků. Slabá formulace modelu s příslušnými 

okrajovými podmínkami je vyjádřena v cylindrických souřadnicích a po příslušné časové 

diskretizaci implementována v konečně-elementním prostředí FEniCS. Makroskopický pohyb 

ampule v aparatuře vyžaduje použítí ALE formulace v deformující se podoblasti chladicí 

atmosféry. Celý kód je částečně paralelizován, což umožňuje volit dostatečně jemnou prostorovou 

i časovou diskretizaci. 

 

Autor prezentuje obsáhlou sérii numerických simulací zahrnující jak volbu různých teplotních 

profilů chladící aparatury, tak různá nastavení parametrů modelu a experimentu (rychlost tažení 

ampule apod.). Je provedeno srovnání časových běhů se stacionárními běhy při dané pozici 

ampule a porovnání s experimentálními daty, jež těmto stacionárním stavům odpovídají. Jsou 

diskutovány možné důvody jisté systematické odchylky měřených a vypočtených výsledků. 

 

K práci je kromě animací a grafů pro všechny provedené simulace přiložen relativně rozsáhlý 

zdrojový kód programu. Ten je přehledně komentován, což umožní nejen autorovi další vývoj 

modelu nebo jeho rozšíření. 

 

Vedle řady otázek, jež následují a jež přirozeně musí vyvstat u takto rozsáhlého úkolu, je hlavní a 

snad jedinou výtkou poněkud strohý styl samotné diplomové práce. Některé postřehy a komentáře 



jsou zbytečně stručné a místy je argumentováno poněkud nedbale, viz. komentáře a otázky do 

diskuse. Práci by také prospěla pečlivější jazyková a gramatické korektura, zejména odkazuje-li na 

ni autor jako na dokumentaci ke svému software.  

 

Celkově lze však konstatovat, že autor prokázal schopnost uchopit reálný a značně komplexní 

fyzikální problém, přenést se přes řadu obtížných úskalí při jeho matematické formulaci a dovést 

úlohu do finálního stádia v podobě funkčního a dosti rozsáhlého software. Práce proto rozhodně 

splňuje všechny nároky kladené na diplomovou práci.  

 

 

 

Případné otázky při obhajobě a náměty do diskuse: 

 

Viz. příloha 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Práci  

� doporučuji  

� nedoporučuji 

uznat jako diplomovou/bakalářskou. 

 

Navrhuji hodnocení stupněm: 

� výborně   � velmi dobře   � dobře   � neprospěl/a 

 

 

 

 

Místo, datum a podpis vedoucího/oponenta: 

 

 

 

 

 

V Praze, dne 12.9.2013                                                            RNDr. Ondřej Souček, Ph.D. 



Př́ıloha k posudku diplomové práce - Otázky a náměty do diskuse

Jan Blechta, Matematické modelováńı r̊ustu krystal̊u, Fyzika, Matematické a poč́ıtačové
modelováńı ve fyzice a technice, 2013.

1. V energetické rci. (2.14) se uvažuje ρ = ρ̂(θ, c). Tento předpoklad má dobrý smysl i
vzhledem k dat̊um viz. Fig. 2.2 (str. 13). Proč se nepoužije stejný předpoklad v bilanci
hmoty? To by vedlo na kvazi-nestlačitelnou formulaci kdy na pravé straně v rovnićıch
(2.29) by stálo

div(ρu) = −∂ρ
∂t

= −
(
∂ρ̂

∂θ

∂θ

∂t
+
∂ρ̂

∂c

∂c

∂t

)
,

což je podmı́nka stejného typu jako (2.29) či (2.30), ale je přesná (v rámci dané kvazi-
nestlačitelné aproximace). Pŕıpadně by se dala použ́ıt tatáž podmı́nka ve tvaru

divu = −ρ−1ρ̇ = −ρ−1

(
∂ρ̂

∂θ
θ̇ +

∂ρ̂

∂c
ċ

)
.

2. Je rozumná aproximace použitá v bilanci hmoty (2.30) i v atmosféře Λ, kde se použ́ıvá
popis pomoćı modelu ideálńıho plynu a tedy určitě ρ = ρ(p, T )? Nebyla by př́ıpadně
vhodněǰśı např. low-Mach non-adiabatic limit (c.f. Alazard, A minicourse on the low-
Mach number limit (summer school Paseky, 2007), Discrete and Continuous Dynamical
Systems Series S, 2008, no. 3, 365-404.), kde γPdivu = (γ − 1)κcpdiv(k∇T ) (vz. (3)) (P
na Λ v daném čase konst. tlak, γ, κ, cp konstanty)? Proč se lǐśı popis v ochranné atmosféře
a v chlad́ıćı atmosféře, viz. (2.39)?

3. V modelu je zanedbán vliv povrchového napět́ı na rozhrańı tavenina-pevná fáze. Křivosti
povrch̊u jsou sice malé, ale povrchové napět́ı taveniny PbCl2 je relativně velké (cca
140 mN/m, see Janz, G. J., Thermodynamic and Transport Properties of Molten Salts:
Correlation Equations for Critically Evaluated Density, Surface Tension, Electrical Con-
ductance, and Viscosity Data, J. Phys. Chem. Ref. Data, 17, Suppl. 2, 1988). Mělo by
smysl, vzhledem k tomu, že tvar povrchu rozhrańı je hlavńı výstupńı veličina, uvažovat o
zahrnut́ı povrchového napět́ı do modelu? Lze to v rámci phase-field formalismu?

4. Str. 35, Sekce 4.1. Popis tvaru fázového rozhrańı. Autor ṕı̌se, že se pokusil projektovat
normály n na prostor konečných prvk̊u vyšš́ıho řádu, ale výsledek osciloval. Proč nepro-
jektovat př́ımo teplotńı pole na prostor prvk̊u vyšš́ıho řádu (a př́ıpadně zregularizovat /
zhladit) a pak nepouž́ıt (4.2)? Nerozumı́m argumentaci na str. 35 dole: “but then it is
not obvious how to treat (4.2) as right-hand side contains square root of polynomial in
its denominator.” Ve jmenovateli bude sice polynom, ale v bĺızkosti rozhrańı zcela jistě
nenulový.

5. Str. 9, vz. (2.10). Definice latentńıho tepla. V jakém smyslu je definice přes entalpii “as
usual” jak se ṕı̌se v textu nad (2.10). Standardněǰśı definice latentńıho tepla je sṕı̌se přes

nespojitost entropie, což by zde odpov́ıdalo L = T
(
∂η
∂c

)
p,θ

. Rozd́ıl v obou formulaćıch

latentńıho tepla v daném modelu je µ. V klasické termodynamice splývaj́ı obě definice
L = T (η1 − η2) = h1 − h2 nebot’ Gibbsovy potenciály µ1 a µ2 jsou v rovnováze stejné. Je
tomu tak i v uvažovaném modelu, neboli je µ = 0 v rovnováze?



Př́ıloha k posudku diplomové práce - Daľśı poznámky a připomı́nky

1. Str. 15, vzorec (2.42) představuje podmı́nku na spojitost tečné složky trakčńı śıly na Σ,
nikoli ”no tangential force”jak se ṕı̌se nad (2.42). Nemá být (2.42) τ ·T|Ωn = τ ·T|Λn =
0? Nechyb́ı podmı́nka na spojitost normálové složky trakce? I pro ”welded contact”se
spojitou u na Σ muśı platit spojitost trakce, př́ıpadně (s uvážeńım povrchového napět́ı)
definovaná nespojitost normalové složky trakce a spojitost tečné složky.

2. Str. 19, vzorec (2.57) má být x · y = xryr + xzyz

3. Str. 21, rovnovážná termodynamika povrch̊u a odvozeńı vztahu (2.75) rozhodně zaslouž́ı
lepš́ı referenci než ”personal correspondence”a dá se nalézt např. v Müller I.: Thermody-
namics. Interaction of Mechanics and Mathematics. Pitman Publishing Limited, London
(1985).

4. Nepodařilo se mi v žádném obrázku ani v textu nalézt definci výky h. Krom dvoj-
značného použit́ı tohoto symbolu (zároveň označuje entalpii) se jedná o kĺıčovou nezávisle
proměnnou v takřka všech obrázćıch a měla by být precizně zavedena.

5. Viskozita i chemický potenciál oba značeny symbolem µ.

6. Proč v Tabulce 2.1 (str. 17) je v oblasti Ω psána viskozita jako konstanta, když v kódu
je použit polynomiálńı fit a v referenci [18] exponenciálńı fit?

7. Neńı př́ılǐs št’astné, že neńı definován jednotný vztažný systém a některé úvahy se prováděj́ı
vzhledem k pohybuj́ıćı se ampuli (např. 2.27) a jiné vzhledem k aparatuře, aniž se oboj́ı
odlǐśı jinak než zmı́nkou v textu.

8. Str. 19, vz. (2.59), vlevo má být 1
2

(
∇u +∇uT

)
· ∇v = .... Faktor 2 chyb́ı i ve vz. (2.69).

V kódu se zdá být vše správně.

9. Vyhodnoceńı chyby v obrázćıch 4.8-4.10. Proč voĺı autor L2 normu rozd́ılu řešeńı? Nebyla
by zaj́ımavěǰśı lokálńı shoda/neshoda reprezentovaná např. L∞ normou?

10. Reference. Skutečně se nedalo vyhnout odkaz̊um na Wikipedii?

V Praze, dne 12.9. 2013 RNDr. Ondřej Souček, Ph.D.
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