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Kapitola 1

Uvod

Rozkladu celych ésel na jejich délitele byl vzdy piikladén uréity vyznam. Cim vétsi
jsou prvocisla, ktera déli dané cislo, tim delsi dobu rozkladu lze ocekavat. Dnes
mame ruzné rychlejsi metody nez zkouseni vSech prvocisel postupné od nejmensich
az do druhé odmocniny rozkladaného ¢isla, ale tyto metody nejsou stale dosti efek-
tivni pro rozklad cisel slozenych pouze z prvocisel o velikosti nékolik stovek bitu.
Takova ¢isla se dnes pouzivaji v asymetrické kryptografii. Celé zabezpeceni systému
je pak zalozeno pouze na nesnadnosti rozkladu zvetejnéného ¢isla.

Dnes bézné pouzivame elektronicky podpis nebo casové razitko, které maji
casoveé omezenou platnost. Po vyprseni této doby je asymetrické zabezpeceni pova-
zovano za neplatné, protoze pravdépodobnost, ze doslo k prolomeni verejného klice
jiz prekrocila urcitou mez.

Popisme struéné systém RSA, ktery je jednou z hlavnich metod asymetrické
kryptografie. Sklada se ze dvou klicu: vefejného a soukromého. Ve verejném klici
se uvadi celé ¢islo N a vefejny exponent e. Zakédovani zpravy pak vypada tak, ze
Zpravu m umocnime vefejnym exponentem e a pocitame modulo N. Ziskat zpét
puvodni zpravu muzeme pomoci opacného exponentu k e, ktery se ¢asto znaci d.
Ten ziskdme pomoci Eulerovy funkce ¢isla N, tedy pomoci rozkladu ¢isla N na jeho
prvociselné délitele, v pripadé RSA se jednd o dvé velka prvocisla p a q.

Ztejme staci ,,pouze’ rozlozit ¢islo N na prvociselné délitele a dopocitat potiebny
opacny exponent, abychom ziskali puvodni zpravu m.

Asymetrickd kryptografie by neméla smysl, kdyby rozhodnuti, zda dané ¢cislo
je slozené, bylo tadové stejné rychlé, jako nalezeni jeho rozkladu na prvociselné
délitele. Pro RSA dnes uvazujeme ¢islo N bézné o velikostech mezi 1024 bity az
4096 bity. Takova cisla zatim nejsme schopni rozlozit i pomoci nejsilnéjsich algo-



ritmu diive nez za desitky let. Diky novym technologiim se ale tyto postupy stale
urychluji. Co se zdalo nerozlozitelné pred deseti lety, neni uz dnes povazovano za
uplné bezpecné. Napiiklad Laboratore RSA vyhlésily roku 1991 vyzvu o rozlozeni
nékterého ze seznamu prvocisel. Roku 2007 tuto soutéz ukoncily se slovy, ze dnesni
znalosti kryptografie jsou mnohem déle [14]. Zatim nejvétsi rozlozené ¢islo z této
soutéze RSA-768 se podarilo skupiné lidi okolo Thorstena Kleinjunga [9]. K této
faktorizaci pouzili algoritmu, ktery se nazyva ciselné sito.

Algoritmus, ktery cesky nazyvame ciselné sito, nebo také metoda sita nad ¢isel-
nym télesem, je v soucasné dobé nejsilnéjsim néastrojem pro faktorizaci cisel bézné
pouzivanych jako vetrejné klice pro RSA. V této praci se budeme vénovat algo-
ritmum, které ciselné sito vyuziva hlavné v prvni fazi. Nejprve predestieme ma-
tematicky aparat potfebny k pochopeni dale popsanych algoritmu. Pak strucné
popiseme cely algoritmus a néasledné rozebereme algoritmy okolo takzvané prvni
faze.



Kapitola 2

Potrebné pojmy obecné
komutativni algebry

V celém textu budeme vychéazet ze znalosti zédkladni obecné algebry. V této kapi-
tole stru¢né shrneme nékolik pojmu a poznatku z obecné komutativni algebry, o
které se opira algoritmus ¢iselného sita. Nebudeme uvadét vsechny dukazy. Pouze
takové, které maji vypovidajici hodnotu k tématu prace. Neuvedené dukazy lze
nalézt napiiklad ve skriptech o komutativnich okruzich [11].

Okruhem budeme vzdy myslet komutativni okruh s jednotkou. Télesa budeme
rovnéz uvazovat pouze komutativni a obor (integrity) definujeme jako komutativni
okruh bez délitelt nuly (ab =0 — a = 0V b = 0). Kazdé komutativni téleso je
oborem integrity. V tomto textu nebudeme uvazovat trivialni obory, kdy jednotka
a nula splyvaji.

2.1 Zakladni pojmy

Rozsitenim téles 7" C U rozumime dvojici téles, kde téleso U obsahuje téleso T
Analogicky definujeme i rozsiteni okruhi.

Méjme T C U, T  C W dvojice rozsiteni téles. Pak homomorfizmus z U do
W, ktery je identicky na 7', nazyvame T-homomorfizmus. Mnozinu vsech T-
homomorfizmu z U do W budeme déle znacit hom¢ (U, W).



Necht T' C U je rozsifeni téles. Prvek o € U nazyvame algebraicky nad 7,
je-li kotenem néjakého polynomu z T[z].

Necht R C S je rozsifeni okruhu a prvek a € S. Vsechny polynomy f € R[z]
s kotenem « tvoii v R[z] idedl. Tento idedl je hlavni, je-li R téleso. Generétor to-
hoto idedlu v nazyvame minimalni polynom prvku a. Je-li R téleso, za generator
povazujeme monicky polynom. Budeme ho déle znacit f, r. Oznaceni budeme zjed-
nodusovat na f,, pokud bude zfejmé, o jaké R se jedna.

Rozsiteni téles T' C U je algebraické, pokud je kazdy prvek z U algebraicky
nad 7. Mnozina {« € Ula je algebraicky nad T'} se nazyvé algebraicky uzaveér
télesa T v U. Téleso je algebraicky uzaviené, pokud nemd vlastni algebraické
rozsiteni. Algebraické cislo je kazdé komplexni ¢islo algebraické nad Q.

Pozndmka 2.1. Necht T C U je rozsivent téles a at V je algebraicky uzdvér T v
U.

o Algebraické rozsirent telesa T, které je algebraicky uzaviené v U, je prdavé
téleso V.

o Algebraicky uzdvér T v U je podtéleso U.
o Algebraicky uzdaver T v U je jednoznacny az na T-isomorfizmus.

e Pro algebraické rozsirend T' télesa T a téleso K nad T algebraicky uzaviené
existuje vnoteni T" do K. Soucasné pokud mame T C T' C K, tak kaZdy
homomorfismus z T' do K lze rozsirit na automorfismus K.

e Bézne znacime T algebraicky uzaver télesa T

Naptiklad plati, ze algebraicky uzaver télesa R je C. Téleso C je algebraicky
uzaviené. Tento fakt je nazyvany Fundamentalni véta algebry. Algebraicky uzaveér
telesa Q neni téleso C. Nejednd se totiz o algebraické rozsiteni.

Je-li R C S rozsiteni okruhu a M C S, pak R[M] oznacuje nejmensi podokruh
S, ktery obsahuje RU M. Je-li T C U rozsiteni télesa a M C U, tak T (M) znaci
nejmensi podtéleso U obsahujici T'U M. Méjme pro a € U. Pripoménmé strukturu
Tla] = {g(a)|lg € T[x]}. Je dobie zndmo, ze « je algebraicky prvek nad 7', pravée
kdyz T[a] = T'(«). V takovém piipadé

Tla] = Tlxl/(fa)-



Necht 7" C U je rozsfien{ téles. Algebraické rozsifeni T C T(a) nazyvame
jednoduché, pokud existuje o € U takové, ze stupen jednoduchého rozsiteni
[T'(e) : T] = deg far-

Uvazme multiplikativni zobrazeni p, : M — M, definované u,(a) = ra. Pak
M (+) je modul, pokud je na ném definovano skalarni ndsobeni takové, ze r — p,. je
homomorfismem okruht R — End(M(+)). Jadro tohoto homomorfismu ozna¢ime
Anng(M) a nazveme anihildtor R-modulu M. Modul M se nazyvé beztorzni,
pokud kazdé pu, je pro r # 0 injektivni. Tento pojem ma tedy smysl uvazovat pouze
pro obory integrity. Zfejmé Z-moduly jsou totéz jako abelovské grupy.

Ptipomenme, ze okruh je konecné generovany, jestlize je generovan néjakou
konec¢nou mnozinou prvku.

Definice 2.2. Podmnozina X generujici R-modulu M se nazyvd volnd bdze, po-
kud pro kazdy modul M’ a kazdy vijbér prvku a, € M', kde v € X, existuje homo-
morfismus ¢ : M — M’ takovy, Ze o(x) = a, pro kazdé v € X.

Volny modul je takovy R-modul, pro ktery lze nalézt alespon jednu volnou bdzi.

Tvrzeni 2.3. Podmoduly volného modulu konecné hodnosti nad obory hlavnich
idedlt jsou volné.

Tvrzeni 2.4. Konecné generovany R-modul nad oborem hlavnich idedli je beztorzni
pravé tehdy, kdyz je volny.

Pripomenme napiiklad, ze Z-modul je koneéné generovan, pokud ho muzeme
zapsat jako linearni kombinaci konec¢né baze nad Z.

Definice 2.5. R-Modul M nazgvime vérny, pokud Anng(M) = 0.

Definice 2.6. Meyme T' C U C W algebraickd rozsireni téles, kde W je algebraicky
uzavrené. Mohutnost mnoziny homp (U, W) nazveme stupen separability U nad
T a oznacime [U : Tg.

Ptipomenme, Ze rozkladové nadtéleso polynomu f z T'[x] se rozumi nejmensi
nadtéleso télesa T, ve kterém lze polynom f rozlozit na soucin polynomu stupné
jedna. Rozkladové nadtéleso je vzdy urceno jednoznacné az na T-izomorfismus.

Definice 2.7. Polynom f € T[z] nazjvime separabilni polynom, nemd-li ve
svém rozkladovém nadtélese vicendsobné koreny.

Rozsiteni T C U je separabilnim rozsirenim, md-li kaZdy prvek o € U
separabilni minimdlni polynom f, .



Tvrzeni 2.8. Necht T C U je rozsivend téles konecného stupné. Pak je ekvivalentni
o U:Tlg=[U:T],
e T'C U je separabilni,
o U="T[ay,...,ar] pro ay,...,a € U separabilni.

Necht T C U je rozsifeni téles. Je-li téleso T' charakteristiky 0, je kazdy iredu-
cibilni polynom f(x) € T[z] separabilni. Tedy lze ve svém rozkladovém nadtélese
rozlozit pravé na deg(f) ruznych linedrnich ¢lenu. Pro téleso T charakteristiky p je
ireducibilni polynom f(z) € T'[z| separabilni, pravé kdyz neni tvaru f(z) = g(aP)
pro néjaky polynom g(z) € T[z|. Prvky a, f € U nazyvame konjugované nad T’
pokud existuje polynom f(z) € T'[z] ireducibilni nad 7" takovy, ze o a 8 jsou jeho
koreny.

Necht T C U je rozsiteni téles. Necht o € U je korenem f(z) € T[z]. Rozklad
polynomu na linearni ¢leny v U lze zapsat ve tvaru

fo= ] -ola)).
ochomp (U,T)

Hlavni tvrzeni 2.9. Separabilni rozsireni konecného stupné je jednoduché.

2.2 Celistvost a ¢iselna télesa

Toto téma podame v tplnosti véetné dukazu, protoze z néj vychézi podstatna cast
teorie pro algoritmus. Uvedené diukazy maji vypovidajici hodnotu pro téma prace
a pro pochopeni zakladni struktury, se kterou algoritmus dale pracuje.

Definice 2.10. Méyme R C S rozsireni okruhi. Prvek r € S nazijvdme celistvgm
nad R, pokud je korenem néjakého monického polynomu f(x) € R|x].
Okruh S nazyvame celistvy nad R, pokud je kazdy prvek z S celistvy nad R.

Pojem celistvého prvku nad télesem je analogicky pojmu algebraického prvku
nad télesem. VSimnéme si, ze jsou-li R =T a S = U télesa, je prvek a € U celistvy
nad T prave kdyz je algebraicky nad T'.

Definice 2.11. Necht T C U je rozsiveni téles a S okruh proki z télesa U a
R=SNT. Baze ay,...,a, € S telesa U nad T se nazyvd celistvd, jestlize kaZdy
prvek s € S lze vyjadrit ve tvaru s = ria;, kde r; € R.
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Poznamka 2.12. Rozsirme prirozené pojem adjungované matice i pro prdaci v
okruzich. Uvazugme ctvercovou matici C tvaru n X n. Adjungovand matice k matici
C je tvaru {(—1)"*7 det Cj;}, kde C;; je matice C, ze které jsme vypustili j-ty rddek
a 1-ty sloupec.

Je-li matice D adjungovand k matici C, pak CD = DC = (det C)I, kde I je
jednotkovd matice tvaru n x n.

Tvrzeni 2.13. Méjme R C S rozsireni okruhi a I idedl okruhu R. Ddle méjme
S-modul M, konecné generovany n prvky g1, ..., gn.

Necht plati pro prvek s € S, Ze sM C IM. Pak existuji prvky a; € 1", kde
i €{0,...,n— 1} takové, ze

§" 4y 18" .+ ais +ag € Anng(M).

Diikaz. Méjme translaci indukovanou prvkem s € S.Podle predpokladu vime, ze pro
generatory gi, ..., g, existuji hodnoty b;; pro ¢,j = 1,...,n, které urcuji translaci
danym prvkem. Sestavme tyto prvky do matice B = {b;;}7,_;. Tato matice vy-
jadruje translaci chapanou jako endomorfismus R-modulu. Pak ziejmé plati

Sg; = Zbijgje IM.

j=1

Polozme C = sI — B, kde I je jednotkova matice o velikosti n x n. Uvazme
vektor generatoru g = (g1, ..., 9n)-

CgT = (Sgla . ,Sgn)T — (Zbljg], . ,an]gj)T = (0, Ce ,O)T.
j=1 j=1

Matice C je ziejmé reguldrni ¢tvercova matice. Bud D matice adjungovand k matici
C. Pak D C = (det C)I. Tim ziskdme vztah
0=DCg” = (det C)Ig” = ((det C) gy, ..., (det C) g,)" .

Kazdy koeficient vektoru na pravé strané je roven nule. Déale pro libovolny prvek
m € M existuji prvky rq,...,r, € R tak, ze

n
m = E Tjgj;
Jj=1



n n

(det C)m = (det C) Z r;g; = Z r;((detC)g;) = 0.
j=1 j=1

To znamend, ze det C € Anng(M) a ze det (zI — B) = f(x) je monicky polynom
stupné n s koeficienty z idedlu okruhu R. Tedy f(s) € Anng(M). O

Nasleduje tvrzeni, které vypovida o podstatné vlastnosti celistvych prvku. Z to-
hoto tvrzeni vychazime pti dukazech dalsich dulezitych vlastnosti celistvych prvku.

Tvrzeni 2.14. Méjme R C S rozsireni okruhi a prvek s € S. Pak je ekvivalentni:

1. s je celistvé nad R;
2. Rl[s] je konecné generované jako R-modul;

3. existuje podokruh S" okruhu S takovy, zZe R[s] < S a S’ je konecné generované
jako R-modul;

4. existuje vérny R[s]-modul, ktery je konecné generovany jako R-modul.

Diikaz. 1. = 2. Méjme s € R a monicky polynom f € R[z] stupné d takovy, Ze
f(s) = 0. Potom R[s] = R[x]/(f) je generovan prvky 1,s,...,s" L

2. = 3. = 4. Ze sebe pifmo plynou. Stac¢i brat za uvazovany podmodul R[s] a
podokruh S, ktery obsahuje R[s] je vérny R[s]-modul.

4. = 1. At M je R[s]-modul, ktery je koneéné generovany jako R-modul. Pak
existuje monicky polynom f € R[z| takovy, ze f(s)M = 0, podle pfedchoziho
tvrzeni 2.13. Pokud je M navic vérny, pak podle definice plati Ann(M) = 0 a tedy
f(s)M =0 = f(s) =0, coz znamena, ze s je celistvy prvek nad R. O

Dusledek 2.15. Meéjme R C S rozsirent okruhi a proky uy, . .., u, € S celistvé nad
R. Pak Rluy, ..., uy,] je celistvé nad R a navic je jako R-modul konecné generovany.

Diikaz. Méjme prvek s € Rluy, ..., u,]. Pak ziejmé R[s] C R[uq,...,u,] a je podle
tvrzeni 2.14 konecné generovany jako R-modul. Podle predchoziho tvrzeni staci
ukdzat, ze Rlui,...,u,| je jako R-modul koneéné generovany a tedy je vérnym
R[s]-modulem. Postupujme indukci podle n.

Pro n = 1 podle tvrzeni 2.14 piipadu 1. < 2. je R[uy] konetné generovany
R-modul.

Necht plat{ indukéni predpoklad, ze R = Rluy, . .., u,_1] je kone¢né generovany
R-modul s generétory ay, ..., ax. Pak R'[u,] je konecné generovany jako R’-modul
prvky by,..., b, protoze prvek u, je celistvy nad R a tedy i nad R’. Z toho plyne,
ze R'lu,] je koneéné generovany jako R-modul prvky a;by, a1bs, ..., aib;. O
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Dusledek 2.16. Meéjme R C S rozsirend okruhi. Pak mnoZina vsech proki z okruhu
S, které jsou celistvé nad R, tvori podokruh S.

Definice 2.17. Podokruh okruhu S sloZeny ze vsech celistvyjch prvkiu nad R nazy-
vame celistvy uzdvér R v S.

Obor R je celistvé wzavreny, pokud je roven svému celistvému uzdveru ve
svém podilovém nadtélese.

Priklad 2.18. Okruh Z je celistveé uzavreny, protoze ve svém podilovém nadtélese
Q jiz nemd zZadné dalsi proky, které by byly celistvé nad Z.

Nyni se budeme zabyvat koeficienty minimalnich polynomi.

Tvrzeni 2.19. Méjme rozsireni R CT C U, kde T a U jsou télesa a R je okruh.
Pro libovolné oo € U celistvé nad R jsou koeficienty jeho minimdlniho polynomu fo r
celistvé nad R.

Dikaz. Méjme U C W rozsiteni téles, kde W je rozkladové nadtéleso polynomu
fa,r- Minimalni polynom f, r je ireducibilni nad 7'.

Méjme monicky polynom g € R[z], ktery ma koten a. Pak ziejmé f, r|g. Mame-
li libovolny prvek 5 € W, ktery je kofenem f, 7, pak je také kofenem ¢ a je celistvy
nad R. Z toho plyne, Ze vSechny kofeny polynomu f,r v W jsou celistvé nad
R. Koeficienty polynomu f, r lezi v okruhu generovaném jeho kofeny a tedy jsou
celistvé nad R. O

Tvrzeni 2.20. Necht T C U je rozsiveni téles. Ddle méjme R celistvé uzaviens
obor integrity, ktery ma podilové teleso T'. Pokud je o € U celistvé nad R, potom
minimdlni polynom f,r lezi v R|x].

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni mé polynom f, 7 s koeficienty celistvd nad R.
Obor R je celistveé uzavieny a tedy for € R[z]. O

Tvrzeni 2.21. Necht T C U je rozsirend téles. Bud T podilové téleso okruhu R a
a € U algebraické nad T'. Pak existuje r € R takové, Ze ra je celistvé nad T'.

Diikaz. Bud fo7(z) = 2™+ a,_12" '+ ...+ a1z + ag. Protoze T je podilové téleso
okruhu R, lze uvazovat a; = %’ pro b;,c; € R, kde ¢ = 0,...,n — 1. Polozme

r= H:.L;Ol ¢;. Prvek ra € S je celistvy nad R, protoze
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rda® 4+ rdad_lad_l + ...+ Tdala + rdao

= (ra)* 4 rag_ (ra) + ...+ r¥ 7y (ra) + ray.

r'f(a)

]

Disledek 2.22. Pro libovolnou n-tici proki aq,...,a, € U algebraickych nad T
existuje nenulovy prvek r € T tak, Ze raq, ..., ra, jsou celistvé nad T'.

Diikaz. Podle tvrzeni 2.21 najdeme pro kazdé a; € U jeho r; € R. Spolecné r pro
vSechna «; je tvarur =ry...r,. O

Priklad 2.23. Meéjme okruh R = 7, téleso T = Q jeho algebraické rozsireni U =
Q[i]. Celistvy uzdvér Z v Qli] je tvaru S = Zli]. Podle turzeni 2.21 pro libovolny
prvek o € Q[i] existuje jeho celociselny ndsobek, ktery patii do Z[i].

Tento priklad je ztejmy. Tvrzeni 2.21 vSak plati pro obecné téleso U, tedy nejen
pro piipady racionalnich a celych ¢isel.

Definice 2.24. Algebraickym celym éislem znacime prvek z C, ktery je celistvy
nad 7.

Tvrzeni 2.25. Mnozina algebraickijch celijch c¢isel tvori podokruh komplexnich cisel.
Oznacme ho A.

Diikaz. Jednd se o specialni pripad dusledku 2.16, kdy S =C a R = Z. n

Piiklad 2.26. Aplikujme tvrzend 2.20 na prikladu algebraickijch celijch ¢isel. Necht
R=7,T=Q aU =C. Pro celistvy prvek a € C plati, Ze jeho minimalni polynom
fa mad koeficienty v Z. Ma-li « € C minimdlni polynom tvaru f, € Zx], pak se
podle definice jednd o algebraické celé cislo. Tedy prvek o € C je algebraickym
celym cislem, pravé kdyz je celistvy nad Z.

Definice 2.27. Ciselné téleso K (nékdy zvané algebraické éiselné téleso) je kazdé
nadtéleso konecného stupné télesa raciondlnich cisel Q.
Stupném éiselného télesa [K : Q|, rozumime stupen rozsireni K nad Q.
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Byva zvykem ptredpokladat navic, ze ¢iselné téleso je podtélesem C. Touto kon-
venci se budeme dale tidit.

Zrejmé kazdé ciselné téleso je nekonecné a je charakteristiky 0. Prvky ¢iselného
télesa jsou algebraicka ¢isla, protoze se jedna o konecéné, a tedy algebraické rozsiteni
télesa Q. Kazdé ¢iselné téleso je podtélesem télesa vSech algebraickych komplexnich
¢isel.

Naopak ale neplati, ze by kazdé algebraické rozsiteni racionalnich ¢isel bylo
¢iselnym télesem. Naptiklad téleso vSech algebraickych ¢isel je algebraickym rozsi-
fenim racionalnich ¢isel, ale neni ¢iselnym télesem, protoze neni konecného stupné.

Ciselné téleso K je separabilni rozsfieni Q, protoze je podle definice koneéné.
Stupen ¢iselného télesa je roven stupni separability podle tvrzeni 2.8. Navic je kazdé
¢iselné téleso K je jednoduché rozsiteni Q podle tvrzeni 2.9.

VsSechny prvky ¢iselného télesa jsou algebraicka cisla. Neni vSak pravda, ze by
vSechny tyto prvky byly algebraickymi celymi ¢isly.

Uréeme mnozinu O = {a € K;a je celistvé nad Q} . Zrejmé je O celistvy
uzaver 7 v ciselném télese K. Jedna se o podmnozinu okruhu vsech algebraickych
celych cisel, Ox C A. Podle dusledku 2.16, kdy R =7 a S = K, je Ok okruh.

Definice 2.28. Okruh Ok budeme nazyvat okruh celych algebraickych cisel
ciselného telesa K .

Okruh Og je uzavieny na operace scitani a nasobeni. Tedy soucet a soucin
algebraickych celych ¢isel z O je opét algebraické celé ¢islo z O

Podle tvrzeni 2.20 maji vSechny prvky z Ok minimalni polynom s celo¢iselnymi
koeficienty. Déale vime, ze podle tvrzeni 2.21 1ze pro libovolny prvek K najit takovy
celociselny nasobek, ktery je prvkem Og. Z toho okamzité plyne, ze QO = K.
Také plati Ox N Q = Z, protoze pro K; C K, rozsiteni ¢iselnych téles méame
Ok, = Ok, N K.

Podstatny je tvar okruhu algebraickych celych ¢isel Og. Vzhledem k tomu, ze
pro K = Q ziskdvame Ok = Z, bylo by intuitivni predpoklddat, ze pro K = Qla] je
Ok = Z[a], ale tak tomu vzdy neni. Napiiklad pro K = Q[iv/3] plati Z[iv/3] C Ok,
protoze prvek # ¢ 7[/3] patif do Ok a je kofenem monického polynomu

g(x):xQ—m+1:%((2x—1)2+3).

Je ziejmé, ze plati Z[a] C Og. Navic pro f monicky je okruh Z[a| celistvy nad Z.
Pti vypoctech se budeme vsak prevazné pohybovat pravée v Z[a].
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Piiklad 2.29. V pripade, kdy K = Q[\/c], pro \/c ¢ Q, je

_ [ Z[Vd] pro ¢ =2,3(mod 4)

2.3 Norma a c¢iselné téleso

Pro &fselné sito je norma podstatny pojem. Casto byva norma uvadéna spoleéné
se stopu. Vhledem k tomu, ze ¢iselné sito vyuziva pouze normu, stopu vynechame.
Toto téma uvedeme bez dukazu az na ¢ast o okruhu algebraickych celych ¢islech
¢iselného télesa K.

Necht T' C U je rozsifeni téles. Méjme prvek a € U a zobrazeni p, definované
o () = ax pro vSechna z € U. Determinant linedrniho multiplikativniho zobrazeni
te vektorového prostoru U (nad T') neni zdvisly na zvolené bézi U. Budeme ho proto
znacit pouze det(fiy).

Definice 2.30. Normou prvku oo € T' rozumime hodnotu Nyp(o) = det(fiq).

Ziejmeé plati, ze det(u,) € U, protoze vsechny hodnoty v matici zobrazeni
la jsou prvky z U pro libovolnou volbu baze. Vzhledem k vlastnostem determi-
nantu matice je norma multiplikativni zobrazeni. Pro o, 8 € U plati Nyr(af) =

Nupr(a) Nyjr (6)-

Poznamka 2.31. Necht T C U je rozsirend téles stupné n. Pak pro prvky o € T
plati Nyjr(a) = ", Matice zobrazend jiq je v takovém pripadé tvaru ol pro viechny
proky z o € T, pri libovolné volbé baze.

Norma také byva definovana jako soucin konjugovanych prvku. Pripomenme
ekvivalenci téchto definic.

Hlavni tvrzeni 2.32. Necht T' C U je rozsivend téles koneéného stupné n, které je
separabilni. Ddle méjme prvek o € U a M, matici zobrazeni ji, vzhledem k néjaké
bazi. Pak plati

det(zI-M,) = [[ (&—0a(a)),

o€Homy (U,T)

Nyr(e) = J[ o).



Disledek 2.33. Méjyme konecné separabilni rozsireni téles T C U stupné n a prvek
a z celistvého uzavéru T v U. Pak jeho norma Nyr(a) lezi v T

Podivejme se nyni na normu prvku z ¢iselného télesa K. Podle tvrzeni 2.8 mame
pii stupni rozsifeni [K : Q] = n pravé n ruznych vnofeni ¢iselného télesa K do C,
které zachovavaji identitu na Q.

Zaméime se na prvky z Og. Norma kazdého prvku a € Ok je podle dusledku
2.33 celociselna.

Tvrzeni 2.34. Méjme o € Og. Jeho norma je rovna £1, prdvé kdyz je a jednotkou

v OK

Diikaz. Dokazme nejprve implikaci ,,<=“. Nechf mdme jednotku o € Og. Ziejmé i
é € Ok. Vzhledem k multiplikativité normy plati 1 = Ngg(1) = Ngg(a) NK\@(i)'
7 tvrzeni 2.33 plyne, ze Ngjg(a), Ngjo(2) € Z. Jedini celociselni délitelé 1 v oboru
celych ¢isel jsou pouze 1.

Pro ,=%“ méjme prvek a € Ok s normou rovnou +1. Pak je absolutni ¢len
minimélniho polynomu f,(z) roven +1. Potom prvek i € K je kotenem polynomu
a:df(%), coz je opét monicky polynom s koeficienty v Z. Tedy é € Ok a a je

jednotkou v Og. O

Hlavni tvrzeni 2.35. Abelovskd grupa Ok je volnd a jeji hodnost je rovna n =
K : Q).
Diikaz. Chceme dokazat, ze O je isomorfni Z". Ziejmeé Z" lze vnotit do Ok . Okruh
Ok je stupné n, protoze pro K = Q[a] nastava Z[a| C Og. Ukazme, zZe se jedna o
isomorfismus.

Kazdy prvek v € Og muzeme zapsat jako linearni kombinaci prvkua aq, ..., «a,
baze K jako vektorového prostoru nad Q.

n
v = Zciozi, ¢ € Q.

i=1
Tedy Og lze vnorit do Q™. Staci ukazat, ze pro libovolny prvek v € O jsou
jmenovatelé vsech jeho koeficienti ¢; omezeni stejnou konstantou B. V takovém
pripadé existuje vnoreni O do Z".

Pro spor predpokladejme, ze v Ok existuje posloupnost prvki, jejichz koeficienty

¢;j jsou nezkratitelné a maji jmenovatele jdouci do nekonecna:

n

Vi = Zcz‘jai; cij € Q.

i=1
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Vime, ze podle dusledku 2.33 je norma Ngg(7;) € Z. Norma prvku je definovana
jako det(y,,) kdy pfi volbé béze, kterou uvazujeme, odpovidaji prvky matice prave
hodnotam c;;. Zvolme ¢j; = ¢;j—[¢i;]. Potom prvky tvaru ) 7", ¢j;a; lezi opét v O,
ale jejich norma jiz bude prilis mala na to, aby byla celym ¢islem. Tim ziskdvame

spor. Mez pro tyto jmenovatele oznacme B. Pak mame
1 n
OK Q E EBi:l O{Z'Z.

Pravéa strana inkluze je volnd Abelovskd grupa stupné n a okruh algebraickych
celych ¢isel Ok je volny.
O

Dosud jsme pracovali pouze s normou prvku, rozsifme tento pojem na normu
idealu. Méjme okruh R a jeho ideal I. Definujme normu ideédlu jako rad faktorokruhu
nad idealem.

Definice 2.36. Normou idedlu I okruhu R rozumime N(I) = |R/I|.

Piiklad 2.37. Méjme a € 7Z nenulové. Normu idedlu (a) okruhu Oy spocteme
podle definice N'((a)) = |Ok/(a)|.

Podle turzeni 2.35 vime, Ze O je abelovskd grupa hodnosti n. Méjme celistvou
bazi By = {p1,-.., 0} této abelovské grupy. Zrejmé Ok = ®F_ 2. Idedl (a) md
zrejmé stejnou hodnost jako Oy, protoZe md volnou bdzi By = {af,...,aB,} a
tedy plati (a) = ®af;Z.

N((a)) = |0k /(a)| = &1 PiZ) & aBiZ = (Z/aZ)"
Tim jsme ziskali, Ze N'((a)) = |a|™ pro a € Z.

Zjistit pocet prvku neni vzdy trividlni tkol, proto je vhodné uvazit rychlejsi
cestu vypoctu této normy pii specialnich vychozich podminkach.

Nas bude dale zajimat norma hlavnich idedlu okruhu algebraickych celych ¢isel
Og. Hlavné pak prace s hlavnimi idealy tohoto okruhu.

Nyni dokazme zakladni vlastnost okruhu algebraickych celych cisel O a to, ze
je isomorfni Z".

Hlavni tvrzeni 2.38. Méjme hlavni idedl I okruhu Og generovany nenulovym
prokem a € K. Pak N'(I) = |Ngg(a)|.
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Dikaz. Méjme baze By a By definované stejné jako v prikladu 2.37. Podle tvr-
zeni 2.3 a toho, ze O ma strukturu modulu muzeme ftici, ze i kazdy jeho idedl
J lze uvazovat jako volny modul. Idedl J vnimany jako Abelova grupa mé bézi
Bs ={dip,...,d,B,}, kde dy, ..., d, € Z. Kazdy nenulovy hlavni idedl okruhu O
ma hodnost stejnou jako je stupen K, coz je ziejmé podle jeho celistvé baze, viz
piiklad 2.37. Kazdy ideal obsahuje néjaky hlavni idedl a tedy m&a hodnost rovnou
stupni. Tedy n je rovno hodnosti ¢iselného télesa K.

Ztejmé By, By a Bj jsou baze K nad Q. VSechny prvky téchto bazi jsou ziejmeé
nenulové a maji stejny pocet prvku, protoze volné Z-moduly maji hodnost rov-
nou velikosti volné baze. Navic je-li volny Z-modul obsazen v néjakém vektorovém
prostoru, tak jeho hodnost je nejvyse dimenze.

Méjme matici identického zobrazeni prechazejici od baze By k Bs, oznacme ji
lid| g, B, Takovd matice je diagondlni s prvky dy,...,d, € N na hlavni diagonéle.
Oznac¢me I jednotkovou matici n x n. Matice [id] g, 5, = al je rovna matici zobrazeni
1te vzhledem k libovolné béazi. Ukazme, ze matice prechodu mezi ruznymi bazemi
idealt z Ok maji determinant rovny +1.

Uvazme matice [id]p,p, a [id|p,p;. ZFejmé jsou tyto matice navzdjem inverzni.
Obé matice jsou typu Z"*". Déle vime, Ze determinanty obou téchto matic jsou
celociselné. Nutné tedy musi byt rovny invertibilnim prvkum v Z* = {+1}. To také
znamend, Ze oba determinanty jsou rovny bud +1, nebo jsou oba rovny —1.

Pti prechodu k vyjadieni baze idealu nad jinou celistvou béazi se determinant,
jak vime, v absolutni hodnoté neméni. V diagonalni matici je tento determinant
roven poctu prvku. Pii vyjadifovani baze By nad B; dostaneme matici zobrazeni
la, cOZ je podle definice norma prvku a a tedy N(I) = ’NK|Q(CL)|. O

2.4 Dedekindovy obory

Toto téma je podstatné pro vlastnosti zakladnich struktur algoritmu, ale obecné
dukazy uvedenych tvrzeni v této sekci nemaji vypovédni hodnotu pro téma prace,
proto je neuvedeme.

Definice 2.39. Dedekindiv obor D je obor integrity, pro ktery plati, Ze:
e je celistve uzavreny,
e je noetherovsky,

e fLazdy jeho nenulovy prvoidedl je maximadlnyi.
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Tvrzeni 2.40. Necht T C U je rozsiveni téles konecného stupné. Bud T podilové
téleso Dedekindova oboru D. Pak celistvy uzavér oboru D v U je opét Dedekindiv
obor.

Tvrzeni 2.41. Bud D Dedekindiv obor a T jeho podilové téleso. Pro libovolnsyj
nenulovy vlastni idedl I oboru D existuji nenulové prvoidedly Py, ..., P, v oboru D

k
[[rcr
i=1

Poznamka 2.42. Méjyme idedl I oboru R, ktery md podilové téleso T'. Polozme

tak, Ze

I''={teT; tI C R}.

Zrejmé II71 C R a rovnost nemusi vidy nastat. Pokud existuje takovy idedl J,
e IJ =R pak jiz J =11

Méjme idedly I a J v Dedekindové oboru. Rikejme, ze J déli I pokud existuje
ideal P takovy, ze [ = JP tedy J D I.

Tvrzeni 2.43. Bud D Dedekindiv obor a T jeho podilové téleso. Pro nenulovy
tdedl I a nenulovy prvoidedal P oboru D plati

1CIp.

Pro nevlastn{ idedl I = D zfejmé plati, Ze D C P~!. Z maximality prvoidedli v
D plyne, ze pro libovolny nenulovy prvoideal vzdy plati

PCP'P=DcCP

Z téchto tvrzeni lze primo dokdzat podstatna vlastnost Dedekindovych oboru.
Nejenze plati inkluze Hle P; C I, ale dokonce pro vhodné prvoidealy P; Dedekin-
dova oboru D nastava rovnost.

Hlavni tvrzeni 2.44. KazZdy vlastni nenulovy idedl Dedekindova oboru lze jedno-
znacné, az na poradi, vyjadrit jako soucin prvoidedli.

Rozklad idedlu na soucin prvoidedlu je velice uzitecny. Obecné neplati, ze by
byl mozny v libovolném oboru. Nékdy byvaji Dedekindovy obory piimo definovany
jako obory, kde je takovy rozklad mozny.
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Priiklad 2.45. Okruh algebraickijch celych ¢isel Ok ciselného télesa K stupné n je
Dedekindiv obor.

Jiz vime, Ze O je celistve uzavieny ve svém podilovém nadtélese, kterym je K.
Podle tvrzeni 2.35 vime, Ze Ok md celistvou bazi, cili je to konecéné generovany
Z-modul. Tedy je jako Z-modul noetherovsky. Dokazme tedy posledni vlastnost, Ze
kazdy nenulovy prvoidedl je maximdlni v Ok .

Staci ukdzat, Ze pro kazdy nenulovy prvoidedl P okruhu Ok je O /P téleso.
Méjme p € P nenulovy proek s minimdlnim polynomem f,z(x) = Y1, c;x'. Pak je
absolutni ¢len ¢y € P, tedy ho miZeme vyjddrit pomoct f, z(p) = 0 ndsledovné

co=—(cap" + oo™ ... +ap) € P.

Vzhledem k tomu, Ze f,z je ireducibilni polynom, je absolutni clen cy nenulovy.
Zrejmé pak ¢ € PN Z. Bud (by,...,b,) bdze P jako konecné generovaného Z-
modulu (tvrzeni 2.35). Pak (by (mod P),...,b, (mod P)) generuje Ok /(PNZ) jako
vektorovyj prostor nad Z/P. To znamend, Ze Ok /P je konecny obor integrity a tedy
téleso.

Pro libovolny nenulovy ideal I okruhu O plati I NZ # 0. Je-li I navic prvo-
idedl, pak obsahuje pravé jedno prvocislo. Kdyby jich obsahoval vice, pak by jiz
nebyl vlastni. Naopak musi obsahovat alespon jedno prvocislo, protoze se jedna o
prvoideal.

Tvrzeni 2.46. Pro prvoidedl P okruhu O plati, Ze existuje prvocislo p takové, Ze
PNZ=rpl.

Diikaz. Podle predchozich tvah vyplyva, ze PN 7Z O pZ. Navic P N 7Z je ziejmeé
prvoidedl v Z a tedy nastava rovnost. O

Jak zminime déle, plati jesté obecnéjsi tvrzeni a to i pro idedly vynéasobené
inverznim prvkem k libovolnému prvku z Dedekindova oboru.

Definice 2.47. Meéjme R obor integrity a T' jeho podilové téleso. Lomeny idedl
J nazyvame konecné generovany R-podmodul télesa T'.

Podle definice je lomeny idedl idedlem oboru R pravé v piipadé, kdy je jeho
podmnozinou.

Tvrzeni 2.48. J je lomeny idedl télesa T, pravé kdyz existuje a € R\{0} tak, Ze
aJ je ideal v R.
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Tvrzeni 2.49. Pro lomeny idedl J Dedekindova oboru D je i J=t lomeny idedl.

Hlavni tvrzeni 2.50. Meéjme D Dedekindiv obor a T jeho podilové téleso. Potom
kazdy lomeny idedl J Dedekindova oboru D lze jednoznacné azZ na poradi vyjddrit

ve tvaru i
J=1]r"
i=1
kde P; jsou po dvou rizné nenulové prvoidedly D a ny, ..., ng € Z\{0}.

Tvrzeni 2.51. Kazdy ideal Dedekindova oboru je lomeny.

Hlavni tvrzeni 2.52. Lomené idedly Dedekindova oboru tvori volnou grupu. Bdzi
této grupy jsou vsechny nenulové prvoidedly.

Vratme se zpét k normdm idedli. Nésledujici tvrzeni budeme vyuzivat v al-
goritmu pro rozklad normy hlavnich idealu, ale plati obecné pro libovolny ideal
okruhu O. Rozklad normy nam totiz dava informaci o tom, které prvoidealy patti
do rozkladu daného idedlu Dedekindova oboru Ox.

Tvrzeni 2.53. Méjme téleso T a v ném Dedekindiv obor R. Ddle nenulovy pr-
voidedl P oboru R. Potom P'/P" je vektorovy prostor nad R/P dimenze 1, pro
kazdé 1 € N.

Diikaz. Ziejmé R/P je téleso, protoze prvoidedl P je v Dedekindové oboru ma-
ximalni.

Vzhledem k jednoznacnosti rozkladu na prvoidedly v Dedekindové oboru nutné
plati P C P?. Tedy existuje takovy idedl I, ze P C I C P*, tvrzeni 2.43. Pak
plati, ze P C IP~" C R. Prvoideal P je maximalni a tedy musi nastat /P~" = R,
tim mus{ platit [ = P O

Tvrzeni 2.54. Méjme idedl I okruhu Og. Ddle méjme po dvou ruzné prvoidedly
Py, ..., P, takové, ze I =[]_, P, kde ry,...,r, € N. Pak plati

N(I) =HN(R-)”-

Diikaz. Podle definice N'(I) = [Ok : I] = |Ok/I|. Tedy méme podle rozkladu
idealu I:

n T

=1I11w " P

i=1j=1

N(I) =

[Tox/Pr
=1

=[[lox/P"
i=1
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Posledni rovnost vychazi z Lagrangeovy véty, ktera tika, ze pocet prvku grupy je
roven radu grupy krat jeji index. Déle pro index podgrupy plati podle druhé véty
o izomorfizmu ‘(OK/R’)/(F’fI/F’ZJ)| = |OK/F’ZJ| proj=2,3,....

Ziejmé lze Pij ! / Pij brét jako vektorovy prostor dimenze 1 nad télesem Oy /P;
vzhledem k predchozimu tvrzeni 2.53. Tedy |P/~'/P;| = |Ok/P| = N'(P;). Tim jiz
rovnou plyne

=1 =1

O

7 této vlastnosti norem okamzité ziskame i moznost rozkladu na mensi pocet
¢initelu, nez primo na vsechny prvoidedly.

Tvrzeni 2.55. Méjme idedly I, J okruhu O. Pak N (1J) =N (DN (J).

Diikaz. Méjme po dvou ruzné prvoidedly Py,..., P, takové, ze I = [, P/ a
J=T1[", P kde r1,...,rn, 81,...,5,, € Z. Pak
N =N( [Py = [TV = T[NV @) [TV R = NN ().
i=1

i=1 i=1 i=1
O

Tato tvrzeni jsou velice uziteénd pii rozkladani idedlt na prvoidedly, ¢imz se
budeme zabyvat v dalsi sekci. Nejprve rozlozime normu idedlu okruhu Og na

prvocinitele. Podle prvocinitelu dohledame prvoidedly s prislusnou normou pattici
do rozkladu.

2.5 Rozklad na prvoidealy v rozsirenich

Uvazujme stale ¢iselné téleso K = Q[a], kde o € C je algebraicky prvek nad Z s
miniméalnim polynomem f,, stupné n rovnému stupni ¢iselného télesa. Pokud v této
sekci mluvime o idedlech, jedna se o idealy okruhu Og.

Definice 2.56. Méyme prvocislo p takové, Ze P N7 = p, kde P je prvoidedl O .
Potom tikame, Ze se jednd o prvoidedl nad prvocislem p.

Vzhledem k predchozim tivahdm téleso Ok /P je charakteristiky p, pravé kdyz
P je prvoideal nad prvocislem p.
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Tvrzeni 2.57. Pro kazdé prvocislo p existuje prvoidedl okruhu Ok takovy, Ze norma
N(I) je rovna mocniné p.

Diikaz. Podle prikladu 2.37 vime, Ze existuje idedl s normou rovnou mocniné p.
Vyuzijeme-li tvrzeni 2.54 ziskame:

Normy vSech idealt okruhu Og jsou celociselné, tvrzeni 2.33. Mocninu prvocisla p™
tedy muzeme rozlozit pouze na nasobky p a 1 coz nam dava existenci prvoidealu P

spliiujictho N (P) = p*, kde k € {1,...,n}. ]

Definice 2.58. Pro prvoidedl P méjme N (P) = p*. Hodnotu k nazjvime stuperi
inerce, nebo také stupen nehybnosts.

Uvazujme nyni rozklad hlavniho idealu nad prvocislem p:

(=[] r"
i=1
Ztejmé pokud mame prvoidedl P nad prvocislem p, pak je jiz v tomto rozkladu,

protoze plati (p) C P a protoze pracujeme v Dedekindové oboru.

Definice 2.59. Ezponenty r; z rozkladu idedlu (p) nazgjvime ramifikaéni index
P, nad p, nebo také index vétvend.

Hlavni tvrzeni 2.60 (Fundamentalni rovnost). Méjme prvoidedly Py, ..., P, nad
prvocislem p. Necht md kazdy z téchto prvoidedli stupen inerce k; a ramifikacni

index e;. Pak plati
Z eiki =n,
i=1

kde cislem n znacime stupen ciselného télesa.

Diikaz. Vzhledem k tvrzenim 2.54 a 2.57 vime, ze plati:

N((p)) = H./\/’(Pz)el = Hpkiei — pZ§:1 kie;
i=1 i=1
V pitkladu 2.37 jsme ukazali, ze N'(p) = p". Coz okamzité dévd >._, e;k; =n. O
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Pro ciselné sito je podstatné, rozkladat hlavni idealy okruhu Ok na prvoidedly.
Pro tyto rozklady je tfeba rozlisovat prvocisla podle toho, jestli déli |Ox/Z[a]].
Prvocisla, ktera deéli |O /Z[a]|, byvaji oznacovana jako specidlni. Rozlozit prvo-
ideal nad specialnim prvocislem je mnohem slozitéjsi. Dale popiseme prvoidedly nad
nespecialnimi prvocisly.

Uvazujme normu idedlu rovnou urcité hodnoté N (I) = ¢. Ukazme, Ze mdme
pouze kone¢né mnoho prvoidealu dané normy.

Tvrzeni 2.61. Bud ¢ € RT. Pak existuje pouze koneéné mnoho idedli I Dedekin-
dova oboru Oy takovych, ze N'(I) < c.

Diikaz. Staci dokazat, ze existuje konecné mnoho prvoidedlu P takovych, ze maji
omezenou normu N (P) < c.

Pro P nenulovy prvoidedl plati AN'(P) > 1. Pokud prvoidedl P je soucasti
primdrni dekompozice idedlu I, potom N(I) > N (P).

Podle tvrzeni 2.46 existuje prvocislo p, ze P N 7Z = pZ. Norma takového prvo-
idedlu je pak rovna mocniné p, jak ukazujeme v dikazu tvrzeni 2.57. Podle Funda-
mentalni rovnosti 2.60 existuje pouze kone¢né mnoho prvoidealt, které maji normu
rovnou p. Tedy existuje pouze konecné mnoho prvoideali, které maji normu mensi
nez dané cislo c.

]

Poznamka 2.62. Dokonce plati silnéjsi turzeni. Pro libovolné prvocislo p existuje
pouze konecné mnoho prvoidedlu P oboru Og. Uvazujme primdrni dekompozici
idedlu (p) ve smyslu pOg , pouze prvoidedly z dekompozice tohoto idedlu totiz spliugi,
ze PN7Z = pZ. Tedy pouze tyto prvoidedly maji normu rovnou mocningé p.

Tvrzeni 2.63. Méyme prvoidedl P nad nespecidlnim prvocislem p. Potom plati, Ze
OK = Z[a] + P.

Diikaz. Vime, ze P je maximalni prvoidedl okruhu Ok a polozme ¢ = |Og /Z[a]|.
Ziejmé pro ¢ = 1 tvrzeni okamzité plati. Uvazujme tedy ¢ > 1. Méjme libovolny
B € Og. Pro néj plati ¢ € Z[a]. Podle predpokladu jsou p a ¢ nesoudélnd a tedy
pro né existuji koeficienty r, s € Z takové, ze pr + gqs = 1. Vzhledem k tomu, ze
p € P aqsf € Zla] dokdzeme souctem prvku z prvoideédlu a Z[a] ziskat libovolny
prvek z Ok,

pr3+qsp=p.
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Méjme p nespecidlni prvocislo. Bud f, = [];_, t;“ (mod p) rozklad na ireduci-
bilni navzajem nesoudélné polynomy. Ziejmé polynomy ¢; nejsou dany jednoznacné,
stacl nam pouze jednoznacnost modulo p.

Tvrzeni 2.64. Idedly tvaru P; = (p,t;(a)) jsou bud prvoidedly stupné nehybnosti
deg(t;), nebo P; = Ok.

Diikaz. Uvazujme Ok /P, to je bud rovno 1 nebo Z,[x]/t;Z,[z], coz je téleso, protoze
t; je ireducibilni modulo p. Navic Z[z]|/(p, t;) je téleso. Tedy idedl (p, t;) je maximalni
v Zlz]. Uvazujme piirozeny homomorfizmus ¢ : Z[x] — Ok /P; definovany ¢(z) =
a+ P;. Prvek a+ P; je generatorem O/ P;, podle tvrzeni 2.63. Tedy Z[z]/ Ker ¢ ~
Ok / P; a homomorfizmus ¢ je epimorfizmem. Zrejmé maximalni idedl (p, t;) C Ker ¢
a tedy nastéava rovnost nebo je Ker p = Z[z]. To jiz znamend, ze O /P; je rovno
bud Z,/t;Z, nebo 1. O

Tvrzeni 2.65. Méjme prvoidedly P; = (p,ti(«)) okruhu Ok . Potom

w2 ][ A
=1

Diikaz. Nejprve uvazme, ze prvoidedly P; jsou po dvou ruzné, nebo rovny celému
Ok. Pro rizné i # j lze najit takové koeficienty u,v € Z splaujici ut;(«) + vt;(a) =
1. Takze P; + P; = Ok pro libovolné dva indexy i # j.

Plati [T_, P{" C (p,t1(), ..., t.(a)). Navic [[;_, t:(2)” — fo € pZ[z]. Po dosa-
zeni av ziskdme [[7_, t;(a)” € pZ[a] a tedy patii také do hlavniho idedlu (p) okruhu
Ok. O

Hlavni tvrzeni 2.66. Meéjme nespecidalni prvocislo p a rozklad polynomu na ire-
ducibilnd polynomy f, = [[;_, ;% (mod p). Potom pro rozklad hlavniho idedlu (p)
okruhu Ok na prvoidedly plati:

(p) =[] P,
=1

kde prvoidedly P; = (p,t;(«)) maji stupné nehybnosti deg(t;).

Diikaz. Inkluzi (p) D [[,_, P{" jsme jiz ukdzali v tvrzeni 2.65. Dokazme, ze se jednd
0 rovnost.

Z rozkladu polynomu f, méame deg(f,) = [[;_, deg(t;)® ¢imz dostavdme fun-
damentélni rovnost d = >, deg(t;)e; (tvrzent 2.60).
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Podle ptedchoziho tvrzeni 2.64 vime, ze kazdy z prvoidedlu P; ma stupen nehyb-
nosti bud deg(¢;), nebo plati P, = Og. Tedy vzhledem k fundamentdlni rovnosti
musi pro vsSechny prvoidedly P; nastat pouze prvni ptipad. To nam piimo dava
(p) =Tz, B 0

Rozkladani nad specialnimi prvocisly se nebudeme piimo zabyvat. Jedna se o
komplexni téma, kterému se vénuje napiiklad [1].
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Kapitola 3

~
Ll

iselné sito

V této kapitole popiseme strucné a informativné cely algoritmus ciselného sita.
Proto zde nebude kladen narok na podrobnou pfesnost.

Zakladni princip c¢iselného sita je Fermatova faktorizace ptirozeného cisla V.
Jejim cilem je najit dvé ruzna celd ¢isla x a y, jejichz ¢tverce se lisi o celociselné
nasobky cisla V.

2* =y (mod N)

Predpokladejme, ze x > y. Pokud rozdil z —y neni roven jedné, vyuzijeme rozkladu
(x +y)(x—y)=kN, ke€Z.

Tedy nastane bud’ ged(z — y; N) > 1 a nebo ged(z + y; N) > 1. Tim mdme velkou
Sanci, ze pri zjisténi nejvétsiho spolecného délitele ziskame netrividlniho délitele
¢isla N. V opacném piipadé je nejvetsim spoleénym délitelem pifmo ¢islo N a je
tteba hledat jiné hodnoty x a .

Fermatova faktorizace v uspésném pripadé najde netrividlniho délitele ¢isla N.
O tplny rozklad se jedna tehdy, pokud N je nasobkem dvou prvocisel. Pokud tomu
tak neni, Ize opét pouzit stejnou cestu na rozklad neprvociselnych délitelu ¢isla N.

Existuje mnoho algoritmu a postupu k nalezeni vhodnych x a y. Mira jejich efek-
tivity je zavisld na velikosti ¢isla N. Cim vétsi prvoéisla ndsobime, tim je ndroénéjsi
je zpét rozlozit nebo najit dobra x a y. V této kapitole popiseme, jak ziskava hod-
noty x a y algoritmus ¢iselného sita.
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3.1 Strucény prehled celého algoritmu

Méjme cislo IV, které neni prvocislo. Cilem celého algoritmu je sestavit dva ¢tverce
2% a y? tak, aby se daly pouzit k Fermatové faktorizaci ¢isla N. Ciselné sito pfi
hledani téchto dvojic pracuje v okruhu algebraickych celych ¢isel ¢iselného télesa.
Nezustava tedy pouze v oboru celych ¢isel, do kterého patii jak N, tak i jeho hledani
delitelé.

Nejprve v prvni ¢asti sestavime ¢iselnd télesa tvaru K7 = Q(aq) a Ky = Q(aw)
pomoci dvou vhodné zvolenych ireducibilnich polynomu f; a fo s kofeny aq, re-
spektive ap € C. Okruhy algebraickych celych ¢isel Ok, a O, jsou Dedekindovy
obory, jak jsme ukazali v piikladu 2.45. Pripravili jsme je takto pro praci s jejich
hlavnimi idedly.

V druhé ¢asti prosévame v kazdém éiselném télese zv1ast. Vzhledem k tomu, ze
v obou télesech vykonavame oddélené stejné postupy, vynechme pro prehlednost
indexy. Teoreticky se jedna o praci s hlavnimi idedly okruhu algebraickych celych
¢isel ciselného télesa. Hledame dostatecné mnozstvi idedlu, jejichz normy maji pouze
malé deélitele.

s v

Definice 3.1. Celé cislo je B-hladké, pokud jsou wvsichni jeho prvociselni délitelé
mensi nez B.

Oznacme F(x,y) € Z[z,y] zhomogenizovany polynom puvodniho ireducibilniho
polynomu f, ktery meél kofen a. Zvolime konstantu B pro B-hladkost a interval, ze
kterého budeme volit dvojice (a,b). Tyto dvojice reprezentuji hlavni idedly (a — ba)
okruhu Og.

Teoreticky hleddme hlavni idedly (a — ba), které maji B-hladkou normu idedlu.
Prakticky hleddme dvojice (a, b), které maji B-hladkou hodnotu F'(a,b). Tim pracu-
jeme s normou hlavniho idedlu (a—ba) okruhu O. V néasledujici kapitole dokazeme,
ze norma hlavniho idedlu (a — ba) je rovna prave F'(a,b).

Postup, kterym vybirdme a ur¢ujeme vhodna (a,b), nazyvadme prosévanim.
Vsechny vybrané dvojice (a,b), které ziskdme prosetim (tedy maji B-hladkou hod-
notu F(a, b)), zaznamename pro dalsi zpracovani. Mnozinu vsech vybranych dvojic
oznacme (. Jeji prvky nazyvejme relace. Relace (a,b) uréuji hlavni idedly (a — ba)
okruhu Og. Ty budeme v dalsich fazich rozklddat na hladké prvoidealy a hledat
jejich sparovani. Tedy budeme hledat podmnozinu ¢’ mnoziny ¢ tak, ze soucin vech
hlavnich idedlu urcenych prvky ze ¢’ nam dé ¢tverec v Z[a].

V dalsi ¢édsti zpracujeme vsechny relace (a,b) z mnoziny ¢. V piikladu 2.45 jsme
ukazali, ze Ok je Dedekinduv obor a kazdy jeho ideal se jednoznacéné rozkladd na
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prvoidealy, tvrzeni 2.44. Ozna¢me B-hladkym idedlem kazdy idedl okruhu Ok, jehoz
norma je B-hladka. Tvrzeni 2.61 nam dava, ze takovych idealu je pouze konecny
pocet.

Vytvorime velkou fidkou matici M. Kazdy tadek je urcen jednou relaci ze (
a reprezentuje hlavni ideal okruhu Op. Sloupce reprezentuji B-hladké prvoidedly
okruhu Og. Vzhledem k tomu, ze O je Dedekinduv obor, tvrzeni 2.54 a sekci 2.5
mame predstavu, jak pripravit vSechny prvoidealy potfebné pro rozklad idealu
urcenych relacemi ze (. Strukturu téchto prvoidealu urcuje véta 2.66 a tvar hlavnich
idealt (a —bar), které budeme rozkladat. Vzhledem k volbé polynomu f,, ziskdvame
polynomy ¢; linearni. Navic v praxi zanedbavame specidlni prvocisla, protoze se jim
algoritmus de facto vyhyba.

Hodnoty v bunkédch matice M reprezentuji mocniny prvoidedlu v rozkladu daného
idedlu urceného relaci podle fadku matice. Zajima nés pouze, zdali je mocnina licha
nebo sudd. Hodnoty v matici jsou tedy uvedeny modulo 2.

Nasledné je z mnoziny ¢ vybrana podmnozina ¢’ tak, ze po vynasobeni vSech
idedlu (a — ba) urcenych relacemi ze (', ziskdame idedl, jez ma vsechny prvoidedly ze
svého rozkladu v sudé mocniné. Jednd se tedy o feseni rovnice Mx? = 0 v Zo, kde
vektor x odpovida na otazku, které z dvojic ze ¢ vybranych prosévanim pouzijeme
dale pro sestaveni ¢tvercu v Og.

Tim jsme ziskali soucin idedlt ], ;<. (a — ba) = I, kde I je idedl Og. Soucin
hlavnich idealu v8ak nemusi byt hlavni ideal. Navic i kdyz je hlavni, tak jesté
z danych dat nevyplyvd, ze je generovan ctvercem. Existuje postup vyuzivajici
kvadratické charaktery, diky kterému lze ziskat, ze soucin idedlu urc¢enych relacemi
ze (' je generovan ¢tvercem. Nasledné se ziskd odmocnina z tohoto souc¢inu, kterd
je generovana prvkem z Z[a]. Jeji nalezeni vyzaduje samostatny postup, ktery je
zaveérecnou fazi algoritmu.

3.2 Faze algoritmu
Projdéme algoritmus podrobnéji postupné po fazich. Cilem této prace je popsat
pomocné algoritmy k hledani vhodnych polynomu pro prvni fazi algoritmu. Uve-

deme proto informativné idealizovany algoritmus ve strucnosti a s odkazy na realné
zpracovani.
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3.2.1 Prvni faze (volba polynomii)

V prvni fazi hleddme dva ruzné ireducibilni monické polynomy f; a fo ze Z[z],
které maji spolecny koten m modulo N. Tyto dva polynomy nemaji obecné zadny
spolecny koten.

fi(m) = fa(m) (mod N)

Nad témito polynomy sestavime teoreticky pro i = 1,2 ¢iselnd télesa K; = Q(«y),
kde «; € C je kofen polynomu f;(z). Hlavné v8ak budeme pracovat v okruzich Ok;
a presnéji hlavné v Z[ay].

Jak uz vime, budeme ¢asto pouzivat homogenni polynomy y¢f;(x,y) = Fi(x,vy),
kde d = deg(f) a i = 1,2. Je proto dulezité najit polynomy f; a fy tak, aby
davaly na predpokladaném intervalu dostatecné mnoho relaci pti zvolené metodé
prosévani, tedy B-hladkych hodnot po dosazeni do zhomogenizovaného polynomu.
To je podstatné pro ziskdani mnoha hodnot, ze kterych budeme vybirat relace pro
sestaveni Ctverce v ¢iselném télese. Existuje vice zpusobu, jak hledat zminéné poly-
nomy. Podle volby téchto metod se pak ruzné voli hodnota B a interval, ve kterém
hleddme relace (a, b). Déle je podstatné, aby se s takovymi polynomy dalo efektivné
a rychle pocitat, protoze do nich byva dosazovano velké mnozstvi hodnot. Metodam
hledani téchto polynomu se budeme vice zabyvat v nasledujicich kapitolach.

Definujme homomorfizmy ¢1, @2 pro prevod nalezenych hodnot v ¢iselném télese
zpét do celych ¢isel. Presnéji se jednd o hodnoty z podokruhu Z[«] daného ¢iselného
télesa. Prot = 1,2 ar € Z méjme

©; - Z[OZZ] — ZN,

@i(a;) =m (mod N),
wi(r) =r(mod N).

V sekei 3.2.5 ukdzeme, zZe staci uvazovat homomorfizmus pouze z Z|o;] C Ok

Nyni médme vztah ¢1(a;) = m = @a(as) (mod N). Takové volba je podstatnd
pro kongruenci nalezenych ¢tvercu z Z[o;], oznac¢me je S2. Polynomy f; a fy volime
se vSemi vySe uvedenymi podminkami proto, abychom ziskali kongruenci ctverc.
Pokud bychom ziskali stejné ¢tverce 2? = y?, musime zaéit znovu. Potfebujeme
pouze kongruenci ¢tvercu mod N, nikoliv rovnost. Tim jiz ziskame pro Fermatovu
faktorizaci kongruentni ctverce v Zy ve tvaru

512: H (CL—bOél),

(a,b)e¢’
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¢ (8]) =2 =y* = ¢ (B3) (mod N).

3.2.2 Druhi faze (prosévani)

Do druhé faze algoritmu vstupujeme, kdyz mame pripravena ¢iselnd télesa K a
K5, jejich obory algebraickych celych ¢isel Ok, , Of,, oba polynomy fi(z) a fo(x)
a tim také jejich zhomogenizované verze Fi(z,y) a Fy(x,y). Tato fdze probiha v
obou télesech zvlast stejnym zptsobem, proto dale vynechdme indexy. Zvolime
mez B € N pro B-hladkost a uréime interval I C Z?, ze kterého budeme uvazovat
hodnoty (a,b).

Nyni za¢neme hledat dvojice (a,b) € I takové, aby hlavni ideél (a — ba) meél B-
hladkou normu. Takové dvojice nazyvame relace a mnozinu vsech relaci oznacme (.
Z relaci budeme dale schopni najit idedl, ktery ma v rozkladu na prvoidealy pouze
sudé exponenty. Omezenim normy jsme omezili i mnozinu prvoidealu, které déli pr-
voidealy urcené prvky ¢, mnozinu téchto prvoidealu pracovné nazyvame B-hladké
prvoidealy. Dvojice (a,b) € I vybirdme tedy podle toho, zda je hodnota F'(a,b)
B-hladké. To se dé o¢ekédvat okolo kotenu F'(x,y), kdy bude F'(a,b) pomérné malé.
Podminka B-hladkosti byva nékdy oslabovana tak, Ze jeden nebo vice délitelu ji
nemusi spliovat. Tim ziskame vice relaci k vzajemnému zkombinovani a omezenou
mnozinu B-hladkych prvoidealu rozsitime pouze o koneéné mnoho dalsich prvo-
idedltu. Vsechny nalezené dvojice (a,b) zaznamendvame pro dalsi vypocty spolu s
prvociselnymi déliteli F'(a,b) a jejich stupni.

Tato faze je casové nejnarocnéjsi z celého algoritmu, protoze je tieba nasbirat
velké mnozstvi relaci a tedy se uziva velky prosévaci interval I. Nejbéznéjsi jsou dnes
dva postupy na hledani vhodnych dvojic. Nazyvaji se miizové a klasické prosévani.
Jejich popis lze nalézt v [1].

3.2.3 Treti faze (konstrukce matice)

Dalsi faze nebyvéa vzdy brana jako samostatna faze. Pro implementaci je vhodné
ji oddélit. Jednd se o zpracovéni relaci a vytvoreni matice M v télese Zo. Radky
této matice jsou urceny relacemi (a, b) z (. Tyto relace reprezentuji idedly (a — ba).
Ziejmé a—ba € Ok, protoze Ok je podle tvrzeni 2.35 okruh a a, b, , —1 € O. Tedy
(a — ba) je hlavni idedl okruhu Og. Sloupce jsou uréeny B-hladkymi prvoidedly z
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Dedekidova oboru Og. Jedna se o prvoidealy nad vSemi prvocisly, ktera jsou mensi
nez B. Strukturu takovych prvoidealu uvadime v 2.5.

Matice M poskytuje informaci o tom, kdy rozklad daného idedlu v O obsahuje
které prvoidedly s lichym exponentem. Budeme hledat takovou podmnozinu ¢, aby
soucin hlavnich idedlu urcenych relacemi jiz neobsahoval zadny prvoideal v liché
mocnine.

Nyni matici zmensime o sloupce, kde neni uvedena zadna hodnota 1. Navic je
vyhodné matici nésledné zmensit o radky a sloupce, kde se v celém sloupci vyskytuje
jedind hodnota 1. Jedna se totiz o dvojici (a,b), kterou neni s ¢im zkombinovat.
Obsahuje idedl v liché mocniné, ktery by zustal stale v liché mocniné po libovolni
kombinaci. Navic zadny z idealt nebudeme kombinovat sam se sebou, tim bychom
nic neziskali. Tato iprava muze vyrazné zrychlit dalsi vypocty vzhledem k velikosti
matice.

3.2.4 Ctvrta fize (linedrni)

Tuto fazi nazyvame linearni, protoze se jednd o vypocet linedrnich rovnic o vice
neznamych. Hledame zpusob, jak sparovat liché exponenty prvoidealu tak, aby po
vynésobeni vsech vybranych idedlu (a; — b;ar), pro i = 1...,n nastalo:

n
1=

k
(ai - szé) == H ]Djrja
j=1

1

kde P; jsou prvoidedly Ok a r; € 2Z pro vSechna j = 1,..., k. Stale pracujeme v
obou télesech oddélené.

Jednd se o feseni soustavy linedrnich rovnic Mx” = 0, kde matici M jsme sesta-
vili v predchozi fazi. Matice M je bézné velka ridka matice fadové o milionu radku.
Vypocet pomoci Gaussovy metody by zmeénil vlastnost fidkosti. Pfi implementaci
by se jednalo o problém. Prace s takovou matici, ktera by nebyla tidka, by byla
vypocetné velice narocnd. Proto se pri implementaci vyplaci pouzit Wiedemannovu
blokovou metodu [15] nebo Lanczosovu blokovou metodu [16].

3.2.5 Pata faze (odmocninova)

V posledni fazi zacneme tim, ze vezmeme vysledky z linearni faze. Stale pracujeme
v obou télesech oddélené. Podle vektoru feseni x urcéime, které relace pouzit k
ziskdn{ ¢tverce N([ [, (a — ba)). To vSak neznamend, ze soucin prvku [ [ (¢ — ba)
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je ¢tvercem v ¢iselném télese. Timto problémem za zabyva [1] a ukazuje, ze této
vlastnosti muzeme docilit pomoci postupu s kvadratickymi charaktery. Pak jiz plati,
ze idedl [[., (a — ba) = I? je hlavni idedl I = (5).

Nyni mame dva ¢tverce ve dvou ruznych ¢iselnych télesech pro které plati:

p1(B7) = w2(53) (mod N).

Nasledné zjistime odmocninu ¢tvercu v Ciselnych télesech (57 a (5. Ziskat od-
mocninu z [ (a — ba;) vSak nenf trividlnf a navic pozadujeme, aby tato odmoc-
nina lezela v Z[e;). K tomu byla difve pouzivana Newtonova itera¢ni metoda a
Couveignesovo vylepSeni. Dnes je za nejlepsi odmocninovou metodu povazovana
Montgomeryho metoda.

Podrobnéjsi popis a vysvétleni odmocninové faze a metod odmocnovani v ¢isel-
ném télese je mozno najit napiiklad v [1, 5].
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Kapitola 4

Podklady k generovani polynomu

V této kapitole se jiz zamérime pouze na prvni fazi algoritmu ¢iselného sita. Kon-
krétné na to, co ocekavame od generovanych polynomu.

Méjme ¢iselné téleso K = Q[a] stupné n. Pak minimalni polynom prvku a € C
ze Z]x] ma také stupen n. Algoritmus ¢iselného sita postupuje tak, ze nejprve vy-
generuje ireducibilni polynom s celo¢iselnymi koeficienty, jehoz koten pak slouzi k
sestaveni ¢iselného télesa. Nasim cilem bude popsat smysl téchto ireducibilnich poly-
nomu pro algoritmus. Také uvedeme jejich porovnani pro vybér toho nejvhodnéjsiho
polynomu.

4.1 Ciselné téleso a algoritmus

Predpokladejme nadéle ze, pracujeme v Dedekindové oboru O, kde K = Q[a]. V
¢iselném sité se pocita rozklad hlavnich idealu prvka a —ba na prvoidedly, sekce 2.5.
Do prosévaci faze, kterou jsme struéné uvedli v predchozi kapitole, vstupuji dvojice
(a,b) reprezentujici ¢isla tvaru a — ba. Prvky (a,b) se vybiraji z oblasti, které se
tradicné ika prosévaci interval. Tomu se budeme vénovat v sekci 4.2.

K prvku a uvazujme jeho minimélni polynom f, z(x), ktery je zfejmé stupné d.
V praxi je d malé ¢islo (maximdlné 8). Od této kapitoly déle se bude vzdy jednat
o minimalnim polynomu nad celymi ¢isly, budeme ho znacit pouze f,. Definujme
zhomogenizovany minimalni polynom tvaru y¢ fa(i) = F,(x,y), ktery budeme v
algoritmu hojné pouzivat. Ukazme nejprve vypocet normy prvku a—ba, kde a, b € 7Z.
Ziejmeé a—ba € Og. Uvazujme ddle pouze normu prvku Ng g, kterou budeme znacit
pouze N.
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Nejprve dokadzeme pomocné tvrzeni o determinantu matice zobrazeni fi,_pq-

Tvrzeni 4.1. Méyme ciselné téleso a — ba, kde a,b € Z a « je celistvy prvek

nad Z. Dale méjme F,(x,y) zhomogenizovany minimdlni polynom prvku . Potom
det(ta—ba) = F(a,b)

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze pracujeme v ¢iselném télese tvaru Q je velikost ma-
tice zobrazeni fi,_p, ddna stupném minimalniho polynomu prvku a. Ozna¢me ho
d. Dale méjme M = (Cij)?,;‘io matici linedrntho zobrazeni pi, 4, vzhledem k béazi
{1, a,. .., ad_l} ¢iselného télesa nad Q. Zrejmé vsechny hodnoty v matici musi byt
celociselné.

Ukazme nyni indukci podle stupné polynomu, zZe determinant této matice je
roven prave F,(a,b) = bef,( %). Nejnizsi uvazovany stupeini polynomu volme d = 2.
Matice linearniho zobrazeni ji, . je v takovém ptipadé tvaru:

[ a bag
M= (-b a—+ bal)

det M = a* + aba; + b*ag = F(a,b).
Necht tvrzeni plati pro stupen d. Dokazme, Ze plati i pro d + 1. Ziejmé

a 0 0 ... O bag

b a 0 ... O bay

M=]10 —-b a ... 0 bas

0O 0 0 ... —=b —ab+bay

a 0 ... 0 bay b a O 0
—b 0 bas 0 —b a 0
detM=a|0 —b . 0 bas |+ (=) bag| 0 0 —b 0
STl T T : e
0 0 ... —=b —ab-+bay 0O 0 0 ... —b

Prvni determinant dokazeme spocitat z indukéniho predpokladu. Jeho vysledek je
S0 b coz je homogenni polynom F(x,y) stupné d — 1, do kterého bylo
dosazeno (a,b). Druhy determinant je pouze nasobek vsech prvku na diagondle,
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kterych je d — 1, protoze se jedna o horni trojihelnikovou matici. Vysledek deter-
minantu je

d
detM =a Z a;a b 4 blag = F(a, b).
i=1

]

Tim okamzité dostavame i normu prvku a — ba a také hlavniho idedlu tvaru
(a — ba) okruhu Op, kterd je podstatna pro zjistovani rozkladu na prvoidedly v
Dedekindové oboru Og.

Tvrzeni 4.2. Méjme idedl (a — ba) okruhu algebraickych celych ¢isel ciselného

telesa K = Qla], kde a,b € Z a « je celistvy prvek nad Z. Pri zavedeném znaceni
plati N ((a — b)) = F,(a,b).

Diikaz. Norma hlavniho idedlu generovaného prvkem a — ba € Ok je podle 2.38
rovna normé prvku a—ba. N ((a — ba)) = N(a—ba) = det(jiq_pa) podle predchoziho
tvrzeni mame okamzité N ((a — ba)) = F,(a,b).

[

Rozkladu na prvoidedly se nebudeme v této praci nebudeme vice zabyvat. Jedné
se vSak o podstatnou ¢ast dalsich fazi algoritmu ¢iselného sita, které jsme shrnuli v
predchozi kapitole. Teoreticky zdklad je popséan napiiklad v [1].

4.2 Prosévaci interval

Nyni jiz vime, Ze role polynomu neni pouze o sestaveni Ciselného télesa, ale také
o hledani normy hlavnich idedlu Og ve tvaru a — ba, kde a,b € 7Z. Pii gene-
rovéni{ polynomiu je tfeba uvazovat i to, pro jaké idedly budeme zjistovat jejich
normy. Podivejme se tedy na definiéni obor homogennich polynomu. Budeme ho
dale nazyvat prosévaci interval. V praxi je bézné volit obdélnikovy nebo dnes
castéjsi zkoseny interval.

Uvazujme nejprve obdélnikovy prosévaci interval pro dvojice (a,b). Definujme
ho pro A, B € N nasledovné

I=1,x1I,=]-A;A] x|[0; B].
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Vzhledem k tomu, Ze se jednd o defini¢ni obor homogenntho polynomu F(z,y) =
S aixtyt™t € Zx,y], staci uvazovat pouze jednu z hodnot z,y zdpornou. Kdy-
bychom uvazovali [, = [—B; B], rozsitili bychom dvojndsobné pocet relaci, ale
neziskali bychom tim mnoho navic, protoze hodnoty F(a,b) by se lisily pouze o
nasobek inverznim prvkem. Uvazujeme tedy oblast o velikosti 2AB. Nastaveni pa-
rametru A a B je uréovano heuristicky. Homogenni polynom F(x,y) byva sesta-
ven tak, ze vedouci koeficient je pomérné maly a dalsi koeficienty pak postupné
narustaji. Tedy nejvétsi koeficienty byvaji a; a ag, které nasobi cleny zy?~! a y?. To
nam davd, ze staci volit hodnotu B mensi nez A. Jinak by hodnoty F'(a, b) zbyteéné
prilis narostly a tim bychom spotfebovali vice ¢asu na ziskdni méné relaci. Pro velké
hodnoty y tedy neocekavame vyrazné zlepseni poctu relaci.

Zkoseny prosévaci interval je upraveny obdélnikovy interval. Pomoci parametru
s = % ktery nazyvame zkoseni, zménime hodnoty A a B na nové hodnoty A’ =

VSAB a B = |28,
|AB
0,4/ —
S

Tedy se opét jedna o obdélnikovy interval o velikosti 2AB se zkosenymi parametry
A’ a B'. Moznou variaci je volba jiné hodnoty s podle velikosti koeficientt polynomu.

Zkoseni se ukazuje vyhodnéjsi vzhledem k empirickému pozorovani nalezenych
relaci na zkoseném a nezkoseném intervalu.

[=1,xI,=[-A; A x [0, B] = [—\/SAB; \/sAB] X

Prosévaci interval nemusime nutné volit pouze v geometrickém tvaru. Je vhodné
k nému pripojit i dalsi hodnoty (a,b), pro které plati, ze § je blizko néjakého
redlného kotene polynomu f(z). Hodnoty F'(a,b) jsou pak pomérné malé a tedy i
dobte splinuji B-hladkost.

Dalsi variace a jejich zasah do ¢iselného sita je mozno ji nalézt v [7].

4.3 Vlastnosti polynomu
Vybrané polynomy velice ovlivni efektivitu prosévani. To, zda byl vybran dobry
polynom, se plné ukaze az pri samotném prubéhu ciselného sita. Takovy zptisob

testovani polynomu je ovSem velice neefektivni. Proto se pouzivaji ruzna heuris-
ticka kritéria, kterd vychazeji z vlastnosti, jez lze od polynomu ocekavat, ma-li byt
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vypocet v prosévacim intervalu dostateéné rychly. Takova kritéria hodnoti poly-
nomy podle takzvané vlastnosti koeficientu a vlastnosti kotene.

Bézny postup byva vygenerovat mnoho polynomiu s malymi koeficienty. Upravit
je a pak z nich vybrat nejvhodnéjsiho kandidata.

4.3.1 Hodnoceni koeficientu

Pro hodnoceni koeficientti polynomu muzeme uvazovat normu ve smyslu nejvétsi z
absolutnich hodnot jeho koeficientu. Ukazuje se, ze je vhodné uvazovat i to, jaka
je mocnina proménné, ktera tento koeficient nésobi. Je proto lepsi pocitat se sup-
normou polynomu podle Kleinjunga namisto maximéalni normy pro vSechny koefi-
cienty polynomu.

Definice 4.3. Méjme polynom s redlngmi koeficienty f(x) = Z?:o a;x’ stupné d a
s € RT. Pak definujeme:

_d
sup(f, s) = max |ais"2|

sup(f) = minsup(f, s)

Poznamka 4.4. Ukazme, Ze se jednd o normu. V tomto pripadé mluvime o normé
vektorového prostoru koeficientu polynomu f nad télesem R i presto, Ze se jednd
pouze o celociselné koeficienty. UvdzZime tedy jeji zakladni tri vlastnosti: pozitivni
definitnost, pozitivni homogennost a subaditivitu.

Zregme vzdy plati sup(f,s) > 0 a rovnost nastdvd pouze pokud vSechny koe-
ficienty polynomu f jsou rovny nule. Pokud vyndsobime polynom f néjakym ra-
ciondlnim cislem r € Q, plati

gim
sup(rf,s) = max, ra;s" 2\ r&lzagzml 2| =rsup(f,s).
Navic pokud budeme pocitat sup-normu pro soucet dvou polynomu f a g. Oznacme
max(deg f,degg) =d a f+g = Z?:o (a; + b;)xt. Pak plati vzhledem trojihelnikové
nerovnosti

sup(f + 9,9) = o+ 0)s~4) < o (Jess 21+ s 41)

< max |a;s" 2\+max|bs 2\—sup(f s) +sup(g, s).

0<i<d
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Ziejmeé vySe zavedena sup-norma je velice podobna ¢>° normé. Empiricky se
ukazuje jako dobry néastroj na méfeni normy polynomu.

Vhodnou formou jak mérit vlastnosti koeficientu polynomu je také logaritmus
z L?>-normy, se kterou piichdzi Bai [2]. Tato norma uvazuje eliptickou prosévact
oblast. Jedna se o normu zhomogenizovaného polynomu.

211
log L*(F) = log ( / / F?(zs,y) dx dy)

Bai tvrdi, Zze empiricky se ukazuje, ze tyto dvé normy spolu vzdy nekoreluji. Pokud
se vSak najde optimalni zkoseni s neni rozdil prilis velky. Nejlepsi vysledky davaji
takové polynomy, které maji obé uvedené normy malé.

4.3.2 Vlastnost korene

Dalsim méfitkem pro vybér vhodného polynomu je takzvana vlastnost kotene. Jednéa
se 0 métreni poctu korenu polynomu modulo mald prvocisla. Vhodnym ukazatelem
je a(f) funkce definovand v [5]. Jednd se o piinos polynomu vuéi ruznym prvocislum
mensim nez zvolend mez B.

Poznamka 4.5. Pripomenime nékolik elementdrnich pojmi z teorie pravdépodob-
nosti.

o Stredni hodnota je parametr rozdéleni nahodné veliciny X, ktery je definovdn
jako vazeny prumeér daného rozdélent. Znaci se E(X).

e Pro cela c¢isla je p-valuace nejuyssi mocnina prvocisla p, které déeli dané celé
cislo.

Uvazujme nahodnou dvojici (a, b) z prosévaciho intervalu. Potom pravdépodob-
nost, ze F(a,b) bude B-hladké, je stejnd jako pro libovolny podobny polynom
stejného stupné. Ptesto je vSak mozno ohodnotit polynom obecné trochu jinym
zpusobem.

Uvazujme nyni pouze prvocisla p, ktera jsou navic mensi nez zvolena mez B
pro B-hladkost. Mé&jme stfedni hodnotu p-valuaci hodnot homogenniho polynomu
F(z,y) na prosévacim intervalu I. Ozna¢me ji E (v,(F(a,b))) pro vSechna (a,b) € I.
Pak pro B-hladké F'(a, b) plati

log(F ~ ) E(uy(F(a,0)))log(p).

p<B
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Necht g, je pocet korentt homogenniho polynomu f(z) modulo p na prosévaci ob-
lasti 1. Pro specidlni prvocisla p (definovana v sekci 2.5) plati nasledujici pro F' a
analogicky i pro f na jejich defini¢nim oboru:

Z(a,b)e] vp(F(a,b))

E(v,(F)) ~ , pro vhodné ¢ < [{F(a,b); (a,b) € I}
Pro nespecidlni prvocisla p pak mame rozlisené piipady pro polynom f a jeho
zhomogenizovanou verzi F

B(u(f)) = 5.

_ P9
E(n,(F)) = 7.
Podle toho je definovana funkce pro ohodnoceni polynomiu podle rozlozeni jejich
funkénich hodnot. Uvedme ji pro homogenni verzi polynomu F, ale stejné plati i

pro f.

a(F) = Y (1= (0=~ DE((F) 0.
p<B
Cfm mens{ hodnotu mé tato funkce, tim je polynom lepsf pro hledéni relaci. Funkéni
hodnoty homogenniho polynomu F(x,y) se chovaji podobné, jako nahodnd ¢isla o
velikosti F'(x,y)e"). Jedné se o porovnani nadhodného ¢isla a funkénich hodnot
polynomu. Hodnoty «(F') jsou negativni, pokud mé homogenni polynom vice, nez
jeden korten.
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Kapitola 5

Generovani polynomu

Prvni fazi algoritmu je vygenerovani dvou ireducibilnich nesoudélnych polynomu
ze Z[x], které splnuji

fi(m) = fo(m) (mod N), kde m € Z.

Necht «; € C je kofen polynom f; pro ¢ = 1,2. Tyto kofeny pouzijeme k sestaveni
¢iselnych teles K1 = Q[ay] a Ky = Qo). Okruhy algebraickych celych éisel téchto
teles hraji klicovou roli v celém algoritmu, pro prehlednost je oznacme Ok, a Ok,.

Vzdy predpokladame, ze koeficienty kazdého polynomu jsou nesoudélné, jinak
bychom cely polynom zkratili spolecnym délitelem vsech koeficientii. Puvodné bylo
pozadovano i to, aby polynomy byly monické, ale tato podminka neni nutna, jak
ukazeme v sekci 5.2 o nemonickych polynomech. Navic nam nemoni¢nost umozni
zmensit polynomy a tim i zefektivnit algoritmus.

Zatim nebyl nalezen algoritmus, ktery by daval vhodné polynomy vyssich stup-
nu. Experimentalné nebylo zjisténo zlepseni pti volbé vyssich exponentu pii uziti
znamych metod generovani polynomu.

Ukazalo se, ze volit polynomy nahodné neni optimalnim fesenim. Prosévaci faze
pak nemusi davat dobré relace, nebo je hledd s vyrazné vyssi slozitosti, jak casovou
tak i pamétovou. Existujf rizné metody, pomoci kterych ziskdme polynomy s mno-
hem lepsimi vlastnostmi a tedy i vétsi efektivitou celého dalsiho prosévani. K nale-
zeni takovych polynomu se pouzivaji ruzné algoritmy. Cilem této kapitoly je popsat
nejlepsi znamé algoritmy popsané Kleinjungem. Zacneme u zakladniho algoritmu
na generovani polynomu a popiSeme i dalsi postupy, ze kterych Kleinjung vychézel.
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5.1 m-~adicky rozvoj

Nejjednodussi metodou k nalezeni polynomu, spliujicitho pozadavky, je metoda
zvana m-adicky rozvoj. Jedna se o rozklad faktorizovaného ¢isla N na nasobky
mocnin predem zvoleného ¢isla m, které budeme dale uvazovat jako kofen pro oba
polynomy modulo N. Nejprve se zaméime na prvni polynom f;. Méjme rozvoj

pro a; € {0,1,...,m — 1}. Prvni polynom pak muze byt tvaru f(z) = Z?:o a;x’.

Druhy polynom fs zvolime jako minimélni polynom m v Z[z].

folz) =2 —m

jsou oba polynomy nesoudélné.

Prvni polynom f; muzeme jesté trochu upravit. Neni nutné pouzivat pouze
kladné koeficienty. Muzeme je tedy zmens$it, pokud budeme uvazovat i zaporné
m

koeficienty. Je-li koeficient vétsi nez 3 zmensime cely koeficient o m. Pak musime

také zvetsit nasledujici koeficient o 1. To znamena, ze pokud plati a; > %, pak
e zmensime a; na a; — m,
e zvétsime a; 1 na a; 1 + 1.

Tento posun neprovadime s vedoucim koeficientem, abychom nezvétsili stu-
pen polynomu. V piipadé monického polynomu neménime ani nasledujici koefi-
cient ag_1, ktery by ndm jinak porusil moni¢nost. Méame tedy

; m m
fl(x):Zaix, kdeaie{—g—l,...,g}.

Uvazujme prozatim pouze monické polynomy. Nemonickym polynomum se budeme
vénovat pozdéji.

Ciselnd télesa jsou v tomto pifpadé tvaru K; = Q[ay] pro polynom fi(x) s
kotenem a; € C a Ky = Q, protoze polynom f; je linearni s kofenem m v Z.
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Veskeré vypocty pro hledané relace (a,b) budou v Ks probihat jako rozklady na
prvocisla a jednotku —1, protoze veskeré normy prvku z Ok, = 7Z jsou ziejmé rovny
hodnoté generujiciho prvku idedlu. Tedy Na(a — bm) = a — bm.

Vstupem m-adického generovani polynomu jsou prirozena c¢isla N a m. Bylo
by zbyteéné uvazovat m zaporné. Volbou c¢isla m volime i stupen polynomu f;.
Chceme-li nejprve uréit stupeii d polynomu fi. Je tieba volit m ~ /N pro mo-
nicky polynom a m ~ “/N pro nemonicky polynom.

Polynomy nalezené pouze m-adickym rozkladem sice postacuji, ale nemaji tak
dobré vlastnosti. Ciselné sito s nimi pracuje pomaleji, nez s polynomy z kom-
plexnéjsich metod. Ty vsak vychazeji z tohoto zakladniho zptsobu generovani po-
lynom.

5.2 Uziti nemonickych polynomu

Ukazme, ze pro algoritmus ¢iselného sita je mozno vyuzit i nemonické polynomy.
Necht f(x) € Z[x] je nemonicky ireducibilni polynom stupné d. Potom jiz jeho
kofen v € C nemusi byt celistvy nad Z. Téleso Q[a] je nadtéleso konecného stupné
télesa Q. Tedy se stale jedna o ¢iselné téleso. Oznacme ho opét K. Jiz vSak okamzite
neplati, ze nutné o € Og. Tedy pro normy hlavnich idealu z okruhu algebraickych
celych ¢isel Ok neni splnéna podminka pro tvrzeni 4.2. Pro prvek o vsak muzeme
najit celociselny nasobek, ktery je jiz celistvy.

Ireducibilni polynom f(z) = Z?:o a;z" vynasobime prvek a% ' a prevedeme
promeénou na aid

-1
flz)=ad™tf (aﬁ) =z’ + Z aa;z’
d i=0

Tim jsme ziskali monicky ireducibilni polynom f(z) € Z[z]. Jeho kofenem je 8 =
aqo, kde vime, ze ag € Z. Koreny polynomu f jsou celistvé nad Z a tedy § € K
je algebraické celé cislo. Ciselné téleso K = Q[a] lze také zapsat ve tvaru Q[f],
protoze ag ' € Q.

Ziejmeé pro a,b € Z je (a — ba) lomeny idedl okruhu Og. Podle piikladu 2.45
vime, ze Ok je Dedekinduv obor. Tvrzeni 2.50 tika, ze i pro lomené idedly existuje
jednoznac¢ny rozklad na prvoidedly v Dedekindové oboru. Lomeny idedl (a — ba) 1ze
tedy jednoznacné rozlozit na prvoidealy z O. Nevypléci se tiplné prejit na vypocet
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norem téchto idedlid pomoci polynomu f (x). Koeficienty polynomu f (x) se mohou
vyrazné zmeénit oproti koeficientum f(x), coz se v praxi stava bézné. Tim se vyrazné
meéni jak kofenové tak velikostni vlastnosti. Vyplaci se pocitat normu lomenych
idedlu podle puvodniho polynomu. Chceme stile pouzivat polynom F(z,y). To je
mozné s nasledujici upravou.

F(z,y) =y"f (g) =ay Yy'f (%) = ay "F(aqz,y).

Lomeny idedl (a—ba) lze zapsat jako soucin hlavniho lomeného idealu generovaného
celym ¢islem a idealu Dedekindova oboru.

(a —ba) = (ag) *(aga — bp)

Diky témto dvéma tvahdm a tvrzenim 2.38, 2.54 a 4.2 lze jiz snadno zjistit normu
hlavniho lomeného idedlu Dedekindova oboru Og.

N ((a—ba))=N (a;l(ada - bﬁ)) =N ((ad)_l(ada - bﬁ))
= N ((a) ) N (a4 — b)) = az*Fl(aga,b)
=a;'F(a,b)

Pouziti nemonickych polynomu ovlivni vyrazné prosévaci fazi, ale také sestaveni
matice. Pfi prosévani stac¢i uvazovat pouze hodnoty F'(a,b) pro urcei vhodnych re-
laci, které zaradime do mnoziny (. Tyto relace vSak nereprezentuji hlavni idealy
(a — bp), ale hlavni lomené idedly (a — ba). Pfi sestavovani matice je pak tieba
uvazit i prvoidedly, které patif do jednozna¢ného rozkladu lomeného idedlu (aq) ™,
ktery vime, ze existuje v Ok podle tvrzeni 2.50. Je podstatné nezanedbat tyto lo-
mené idedly pro spravné sparovani prvoidealu z rozkladu vsech relaci ze (. Pokud
bychom je zanedbali, mohlo by se stat, ze pro vybrané dvojice (a, b) ziskame ¢tverec
[T (aqa — bB), ale [ (aq)~" étvercem nebude. Chceme, aby [] (a — ba) byl ¢tverec
pro vhodny vybeér relaci (a,b) ze (. Resenim je napiiklad uvazovat pouze takové
vybéry dvojic (a, b), které maji sudy pocet prvku. Kazdy lomeny idedl (a—ba) obsa-
huje (ag)~! a pii sudém poctu takovych lomenych idedlt ziejmé nastane i sparovant
prvoidedlu s lichym exponentem z rozkladu vsech (ag)~!. Vice se této problematice
vénuje [1].

P1i generovani polynomu byva bézny postup zvolit nejprve stupen polynomu a
vedouci koeficient. Podle nich jsou dale voleny dalsi koeficienty polynomu. Prvnim
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krokem algoritmu byva navyseni ay na dalsi vhodnou hodnotu, ke které byva se-
staven polynom a algoritmus se vraci na zacatek. Nékteré hodnoty koeficientu agy
nemusi davat dobré polynomy. Dale neni cilem zvolit a, az prilis velké.

Ukazme nyni metodu takzvaného (m, p)-adického rozvoje ¢isla N, kde m,p € N.
Pozadujme navic, aby p bylo prvocislo, tento pozadavek vsak neni nutny. Postupné
zjistime vSechny koeficinty a; pro rozklad N = Ej:o a;mIp?=i. Tyto koeficienty

pak vyuzijeme néasledovné f(z) = Z;l:o a;x. Z¥ejmé plati, ze p? f (%) = N. Tento
polynom bude reprezentovat polynom f;. Druhy polynom bude pak linearni tvaru
fa(x) = pr — m. Spolecny koten obou nemonickych polynomu modulo N je tedy
ziejme %. Tim modifikujeme jeden ze zakladnich pozadavku na generované poly-
nomy. Pokud pozadavek na kofen obou polynomu oslabime z celych ¢isel pouze na
¢isla raciondlni, potiebujeme, aby platilo, ze existuje p~* modulo N. Pokud by vsak
neexistovalo, tak jsme ziskali netrivialniho délitele N, coz presné chceme. Spolecny
kofen obou polynomu modulo N tedy mame mp~—'. Podle toho se také opravi ho-
momorfizmy ¢; pro i = 1,2 na ¢;(o;) = mp~! (mod N).

Chceme, aby polynom f mél pokud mozno co nejmensi koeficienty. Predtim,
nez zacneme takovy polynom generovat podle zvoleného vedouciho koeficientu, je
tteba otestovat, zda ma kombinace m,p,ay TeSeni. Chceme ziskat rozklad N =
Z?:o a;m?p?~7 a podle ngj ireducibilni polynom f(z) = Z;l:o a;z’ s kofenem %.
Pokud vsak p déli ag nejsou koeficienty polynomu f nesoudélné.

Méjme p € Z prvocislo takové, ze p < ay. Predpoklddejme, ze p nedéli ay.
Vedouci koeficient polynomu pf (%) ziejmé neni délitelny p, ale vSechny ostatni

koeficienty jsou.
x
pf <5) = aqgr” (mod p).

Dosadime-li m za z ziskdme: N = agm?(mod p). Pokud tato kongruence nema
feSeni, ireducibilni polynom f s kofenem m modulo p neexistuje.

Ukazme nyni, jak vygenerovat vhodny nemonicky polynom pomoci (m, p)-adic-
kého rozkladu. Pro pevné zvolend celé ¢islo m a prvocislo p hledame rozklad N =
%, a;m’pd=t. Definujeme nejprve pomocné rekurzivn{ parametry:

.Td:N7

Tip1—aip1mit!

e, = P

prot=d—1...,0.
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Pti této definici plati, ze:

d

N =" (aym’p™)+rp*,
j=it1

proi =d —1,...,0. Jednotlivé koeficienty a; ziskame tak, aby byla splnéna kon-
gruence 7; = a;m’ (mod p) . Definujeme je tedy ndsledovné

T
m

kde 0 < ¢; < p bude takové, aby byla splnéna kongruence a a; € Z.
Vyjadieme nejprve r; z rozvoje ¢isla N. Pro vSechna ¢ = 0,...,d mame

d
d—i . d—j
rip "t =N — E a;m’p“,
j=i+1

i
T = E a;m’p'.
=0

Polynom f; ziskdme jako vyjadieni parametru “¢. Pak filz) = Z?:o a;x? s kofenem
r="2
=

Pti (m, p)-adickém generovéni polynomu volime vedouci koeficient z urcitého

intervalu, tedy dokézeme urcit jeho maximalni velikost. Mame-li pevné zvoleny

vedouci koeficient ag, stupen polynomu deg f(z) = d a kofen %, dovedeme urcit

mez pro velikosti ostatnich koeficienti:

Tvrzeni 5.1. Méjme N,d € N a prvocisla ag > p € N. Ddle mé&ime m = ,d/%
redlné a m celé tak, Ze m > m a N = agm?(mod p) md Feseni. Potom existuje
polynom f(z) = Z?:o a;x’ takovy, Ze plati ptf (%) = N a jeho koeficienty jsou
omezeny:

m—m
P Y

° ]ad,1| <p-+ dag

o |a;|<p+mproi=0,...,d—2.
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Diikaz. Existenci takového polynomu jsme pravé pravé ukazali pfi popisu gene-
rovani pomocnymi parametry r; pro¢=d,...,0.

Mame pevné zvolené ay; a m. Ostatni koeficienty polynomu mame definovany,
podle zptsobu konstrukee a; = 75 + ¢;, kde 0 < ¢; < p.

Podivejme se na omezeni druhého koeficientu ay_;. Ziejmé plati
d’ d’ ad | ~q a

Irg_1]| = ! |N — agm?| = ! |agm® — agm?| = = |m? —m?| < “Lm — m)dm*"
p p p D

Pouzijeme-li trojihelnikovou nerovnost ziskdme

Td—1
+ag 4 <
md_l da—1| >

‘ Td—1
md—1

lag—1| = + |qa—1] -

Slozime-li obé nerovnosti dohromady spolu s q4_1 < p, ziskame:

_ _ a ~ _
lag_1|m*t — |ga_1|mT = |rgq] < f(m — m)dm?!

a ~
lag—1| < Ed(m —m)d +p.

Omezeni koeficientu a; proi =0, ...,d — 2 se dokaze obdobné

rica| = = ‘Ti - aimi‘ = -
p

T . m .
ri—(— +q)m'| = <m',
p m' p

<m-+gqg <m-+p.

T
|ai = ’% + 4

Tedy ma smysl uvazovat i nemonické polynomy.

5.3 Montgomery - Murphyho algoritmus

Popisme algoritmus Montgomery - Murphyho, ze kterého déle vychazi nejpouziva-
néjsi algoritmy. Vysledné polynomy jsou tvaru fi(x) = Z;;izo a;x" a folx) = x —m,
kde m, aq,...,aq € 7.

Uvazujme mez k& € N pro vedouci koeficient. Ten nejprve inicializujeme ag = 0.
Pak ho postupné navysujeme az do chvile, kdy prekrocime mez k. Pak ukoncime
generovani. Z nalezenych polynomu vybereme kandidaty podle kritérii popsanych
v predchozi kapitole.
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Vzdy, kdyz zvolime nové ag, sestavime podle néj m = V/ %J a nasledujici dva

koeficienty polynomu a4 a ay_s pomoci m-adického rozvoje ¢isla N. Pokud nejsou
tyto dva koeficienty dostatecné malé, zvolené ay nevede k vhodnému polynomu.
Vratime se zpét k hledani vedouciho koeficientu. Pokud ale vyhovuji, pokracujeme
jako v m-adické metodé a sestavime cely polynom f(z) = Z?:o a;xt.

Timto vsak generovani polynomu nekoné¢i. Dalsim krokem je optimalizovat na-
lezené polynomy. Murphy piichazi s dvéma metodami:

e Translace, nebo-li posunuti kofene polynomu. f; e (z) = fi(z +t), kde i =
1,2ateN.

e Rotace, nebo-li pricteni nasobku druhého polynomu k prvnimu. Novy poly-
nom tedy ziskdme timto zpusobem fi e () = fi(z)+c(x). fo(x), kde polynom
c(x) € Z[x] je mensiho stupné nez polynom fi(x).

Translace ma vliv pouze na velikost polynomu. Méni jeho koeficienty, ale nemé-
nime korenové vlastnosti pti linearni zméné kotrene o t neprilis velké.

Pti rotaci zrejmeé zustane stejny koren, ale zménime jak velikosti koeficientu, tak
i kofenové vlastnosti.

Uzitim téchto dvou metod upravime velikosti polynomu tak, aby mély lepsi
normu. Detailnéjsim popisem tohoto algoritmu se jiz zabyva [1], piipadné piimo
Murphyho préce [5].

5.4 Kleinjunguv algoritmus

Nyni prechézime k popisu Kleinjungova algoritmu. Jednd se (m, p)-adickou metodu,
rozsitenou o omezeni vSech koeficientu polynomu.

Budeme opét postupovat pres postupnou volbu vedoucich koeficientu ay, podle
kterych sestavime polynomy. Pevné zvolené a, tedy povazujme za konstantu. Jako
prvni pak dopoc¢teme predbézné koreny m = (/g, ponechané v realném tvaru.
Koneény celociselny kofen m ur¢ime az pozdéji. Nebude fadové jinde nez m. Bu-
deme generovat takové polynomy, jejichz posledni dva koeficienty ag a a; budou
nejvyse radoveé o velikosti m.

Chceme generovat pouze takové polynomy, které nebudou mit libovolné velké
koeficienty. Uvazujme sup-normu polynomu, z definice 4.3. Pokud za s z definice
dosadime zkoseni prosévaciho intervalu I, ziskdvame sup-normou informace o rela-

tivni velikosti koeficientu pii pouzivani hodnot z I. Zvolme mez M pro sup-normu
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jako “%/N (nebo v/N v piipadé monického polynomu). Vétsi mez je zbytecné velka,
protoze dany polynom by pak mél obor hodnot ptilis rozsahly. Mensi mez by naopak
nemusela vést k dostatecnym polynomum, pokryvajici délitele blizké odmocniné z
N. Jeden z délitelu cisla N je mensi nebo roven jeho odmocniné. Tedy neexistuje-li
takovy délitel, pak je N prvocislo.

Tvrzeni 5.2. Meéjme faktorizované cislo N € N, mez M € Z, zkoseni s zvo-
leného prosévaciho intervalu a polynom f(z) = Z?:o a;x' € Zx], pro ktery plati

_ /N

sup (f,s) = M. Ddle méjme odhad velkosti korene m ag" Necht nastdvd maxi-

mum sup-normy v j-té soutadnici. Potom plati

Diikaz. Pti daném polynomu f a zvolené mezi pro sup-normu M > sup(f,s)
ziskavame i omezeni pro zkoseni:

4
M > su s) = max |a;s'" 2
- p (fa ) 0<i<d 1
Necht maximum nastava pravé pro i = j € {0,...,d}, pak mame:
_d
M > ‘G,jSJ 2.
M i d
N Z 3-7 2
|a;]

Tim okamzité ziskdme omezeni shora pro zkoseni:

M\ 72
&)
|a;]

Pro omezeni zdola pouzijeme vlastnost, ze k nejhorsim ptipadum vygenero-
vanych polynomu patii, pokud nastane |a;| ~ m. Vime, Ze sup-norma polynomu
ma byt mensi nez mez M a tedy i v ptripadé, kdy maximum nastava pravé pro
hodnotu 7 = 1.

M > ‘alsl_%
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V piipadé pro |a;| odpovidajici priblizné velikosti m mame

M 4
— >S5 2

]

. , ~ 7 - v/ v d+1 , > .
Koeficienty polynomu volime fadové mensi, nez “V/N. Neni tedy tieba volit
vysSi zkoseni s, nez zvolena mez, protoze bychom tim nic neziskali.

Tvrzeni 5.3. Méme mez M € 7, zkoseni s zvoleného prosévaciho intervalu a
polynom f(z) = Z?:o a;x' € Zlx], pro ktery plati sup (f,s) = M. Potom pro jeho
koeficienty plati omezeni:

2\ 2-i
o [a;] <M <(%) d‘2> oo @imaz Pro 0 <7 < d.

Navic plati:

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni 5.2 o omezeni pro zkoseni s jiz ptimo dostaneme
mez pro vedouci koeficienty polynomu. Ziejmé plati, ze omezeni zdola je mensi nez

omezeni shora. , ,
m\ -2 ANE
R S _
()" = ()

2i—d
M\ 42 ]
la;| < M <7) = Qjmaz Pro 0 <@ < d.
m
Rozlisme nyni ptipad, kdy maximum nastava pro ¢ = d. Vzhledem k tomu, ze
m={ %, ziskame omezeni
jaa | 7=
2a-2 [ |ag| | 442
g S M da—=2 -
ad (%)
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M2d—2

‘ad’d7271 S ¥
M2d72 ﬁ
|ad| S N = Ad,max

]

Prejdéme k heuristické ¢asti Kleinjungova algoritmu. Zavedeme pomocné hod-
noty, diky kterym vygenerujeme hledany polynom f(z) = Y a;x'. Mé&me opét
podminku, 7e existuje feseni pro N = agz? (mod p) stejné jako v sekci 5.2 o pouziti
nemonickych polynomu. Zde pouze neuvazujme vlastnost, ze p musi byt prvocislo.
Zvolme p < ag_1 mqs jako soucin ruznych malych prvocisel p = Hi’:l Pi, pro kterd
plati p; = 1(mod d). Vzhledem k tomu, ze hledame délitele ¢isla N muzeme
piedpoklddat ged(N,p) = 1, v opaéném pifpadé bychom pii vypoctu p' (mod N)
ziskali netrivialniho délitele N.

Tvrzeni 5.4. Necht N,d,aq,p € N tak, Zep = Hi’:1 pi, kde p1, ..., p; jsou navzajem
riznd mald prooéisla, pro kterd plati p; = 1 (mod d). Potom N = aqz? (mod p) bud’
nemd tesend, nebo jich md d' pro 0 < x < p.

Diikaz. Nejprve ukazme pro¢ N = agz? (mod p;) méa pravé d nebo 0 feseni. Pokud

plati ged(p,aqN) = 1, pak rovnice ma feSeni, v opa¢ném piipadé nemd feSeni.
Uvazujme tedy pouze piipad, kdy kongruence mé feseni. Nutné plati ged(p;, agN) =
1 pro vSechna i = 1,...,l. V takovém pripadé existuje r € Z, ze ged(p;,7) = 1 a
plati

ragN =1 (mod p;) .
Navic ziejmeé plati ged(p;, ag) = 1. Dosadme vyjadieni N = agz? (mod p;) a ziskdme
rair? = 1 (mod p;) .

Pro hledané feseni kongruence plati ged(z¢, p;) = 1. Mzeme tedy nastavit fesen{
x pro kongruenci N = agz? (mod p;) ve tvaru

T = chj, c€Z, ged(p,c) =1
J#i
Pocet teseni je urcen poctem moznych c, aby stdle platilo x < p, tedy ¢ < p; o
kterém vime, ze p; = 1(mod d). Ziejmé p; jsou prvocisla a tedy p; > d. Pocet
moznych ¢ je pak roven pravée d.
Resen{ pro kazdé p; neni feenim pro pj, kde @ # j. Tedy kongruence N =
agr® (mod p) ma d' Feseni. O
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Dale piedpoklddejme pouze piipad, kdy feseni kongruence N = ayz? (mod p)
existuji. Potom tato feSeni muzeme zapsat jako soucet feSeni hodnot x;,, pro jed-
notlivé p;, kde i € {1,... .1} a = (u1, ..., ) € {1,....d},

l
=1

Ziejmé plati pﬂi\xwi a ma cenu uvazovat pouze 0 < x; ,, < p.

Posunme feseni =, k m. Vezméme mg € N blizko m, takové, ze p déli my. Zvolme
napifklad nejmensi mozné mqy > m. Pro feseni kongruence N = agz? (mod p) blizkd
m pak plati

!
My = Mo + Ty = E :mi,ui-
i=1
Cleny m; ,, pro 1 =2,...,1 volime tak, Ze polozime
® My, =My + Ty a

® My, = Ty pro 1l <@ <.

Nyni se budeme vénovat druhému nejvétsimu koeficientu ay_;. Najdeme po-
mocny koeficient aq_;, pro rozklad cisla N. Mé&me dané p a mg + z,. Definujme
pomocné hodnoty e;; € {0,...,d—1}, kdei=1,...,laj=1,...,d, takto:

e ¢, =0pros>1,

® €= Ug—1,(1,.1,j1,.,1) — Qd—1,(1,..1) (mod p) proi > 1,5 > 1, kde v koeficientu

ad—1,1,..,1,j,1,..,1) S€ J nachazi na i-tém misté vektoru.

-----

Empiricky se pii implementacich ukazuje, Ze je vhodné volit e; ; prave takto.

Protoze tim ziskame:
l

i=1
splinujici
_ d
d1 N —agm

Qg_1,umy, ' = T“ (mod p) .
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Tedy uvedené aq_1, lze pouzit pro (m,p)-adicky rozklad N podle kofene m, a
parametru p. Navic z uvedené kongruence je mozné urc¢it pomocna e; j (mod p) pro
pevné zvolené aq_ ,, jak jsme je definovali vyse. Ziejmé tato e; ; nejsou definovana
jednoznacné. To vSak neni pro implementaci potieba.

Zvolme dva vektory pa p' z {1,...,d}, které se lisi pouze v jediné soufadnici.
Necht se jednd o i-tou soufadnici. Pak plati:

l l
i=1 i=1

Dale definujme g € {1,...,d}!, které naopak méd s p stejnou pouze i-tou
soutadnici a ve vSech ostatnich soufadnicich se lisi. Tedy pro dané ¢ méame p, =
ft; # p; a naopak p; = p; # fu; pro ostatni koeficienty j € {1,..., d}\{i}.

Predpokladejme, ze plati kongruence:

Ad—1p — Gd—1, = Q41 — Ggq—1,5 (mod pg) pro véechna k € {1,... 1},

Potom druhy koeficient a4, takto definovany splituje uvedenou kongruenci.
Piistupme ke tfetimu koeficientu aq—2, a ur¢eme jeho velikost vzhledem k m,,.

d d—1
Ad—2,u — Ad—2,p ~ N — admu - ad—l,p,mp, p

My Mo p*mg!
N — agmg — aqd (m,, — mo) ma~' — ag_1,,mi 'p
N pPmg!
N - agmg _ aqd (my, — mo) + Gg—1,up
p*mg”! P’
~ N-— admg aqdr,  4—1pu
- pmy! P’ p

Pokud % je velice blizko k celému c¢islu, pak muzeme ziskat hodnotu tohoto
koeficientu a4_o,, dostatecné malou. Postupuje se tak, ze se pricita (pz —my,) 242
k polynomu f.

Vzhledem k aproximaci definujeme pomocné hodnoty pro i = 1,...,l a j =
1,....d:

* fo= NLﬁ,

p2m0
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o @adTii  eiy
.fz,]_ p2 p

ad—2,p
Mp

Tim muzeme priblizné zapsat jako sumu:

l

Aq—2, Z
£ ~ fO + fi,ui-
™m

H i=1

5.4.1 Kleinjunguv algoritmus - postup

Timto mame vsechny potifebné parametry pro vygenerovani polynomu. Ukazme
cely Kleinjunguv algoritmus. Vstupni hodnoty jsou:

e faktorizované cislo IV,

e stupen prvniho polynomu deg fi(z) = d > 4,

e mez M pro sup-normu,

e mez [ pro pocet prvocisel délicich prvni koeficient,
e maximalni velikost téchto prvocisel p,,qz.

Nejprve nastavime vedouci koeficient ay = 0 a ziskdme podmnozinu vhodnych
prvocisel

P ={p=1(mod d) prvocislo; p < pmas;gcd (p, N) = 1}.
Pak postupné zvysujeme vedouci koeficient a4, dokud nepiesahne mez ag 4, v tu

chvili algoritmus skonéi.
M2d72 dfiza
Ad maxz =

Mame pevné zvoleny vedouci koeficient ag4, podle kterého vygenerujeme cely po-

N
aq

lynom. Nejprve spo¢teme pomocny koren m = ¢/ = a meze pro dalsi dva koeficienty

1
M6 72
Ad—2 maz = ~ .
ma—4
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Z mnoziny prvocisel P vybereme jeji podmnozinu ke zvolenému a4 takto

P(aq) = {p € P; % je d-td nenulova mocnina (mod r)} :

To znamend, ze prvky p € ﬁ(ad) splnuji, ze agr® = N (mod p) ma pravée d fesen.
Z mnoziny P pak vybereme podmnoziny P’ s alespon [ prvky, pro které bude jejich
soucin mensi nez mez druhého nejvyssiho koeficientu.

r= H p < Ad—1,mazx
pef'57

Pak spocteme z; j, mg a e; ;, dale fy a f; ; jak jsme popsali v této sekci. Nastavime

€ = ad‘;% a nalezneme vektory p splnujici, ze ‘ fo+ Zizl fip:| lezi v e okoli
néjakého celého cisla. Tim ziskame hledané polynomy.

V tomto bodé se postupuje tak, ze spocteme dva seznamy

[£] .
fo+ Z fip;(mod Z) a — Z fip (mod Z).

(5]

Ty potom setfadime a postupné hledame prvky z druhého seznamu, které se nachazi
v e-okoli prvku z prvniho seznamu.

Pak se opét vratime ke zvySovani a, a generovani novych polynomu s vyssim
vedoucim koeficientem.

7 nalezenych polynomu vybereme nejvhodnéjsi polynom pomoci ohodnoceni
korenovych a velikostnich vlastnosti, které jsme popsali v pfedchozi kapitole. Pro
nékolik nejlepsich polynomu se spusti testovaci prosévani, které uréi koneéného
kandidata. Toho oznac¢ime f; a muzeme o ném fici, ze ma malé prvni dva koeficienty,
které maji nejvétsi vliv na zrychleni algoritmu.

5.5 Kleinjunguv druhy algoritmus

Kleinjung ukazuje v [4], 7Ze lze zmensit pamét pottebnou k prosévani. Je tieba hod-
notu zkoseni s nastavit podobnou jako hodnotu zkoseni prosévaci oblasti. Kleinjung
navrhuje zménit prosévaci oblast z obdélnikové na zkosenou, kterou jsme uvedli v
sekeci o prosévacim intervalu. Tato zména vede ke zmenSeni sup-normy polynomu
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f vzhledem k parametru s, ktery opét ztotoznime se zkosenim. Zménou oproti
predchozimu algoritmu je navic zmenseni druhého koeficientu ag_;.

Nejprve algoritmus hleda zépis ¢isla N do ti{ ¢lentu pomoci (m, p)-adického roz-
voje. Obé hodnoty m a p volime stejné, jako v predchozim Kleinjungové algoritmu.

N = azm® + ag_1m?p + p*R

Navic volba m a p bude nyni zaviset i na tom, ze chceme ziskat podil % do-
statecné maly. Zrejmeé se jednd o hodnotu velice blizkou tretimu koeficientu aq_».

Nejprve upravme faktorizované éfslo N na N nésledujicim zptsobem. Mé&jme m
a p celd cisla, kde m je blizka VN a p je soucinem [ malych prvocisel. Definujme

d d a i—2
_ Z d—i d—1
fi = aa <Z>m (dadp) .
i=2

Pak pro d-tou mocninu ¢lenu <m + aj;dl p) plati

d

g

aq (m + dda 1p) = agm® + ag_ym®'p + p*R.
d

Necht mdme rozvoj ¢isla N podle m a p tvaru N = Z?:o a;m'p?=t. Jeho prvni dva
¢leny muzeme vyjadrit i pomoci predchoziho

d d—2

Ad—1 2 i d—i

N=uaqg|m —p°R a;m .
d( * da, p) p R+ ;:O p

Polozme N = ddazle . Tim mame
d—2
N = ddag—lN _ (dadm + ad—lp)d _ ddazll—IPZR + ddaz—l Z aimzpd—z'
=0
Hodnoty d a agq je mozno povazovat za konstanty pro nase vypocty, protoze jsou
pevné zvoleny hned v prvnim kroku a béhem vypoétu se neméni. Naopak ostatni
hodnoty jsou variabilni. Déle uvazujme pomocny koten m = dagm +aq_1p a zbytek
nasobeny p? polozime R ¢imz ziskdme:
d—2
N =m¢— ddag_lsz + ddag_1 Z a;mipti
i=0
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N =m’+ p’R.

Ztejmé pro malé hodnoty p plati m ~ VN.

Tvrzeni 5.5. Mé&me rozklad N, i a zbytek R, jak jsme je popsali v predchozim
odstavci. Pak plati odhad

Diikaz. Vzhledem k nastaven{ v predchozim odstavei muzeme R vyjadiit ve tvaru

d

. N-—m? i - d —i i
R = 2 = Zmd P (ddaj tag; — (i)(add)d ad—l)

—a =i d
= Z < = 1]?) p? <ddafjlladi - (Z) (aad)™ " ay_ 1)
d
i i— 7, i— d 7
— Z — Qgq— 1p)d 2 (d a,d ad i (i)ad_l)
=2
d—2

Pak muzeme vydélit R prvkem d?agm?2, ¢imz ziskdme

(M = ag-1p)"™ P2 (1 d _

rhcll*Q d?a ag_; — ; aly_d*ay;’
ag1p\4t p T2 i-2 d 207!

(1_ m ) (E) ((dad> =i (z Gurd”

< - )iQ(dad)i_Qad_i

m

R

d2agmd—2

. -
&HM&IIM&
(Y] [\

|

Q

1=2

p P2
R A2 + —a4-3 + (-) Ad—4.
m m

Novy koten odhadujeme hodné velky m ~ VN >m pro malé hodnoty p. Navic

. S , R S ,
koeficienty a4_3 a aq_4 odpovidaji velikosti m a tedy (12(11’1% odpovida velikosti
Ag—2. ]
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5.5.1 Kleinjungtav druhy algoritmus - postup

Kleinjunguv druhy algoritmus postupuje nésledujicim zpusobem. Nejprve najde
vhodné p, m, podle kterych dopocte ay_1 a m. Pak dopocte rozvoj N podle p a m.
Vstupni hodnoty jsou:

faktorizované cislo N,

stupen prvniho polynomu degfi(x) = d > 4,

vedouci koeficient ay polynomu fi,
e mez P pro volbu pomocnych hodnot.

Ze vstupu mame okamzité i rozsifené faktorizované ¢islo N = ddag’l. Zvolme my =
L\d/ N J € N, jako celou dolni ¢ast. Pro hodnoty ¢ € [Py, 2P;], spoc¢teme vSechna r,

aby platilo:
i = (rig + )" (mod q) .

Zjisténé r pak povysime na vypocet mod ¢?. Necht mame r = 7’ (mod ¢) a plati
i = (g + )" (mod q) .

Kdyz ziskdme takova 7’ pro vSechna vhodné ¢, podivdme se, ktera ruznd ¢ maji
stejné hodnoty 7’. Pokud nenajdeme takové 7'/, které spliuje kongruence pro dvé
ruzné hodnoty ¢, ozna¢me je q; a g, algoritmus konci a je tfeba ho spustit s vyssi
hodnotou ay. Najdeme-li takové feseni, pak plati:

n = (mo + r')d (mod q%qg)

Zvolime p = q1q2 a m = mg+1’. Velikost p tedy zavisi na nalezenych hodnotéch ¢
a ¢, které chceme vybrat co nejvétsi, ale samotné p je vidy mensi nez 16 P;.

Nyni spocteme druhy koeficient a,;_; pomoci vztahu m = dagm + a4—1p. Pokud
kongruence ag_; = = (mod day) nema feSeni, spoustime algoritmus s vyssi hodno-
tou ag. Pokud ma feseni ziskame koeficient ay_; mensi nez day. Ziejmé chceme zvolit
hodnoty p; a py v predchozim kroku co nejvétsi praveé proto, aby druhy koeficient
aq—1 byl co nejmensi.

Hodnotu m, ktera se nachazi blizko /n. Dopocteme z uvedeného vzorce pro m.

m— m—aq—1p
dad

o7



Nyni jiz dopocteme koeficienty a; pro i € {0,...,d —2} pomoci rozvoje N.
Ztejmeé jejich hodnoty budou maximalné o velikosti nasobku m.

d
N = E aimzpdfz
i=0

Kleinjung dale uvadi dalsi 'triky’. Namisto volby ¢; a ¢y ze stejného intervalu,
muzeme volit p = cq pro ¢ € [Py, Ps] a q € [P, Ps], kde P, < P, < P3 € N. Navic
je vyhodné piidat podminku, ze ¢ je prvocislo. Cimz zvysime pravdépodobnost, ze
ged(dag, p) = 1. Pak se postupuje stejné jako v algoritmu. Timto, nebo jinym ome-
zenim na volbu c¢isel, ktera daji p, zrychlime algoritmus, protoze projdeme méné
nasobku 2, které nepridaji nejvhodnéjsi relace.

Kleinjung ve své préci [4] uvadi testovani na nékolika pripadech, kdy pro ¢isla
RSA 512 576 a 640 daval tento druhy algoritmus lepsi polynomy, nez predchozi algo-
ritmy. Vysledky méteni jsou empirické. Tento algoritmus byl pouzit pti faktorizaci
¢isla RSA 768 [9] z listu RSA challenge [14].
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Kapitola 6
Zaveér

Generovani polynomu je vychozi faze algoritmu ¢iselného sita. Algoritmy, které jsme
popsali v predchozi kapitole jsou v dnesni dobé povazovany za nejefektivnéjsi. Jejich
pomoci ziskdavame polynomy, které vedou k rychlejsimu chodu celého algoritmu.
Tato zjisténi jsou stale pouze na heuristické trovni. Vzhledem k velikosti ¢isel,
na které ma smysl pouzivat algoritmus ¢iselného sita pro ziskani faktorizace, trva
prubéh celého algoritmu nékolik let pro jedinou hodnotu ¢isla N. Tato skutecnost
vede k tomu, ze se stdle jednd o fadné neprozkoumany problém.

Pokud by se podarilo urychlit chod algoritmu. Napftiklad pro ¢isla pouzivana v
RSA 1024 na méné nez deset let. Bylo by nutné zménit celkovy pohled na dnesni
asymetrickou kryptografii. Celé ¢iselné sito a obecné faktorizace velkych cisel tedy
stale ¢eka na nové postupy a zlepseni stavajicich metod.
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