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Abstrakt:

V této diplomové praci je studovano proudéni nestlacitelnych tekutin v geomet-
riich mozkovych cév postizenych aneurysmatem. Aneurysma je lokalni rozsifeni
tepny. Toto onemocnéni je nebezpecné v piipadé, kdy dojde k prasknuti ane-
urysmatu a vyliti krve do mozku. Potfeba vypoctu presného rychlostniho pole a
zejména rozlozeni tlaku v geometriich cév postizenych aneurysmatem je motivo-
vana prave otazkou, které aneurysma miize byt nachylné k prasknuti a je tieba
je sledovat.

K vypoctu proudéni je pouzita metoda konecnych prvki. Jednim z dilezitych kro-
ki pii jejim pouziti je dobra diskretizace oblasti. Moderni pocitacova tomografie
(CT) umoziiuje pofizovat celé série prostorové navazujicich rovinnych snimku a
je treba na zakladé téchto dat vytvaret odpovidajici tfirozmérné modely tkani.
Soucasti prace je popis ziskani vypocetnich siti ze segmentace porizené CT ske-
nem, moznosti jejich zhlazeni a tprav.

V teoretické ¢asti jsou nejprve zformulovany pouzité rovnice véetné diskuze za-
dani vhodnych okrajovych podminek az po nalezeni slabé formulace tlohy a jeji
diskretizace.

V ¢asti pro numerické vysledky jsou uvedena spoctena rychlostni a tlakova pole
pomoci riznych konecnych prvk a dopocteno je i smykové napéti na sténach,
které hraje dtlezitou roli pfi vzniku a vyvoji aneurysma. Uvedena jsou srovnani
pristupt zhlazovani siti, pouzitych konecnych prvkd a pouzitych programii.
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Abstract:

The incompressible fluid flow around the geometries of cerebral artery aneurysms
is studied in this thesis. The aneurysm is a local extension of a vessel. This dise-
ase is dangerous only in the case of rupture. Then the blood is released into the
brain. The need of accurate computation of the velocity and pressure fields in this
geometries is motivated exactly by the question which aneurysm has tendency to
rupture.

The finite element method (FEM) is used for the computation of the flow. A good
domain discretization is one of the main step in FEM. Modern computed tomo-
graphy is able to produce series of the two-dimensional images and it is necessary
to create an appropriate three-dimensional model of the tissue. This thesis inclu-
des the description of the mesh generation and the ways to smooth and improve
the meshes.

In the theoretical part the equations of fluid flow are formulated. A suitability of
a choice of boundary conditions is discussed. Weak formulation for the equations
and its discretization are presented.

In the practical part velocity and pressure fields are computed by the various
finite elements. Wall shear stress which plays an important role in the evolution
of an aneurysm is also computed on the introduced meshes. Comparison of mesh
smoothing filters, used finite elements and used programs is presented.
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Uvod

Cilem této prace je popsat vypocty proudéni nestlacitelnych tekutin v real-
nych geometriich, coz zahrnuje ziskani dostatecné pfesné a hladké vypocetni sité
z CT skenu, zformulovani rovnic véetné zadani vhodnych okrajovych a pocatec-
nich podminek az po nalezeni slabé formulace tlohy a jeji diskretizace metodou
kone¢nych prvki. Soucasti prace jsou numerické vysledky, kde je proudéni apli-
kovano na geometrie mozkovych cév postizenych aneurysmatem.

Aneurysma, ¢esky vydut, je lokdlni rozsifeni tepny, nejc¢astéji abdominiéni ne-
bo mozkové. Je to onemocnéni, které se nejcastéji vyskytuje na slabych sténach
tepen v mistech, kde dochézi k nejvétsimu napéti stén. Aneurysma je nebezpecné
v pripadé, kdy dojde k jeho prasknuti. Pak dojde k vyliti krve a mtze dojit i
k zablokovéani tepny pevnymi ¢astmi aneurysmatu. [26]

S rostouci oblibou CT skenu je casto diagnostikovano aneurysma, ale rizi-
ko prasknuti je malé. Vyvstava tedy otazka, ktera aneurysmata jsou nachylna
k prasknuti. Ve studiu vzniku a vjvoje aneurysmat hraje velkou roli lokalni smy-
kové napéti na sténach. [7] Potfeba vypoctu presného rychlostniho pole a rozlozeni
tlaku a smykového napéti v cévach postizenych aneurysmatem je motivovana pra-
vé otazkou, které aneurysma muze byt nachylné k prasknuti a je tieba je sledovat.
Problémém proudéni v geometriich cév postizenych aneurysmatem se v soucas-
nosti zabyva fada ¢lankd, mezi nimi [22], [23], [28].

K feseni tohoto problému je pouzita metoda konecnych prvki, coz je univer-
zalni metoda pro feseni variacné formulovanych diferencialnich rovnic. Vyhodou
pouziti této metody je hlavné jeji aplikovatelnost na Siroké spektrum rovnic, moz-
nost feseni uloh pro obecny geometricky tvar téles a moznost kontrolovat vlast-
nosti diskretizace vybérem aproximujicich konecné dimenzionalnich prostorti.

V této praci jsou nejprve v prvni kapitole predstaveny pouzité rovnice a dis-
kutovany moznosti zadani okrajovych podminek. Rovnice jsou pak prevedeny na
varia¢ni tvar a je uvedena jejich ¢asova a prostorova diskretizace.

Hlavnim teoretickym vysledkem této prace je popis ziskavani vypocetnich siti
z CT skenu, moznosti jejich zhlazeni a Gprav pro zadani okrajovych podminek,
coz je obsahem druhé kapitoly.

Konec¢né ve treti kapitole jsou predstaveny ziskané sité. Vsechna naméfena
data vcetné segmentaci cév byla poskytnuta v ramci spoluprace s MUDr. Ale-
Sem Hejélem, PhD. z Neurochirurgické kliniky Masarykovy nemocnice v Usti nad
Labem. V sekci B.1] je diskutovana kvalita téchto siti a moznosti vylepseni. Na
téchto sitich jsou dale uvedena spoctena rychlostni a tlakova pole pomoci riiz-
nych kone¢nych prvki, které jsou casové srovnany v sekci Dopocteno je i
normalové a smykové napéti na sténach, jak je uvedeno v sekci 3.4l Pro kontrolu
a porovnani efektivnosti feseni pouzitého akademického softwaru jsou pak v sekci
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1. Matematicky popis proudéni
v cévach

1.1 Popis problému

Jak jiz bylo zminéno v tvodu, prace se zabyva proudénim nestlacitelnych
tekutin v geometriich mozkovych aneurysmat. Vétsina specializovanych obvodi
obéhové soustavy jako je mozkovy obvod je postavena paralelné vedle sebe, tak-
ze kazdy organ dostava plné okyslicenou krev. Obéhova soustava ¢loveka slouzi
k rychlému konvektivnimu transportu kysliku, zivin a odpadnich latek, hormont
a tepla po celém téle. Vaskularni systém roznese kyslik do celého téla, difuzné
pak na velmi kratké vzdalenosti.[17]

Krev je viskézni nestlacitelnd nenewtonska kapalina. V této praci je pro po-
pis proudéni pouzit pouze newtonovsky model s konstatni viskozitou. Cilem této
prace je zobrazeni vypoc¢ti proudéni na sitich ziskanych z redlnych dat, k cemuz
neni potfeba sofistikovanéjstho modelu. Pridani zavislosti viskozity na rychlosti
smyku je uvazovano jako budouci prace.

Z pouzitych Navierovych-Stokesovych rovnic je ziskdna informace o rozlozeni
rychlosti a tlaku a je mozné dopocitat i normalova a smykova napéti na sténé
cévy. Cévni sténa je tvorena tfemi Castmi, vnéjsi adventitia obsahuje spojovaci
tkan a nervova vlakna, prostfedni media hladké svalstvo a kolagen a vnitini inti-
ma je vystlana endotelidlnimi bunkami.

,Endotelialni bunky cévni stény jsou mechanicky citlivé na lokalni smykové
napéti a premeénuji abnorméalni smykové napéti na sténach na biochemické sig-
naly, které upravuji bunécnou strukturu bunky. To mé za nasledek mimo jiné
ztenceni stény aneurysmatu.* [16]

Tvar a umisténi kazdého aneurysmatu je jedinecné, proto je pii vypoctu roz-
loZeni tlaku a smykového napéti na sténach uzitecné pouziti geometrii ziskanych
z CT skenu. V nasledujici sekci uvedeme pouzité rovnice véetné zvolenych okra-
jovych a pocatecnich podminek.

1.2 Zadani rovnic a okrajovych podminek

V této sekci predstavime pouzité Navierovy-Stokesovy rovnice a okrajové pod-
minky pro rychlost. Zadavame okrajové podminek pro rychlost, protoze vedle ge-
ometrie jsme schopni od neurochirurgti ziskat i zménu rychlosti krve v zavislosti
na Case, ale nemame informaci o tlaku.

Na vstupu pouzivame Dirichletovu okrajovou podminku s ¢asovou zavislosti
odvozenou od skutecné zavislosti rychlosti na case a prostorovou zavislosti napo-
dobujici klasicky parabolicky vstupni profil pro laminarni proudéni.



Pro vypocet pouzijeme Navierovy-Stokesovy rovnice

@t (Vuu—vAu+Vp = £ v (0,T) x €,
divu = 0 v (0,7) x Q
u = 0 mna (0,7) x I, (1.1)
u = uy; na (0,7) x Ty, ’
Tn = 0 na (0,7) x Dou,
u = wuy na {0} x

kde Q je omezend oblast v R? s po ¢astech polygonalni hranici prvniho stupné,
I';,, je vstupni rovina oblasti, I',,; je sjednoceni rovin oblasti pro vystup a

00 =TyUTly, Ul u a p jsou hledand rychlostni a tlakova pole, T je Cau-
chyho tenzor napéti dany vztahem (L2) s L = Vu, v = 2,8 - 107 3gs ' mm™* je
konstantni dynamické viskozita a n je pole vnéjsich jednotkovych normal pro vy-
stupni roviny. Pocatecni podminku bereme nulovou uy = 0 a okrajova podminka

Uin = ve(t)ux(z,y, z) bude zadana nize. Vnéjsi sily zanedbévame, tedy f = 0.

T=-pl +v(L+L") (1.2)

Skutecné krivka zachycujici pribéh velikosti rychlosti v zavislosti na case a
pouzita aproximujici kiivka v(t) jsou vidét na obrazku [l
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Obrazek 1.1: Skutecnd zavislost rychlosti v [cm/s] na ¢ase v [s] a pouzita zavislost
rychlosti u; v [em/s] na ¢ase v [s].



Béhem ¢asu ¢ € [0, 1] se funkce v;(t) dostane do hodnoty 30cm/s, pak ji v kaz-
dém dalsim intervalu aproximujeme goniometrickymi funkcemi. Pro maximélni
dosazenou vysku v,,,, a po¢atecni hodnotu periodického proudéni v,,;, je funkce
zadana

min (6(Vmaz — Vmin)ts Vmin) t<1,

vi(t) = (Umaz — Vmin) SIN(37S) + Uiy t > 1,8 € [0, %], (1.3)
cos (ms)+1
(vmax - 'Umin) IEL‘/T)E+ + Umin t Z 17 ERS [%7 1]7

kde s = |t] je dolni celd ¢ast aktualniho casu t.

Pro funkci vy z obrazku [L.1 je v,q, = 60 a v, = 30.

Vzestup pro t < 1 je urcen tak, aby byl stejné strmy jako vzestup na intervalu
(s, 8+ %], aby pro kazdy casovy krok feseni predchoziho bylo dobrym pocatec¢nim
priblizenim pro Newtonovu metodu. V ¢ase ¢ = 0 zac¢indme nulovou hodnotou,
bereme proto za pocatecéni ptiblizeni ug = 0.

Protoze pouzivame nulovou Dirichletovu podminku na krajnich sténach ob-
lasti, je vhodné na sténé vstupu zadat analogii parabolického vstupu. K tomu
vytvorime funkci ux s hodnotami

0 na hranici vstupu

uX(x,y,z) = { Ry

Vysledna zadana vstupni rychlost je pak rovna u,(z,y, z,t) = v (t)ux(z,y, 2).

Zbyva tedy predepsat funkci ux, jejimz definiécnim oborem jsou vrcholy na vstu-
pu. Krajni vrcholy tohoto vstupu tvoii konvexni mnohotihelnik, coz je hlavni
predpoklad pro dale popsanou konstrukci. Mnohothelnik oznac¢ime M s hranici

oM.
mnohotuhelniku bylo v poc¢atku soustavy souradnic. To je vyhodné hlavné pro vi-
zualizaci vysledku a zjednoduseni popisu, neni to vSak nutné pro dalsi postup.

Vv

Y == TXNOM. Bodu X prifadime parametr s = % takovy, Ze na tsecce TY

plati, ze v bodé Y je s = 0, v bodé T" je s = 1. Kazdému bodu na vstupu takto
pritadime parametr podle vzdalenosti od tézisté, jak je ukdzano na obrazku [L.2L

S$=0,5
S=0
S$=0,25

Obrazek 1.2: Rovina vstupu s ¢arami spojujicimi body s parametry s = 0.5 a
s =0.25.



Nakonec polozime
uyx = 8%, (1.4)

kde s je vyse popsany parametr.

Jinou moznosti je vyuzit posunuti roviny vstupu do roviny z = 0 a skutecnosti,

Y voev

lze povazovat za kruhovity, je mozné pouzit jiny parabolicky profil

max(r? — 2% — y2,0)

ux(z,y,0) = , (1.5)

r2

kde 7 = minaeans || Al

Napoctena rychlostni pole u vstupu pro obé takto zvolené prostorové zavis-
losti rychlosti na vstupu jsou ukdzana na obrazku [L.3l

Obrazek 1.3: Pritezy spoc¢tenych proudéni u vstupu pii pouziti nejprve prostorové

zavislosti (L4), poté (LH).

Vise uvedenymi rovnicemi a okrajovymi podminkami je tloha presné defi-
novana a muzeme pokracovat pfevodem rovnic na varia¢ni tvar potiebny pro
metodu konec¢nych prvki.



1.3 Odvozeni varia¢ni formulace
Zakladem metody konecnych prvki je varia¢ni formulace a nasledna diskre-
tizace rovnic ([LI). K tomu je zapotfebi nejprve predstavit zakladni prostory,

kterymi jsou Lebesguetiv prostor L*(Q) a Soboleviiv prostor H!(Q) véetné jejich
rozifeni v tifrozmérném prostoru [L*(2)]* a [H'(Q)]?, kde tedy

L*(Q) = {v:Q — R méfitelnd funkce [, v’dz < oo},

H'(Q) = {vel?Q),%el*0)},

(1.6)
[L2Q)]° = {v=("0%0%): Q=R v € L3(Q),j = 1,2,3},
[HY(Q)]® = {v=(v"0%0%): Q= R v/ € H(Q),j = 1,2,3}.
1.3.1 Variac¢ni formulace pro stacionarni rovnice
Uvazujme stacionarni Navier-Stokesovy rovnice
(Vu)u —vAu+Vp = 0 v (0,7) x Q,
dive = 0 v (0,7) x Q,
v = 0 na (0,7) x Ty, (1.7)
U = Uy Na (OvT) X Fin’
Tn = 0 na (0,7) x Tuu,

kde u, p, v, T, , u;, jsou stejné jako v rovnici (II]) a bereme okrajové podminky

([L3) a @.3).

Budeme hledat dvojici feseni (u,p) € V' x @, kde prostory V' a () uvazujeme
takové, ze

V = {veHYQ)? v=0naTlyv=u;naly},
Q = L*9).

Pro testovaci funkce je tfeba pouzit linearni vektorovy prostor, vezmeme tedy

(1.8)

V ={ve[H(Q)P,v=0nalyUT,}. (1.9)

Prendsobenim prvni rovnice testovaci funkei v € V', integraci pfes oblast €2 a
pouzitim per-partes ziskavame

—1// %vds+y/Vqudx+/(Vu)uvdx+/ pn-vdS—/pdivvdxzo.
a0 On Q Q o) Q

__ Oba integraly pies hranici oblasti jsou nulové diky tvaru testovaciho prostoru
V' a Neumannovym okrajovym podminkam.



Druhou rovnici pfenasobime testovaci funkci g € Q). Integraci ziskame

—/ divugdx = 0.
Q

Definice 1. Slabym feSenim rovnic (L7)) nazveme dvojici (u,p) € V X Q spliujict

v [ VuVvde + [(Vuuvde — [,pdivede = 0 YoeV,

1.1
—fﬂdivuqu = 0 Vge. (1.10)

1.3.2 Diskretizace ¢asové derivace

Pro diskretizaci ¢asové derivace zacneme rozdélenim ¢asového intervalu na Ca-
sové kroky, kde t* znadi k-tj Gasovy krok.

Velikost ¢asového kroku At = Aty = t; 11 —tx bereme konstantni pro vSechny
casy k.

Casova derivace

ou
- _F
ot
je aproximovana Crankovo-Nicholsonové metodou jako
ou ubtt — b1
0=— —Fx—— — — [FF 1 FF 1.11
ot A FTTHE (111)

kde u® = u(t*) a F* = F(tF).

Tato metoda je metodou druhého Ffadu je vhodna pro diskretizaci Navierovych-
Stokesovych rovnic [13].

V pripadé rovnic (1)) je i-ta slozka funkce F' rovna

dp
F = v A — Noy
i =vAu; — (Vuy)u or,

Dosazenim schéma (LI1)) do rovnic (1)) ziskdme rovnice

i=1,23.

k+1 _  k _g k+1 ky _ k+1y, k+1 ky, k1 _ optt!
(u; uf) = 5 v(AuiT + Auy) [(Vuz Ju +(Vul-)u} 2 o |

kde 7 = 1,2, 3 a tlak bereme na kazdém casovém kroku konstantni, proto

pF = phtL.

Tuto rovnici opét prenasobime testovaci funkci v € V| kde V je definovan
v (L9) a podobné jako pro stacionarni problém ziskdme rovnice (LI2).

Jo Wbt —ub ), — Sty [ (VU™ + Vb)) Vuda

)

_% Ja [(vufﬂ)ukﬂ + (VUf)uﬂ v dx — At [ 8{;’:1 vide =0 Yov € \7,
(1.12)
proi=1,2,3kde k=0,1,2,..au’ =p° = 0.



Druhé rovnice (L10) ztstava formalné stejnd

— / divu*™gde =0 Vg€ Q, (1.13)
Q

kde @ je definovano v (LS.

Definice 2. Slabym fesenim tlohy (1)) v k-tém casovém kroku nazveme dvogici
(uk L pM Y € V x Q spliugict rovnice (L12) a (LI3), kde V, Q jsou definovdny
v (L8), k=0,1,2,.. au® = p’ = 0.

1.4 Diskretizace rovnic metodou konec¢nych prv-
ku a pouzity software

Abychom mohli rovnice (L)) fesit metodou koneénych prvki, je tfeba diskre-
tizovat prostory V, @ (L8) a rovnice (L.12)) a (LI3).

Nejprve v této sekci ukazeme diskretizaci rovnic, konkrétni pouzité prostory
pak predstavime v sekci [LE

Hledanou rychlost u miizeme vyjadit ve tvaru u =u+ 4, kde € V au € V.
je dané a splnuje okrajové podminky. Téchto u je nekonec¢né mnoho, ale vysledny
tvar u nezavisi na jeho vybéru. [I1] V néasledujicim ztotoznime u := w.

Méjme konec¢né dimenzionélni prostory ‘//; a QQp, které aproximuji prostory v
a . Pak lze rovnice (L12) a (LI3) preformulovat ve smyslu nésledujici definice.

Definice 3. Rekneme, Ze dvojice (ui“, pfl“) fesi diskrétni variacni ulohu, pokud

(Y pf+Y) € Vi x Qn a plat

fg(ufljl — uf;)v; — %V fQ(Vufu“ + Vuk,)Vu; dx

— & [(Vup uf ™ + (Vuk)ub] vide — At ag;;: vide =0 Yv eV,

proi=1,2,3, kde k =0,1,2,.. a u® =0,

— fﬂ divuflle gdr =0 Vg € Q.
(1.14)



Oznacme {¢;}Y, bazi prostoru Vi, kde N = dimV, a {6;}1, bézi prostoru
Qh s M = dim Qh-

Za testovaci funkce diskrétni varia¢ni tlohy (ILI4]) bereme béaze diskrétnich
aproximujicih prostort.

Oznac¢me N
Wi = 2y Ui (1.15)
pr =121 Db
t = 1,2,3, kde U;; nazveme soufadnice i— té slozky funkce u;, a P, soufadnice
funkce py,.

Ulohu (LI4) lze pak zapsat jako F(Uy;, Us;, Us;, Pr) = 0.

Ziskavame tedy v kazdém casovém kroku nelinearni algebraickou soustavu
3N+M rovnic pro 3N+M neznamych. Ta je feSena pomoci Newtonovy metody,
ktera vSak nemusi konvergovat pfi nevhodné zvoleném pocatecnim priblizeni.
V prvnim kroku bereme nulové pocatecni priblizeni, coz je i presnym fesenim,
v kazdém dalsim bereme za pocatecni feSeni vysledek predchoziho ¢asového kro-
ku, coz muze vést k divergenci pro nevhodné zvoleny casovy krok.

Jeden krok Newtonovy metody pro tlohu F(X) = 0 lze zapsat jako

X" = X" — JTIR(X™), (1.16)

kde J = g—;‘;(X") je Jacobiho matice, ktera je spoc¢tena metodou koneénych dife-
renci

F;(X" 4+ ae;) + F;(X" — ae;)
2 ’

kde e; jsou vektory kanonické baze v R* ™M a o € R .[2]

Jij = (1.17)

Newtonova metoda vede k soustavé linearnich rovnic. Pro jejich feSeni je po-
uzit LU rozklad implementovany v knihovné MUMPS [3] .

K numerickym vypoctim byl pouzit program vyvinuty na Matematickém
ustavu MFF UK pro feSeni nestlacitelnych Navier-Stokesovych rovnic Fstrin [2],
ktery pro Feseni linearniho algebraického problému vyuziva knihovnu PETSc [6].



1.5 Pouzité konec¢né prvky a stupné volnosti

Abychom mohli predstavit pouzité konecné prvky pomoci referen¢niho konec-
ného prvku, je tfeba nejprve zadefinovat, co myslime koneénym prvkem a afinni
ekvivalenci. Potom mizeme piejit k popisu tii kone¢nych prvki pouzitych v této
praci.

Definice 4. Koneénym prvkem rozumime trojici (K,V, L), kde K je omezend
uzaviend podmnoZina R® s neprdzdnym vnittkem a po édstech spojitou hranict,
V' je prostor funkci definovanych na K dimenze n a konecné L =1y, 1y, ...1,(n) je
mnoZina stuptit volnosti definovanych na K takovd, Ze span L = V*. [11]]

Definice 5. Rekneme, Ze dva konecné pruky (I?, 17, 2) a (K,V,L) jsou afinné
ekvivalentni, pokud existuje requldrni afinni zobrazeni Fr : K — K.

Definice Bl nAm umozni definovat stupné volnosti na daném referenénim prv-
ku. Libovolny prvek lze z referen¢niho prvku odvodit, pokud je s nim afinné
ekvivalentni. [11]

Vsechny pouzité prvky jsou simpliciadlni, a tedy mnozina K je ¢tyfstén.

Pro kazdy ze tfi pouzitych prvki uvedeme konecné dimenzionalni prostory
funkci Vj, a @), definované na celé oblasti €2, které aproximuji prostory V a @) a
na referen¢nim prvku ukazeme lokalni stupné volnosti pro dany prvek. Pro prostr

V, plati vztah (IIR).

Vh = Vh U o, = 0 na F() U Fm (118)

Presnéjsi definice pouzitych prvki lze nalézt v [1§].

Tayloruv-Hooduv prvek (TaHo)

Tento prvek, také casto znaceny P, P, prvek, pouziva konecné dimenzionalni
aproximaci prostoru V' a @) danou vztahy (LI9).

Vi, = {vh e [CYQ), ok € [P(K)]? VK € Th} ,
(1.19)
Qh = {Uh € CO(Q),U;L‘K € Pl(K) VK € Th} .
Lokalnimi stupni volnosti na jednom prvku jsou pro kazdou slozku rychlosti
hodnoty funkce ve vrcholech a stfedech stran, pro tlak pouze hodnoty funkce

ve vrcholech, jak je vidét na obrazku [LLAl Lokalni pocet stuptii volnosti pro tento
prvek je 34.
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A

Obrazek 1.4: Prvek TaHo: Lokalni stupné volnosti pro rychlost a tlak.

Crouzeixuv-Raviartuv prvek (CrRa)

Tento prvek, také oznacovany P, ™ Pd*¢ prvek, pouziva koneéné dimenzionalni
aproximaci prostoru V a @ danou vztahy (L20).

Vi = {on € [C' Q)P wli € [RFH(K)]° VK €T}
(1.20)
Qn={vn € L2(Q), |k € PI(K) VK € Tv}

Prostor [P+ (K)]* = [Py(K))* @ [By(K)]* @ [Ba(K))?, kde

Vvoev

B, mé4 v R? dimenzi 4 a za stupné volnosti bere hodnoty funkce ve sfedech stran.

Lokalni stupné volnosti pro Crouzeixiv-Raviartiv prvek jsou vidét na obraz-
ku [LH] jejich pocet pro tii slozky rychlosti a tlak je 49.

Obrazek 1.5: Prvek CrRa: Lokalni stupné volnosti pro rychlost a tlak.
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MINI element (MINT)

Tento prvek, také znadeny jako P;"P;, byl zaveden v [4] pro feseni Stokesova
problému pro smisenou metodu kone¢nych prvki. Pouziva konecné dimenzionalni
aproximaci prostoru V' a () danou vztahy (L21]).

Vi = {on € [COQF ol € [PH ()] VK € T} (1.21)

Qh = {Uh c CO(Q),U}L|K c Pl(K) VK € Th}
Prostor [P} (K)]” = [Pi(K)]* @ [Bi(K)]’, kde

Vvoev

Lokalni stupné volnosti pro MINI prvek jsou vidét na obrazku [L.3l jejich pocet
pro t¥i slozky rychlosti a tlak je 19.

p b

Obrazek 1.6: Prvek MINI: Lokalni stupné volnosti pro rychlost a tlak.
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2. Priprava sité

V této kapitole se zamérime na pripravu sité pro metodu kone¢nych prvka zis-
kanou z realnych dat. Kvalita sité ma velky vliv na presnost a tcinnost vypocti
zalozenych na ftesSeni parcidlnich diferencialnich rovnic. Pro metodu konec¢nych
prvki se v odhadech interpola¢ni chyby prirozené vyskytuji nékteré indikatory
kvality sité, které zavisi na tvaru sité, velikosti elementii a Ghlech triangulace [15].

Nejprve popiseme postup ziskani CT skenu a voxelové reprezentace dat, v dal-
sich sekcich predstavime software zabyvajici se teselaci a zhlazovanim siti a uka-
zeme také moznosti zhlazovani na trovni voxeli. Na zavér této kapitoly budeme
diskutovat problém definovani vstupu a vystupu na realné geometrii pro zadavani
okrajovych podminek. K tomu budeme potiebovat zadefinovat nékteré zakladni

pojmy.

Definice 6. Voxelem (zkratka pro volumetric element) rozumime konecny objem
reprezentovany kvdadrem (nejcastéji pravidelnym ctyrbokym hranolem), jehoZz roz-
meéry jsou ddny rozlisenim pizelu a tloustkou jednotlivého vezu CT skenu.

Definice 7. Pixel (zkratka pro picture element) je nejmensi rozlisitelny prvek
dvourozmeérného obrazu, ktery nese zdakladni jednotku informace odpovidajici vét-
ginou intenzité dopadagiciho paprsku.[27]

Definice 8. Segmentace obrazu je proces, pri némz je kaZdy voxel z objemouvych
dat oznacen bud jako soucdst segmentovaného objektu nebo jako pozadi. [5]

V pripadé segmentace cévy jde o rozdéleni na c¢dst uvniti cévy s nenulovou hod-
notou intenzity ve vorelu a vné cévy s hodnotou 0. Segmentace je v tomto textu
ztotoznovana s tou casti dat, kterd odpovidd ¢dsti uvnitt cévy.

Definice 9. Binarnimi daty nebo také Cernobilymi daty rozumime data v seg-
mentaci, kterd nabyvaji pouze dvou hodnot, nejcastéji nul a jednicek.

Definice 10. Sedymi daty nebo také rozmazanymi daty rozumime ta data, kterd
maji spojity obor hodnot.

2.1 Ziskani voxelové sité

V této Casti se budeme zabyvat ziskanim CT skenu a jeho zpracovanim na pole
¢ernobilych dat vyjadiujici umisténi voxeld v tfirozmérném obrazu.

Pti skenovani projde mozkem pod riznymi thly velké mnozstvi rentgenovych
paprskl. Vysledny CT sken je soubor dvourozmérnych fezii, kde kazdy reprezen-
tuje konkrétni tloustku celkového obrazu. Rezy zobrazuji propustnost materialu
na jednotlivych pixelech vyjadienou CT ¢islem, které méfi koeficient zeslabeni
paprsku pfi prichodu tkani uvniti kazdého voxelu.[14]
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Koeficient zeslabeni popisuje, do jaké miry se intenzita energie paprsku snizu-
je prfi priuchodu konkrétnim materidlem. Velky koeficient zeslabeni znamena, ze
paprsek pri prichodu zesldbne rychle, maly, Ze je material vici paprsku relativ-
né transparentni. PTi pouziti pro rentgenové paprsky se znaci ;1 a ma jednotku
cm L.

Mite zeslabeni rentgenového paprsku se fika také rentgenova hustota. CT
¢islo se skaluje pomoci Haunsfieldovy stupnice, ktera dava destilované vodé za
normalniho tlaku a teploty hodnotu OHU a vzduchu -1000HU. Pro material s ko-
eficientem zeslabeni i je pak

H — Hyoda
Hvoda — Hvzduch

V této stupnici mé napf. tuk hodnotu -100HU, sval a krev +40HU a kosti
pfes +400HU. [20]

HU = 1000

Takto ziskané fezy jsou dvourozmérnymi poli celych cisel odpovidajici celé
skenované oblasti mozku. Sit pro metodu koneénych prvki se ziskava ze segmen-
tace cévy s aneurysmatem, kterd je vyjadiena tfirozmérnym binadrnim polem.
Oznac¢me toto pole I(i, j, k) a segmentaci S. ZtotoZnime-li voxel s jeho poradim
v segmentaci (i, 7, k), plati, Ze

o 1, (i,5,k) €S,
[(”’k):{ 0 ( ?mik.

Nyni si projdéme ziskani pole (i, j, k) z dat ziskanych CT skenem. Nésledujici
odstavce jsou napsany podle [9].

Vychézime z tfirozmérného pole indexovaného (i, j, k), kde pro kazdou hladi-
nu k£ mame jeden fez CT skenu vyplnény celoc¢iselnymi CT ¢isly. Prvni a druhy
rozmér pole jsou dany poctem pixel, tieti je dan poctem fezi. Tato cisla pre-
vedeme na realna cisla v intervalu [0, 1]. Ziskanou matici ozna¢me Iy(4, j, k), z ni
pak nejprve vytizneme tu ¢ast skenu, kterd nas zajima. Oznacme ji R. Ziskdme
tak mensi pole

e = { 108 Gaben

Dalsim krokem je zostfeni obrazu a zvyseni kontrastu mezi svétlejsimi a
tmavsimi voxely. Prvky vysledné matice I5(i, j, k) jsou stale v rozmezi [0, 1], pro
segmentaci vSak potfebujeme binarni data. V dalsim kroku tedy nésleduje vy-
mezeni intervalu Ry = [Inin, Imaz|, hodnot pole, kterd ziistanou v segmentaci ve

smyslu
. 1, I)(¢,5,k) € Ry,
I3('lajak) :{ 0 2( 'ﬁln;k 1

Interval R; vymezuje urcitou intenzitu obrazu, kterou chceme z obrazu vytiz-
nout. Zacneme s poc¢atecnim voxelem (seed voxel) zy a meze intervalu R; ur¢ime
tak, aby zahrnoval vSechny voxely ze stejné topologické oblasti obrazu jako .
Odhady téchto mezi nejsou automatizovany a je tfeba pristupovat individualné
ke kazdé segmentaci.

14



Nasleduje zhlazeni pomoci diskrétniho konvolu¢niho operatoru. Ozna¢me pro
kazdy voxel jeho Sest nejblizsich sousedii Ny a N; oznac¢me dvacet voxelti, které
s nim sousedi pres vrchol nebo pfes hranu. Konvolué¢ni jadro zhlazeni mé rozmeéry
3 x 3 x 3 a pro voxel se soufadnicemi (z,y, z) ma tvar

_267 (iuju k) = (x7y72)7
I,(i,j,k) = 2, (,7,k) € No,
1,  (i,j,k) € Ny

Zhlazovani pomoci konvolu¢nich operatoru se vénuje sekce 2.3.11

Takto ziskana data stale obsahuji nerovnosti a Sumy, které lze odstranit sta-
tistickym filtrovanim. Oznacme S; segmentaci voxeld s hodnotou 1 a Sy zbylé
voxely s hodnotou 0. Plati

L D aen, ™ € 51] >3,
Is(i, 5, k) = 0, erNO[:c € Sp| > 3,
]4(’i,j, k’), erNO[ZL‘ € Sl] =3,

1, z€8,
[z € 5] = { 0, jinak.

Casto se také pouziva operator, ktery zapliiuje drobné konkavni kraje obrazu.
Tato operace je uzitecna pro odstranéni dalsich Sumt, mize vsak vést az k zapl-
néni vech konkévnich ¢asti celého obrazu.[9)

Voxelova segmentace [(i, 7, k) stale nemusi byt idealni pro dalsi zpracovani,
proto se pouziva i vykreslovani voxelové segmentace a interaktivni odstranovani
jednotlivych voxeld nebo i celych vrstev pro ziskani rovného vstupu a vystupu.
Tato moznost je diskutovana v sekci 2.4

2.2 Ziskani sité

V minulé kapitole jsme popsali ziskani voxelové reprezentace dat. Nasleduje
proces teselace, tedy generovani trojuhelnikové sité. Na obrazku 2.1] je ukazano
rozdéleni krychle voxelu na Sest ¢tyfstént a vysledna sit, kdy je toto aplikovano
na kazdy voxel segmentace.

Takto vytvorena sit je zadkladem pro dalsi generovéni sité. Jednim z moznych
pristupt je pfima teselace, jejiz popis lze najit v [9]. Jinym pfistupem je vytvofit
povrchy tvofené voxely se stejnou hodnotou intenzity nazyvanych zde isopovrchy,
jak je popsano v [9] a [10], ktery je pouzit i pro potfeby této prace.
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Obrazek 2.1: Rozdéleni krychle voxelu na 6 ¢tyfstént a ziskand voxelova sif

Pro vSechny vrcholy vytvorené sité ¢tytrsténi se urci jejich hodnota na zakladé
intenzity v daném voxelu. Na jednotlivych hranach se pak pouZije linearni kom-
binace hodnot ve vrcholech hrany s vahou odpovidajici linearné vzdalenosti bodu
od téchto vrcholi. Je predepsana hodnota intenzity, pro kterou bude generovan
povrch. Rizné hodnoty intenzity pro generovani povrchu vyrazné neovliviuji te-
selaci, pro binarni data se nejcastéji pouziva hodnota 0.5. U kazdého ¢tyTsténu
se zkouma, kolik hran obsahujicich tuto hodnotu se v ném vyskytuje. Pokud je
tento pocet tii, resp. ¢tyfi, bude z tohoto Ctyrsténu vygenerovan jeden, resp. dva,
povrchové trojuhelniky. Trojuhelniky jsou orientovany tak, aby jejich normala
ukazovala ve sméru rostouci intenzity. [9]

Pokud tedy hodnoty ve vrcholech jsou pouze 1 nebo 0, pouziji se pouze hrany,
které spojuji vrcholy s rtiznymi hodnotami. Ty pak maji hodnotu 0.5 uprostied,
takze ¢tytstény, ze kterych jsou ziskavany povrchové trojihelniky jsou roziezava-
ny v polovinach svych hran.

K tvorbé sité ¢tyisténti pro metodu konecnych prvki z voxelové segmentace

vewve

CGAL. [I]

,Iso2mesh je vicetucelovy generator siti na tvorbu konec¢né prvkové povrchové
nebo objemové sité z tiirozmérnych medicinskych bindrnich nebo Sedych dat.®
[10]

Dvé zakladni subrutiny programu pouzité pro generaci siti v této praci jsou
funkce vol2surf a vol2mesh, které z danych ¢ernobilych nebo Sedych dat vytvori
povrchovou nebo objemovou sit. Mezi dal$i funkce tohoto programu patii také
rekonstrukce voxelové reprezentace dat z dané sité, skripty pro vylepsovani tii-
rozmérnych siti a dalsi.

Na obrazku[2.2]je vygenerované povrchové sit bez dalsich aprav. Objemova sit
je vytvofena pomoci programu Tetgen[25], ktery je externé vyuzivan programem
iso2mesh. Tento 3D generator vsak nezachovava pocet a poradi povrchovych troj-
thelniki. Jinou alternativou je pouziti programu Netgen.[I2] Parametry téchto
siti jsou uvedeny v sekci B.1], tprava téchto siti pak v sekci 2.4
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Obrazek 2.2: Nezhlazena vygenerovana sit.

2.3 Zhlazeni dat

Sit ziskané segmentaci dat je prili§ hruba na vypocty i vizualizaci. Proto je za-
potfebi pouzit néjaky zhlazovaci algoritmus. Ten se pouziva jak na tirovni voxelti,
kde pouzivame zhlazeni diskrétnim konvolu¢nim jadrem, tak na trovni sité, kde
pouzivame zhlazeni sité pomoci zhlazovaciho filtru. V této sekci predstavime obé
varianty a ukadzeme jejich pouziti na data ziskand CT skenem vcetné kombinace
obou pfistupi.

2.3.1 Zhlazeni diskrétnim konvolu¢nim jadrem

Zhlazeni diskrétnim konvoluénim jadrem se pouziva k rozostteni ziskaného ob-
razu a odstranéni Sumt. U voxeld to znamena ziskani spojitého spektra hodnot,
tedy presun od binarnich c¢ernobilych dat k Sedym datim. Pro tento tcel slou-
71 v Matlabu funkce smooth3, kterda pouziva pro zhlazeni tfirozmérné diskrétni
konvolucéni jadro. Pouzivaji se dva mozné filtry podle pouzitého jadra, gaussian
a boz. [19]

Diskrétni konvolu¢ni jadro pro rozmazani dat ma rozmeéry n x n x n, kde n je
liché cislo. Pro oba filtry se v Matlabu zadava rozmér jadra n. Hodnoty tohoto
jadra vyjadiuji vliv prislusného sousedniho voxelu na vyslednou hodnotu konvo-
luce. Soucet vsech hodnot jadra je roven jedné.

Cislo %=1 vyjadiuje pocet hladin sousedil, pres které se vypoéitava hodnota

2
pro dany voxel, pro n = 3 se je tedy hodnota pocitana pfes jeden sousedni voxel.

Definice 11. Diskrétni konvoluce pro trirozmerné pole I délky M x N x P a
jadra K o rozmeérech n X n X n je definovana vztahem

n+1 n+1 n+1 .
(I*K)(ZL‘,y,Z)— Z I<$_T+Z,y— 2 +]72_ 9 +k)K(Za.]7k:)

i,5.k=1,..,n

s tim, Ze pro rozméry pole I, které nejsou definovdny, se bere hodnota 0.
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Ukazme si tvar tohoto jadra pro n = 3. Kdyby sousedé neméli zadny vliv na
vyslednou hodnotu, platilo by v konvolu¢nim jadru, Ze jedind nenulova hodnota
je ¢islo 1 na pozici odpovidajici voxelu, jak ukazuje tabulka 2.1l

0(0]0)J0]010( 0|00
0/(0(0]J0}1]0}0]0]|O0
0/(0(0]J0]0]0}0O]0O]|O

Tabulka 2.1: Piiklad konvolu¢niho jadra, kdy sousedé nemaji zadny vliv.

Filtr box primeéruje hodnoty pres vsechny sousedy se stejnou vahou, vSechny
jeho hodnoty jsou tedy rovny hodnoté %
Pro pocitani hodnot Gaussova konvoluéniho jadra se pouziva Gaussovo roz-

déleni dané rovnice (2.10), resp. (2.2). Zadava se hodnota smérodatné odchylky
.

R (2.1)

o 1 7w2+y2+z2

G(z,y,2) = G(2)G(y)G(z) = e (2.2)

Hodnoty jadra jsou rtzné ve stiedu jadra, které odpovida pocitanému voxelu
oznac¢enému V a pro sousedni voxely. Struktura jadra je zobrazena v tabulce [2.2]
kde R
T je oznaceni pro dany voxel V, R
F znaéi sousedni voxel V, pro ktery V N V' = sténa,

E znaéi sousedni voxel V, pro ktery V N V' = hrana a konecné
V znaéi sousedni voxel V, pro ktery V NV = vrchol.

VIE|V|E|F|E|V|E|V
E|F|E|F|T|F|E|F|E
VIE|V|E|F|E|V|E|V

Tabulka 2.2: Struktura tfirozmérného konvoluc¢niho jadra.
TFirozmérné konvoluéni jadro K (i, j, k) se konstruuje z jednorozmérného K (1)

tak, ze K(i,j,k) = l?(z)[?(y)f((k:) Nésleduje obrazek 2.3], kde jsou k porovnani
vygenerovand sit nezhlazend a zhlazend Gaussovym konvoluénim jadrem.
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Obrézek 2.3: Nezhlazena vygenerovand sit, sit zhlazend pomoci Gaussova konvo-
lu¢niho jadra velikosti 9, 0 = 1.

2.3.2 Zhlazeni sité pomoci zhlazovaciho filtru

Cile zjemnovani siti pro medicinské vypocty se daji rozdélit do dvou kategorii.
Prvni je cisté vizualni zlepseni sité, redukce hranatych a schodovitych casti ob-
razu a druhou je, jak moc se ziskana povrchovéa sit odliSuje od originalu. Do této
kategorie patii zachovani objemu a vzdalenosti a také problematika ukoncovacich
kritérii. [5]

Pro ziskani hladsi sité se pouzivaji tfi zhlazovaci algoritmy: Laplacetuv filtr,
zpétny Laplaceuv filtr a filtr lowpass. Jedna se o itera¢ni metody, kde se pro
vrchol P povrchové sité s ptivodni polohou p° jeho poloha v k-té iteraci p* pie-
pocitava z jeho soucasné polohy p*~! a poloh jeho sousedil qf_l, 1 =1,..,n, kde
n je pocet sousedu vrcholu P.

Podle definice souseda se urcuje fad metody. Pokud se berou pouze nejbliz-
si sousedé vrcholu, tedy vrcholy, které tvoii s danym vrcholem hranu, mluvime
o metodé 1. fadu. Pouziva se i metoda 2. fadu, kde se za sousedy oznaci i nejblizsi
sousedé nejblizsich sousedtt daného vrcholu.

Laplaceuv filtr

Laplaceiiv filtr nebo také relaxacni filtr je nejjednodussi zhlazovaci algoritmus.
Jedna se o jednokrokovou metodu, ktera kazdy vrchol v kazdé iteraci posune do
geometrického stiedu svych sousedti. Ukoncovacim kritériem je ziskani pozado-
vané hladkosti.

Vyhodou tohoto algoritmu je jednoduchost, nevyhodou vsak je, ze objekt se
pii kazdé iteraci vyrazné zmensuje, proto se zavadi vahovy faktor A, ktery ma
regulovat vliv sousednich vrchold. Pro dany vrchol P povrchové sité s pivodni
polohou p° se jeho novéa poloha v k-té iteraci p* prepocitava z jeho soucasné po-
*=1'j =1,..,n, pomoci rovnice ([Z3)), kde \ je

lohy p*~! a poloh jeho sousedii q;
zadavany parametr a n je pocet sousedu vrcholu P.

)\ n
F—(1=MpFt4 k-1 2.3
pP=(1-Np +n;ql (2.3)
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Zpétny Laplaceuv filtr

Zpétny Laplacetv filtr kombinuje Laplacetv filtr a zpétny chod, ktery ma
eliminovat zmensovani objemu tim, Ze vrcholy posouva zpét smérem k pivodni
poloze. Je to dvoukrokova metoda, kde se pro dany vrchol P s pivodni polohou
p° jeho nova poloha v k-té iteraci p* pfepocitava z jeho soucasné polohy p*~! a
poloh jeho sousedt qf’l, 1 =1,..,n, kde n je pocet sousedii vrcholu P. Tento filtr
byl pfedstaven v [29].

V prvnim kroku se spocte nova poloha p* pomoci Laplaceova filtru se zvolenym
parametrem \ jako v rovnici (2.4)). Tato poloha je napoc¢tena pro vSechny vrcholy
sité.

)\ n
P =(1=NpF 1+ 2= k=1 2.4
Pr=(1-N\p +nizlql (2.4)

Ve druhém kroku se nejprve spoc¢tou hodnoty b’; a b’;i jako v (2.H), kde pro
A=1by b’; bylo rovno posunuti vrcholu v prvnim kroku.

b = 5 — [(1— A)p + Aph]

_ 2.5
by =@ — [(1=N)a? + g™ 25)
Vysledna poloha v k-tém kroku p* se nakonec spocte
k k—1 k
pr=p = d’,
d = (1= )b+ 5 Sy (26)

Filtr lowpass

V lowpass filtru nebo také A\/p filtru se st¥idaji dva Laplaceovy operatory
23), jeden s kladnym a druhy se zdpornym vahovym faktorem A. Prvni La-
placetiv operator se pouzije s libovolnym A, druhy s A = pu, kde p je nastaveno
na hodnotu o néco mensi nez je —\. Opét se tedy stiidaji vyhlazovaci a zpétny
krok, aby se zabranilo zmensovani objemu. Algoritmus vyuziva dalsi parametr p,
ktery je pevné nastaven na ;= —1.02 \, jak je doporuc¢ovéno v [5].

Srovnani podle [5]

Vhodné vyhlazeni protahlych objekt typu vétvici se cévy neni mozné s jed-
nokrokovym zhlazovacim algoritmem, tedy neni vhodny Laplacetv filtr. Podle
[5] a [2I] nem& smysl pouzivat metody 2. fadu, protoze pfili§ zmensuji objem,
hlavné malych a oddélenych ¢asti obrazu. Doporucuji tedy zpétny Laplactv filtr
nebo filtr lowpass, kde lowpass lépe zachovava objem. Také vysledné hodnoty
maji lepsi vztah k pivodnimu originalnimu objektu. Nicméné i s timto filtrem se
malé objekty zmensuji a velké maji tendenci se zvétsovat. Nejlépe dopadly vahové
faktory A = 0,5 a pocet iteraci v rozmezi 10 - 20.

Pro zpétny Laplacetv filtr doporucuji hodnoty parametri « =0 a A =0, 2.

Pro vizudlni srovnani téchto filtri jsme opét pouzili program iso2mesh [10].

Obrazek 2.6l ukazuje vysledky pouziti vSech tii operatort vzdy bez pouziti zhlaze-
ni diskrétniho konvolu¢niho jadra i s jeho pouzitim a tabulka 2.3 ukazuje pouzité
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parametry A a a. Na obrazku je mimo jiné vidét i to, ze Laplaceuv filtr bez zpét-
ného kroku nezachovava objem. Opticky nejlépe dopadl zpétny Laplacetuv filtr
s rozmazanim dat pomoci konvoluéniho Gaussova jadra.

filtr pocet iteraci | A | «
Laplacetv 10 0.5 -

zpétny Laplacetiv 10 0.2 0.0
lowpass 10 05| -

Tabulka 2.3: Parametry pouzité pro zhlazovaci filtry.

Iy

Obrazek 2.4: Laplaceiv filtr bez pouziti zhlazeni Gaussovym konvolu¢nim jadem

a s jeho pouzitim.

Obrazek 2.5: Zpétny Laplaceiiv filtr bez pouziti zhlazeni Gaussovym konvolu¢nim
jadem a s jeho pouzitim.

I )

Obrazek 2.6: Filtr lowpass bez pouziti zhlazeni Gaussovym konvolu¢nim jadem a
s jeho pouzitim.
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2.4 Uprava sité

V predchozich sekcich jsme ukéazali, jak ziskat kvalitni hladkou objemovou sit
pro vypocty proudéni. Zbyva vytvoreni vstupnich a vystupnich rovin pro zadavani
okrajovych podminek. Toto se obvykle zajistuje uz pfi segmentaci vhodnym na-
tocenim obrazu podle os soutadnic, kdy zarovnanim voxelil vznikne rovna sténa.
Vyuziva se také interaktivniho manudlniho odstratiovani jednotlivych voxeli.[9]

Nevyhodou tohoto pristupu je hlavné nemoznost libovolného ofezu. V této
sekci predstavime jednoduché oriznuti povrchové sité a generovani rovin vstupt
a vystupli ze smycky krajnich vrcholi ziskanych timto fezem.

Protne-li rovina fezu povrchovy trojuhelnik, pak pro kazdy z jeho vrcholi
miiZze nastat jedna ze dvou situaci: vrchol se nachazi bud v roviné fezu nebo
uvniti oblasti a ma byt ponechén nebo zlstal mimo oblast a mé& byt odstranén.
Oznaceni takovych vrcholi pro dalsi pouziti je uvedeno v tabulce 2.4l

poloha vrcholu | znaceni vrcholu | vrchol ma byt ponechan
na roviné rezu Vo ano

uvnitt oblasti Vi ano

mimo oblast V_ ne

Tabulka 2.4: Oznaceni vrcholt trojuhelnika v zavislosti na jejich poloze vici ro-
viné fezu.

Pro povrchové trojihelniky timto vznikly tfi moznosti:

1, trojuhelnik neobsahuje vrchol V, a mé byt cely odstranén

2, trojuhelnik neobsahuje vrchol V_ a m4 ztstat nezménén

3. trojuhelnik obsahuje oba tyto vrcholy a ma byt ofezan, coz je pripad
trojuhelnika V_ VoV, , V.V V, a V_V, V.

Prvni typ trojuhelnika je pfi fezu odstranén, druhy ponechan beze zmény.
V tretim pripadé pripadé z puvodniho trojuhelnika vznikaji nové trojthelniky.
Ty vsak mohou byt moc malé nebo mohou obsahuji ptilis maly thel. Protoze
vsak jde o maly pocet takovych trojuhelnikt, je mozné upravit konce fezaného
povrchu, aby neobsahovaly tyto nevyhovujici trojihelniky. Je tfeba poznamenat,
ze predpokladame, ze ptivodni Fezand sit je kvalitni v tom smyslu, ze thly povr-
chovych trojihelniki jsou blizké 60°.

Pro posledni typ trojuhelnika ziskdme vrcholy, které vznikly protnutim roviny
fezu a jeho hrany, resp.hran. Ty oznac¢ime jako W, resp Wy a W5. Moznosti fezu
trojuhelnika jsou ukézany na obrazku 2.7
Pokud vznikl ¢tyfuhelnik Vi Vo, WiWs, rozdélime jej na dva trojihelniky tak,
aby vznikly ty vétsi uhly.
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V! V2 V. V, W,

Obrézek 2.7: Rez trojihelnika.

Takto vznikly dva typy trojuhelnikti podle polohy jejich vrcholt. Pokud vr-
chol lezi na hranici fezu, oznacime ho 0, pokud lezi uvniti sité, oznacime ho 1.
Prvni typ trojuhelnika je trojuhelnik 001, ktery mé dva vrcholy na hranici fezu
a jeden uvnitt sité, a druhy typ je 011, ktery ma jeden vrchol na hranici fezu a
dva uvnitf sité. Ukazme si tedy pro oba typy, jaké trojuhelniky mohou vznikat,
které jsou nevyhovujici a jak je odstranit.

Typ 001

Jeden thel u vrcholu 0 oznac¢ime «, druhy [, thel u vrcholu 1 oznacime ~.
Pokud zZadny z téchto trojihelnik neni piili§ maly, je trojuhelnik ponechan,
v opa¢ném piipadé je odstranén. Uhel je piili§ maly, pokud je mensi nez zadava-
ny miniméalni tolerovany thel ;.

Trojuhelnik je odstranovan vzdy tak, ze jsou jeden nebo dva jeho vrcholy
posunuty do jiné polohy. VSechny moznosti, kdy méa byt trojihelnik typu 001
odstranén véetné toho, ktery vrchol ma byt kam posunut, jsou uvedeny v tabulce
2.5 kde Spg znadi stied hrany tvorené dvéma vrcholy 0 a oznaceni A— B vyjadiuje,
ze vrchol A ma byt pfesunut do pozice vrcholu B. Pro vétsi ndzornost je naznaceni
presunu uvedenych vrcholt do novych pozic zobrazeno na obrazku

a < Qnmin | 8 < Qumin | ¥ < Qmin presun vrcholi
libovolné | libovolné ano 0— Spp, 0 — Spo
ano ano ne 1 — Soo
ano ne ne 1 u thlu 8 — Sy
ne ano ne 1 u thlu o — Sy
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Tabulka 2.5: Odstranovani nevyhovujicich trojihelnika typu 001 podle velikosti
jejich vnitinich ahla.



0 0
0 0 /
V 0 Sgg 0
1 1 1

Obrazek 2.8: Presuny vrcholti v trojuhelnicich typu 001 podle tabulky 2.5l

Typ 011

Jeden thel u vrcholu 1 oznac¢ime «, druhy [, thel u vrcholu 0 oznacime ~.
Vsechny moznosti, kdy mé byt trojuhelnik typu 011 odstranén véetné toho, ktery
vrchol méa byt kam posunut, jsou uvedeny v tabulce 2.4] kde Sy; znaci stfed hrany
tvorené dvéma vrcholy 1 a oznaceni A—B vyjadiuje, ze vrchol A ma byt pfesunut
do pozice vrcholu B. Pro vétsi nazornost je naznaceni presunu uvedenych vrcholt
do novych pozic zobrazeno na obrazku [2.9]

‘ o < Omin ‘ b < Qmin ‘ v < Qmin ‘ presun vrchol ‘

libovolné

libovolné

ano 1— 511, 1— 5,
ano ano ne 1 — 0 u thlu max (o, 5)
ano ne ne 1 uthlu g —0
ne ano ne 1 uthlua — 0
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Tabulka 2.6: Odstranovani nevyhovujicich trojuhelnikd typu 011 podle velikosti
jejich vnitinich whla.

Obréazek 2.9: Presuny vrchold v trojuhelnicich typu 011 podle tabulky 2.4]



Nasleduje zhlazeni sité zpétnym Laplaceovym filtrem, ktery je popsan v sekci
2321 Vrcholy na vstupu jsou oznaceny jako nepohyblivé, aby byla zachovana
rovina fezu.

Nasleduji obrazky a2.11] kde je ukézana povrchové sif zhlazend zpétnym
Laplaceovym filtrem a Gaussovym konvolu¢nim jadrem pied a po fezu. Jsou také
ukazany povrchové trojihelniky na okrajich fezu.

T3

Obrazek 2.10: Sif pied Fezem a po Fezu.

Obrazek 2.11: Detaily tezu.
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Pomoci fezu lze také odstranit minimalni trojuhelniky, které vznikaji pii te-
selaci, jak je vidét napriklad na obrazku 212 Tyto trojthelniky vznikaji v misté
pocatecniho generovani sité jako Sum, tedy vznikaji pouze na jednom misté sité,
kde nejsou zadouci. Za minimalni trojihelnik bereme trojihelnik, kde pomér je-
ho obsahu a primérného obsahu je mensi nez néjaka urc¢ena hodnota, ktera je v
této praci urcena jako %. Tato hodnota je dostatecné velkd k tomu, aby vSechny
takto definované minimalni trojuhelniky lezely blizko sebe a §lo je odstranit jed-
nim fezem. Takto upravené sité€ jiz takové trojihelniky neobsahuji, jak je ukdzano
v tabulce

Nejprve tedy provedeme ez rovinou vybranou tak, aby obsahovala co nejvice
miniméalnich trojihelnikt. Pak je vygenerovana vstupni rovina a zhlazena filtrem
lowpass, kde za pohyblivé jsou oznaceny i vrcholy na hranici této roviny. Obrazek
zachycuje oblast s minimalnimi trojuhelniky pied a po tprave.

Obrazek 2.12: Minimalni trojahelniky vzniklé na siti a jejich odstranéni pomoci
fezu.

Popis upravy sité

Vsechny nasledujici tipravy jsou napsany v programu Matlab [19] s vyuzitim
knihoven programu iso2mesh [10]. Pouzit je také generator dvojrozmérnych siti
triangle [24]. Dalsi funkce pouzivané k fezu a tipravam sité jsou uvedeny v piiloze.

Vstupem pro tpravu je povrchova sit ziskana tak, jak je popsdno v sekci
Prvni ¢asti pravy je ofezani sité, jak bylo popsano vyse v této sekci a vygenero-
vani smycek vrcholi, které tvorii roviny vstupu a vystupt. Z téch je pak sestaven
vstupni soubor pro program triangle[24], ktery ze zadanych hran mnohothelnika
vygeneruje jeho triangulaci. Zadava se také napriklad maximalni tolerovany ob-
sah vzniklych trojihelnikii a minimalni pozadovany thel triangulace.

K ofezani sité je tieba zadat roviny fezu. Tyto roviny se zadavaji do pole
plains pomoci normaly roviny a bodu R, ktery na ni lezi. Normala nemusi byt
orientovana, zadava se i bod M, ktery lezi na té Casti povrchové sité, ktera ma
byt odstranéna. Bod M je zadavan proto, aby nebyly odfezany i jiné Casti cévy,
kterymi fez prochazi, a byla tedy odiezana pouze dand komponenta.
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Kazdy radek pole plains odpovida jedné roviné fezu a ma tvar
ny Ng N3 Rl R2 Rg M1 M2 M3 ¢islo stény.

V tomto poli musi riznym feztim odpovidat jiné ¢islo stény. Neni pripustné
¢islo stény 1, které je urceno pro rezany vstup.

Dale je pro roviny fezu potfeba urcit parametr tol_zero a cosinus minimalniho
tolerovaného thlu mazcos. Minimalni thel je nejmensi pripustny thel triangulace
a dislo tol_zero je takové, ze bod P leZi v roviné p : a+d = 0, pokud |WP+d| <
tol_zero. Pro tol_zero neni vhodné pouzit ptilis malé ¢islo, v této praci je pouzivano
1073,

Pro tyto vstupni tdaje program nejprve pro kazdou rovinu urci, které troja-
helniky ma odstranit a které orezat, jak bylo popsano v této sekci vyse. Pro troj-
thelniky, které maji byt ofezany, vygeneruje nové vznikajici trojihelniky. V téch
zkoumd vzniklé minimalni thly a podle nich rozhoduje, zda a jak mé byt od-
stranén dany trojuhelnik, jak je ukazano v tabulkach a 2.4l Vsechny takto
vzniklé trojuhelniky timto procesem projdou trikrat, coz vylepsi nezadouci efekty
na okolnich nerezanych trojuhelnicich.

Mustrac¢ni priklad takového fezu je uveden na obrazcich al2.14

Obrazek 2.14: Vygenerovani novych vrcholi a jejich posunuti.

Pokud je zadavany miniméalni thel triangulace ay,;, dostatecné maly, napii-
klad o, = 10°, nejsou ani sousedni trojuhelniky prilis zménény. V této praci je
pouzito aup, = 20°, coz nemusi zarucovat, ze sousedni trojihelnik nebyl posunut
tak, aby vznikl mensi thel. Nasledné pouziti zhlazovaciho zpétného Laplaceova
filtru popsaného v sekci posune vnitini vrcholy tak, Ze vysledna sit je kva-
litou srovnatelna s ptvodni, jak lze vidét na tabulce Vrcholy na vstupu jsou
oznaceny jako nepohyblivé, aby byla zachovana rovina fezu.
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Druhou ¢&sti programu je pouziti programu triangle.[24] Zde sta¢i pouze za-
dat prikazy, které jsou v prvni ¢asti programu vypsany na obrazovku. Program
vygeneruje pole krajnich hran vstupu a prevede obecnou rovinu vstupu na rovinu
z = 0. Souradnice libovolného krajniho vrcholu A jsou pfevedeny do pocatku
[0 0 0] a soutadnice jinych dvou krajnich vrcholt vstupu B a C, které jsou s vr-
cholem A kolinedrni, jsou prevedeny na [|AB]| 0 0] a [z¢ yo 0], kde z¢ = Boa’+c?

2c
ayc = Vb —a?.

Pro nésledné ,prilepeni“ vzniklych stén je tieba si zapamatovat souradnici
vrcholu A, matici pfechodu zpét k tfidimenzionalnim soufadnicim a reilné in-
dexy krajnich vrchold vstupu, které byly pfecislovany tak, aby sly vzestupné od
jedné.

Priklad vystupu programu triangle a fez sité pred pridanim vygenerovanych
rovin vstupu je uveden na obrazku 2.15

Obréazek 2.15: Priiklad vystupu programu triangle a fez sité pred pfidanim vyge-
nerovanych vstupnich rovin.

Vsechny dosud pouzité upravy jsou upravy na povrchové siti, zbyva tedy vy-
generovat objemovou sit. To bylo popsano v sekci

Pf1i generovani objemové sité se nezachova ocislovani trojuhelnikt podle toho,
na které sténé lezi. Funkce zajistujici o¢islovani danych rovin a orientaci trojihel-
nikl jsou soucasti adresare Sité, vzniklého pro potieby této prace. Seznam funkei
adresare Sité je uveden v priloze. Pfi pouziti této funkce se zadava pole podobné
poli plains, kde jiz mizeme pouzit libovolné oc¢islovani stén.

Vysledné sité po ofezani, pridani vstupnich rovin, vygenerovani objemovych
elementu a ocislovani stén jsou uvedeny na obrazku 2.16l
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Obrazek 2.16: Vysledné sité pouzité k vypoctu.
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3. Numerické vysledky

V této kapitole ukdzeme spoctena rychlosti a tlakova pole na vytvorenych
sitich vcetné dopocteného normaélového a smykového napéti. Uvedeno bude také
niCS pro feseni parcialnich diferencidlnich rovnic.[18]

Nejprve vsak pro troje pouzita data ukazeme ziskané sité a provedeme jejich
srovnani podle minimalniho thlu v povrchovych trojthelnicich, obsahu minimal-
niho povrchového trojihelnika a objemu minimalniho étyfsténu. K vizualizaci
vysledkt byly pouzity programy Netgen[12] a ParaView[§].

3.1 Srovnani vytvorenych siti

Na obrézcich [3.1], a[3.3 jsou pro troje pouzita data, ktera ozna¢me po radé
DATA1, DATA2 a DATA3 ukazany voxelové reprezentace segmentace ziskané z
CT scanu, nezhlazené a neofezané sité ziskané teselaci pomoci isopovrchii a ko-
necné vysledné sité zhlazené pomoci diskrétniho konvolu¢niho jadra a zpétného
laplacidnu pouzité pro vypocty. Na vyslednych sitich jiz byly odstranény mini-
malni trojuhelniky vzniklé teselaci, jak je popsano v sekci 2.4

Obrazek 3.1: DATA1: Segmentace ziskana z CT scanu s 2737 voxely, vygenerovana
nezhlazené povrchové sit s 1679 vrcholy a 3354 trojuhelniky a zhlazené ofezand
objemova sit s 1204 vrcholy, 4022 Gtyistény a 8864 trojuhelniky.
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Obrazek 3.2: DATA2: Segmentace ziskand z CT scanu s 7690 voxely a vygene-
rovanéa nezhlazena povrchova sit s 2454 vrcholy a 4904 trojuhelniky a zhlazena
ofezand objemova sit s 3482 vrcholy, 15186 ¢tyfstény a 32214 trojihelniky.

L7

Obrazek 3.3: DATA3: Segmentace ziskand z CT scanu s 5350 voxely a vygene-
rovand nezhlazena povrchova sit s 2232 vrcholy a 4458 trojuhelniky a zhlazend
ofezand objemova sit s 2514 vrcholy, 10140 ¢tyfstény a 21784 trojihelniky.
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Pro povrchovou sit pro DATA3 vzniklou teselaci isopovrchii jsou rtizné zhlazo-
vaci filtry a pouziti diskrétniho konvoluc¢niho jadra srovnany podle kvality vzniklé
sité. Parametry urcujici kvalitu sité jsou zde minimalni tihel v triangulaci a mi-
nimalni obsah trojuhelnika.

Tabulka [3.1] ukazuje pro DATA3 minimalni tihel v povrchové siti a jeho pro-
centualni pomeér k primérnému minimalnimu thlu v povrchovych trojahelnicich.
Dale ukazuje minimalni obsah povrchového trojihelniku a jeho procentualni po-
mér k primérnému obsahu povrchového trojuhelnika.

Porovnavany jsou sité pro data nezhlazena nebo zhlazena zpétnym laplacia-
nem (LHC) nebo filtrem lowpass (LOW), jak pro zhlazend konvoluénim jadrem
(GAUSS), tak pro nezhlazena.

zhlazovaci | zhlazeni | thel [rad] obsah [mm?|
filtr diskr.konv. min. pomeér min. pomeér
ne GAUSS 0.53 62.4% 1.55e-04 0.02%
ne ne 0.52 62.1% 2.26e-04 0.04%
LHC GAUSS 0.38 43.6% 2.24e-04 0.04%
LHC ne 0.31 35.7% 3.47e-04 0.06%
LOW GAUSS 0.37 41.9% 2.08e-04 0.03%
LOW ne 0.21 24.5% 3.58e-04 0.06%

Tabulka 3.1: Srovnani povrchové sité pro rtzna zhlazeni.

Predchozi tabulka [B.1] ukazuje, Ze bez ohledu na pouzité zhlazeni sit vznikla
teselaci obsahuje velké mnozstvi malych trojihelnikt. Tyto trojuhelniky vznikaji
v misté pocatecniho generovani sité jako sum. Vyskytuji se vSak na jednom miste,
takze se jich lze zbavit i pomoci Fezu, jak je uvedeno v sekci 2.4l

Za maly oznacime takovy trojuhelnik, kde pomér jeho obsahu a primérného
obsahu je mensi nez né¢jakd urcena hodnota, ktera je v této praci urcena jako 5—10,
coz odpovida 2%. Tato hodnota je dostateéné velka k tomu, aby vSechny takto
definované malé trojuhelniky lezely blizko sebe a §lo je odstranit jednim fezem.
Takto upravené sité jiz takové trojuhelniky neobsahuji, jak je ukazano v tabulce
3.2

Tabulka ukazuje opét velikost minimalniho obsahu trojthelnika, dale pri-
mérny obsah a jejich pomér v procentech. To je ukdzano na tfech pouzitych datech
pred a po ofezani povrchové sité véetné jeji opravy. Pro tyto povrchové sité byly
nasledné vygenerovany sité objemové. Tabulka pro tyto sité ukazuje také ob-
jem minimalniho a primeérného ¢tyisténu a jejich pomér v procentech.
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obsah[mm?]

objem|mm®]

data fez min. prim. pomér min. prim. pomér
DATAT1 | pred 9.5e-05 0.59 0.016% 3.8e-06 1.9  0.0002%
DATA1 | po 0.071 0.64 11% 0.069 2.4 2.8%
DATA2 | pred 0.00031 0.64 0.049% 1.5e-05 2.5 0.0006%
DATA2 | po 0.015 0.66 2.2% 0.02 2.6 0.77%
DATAS3 | pred 0.00022 0.63  0.036% 1.3e-05 2.4 0.0006%
DATA3 | po 0.044 0.67 6.5% 0.039 2.7 1.5%

Tabulka 3.2: Parametry povrchové a objemové sité pred a po fezu.

3.2 Srovnani kone¢nych prvku

Nejprve ukazeme srovnani pouzitych konec¢nych prvki podle konvergence a
Casové naro¢nosti na nestacionarni neperiodicky problém dany rovnicemi (L),
kde byla pouzita casova zavislost rychlosti na vstupu v; = 1000t s ¢asovym krokem
0.01. Prostorova zavislost rychlosti na vstupu je ddna rovnici (IL3]). Pouzito bylo
16 procesorti.

Celkovy vypocetni ¢as (CPU) a maximalni ¢as, kdy byla dosazena konvergence
jsou uvedeny v tabulce [3.4] parametry pouzitych siti jsou uvedeny v tabulce 3.3

pocet pocet

data | vrchold | ¢tyrsténti
DATA1 | 2331 8777
DATA2 | 4349 19583
DATA3 | 3689 15658

Tabulka 3.3: Parametry siti pro vypocet neperiodického proudéni.

pocet maximalni
konec¢né | zkonvergovanych dosazené
data prvky krokt rychlost [mm/s] | CPU [s]
TaHo 60 600 3843
DATA1 | CrRa 60 600 27120
MINTI 70 700 3512
TaHo 59 590 19462
DATA2 | CrRa 62 620 72113
MINTI 59 590 9550
TaHo 65 650 14054
DATA3 | CrRa 42 420 55350
MINI 67 670 7144

Tabulka 3.4: Maximalni dosazena rychlost a celkovy ¢as vypoc¢tu pro neperiodické

proudéni.
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Pro periodicka proudéni dané rovnicemi ([L.1]) s prostorovou zavislosti rych-
losti na vstupu danou rovnici (ILH) a periodickou ¢asovou zavislosti rychlosti na
vstupu danou vztahem (L3) pro v,,;, = 300mm/s a v, = 600mm/s byl z divo-
du ¢asové naroc¢nosti pouzit MINI element. Periodické proudéni bylo pocitano na
8 procesorech. Celkovy ¢as vypoctu pro jednotliva data s casovym krokem 0.01 a
koncovym ¢asem 2.0 je uveden v tabulce 3.5l Vedle celkového vypocetniho casu
je uvedena i ¢asova narocnost spocteni jacobidnu (NEW) a vyfeSeni linedrniho
algebraického problému (LIN). Je uvedeno srovnani na ofezanych sitich pfed a
po odstranéni miniméalnich trojuhelnikti popsanych v sekci 2.4l

pocet radku pocet
pocitané elementt
data | fez | CPU [s] | LIN [s] | NEW [s] matice sité

DATAT1 | pred 1380 658 695 23384 5639
DATA1 | po 802 364 411 16888 4022
DATA2 | pred | 7726 5537 2134 59384 15092
DATA2 | po 8016 5324 2602 59488 15186
DATA3 | pred | 4309 2768 1494 45760 11480
DATA3 | po 4191 2181 1891 40480 10140

Tabulka 3.5: Casova naro¢nost periodického proudéni pro MINI element.

Pro stejné rovnice (LI]) a stejné okrajové podminky (L5]), (L3) s parametry
Umin = 200mm/s a v, = 400mm/s bylo pouzito 8 procesorii. Velikost ¢asové-
ho kroku je 0.01, koncovy cas 2.0. V tabulce je ukazan celkovy cas vypoctu,
véetné velikosti sestavenych matic. Vedle celkového vypocetniho ¢asu je uvedena
i Casova narocnost spocteni jacobianu a vyteseni linearniho algebraického problé-
mu.

pocet konec¢né | pocet radki
data | ¢tyfstént | prvky | poc.matice | CPU [s] | LIN [s] | NEW [s]
MINI 16888 726 320 387
DATA1 4022 TaHo 22952 2570 1478 1061
CrRa 76496 14653 10575 3470
MINI 59488 6435 4362 1946
DATA2 15186 TaHo 75456 22613 18028 4498
CrRa 274920 158493 | 144430 13862
MINT 40480 2652 1656 973
DATAS3 10140 TaHo 592528 10641 7439 3109
CrRa 186352 49826 41744 7562

Tabulka 3.6: Casova naro¢nost periodického proudéni pro riizné prvky.
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3.3 Spoctena rychlostni a tlakova pole

V této sekci budou ukézany vypocty rychlosti a tlaku na ziskanych sitich.
Pouzity jsou rovnice (L)), rychlost na vstupu je zadéna vztahy (L3), (L3), kde
Umin = 300mm/s a v, = 600mm/s. Bylo pouzito 8 procesori a prvek MINI
element popsany v sekci [L5 Velikost ¢asového kroku je 0.01, koncovy ¢as 2.0. Na
obrazku [3.4] je zobrazena zadavana ¢asova zavislost rychlosti na vstupu.

600+
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Obrazek 3.4: Casové zavislost rychlosti na vstupu.

Budou ukézana rozlozeni rychlosti a tlaku ve dvou ¢asovych krocich. Nejprve
v ¢asovém kroku 117 odpovidajicimu maximalni zadavané rychlosti na vstupu
600mm/s a pak v ¢asovém kroku 199 odpovidajicimu konci proudéni s rychlosti
300mm/s. Rychlost a tlak jsou ukazany po fadé DATA1, DATA2 a DATA3 na
obrazcich B.6, .7 aB.8 Pro DATAL1 je ukdzéna i ¢asova zavislost spoc¢teného tla-
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Obrazek 3.5: DATA1: Tlak na vstupu a v aneurysmé.
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Obrazek 3.6: DATA1: Rozlozeni rychlosti vimm/s| a tlaku p[Pa] v ¢asovych kro-
cich 117 a 199.
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Obrézek 3.7: DATA2: Rozlozeni rychlosti vimm/s| a tlaku p[Pa] v ¢asovych kro-
cich 117 a 199.
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Obrézek 3.8: DATA3: Rozlozeni rychlosti vimm/s] a tlaku p[Pa] v ¢asovych kro-
cich 117 a 199.

Vysledky pro vypocet rychlosti a tlaku byly porovnany s programem FEniCS
[18]. Pro pouzivany akademicky software Fstrin [2] jsou pouzity koneéné prvky
TaHoa MINI, pro program FEniCS je pouzit pouze prvek TaHo.

Pouzity byly rovnice (I.II), kde rychlost na vstupu je specifikovana vztahy
(), (C3) s Vmin, = 200mm/s a Ve, = 400mm/s. Velikost ¢asového kroku je
0.01, koncovy cas 2.0. Zaddvana casova rychlost na vstupu je vidét na obrazku
3.4

Numerické vysledky vysly stejné. V tabulkach a[3.9 je uveden celkovy cas
vypoc¢tu na 1 a 8 procesorech. Velikosti pocitanych matic a poc¢ty objemovych
elementt sité jsou uvedeny v tabulce 3.7

pocet radku pocet
konecné pocitané elementt
data prvky matice sité

DATA1 | TaHo 22952 4022
DATA1 | MINI 16888 4022
DATA2 | TaHo 75456 15186
DATA2 | MINI 59488 15186
DATA3 | TaHo 52528 10140
DATA3 | MINI 40480 10140

Tabulka 3.7: Parametry vypoc¢tu pro porovnani programu Fstrin a FEniCS.
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Tabulka 3.8: Porovnani ¢asové naroc¢nosti programi Fstrin a FEniCS pro vypocet

na 1 procesoru.

Tabulka 3.9: Porovnani ¢asové naro¢nosti programii Fstrin a FEniCS pro paralelni

konec¢né
data | program | prvky | CPU [s]
Fstrin TaHo 4268
DATA1 | Fstrin MINI 4012
FEniCS | TaHo 2326
Fstrin TaHo 122045
DATA2 | Fstrin MINI 29351
FEniCS TaHo 45343
Fstrin TaHo 51989
DATA3 | Fstrin MINI 14805
FEniCS TaHo 14816

konecné
data | program | prvky | CPU [s]
Fstrin TaHo 2570
DATA1 | Fstrin MINI 726
FEniCS TaHo 778
Fstrin TaHo 22613
DATA2 | Fstrin MINI 6435
FEniCS | TaHo 8400
Fstrin TaHo 10641
DATA3 | Fstrin MINI 2652
FEniCS | TaHo 3420

vypocet na 8 procesorech.
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3.4 Spoctena normalova a smykova napéti

Jak bylo uvedeno v sekci [T, cévni stény reaguji na abnormalni smykové na-
péti na sténach. Z toho divodu je dopocteni normalovych a smykovych napéti
dilezitou soucasti vypocti proudéni. Program tedy béhem svého vypoctu nepo-
¢ita pouze tlak p a rychlost v, ale i gradient rychlosti L. Z néj je pak dopocten
Cauchyho tenzor napéti dany vztahem (3.1]) a vektor napéti dany vztahem (3.2)),
kde

v=2,8-10"3%gs  mm™

vz

je konstantni dynamicka viskozita a n je vnéjsi jednotkova normala v daném vr-
cholu povrchové sité. Ta je dopocitana jako primeér vnéjsich jednotkovych normaél
ke sténdam danym povrchovymi trojihelniky, které obsahuji dany vrchol.

T=-pl+v(L+L") (3.1)
s=-Tn (3.2)

Normélové napéti s, je skalarni veli¢ina dana vztahem (3.3]) a smykové napéti
s; je skalarni velic¢ina definovana jako velikost vektoru, jak je uvedeno ve vztahu

B34).

Sp =151 (3.3)
S¢ = |s — spn| (3.4)

Pouzity jsou rovnice (ILT]), rychlost na vstupu je zadéna vztahy (I5), (L3
S Umin = 300mm/s a v, = 600mm/s. Bylo pouzito 8 procesort a prvek MINI
element popsany v sekci [LAl Velikost ¢asového kroku je 0.01, koncovy cas 2.0.
Casovou zavislost rychlosti zaddvané na vstupu je vidét na obrazku 3.4l

Na obrézcich 3.9, a[3.11] jsou ukidzana napoctend norméalova napéti s, ve
dvou casovych krocich. Nejprve v ¢asovém kroku 117 odpovidajicimu maximalni
zadévané rychlosti na vstupu 600mm/s a pak v ¢asovém kroku 199 odpovidajici-
mu konci proudéni s rychlosti 300mm/s. s,, je po¢itano bodové pro kazdy vrchol
na povrchu sité.

Pro stejny vypocet jsou zobrazena i napoctena smykova napéti s; ve tfech ca-
sovych krocich. Prvni ¢asovy krok 117 odpovidad maximalni zadavané rychlosti na
vstupu 600mm /s, druhy ¢asovy krok 158 maximalni zadévané rychlosti na vstupu
450mm/s a tfeti casovy krok 199 odpovida konci proudéni s maximalni zadava-
nou rychlosti 300mm/s. s; je po¢itano bodové pro kazdy vrchol na povrchu sité a
ukézano na obrézcich 312, a[3.14. Reseni jsou zobrazena pro vétsi ndzornost
i v logaritmické stupnici.
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Obrazek 3.9: DATAL: Rozlozeni normalového napéti s,[Pa] v ¢asovych krocich
117 a 199.
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Obrézek 3.10: DATA2: Rozlozeni normalového napéti s,[Pa] v ¢asovych krocich
117 a 199.
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Obrazek 3.11: DATA3: Rozlozeni normalového napéti s,[Pa] v ¢asovych krocich
117 a 199.
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Obrazek 3.12: DATA1: RozloZeni smykového napéti s;[Pa] v ¢asovych krocich 117,
158 a 199 nejprve v klasické, pak v logaritmické stupnici.
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Obrézek 3.13: DATA2: Rozlozeni smykového napéti s;[Pa] v ¢asovych krocich 117,
158 a 199 nejprve v klasické, pak v logaritmické stupnici.
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Obrézek 3.14: DATA3: Rozlozeni smykového napéti s;[Pa] v ¢asovych krocich 117,
158 a 199 nejprve v klasické, pak v logaritmické stupnici.
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Z.aver

Cilem této prace bylo popsat postup spocteni proudového pole v realnych ge-
ometriich cév postizenych aneurysmatem.

V teoretické ¢asti této prace byly nejprve ukazany pouzité rovnice a diskutova-
ny pouzité okrajové podminky. Byl také popsan postup tpravy rovnic od ziskani
varia¢ni formulace pres casovou diskretizaci az po tvar nelinearniho algebraického
problému a konecné prvky pouzité pro prostorovou diskretizaci véetné vhodnych
aproximacnich prostort.

Hlavnim vysledkem této ¢asti byl popis ziskani, zhlazeni a pfipravy vypocetni
sité z hrubych zobrazovacich informaci ziskanych pomoci vypocetni tomografie.
To bylo realizovano ve druhé kapitole, kde jsme nejprve popsali, jak je ziska-
na voxelovd segmentace pozadované oblasti na zakladé intenzity rentgenového
paprsku prochéazejiciho tkani. Nasledné byla diskutovana potieba zhlazeni sité
pomoci diskrétniho konvolu¢niho jadra a pomoci zhlazovacich filtrti, kde jsme
vybrali nejvhodnéjsi postup pro zadana data. Konec¢né bylo provedeno ofezani
okraji povrchové sité pomoci vytvofeného programu a pridany roviny vstupt
vygenerované programem pro tvorbu dvourozmeérné sité. Nasledné byla vygene-
rovana objemova sit.

V casti pro numerické vysledky byly zobrazeny takto ziskané sité a bylo ukéa-
zéno, ze jsou dobré kvality pro dalsi vypocty. Podarilo se také spustit vypocet
rychlostniho a tlakového pole véetné dopocteni normalovych a smykovych napéti.
Pro implementaci byl pouzit software na vypocty klasickou metodou kone¢njch
prvkt vyvinuty na MFF UK. Okrajové podminky bylo tfeba prizptisobit readlnym
informacim o daném proudéni, které jsme méli k dispozici.

Je otevienou otazkou a praci do budoucna, jakym zptisobem zadavat okrajové
podminky. Realné méame k dispozici pouze nékolik namérenych bodovych hodnot
rychlosti uvniti cévy. Vsechny namérené hodnoty a pouzité segmentace byly po-
skytnuty Neurochirurgickou klinikou Masarykovy nemocnice v Usti nad Labem.

V treti ¢asti prace jsou také uvedeny casové narocnosti pouzitych konec¢nych
prvki, kde numericky se vsechny zdaji byt dostatecné vhodné pro vypocet. Pro
tyto prvky bylo nejprve spusténo neperiodické nestacionarni proudéni, kde se
také zkoumal pocet zkonvergovanych casovych krokt pti konstantné zvysované
vstupni rychlosti. Pro rizné prvky je pak spustén i periodicky vypocet. U néj je
sledovan nejen celkovy Cas vypoctu, ale také casova narocnost spocteni jakobia-
nu a linearniho algebraického problému. Vedle pouzitého akademického softwaru
Fstrin[2] byl vipocet pro Taylortiv-Hood@v prvek na ziskanych sitich spustén i
v programu FEniCSJ[18].

Na vysledky této prace lze také navazat pfi zapojeni interakce elastickych
stén pro popis proudéni, kde je potfeba pouziti vicepovrchovych siti, ziskavanych
obdobné jako jednopovrchové sité uvedené v této praci.

Jsou zde samoziejmé také otazky urychleni vypoctu, kde jsou moznosti zlep-
seni paralelniho vypoctu. Je zde také moznost pouziti jinych fesi¢d pro linearni
algebraicky problém. V piipadé interakce dosahuje velikost fesené matice fadu
108 a vice a jeji podminénost m4 velky vliv na chovani linearnich fegi&t.

Dalsim zajimavym problémem je pouziti sofistikovanéjsich modeld pro popis
proudéni krve a jejich aplikace na ziskané sité.
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Seznam pouzitych zkratek a
matematickych symbolt

R3 Euklidovsky prostor
U rychlostni pole
P tlakové pole
v dynamické viskozita
T Cauchyho tenzor napéti
n pole vnéjsich jednotkovych normal
Uin okrajova podminka pro rychlost na vstupu
Ug pocatecni podminka pro rychlost na vstupu
Uy casova zavislost rychlosti na vstupu
Ux prostorova zavislost rychlosti na vstupu
Umaz ~ Maximalni hodnota zadavané rychlosti v periodickém proudéni
Umin ~ hodnota rychlosti v proudéni
Q omezen oblast v R3 s po ¢astech polygonalni hranici
i ¢ast hranice se vstupni rovinou
[, ¢ast hranice s vystupnimi rovinami

Iy ¢ast hranice, na které je predepisovana nulova rychlost
t cas

T koncovy cas

1 identicky tenzor

L gradient rychlosti
V,Q nekonecné dimenzionalni prostory funkci
V nekonecné dimenzionalni linearni prostor funkci
Vi, @Qn  konecné dimenzionalni aproximace prostori V, Q
tF k-ty casovy krok
At velikost ¢asového kroku
u hodnota funkce u v k-tém ¢asovém kroku
v,q  testovaci funkce
TaHo Tayloriv-Hoodav konecny prvek
CrRa Crouzeixiiv-Raviartiv konecny prvek
MINI  MINI prvek

CT  computed tomography, vypocetni tomografie
HU  Haunsfield unit, jednotka pouzivana pro hodnoty CT ¢isel
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LHC  zpétny Laplacetiv zhlazovaci filtr
LOW  zhlazovaci filtr lowpass
GAUSS Gaussovo zhlazovaci konvolué¢ni jadro
CPU  celkovy vypocetni cas
LIN ¢asova narocnost linearniho algebraického problému
NEW  ¢asova narocnost sestaveni jakobianu
S vektor napéti
Sn normalové napéti
S¢ smykové napéti
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Seznam funkci adresare Sité

face = create_face (elem, size(node, 1), s, f_new)

- ze zadané objemové sité vygeneruje povrchovou sit

- node = pole vrcholti, kazdy fadek tvori tfi souradnice jednoho vrcholu

- elem = pole ¢tytstént, kazdy fadek tvori cislo oblasti a indexy jeho Ctyt
vrchold, ¢isluje se od 1, ¢islo oblasti je pro pevnou sit tvofenou jednou oblasti
rovno jedné

- face = pole povrchovych trojuhelniki, kazdy fadek tvori ¢islo stény a indexy
jeho t1i vrcholi

- s = pocet povrchil vznikajici sité, mtze byt 1 nebo 2

- pro s=1 fnew = ¢islo stény pro vsechny vznikajici trojihelniky

- pro s=2 f_new = ¢islo stény, ktera je spojuje ¢tyrstény s jinym ¢islem oblasti

[node, elem, face] = create_voxel_mesh (aux)

vytvori ¢tyfsténovou sit pro zobrazeni voxelt.
node, elem, face jako v create_face
aux = tfirozmérné binarni pole segmentace

[M, A, node_real] = cut(input, output, plains, tol_zero)

fez sité zadanymi rovinami
input = soubor s povrchovou siti
- output_rez.mesh = soubor, kam se ulozi ofezana sit bez vstupnich a vystup-

nich rovin,

- output_rez_cislo.poly = nézev souboru pro program triangle

- plains, tol_zero jako v sekci 2.4]

- M,A = matice pfechodu a body pro posunuti pro navrat vystupnich 2D
rovin zpét do 3D
node_real = redlné indexy krajnich vrchol vystupnich rovin

[node, elem, face] = loading (input)

nacte sit ze souboru input ve formatu .fsgeo, .mesh nebo .xml
node, elem, face jako v create_face

saving (output, node, elem, face)

ulozi sif do souboru output ve formatu .mesh nebo .xml
node, elem, face jako v create_face
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[node, face,index| = move (node, face,indexy)

- posouva vrcholy L s indexy v levém sloupci matice indext na pozice vrcholi
P s indexy v pravém sloupci matice indexti, v node zanikaji vrcholy L, ve face
zanikaji trojuhelniky s hranou LR, dojde k pfecislovani indexti

- node, face jako v create_face

lelem, face] = orient (node, elem, face)

- node,elem,face jako v create_face

- pfehodi potadi vrcholl v poli ¢tyfsténti, aby byly zorientovany podle pravidla
pravé ruky

- ptehodi poradi vrcholi v poli trojuhelnikii, aby byly zorientovany podle jim
pcislusnych ctyrstént

[face] = reconstruction BC' (node, face, BC_set, tol_zero)

- ocisluje stény podle zadanych rovin

- node, face jako v create_face

- BC_set je ve tvaru normala roviny, vrchol roviny, ¢islo vznikajici stény
- tol_zero popsan v sekci 2.4

[loop, start] = get_loop (edge)

- z matice hran N x 2, které tvori smycku, naptiklad 1-2, 2-4, 4-5, 5-1 vytvori
smycku 1-2-4-5

- mize vzniknout vice smycek, indexy jejich zacatki jsou pak ve start

- netvori-li hrany smycku, vyda chybovou hlasku

loop = set_pro,ryz (node, face, f_new_input, tol_zero)

- vytvori smycku vrcholi, které tvori hranici mezi ¢islem stény f new_input a
sténou 1 - loop jako v get_loop

- node, face jako v create_face

- tol_zero popsan v sekci 2.4]

[output A, output B] = split (remA, remB, face, node)

- vytvori dvé povrchové sité - vnéjsi A a vnitini B z jedné dvoupovrchové,
ulozi je do outputA a outputB

- node, face jako v create_face

- remA, resp. remB = ¢isla stén, které nepatii do A, resp. do B

- zajisti konzistenci sité pro generovani ojjemové sité v programu Netgen

[node, elem, face] = join (inputA, inputB)

- vytvori jednu dvoupovrchovou objemovou sit ze dvou objemovych, které
maji stejné ocislované vrcholy na sty¢né sténé
- node, elem, face jako v create_face
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