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1. Uvod

V pribéhu poslednich padesati let se do zna¢né miry rozsitily znalosti v oblasti
disipativnich evolu¢nich rovnic ReSeni téchto rovnic (ve vhodném smyslu) jsou
definovana globélné v ¢asové proménné (tedy pro vSechny ¢asy z intervalu (0, c0))
a je vhodné na né nahlizet jako na vyvoj fazového prostoru v ¢ase. V tomto
kontextu se zkoumaji asymptotické vlastnosti feSeni pro velké ¢asy, pricemz si
muzeme klast (nejen) nasledujici otazky:

e Jakym zptisobem feSeni , métit*? Presnéji - jaky prostor zvolit jako fazovy?
e Existuji feSeni pro vSechny casy?

e Jsou feSeni pro velké ¢asy v n¢jakém smyslu omezena?

e Jaké je limitni chovani reSeni?

Pro disipativni tfidy evolu¢nich rovnic (nejcasté&ji pro rovnice parabolické,
vlnové s tlumenim, Navier-Stokesovy) byly tyto otazky zodpovézeny dukladné
v piipadé rovnic na omezené oblasti. Za fazovy prostor jsou v tomto pripadé nej-
Castéji brany podprostory Sobolevovych prostort. Trajektorie Feseni jsou v téchto
prostorech omezeny a velmi ¢asto limitné pritahovany ke kompaktnim mnozinam
kone¢né dimenze (atraktorim). Pro tyto vysledky muzeme ¢tenafe odkazat na-
piiklad na monografii [BV92].

Pfi prechodu na neomezenou oblast vyvstavaji urcité neprijemnosti. Mezi nej-
podstatnéjsi patii absence kompaktnich vnoreni, jez jsou pri konstrukei atraktoru
klicovym néstrojem. Funkce z prostoru L? (]Rd) jsou navic ,,daleko” od pocéatku
,malé“. Tim se t¥ida moznych feSeni ochuzuje o periodicka (ptipadné skorope-
riodicka) feseni vzhledem k prostorovym proménnym.

Je tudiz pithodné na neomezenych oblastech pracovat s jinymi prostory funkei.
Dosud se osvédcila volba ,lokalné uniformnich“ prostort (definovanych nize),
jez zacali pouzivat A.V. Babin and M. I. Vishik (viz reference v [MZ08], Section 5).
Jde o prostory stejné lokalné integrovatelnych funkei (pfesnou definici uvedeme
v Kapitole . Nésledujici odkazy jsou na ¢lanky, v nichz autofi vyuzivaji stejné
prostory funkci. V pripadé parabolické rovnice na neomezené oblasti se jedna
o ¢lanky - [MS95|, [CDO04], |Zel03] a [GPS10]. Pro vlnovou rovnici mizeme uvést
¢lanky [EFei96] a |Zel01]. Dalsi odkazy (i na dalsi typy disipativnich rovnic na ne-
omezené oblasti) pak muze ¢tenaf nalézt v [MZ08], Section 5.

Cilem prace je shrnout zékladni vlastnosti specidlnich prostort funkeci a de-
monstrovat jejich aplikaci na analyzu vinové rovnice.

Pro pohodli ¢tenére zde uvedeme ¢lenéni prace:

e Kapitola [2| obsahuje zakladni vlastnosti jiz zminénych specidlnich prostori
funkci, nebot v odborné literature k tématu diferencidlnich rovnic na ne-
omezené mnoziné nebyvaji tyto vlastnosti zdirazinovany nebo dokazovany.
Na zavér kapitoly muze ¢tenaf ve formé poznamek nalézt stru¢ny piehled

IMatematickou definici disipativity si predstavime v Kapitole [7l 7 fyzikalniho pohledu lze
disipativitu chapat jako ztratu ,,pouzitelné“ formy energie - k niz dochéazi napiiklad pfi pfeméné
kinetické energie na teplo pomoci tfeni. Tento pojem se prvné objevuje v dile lorda Kelvina.



dulezitych aplikaci specidlnich prostort funkci. Autor v této Casti Cerpal

z ¢lanku [CD04|, [Fei96], [GPS10], [MS95, [Zel03] a [Zel01].

Kapitoly [3] [} [5] a [6] zahrnuji klicovou ¢éast diplomové prace - analyzu vlnové
rovnice s nelinearnim zdrojovym c¢lenem a s nelinearnim c¢lenem tlumeni.
Tato ¢ast navazuje na ¢lanky [Fei96] a [ZelOl], ve kterych je zkouména
rovnice s linearnim tlumenim. Existence a jednoznacnost reSeni je zobec-
néna na rovnice s polynomialnim omezenim na tlumeni libovolného radu
pocinaje linedrnim. Kapitolu 5| rozsitfuje diskuze shrnujici vlastnosti feseni
na neomezené oblasti v zavislosti na volbé fazového prostoru. Dikaz exis-
tence absorbujici mnoziny ve fazovém prostoru uniformné lokalnich funkeci
provedeme pro ¢len tlumeni omezeny linedrnim ristem, a to i zdola. Exis-
tenci lokalné kompaktniho atraktoru ukazeme pro globalné lipschitzovské
tlumenti, jehoz derivace je kladné a odraZzena od nuly (pfesné formulace ¢te-
nar nalezne v uvedenych kapitolach). Autorovy neni znamo, zda jsou tyto
restriktivni podminky k dikazu existence atraktoru nutné - v Kapitole
miize ¢tenar nalézt souhrn komplikaci, jez se vyskytuji v pripadé obecnéj-
stho ¢lenu tlumeni v pfipadé rovnice na neomezené oblasti.

V Kapitole|[7|jsou pro tplnost uvedeny zakladni pojmy z teorie dynamickych
systému spole¢né se zavedenim pojmu lokalné kompaktniho atraktoru.

Kapitola |8 poskytuje dopliujici znalosti o Sobolevovych a Bochnerovych
prostorech, které nebyvaji v klasické literature zminovany. Tamtéz jsou uve-
dena dulezita technickd lemmata pouzivana pfi zkouméani na vlnové rovnice.

Kapitola [J] zahrnuje dulezita tvrzeni 8irsiho tematického okruhu, jez opét
patii k pomocnym néastrojim pro predchozi ¢asti prace.

Zduraznéme, ze Kapitoly [§] a [9] slouzi jako souhrn pojmii a dodatkovych tvrzeni
pro Casti I a II, a proto nebyvaji fazeny do hlubsich kontextid a souvislejsich
textl. V zavéru préace je uveden souhrn dilezitého znaceni spole¢né se symboly,
které jsou natolik ustalené, ze jejich definice neni v textu zduraznéna.
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2. Specialni prostory funkeci

V této kapitole uvedeme stru¢ny prehled prostort funkci, které jsou vhodné
k analyze rovnic na neomezenych oblastech. Zminime vlastnosti, jez odpovidaji
vlastnostem klasickych Sobolevovych prostori, a zdiraznime ty, ve kterych se tyto
prostory lisi. Zaroven uvedeme, jaké dusledky pro aplikace mohou zminéné rozdily
prinaset.
Umluva. Prostory uvedené v této kapitole uvazujeme nad integrovatelnymi funk-
cemi na celém RY. Proto ve znaceni téchto prostorti nebudeme vétsinou tuto oblast
zdiraziiovat [

2.1 Prostory s vahovou funkci

Pro € > 0 a 2 € R? definujme
¢ z(z) = e VITZR=TE pro 1 e RY

Tuto funkci budeme pro nase Gcely nazyvat vdhovou funkci nebo konkrétnéji
vdhovou funkci se stredem T a mirou poklesu € v pripadé, ze by mohlo dojit
k nejednoznac¢nostem.

Pro libovolné ¢ > 0, 7 € R? a k € N je funkce ¢z t¥idy W5 (R?). Zaroveir
pro kazdy multiindex « existuje kladné ¢islo C, spliujici

|Da¢€,§3‘ S Ca€|a‘¢5,g’c7 (21)

v 4 . s . 4 2 _ 2
coz nahlédneme derivovanim realné funkce t — e~ V1+,

2.1.1 Zavedeni a zakladni vlastnosti

Proe > 0 a z € R? ozna¢me [te z Miru @,z dz, neboli miru na o-algebte 9N
(lebesgueovsky méfitelnych podmnozin R?) danou predpisem

heslB) = [ buala)ds proE e
E

Znacime-li A d-rozmérnou Lebesgueovu miru, pak p.; < A a A < .z, neboli
mnoziny nulové miry se shoduji, takze miZzeme pouzivat termin ,skoro vSude“
misto ,,u. z—skoro viude®.

Klasickym zpisobem zaved me prostory LP(u. z) pro p € [1, 00]. Misto LP(p. z)
budeme pouzivat kratsi znaceni LY ;. Z teorie miry je znamo, ze L? ; tvoii Bana-
chovuv prostor (pro p = 2 dokonce Hilberttiv s kanonickym skalarnim soucinem,
jenz znacime (-, )2 ). Navic pro p € [1, 00) miizeme dudlni prostor k L ; klasic-
kym zpisobem ztotoznit s prostorem L{; pro ¢ = p/(p — 1), pfipadné ¢ = oo.

Zakladni dilezité vlastnosti prostort LZ ; odvodime diky jejich blizké souvis-
losti s prostory LP(RY), jez je pfedmétem nasledujiciho zfejmého lemmatu.

1V é&lancich [Zel01] a [Zel03] autor misto celého prostoru RY pracuje s oblastmi, jez jsou
stejnomérné C™-regularni (viz také [AF03] — ,The Uniform C™-Regularity Condition“, §4.10)
pro dostatecné velké prirozené m. Na hranici oblasti se pro tilohy nésledné predpokldda homo-
genni Dirichletova okrajova podminka. VSechny dtlezité rozdily mezi omezenymi a neomeze-
nymi oblastmi jsou v8ak jiz znatelné v p¥ipadé celého prostoru.
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Lemma 2.1. Necht p € [1,00], ¥ je kladnd méritelnd funkce na R a p = 1 dz.
Potom zobrazeni T: LP(R?) — LP(u) definované piedpisem

T(f)=fu 7
je izometricky izomorfismus LP(R?) na LP(p).

Prehlédneme-li navic k vlastnostem, jez se izomorfismem zachovavaji (separa-
bilita a reflexivita), ziskame:

Disledek 2.2. Prostory LE ; jsou pro p € [1,00) separabilni a pro p € (1,00)
reflexivni.

Znaceni. Uvazujme k € N a p € [1,00|. Pro lokilné integrovatelné funkce
u: R — R s lokalné integrovatelnymi distributivnimi derivacemi do fadu k
(véetné) definujme funkcionaly

el = D IID*ulf,  prop <o,

la|<k

00 _ «
HUHW:,;O = llg%gg{HD

Lgf’i}

. . k s . . .
Dale zna¢me W;'} prostor vyse uvedenych funkci u, pro néz

s < o

Uvedeny funkcional indukuje normu na prostoru W;7 (po standardnim zto-
toznéni funkei rovnych skoro viude). Takto zavedeny normovany vektorovy pro-
, o k 1. , s s e v ..

stor budeme nadale znacit pouze W7 Jak uvidime v nasledujici uziteéné analogii

Lemmatu po topologické strance si prostory WHP(R9) a W;’%D(Rd) odpovidaji.

Lemma 2.3. Budte p € [1,00), k € N. Necht 1 € WH(R?) je kladnd funkce
spliugici pro vsechna x € R? a multiindezy «, |a| < k, nerovnost

[ D% ()] < cvp(x)
s kladnou redlnou konstantou c. Oznacme si p = ¢ dx. Potom zobrazent
T: WhP(RY) — WHP(p)

definované predpisem
T(f)=fo~'?
je izomorfismus WHP(RY) na Wk’p(,u)

Diikaz. Pro k =1 berme f € W1P(R?) a pocitejme

||V (f w—l/?) ”Lp(u) _ ||Vf ¢_1/p —(1/p) f ¢—(1+p)/p Vw”Lp(u)
<V P gy + /o) 107 ] g
= “foLP(Rd) + (¢/p) ||fHLp(Rd)
< 2max{1, ¢/p} [|flwrrra)-

2Prostor W*P (1) definujeme analogicky jako Wf P pro miru p.

7



Z uvedené nerovnosti plyne omezenost operatoru T. Predpisem Tg — ¢'/? ¢ za-
vedme operator T': WP (1) — WhP(R?). Zcela analogicky k predchozi nerovnosti
ziskdme

IV (98" ") | o gy < 2maxc{1, ¢/p} llgllwrrgn

pro libovolné g € WP (u), tudiz operator T je dobie definovany a spojity. Jelikoz
ToT = Idyep(, a ToT = Idyyx.p(ray, staci si rozmyslet injektivitu operétoru 7',
Ta je ovSem zfejma.

Pro pfipad k£ > 1 muzeme uplatnit indukci, nebot

HUHWM = HUHWk w + Y ID™ P,
| =k—1 e

[]

Disledek 2.4. Prostory W;g’ Jsou uplné, separabilni pro p € [1,00) a reflexivni
pro p € (1,00).

Dodejme, Ze pro p = 2 jsou piislusné prostory Hilbertovy se skalarnim souci-

nem
(u,v)wkg = Z (D%u, Dv) ;2 .

|| <k

2.1.2 Véty o vnoreni a husté podmnozZiny

Z omezenosti funkce ¢, ; a jejich derivaci plyne vnoteni WH?(R?) — W2,

pficemz prostor vpravo je vzdy vétsi (obsahuje napiiklad konstantni funkce).
Vzhledem k jeji integrovatelnosti plati L2 ; < LZ; pro viechna 1 < ¢ < p < oo.
Trividlng téz W;f;%’ — LZ ;. Jak uvidime v nésledujicim piikladu, koncovy prostor
predchoziho vnofeni neni mozné zlepsit.
Priklad 2.5. Necht p € [1,00). Uvazujme funkeci ¢,(z) = ng;g/p, jeZ je exponen-
cialné rostouci. Ziejmé plati nerovnost |V,| < i), tudiz pro 0 < a < 1 patii
funkce ¢, do prostoru W;f. Nicméné pro libovolné g > p/a funkce 1, nenalezi
do prostoru L{ ;

Vidéli jsme, ze dilezitou roli v predchozim piikladu hrala mocnina vahové
funkce. Pokud zménime koncovy prostor, jmenovité uvazime na ném vahu s vyssi
mirou poklesu, ziskaime obdoby vét o vnoteni.

Pozorovdni 2.6 (Véty o spojitém vnoteni). Mame-li W*P(R?) spojité vnoieno
do Wm4(RY) (k > m, ¢ > p), miZeme zkonstruovat nasledujici komutativni
diagram:

k,p Ny m,q
Wey —— Woz

lqsi/;’ qu‘” ’
WhP s Jyma

Vidime, ze ®(g) = g ¢o5 (@=P)/(@P) 3o spojité zobrazeni. Pro g € W;gj(Rd) oviem
z definice prostoru s vahou:

12 () lwre = gllwre,

8



kde € = e£¢/p. Odtud plyne vnoreni ng}f — WZ3!. Navic nemizeme, obdobné
jako v Prikladu pii danych exponentech ¢ a € zvétsit exponent g u prostoru,
do néhoz zanotfujeme.

Pozorovdni 2.7 (Véty o kompaktnim vnoreni). Navazeme-li na predchozi pozo-
rovani, mizeme si v§imnout, Ze vnoreni W;’%’ do L?; nemuze byt kompaktni.
To by totiz p¥imo implikovalo (dle diagramu) kompaktnosti vnoreni W1r(R9)
do LP(R?), které z¥ejmé neplati.

Zvysime-li ovSem miru poklesu vahové funkce pro prostor, do né¢hoz vno-
fujeme, mohou byt vysledna vnoreni kompaktni. Uvazujme napiiklad k&, m, p
a q jako v piedchozim pozorovani, pro néz je navic vnoteni W*?(B(0,1)) —
W™1(B(0, 1)) kompaktni. Potom pro libovolné & > eq/p plati

k,p m,q
Wiz —— Wg@ .

Diky vybéru k, m, q a p existuje dle Pozorovani konstanta K, pro kterou

/Rd |U|q¢€q/p7i‘ < K,

kdykoliv ||u||Wkp < 1. Diky Holderové nerovnosti (s dvojici exponenti 1 a oo)

nalezneme pro Tibovolné & > ( ¢islo R > 0, pro néz

/ |U’q &, < (5
B(0,R)°

nezavisle na u z jednotkové koule Wf P Tim muzeme pievést otazku kompaktnosti
na omezenou mnozinu. Tam jiz snadno aplikujeme pfedpoklddané kompaktni
vnoreni pro Sobolevovy prostory ke konstrukei koneéné 9-sité pro libovolné § > 0.

Lemma 2.8. Necht p € [1,00), k € N. Potom mnoZina hladkych funkci s kom-
paktnim nosicem je hustd v prostoru Wak;f

Diikaz. Pro odpovidajici Sobolevovy prostory je tvrzeni pravdivé. Diky hladkosti
funkei ¢. ; je zobrazeni T' z Lemmatu vzajemné jednozna¢nym zobrazenim
na mnoziné hladkych funkci s kompaktnim nosi¢em. Nakonec zbyva pripomenout,
ze spojita zobrazeni v topologickych prostorech prevadéji husté mnoziny na husté
podmnoziny obrazu. O]

2.1.3 Dudalni prostory

P1i reprezentaci dualu k prostorim s vahovou funkci mizeme postupovat ob-
dobné jako v piipadé Sobolevovych prostorii. Pomoci zobrazeni u — (D*u)q<k
muzeme izometricky izomorfné vnorfit prostor Wak P na uzavieny podprostor F
soucinu prostort L. ;, ktery budeme strucéné znacit X. Dle Hahn-Banachovy véty
jde kazdy prvek dualniho prostoru k F' rozsitit na prvek X* se stejnou normou.
S piihlédnutim k Rieszové vété o reprezentaci pro 6 € (Wig’ )* existuji funkce
fa € Lz, q=p/(p— 1) takové, ze

0(u) = (0, u) / fa D*u . (2.2)

la|<k



Dle zminovaného dusledku Hahn-Banachovy véty je norma funkcionalu € infi-
mem norem (fy)ja|<k v soucinu prostori L ;, kde infimum bereme pfes viechny

(fa)laj<k, Pro néZ plati (2.2)).
Miizeme postupovat i druhym zptsobem a popsat duéalni prostor k Wf P jako
zuplnéni vektorového prostoru L ; vzhledem k normé

/ UV Qe z -
]Rd

Zminéna tvrzeni jsou pfimocarymi analogiemi téch, jez jsou uvedena v [AF03|
§3.7 — §3.14, a proto jejich dukaz zde vynechéame.

Jul = sup
veWrP

€,%
ol p=1

,T

2.2 LokAlné uniformni prostory

2.2.1 Zavedeni a zakladni vlastnosti
Zna&eni. Necht p € [1,00). Pro méfitelné funkce u: R? — R uvazujme funkcio-
nal
[ullzy = sup [[ull LrBw.1)),
y€ERd
kde B(y, 1) znagi otevienou kouli se stfedem v bodé y a jednotkovym polomérem.
Ozna¢me L} prostor méfitelnych funkcﬂ u spliwjicich [Juf|» < oo

Do t¥idy funkei L} patii vSechny esencialné omezené funkce a zaroven perio-
dické funkce spliujici prislusnou podminku integrovatelnosti.

Nenf tézké si rozmyslet, Ze || - ||;» zavadi normou na Lj. Prostor (L, || - || )
je navic uplny, coz je diisledkem néasledujicich dvou lemmat.

Lemma 2.9. Necht T je mnozina viech krychli v R? se stiedy v bodech s celoci-
selngmi souradnicemi a s hranou délky 1. Na LY definujme normzﬁ

|wl|p,7 = sup [|ullLr(c)-
ceT

Potom (LY. || - ||,7) je Banachiw prostor.

Diikaz. Ocislujme si krychle ze systému 7 = {C}.: k € N} a uvazujme cauchyov-
skou posloupnost {u, }nen. Dle definice normy je posloupnost restrikei {un [Ck}
cauchyovskéd v tplném prostoru LP(Cy) (a to stejnomérné vaci k); jeji limitu
zna¢me 7y,. Necht wy, je rozsifeni funkce @, nulou na celé R%. Polozme

U = E Ug, -

keN

Funkce u je dobte definovana, méritelna a navic

Hun - u”p,T = sup ||Un - UHLP(Ck) —0, n— oo,
keN

nebot konvergence na jednotlivych krychlich jsou stejnomérné vidi k. O

3po ztotoznéni funkei rovnych skoro viude
4systém T pokryva R? az na mnozinu nulové miry, proto nepitjde pouze o seminormu
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Lemma 2.10. Prostor (Ly, || - [[,,7) je izomorfni s (Ly, || - ||zr)-

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z ekvivalence obou norem. Kazdou krychli z 7 muzeme
pokryt néjakou kouli s jednotkovym polomérem. Naopak kazdou kouli s jednot-
kovym polomérem pokryjeme (aZ na mnoZzinu nulové miry) 2¢ krychlemi z T,
a tudiz

I

p7 < M- lleg <2770 oy

]

Zna&eni. Necht p € [1,00), k € N. Znacme W;? funkce u € L. se slabymi

loc
lokélné integrovatelnymi derivacemi do stupné k (véetné), pro které

lullfyir = D 1D ullfy < oo

lal <k

. 2 2 12 k v PR
Funkcional || - || x» zavadi normou na W,””. Nefekneme-li jinak, budeme
b

k . - . .
na W, uvazovat pravé tuto normu. Takto zavedené prostory budeme souhrnné
nazyvat lokdlne uniformnimsi prostory.

Lemma 2.11. Nechtk € N ap € [1,00). Potom je ka’p uplny prostor, ktery nent
separabilni ani reflexivni a pro p = 2 neni izomorfni Hilbertovu prostoru.

Diikaz. Obdobné jako v §2.1.3|mtzeme W, P vnofit izometricky izomorfné na pod-
prostor (LY)™ (pro vhodné velké piirozené ¢islo m). Ukédzeme uzavienost tohoto
podprostoru. Uvazujme w,, u a v € L} spliujici

[tn —ullp — 0O a |1 D% — 0|z — 0. (2.3)

Necht {B,,: n € N} je systém otevienych kouli o poloméru 1, ktery tvoii lokalné
konecné pokryt mnoziny R?. K nému existuje piislusny rozklad jednotky tvaru
1 =3, cnVn, kde v, jsou hladké funkce spliwjici supp(,,) C B,,. Dle plati
D*u = v, uvazujeme-li restrikce téchto funkci na libovolné B,,. Totéz ukazeme
i globalné. Pro ¢ € D(RY) obdrzime

oo (5o o Lo

neN neN

protoze 0 = D%(1) = Y~ . DVp.

Prostory ka " nejsou separabilni ani reflexivni, nebot obsahuji podprostor
izomorfni s {,. M&me { B, } ;e oteviené jednotkové koule v R?, jez jsou navzajem
disjunktni i po zdvojnasobeni poloméru. Pro kazdé ;7 € N uvazujme hladkou
funkci u; s nosi¢em v B; spliwjici || u; wa,p = 1. Zaroven muzeme chtit, aby u; byla

prostorovou translaci u; pro libovolné j € N. Definujme zobrazeni T': (., — ka P

predpisem
o0

T((a;)jen) = Y _ ajuj,

=1

Sprimik libovolného spoéetného podsystému je prazdny
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kde sumu bereme ve smyslu konvergence skoro vsude. Ziejmé potom
1T ((a5)jen) ||y = sup lag - llsllypre = 1) jenllens
b jEN b

tudiz T je dokonce izometrie.
k,2 . e . ]
Kdyby se na prostorech W,* dal zavést skalarni soucin s normou ekvivalentni
k,2 - o - s e
|- HW:,Q, byl by prostor W,"* nutné reflexivni, coz je spor s pfedchozi ¢asti dikazu.
O

2.2.2 Véty o vnoreni a husté podmnozZiny

Vybér mnozin tvaru koule pro lokalni integraci umoziuje velmi snadno rozsi-

fit platnost vét o vnoreni ze Sobolevovych prostori. Vychazime pritom z faktu,
ze konstanty pro lokalni vnoreni nezaviseji na vybéru koule.
Pozorovini 2.12 (Véty o vnoieni). Plati-li WkP(B) — W™4(B) pro klasické
Sobolevovy prostory na kouli B o poloméru 1, potom W, < W™, Specialné
tedy I/Vbl’2 — Lid/ (d-2) pro d > 2. Stejné tak zustavaji zachovana vSechna vnoteni
do prostoru spojitych a spojité holderovskych funkei. Ziejmé ale zadné z téchto
vnofeni nemuze byt kompaktni.

Jak jsme vidéli vySe, vlastnosti prostori Lj jsou blizké vlastnostem Lebes-
gueovych prostorii L= (R?). Nejinak tomu je v otazce hustych podmnozin.

Zmadeni. Necht z € R?. Ozna¢me 7, operator posunuti definovany

7 (u)() = ul(- + 2).

Polozme
Ir = {u € Ly: lim flu—7.(u)|p = o}
|z|—0
a uvazujme na Ei normu || - [|zr. Analogicky k predchozim postupiim zavedme
ko,

Vcelku snadno se da ukazat, ze Eﬁ je uzavienym podprostorem L}. Je-li totiz
U, — u v L}, u, € Ly, potom
17=(w) = ullpp < NI7e(u) = 7= (un) g + (17 (un) = wnllp + [Jun — ulp-

Prvni a posledni s¢itanec konverguje k nule nezavisle na z. Prostiedni s¢itanec je
mozno libovolné zmensit pro pevné n, pokud se |z| blizi k 0. Z toho jiz snadno
plyne u € Zi :

Nasledujici piiklad ukazuje, Ze ne vSechny funkce z L} patii do zi’ )
Priklad 2.13. Necht p € [1,00). Pro n € N polozme B, = B (2n€1, #), kde €3
je prvni vektor kanonické baze R?, a definujme funkci

Zrejmé [[ul|r = 1. Pro libovolné h > 0 zaroveii
lu-) = ul-+her)|p = 1,

12



nebot muZzeme nalézt n, pro néz

L1 L1
B <2n€1, W) NnB ((2n—|— h)el, W) = @

Pozorovdni 2.14. Necht u je omezend funkce t¥idy C*(R?) s omezenymi prvnimi
derivacemi. Potom dle véty o stfedni hodnoté

sup / lu(z + z) — u(x)|P < C|z]P sup |Vu(y)|?, (2.4)
B(y,1)

yeRC yeRd

tudiz u € fi’ . Hladké funkce s omezenymi derivacemi tedy netvoii hustou pod-
mnozinu Lj.

Pozndmka. Prostor Zi’ neni separabilni ani reﬂexivniﬁ Na druhou stranu diky
dodate¢né podmince (spojitosti viaci translaci) obsahuje hladké omezené funkce
s omezenymi derivacemi jako husty podprostor. Diikaz tohoto tvrzeni se da vést
pres zhlazovani konvoluci, jez je k obdobnému ucelu pouzito v ¢lanku [CD04],
Part II, Lemma 3.

Lemma 2.15. Oznacme C° vsechny hladké a omezené funkce na R?, jejich?
derivace vSech Tadi jsou téZ omezené (ne nutné stejné omezené). Potom C° je

hustd v prostoru /V[Zf’p pro libovolné k € Ny a p € (1,00).

2.3 Vzajemné vztahy zavedenych prostori

Zatnéme uvedenim klicového vztahu mezi vyse definovanymi prostory funkei.
Uvedme, Ze tvoii zcela zasadni roli v konstrukei disipativniho odhadu v lokalné
uniformnich prostorech (viz Véta [6.3)), a to nejen pro vlnovou rovnici.

Lemma 2.16. Necht e > 0, p € [1,00) a k € Ny. Funkce u ndlezi pro viechna
z € RY do prostoru Wski? a spliuje

sup [[ull e < oo, (2.5)
TERd o

praveé kdyzZ u € Wf P Navic existuji kladné konstanty Cy, Cy, pro néz plati

Cillullysr < sup [lullyrr < Collullyrs. (2.6)
ZC€R4 ’

Diikaz. Kazda méritelnd funkce f splhuje

[oamrse [ UPo <y,
B(y,1) B(y,1) v

pro viechna y € R?. Plati-li (2.5) pro (slabé diferencovatelnou) funkci u, potom
u € ka’p a prvni nerovnost v (2.6 je zarucena.

6Z podobného divodu jako L?.
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Pro f € Ly, uvazujme {C}}ren jednotkové krychle jako v Lemmatu . Od-
hadujme

115 = (/uwm<wu§}www < ellflly > sup el
’ keN keN Y keN YECE
(2.7)

Suma vpravo je konvergentni a omezena nezavisle na z. Lze ji totiz vhodné pfeu-
spofadat na 3% | ax, kde ay & k% te=*. Mame-li tedy u € W;", potom ziejmé
u € Wff , plati druha nerovnost v (12.6)), a tudiz i nerovnost ([2.5)). H

Dalsi lemma (jehoz snadny diikaz lze nalézt napiiklad v [Zel01]) predstavuje
uziteCny néastroj nahrazujici véty o spojitém vnofeni, jez v prostorech s vahovymi
funkcemi neplati v dostate¢ném rozsahu (jak jsme jiz vidéli). Toto lemma néasledné
budeme aplikovat v Lemmatu [2.18

Lemma 2.17. Necht p € [1,00), € > 0 a Z € R%. Potom ewistuji konstanty C,
a Cy takové, Ze

/¢”\uvmxf¢m /w\@mwx (2.8)

< 02/ ez () |u(z) [’ de.
Rd
Lemma 2.18. Uvazujme ¢ > 0 a T € RL. Necht f € CH(R) spliuje pro vsechna
redlnd r nerovnost |f'(r)] < ¢(1 + |r|?), kde ¢ > 0 a p < 2/(d — 2) (pFipadné
p € [1,00) pro d < 3). Potom pro u, v € I/Vbl’2 plati

1£@) = F@lzz, < Q (hullype, wllypz) = vy,
kde Q) je spojitd funkce rostouci v obou slozkdch.

Diikaz. Mé&jme u, v € I/Vbl’2 a pocitejme

fl) = @) = [ Flou+ (1= sj0)ds(u=0), (2.9)

Ozna¢me si ws = su + (1 — s)v pro s € [0,1]. Z vét o vnofeni mezi lokalné
uniformnimi prostory ziskavame

el zosia-ar < C (Iullypz + [0llp2) (2.10)

kde C} nezavisi na s, u ani v. Vzhledem k rustové podmince na funkci f’ odha-
dujme

_ d—
150y < Callt 4 /92 < Ca (14 4002, ) @
Prol = fol f'(su+ (1 — s)v) ds shrnutim pfedchozich odhadi ziskame
lilzg < sup 117wy < Q (Iullype o]z
b s€[0,1] b b b
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Pouzitim Lemmatu [2.17] rovnosti (2.9)) a Holderovy nerovnosti na Lebesgue-
ovych prostorech na kouli ziskdme

/ ) = f(0)2en d < C / b al2) / F(uy)) — Fo())]? dy de
Rd R4 B(z,1)
< Ci [ Beal) Wlsamy 10 = o1 aio-npieny

< Callly [ 6a(a) = vl d

Aplikaci druhé nerovnosti Lemmatu obdrzime dokazovany odhad. O]

Obdobny sled nerovnosti jako v (2.7) (kde nes¢itame pres vSechna k € N)
vede piimocare k dikazu nasledujiciho tvrzeni (viz také Pozorovani [2.7]).

Lemma 2.19. Bude >0, Z € R a B C L} omezend mnoZina. Potom pro libo-
volné § > 0 existuje R > 0 takové, Ze plati

[ fu@)Pouse)ds <5
R4\ B(0,R)

pro libovolné u € B.

Umluva. V dalsich kapitolach budeme argument véahové funkce vynechévat, bu-
deme psat ¢. ; misto ¢. z(z).

2.4 Vybér fazového prostoru pro rovnice na neo-
mezené oblasti

Oznacme si @, ; fazovy prostor tvoreny funkcemi z prostoru s vahovou funkei
¢z Pro nékteré tiidy rovnic je mozné pro libovolné pocatec¢ni podminky z @, ;
nalézt FeSeni se spojitymi trajektoriemi v ®. ; (neboli z prostoru C([0, 00); . z)).
Mezi tyto tridy patii napiiklad linearni rovnice s omezenymi koeficienty. Staci
vyuzit Galerkinovu metodu pro energetické rozhrani dané ®. ; (jak totiz uvidime
v Kapitole |5} 1ze odvodit témér identické apriorni odhady jako pro rovnici na ome-
zené oblasti)[] Dalsi moznosti je volba nelinearit takovych, aby apriorni odhady
jiz zarucovaly potifebnou regularitu feseni (v pfipadé nize zkoumané vinové rov-
nice ma tyto vlastnosti nelinearita g, a to diky dolnimu odhadu v Obdobné
v ¢lanku [GPS10] spliwje tento pozadavek zdrojova nelinearita).

V pripadé obecnéjsich koeficientii nebo nelinearit nelze tento postup pouzit
z divodu nemoznosti vnoteni prostoru W;g’ do ,lepsiho* prostoru nez je L% ;.
Prostory s vahovou funkeci tedy tvori spise pomocné nastroje k ziskavani vysledkt
pro rovnice s daty z lokdlné uniformnich prostorii.

Shriime jesté ruzné techniky, kterymi lze odvodit existenci a vlastnosti rfeseni
rovnic na neomezené oblasti. V ¢lancich [GPS10], [Zel03] se pro existenci pouziva

“Neni potom t&zké si rozmyslet, Ze timto zpisobem miZeme odvozovat existenci Fefeni
na t¥{dé funkei s vhodnym exponencialnim ristem (nebo naopak poklesem, pokud misto vahové
funkce ¢ z bereme gb;?l;) Vzhledem k vétam o vnofreni pro prostory s vahovou funkci muzeme
pro vhodné data nalézt klasicka FeSeni.
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limitni pfechod v fesenich tlohy na omezené oblasti s nulovou okrajovou podmin-
kou (feSeni jsou pritom dodefinovana nulou vné omezené oblasti). V piipadé studie
[CDO04] byla k dikazu existence vyuZzita teorie analytickych semigrup. K dikazu
existence lokalné kompaktniho atraktoru (pfesnéa definice se nachézi v Kapitole [7))
se v [GPS10] osvédcila aplikace parabolické kompaktnosti /—trajektorii. V ¢lan-
cich [Zel03] a [CD04| autofi existenci atraktoru odvozuji na zakladé odhadi vyssi
regularity, tudiz na zhlazovacich vlastnostech parabolické rovnice.

V piipadé hyperbolickych rovnic (viz [Fei96], [Zel01] a kapitoly nize) se hojné
vyuziva konec¢né rychlosti Siteni pii odvozovani vysledki. Pro dikaz existence
atraktoru je potom aplikovana metoda rozdéleni feSeni na ,, kompaktni“ a ,,malou®
¢ast jako v pripadé omezené oblasti.

Poznamka. V nékterych piipadech je pouziti prostori s vdhovou funkci nejen
pomocné, ale i primarné zadané. Volba vhodné vahové funkce (ne nutné tvaru
¢ez) muze prinést v piipadé ur¢itych druhi rovnic lepsi energetické rozhrani nez
zékladni Sobolevovy prostory. Vhodnou volbou prostort se tak daji zpristupnit
zakladni energetické metody, jejichz pouziti by v kontextu obycejnych Sobolevo-
vych prostori nebylo mozné (viz kratky prehled v nasledujicim odstavei).

Pro konkrétni pripady rovnic, na které se tato metoda aplikovala, mizeme
¢tenare odkazat na ¢lanky [KO83| a [KS02]. V prvnim jmenovaném se autoii
zabyvaji Dirichletovou tlohou pro linedrni operéatory eliptického typu. Pii volbé
vhodnych vahovych funkei jsou vysledky aplikovatelné

e na rovnice na neomezené oblasti,
e na rovnice s neomezenymi daty,

e na rovnice, ve kterych je klicova bilinedrni forma pozitivné definitni, ale ni-
koliv koercivni (tudiz neni mozné aplikovat nastroje typu Laxova-Milgra-
mova lemmatu).

Ve druhém citovaném ¢lanku se prostory s vahovou funkei voli pro analyzu semili-
nearn{ vlnové rovnice na neomezené oblasti s ¢lenem ¢(z) Au, kde ¢! je omezena
a integrovatelna. Nazornéji - rychlost Sifeni vin je daleko od pocatku tlumena.
Na slozce fazového prostoru urcené pro casovou derivaci FeSeni je pak uvazovan
prostor L? s vahovou funkef ¢~ 1.

2.5 ZAavérecéné komentare

Pozndmka. V ¢lancich autofi vétsinou pouzivaji méné regularni vahoveé funkceE]
K ziskédvani vysledki o slabych fesenich rovnic druhého radu tyto vahové funkce
postacuji. Nicméneé vyse zavedené prostory mohou byt aplikovany v pfipadé rovnic
vysstho stupné nebo pokud chceme odvodit vyssi regularitu feseni.

Pozndmka. Cast o hustych podmnozinach v prostorech LY byla prevzata z ¢lanku
[CDO04]. Priklad byl inspirovan jednodimenzionalnim piipadem v [MS95].

$Mizeme uvést jako piiklad funkci e~ 1*! v ¢lancich [Zel01], [Zel03], [GPS10].
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Cast II

Vinova rovnice na neomezené
oblasti
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3. Zkoumana rovnice

Hlavnim tématem nésledujicich kapitol prace bude vlnova parcialni diferenci-
alni rovnice s nelinearnim tlumenim a nelinedrnim zdrojovym ¢lenem. Uvazujme
tlohu

Opu — Au+ g(Owu) + au+ f(u) =h v (0,00) x R?, (3.1)
u(0,2) = up(x), Ou(0,z) = uy(z) pro z € R¢ '
pro a > 0 a d € N. Hleddame funkci v = u(t, z), ktera by (alesponr v néjakém slab-

$im smyslu) Tesila tlohu (3.1). Zaroven nés zajima chovani této funkce pro velké
casy.

Umluva. V celém textu budeme Laplacetv operator A a operatory gradientu V
a divergence ,div* uvazovat pouze vzhledem k prostorovym proménnym. Ko-
rektné bychom méli psat A,, V, a div,, zistaneme ovSem u neindexovaného
znaceni, jenz byva pro evolu¢ni rovnice typické.

3.1 Predpoklady na nelinearni ¢leny

Pro zdrojovou nelinearitu f predpokladdme
(F1) f€CH(R),
(Fy) pro libovolné r € R odhad

[f(r)] < nllrP~ +1),

(FS) f/ Z _67
(Fy) liminf o f(r)/r >0,
kde 5 a v, jsou kladna realné ¢isla a

d
<-4 d>2
P=a-2 pro@ == (3.2)

p € (0,00) prod=1, 2.

Po ¢lenu tlumeni g vyzadujeme, aby splhoval
(G1) geC'(R),
(G3) ¢(0) =0, g striktné rostouci,
(G3) pro libovolné r € R odhad

Yol — 43 < g(r)r < ya(|r* T+ 1),

kde 7, jsou kladna realna ¢isla a p € [1, 00).

Pozndmka. Predem uvedme, Ze existence a jednoznacnost feSeni bude doka-
zéna v plném rozsahu zminénych dat v Kapitole 5] Tamtéz uvedeme dodateéné
vlastnosti FeSeni rovnice na neomezené oblasti. Nasledné v Kapitole [6] odvodime
pro u = 1 disipativitu dynamického systému tvofeného fesenimi. Za dodatecného
predpokladu 7 < ¢’ < 1/~ pro v > 0 dokazeme existenci lokalné kompaktniho
atraktoru.
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Pozorovdni 3.1. Shriime nékolik snadnych (avSak Casto uzivanych) disledkdy,
které plynou z predpokladii na jednotlivé nelinearity.

e 7 podminky|(Gs)|plyne g(r)r > 0 pro vSechna r € R a zaroven pro vSechna
realna Cisla a a b plati

(9(a) = g(b))(a —b) = 0.

e Pomoci |(F})], [(F3) a |(Fy)| maZeme rozlozit f na soucet f; + fo tak, aby
pro vSechna redlna r platilo
o fi, f2 € CL(R),
o fi(r)r >0, f(0) =0,
o [fi(r)] = =5,
o fi(r) <m(Irl~t +1),
o [f2(r)] +1f2(r)] < s

pro vhodné v5 > 0 zavisejici na f.

e 7Z nerovnosti —vy5 < f5(r) < 5 a predchoziho bodu ziskdme nerovnost
| f2(r)| < ~s5|r| pro v8echna realna r.

e Diky plati odhad
7]
A <7 / (IslP* + 1)ds < ys(lrl” + 1),
0

e Konstantu 7, muzeme uvazovat takovou, aby zaroven platilo
lg(r)] < qa(|r]" +1).
Zmaceni. Polozme .
Fi(r) = / fi(s) ds.
0

Dle predchoziho pozorovani fi(r)r > 0, a tedy funkce F} je nezéporné na celé
realné piimce. Zaroven pro vSechna realna r plati

Fi(r) < ya(lr[”** +1).

Taktéz

Fi(r) = /0 fi(s) + Bsds — §r2 < filr)r + §r2. (3.3)

Pozndmka (Problematika konstant). Kvili teoretickému zaméreni diplomové pré-
ce a kvili prehlednosti nebudeme vytvaret odhady s optimalnimi konstantami.
Budeme vyuzivat rtiznou symboliku pro konstanty rtznych typt kvili snadnéjsi
orientaci v delsich odhadech.
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Malymi feckymi pismeny zna¢ime konstanty souvisejici s daty tlohy (pfevazné
s rastovymi omezenimi na nelinearni ¢leny). Velkym pismenem C, piipadné opat-
fenym indexem ¢i vinkou, budeme znacit konstanty, jez vzniknou jako funkceE]
predchozich konstant (a to jak malych Feckych, tak i téch typu C' s niz8imi in-
dexy). Déle tak budeme znacit konstanty pro véty o vnofeni mezi prostory funkei.

V odhadech budeme také pouzivat konstanty (), jez budou souviset s nor-
mami pocatecnich podminek nebo s normou pravé strany tlohy. Konstanty )
mohou zahrnovat i konstanty vSech predchozich typi a mohou byt také shrnuty
do konstanty typu C' (ovSem piipadné az pii svém druhém vyskytu).

Cislovani konstant umoznuje ¢tenafi sledovat jejich zménu v pribéhu odhadu.
Platnost ¢islovani se vztahuje vzdy k jednomu dikazu ¢ jednomu ucelenému
odhadu. Zaroven méjme tumluvu, Ze vSechny konstanty typu C' a ) budou vétsi
nez jedna.

Umluva. Pro funkce budeme pouzivat dva typy znaceni

- tuéné pismo si vyhrazujeme pro vektorové funkce, predevsim pro funkce
z Bochnerovych prostort (viz také §8.2)),

- normalnim pismem pak oznacujme realné funkce.

Casto se vektorové funkce daji reprezentovat funkcemi na kartézském soucinu
(nejéasteji (0,7) x Q) a naopak (viz §8.2.1)). Vzhledem k riznorodosti pouziva-
nych metod je vhodné stiidat mezi témito reprezentacemi. Proto také k vektorové
funkci znacené tuénym pismem muzeme nékdy uvazovat prislusnou reprezentujici
funkci ve smyslu kterou zna¢ime normalnim pismem. Primarné budeme
slaba TeSeni uvazovat jako vektorové funkce a silné feseni jako funkce na kartéz-
ském soucinu.

Pro ¢asové derivace vektorovych funkci pouzivame symbol ’, zatimco u funkce
definované na (0,7) x € zna¢ime parcialni derivaci podle ¢asu symbolem 0.

3.2 Struc¢ny prehled pouzitych metod

Jednoticim prvkem nasledujicich tii kapitol jsou energetické odhady, jez slouzi
jako nastroj k odvozeni vétsiny vysledki. K dikazu existence feSeni na omezené
oblasti vyuZijeme obdobné metody jako v [Lio69] (podobné byly uzity okrajové
i v [Fe199]). Na neomezené mnoziné je diikaz existence zaloZen na existenci feSeni
na omezené oblasti a kone¢né rychlosti Sifeni, jez je pro vlnové rovnice charak-
teristicka. Tento postup byl pouzit i v [Eval0] (Kapitola 12., Véta 12.2), [Fei96]
a |Zel01]. Diky kone¢né rychlosti sifeni odvodime i dalsi vlastnosti feSeni na ne-
omezené mnoziné. Pro dikaz jednoznacnosti feSeni na obou typech oblasti apli-
kujeme metodu testovani dasovymi diferencemiP} ktera pochézi z ¢lanku [KL02].
Ackoliv to na prvni pohled nemusi byt zfejmé, jednoznacnost hraje také dulezi-
tou roli v odvozovani dodate¢nych vlastnosti feSeni. Pro odvozeni disipativniho
odhadu a existence lokalné kompaktniho atraktoru je vyuzito obdobné schéma
jako v [Fei96].

Lvzdy tyto funkce uvazujeme spojité a rostouci v kazdé slozce
2teoreticky podklad pro pouziti této metody muZe ¢tenai nalézt v 1‘.
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4. Vlnova rovnice na omezené
oblasti

Po celou kapitolu budeme uvazovat prostorové (i ¢asové) omezenou variantu
jiz zavedené tulohy ([3.1)) s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou:

uy — ADu+ g(u) +au+ f(u) =h v (0,T) x Q,
u(0,x) = ug(x) pro x € €, (4.1)
Owu(0, ) = uy () pro x € €,
u(t,z) =0 pro (t,z) € (0,T) x 0,

kde € je omezena oblast s hladkou hranici (pro nésledné aplikace si vysta¢ime
s mnozinami tvaru koule). Pro nelinearni ¢leny f a g predpokladejme -

a - . Cas T > 0 bude po celou dobu fixovany.

4.1 Druhy reSeni a otazka jejich existence

Definice. Uvazujme ug € W,*(Q), uy € L*(Q) a h € L*((0,T); L*(Q)). Vekto-
rovou funkci u: [0,7] — VVO1 (Q) nazveme slabym Fesenim ulohy (4.1), jestlize
u € C ([0, T): W™ (),
u' € C ([0,T]; L*()) N L*((0,T); L*()) , (4.2)
11(0) = Uy, u’(O) = U

a pro vSechna ¢ € D ((0,7T) x §2) plati:
- /OT (0, 0(t,)) dt+/0T (Vu(t), vt )) ae+ /OT (9w (1), w(t, ) at

+ [ (o)t [ (v ar= [ (a0 ) ar
(4.3)

Pozorovani 4.1. Mé&me u slabé feSeni tlohy . Platnost pro vSechna
uvazovana 1 mizeme chapat jako rovnost dvou linearnich funkcionali na prostoru
hladkych funkci s kompaktnim nosi¢em. Z regularity feseni vyplyva, Ze se jedné
o omezené funkcionély na prostoru

Wy? ((0,T) x Q) N LA ((0,T) x Q)). (4.4)

7 argumentu hustoty plyne platnost rovnosti i pro v8echny funkce kvality
E3).
Pro dalsi ucely bude vhodné odvodit formu rovnosti , ktera je platna
pti testovan{l] funkcemi D ([0, T] x ). Pro ¢ € D ([0,T] x ) mizeme polozit
Yy = 1, ¢ (kde 7, pochazi z (8.10))P} Funkce ¢, zFejmé splitujf regularitu (4.4),

Itestovanim budeme rozumnét dosazeni dané funkce do slabé formulace tlohy; p¥ipustnou
testovaci funkci pak rozumime funkci, pro niz ve slabé formulaci nastane rovnost
2jedna se o ,sefezavaci” funkci vzhledem k éasové proménné
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proto pro né plati rovnost (4.3), ve které nasledné provedeme limitni prechod
pro n — o0o. K odvozeni limity prvniho integralu pouzijeme Lemma|8.18, Prechod
v ostatnich ¢lenech je jiz trivialni. Pro v8echna ¢ € D ([0, 7] x §2) tedy plati

- /OT (u’(t),&ﬂp(t, .)> dt + (u'(T),qﬂ(T’ .)) _ (u’(O),w(o, _)) (4.5)

T

+/0T (vu(t),w(t,.)) dt+/0 <g(u’(t)),¢(t’.)> At

+ /OT (au(t),w(t, -)> dt + /OT

Na zavér poznamenejme, Ze z hustoty (viz Lemma [8.17)) jsou pfipustnymi testo-
vacimi funkcemi slabé formulace (4.5)) funkce t¥idy

(st 0) = [ (o) vie. ) .

L* ((0,T); Wy () n W2 ((0,7); L2(R)) N LM ((0,T); L)) -

V dalsi c¢asti textu budeme pro strucénost reguldrnim: daty nazyvat data,

jez splimji ug € W22(Q)NW,(Q), uy € Wy (Q) NL*(Q), h € Wy?((0,T) x Q).
Definice. Necht u je slabé feseni ve smyslu predchozi definice. Potom u nazveme
silngm Tesenim ulohy (4.1)), jestlize navic

ue L ((0,T); W2*(Q) N Wy*(Q))

u' € L= ((0,7); Wy *(R)), (4.6)

u” € L* ((0,7); L*(2)) .

Pozorovani 4.2. Je-li u silnym feSenim, mtizeme diky dodatecné regularité vSech-
ny derivace v (4.3 pfevést pomoci perfparteﬂ z funkce 1 na FeSeni:

[ (0 - due) + o)+ s, 00,0 ) ar = [ (n0,9) o

Takto prevedena rovnost plati diky klasickému argumentu plynoucimu z hustoty
i pro véechna v € LFFY((0,T) x ). Pfedpokladané regularita (4.6) a Pozo-
rovan{ umoziuje u ztotoznit s funkef v € W22((0,7) x Q) a u’ s funkef
z L'((0,T) x Q). Pak plati rovnost z jakozto rovnost dvou funkef z pro-
storu LWHD/R((0,T) x Q). Specidlné jde o rovnost skoro viude na (0,7) x €.

Znaceni. Necht u = u(t, z) je métitelna funkce na néjaké méfitelné podmnoziné
R+, Znacme

1 2 1 2 1 2
Elu] = 2|8,5u| + 2|Vu| + 2cv|u| ,
1 2 1 2 1 2
Flu| = =|0w|” + =|Vu|* + zalu|” + Fi(u),
2 2 2
jestlize pfislusné derivace existuji alespon jako slabé. Obdobné pro vektorovou
funkci u € L2 ((0,T); W'2(Q)) s u’ € L*((0,T); L*(QQ)) pouZijme znaceni E[u] =

Elu] a Flu] = Flu], kde u € WH2((0,T) x Q) reprezentuje u ve smyslu Lem-
matu .14

3pripomefime, Ze pro sobolevovské funkce taktéz plati per—partes, viz Lemma
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4.2 Apriorni odhady

Nejprve odvodime zakladni apriorni odhady, nebot pro dalsi postup budou
nepostradatelné.

Predpokladejme, 7e u = u(t, ) je hladkou funkei fesici ulohu (4.1)) s hladkymi
daty a s pravou stranou nulovou na hranici €2.

4.2.1 Odhady prvniho radu

Rovnost (4.1) v libovolném c¢ase t € (0,7) prendsobme Jyu a integrujme
pres mnozinu ).

/ Opu Opu dx — / Au Oy dr + / g(Oyu) Oyu dx
Q Q Q

+/au8tudx+/f(u)8tudx:/h@tudx.
0 Q Q

Vzhledem k regularité funkei miizeme na druhy integral aplikovat vétu o integraci
per—partes. Piihlédneme-li navic k homogenni Dirichletové podmince,

u(t,z) =0 pro (t,x) € (0,T) x 09,

obdrzime

i}'[u] dm+/g(8tu) 8tudx:/h8tudx—/f2(u) Oyudex.
o dt Q Q Q

Pouzitim véty o derivaci integralu zavislém na parametru, déle aplikaci Youngovy
nerovnosti na ¢leny pravé strany a Pozorovani (3.1)) ziskame

i/}"[u] d:r+/g(8tu)6tuda:§/h2+|0tu|2dx+/75|u|2+75|8tu|2d:1:.
dt Jo 0 0 0
(4.7)

Pfihlédnutim ke a (4.7) ziskame
d
—/]—"[u] dz —1—72/ |Oul*tt da (4.8)
dt Jq Q
S%M+/WM+Q/FMM
0 Q

pro vhodné C > 0 zavisici pouze na datech tlohy. Kone¢né Gronwallova nerov-
nost pouzita na (4.8)) implikuje odhadu

[ Furaasen [ [ our dsa (49)

< e (CQT+/}"[u](O,x) dx+/ /h2 da:dt)
Q 0o Ja

pro vSechna 7 € (0, 7). Pfipomenme jesté, Ze dle a zakladni véty o Vnofenﬁ
obdrzime

/Q Fluo) dz < 57 (191 + luollf1) < Cs (1+ lluollfitage)) - (4.10)

plati totiz p + 1 < 2d/(d — 2)
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Dohromady tedy mame odhady pro ,,bochnerovské normy feSeni u v zavislosti
na Case a integralnich normach pocatec¢nich podminek:

sup [ Flul(r.0) do + 20005 oy (w11)
t(0,1) Ja

< AT (CoT + Q1 (Juollwrzy, lluillz2), 1)l 22(0,m)x9))) -

4.2.2 Odhady vyssiho radu

Rovnici (4.1)) mizeme derivovat podle ¢asu, ¢imz dostaneme
Onv — ANv + ¢ (Oyu) 0w + av + f'(u) v = 0;h,

kde v = dyu. Nasobenim rovnice funkci 0,v a integraci pfes mnozinu €2 ziskémdﬂ

i/c‘f[v](t,x) da:—l—/g'(@tu) latv\de—l—/f'(u)vatvdx:/ﬁthatvdx.
dt Q o) Q Q
(4.12)

Dle a je derivace g nezaporna. V zavislosti na datech tlohy mi-
zeme odhadnout f'(u). V predchozi ¢asti jsme ziskali odhad pro u v normé
L= ((0,T); W, 2(Q)) Ze zakladni véty o vnofeni snadno odvodime taktéz odhad
v L™ ((0,T); L*¥/@=2((2)). Vzhledem k predpokladu a predchozimu aprior-
nimu odhadu tedy f’(u) mizeme odhadnout v normé prostoru L* ((0, T); L*()),
neboli

Hf/(u)HLOO<(07T);Ld(Q)) < Q2(Q1)

Podle Youngovy a Hoélderovy nerovnosti obdrzime

/ f(u)vowde
v

1 1
<5 [IF@P P ot Slo0lig @13
Q
1
< Q2 [[v][fya) + 5”391511“%2(9)-
Shrnutim odhadua (4.12) a (4.13)) ziskame
d
—/5[1}] dr < Qs </ Ev] dx—i—/ lath|2dx> : (4.14)
dt Jq o O

Gronwallova nerovnost potom implikuje odhadu

/Qg[u](f,x) dz < e92" (/Qg[u](o,x) da:+/0T/Q|ath|2dxdt) (4.15)

pro v8echna 7 € [0, T]. Uvédomme si, ze pro x €

v(0,x) = uy ()

0w(0,2) = Opu(0,x) = Aug(z) — g(ui(z)) — f(uo(x)) — aug(z) + h(0, x).
(4.16)

Suvédomme si, ze dyv(t, x) = dyu(t,z) = 0 pro z € O
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Pouzitim a zékladniho sobolevovského Vnofenﬁ odhadujme

/\f )P dz < %6 (1] + uol 20 (qy) < Qullluollwrzy). (4.17)

Po dosazeni (4.16]) a (4.17) do (4.15) a nasledném snadném odhadu ziskame

/ EWNT, z)dx (4.18)
Q
< Coe® (Juallys + s s + g + A0 + Q).

coz je opét odhad zavisly pouze na datech tulohy (4.1)).
Nakonec nasobme rovnici pro u funkci Aw;. Po integrovani a provedeni inte-
grace perfpartesm obdrzime

/ 0y(Vowu) Vouuda + / Oy (Au) Audx + / g (Oyu) V(0yu) V(Oyu) d (4.19)
0 Q 0

—i-a/Vuat(Vu)d:c—l-/f(u)@t(Au)dx:/VhV(atu)dx.
Q Q Q
Pocitejme
/f ) O (Au)d :—/f Auda:—/f ) Oyu Audz.

Vyuzitim nezapornosti ¢’, Youngovy nerovnosti, nulovosti funkce 0;,u na hranici
) a odhadu analogickému (4.13)) ziskdme pro t € (0,7)

d

37 (190l + 180y + alVullagy +2 [ fwduds)  (@20)

< Q5||v(8tu)||L2(Q) + ||AU’HL2(Q) + HVh||L2(Q)

pricemz

Qs = Qs (|| f'(u Wl oo ((01):00(0))) = @5(Q1).

’ /Q Fu) Aude

Upravme (4.20) na tvar, na ktery budeme moci uplatnit Gronwallovu nerovnost:

Ztejme takeé

1
< N (@)lza) + g1 Aulz. (4.21)

d
7 (190l + 180y + all Vi +2 | fwduda + 170 s
(4.22)

< Qsll9rulliyr2) + 3 HAUHm )+ al Vullzq)

d
+ 2/Qf(U)AU dz + | f(@)z20) + [VRllZ2@) + 1/ (@)720)

bplati totiz 2p < 2d/(d — 2)
"pFipomeiime, Ze g(0) = 0 a funkci h jsme predpokladali nulovou na hranici
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Derivované funkce na prvnim fadku (4.22) je nezédporna, zarovein obdobné jako

v (4.13)) ziskdme nerovnost
||f( Wiz = 2/ fu) f'(w) dude < || (u)llZ2q) + Q2llOkulliy2q)-

Clen || Oyt w1.2(2) odhadneme pomoci Poincarého nerovnosti. Poté aplikaci Gron-
wallovy a Youngovy nerovnosti a (4.21)) odvodime pro libovolné ¢ € [0, T] odhad

IVOru(t, )72 + 1Au(t, )72 + @l Vult, )l (4.23)
Soﬁe(Q2+Q5)T<||vatu<a')||L2(Q)+||Au( Wiz + @l Vu(0, )l

+ IVAlZ20m)xa) + Q6T>,

kde Qs = Qs ([|uollwr2(), lu1llr2(), 1Al L2(0.1)x0)) ziskdme Vyuthlmma
k odhadu || f(u )HLQ(Q)

Pripomenme si nerovnos
[wllw22(€) < Clll]| 220 (4.24)
pro w Tesici homogenni Dirichletovu ulohu
Aw =1

s pravou stranou [ € L2
Aplikaci Poincarého nerovnosti a nerovnosti (4.24) na (4.23)) obdrzime pro li-
bovolné 7 € [0, T] nerovnost

10 (T, M2y + 1w, )2z q) (4.25)
< CrelQ2t @)t <Q6T + luollfze ) + luallfee) + HhH%?(O,T;WL?(Q))) :

4.3 Otazka existence a jednoznacnosti reseni

Véta 4.3. Pro reguldrni data ug, uy a h existuje silné resent ulohy (4.1)).

Diikaz. Postupujme v podobném duchu jako v [Lio69], Chapitre 1, §3.2, Théoréme
3.1.

Nejprve zavedme kone¢né- dlmenzmnalm projekci ulohy (4.1)). Berme {w,, }ren
vlastni &sla operatoru —A na W,(Q), neboli funkce splnupm

(an, Vw) = A\u(wn,®), pro viechna ¢ € W,

Jak znamo, tyto funkce jsou t¥idy C*(2) (uvazujeme hladkou hranici Q) a tvori
ortonormalni bazi prostoru LQ(Q)H Oznacme P, ortonormalni projekci v prostoru
L?*(92) na podprostor generovany {w1,...,w,} a hledejme funkci

Up = Up(t,2) = Z & (t)w; () (4.26)

8viz také [Eval(], §6.3.2
9viz napiiklad [Eval0], Chapter 6, §6.5.1, Theorem 1
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fesici kone¢né-dimenzionalni projekci ulohy (4.1). Tim rozumime splnéni ({4.3])
pro ¥ = wj, j = 1,...,n libovolné a nabyvani poc¢atecnich podminek ve smyslu
d},(0) = (ug,w;),
()'(0) = (uf,wy),
kde ug, uf € span{wy,...,wy} splﬁujﬂ
upy — ug ve W2(9),
ul —uy ve WH(Q) N L*#(Q).

(4.27)

Projektovanou tlohu miizeme piepsat do tvaru
dy”(t) + Adn(t) + F(dn(t)) + G(dn'(t)) = Pu(h(1)), (4.28)
kde
A= ((sz-,ij) +04(Wz'awj)> )

i=1,..,n

F(da(t) = ((f(mn)sn), - s (Fln) ) ),
G(dn'(1) = ((9(@uwn), 1), - (9(Dutn)on) ).
K jesté pridejme pocéatecni podminky .

Uvedeny systém oby¢ejnych diferencidlnich rovnic mé feSeni dle Peanovy véty
na [0,77) pro néjaké T; > 0. Po vynésobeni rovnosti funkei d,,’ mtiZzeme
témeér zopakovat apriorni odhad vedouci k . Nedochazi tedy k ,,blow-upu*
reSeni (4.28), tudiz je mozné ho prodlouzit za T7. Tim padem existuje feSeni
(4.28)) na celém [0, T). Funkei u,, danou (4.26) nazyvejme n—tou galerkinovskou
aproximaci.

Nyni ptrejdéme k otazce konvergence galerkinovskych aproximaci. Pro ty mu-
zeme odvodit odhady analogické apriornim odhadim vyssiho radu zavislé pouze
na projekcich dat dlohy. K odvozeni derivujme rovnost podle ¢asu
a nasobme ji d,”. Odhad potom ziskdme skalarnim nasobenim funkef

((dn) (A1, - (d7) (D)

pficemz si uvédomme, Ze \jw; = —Aw;. Obdrzime tak nasledujici stejnomérné
odhady:
u, L ((0,T); W2(Q) N Wy*(Q))
u,’ p jsou stejnd omezené v ¢ L ((0,T); LM(Q)) N L™ ((0,T); Wy *(Q))
u,” L*((0,7); L*(R)) .

Pozorovani umoziuje ztotoznit u, s funkcemi u,, € W2((0,T) x Q) a zarovei
u,’ s funkcemi dyu,, € L*((0,T) x Q), piitemz plati

W22((0,T) x ),
L*H(0,T) x Q).

Unp

jsou stejné omezené v prostoru
atun

0Existence aproximujicich posloupnosti plyne z vét o eliptické regularité (viz napii-
klad [Eval0], §6.3.2, Theorem 5). Stali vyuZzit spojitosti fesictho operatoru W: W+2(Q) —
Wk+22(Q) N WO1 -2 (©2) homogenni Dirichletovy tlohy pro Laplacetiv operéator, matematické in-
dukce a spojitosti hustého vnofeni W2 N VVO1 2 <y L2 pro dostatecns velké k.
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Dle rastovych podminek na nelinearity f a g taktéz

9(Oun)

L*((0,T) x ),

jsou stejné omezené v prostoru
} ot P { LU0, T) x Q).

Z reflexivity vySe uvedenych prostori plyne existence funkei u, f a ¢ spliujicich
(po ptrechodu k vhodné podposloupnosti)

u, —u  ve W2((0,T) x Q),
9(Bun) — § v L0, T) x Q)),
flun) = f v L2((0,T) x Q).

Kombinaci omezenosti P, h(t), silné konvergence pro skoro vsechna t € (0,7)
a Lemmatu ziskdme (opét po piipadném piechodu k podposloupnosti)

P.(h) = h v L*((0,T) x Q)).

Limitnim ptfechodem odvodime pro v8echna 1 (t, z) = k(t)w,(x), kde k € D(0,T)
a n € N rovnost

/ <3ttu )dt—/ (Au )dt+/ooo (g(t,),w(t,-)) dt
+/OO° au(t, ), dt+/ooo< U(t.) dt = /OOO (n(t. )08, )) .

(4.29)

Jde o rovnost dvou funkcionali z prostoru (LFF1((0,T) x Q)" na mnoziné viech
funkei tvaru ¢ = kw, jako vySe. Konecné (4.29) plati pro vSechna

+1
Y€ M=span{nw,: 5 e DO, 1), neny

Funkce w, tvori ortonormalni bazi L?(2), také jsme si jiz rozmysleli, e jejich
linedrn{ obal je husty i v prostoru LAT(Q). Z Lemmatu a reprezentova-
telnosti vektorovych funkei funkcemi na kartézském soucinu dostavame M =
LFFH((0,T) x ). Podle vét o kompaktnim vnoifeni

W22((0,T) x Q) == WY((0,T) x ) < L*((0,T) x Q),
proto také pri prechodu k podposloupnostem

u, —u  ve WH((0,T) x Q),
Opun, — Ou v L*((0,T) x Q).

Dalsimi ptfechody k podposloupnostem také

up, —u  skoro vsude v (0,7) x Q,
Oy, = Opu skoro vsude v (0,7") x Q

a ze spojitosti funkei f a g
f(u,) — f(u)  skoro vsude v (0,7) x €,
g(Opun) — g(Opu)  skoro vsude v (0,7") x €.
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Diky Lemmatu tedy f = f(u) a § = g(du). Dle zékladnich vét o vnofeni
do tiidy spojitych vektorovych funkci pro Bochnerovy prostory navic
ueC([0,T; W),
u' €C([0,T]; L*()) .

Zbyva ovérit nabyvani pocatecnich podminek. To je ovSem témér primocary di-
sledek Lemmatu [8.18| O

Véta 4.4 (Stabilita feseni). Uvazujme {(uf,u})}nen posloupnost reguldrnich po-
citecnich podminek, jez je cauchyovskd v prostoru Wol’Q(Q) x L*(Q). Bud {hp}nen
posloupnost funkei z Wy ((0,T) x Q) cauchyovskd v L*((0,T) x Q). Oznacme
Up, = up(t, x) prislusnd silnd FeSent ulohy s pravou stranou h,, spliiujici pocédtecni
podminky u,(0,-) = uf a Oyu,(0,-) = u}. Potom

(4.30)

{un}2, je cauchyovskd v C([0, T); WH*(Q)),
{uy"}22, je cauchyouskd v C([0,T]; L*()).

Diikaz. Dle Pozorovani spliwuji u,, prislusné rovnice skoro vSude na mnoziné
(0,T7) x Q. Pro libovolnd m, n € N si vezméme rozdil téchto rovnic, ten na-
sobme 0y (u,, —u,) a integrujme pies ¢asoprostorovy vélec (0, 7) x € pro libovolné
7 € (0,7). Obdobnymi postupy jako ve vyse uvedenych apriornich odhadech
(opravnénost jednotlivych operaci plyne z ziskame

/5[ (1,2)dx +2/ / (Optiy,) g(@tun)) (Opttyy, — Opuy,) daxdt
/5 m — Un] (0, z d:c—|—2/ /}f U, —f(un)||8tum—8tun|dxdt
9 / / (s — | |Brtis — Byt . (4.31)
0o Ja

Siln4 feSeni spliuji zakladni odhad (4.11]), z néhoz diky silné konvergenci posloup-
nosti dat plyne

/ Eluyl(t,z)dx < O, (4.32)

|0t || L1 2x (0,7)) < Ch

pro vsechna n € N a ¢t € (0,7). Pfihlédnutim k monotonii funkce g, neboli
predpokladu [(G)], pozorujeme, zZe

/OT/Q (9(8rum) — 9(Orun)) (Optt, — Opuy) dadt > 0.

Na pravé strané (4.31)) zbyva odhadnout ¢len se zdrojovou nelinearitou. K tomu
vyuZijeme rustovy predpoklad a Lemma pro ¢ = 2d/(d — 2), r = 2
a p = p. Ziskame tak pro ¢t € (0,7)

1f Cum) = f(un)l| 220 < Collum = unllwr2(e), (4.33)

kde C; zavisi na €2, v, a konstanté omezujici posloupnost {||u, ||w1.2(0,1)x0) }nen,
jejiz velikost plyne z (4.7)).
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Shrnutim (4.32) a (4.33)) ziskaime odhad
/5[ — Uy (T, x)dx—/é'[um—un]((),x)dx
Q

<2/\u%n— ()l e 10eton — Ot ey

0

S/ ||hn—hm||%2(g)dt+03/ /E[Um—un](t,x)dxdt,
0 o Jo

ve kterém velikost C'5 zavisi na C5.
Pouzitim Gronwallovy nerovnosti obdrzime

sup /5 ) (t,x) de (4.35)

te(0,T)

< (14 C4TeC3T) </Qg[um — u,(0, z) dz + ||hy, — hm||2Lz((0’T)XQ)> .

Z cauchyovskosti (vzhledem k pfislusnym normém) jednotlivych posloupnosti
na pravé strané nerovnosti plynou oba body dokazovaného tvrzeni. O
Véta 4.5. Necht uy € Wy*(Q), uy € L*(Q) a h € L?((0,T); L*(Q)). Potom
existuje slabé resent lohy .
Diikaz. Vezmeéme si libovolnou posloupnost {(ug, u) }nen reguléarnich poc¢ateénich
podminek spliwjici (u, uf) — (ug, u1) ve WH2(Q) x L2(2). Berme také libovolné
funkce h,, € W, *((0,T) x Q) pro néz piislusné vektorové funkce konverguji k h
v normé L2 ((0,T); L*(2)). P¥islusnd posloupnost feseni {u,}nen dle Véty [4.4]
konverguje diky tplnosti C ([O T}, VVO1 2(Q)) k vektorové funkci u. Obdobné po-
sloupnost {u,’},en konverguje v prostoru C ([0, T]; L*(2)) k funkei v. Pro libo-
volnou funkei ¢ € D(0,T) potom plati

/0 u(t) ¢/(t) dt = lim /0 ua(t) ¢/(t) dt

~ tiw — [y ® o= - [ oo

a tedy u’ = v.
Nyni ovéfme pozadavky z definice slabého feSeni. Zfejmé u a u’ jsou spojité
vzhledem k ¢asu. Proto také

u(0) = lim u,(0) = lim uj = ug
n—oo n—oo

a obdobné u'(0) = u;.
Funkce uy, spliiuji identitu (4.3)) pro libovolné ¢ € D((0,7") x ). Limitnim
prechodem pro n — oo ziskame

/OT< (1), 0 (¢, dt—>/ t), Ou(t, ))

/OT <vun(t),WJ(t,.) dt—>/ Vu(t),Vz/;(t7.)) dt

/OT (cma(t). (2. ) dt / on(t) (1, ) ) .
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Zbyva limitné pfejit v nelinearnich ¢lenech. V ptipadé f postacuje jiz dokadzana

nerovnost (4.33)), diky které obdrzime

/OT (£(un(®). 0(t,)) dt - /OT (Fla(t). (e, )) .
o C ([0, T); L*()) = L* ((0,T); L*(52)) ,

a proto du,, silné konverguje k dyu i v prostoru L*((0,T) x ). Miizeme nalézt
podposloupnost (zna¢me ji stejné), pro niz konvergence plati bodoveé, a to ve skoro
viech bodech (0,T) x €. Diky spojitosti funkce g potom

9(Ouy,) — g(Opu) skoro vsude v (0,7") x €. (4.36)

Pfipomenme stejnomérny odhad (4.32)), jenz plati i nyni. Vyuzitim ristového
omezeni [(G3)[na funkci g tedy

||g(atun)||L(u+1)/u < Cl Hl + ‘atun|u||L(u+1)/u < 03 + C’2||6tun||’£u+1 < 04.

Diky reflexivité prislusnych prostori existuji (vybrané) posloupnosti {0su, }5°,
{9(0pun) 22, (jez znagime stejné) a funkce w, § spliujici
dun, —w v LFTH((0,T) x Q), (4.37)
g(Omuy) — G v LD/, T) x Q).

Ze slabé konvergence potom obdrzime

/0 (g(un’(t))a w(t, )) dt — /0 (g(t’ .), w(t> )) dt.

Z limitnich prechodi (1.36)), (4.37) a Lemmatu[0.1] plyne rovnost g(d;u) a g, stejné
tak Jyu a w skoro vsude. Proto plati (4.2)) i (4.3]). ]

4.3.1 Jednoznacnost

Nize uvedené Lemma [£.10] zaruCuje jednoznacnost slabych feSeni, jez jsou
aproximovatelné silnymi feSenimi. Apriori v8ak nemuzeme vyloucit existenci dal-
sich slabych teseni, ke kterym neexistuje aproximujici posloupnost. Jak je v pfi-
padé hyperbolické tlohy charakteristické, slabou verzi rovnice neni mozné testovat
¢asovou derivaci feSeni, nebot jeji regularita k tomu nepostacuje. Pro dvé reseni
u a v stejné ulohy vede forméalni testovani rozdilu rovnosti funkci u’ — v/

k rovnosti
/Q Elu—v(r, z) da + /0 ' ( Fu(t)) — f(v(t),u'(t) — V’(i)) dt (4.38)
X /0 (90 () = g(+"(0)), w' () = v'(1)) dt = 0.

Lemma 4.6. Necht u a v jsou slabd teSent rovnice (4.1)) splniujici pro vsechna
7 € (0,T] rovnost (4.38). Potom u = v.
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Diikaz. Diky lokaln{ lipschitzovskosti f: W12(Q) — L?(Q) (viz také Lemma

a monotonii funkce g ziskdime odhad

/QS[u —v|(T,z)dx < C/O [u(t) = v(t)lwre@lla'(t) = v/ ()| 2@ dt. (4.39)

Naéslednym aplikovanim Youngovy nerovnosti na pravou stranu (4.39)) a pouzitim
Gronwallovy nerovnosti obdrzime zavér dokazovaného tvrzeni. O

7 teorie regularit pochéazi u¢inna metoda, jez ¢ini korektnimi obdobné formélni
postupy (ve kterych je potfeba testovat rovnici funkei vyssi regularity nez méame
k dispozici). Misto prislusnych derivaci testujeme rovnici diferencemi (numeric-
kymi aproximacemi derivace), jejichz regularita j je zpramdla vyssi. Formalné od-
vozené vztahy pak ospravedlni limitni prechod. Cast § 8.2.2 poskytuje abstraktni
ramec, jenz poslouzi ke korektnimu odvozeni rovnosti 4 38 pro dvé slaba Teseni.

Véta 4.7. Ezistuje nejuyse jedno slabé resent ulohy (4.1)).

Diikaz. Necht u a v jsou slaba feSeni pro stejnd data. Polozme w = u — v.
Potom w spliuje aw(0) = w'(0) = 0. Ozna¢me D"[w] ¢asovou symetrickou
diferenci funkce w pro h > 0 (pfesna definice je uvedena v . Jak vyplyva
z Lemmatu a Pozorovani , plati rovnost pro ui v a testovaci funkci
Y = D"|w]|. Ziskame tedy

_ / ' (W), (D"[w]) (1)) e+ (w'(T), D"[w|(T)) (4.40)
+ /0 ' (Vw(t),VDh[w](t)) dt + /0 : <g(u’(t))—g(v’(t)),Dh[w](t)> dt
+a/OT <w(t),Dh[w](t)> dt+/OT <f(u(t)) —f(v@)),ph[w}(t)) dt = 0.

Provedme rozbor jednotlivych ¢lent pro A — 0.
Aplikaci prvni ¢asti Lemmatu pro Hilbertiv prostor I/VO1 2 obdrzime

lim ( /0 ' (Vw(t),VDh[w](t)> dt +a /0 ' (W(t),Dh[W](t)> dt)
= 2 (IV%(D) ey + el WD) e -

Druhé ¢4st zmiiiovaného lemmatu pro H = L?(2) zase zajistuje limitn{ pfechod

lim <_ /OT (W'(t% (D"w))’ (t)) dt + (w’(T),Dh[W](T)>>

1
= §”W/(T)H%2(Q)

K ovéreni identity (4.38) (a tedy dle Lemmatu k dokonc¢eni dikazu jedno-
znacnosti) postacuje ukazat alespon pro néjakou podposloupnost h,, konvergujici
k nule

D' w] —=w' v L (0,T; L*T(Q)) .
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Potom je totiz mozné limitné pirejit v poslednich dvou vyrazech .

Funkce D"[w]| jsou stejné omezeny v prostoru L*+1 ((0,7T); LFT1(Q)) (viz (8.7)
v Lemmatu nize). Z reflexivity tohoto prostoru existuje slabé konvergentni
posloupnost { D" [w]},en, jejiz limitu znaéme w’. S pfihlédnutim k Lemmatu
postacuje ovérit wy, — dyw skoro vSude na (0,7T) x Q, kde wy,, a Ow reprezentuji
D" [w] a w'. Bodova konvergence vhodnych reprezentantii wy, ke slabé parcialni
derivaci yw je vSak znamym faktem - viz napiiklad [EG92|, §4.9.2, Theorem
2. O

Y AV rd

4.4 Konec¢na rychlost Sifeni vin

Je obecné znamo, ze klasicka feSeni linearni hyperbolické tlohy spliuji konec-
nou rychlost sifeni vin; presnéji jde o konecnou rychlost Sifeni ,energie (a to
nejen v pripadé, kdy elipticky prostorovy operator odpovida Laplaceovu opera-
toruE[). Zaroven tato vlastnost implikuje jednoznacnosti klasickych feseni.

Zmaceni. Pro kladna realné ¢isla R a 7 spliujici 7 < R polozme
K(zo,7,R) = {(t,z) € (0,7) x R%: |z — zo| < R—t}.

Geometricky se jedna o ,zuzujici se* (komoly) kuzel s podstavou o poloméru R
a vyskou 7.

Zéaroveii budeme znadit \s4; Lebesgueovu miru na R*! a H,; d-dimenzionalni
Hausdorffovu miru na R+,

V prvnim z nésledujicich dvou Lemmat dokazeme, Ze ,,energie” feSeni v rdmci
kuzelu K zavisi pouze na ,energii‘ pocatecnich podminek v rozsahu podstavy ku-
zele a samoziejmé na ,energii“, kterou dodé prava strana rovnice v rozsahu kuzele.
Druhé lemma (které nevyplyva, na rozdil od linearni rovnice, z prvniho lemmatu)
pak zarucuje rovnost dvou feseni uvniti casoprostorovém kuzelu, shoduji-li se po-
¢ateéni podminky na jeho podstave.

Lemma 4.8. UvaZujme u slabé ieSenim tlohy (4.1)) s pocdtecnimi podminkamsi
uy € Wy (), uy € L*(Q) a s pravou stranou h € L* ((0,T); L*(Q)). Necht ddle
0<R<T axy€ Q. Potom existuje C > 0 takové, Ze pro vSechna T € [0, R|
plati

Fu](0, ) dz + /O Hh(t)||%2(9t)dxdt),
(4.41)

/QT Flul(r, ) dx < (1 _|_CT€CT) <

Qo

kde Qg = Qup sk = QN B(xg, R — s). Konstanta C' pfitom zdvisi na R.

Diikaz. Uvazujme nejprve u silné feSeni pro dané regularni data. Rovnost (4.1)
nasobme funkei dyu (viz také Pozorovani|4.2)) a provedme integraci pfes mnozinu
K = K(x,7,R) N Q. Funkce dyu nalezi Wh2((0,T) x Q) a stejné tak i Vu.

1y §7.2.4 monografie [Eval(] je uvedena souvislost mezi koeficienty u druhych prostoro-
vych derivaci hyperbolické rovnice a Riemannovu metrikou, jiz se rychlost Sifeni vlny fidi.
Operator A potom indukuje klasickou eukleidovskou metriku, ¢emuZ odpovida charakteristicky
¢asoprostorovy kuzel.
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Obdobnymi postupy jako ve vySe uvedenych apriornich odhadech (opravnénost
jednotlivych operaci plyne z §8.1)) ziskame
0
x Ot

+/ g(@tu) atu d>\d+1 = / (h - fQ(U)> 8tu d)\d+1.

Pouzitim Gaussovy-Greenovy vétyH pro sobolevovské funkce (viz Lemma [.5))
miizeme predchozi rovnost prepsat do tvaru

—Flul dAap1 — / div(Vu dpu) d g
K

FlulvydHg — [ Vue v, dudHy, (4.42)
oK oK
+/ g(@tu)(?tudkd:/(h—fg(u))atud)\d,
K K
kde 7 (t,x) = (n(t,x), 72 (t,x)) znaéi vnjsi normalovy vektor k hranici K,

ktery existuje v ‘Hy—skoro kazdém bodé K. Uvédomme si, ze

(t.2) 1, pro(t,z) € Q,
v(t,z) =
! —1, pro (t,z) € Qo,

%
0, pro (t,z) € Qp.

Déle si oznacme P = 0K\ (2 U(2;) a polozme
P =PnoQ, PR =P\P,

Z regularity silného feseni plyne d;u = 0 na mnoziné P; (kde rovnost uvazujeme
ve smyslu stop), zde také v, = 0 (az na podmnozinu Hausdorffovy miry nula).
Pro (t,x) € P, zase plati y(t,z) = ‘/75 a it x)| = ‘/75 Dle uvedeného tedy
rovnost (| m 4.42)) prejde v

/f Jdx — | Flul(0,-)dx —l—\/—_ Flu] dHy (4.43)

Qo 2 P2

)
7@ 2) = {6), pro (t,x) € Q,,
o )

—/ Vue 7, OpudH, +/ g(Opu) Oyudrgq = / (h — fo(u)) OyudAgyr.
Py K K

Odhadujme pomoci Youngovy nerovnosti na ¢len |Vuu,| vyraz

\/_

Flu] dHq — / Vu e 1 dyudHy (4.44)
2 P2 P2

2 1 1
> £/ (}"[u] — —|ut]2 — —]Vu]Q) dH4 > 0,
2 Jp 2 2

pricemz opravnénost téchto operaci plyne z dodatecnych vlastnosti operédtoru
stop, které je mozné nalézt v Lemmatu 8.3] Pouzitim (4.43)), (£.44),[(G2)|a Youn-
govy nerovnosti na ¢len |[(h — fao(u)) Opu| ziskame

/f (1,2)dx — Qo]:[ u](0, ) dx
Q(fa, h) /lat“’ dAg41,

12yzhledem k ¢asové a prostorové slozce
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kde

1 1
Oforh) = / )P + AP dAggs < 22 / ol Dgsr + / B2 s
2 Jk 2 Jk 2 Jk

T 1
<o [ [ Fuwdears g [P,
0 Qy K

Nerovnost potom odvodime aplikaci Gronwallovy nerovnosti na (vzhledem
k regularité u spojitou) funkei t — th Flul(t, z) dz.

Necht u je slabé feSeni pro po¢ateéni podminky uy € WH3(Q), u; € L*(Q)
a pravou stranu h € L? ((0,7T); L?(2)). Vezméme si libovolnou posloupnost regu-
larnich dat (uf,u?) konvergujici k (ug,u1) ve Wy* x L? a dale funkei h,, tiid
Wy ?((0,T) x Q) konvergujici k h v L? ((0,T); L*(2)). Ptihlédneme-li k Véte
(o stabilité) a k jednoznacnosti slabych FeSeni, vidime, Ze pro vSechna t € (0,7)
plati

[un(t) —u(®)|[wr2@ — 0,
Hun’(t) — u/(t)||Lz(Q) — 0.
Aplikaci Lemmatu [9.5 ziskdme
[F(un(t)) — F(u(t))l| 1) < Cillun(t) —ult)[lwi2g), (4.45)
proto tedy pro libovolné 7 € (0, R)

/Q Flual(r. ) dr - /Q Flul(r.a)dr

Ze silné konvergence také

lhn = h[r2(0,7);22(0)) = 0.

Uvedené konvergence samoziejmé plati i vzhledem k normam na podmnozinach,
tudiz nerovnost (4.41)) spliuji i slaba teSeni.
]

Pozorovdni 4.9. Necht u je feSenim tlohy s poc¢atecnimi podminkami s no-
sicem v B(zg, R) C Q a pravou stranou s nosicem v K = K(zg, 7, R). Po-
tom w musi byt nulové v ramci kazdého ,kuzelu“ K’ = K(yo,7,7) N 2, pokud
B(xo, R)N B(yo,7) = (). TakZe pro viechna t € (0,7) méa u(t) nosi¢ v Bz, R+t).
7. ¢ehoz plyne opravnénost pojmu ,,konecné rychlost Siteni®.

V nasledujicim lemmatu a dikazu zachovejme znaceni jako v Lemmatu [4.8]
Vsimnéme si, ze se jedné o lokalizovanou verzi Véty o stabilité.

Lemma 4.10. Necht u a v jsou slabd Tesent ilohy (4.1) s pocatecnimi podmin-
kami (ug, u1) a (vo,v1) a s pravgmi stranamih a h. UvaZujme xo € 2,0 < R <T
a znacme Qs = B(xg, R — s). Potom pro rozdil FeSeni w = u — v plati

I/ () By + 11D ey (4.46)
R
< (L4 Cre) (HW’(O)H%z(Qo) WO+ [ 180~ B0, dt)

pro libovolné T € (0, R). Konstanta C pFitom zdvisi na R a pouze na datech
idloh v ramci kuZelu, konkrétné na ||u(0)||wi20q), [[V(0)|lwi2), [[0(0)]lz2(00)
a [[v'(0)lz2(@0)-
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Diikaz. Postupujme obdobné jako v pfedchozim dikazu — odhad odvodme
pro silné Teseni u a v s regularnimi daty. Diky Vété o stabilité ho pak miizeme
prevést na slaba reseni.

Rovnici pro v odec¢teme od rovnice, kterou spliuje u. Rozdil rovnic né-
sobme funkci O,w a integrujeme pies K. S linearni ¢asti rovnice mizeme zachazet
stejné jako v predchozim lemmatu. Ziskame tak

/Q Elwl(r, x) dav—/Q Ew](0,x) da:—{—/ (g(Ou) — g(Ow)) Opw dNg1  (4.47)

K

= _/K (f(u) — f(v)) Opw dAgs1 +/ (h — h)dw A\ gy

K

Obdobné jako difve pouzijme Lemma [9.5 k odhadovani

| 1) = 5@ e < [ CuOlulfis, .
0 t 0

Funkce C(t) zavisi na mife €2, konstanté sobolevovského vnofeni a déle na moc-
ninach |[u(t)|lwr2(q, a [|[V()[wrz@,). Ty jsou oviem z nerovnosti omezeny
daty tulohy restringovanymi na {2y. Stejné tak je omezena mira () a konstanty
pro vnofeniE Proto existuje Cy takové, ze C4(t) < Cy nezavisle na t.

Vyuzitim ziskdme

/Q elul(ra)de < | Elul(0,0)da (4.48)

LGy / Ewl(t, ) dz dt + / h(t) — B(t) 20, .
0 Q4 0

Odhad ({4.46|) pak plyne pouzitim Gronwallovy nerovnosti. O

Pozorovdni 4.11. Necht € je oblast s hladkou hranici. Uvazujme kuzel K tak,
aby jeho podstava byla podmnozinou 2N €Y. Déle mé&me u a v feSeni uvazované
rovnice na  a Q' (v pfislusném poradi). Shoduji-li se jejich po¢ateéni podminky
a pravé strany v rdmci kuzele K ve smyslu predpokladu ptredchoziho lemmatu,
pak se feseni shoduji v K. To je zcela ziejmé v pripadé silnych feseni. Slaba reSeni
pak mizeme aproximovat silnymi s daty shodujici se v rdmci kuzelu K.

4.4.1 Odhady vyssiho radu

Je prirozené se ptat, zda v pripadé regularnich dat bude pro TeSeni platit
obdoba pro normy na prostoru Wh? x W22,

Prvni zptisob, ktery k tomuto vysledku vede, je zalozen na myslence opétov-
ného pouziti jiz dokazanych vysledki pro ¢asovou derivaci rovnice . Vime,
ze Casové derivace silnych Teseni zderivovanou rovnici v jistém slabém smyslu spl-
nuji. Takto miizeme postupovat v piipadé linearniho g. Obecnéji hraje v aplikaci
tohoto postupu dilezitou roli kvalita derivace funkce g.

13 Jsou-li viechny Fezy €, preveditelné na g difeomorfismy se stejnomérné omezenymi Jako-
bi4ny, potom i konstanty pro vnofeni jsou stejné omezené (coz je piipad, kdy € je koule). Staci
téz, aby existovalo koneéné mnoho fezi takovych, na které lze ostatni stejnomérné omezenymi
difeomorfismy pievést (coz je pripad Q s hladkou hranici).
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Dalsi moznost, jiz v naSem pfipadé zvolime, spociva ve vyuziti kombinace
Lemmatu [4.8|spoleéné s odhady vyssiho fadu na feSeni na celém prostoru. Hlavni
myslenka v odvozovani odhadi pro libovolné feseni u spoc¢ivéa v konstrukeci odhadu
pro funkei v, které fesi tlohu s jinymi daty a shoduje se s u na predem zvoleném
kuzelu K (dle Lemmatu. Pro tuto funkci si rozmyslime, Ze je feSenim rovnice
na mnoziné ', jejiz velikost tzce souvisi s rozméry kuzelu K (a nikoliv na Q).
Na funkci v pak aplikujeme odhady druhého radu (v ramci celé oblasti €)').

Nésledujici Lemma vyplyva piimo z véty [EvalQ], Theorem 1, §5.4E Diikaz
pro piipad k = 1 muze ¢tenar nalézt v téze monografii (v pripadé k obecného je
mozné se odkazat na [AF03|, Theorem 5.22).

Lemma 4.12 (Operéator rozsifeni na funkce s nulovou stopou). Uvazujme k € Ny,
p € [1,00) a C® oblasti U, V C R™ spliujici U C V. Potom existuje konstanta
C > 0 takovd, Ze pro libovolné w € W*P(U) existuje w € WP (V), které rozsituje
funkci w a navic splnuge

@ |lwrrry < Cllwllwee - (4.49)
Konstanta C' zavisi pouze na U, V, m, k a p.

Lemma 4.13. Necht ug, u; a h jsou reguldrni data a necht u je silngm resenim
ilohy (1) pro tato data. Necht K = K(xg,7,R) pro zp € R, 0 < 7 < R
a B(xg, R) C Q. Potom pro skoro vsechna t € (0,7) plati

10" ()| 72(Bwom—r) + 10 O12(B@e.mr) + 10O22 500011 (4.50)

< <R> ”ul”LQ“(B(a:O,R))a ”ul”WlaQ(B(:co,R))a “uOHW?»?(B(xo,R))a ||h||W1ﬁ2((O,T)><Q)) .

Diikaz. Podle Lemmatu nalezneme k restrikcim ug a u; na kouli B(xzg, R) roz-
sitent iy € Wi*(B(z0,2R)) a iy € Wy (B(z0, 2R))NL*(). Obdobné nalezneme
h € W ((0,T) x B(x, 2R)) rozsiiujici h| x a spliwjici Necht’ @ je silnym
feSenim rovnice (4.1) na Q" = B(0,2R) s pocatecnimi podminkami g, %, a pra-
vou stranou k. Pro @ plati nerovnosti a , jez zéaviseji pouze na datech
tlohy (zduraznéme, ze soucasti odhadu je mira mnoziny B(zg,2R), kterd zéavisi
pouze na R). Normy dat s vlnkou muzeme odhadnout pomoci . Dle Lem-
matu se @ shoduje s u na K, coz zarucuje splnéni nerovnosti . O

4Jedna se o Whitneyovu konstrukci rozsifeni sobolevovské funkce, jak je poznamenino
v [AF03].

>Mnozina K sice neni hladka, nicméné mizeme obdobnymi technikami jako v odkazovanych
ditkazech prodlouzit h nejprve na komoly kuZel K’ rozsifujici K. Potom nalezneme C* oblast
L splhujici K C L C K’, na kterou aplikujeme piislusné lemma.

37



5. Korektnost tilohy na RY

Jak byva v moderni teorii diferencialnich rovnic obvyklé, otazka existence
feSeni a jeho vlastnosti tizce souvisi s vybérem fazového prostoru a s definici
pojmu TeSeni. Jiz bylo poznamenano vyse, ze piihodnym fazovym prostorem
pro asymptotickou analyzu rovnic na neomezené oblasti jsou lokalné uniformni
prostory (pfipadné soucin lokalné uniformnich prostori).

V evolu¢nich tlohach na omezené oblasti se mezi pozadavky na slabé feseni
zahrnuje jista forma spojitosti vzhledem k ¢asové proménné. Konkrétni takovou
podminkou je spojitost trajektorii ve fazovém prostoru tlohy!l]

Déle budeme pouzivat nasledujici znaceni pro prostory s jejich pfirozenymi
normami:

®, = W% x L7,
(/Isb = /Wbl’Q X Eg,
O, ;= Wsl,}? X Lg,i'

Jak uvidime nize, konkrétné v Prikladu [5.4] zaruceni regularity C([0, 00); ®p)
pro pocéateéni podminky z ®, neni obecné mozné. ReSeni dokonce nemusi byt
silné métitelné v kontextu Bochnerovych prostori. Jde o disledek omezujicich
vlastnosti prostoru ®;, ke kterym patii pfedevsim neseparabilita a nemoznost
aproximace hladkymi funkcemiE]

Nize uvedené definice byla motivovana ¢lanky [GPSI0|, [Zel01] a [Zel03].

Od feseni budeme vyzadovat spojitost vzhledem k slabsim topologiim na fazovém
prostoru @y,

Definice. Budte (ug,u;) € ®, a h € L2((0,T); L(R")). Rekneme, e vektorové
funkce u je slabym resenim tlohy (3.1)), jestlize pro viechna ¢ > 0 a 7 € R?
(u,u’) € C([0,0); . z),
u' e L ([0,00); LELY) (5.1)

l'llZz + allfre € LE([0, 00)),

loc

u(0) = uo, w'(0) = u; a pro viechna ¢ € D ((0,00) x R?) plati:

_/OOO (u’(t)7at¢(t,-)> dt+/0 (Vu(t),w(t,-)) dt+/ooo (au(t),¢(t,-)) dt

w [ (otoyve ) ars [ (i) de= [ (o ue,0) ar
(5.2)

o0

'Obdobny pojem spojitosti poskytuji mild-feseni v kontextu teorie semigrup.

2 Analogickou nespojitost slabych fegeni vzhledem k silné topologii ®; v piipadé parabolické
rovnice je mozné nalézt v ¢lanku [CDO04], ve které protipiiklad neni konstruovan. Autofi vyu-
Zivaji teorie analytickych semigrup (dodateéné odkazy je mozné nalézt ve zminéném ¢lanku),
ve které hustota generatoru semigrupy ve fazovém prostoru je ekvivalentni ,silné spojitosti®
slabych feSeni v kontextu semigrup.
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Pozorovdni 5.1 (Ekvivalentn verze rovnosti (5.2)). Vezméme si slabé Fesent ([4.1)
a ozna¢me ho u. Zcela analogicky k Pozorovani miizeme postupovat i na ne-
omezené oblasti. Jedinym rozdilem bude zména ,energetického prostoru®. Vez-
méme 1) € D((0,00) x RY) libovolné, potom 1 ¢. z mé tutéz kvalitu. Plati proto

- /OOO (u/(t),5t¢(t, '>)€ dt+ /Ooo (Vu(t%W(t ~>)E

, T

dt

)

+ /OOO (g(u’(t)) +au(t) + f(u(t),¥(t, )> dt (5.3)
= [ (w00 at= [ (Tu. ot Vo) e

T
Po formélni strance jde o témét o stejnou rovnost, jakou byla vychozi. Jedinym
rozdilem je ¢len s V¢, z, jenz se charakteristicky vyskytuje pii pouZiti prostort
s vahovou funkei. Pfipomenme si z Kapitoly [2| omezenost V¢, ; a berme 7' libo-
volné kladné. Zcela analogicky k Pozorovani muzeme uplatnit Lemma [8.18

,0 sefezavani a argumenty o hustoté. Dojdeme tak k platnosti analogie (4.5

(ut1)/pe,

v kontextu L, ;

_ /OT (w(®), (e, )) dt -+ (w/(T), 6(T,"))
+/OT (vu(t)’wj(t"))s,
T /OT (au), vt.)) _di+ /OT (s, v, ) de

, T

- /OT (h(t)a¢(t, ))E dt - /OT (Vu(t),?/f(t’ .)v@’f)

= (wO.00) 64

£,T £,T

fdt+/0T <g(u’(t)),¢(t,-))€ dt

,T

dt.

L 3

Pripomenme si platnost vnofeni

W2 oy [ ), (5.5)

ktera zajistuji vhodny odhad v prostorech s vahovou funkci pro ¢len se zdrojovou
nelinearitou. Argument zaloZeny na hustoté spolecné s Lemmatem umoznuje
roz§ifit prostor piipustnych testovacich funkei (5.4) na

Ly ([0,00); W22 N2 ([0,00); L2 ) N LiEEY ([0, 00); LEEY) . (5.6)

loc loc

5.1 Jednoznacnost reSeni na neomezenych oblas-
tech

Ackoliv slaba feSeni spliuji stejnou integralni rovnost, jakou je ta (jedno-
zna¢né dané) na omezené mnozing, neni jejich jednozna¢nost apriori jasna. Duvod
spoc¢iva v dodateéném pozadavku na okrajovou podminku na omezené mnozingé.
Jednozna¢nost odvodime energetickou metodou v kontextu prostort s vahovou
funkci. Vyuzijeme jiz osvédéenou metodu casovych diferenci.

Véta 5.2. Proug € W), uy € L} a h € L2 ([0,00); L?) ezistuje nejugse jedno

loc
slabé Fesend (3.1)).
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Dikaz. Budte u a v dvé feSeni tulohy pro dané data. Berme libovolné ¢ > 0
az € R% Zvolme T > 0 a ukazme u(r) = v(7) pro 7 € [0,7]. Viimnéme si,
7e Lemmata a milzeme pouzit i v p¥ipadé prostortt s vahovou funkei.
Obdobné jako ve Vété [4.7] tak obdrzime

/Rdé’[w](r, T) e, dx+/OT <f(u(t)) _ f(v(t)),w’(t)> dt (5.7)

&,T

[ (s o) - stvon.win)_de= [ (Vwlo.wo Vo) e

s

Diky ptredpokladu (5.1)) smime pouzit Lemma ze kterého plyne

A%ﬂd%—f&@%wkﬂﬂ 65
su u 12, ||V w2 ’ w wh2 W/ 12 d
saﬂ%@ormmn|\@ub)>ﬂr\@maﬂ (t)lz2, ¢

SQ/HMM$rwWW@ﬂt
0 £,T ’

Vyuzitim uvedenych odhadti a monotonie g ziskavame pro libovolné 7 € [0, T

/Rd Ew|(T,2)pe z dx < 02/0 /Rd Elw|(t, x)pe z da dt.

Standardnim pouzitim Gronwallova lemmatu a spojitosti vzhledem k casu tudiz
w(7) = 0 pro 7 € [0, 7] libovolné. O

5.2 Existence a dodate¢né vlasntosti resSeni

Véta 5.3. Pro dané ug € W,*, uy € L? a h € L2 ([0,00); L}) ezistuje slabé
resent ulohy (3.1)).
Diikaz. Postup rozdélme do nékolika kroki.

1. Pro 7 > 0 zna¢me B, = B(0,r) C R% Pro n € N uvazujme 1-lips-
chitzovskou funkci 7, : R? — R danou predpisem

1, pro x € By,
nn(z) = { 1 —dist(z, Ban), pro o € Bapyi1\Ban,
0, pro x € (Bap11)°.
Polozme ug = uonalp,,,,, uf = winalg,,,, a vsimnéme si, Ze jde o vhodné

pocate¢ni podminky k tloze (4.1) na omezené oblasti By, s pravou stranou
hn = hnulp,,,,- Oznacme u, vzhledem k ¢asu spojitého reprezentanta prislus-
ného slabého f"eéenﬂ na mnoziné By, definovaného na ¢asovém intervalu [0, n].

Diky kone¢né rychlosti §ffeni (Lemma pro viechna n, j € Nat € [0,n]
plati

Un () 1p,,_, = tntj(t)p,, .
u,' (1) [Bon_s = un+j/(t) [ Bap -

3jeho# existence je zarucena Vétou
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Proto je korektni definovat funkce v a v pfedpisem pres n € N:

ult, x) = un(t, “’))} pro s. v. (t,z) € (0,n) x B(0,n), (5.9)

v(t,z) = v,(t,

kde u,, a v, jsou reprezentanty vektorovych funkci u, a u,’.

2. Neni tézké si rozmyslet, ze u i v jsou méfitelné redlné funkce a nalezi tridé
LL ([0, 00) x R?). Navic na libovolné omezené podoblasti (0, 00) x R se shoduji
s néjakym slabym FeSenim rovnice na omezené oblasti (viz Pozorovani . Proto
také v = Oyu ve smyslu distribuci a zaroven existuji slabé parcialni derivace u
podle z-ovych proménnych. Navic pro libovolné ¢ € D((0,00) x R?) plati (5.2)).

3. Zvolme T > 0 libovolné. Pocéateéni podminky nalezeji do lokalné uniform-
nich prostort a prava strana do L2 ([0,00); L?), a proto vyuZzitim Lemmatu

loc

pro R =T + 1 a libovolné zy € R? a t < T ziskame

() 12 (o H10 O 72 (20.1)) (5.10)
< (1) (@ (ol T) + a2 + 10l 2011 )

kde @ ziskame obdobnym odhadem jako v . Ptechod k supremu v nerovnosti
pies vechna zo € R? implikuje (u(t),u’(t)) € ®, pro kazdé t € [0,T].
Vzhledem ke stejnomérnosti uvedeného odhadu pro pevné 7' > 0 je posledni
pozadavek splnén. Spojitost vzhledem k fazovému prostoru @, ; odvodime
pro ¢asovou derivaci feSeni (spojitost u lze ziskat zcela analogicky). Lemma m
umoziuje pro libovolné § > 0 nalézt R > 0, pro néz plati nerovnost

/ Oyt o) bos < 6
R\ B(z,R)

nezéavisle na ¢ase t € [0, 7. Jak jiz bylo zminéno, funkce u se shoduje na libovol-
ném kuzelu s néjakym slabym feSenim na omezené mnoziné. Na omezené mnoziné
je spojitost vzhledem k ¢asové proménné soucasti definice, a proto

/ lu(t + h,x) —u(t,z)|* ¢z — 0 pro h — 0,
B(z,R)

piipadné h — 07, kdyz ¢ = 0. Nabyvéani pocatecnich podminek je potom jiz
snadnym diisledkem.

4. Zbyvé pro vsechna T > 0 ukézat v’ € L'+ ((0,T); L?}'l). Pro tento ucel
se vratme k funkcim u,. Obdobné jako ve vétach o jednoznac¢nosti muzeme sla-
bou verzi rovnice testovat funkcemi D"[uy]¢. z, pfi¢emZ prechodem pro h — 0
ziskamd]

T
(4] (T, 2) d + s / / [ s dr (5.11)
0 Bont1

f
Ban+t1

T
< Flun)(0,2)¢. z dx — / / Vu,u,' Vo, z ¢z dae dt
0 Bant1

Ban+t1

T
" \/0 /BQn+1 (h a fz(uﬂ)) Un QSE,CE dz dt.

4taktéz diky omezenosti a globaln{ lipschitzovskosti ¢. z
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Funkce u, mé nulovou stopu na hranici By, 11, a proto ji lze mimo tuto mnozinu
rozsitit nulou se zachovanim slabych prostorovych derivaci. Muzeme tedy v pred-
chozi rovnosti uvazovat prostorovy integral ptes celé R Jiz rutinnimi odhady
vedoucimi ke Gronwallovu lemmatu obdrzime nerovnost

Hun’HLu+1<(07T);L;EL;1) S C,

kde C nezévisi na n. Z reflexivity vyplyva po pfechodu k podposloupnosti kon-

vergence
w, = v v I ((0,T); LEEY)

Dusledkem konstrukce feseni a konec¢né rychlosti Siteni 0;u,, — 0;u skoro vsude
na (0,7) x R Pouzitim Lemmatu a shodé pojmu ,skoro vsude“ a , pu—skoro
vsude® pro p = ¢,z dz. O]

Nabizi se otéazka, zda neplati v € C([0,T]; ®,). Nasledujici priklad ukazuje,
ze v piipadé vlnové rovnice nemuseji byt slaba feSeni ani silné méritelnéd (jako
vektorové funkce s oborem hodnot ®,). Z ¢ehoz plyne nespojitost vzhledem k ¢asu.
Kvili neméfitelnosti nepatii feseni do prostoru L>((0,7); @y).

Priklad 5.4. Pro d = 1 uvazujme rovnici
1

s pocatecnimi podminkami ug = 6 € Wbl’g, uy = 60/2 —0', kde " znagi jednoroz-
mérnou slabou derivaci Funkce tvaru ,,postupujici viny* u(t,z) = e~"/20(x —t)
odpovida slabému feSeni ve smyslu uvedené definice. K tomu postacuje odvodit
regularitu pro funkce u, (splnéni rovnice ve smyslu distribuci je totiz snad-
nou aplikaci integrace per—partes). Neni tézké si rozmyslet, Ze derivaci vektorové
funkce u(t) = u(t,-) je

lf@):—%zU2(%ﬂ~—t}+9%~—ﬂ).

Spojitost trajektorif (a tedy i nabyvani poc¢ate¢nich podminek) vzhledem k . ;
vyplyva z Lemmatu [2.19| a spojitosti operatoru translace na ,klasickych® Le-
besgueovych prostorech nad omezenou mnozinou. Ziejmeé téz pro skoro vSechna
teR

(u(t)au/(t)) € Oy,

navic velikosti jejich norem ve &, klesaji s asem.
Vhodnou volbou funkce # mizeme docilit neméftitelnosti u: R — Wbl’Q. Defi-
nujme pro tento ucel funkci v: R - R pf"edpisemﬂ proxz € R

o0

v(@) = 3 (1" 0 X1 (@),

n=1

Plati potom v € L?, nicméné pro rtzné ty, to € (0,1)

[ty ) = v, )|z = 1. (5.13)

STvar rovnice (presn&ji konstanta 1/4 u ¢€lenu u) a pocateénich podminek se da nalézt
sansatzem* u(t, z) = n(t) 0(xz — t).
Syvgimnéme si blizké souvislosti s Piikladem

42



Polozme N
0(x) = / v(x) pro x € R.
0

Neni tézké ukéazat, ze 6 nabyva pouze hodnot z intervalu [0, 1] a v je jeji slabou
derivaci. Proto také § € W,"*. Vezméme si u = u(t,z) = e "/?0(x — t) a pro ty,
ty € (0,1) upravujme

1 —tl1 —l2 1 —L2
_—5( ne t/z)e(—t1)+2 PO —1t)=0(-—1))
H1(?1r,t2) Kz(;lr,tz)
+ (e —e )y —ty) — e (u(- —th) —v(- — t2)).
H3(;(,t2) 54(;;t2)

Ztejmé potom pii pouziti formalismu malého ,,0“

1 (t1,t2) 1122 < o([tr — tal) [10]] 2

pro |t; — ta| — 0.
lr3(tr, t2) Iz < o[t — taf) V]| 2 }

Déle pouzitim Jensenovy nerovnosti a Fubiniovy véty[] obdrzime
r+1
||I£2(t1,t2)||i2 zsup/ |0(l’—t1) —0(x—t2)|2dx
b reR Jr

r—+1 to
< Sup/ ity — tg\/ V(e — $)Fdsdr < [t — o]
r t1

reR
Koneené diky (5.13)) ziskavame
[Ka(te,t2)l| L2 = e L.

Musi tedy existovat 0 > 0 takové, ze pro vSechna 0 < t; < to < § plati

fu(t) = u(ta)llyo > 1 (5.15)

~ 2

Funkce u: R — W,"? tudiz neni (silng) méfitelna. Kdyby tomu tak bylo, po-
tom dle Pettisovy véty (viz naptiklad Kapitola musi byt jeji obor hodnot
esencialné separabilni. Vynechame-li z intervalu (0,9) mnozinu nulové miry N,
zbyla mnozina zustéava nespocetna. Proto dle obsahuje §(R\ V) nespocetné
mnoho riznych prvki, jejichz vzajemné vzdalenosti jsou odrazené od nuly. Mno-
zina O(R\N) tedy nemuze byt separabilni (nezavisle na vybéru mnoziny nulové
miry), ¢imz jsme dospéli ke sporu s esencialni separabilitou.

Pozndmka. Vzhledem k jednoznac¢nosti nemiize existovat jiné feSeni tlohy z pted-
choziho prikladu, jez by mélo spojité trajektorie vzhledem k ®,.

Lemma 5.5. UvazZuyme uy € Wbm, up € I/Vl’2 N L ,he Lloc( ,VVb1 2) N
Wt2 ([0, 00); L2). Potom piisluiné feseni ndlezi do prostoru C([O, 00); W, ?)

a jeho casovd derivace je tridy C([0, 00); L2).

"bez tjmy na obecnosti berme t; < to
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Diikaz. Existence feSeni vyplyva z Véty [5.3] Diky Lemmatu jsou normy
||u(t)||Wba,2, ||u’(t)||Wb1,2 a |[u”(t)||z2 stejné omezené pro ¢ z kazdého pevné zvole-
ného omezeného intervalu. Odhady

[u(ty) —ult2)llyrz < [t —t2] sup [[0'(s)]lyyz,
b SE[tl,tQ] b

[u'(t1) — u'(t2)[| 2 < [t1 — t2| sup [[u"(s)]|zz,
SE[tl,tg]

pak zarucuji zminovanou spojitost. O

Nésledujici lemma ukazuje, Ze v pripadé moznosti aproximace dat tilohy v pro-
storu @, ,regularnimi daty* (ve smyslu pfedchoziho lemmatu) jsou trajektorie
feSeni spojité i vzhledem k silné topologii ;.

Lemma 5.6. Budi¢ uy € W)'? u; € L2 a h € L2_([0,00); L2). Potom slabé
resent w ulohy (3.1)) spliiuje (u,u’) € C([0,00); @y).

Diikaz. Ziejmé se staci omezit na dikaz spojitosti v ¢ase na [0, 7] pro libovolné
T > 0. Dle Lemmatu existuji posloupnosti {up} a {u}} funkei tifdy C°(R?)
a posloupnost {h, } funkei t¥idy C°([0, T] x R?) takovych, Ze

—~1
uy — ug  ve Wy,
ul! —u; v LY

h, -h v [I? <(O,T);E§> .

Necht u,, jsou prislusna reseni rovnice na neomezené oblasti. Prostorové stejno-
mérné konvergence dat vzhledem k nerovnosti (4.46)) (a Pozorovani posta-
¢uje ke cauchyovskosti (uy, uy,") v prostoru C([0, T]; ®). Limita této posloupnosti
se shoduje s (u,u’) na libovolném kuzelu K = K(x¢, 7, R) diky jednoznacnosti
a konecné rychlosti sifeni. ]

Pozorovani 5.7. Vsimnéme si, ze vSechna tvrzeni této i pfedchozi kapitoly zu-
stavaji v platosti i v pripadé, kdy ¢len tlumeni v rovnici chybi (v tomto piipadé
p = 1). Stejné tak mizeme uvazovat rovnost v (3.2). Tyto predpoklady hraji
dilezitou roli az v pripadé asymptotickych vlastnosti.
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6. Asymptotické vlastnosti reSeni

Analyzu vlnové rovnice na neomezené oblasti uzavieme odvozenim existence
lokalné kompaktniho atraktoru. Poznamenejme, zZe pouzivané pojmy z teorie dy-
namickych systémi miize ¢tenar nalézt v Kapitole [7]

Pred zacatkem zesilme pozadavky na rovnici — uvazujme déle pouze p = 1
a pravou stranu h € L7 nezavislou na ¢asové proménné.

Pro t € [0, 00) definujme operator Sy: ®, — P, predpisem

Sy ((ug, wr)) = (u(t),u'(t)),

kde u je slabym feSenim rovnice (3.1)) s pocateénimi podminkami (ug,u;) € Py
Symbolem S zna¢me systém operatoru {S;: ¢t € [0,00)}.

Pozndmka. Lehce se ovéii, ze dvojice (®,,S) spliiuje ,algebraické* pozadavky
dynamického systému; zbyvajici spojitost operatori S; je dokdzana nize. Trajek-
torie ¢ — Sy((uo, u1)) jsou spojité vzhledem ke slabsi topologii dané normou @, ;
pro ¢ > 0 a & € R? libovolné. Tato topologie se na ®;, shoduje s wh? x leoc

loc

Lemma 6.1 (Spojitost operatortt S;). Nechtt >0, e >0 a z € R% Potom

1. zobrazeni Si: (Po, || - ||le,) = (Po, || - ||,) je lokdlné lipschitzovske,

2. je-li B omezend ve @y, je Sy: (B, - [|o..) = (P, || - [|0...) lipschitzovské.

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni vyplyva témér primocare z nerovnosti . Bereme-li
pocatecni podminky z B(0, R) C &, potom konstanta lipschitzovskosti vzhledem
k B(0, R) zavisf R a na poctu jednotkovych kouli v R?, jimiz se d& pokryt koule
o poloméru ¢ + 1.

Pti dikazu druhé ¢asti miazeme postupovat obdobné jako v pripadé Véty
o stabilité (Véta . Oznacme si u, v slaba feSeni s pocatecnimi podminkami
(uo,u1), (vo,v1) € B a odvozujme odhad pro rozdil w = u — v v kontextu pro-
stort s vahovou funkei. Formalni testovani w’ standardné ospravedlnime pomoci
techniky ¢asovych diferenci. Prebyvajici ¢len s derivaci vahové funkce, konkrétné

/Ot (Vw(s), W/<8)V(Z5€@>

snadno odhadneme pouzitim Youngovy nerovnosti. V odhadu

ds,
T

€

[ (1) = vt wis))_as

t
<Q (ol loulp2) [ 1wz + I 2, ds

pouzijeme Youngovu nerovnost a Lemma [2.18] Pomoci Gronwallovy nerovnosti
poté obdrzime odhad

Elw|(t,x) ¢z dx < C(B) » E[w](0,x) ¢ z dx,

R4

z néhoz ziejmé vyplyva zavér druhé ¢asti tvrzeni. O

Lviz Kapitola
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6.1 Disipativni odhad

Zakladni technika k odvozeni disipativniho odhaduE] pro hyperbolickou rovnici
na omezené oblasti spo¢iva v testovani rovnice funkci u; + du, kde u je FeSenim
prislusné rovnice a ¢ vhodné kladné realné ¢islo.

Zminény postup se s mirnou obménou da aplikovat i v pifipadé neomezenych
oblasti. Nejprve provedeme disipativni odhad vii¢i normé na prostorech s vaho-
vou funkei ¢,z pro vhodné € > 0. Tento odhad (coz je disledek volby fazového
prostoru) nebude zaviset na z, z ¢ehoz vyplyne disipativita vzhledem k ®;,. Pozna-
menejme, ze tento postup je charakteristicky pro rovnice na neomezené mnozing.

Lemma 6.2. Existuji kladnd redlnd cisla €, C, C a C takovd, e pro slabé Fesent
u dlohy (3.1)) splniugici pocdtecni podminky (ug,u1) € Py plati nerowwsﬂ

Fu)(T,x) p.zdz < Ce<T F(u)(0,2) ¢ zdz + C (6.1)

R4 R4
pro vSechna T > 0.

Diikaz. Berme T > 0 a t1, ty € [0,T] libovolné, t; < to. Jak jsme si jiz rozmysleli
v ¢astech o jednoznacnosti (Véta ah.2)), mizeme metodou ¢asovych diferenci
ospravedlnit testovani (5.4]) funkei u’ + § u, kde ¢ bude upiesnéno nize. Ziskdme
tak

[ Pl 2)e0 d + (5<u’(t2), u(t2)>g ] (6.2)

»

— | Flul(t, )6z de - 5 (w'(1), u(ts)) (6.3)

Rd &,T

t2

+ /tQ (g(u’(t))7u’(t)>a7x dt — (5/ Hu’||%gz dt (6.4)

t1

+ 6/t 2 <f1(U(t)), U(t)>m dt + 5/t ’ IVu®)7z, +alla@®)lzz dt (6.5)

- / t (b~ o(a(e), (1) +du(r) dr— / § (s @), um) dr (60

t1 &, t1 , T

[ (vato, 00) + ou) Vo.) e (6.7

t1

Nejprve si uvédomme, ze diky predpokladim na f; a nerovnosti (3.3) méame
pro libovolné 6; € (0,1) dolni dohad

/ttz (A@)u) dr> 51/t

1 1

t2

| ( Fi(u(t)), u(t>)€@ at (6.8)
2o [ [ A@osded =257 [ ful,

t1

2disipativnim odhadem myslime nerovnost, ktera zarucuje existenci absorbujici omezené
mnoziny
3p¥i zachovani znadeni z Kapitoly
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Dle predpokladu obdrzime
to

[h@u«mﬂmwlga_al'mmwmaa

1 1

to
> (=) [ WO, dt = 2C.lta — 1),

t1

C. = G,z dx < 00.

R4

Pro 45 > 0 libovolné pomoci Cauchyovy a Youngovy nerovnosti Zl’skémeﬁ

[ (= oyt + oue)

t1 &,Z

to [2)
0 [, d % [ uls, dr

t1 t1

w<}/wbmumyumw

Déle pak z omezenosti f; obdrzime

1

1
||h faa@®)l?: dt < —(t —t:) (B2 +92C).
26, 5 .

Obdobné jako v odhadu (/6.9))

to , 5 t2 (50{
=5 [ (st u) s ooz, at+ % [ o, a
t1 & 1 ,
2 t 2
vi0 [ da V40
<= @), A+ 5 wmm2w+4

(ty — t1).
t1 2 t1

Pro odhad ¢lenu (6.7) vyuzijeme globalni lipschitzovskosti ¢,z a obdobnych ob-
rati jako vySe, dohromady

- / : (Vu(). (u(1) +6u(t) Vo..) di

t1 £,T

t2
< Cie ([T ITulR:, + WOl + #luEs, ).

t1

Lehce nahlédneme, Ze pro libovolné 95 > 0 plati

ta 930
Y N COR0) w>——/'H’HV@ﬂu L R

t1 €T t1

4zaroveii si uvédomme, Ze pro libovolnou normu plati ||a + b||? < 2||al|® + 2||6]|2.
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Shrneme-li jednotlivé odhady, ziskdme

Flul(ts, 2)¢ez d + (5<u’(t2), u(tg))a

R4 T
— [ Flal(t, 2)6-0dz — 5 (' (), ult))
Rd £,T
25 56\ [,
+ (w Y S R o i) / (1)), dt
o 2 t £z

+ 66, / 2 / Fy(u(t)[z])¢.z dz dt + (6 — Cre) / 2 IVa(®)|zz, dt
4 JRe ’

t1
a 00 5_3 : 2
w3 (5% —coe=3) [ oy, a

t1

+ 830 /t2 (u’(t),u(t))afdt < Cy(t2 — 1),

t1

kde C5 je kladné realné ¢islo, jehoz velikost nezavisi na 7" ani u. Vhodnou volbou
dosud volnych parametra (napiiklad v poradi d1, d, da, € a d3) muZeme nalézt
¢ > 0, pro které

mmwwmn+<[gmwwscum—ux

n(t) = | Flul(t,)oezda +5(w (), u(t))

Rd &,T

Bez tjmy na obecnosti jsme mohli navic uvazovat 6 < min{l,a}, a tedy funkce
n je nezaporni. Konstanty ( a Cy nezaviseji na 7', jenz bylo brano libovolné
nezaporné. Z Gronwallovy nerovnosti (Lemma[9.4)) pak pro vSechna 7' > 0 plati

n(T) < e Tn(0) + Cs.

Odhad (6.1]) koneéné vyplyva z Cauchyovy a Youngovy nerovnosti pouzité na sou-
cin (W'(t),u(t))_ .. O

Véta 6.3. Dynamicky systém (®y,S) je disipativni. Lze navic nalézt omezenou
uzavienou absorbujici mnoZinu B v @y, jeZ je pozitivné invariantni vici S.

Diikaz. Uvazujme e takové, aby platila nerovnost (6.1]). Pro ug € VVbl’2 pouzijme
obdobny odhad jako v ({.10)), nerovnost (2.6) a vnotenf’| z Pozorovani 2.12] Ob-

drzime
[ Futw@)éuzds <90 [ fuolti6.0ds 4 ic.
R R
< ’Y?HUOHZLI} + 77C: < ’7701”“0“2;1 +Cy < ’7703HU0||';J,;11,2 + (s,

kde C. je jako v Lemmatu Pokra¢ujme v odhadovéni (6.1)) nasledovné:

F)(T,2) 6 do < eQ (Iluollypa, fuallzz) + €. (6:10)

Rd

Spoznamenejme, Ze p + 1 < 2d/(d + 2)
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7 nezapornosti funkce I} taktéz

sup [ E()(T,2) 6oz < e 7Q (ol ]l ) + C.

z€R4d JRd

Konecéné vyuzitim vztahu mezi prostory s vahovou funkei a lokalné uniformnimi
prostory, konkrétné aplikaci prvni nerovnosti v ([2.6)), ziskavame

()15 + la(D)[F0 < e Q1 (||uoHWb1,2, Hu1||Lg) +Ch.

Mnozina By = B(0,C; + 1) C &, je tedy absorbujici. Specialné pro B, existuje
to, pro které S;(By) C By kdykoliv ¢ > tg. Potom omezena mnozina

L Si(Bo)

t>t0
je invariantni vici semigrupé S. Ze spojitosti jednotlivych operatoru S; vyhovuje
mnozina o,
B=|]S(B) .
t>t

vSem pozadovanym vlastnostem. O]

6.2 Existence lokalné kompaktniho atraktoru

Pridejme jesté posledni predpoklad na g. Necht existuje v > 0 takové, Ze pro li-
bovolné r € R plati v < ¢'(r) < 1/7.

Pro tento pfipad odvodime slabsi formu asymptotické kompaktnosti (P, S),
a to konkrétné vzhledem k topologii ®,,.. V pripadé vinové rovnice se osvédcila
metoda rozdéleni feSeni na kompaktni ¢ast a ¢ast, jez konverguje (stejnomérné

vzhledem k B) k nulové funkeif]
Pro A € (0, 00) uvazujme neklesajici funkci my € C*([0, c0)), ktera spliwje
mx(r) =0 pro0<r <A\,
=1 pror > A+ 1.

Pro (ug, u1) € Bznacme u slabé feSeni rovnice (3.1)). Déle uvazujme nésledujici
tlohy na R%:

w = (
0,-) =0, (6.11)
) =0

vy — Av+av = —g(ug) + g(we) +ma(|z]) (= f(u) + h),
v(0,-) = wuo(+), (6.12)
ve(0, ) = up (+).

6Na rozdil od parabolickych rovnic totiZz nedochézi u vlnové rovnice ke ,zhlazovani“ Fegeni
v kone¢ném case.

49



Dle Véty a Pozorovani existuje slabé globalni feseni (6.11f), znacme ho w.
Taz véta implikuje nésledné existenci v, slabého Teseni (6.12). Soucet v + w
potom slabé Tesi tlohu

(v+w)y — Ao +w) + afv+w) = —g(u) — f(u) = h,
(v +w)(0,) = uo("), (6.13)
(ve +we)(0, ) = wa ().
Vzhledem k Vété o jednoznacnosti u = v + w.
Lemma 6.4. Ezistuji, ( a C = C (B) kladnd redlna cisla takovd, Ze pro libovolné

A >0 a (ug,uq) € B spliiuge v, FeSent ulohy (6.12)), nerovnost

/5[V](T,w)¢aodx§0 e T+ sup [lmaf(u(n)F + [lmab]iZ: |-
Rd 7€[0,00) &0 €0

(6.14)

Diikaz. Pro u a w, feSeni piislusnych rovnic, plati

1
o) — o) = ([ oo+ 1= 9w as) v
0
Vzhledem k dodateéné podmince na nelinearni ¢len g plati

1
0<y< / gsu' +(1—s)w)ds <1/y
0

pro skoro vSechna (t,7) € (0,00) x R%. Déle miizeme postupovat jako v Lem-
matu — testovat rovnici funkei (vy 4+ dv)d. z a odvozovat odhady. Explicitné
uvedme pouze ty nerovnosti, jez v dikazu Lemmatu piimo nefiguruji:

T

[ (o) = s v), = [ vl a
>(-9) [ IV,

5 [ (st o) - ot e vi0)
< oo | V@ @t 5 [ ol o

Vyuzitim stejnych postupu jako v ¢ésti o disipativitéﬂ ziskdme pro v odhad ana-
logicky (/6.10]), z néhoZ plyne dokazované tvrzeni. ]

Parametr € odvozeny v pfedchozim lemmatu si pro dalsi postup fixujme.

“véimnéme si, Ze diky dodateénym pfedpokladim na data zmizely z odhadi konstanty C.
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Disledek 6.5. Pro libovolné 6 > 0 existuje X\ a Ty splniugict

/ g[V](TQ,ZL’)QZﬁéO d[E S 5
Rd

pro vSechna v Tesici ilohu (6.12)) s pocdtecnimi podminkami (ug,u;) € B.

Diikaz. Normy || f(u)]| 12 Jjsou stejné omezené nezavisle na pocatecnich podmin-
kach z B. Vzhledem k tomu, ze h € L7, plyne tvrzeni z nerovnosti ((6.14]) prihléd-
nutim k Lemmatu 2.19 ]

Lemma 6.6. Necht \ a Ty jsou libovolnd kladnd redlnd cisla. Potom je mnozina

{(w(Tp),w'(Tp)): w resi

pro u s pocatecnimi podminkami (ug,ui) € ®p}
kompaktni v @z .

Diikaz. Vsimnéme si, ze data pro tlohu ([6.11]) jsou kompaktné nesena. Diky ko-
nec¢né rychlosti $ifeni, presnéji Lemmatu 4.8, a jednoznacnosti slabych Feseni je
funkce w pro t € [0, Tp] feSenim ulohy (4.1)) na omezené mnoziné

B=BW\+1+T).
Uvazujme zobrazeni W: L2((0,Ty) x B) — W'?(B) x L*(B) definované pied-

pisemﬂ

‘I’(il) = (W(To)a V~V/<T0))

kde w je Tesenim tlohy
Wy — D+ g(y) + b = h

na omezené mnoziné B s nulovou stopou na hranici a s nulovymi pocatecnimi

podminkami.
Véta specialné nerovnost (4.34]), zarucuje spojitost operatoru W. Uva-
Zujme mnozinu

P ={(f(u) +h)lom x5 v spliuje s (ug,uy) € B}.

Piipomenme, Ze z rustového predpokladu |(F3)[ a ostré nerovnosti (3.2)) plati
pro vhodné ¢ > 0 odhady

||f(u)||L2((O,T0);L2(B)) S Ql (||u|IL2<(O,TO);W1’2(é))) ’
Hf/(u)HL2((0,TO);Ld+C(B)) < @ (HUHH((O,TO);WL?(B))) :

Dle Holderovy nerovnosti potom
”f/(u)quL2<(0,T0);LQ(B)) < Q3 (”u|’L2((07To);W1’2(B))) '

||f/(u)u/HLQ((O,TO);L‘I(B)) < Q4 (”u“L?((U:To);Wl’Q(B)))

8vzhledem k &asové spojitosti slabych feseni mé definice smysl
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pro ¢ > 2d/(d + 2). Diky omezenosti B v ®; jsou predchozi odhady stejnomérné
pro u fesici rovnici s pocateénimi podminkami (ug,u1) € B. Funkce na kar-
tézském soucinu (0,7p) x B reprezentujici f(u) jsou stejné omezené v prostoru
Wh4((0,Ty) x B), ktery je kompaktné vnoreny do L?((0,7y) x B). Proto je takeé
mnozina

{f (W)l om)xp: u spliwjict (3.1) s potdtecnimi podminkami (uo, u1) € B}

kompaktni v L((0,Tp) X B ). Odtud plyne kompaktnost P a nasledné i mnoziny
WU(P). Vzhledem k nulovym stopam funkei w(7p) na hranici B miZeme tyto
funkce roz&ifit nulou na cely prostor R? pii zachovani piivodnich norem a kvalit
funkci. Ze spojitosti vnoreni

WH(RY) x LAH(RY) — &z
nasledné plyne kompaktnost W(P) i vzhledem k ®; . O

Finalni ¢ast dikazu existence lokalné kompaktniho atraktoru jiz odpovida
zavéru z clanku [Fei96]. Pro tplnost ji uvedme celou.
Polozme e
A=(S(B) "

t>0

Lemma 6.7. MnoZina A je kompaktni vzhledem k @z .

Diikaz. Vzhledem k definici je A zfejmé uzaviend a dle Dusledku [6.5] a Lem-
matu i kompaktni v ®z,. Pro libovolné 6 > 0 totiz nalezneme Ty > 0,
S Pe . e wr s .
pro které S, (B), a tedy i Si, (B) " a A, pokryje konecna §-sit prislusic metrice
na q)é"g. ]

Lemma 6.8. Necht {t,}nen je rostouci posloupnost casi jdouci do nekonecna
a bud {b, }nen libovolnd posloupnost proki z B. Potom existuje vybrand posloup-
nost z { Sy, (bn) }nen konvergugict k proku mnoZiny A vzhledem k topologii na ®z [

Driikaz. Diky Dusledku |6.5) a Lemmatu existuje posloupnost 7T,, — oo ta-
kova, ze pro St (B) existuje konetnd 1/n-sit. Pripadnym ptrechodem k pod-
posloupnostem a preznacenim mizeme docilit toho, aby pro vSechna n € N
platilo T, < t, < T,41. Potom {8, (bn)}52; = {S7;(St,—1;(bn)) }os;, a tedy
i {St, (bn) }neny musi byt prekompaktni vzhledem k @z . O

Poznamka. Z definice A vyplyva, ze kazdy jeji prvek se da napsat jako @ -limita
posloupnosti {S;, (bn) bnen Pro {tnnen @ {by}nen jako v predchozim lemmatu.

Lemma 6.9. MnoZina A je striktné invariantni vzhledem k S.

Diikaz. Klicovou roli v ditkazu tvrzeni hraje spojitost jednotlivych S; vzhledem
ke slabé topologii (druha ¢asti Lemmatu . Je-li a € A, existuje posloupnost
{bn}nen C B at, — oo spliujici

S, (b,) — a  vzhledem k normé ®;.

9Jinymi slovy — dynamicky systém (B,S) je asymptoticky kompaktni vzhledem k topologii
dané q)§70.
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Pro libovolné ¢ € [0,00) potom Sy, (b,) = S(St,—+(b,)) alespoir pro dostatecné
velkd n € N. Vzhledem k Lemmatu existuje ¢ € A a vybrand posloupnost
z Sy, _+(bn), kterou budeme znacit stejné a pro niz plati

St,—t(b,) = ¢ vzhledem k normé @ .

Proto a = Si(c), a tedy A C S;(.A) pro libovolné t € [0, 00).
K dikazu opacné inkluze berme ¢ € [0,00) a libovolné a = Si(c) pro ¢ € A.
Existuji posloupnosti {b, }nen, b € B a t,, — oo spliwjici

S, (b,) — ¢ vzhledem k normé ®; .
Diky spojitosti operatorii semigrupy S potom
0= Si(e) = S (Jim S0, (b)) = Hm Seee, (),

a tedy a € A. ]

Lemma 6.10. Plat?
1tlim diste. ,(S:(B),.A) = 0.
—00 ’

Diikaz. Necht pro spor existuje § > 0 a posloupnosti ¢, — 00 a {b, }nen, bn € B,
pro néz

diStq>§Y0 (Stn (bn), A) > 0. (615)

7 Lemmatu plyne existence vybrané posloupnosti z {S;, (b,) bnen, kterd kon-
verguje k prvku A vzhledem k ®: . To je vSak ve sporu s (6.15]). ]

Véta 6.11. MnoZina A je lokdlné kompaktnim atraktorem dynamického systému
(q)ba S) :

Diikaz. Uvédomme si, ze topologie prostoru ®,. v restrikci na podprostor ®; je
metrizovatelna metrikou odvozenou od normy ®. ; pro libovolné € > 0 a z € R?
pevné (viz Kapitola [7)).

Z Véty 6.3 a Lemmatu plyne

tliglo diste, ,(S:(B),A) =0

pro libovolnou omezenou mnozinu B C &,. S prihlédnutim k charakteristice
lokélné kompaktniho atraktoru (Lemma tvrzeni plyne z Lemmat
alo.10l ]

Pozndmka. Muzeme také nahlédnout, ze diky invariantnosti je A jedind mnozina,
jez spliuje podminky lokalné kompaktniho atraktoru.

Je-li prava strana rovnice konstantni funkci, jedna se o autonomni rovnici
i vzhledem k prostorovym proménnym, a proto A je navic invariantni vici pro-
storovému posunuti. Mnozina A navic pritahuje omezené mnoziny ®, vzhledem
k silnéjsi topologii ®;, (dikaz je mozné nalézt v [Fei9g]).

Je-li fo = 0 a h patii do uzavéru hladkych funkei s kompaktnim nosi¢em vzhle-
dem k normé ®;, potom A je dokonce globalnim atraktorem (®,,S) (pro dikaz
muzeme Ctendfe odkazat na ¢lanek [Zel01], Chapter 6).
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Dodatky
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7. Pojmy z teorie dynamickych
systému

V této casti pfipomeneme matematickou strukturu, jez se pouziva pii zkou-
mani vlastnosti reseni autonomnichE] evolu¢nich rovnic pro velké casy. Zaroven
uvedeme nékteré zakladni pojmy, které se s asymptotickymi vlastnostmi poji.
Kvili zaméreni diplomové prace toto téma zdaleka nevycerpame. Uceleny obecny
prehled mize ¢tenar nalézt naptiklad v monografii [MZ0S].

7.1 Zakladni definice

Pojem dynamického systému, poskytuje abstraktni ramec k analyze global-
nichP| feseni evoluénich rovnic. Tento pojem zachycuje charakteristickou alge-
braickou strukturu feSeni korektné definovanych (,well-posed*) tloh a zaroven
poskytuje nastroj k ,méfeni”. V pripadé parcidlnich diferencialnich rovnic jsou
timto nastrojem integralni metriky, které v SirSim vyznamu odpovidaji urcité
formé energie. V kontextu dynamickych systémii je mozné popsat dilezité kvali-
tativni vlastnosti feSeni rovnic. V této préci se zabyvame pouze pojmy disipativita
a atraktorF]

Definice. Dynamickym systémem rozumime dvojici (X,S), kde X = (X, px)
zna¢i metricky prostor s metrikou py a S systém zobrazeni {S;: ¢t € [0,00)} z X
do X, ktera spliuji

L SO - I?
® Sitt, = St 0 Sy, pro libovolna ¢y, ty > 0,
e pro viechna t € [0, 00) jsou zobrazeni S;: X — X spojita.

Mnozinu X nazyvame fdazovim prostorem dynamického systému (X, S), systém
S potom semigrupou na X.

Vzdalenost mezi mnozinami fazového prostoru budeme mérit Hausdorffovou
semidistancﬁ , kterou pro A, B C X definujeme predpisem

dist(x ) (A, B) = sup inf px(z,y).
zcAYEB

Definice. Necht (X, S) je dynamicky systém.

° f{ekneme, ze mnozina B C X je pohlcugict, jestlize pro libovolnou omezenou
mnozinu C' C X existuje to > 0 spliwjici S;(C') C B pro vSechna t > t.

! Autonomni rovnici budeme rozumnét rovnici s daty nezavislymi na case.

2Definovanych pro viechny ¢asy poéinaje ¢t = 0.

3Pro nazornost uvedme, Ze tyto pojmy souviseji se snahou popsat fegeni rovnic pro velké
casy ,,Setrnéjsim“ zptsobem — zpravidla pomoci ,malé* mnoziny, ktera ,pritahuje” ostatni
FeSeni (a to navic v ur¢itém stejnomérném smyslu).

4Hausdorffova semidistance neni metrikou. Rovnost distx (A4, B) = 0 totiZ nastavd, prave
kdyz A C B.
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Necht D C X. Rekneme, ze D je invariantni (vaci semigrupé S), jestlize
S¢(D) C D pro vsecha t > 0.

Necht D C X. Rekneme, ze D je striktné invariantni (vaci semigrupé S),
jestlize S;(D) = D pro vsecha t > 0.

Mnozinu A C X nazveme pritahujict, jestlize pro libovolnou omezenou mno-
zinu B C X plati
tlgglo dist(x ) (S¢(B), A) = 0.

Dynamicky systém (X, S) nazveme , disipativnim*, jestlize v ném existuje
omezena pohlcujici mnozina.

Definice. Necht (X, S) je dynamicky systém a A C X. Rekneme, Ze A je glo-
bdlnim atraktorem (dynamického systému (X, S)), jestlize

e A je kompaktni,
e A je striktné invariantni,

e A je pritahujici.

7.2 Slabsi pojeti pojmu atraktor

Poznamka. V pripadé, kdy pro rovnice na neomezenych oblastech uvazujeme fa-
zovy prostor s lokalné uniformni topologii, je kompaktnost z definice atraktoru
velmi silnym pozadavkem. Pro ilustraci miizeme uvést piiklad uvedeny v [Zel01],
kde za fazovy prostor berme ®, = W,"* x L?. Funkce u(t,z) = tgh(z/v/2) je
stacionarnim reSenim rovnice

Ot — gt + g(Opu) + u® —u = 0.

Stejné tak pro vSechna h € R je funkce v, = vy (¢, ) = u(t,z + h) stacionarnim
feSenim zminéné rovnice. Pokud by existoval globalni atraktor A, potom by nutné
v, € A pro v8echna h € R. To oviem déava spor s kompaktnosti A vzhledem
k lokalné uniformni topologii, nebot neni tézké si uvédomit, ze {v,: n € N} nema
hromadny bod ve ®,,.

Prirozenéjsim pozadavkem v pfipadé rovnic na neomezené oblasti je uvazovat
pro atraktor pouze kompaktnost pfi restrikci na omezenou oblast.

Definice. Necht (X, S) je dynamicky systém na metrickém prostoru X = (X, p).
Bud 7 topologii na X, jez je slab8i’|nez topologie generovana p. Rekneme, Ze mno-
zina A C X je ((X, p), (X, T))fatraktorem systému (X, S), jestlize

e mnozina A je kompaktni vzhledem k (X, 7),

e A je striktné invariantni vzhledem k S,

SvEechny prvky 7 jsou otevienymi mnoZinami vzhledem k p

o6



o A pritahuje v8echny omezené mnoziny z (X, p) vzhledem k topologii 7,
neboli pro libovolnou mnozinu B omezenou v (X, p) a mnozinu O € 7,
A C O, existuje tq spliwjici pro vSechna t > tg

S(B) C O.

Lemma 7.1. Necht (X, T) je topologicky prostor a o je metrikou na X metrizujict
7. Potom

tliglo diSt(Xya)(St(B), A) =0, (7.1)

prdaveé kdyz pro libovolnou mnozinu O € 7, A C O, existuje to spliiujici pro vsechna
t >ty
Si(B) € 0.

Diikaz. Stac¢i si uvédomit, ze
diSt(X’U)(C, D) <,

prave kdyz
C g U B(X,U)(d7 6)7

deD

kde
Bx,0)(d,0) ={ce€ X:0o(d,c) <d}.

]

Pozorovdni 7.2. Necht A je (X, p), (X, 7))-atraktorem (X, S) a o metrikou na X
metrizujicf 7. Potom A je i ((X, p), (X, o))-atraktorem.

Nésledujici tvrzeni je snadnym dusledkem vySe uvedenych definic a pozoro-

vani, proto zde jeho dikaz vynechame.

Lemma 7.3. Necht ((X,p),S) je dynamicky systém a 7 je topologie na X slabsi
neZ topologie generovand p. Necht o je metrikou na X, jeZ metrizuje 7. JestliZe
ACX je

o kompaktni vzhledem k (X, o),
o striktné invartantni,
o splniuge pro viechny mnoZiny B omezené v (X, p),
potom A je (X, p), (X, T))-atraktorem dynamického systému ((X, p),S).

Poznamka. Kanonickou volbou fazového prostoru v pripadé rovnic na neome-
zené oblasti je Banachuv prostor (®,,p), kde metrika p je generoviana normou
na lokalné uniformnim prostoru ®,. Za topologii 7 bereme topologii lokélné kon-
vexniho vektorového prostoru &, = VV11>C2 X L2 ., piidemz v restrikci na @y, je tato
topologie metrizovana @E’fﬁ

6Ekvivalence topologif se snadno ovéri ditkazem spojitosti pseudonorem | - [[yy1.2« L2(B(0,R))
na prostoru (®y, || - [|e, ,) pro R > 0.
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Definice. Necht p a 7 jsou jako v pfedchozi poznamce a S necht je semigrupa
na ®;,. Mnozinu A C ®, nazveme lokdlné kompaktnim atraktorem|’| dynamického
systému (P, S), jestlize A je ((®y, p), (Pp, 7))—atraktorem dynamického systému
(q)ba 8)

v literatufe se téZ pouziva pojem (®y, ®jo.)-atraktor, jez navazuje na vyse uvedenou abs-
traktni definici
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8. Zakladni prostory funkci

V této kapitole uvedeme pouze tvrzeni, jez vétsinou nejsou soucésti zékladni
literatury se zaméfenim na Sobolevovy a Bochnerovy prostory. Jmenovité ptjde
o problematiku reprezentace funkci jistych Bochnerovych prostori pomoci inte-
grovatelnych funkei na kartézském soucinu a o tvrzeni souvisejici s ¢asovymi dife-
rencemi. Ctenar mize zakladni pojmy a dulezité vlastnosti Sobolevovych a Boch-
nerovych prostori nalézt naptiklad v monografiich [AF03[Y| [EGO2| a [GGZT4F]

8.1 Sobolevovy prostory

Tato ¢ast bude vénovana rozsiteni platnosti vét z diferencialniho a integralniho
kalkulu na sobolevovské funkce. Neni-li fe¢eno jinak, uvazujeme oblast Q C R¢
omezenou s lipschitzovskou hranici.

Ditikaz nésledujiciho lemmatu, které zamérné uvadime v konkrétni podobé,
plyne napifklad z Lemmatu 3 ¢lanku [MM79)][]

Lemma 8.1 (Derivace slozené funkce). Necht f je redlnd funkce tiidy C* spliiugict
ristovy predpoklad [(Fy), bud ddle w € WY2((0,T) x Q). Potom F(u) € Wh1(Q)
a platt

f(u) 0w = 0, F (u),

kde F(r) = [ f(s)ds.

Dtikaz nasledujictho lemmatu plyne pfimocafe z moznosti aproximovat sobo-
levovské funkce funkcemi hladkymi az do hranice.

Lemma 8.2 (Derivace souc¢inu). Necht u € WHP(Q) a v € WH(Q), kde p,
q € (1,0), 1/p+1/q = 1. Potom uv € WYY(Q) a plati ve smyslu slabych
derivaci rovnost

O, (uv) = 0y, (u) v+ u 0y, (v)
pro libovolné j € {1,...,d}

Symbolem T oznac¢ujme operator stop T: WIP(Q) — LP(IQ), o némz je
Zznamo, ze je spojity pro vSechna p € [1,00) (a dokonce zarucuje lepsi kvalitu
funkce na hranici nez LP).

Lemma 8.3 (Rozsifené vlastnosti operatoru stop). UvaZujme funkce u € WP (Q)
aveWh(Q), kde p, g € (1,00), 1/p+1/q = 1. Potom

T(uv)=T(u)T(v) na N.

Jestlize navic u > 0 skoro vsude na €2, potom

/ T(u) de—l Z 0.
o0

lzakladni definice, véty o vnofeni, reprezentace spojitymi a hladkymi funkcemi

2sobolevovské funkce a absolutni spojitost po skoro viech pifmkach

3teorie Bochnerovych prostori - slabé ¢asové derivace, popis dualnich prostori, reflexivita,
véty o vnoreni, husté podmnoziny

4Diikaz vyplyva z charakterizace sobolevovskych funkci pomoci absolutné spojitych funkei
po pfimkach a platnosti tvrzeni pro d = 1, jez bylo dokézano la Vallée Poussinem.
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Diikaz. Prvni ¢asti vyplyva z obdobného aproximac¢niho argumentu jako dikaz
véty o integraci per—partes niZe.

Pro dtkaz druhé ¢asti si rozmysleme, Ze nezaporné sobolevovské funkce mi-
zeme aproximovat nezédpornymi hladkymi funkcemi. Nejprve naleznéme funkci
w € WIP(R?) rozgifujic funkei u. Jak znamo, |w| € WHP(RY), piicemz |w| = u
skoro vSude na (). Posloupnost funkei w, vzniklych zhlazenim |w| ,klasickym*
nezdpornym hladkym konvoluénim jadrem konverguje ve W1P(R?) k funkci |w].
Funkce w, jsou ziejmé nezaporné. Konetné funkcional na W1»(Q) dany predpi-
sem

v T(v)dHg—1
o0
je spojity, a proto

/ T(u) de,1 = lim T(wn) d,Hd,1 > 0.
o

Umluva. V textu znaceni operatoru 1" vynechavejme.

Lemma 8.4 (Integrace per—partes). UvaZujme funkce f € WP(Q) a g € W1(Q)
pro 1/p+1/q = 1. Potom

/ gde= | fov;dHa 1—/f 9 4. (8.1)

kde v = (11, ...,vq) je normalovy vektor k OS).
Je-li Q = RY, potom plati uvedend rovnost bez integrdlu pres hranici.

Diikaz. Integraly jsou konvergentni, coz plyne z Holderovy nerovnosti a ze zmi-
néné omezenosti operatoru stop. Jsou-li obé funkce hladké az do hranice, je tvr-
zeni dusledkem Gaussovy-Greenovy véty. Uvazujme dale g hladkou funkci az
do hranice a f dle predpokladu. Z teorie Sobolevovych prostori vime, Ze existuje
posloupnost { f,, }nen hladkych funkei az do hranice 2, pro niz

fn — fEWP(Q).

Proto vyuzitim predchozich limitnich pfechodi a omezenosti operatoru stop do-
staneme

of . ofn .
o 0y V1T 5y 90T = mfn%dﬂd = [ gt
0
[ ravan 1—/fag dz.
Tj

Nyni staci tento zavér pouzit pro piipad, kdy obé funkce spliuji lemmatem pred-
pokladané vlastnosti.

Je-li Q = R? postupujme obdobné - sta¢i sobolevovské funkce aproximovat
funkcemi s kompaktnim nosi¢em. O

Stejny argument lze vyuzit k dikazu verze Gaussovy-Greenovy véty pro so-
bolevovské funkce.
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Lemma 8.5 (Gaussova-Greenova véta). Necht f = (fi,..., fa) pro f; e Whi(Q),
potom
/ div(f)de = [ feidHa,
Q o0
kde U znaci vektor vnéjsi normdly k O0S2.

8.2 Bochnerovy prostory

Pristup ke slabym feSenim evoluc¢nich rovnic se blizce poji s teorii Bochnero-
vych prostorta. Ty zdturazinuji vyznacnost casové proménné, ktera najednou stoji
na trochu jiné drovni nez proménné prostorové.

Prirozena otazka, kterd se v souvislosti s Bochnerovymi prostory nabizi, je
otazka souvislosti mezi vektorovymi funkcemi typu LP((0,7); LP(£2)) a funkcemi
na soucinu (0,7") x €. V monografiich, které se svym tématem dotykaji teorie
Bochnerovych prostorti, zminky o této souvislosti chybi. Z toho divodu byl autor
motivovan ke struénému sepsani zékladnich spojitosti mezi zminénymi tiidami
funkci, a to i s pripadnym dikazem.

Nebude-li feceno jinak, budeme v této Casti symbolem X znacit Banachiv
prostor s normou || - ||x a symbolem [ oznacovat (libovolny) realny interval.
Pro ¢tenafovo pohodli uvedme zakladni definice, s nimiz budeme v dikazech
pracovat.

Definice. Zobrazeni s: I — X nazveme

e jednoduchou funkci, jestlize existuje kone¢né mnoho méfitelnych mnozin
E; C I aprvki z; € X tak, zZe

k
s(t) = ZXEj (t);,

Bochneriuv integral jednoduché funkce s pak definujeme nasledovné
k

/ st dt = 3 Byl

I =

o (silné) meéritelnou funkci, jestlize existuje posloupnost jednoduchych funkei
Sn splitujicich

lsn(t) —s(t)|lx — 0, pro skoro vSechna t € I,

e slabe meritelnou, jestlize pro vSechna z* z dualniho prostoru k X je funkce
t — x*(s(t)) (lebesgueovsky) méfitelna.

e bochnerovsky integrovatelnou, jestlize existuje posloupnost jednoduchych
funkei {sp nen spliujic

lim /IHs(t) sa(®)||x dt = 0

n—00

Bochneriv integrdl bochnerovsky integrovatelné funkce s pak definujeme

/ S(t)dt = lim [ sa(t)dt.

n—o0 I
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Poznamka. Definice integralu jednoduché funkce neni zavisla na jejich ekvivalent-
nich vyjadfenich. Pomoci cauchyovskosti se da snadno ukazat, Ze limita z definice
Bochnerova integralu existuje a je ddna jednoznac¢né bez ohledu na aproximujici
posloupnost jednoduchych funkei s,,. Definice je tedy korektni.

Znaceni. Uvazujme p € [1, 0]

e symbolem LP([; X) zna¢ime vSechny silné méfitelné funkce f: I — X
pro nez

1/p
(/ IE@) dt) < o0, kdy? p < o0,
I

esssup [|f(t)]|x < oo, kdyz p = 0.
tel

(8.2)

e symbolem C(I; X) znacime v8echny spojité funkce z I do X.

Pozndmka. Pokud ztotoznime vektorové funkce prostoru LP(I; X), které se rov-
naji skoro vSude na mnoziné I, ziskame tak Banachiiv prostor s normou danou
(8.2). Pro tyto prostory se uziva pojem Bochnerovy prostory.

Definice. Uvazujme X; a Xy Banachovy prostory, pro néz plati X; C Xy al C R
otevieny interval. Necht f € L] _(I;X;) a g € Li .(I; X3) (tj. vektorové integro-
vatelné na kazdém kompaktnim podintervalu ). Rekneme, Ze g je slabou derivaci

funkce f, jestlize pro vSechny funkce ¢ € D (1) plati
[ =- [ e a (83
I I
Znacme ' = g.

Znaceni. Jestlize f i f' € LP(I; X ), znac¢ime f € W'P?(I; X).

8.2.1 Vektorové funkce a funkce na kartézském soucinu

Ukézeme si, Ze za urcitych predpokladiit mizeme ztotoznovat vektorové funkce
tiidy LP(7; LP(Q2)) s integrovatelnymi funkcemi na kartézském soucinu I x €.
Pricemz uvazujeme €2 C R? méfitelnou.

Nejprve uvedme dvé klicové véty, jez se hojné uplatiuji v teorii Bochnerovych
prostorti. Jejich dikaz muze ¢tenar nalézt napiiklad ve 40. a 42. kapitole skript
[LM95].

Véta 8.6 (Pettis). Vektorovd funkce £: I — X je (silné) méFitelnd, pravé kdyz
je slabé méritelnd a jeji obor hodnot je esencidlné-separabilnf)

Véta 8.7 (Bochner). Nechtf : I — X je silné méfitelnd. Potom f je bochnerovsky
integrovatelnd, prave kdyz [, ||f(t)|x dt < oo.

Uvedme dva dusledky téchto vét.

Disledek 8.8. Necht' X je Banachiv prostor a f: I — X necht je spojitd funkce.
Potom £ je (silné) méFitelnd.

Sexistuje mnozina N C I nulové miry, pro niz f(I\N) je separabilni podmnoZina X
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Diikaz. Staci si uvédomit, ze spojitym obrazem separabilni mnoziny je opét sepa-
rabilni mnozina. Stejné tak slozenim libovolného spojitého funkcionélu se spojitou
funkci f vznikne spojitd, tudiz i méritelna, realna funkce. Tvrzeni tedy vyplyva
z Pettisovy véty. [

Disledek 8.9. Je-li f : [ — X bochnerovsky integrovatelnd, potom

‘ /I £(£) dt

Tato nerovnost plyne z moznosti vyjadiit normu prvku pomoci aplikace funk-
cionalu (z jednotkové sféry dualniho prostoru) na tento prvek a z moznosti zamény
poradi integralu a spojitého funkcionalu.

XS[M@M&. (8.4)

Lemma 8.10. Necht p € [1,00), potom pro kaZdou funkci f € LP(I x Q) existuje
vektorovd funkce tridy £ € LP(1; LP(QY)) spliugict

f(t) = f(t,-) pro skoro v§echna t € I. (8.5)

Diikaz. Diky Fubiniové vété je pro skoro vSechna t € I funkce f(t,-) t¥idy LP(92).
Z teorie miry plyne lebesgueovska méfitelnost funce ¢ — [, f(t,z)¢(x) dz pro li-
bovolné brané ¢ € L%(2), kde ¢ = p/(p — 1). Tim ziskdvame slabou mé&titelnost
funkce f (vyuzili jsme téz zakladni reprezentace dualu k Lebesgueovym prosto-
rum). Tudiz Pettisova véta a separabilita LP(§2) (uvazujeme totiz p € [1,00))
implikuje silné métitelnosti funkce f. Aplikaci Fubiniovy véty ziskame

Wiyt = [ [ 15t dedr < .
I 1JQ

I1£(2
a proto f € LP(I; LP(2)). O

Nésledujici snadny pfiklad ukazuje, ze méfitelnost je v pripadé neseparability
koncového prostoru X velmi silnou vlastnosti.

Priklad 8.11. Ozna¢me D mnozinu {(z,y) € (0,1)*: x > y}. Funkce xp ziejmé
pat¥i do prostoru L* ((0,1)?). Definujme vektorovou funkei f: (0,1) — L* pied-
pisem f(¢) = xp(t,-). Vezmeme-li libovolnou mnozinu N C (0, 1) miry nula, pak
£ ((0,1)\N) neni separabilni podmnozina L*>°. Vzdy v ni totiz mizeme nalézt ne-
spoCetnou mnozinu navzajem stejné vzdalenych bodi. Pro libovolné 0 < ¢; <
to < 1 totiz plati ||f(t1) — f(f2)]|cc = 1. Dle Pettisovy véty nemize byt f silné
meéftitelna.

Lemma 8.12. Necht'p € [1,00) af € LP(I; LP(R?)), potom existuje f € LP(IxS2),
pro kterou plati (8.5)).

Diikaz. Sta¢i si rozmyslet pouze méfitelnost, nebot kone¢nost normy pak plyne
z Fubiniovy véty. Nejprve predpokladejme € i I s kone¢nou mirou. Dle Bochne-
rovy véty je f bochnerovsky integrovatelna. Z definice Bochnerova integralu tedy
existuji jednoduché funkce f,: I — LP(Q2), pro které

/Hf(t) - fn<t)HLP(Q) dt — 0.
I
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Definujme funkce f,, = f,(t,x) predpisem f,(¢,-) = £,(¢) pro t € I. Kazda funkce
fn je zfejmé& métitelnd na soucinu I x €. Dle Fubiniovy véty

[mm—m=[M@-fm Yooy dt = /w (1)l dt

scmmupm@—KMWQM+cmmu@mw—m@mmﬂt

Posloupnost {f,, }nen je tedy cauchyovskd v L'(I x Q). Ozna¢me f jeji limitu
a pocitejme

S =0l e <[5 = e lowa (39

ﬁﬁmw—ﬂwﬂ@w

Nutné tedy pro skoro vSechna t € I plati f(t,-) = f(t) v L'(Q).

V pripadé €2 obecné méritelné muzeme mnozinu rozdélit na spocetné mnoho
disjunktnich podmnozin kone¢né miry €2 = U,en(2,. Funkce f je pak méritelna
na kazdé mnoziné I x €2,,, z ¢ehoz zfejmé plyne i globalni métitelnost. Analogicky
muzeme postupovat i v piipadé, kdy I neni omezené. O

Lemma 8.13. Bud' p € [1,00). Necht u € W'P(I; L}(Q)) a redlné funkce u, v
na soucinu @ = I x ) reprezentuji u, u'. Potom v = Oyu ve smyslu distribuct.

Diikaz. Berme ¢ € D(Q). Funkece na fezech, t — (¢, x), jsou pro kazdé z €
prvky prostoru D(I). Dle Fubiniovy véty

/ 0= [ [uollgeta i - [ [woiven i
[

Lemma 8.14. UvaZujme p € [1,00) a
f e WHP(I; LP(Q)) N LP(I; WHP(Q)).

Potom funkce f reprezentugici £ ve smyslu Lemmatu ndlezi do prostoru
WhP(T x Q).

Diikaz. Tvrzeni je piimym dusledkem Lemmat a(3.12] O

8.2.2 Casové diference

Motivaci této ¢asti je otazka jednoznacnosti slabych reSeni diferencialnich rov-
nic hyperbolického typuf]

Spodrobnéjsi komentér k této problematice je mozné nalézt v
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Znaceni. Necht v € C([0,7]; X) a h > 0, potom symbolem D"[v]| zna¢me funkci

DMI(t) = v(t + h)z—hv(t — h)’ e 0.7,

kde dodefinujme

v(it+h)=v(T) prot+h>T,
v(t —h) =v(0) prot—h <0.
Vektorovou funkei D"[v] budeme nazyvat casovou diferenci funkce v velikosti h.

Lemma 8.15. Uvazujme X, Y a Z Banachovy prostory, kde X — Y, Z — Y.
Budte m € [1,00) a h > 0. Jestlize u € C([0,T7],X) a u € L'((0,7);Y) N
L7(0,T); Z), potom

D"[u] € C((0, 7], X) N L™((0,T); Z).
pricemz D"[u] jsou v L™((0,T); Z) stejné omezeny.

Diikaz. Spojitost D"[u] je zfejmé4, proto staci ukazat jeji integrovatelnost. Dodefi-
nujme nejprve u’ vektorem 0 na intervalech (—h,0) a (7,7 + h) (rozsifena funkce
nalezi do stejnych Bochnerovych prostori a je slabou derivaci funkce u, jez mimo
[0, T'] spojité dodefinujeme konstantou). Newtonova-Leibnitzova formule zistava
platna i pro vektorové funkce tiidy W1(0,T;Y)[| Proto v Y plati rovnost

DM ful(t) = % /t_h W(s)ds, prot e [0,T].

Prava strana nélezi prostoru L™(0,T’; Z) pro vSechna h > 0. Vyuzitim nerovnosti
(8.4) a Jensenovy nerovnosti ziskdme

IO < 5 [ Iz as

Aplikaci Fubiniovy vétyf| potom

/ / (s)][2 ds it = / /||ut+s||stdt (8.7)
t—h
T
1 / / I+ s)|I7 deds < — / / ()] de ds = / ()13 dt,
hJ_nJo 2h J_n Jo 0

z ¢ehoz vyplyva zbytek dokazovaného tvrzeni. O]

Nésledujici lemma poskytuje dilezitou informaci o limitnim pfechodu pro ¢a-
sové diference a je prevzato z ¢lanku [KL02).

"Jedné se o zakladni poznatek z teorie Bochnerovych prostorii, étenaie lze odkizat na The-
orem 2 z §5.9.2 monografie [Eval0].
8plné si vystaéime s jeji verzi pro realné funkce

65



Lemma 8.16 ([KL02|). Mé&jme u € C([0,T); H) pro H Hilbertiv prostor. Potom

T

1
- h
i (w, D*[u])r dt = 5 (I[a(T)I[7 — [[a(0)[%) -
Pokud navic u' € C([0,T; H), potom
T
lim [ (W, (D"[u]))zdt =0 pro viechna h >0
h—0 Jq

a proh —0

D"u](t) = u'(t) v H pro skoro viechna t € (0,T),

D"[u](0) — %u’(O) a D"u)(T) — %u’(T) v H.

8.2.3 Dalsi pomocna tvrzeni

Lemma 8.17. Necht X je Banachiiv prostor a S je jeho hustd podmnoZina. Po-
tom linedrni kombinace vektorovijch funkct tvaru v(t) = ¥(t)s pro ¢ € C=([0,T])
as € S tvoii husty podprostor W*P((0,T); X) pro vsechna k € Ny a p € [1,0).

Diikaz. V prvni ¢asti diikazu ukazme, Ze mnozina ,,polynomu‘ tvaru

p(t) = thsj, kde s; € S (8.8)

J=0

je husta v prostoru C*([0,77]; X) pro libovolné k € Ng. Pro k = 0a S = X je
mozné k ditkazu pouzit aproximaci analogiemi k redlnym Bernsteinovym polyno-
mum (viz [GGZ74], Kapitel IV, Satz 1.3). Pro S obecnou hustou v X miZeme
ke kazdému ,,polynomu“

q(t) = thxj, kde z; € S
=0

uvazovat polynom p(t) tvaru (8.8) s koeficienty ||z; — s;||x < € pro libovolné
zvolené € > 0.
Pro k = 1 potom libovolna funkce u € C*([0, T7; X) spliije rovnost

u(t) = u(0) + /0 u'(7) dr. (8.9)

Funkci v’ muZeme aproximovat ,polynomy“ {pn}nen, tvaru (8.8) v prostoru
C([0, T); X). Dale uvazujme posloupnost s,, prvki z S konvergujici k u(0). Potom

An(t) = sp + /0 Pn(7)drT,

aproximuji v C([0,T]; X') vektorovou funkei u a plati q,," = pn. Proto q, aproxi-
muji u také v C1([0,T]; X) a zfejmé maji koeficienty z S.
Pro £ > 1 mizeme uplatnit matematickou indukci.
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Nyni muzeme dikaz dokoncit tim, Ze ukazeme hustotu vektorovych funkci
z C*([0,T); X) v prostoru W»((0,T); X).

Pro £ = 0 muZeme vychéazet z hustoty jednoduchych funkci v Bochnerovych
prostorech pro p € [1,00) (viz [GGZT4], Kapitel IV, Lemma 1.3) a déle pou-
7it aproximaci ,,po ¢astech linearnimi“ funkcemi analogicky k realnym funkcim.
Dale miizeme postupovat zcela analogicky jako vyse. Pro spojitého reprezentanta
funkce u totiz plati (viz také [Eval0], §5.9.2, Theorem 2). O

Pro tucely nasledujiciho lemmatu uvazujme funkci
(0 prote|0,1/n],
n (t — %) pro t € [1/n,2/n],
ro(t) =< 1 prote[2/n,T—2/n], (8.10)

1
n(T———t) prot € [T'—2/n,T —1/n],
n

L0 prote [T —1/n,T].

Lemma 8.18 (Lemma ,0 sefezavani“). UvazZujme H Hilbertiv prostor a vekto-
rové funkce u € C([0,T); H) a v € WY2((0,T); H). Potom pro vektorové funkce
V,, definované v, = r, v, plati

T

lim (u(t),v;(t))Hdt - (8.11)

n—oo 0

/OT (u(t),v'(t)>Hdt + (u(O),v(()))H _ <1I(T),V(T)> 7

H
kde v(0) a v(T) jsou ddny jednoznacné ve smyslu stop.

Diikaz. Vyuzitim (absolutni) spojitosti funkce v muzeme postupovat zcela ana-
logicky jako pfi dikazu tohoto tvrzeni pro realné funkce, jenz je pfimocary. [

67



9. Appendix

Zbyva uvést a pripadné dokazat pomocné tvrzeni, jez byla pro prehlednost
zafazena az na konec textu.

Prvni lemma patii ke klicovym néstrojim k urceni limity slabé konvergentni
posloupnosti (viz také |[Lio69], Chapitre 1, Lemme 1.3).

Lemma 9.1. Necht i je o—konecnd mira na X a bud'p € [1,00). UvaZujme ddle
p-méritelné funkce u,, u a v, pro které plati

U, = u v LP(p),

Uy, — v p—skoro vsude na X.

Potom v = u p—skoro vsude.

Diikaz. Nejprve predpoklddejme i konecnou miru na X. Pro libovolné zvolené
k € N ziskdme z Jegorovovy véty mnozinu Ny, u(Ng) < 1/k, pro kterou u,, = v
na X \Ny. Proto také u,, — v v LP(X\ Ny, ). Ze silné konvergence plyne slaba,
tudiz z jednoznac¢nosti slabych limit v = u p—skoro vsude na Ugen(X\Ng), tudiz
v = u skoro vSude na X.

Méme-li @ 0-konecnou, miizeme X uvazovat jako disjunktni sjednoceni spo-
¢etné mnoha p—méritelnych mnozin koneéné miry. Na kazdou mnozinu rozkladu
pak staci aplikovat predchozi ¢ast dukazu. O

ZAakladni nerovnosti

Standardni nerovnosti, mezi které patii Cauchyova, Holderova, Jensenova,
Poincarého (pro sobolevovské funkce s nulovou stopou) a Youngova nerovnost, zde
nebudeme pfipominat (¢tenédfe pritom muzeme odkazat napiiklad na monografii
|[Eval0], Appendix B, v pfipadé Poincarého nerovnosti na §5.6.1, Theorem 3 a
§6.5.1, Theorem 2).

Klicovou roli v teorii evolu¢nich rovnic hraje Gronwallova nerovnost, jez za-
jistuje odhad funkce spliujici uréity typ integralni nerovnice. Uvedme tuto ne-
rovnost ve tfech verzich, ve kterych je v praci aplikovana.

Lemma 9.2 (Diferencialni verze Gronwallovy nerovnosti, [Eval(]). Necht n je
nezdapornd absolutné spojitda funkce na [0,T], kterd pro skoro viechna t spliiuje
diferencidlni nerovnost

Snlt) < On(e) + (),

kde 1) je mezdapornd integrovatelnd funkce na [0,T] a C > 0. Potom

0 < (o) + [ (s) )

pro viechna t € [0,T].
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Lemma 9.3 (Integralni verze Gronwallovy nerovnosti, [Eval(]). Necht ¢ je nezd-
pornd integrovatelnd funkce na [0,T), kterd pro skoro vsechna t spliiuje nerovnost

£t < ¢y / £(s)ds + C,

pro konstanty Cy, Cy > 0. Potom
E(t) < Cy (1+ Cit ™)
pro skoro vSechna t € [0,T.

Lemma 9.4 (Disipativni verze Gronwallovy nerovnosti). Nechtn je spojitd funkce
na intervalu [0, T) pro T > 0 a bud C' nezdpornd redlnd konstanta. Necht ezistuje
¢ > 0 takové, Ze pro vSechna ti, to € [0,T), t1 < ty plati

i) (e +¢ [ ns)as < - n)C 0.1

t1

Potom pro vSechna t € [0,T) plati

c| cC

Diikaz. Nerovnost (9.2)) sta¢i ukazat pro C' = 0. V obecném piipadé totiz muzeme
vyuzit pomocnou funkci.

n(t) < e (9.2)

Uvazujme dva pripady.
Jestlize n(0) > 0, definujme funkci 9 predpisem
I(t) =n(0)e "
Staci ukazat, ze n(t) < 9(t) pro t € [0,7). Kdyby tomu tak nebylo, mtzeme
nalézt 7 € (0,7, které je infimem mnoziny

{t €]0,T): n(t) > I)}.

Vzhledem ke spojitosti obou funkei n(7) = ¥(7) a existuje € > 0 takové, ze pro li-
bovolné & € (0,¢) plati n(7 + &) > J(7 + €). Potom ovsem dle ({9.1))

W1 +¢e) —9(1) + C/Ha Y(s)ds <0,

coz je spor s definici 19E|
Jestlize n(0) < 0, potom z nerovnosti plyne 7(t) < 0 pro vSechna ¢
z intervalu [0,7). Kdyby tomu tak nebylo, existuje 7 € (0,7), jenz je infimem
mnoziny
{t €[0,T): n(t) > 0}.
Potom ovSsem obdobnou argumentaci jako vySe ziskdme existenci € > 0, pro které
plati

T+e
n(7+8)—n(f)+é/ n(s)ds > 0,

¢imz jsme doséahli sporu s (9.1)). O

'Pro ¢ totiz misto pfedchozi ostré nerovnosti dle definice plati rovnost.
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TNV vV

kalni lipschitzovskosti jednoho diilezitého typu nelinearniho funkcionalniho ope-
ratoru.

Lemma 9.5. Necht Q je omezend podmnozina R?. Uvazujme funkci 0: R — R
tridy C(R) spliugict ristovy predpoklad |¢'(x)| < C(1 + |z|P7Y), kde p € (1,00).
Budte r € [1,00), q € [pr,o0). Potom operdtor W: L1(Q)) — L"(2), V: u > o(u)
je lokdlné lipschitzovsky’.ﬂ Pokud je navic funkce p globdlné lipschitzovskd (tj. p =
1), je i operdtor U globdlné lipschitzovsky z L"(Q) do L™().

Diikaz. Volme R > 0 a u, v € L%(Q) spliwjici ||ul|re < R, ||v]|z« < R. Po¢itejme

1900 = W)l = llotw) = el = | [ footou-s (1= spoyas (93)

L’I‘

/0 o (su+ (1 —s)v)(u—wv)ds

= [ 1t @ - o= o as

Posledni vyraz odhadneme Hoélderovou nerovnost aplikovanou na ,,holderovskou
trojici® (quTw q, r). Dale aplikujeme hruby odhad

la + b < 2™ max{|a|™, |b|"} proa, bR, m >0
ze kterého obdrzime

||Q/(5U + (1 = 5)v) || par/a-—n < C1 (1 + H|U|p71HLqr/<q—m + H|U|p71HLqr/(q—r>)

N (R S N §

Z predpokladu ¢ > pr plyne ¢ = (qu# < q. Muze se stat, ze ¢ < 1. V tomto

-
e neni normou, ale pouze funkcionalem

()"

P < C(19]pog,r) (L JJulltnt)

pifpadé || - |

V kazdém piipadé ale

lul

pro vhodnou nezapornou konstantu C zéavisejici na p, ¢, r a mife mnoziny ().
Jde o slozeni odhadi pro piipad

e ¢ > 1, kde vyuzivame zakladnich vnofeni mezi Lebesgueovymi prostory
(L™ < L™ pro m < n) na mnozinach s kone¢nou mirou a

e ¢ < 1, pro néjz vyuzijeme jednoduchého odhadu |z|* < 1+ |z| (platiciho
pro redlnd = a a € (0, 1)) a nasledné opét zakladniho vnofeni.

2Pfipomefime si, ze f o ¢ je méFitelna funkce, jestlize g je méFitelna a f spojita.
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Konecné
¢ (su + (1 = 8)0) | parsa—n < Cs(|Q],p,¢,7,C) (1 + RP™1) .
Ptedchozi nerovnosti tedy muzeme shrnout do odhadu

1
/ le'(su + (1 = s)v)(u = v)ll- ds < C3(1Q, p, ¢, C) (1 + R [Ju — v,
0

Je-li p =1 plyne pfimo z (9.3) nerovnost

[ () = W(v)|lr < Lip(p)[lu = vl
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10. Motivace k dalsimu studiu

Nabizi se otézka, zda lze zavéry Kapitoly [6] odvodit také v pripadé obecnéj-
stho ¢lenu tlumeni. Pro analogickou rovnici na omezené oblasti je mozné ukazat
existenci absorbujici mnoziny a globalniho atraktoru i v pripadé superlinearniho
tlumeni bez dolniho odhadu na velikost derivace g. Autorovi jsou znamy pristupy
k této problematice na omezené oblasti z ¢lanku [Fei95] a monografie [CLOS].
V prvné citovaném c¢lanku je dilezitou soucasti diikkazu existence absorbujici
mnoziny omezenost trajektorii feSeni, jez plyne ze zékladni energetické nerov-
nosti. V pripadé neomezené oblasti jsou techniky odvozovani existence absorbu-
jici mnoziny v @, zaloZeny vyhradné na odhadech v prostorech ®. ; nezavislych
na . Omezenost trajektorii kvili ¢lenu, jenz vznikne derivaci vahové funkce, neni
mozné odvodit tak primocare. V monografii [CLO§| jsou pouzity techniky blizce
souvisejici s vétami o vnoreni v Sobolevovych prostorech. Jak bylo ukazano v Pii-
kladu[2.5] pro prostory s vahovou funkei jsou tyto techniky zna¢né omezené, tudiz
opét neni mozna primé aplikace.

Dalsi cestou, kterou se studium zminéné vinové rovnice miize ubirat, je odha-
dovani Kolmogorovovy 5—entropie|1_-] lokalné kompaktniho atraktoru. Kvili neome-
zenosti R? ma smysl e-entropii odhadovat ,lokdln&“ - tim je mysleno odhadovat
ji nikoliv vzhledem k metrickému prostoru ®,, ale vzhledem k pseudometric-
kému prostoru ®,(B(xg, R)), jez vznikne restrikci normy &, na funkce definované
na kouli B(zg, R) € R% Pro pfipad linedrniho tlumeni v [Zel01] byl odvozen
odhad

N\ /1
H€<A, (I)b<B(.7)0, R))) < C <R + Kln (g)) In (—)

€

pro konstanty C' a K nezévisejici na € a R. Poznamenejme, Ze tento vysledek je
typicky pro disipativni rovnice na neomezené oblasti (viz také |[GPS10], [MZ0S]
a [Zel03]). Autor véii, Ze i v piipadé nelinearniho tlumeni (s dodate¢nymi pred-
poklady na omezeni derivace g) zistane tento odhad platny.

tu charakterizuje ¢islo H. (K, X) — nejmensi pocet e—kouli v metrickém (¢i pseudometric-
kém) prostoru X, které postacuji k pokryti prekompaktni mnoziny K
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Prehled znaceni

No
B(x,r)

An

Hi,

XE
D(Q)
Lr(Q)
W ()

prirozené ¢isla s nulou

koule se stfedem z € X a polomérem r, kde X je prislusny met-
ricky prostor

Lebesgueova n—dimenzionalni mira

Hausdorffova k—dimenzionalni mira

charakteristicka funkce mnoziny E

prostor hladkych funkci t¥idy C*° s kompaktnim nosi¢em v €2
Lebesgueovy prostory na mnoziné €2

Sobolevovy prostory na mnoziné €2 s nulovou stopou
Sobolevovy prostory na mnoziné €2

vahova funkce

prostory s vahovou funkei

,,sobolevovské verze®“ prostoru s vahovou funkci

uniformné lokalni prostory funkci

,,s0bolevovské verze® verze uniformné lokalnich prostort
uniformné lokalni prostory funkei spojité vzhledem k translaci

,,sobolevovské verze* verze uniformné lokalnich prostort funkci
spojitych vzhledem k translaci

prostor omezenych hladkych funkei s omezenymi derivacemi

2
loc

kartézsky soucin W12 x L
kartézsky soucin W5 x L2

kartézsky soucin W, > x L2

kartézsky soucin W% x L2

prostor spojitych vektorovych funkci z I do X

prostor vektorovych funkei z I do X diferencovatelnych do fadu k
(vCetné)

Bochneruv prostor vektorovych funkci na intervalu I s oborem
hodnot v Banachové prostoru X

73



prostor vektorovych funkei z LP(I; X) se slabymi derivacemi do 74~
du k (v€etné) nalezicimi téz do LP(I; X)

prostor vektorovych funkci z I do X, které pro libovolny kom-
paktni interval K C I nélezi do LP(K; X)

prostor vektorovych funkci z I do X, které pro libovolny kom-
paktnf{ interval K C I nalezi do W*?(K; X)

skalarni souc¢in na Hilbertové prostoru H

skaldrn{ sou¢in na prostoru L?(£2)

skalédrni soucin na prostoru Lz,:z

relace spojitého vnoreni mezi Banachovymi prostory

relace kompaktniho vnoreni Banachovymi prostory
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