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Úvod

U£ivo integrálního po£tu je obvykle ve ²kolních vzd¥lávacích plánech za°azeno
aº na záv¥r st°edo²kolského (zejména gymnaziálního) studia. Pro ºáky je tato
látka pom¥rn¥ obtíºná také proto, ºe je p°i °e²ení úloh t°eba vyuºití poznatk·
z jiných kapitol matematiky. Zejména se zde vyuºívají funkce a rovnice, v apli-
ka£ních úlohách také znalosti z analytické geometrie. Kvalitní výukový materiál
m·ºe zna£nou m¥rou p°isp¥t k lep²ímu pochopení tohoto u£iva. Cílem diplomové
práce je vytvo°ení takového materiálu, který nabídne p°ehledn¥ £len¥ný, názorný
a obsahov¥ p°im¥°ený text pro usnadn¥ní samostatné domácí p°ípravy.

P°ed vlastní realizací byl v lét¥ 2012 proveden rozbor sedmi zdarma dos-
tupných webových stránek v £eském, slovenském a anglickém jazyce zabývající se
touto oblastí. Hodnocena byla obsahová p°im¥°enost, v¥cná správnost, didaktické
zpracování, gra�cké zpracování a za°azení interaktivních prvk·. Rozbor ukázal,
ºe v té dob¥ neexistoval výukový materiál, který by pokryl celé u£ivo integrálního
po£tu a vyuºil výhod, které nabízí webové prost°edí oproti klasickým ti²t¥ným
u£ebnicím. Jedná se zejména o p°ehledné gra�cké zpracování a interaktivní prvky,
jako jsou applety, krokovan¥ °e²ené p°íklady, testové úlohy £i hypertextové od-
kazy. Podrobný rozbor jednotlivých stránek je uveden v první £ásti této práce.

St¥ºejní £ást diplomové práce tvo°í samotná webová aplikace pro výuku inte-
grálního po£tu (dostupná na www.karlin.m�.cuni.cz/∼tvrdam/integraly). Zahrnu-
je teoretický výklad u£iva, °e²ené úlohy a dvojí typ test·. Obsahuje u£ivo v¥nované
neur£itému integrálu, ur£itému integrálu a aplikacím. Velký d·raz je zde kladen
na vyuºití moºností webového prost°edí zahrnujících interaktivní prvky a gra�cké
provedení. Je vhodné poznamenat, ºe t¥ºi²t¥ diplomové nebylo v programování
fomátu webových stránek, ale v napln¥ní jejich obsahu.

V kv¥tnu 2013 bylo provedeno krátké dotazníkové ²et°ení pro ov¥°ení p°ínosu
webových stránek pro studenty. Jeho výsledky jsou uvedeny v záv¥ru celé práce.
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1. Rozbor existujících materiál·

V této kapitole bude proveden rozbor n¥kolika jiº existujících webových stránek
zabývajících se tématikou integrálního po£tu vyu£ovaného na st°ední ²kole. Srov-
návány budou snadno dohledatelné stránky, jejichº prohlíºení není zpoplatn¥no.
Pro vyhledávání byla pouºita hesla: integrál(y), integrální po£et, integrování. Níºe
uvedený vý£et stránek pokrývá ty, které lze hodnotit podle v¥t²iny dále uvedených
kritérií. Nezabývá se tedy weby, jeº problematiku integrálního po£tu zmi¬ují jen
okrajov¥.

Nejprve budou uvedena kriteria hodnocení, následn¥ budou jednotliv¥ uvád¥ny
webové stránky.

1.1 Kritéria hodnocení

Integrální po£et p°edstavuje pro st°edo²kolského studenta pom¥rn¥ obtíºný te-
matický celek, pro jehoº zvládnutí je podstatné jak zevrubné vysv¥tlení teorie
a mnoºství p°íklad· a aplikací, tak i celkové zpracování a pojetí u£iva.

Kritéria hodnocení webových stránek rozd¥líme do p¥ti základních kategorií:

1. Obsahová p°im¥°enost

2. V¥cná správnost

3. Didaktické zpracování

4. Gra�cké zpracování

5. Za°azení interaktivních prvk·

Stupnice hodnocení bude £ty°stup¬ová, podobn¥ jako na vysoké ²kole. Konkrét-
ní hodnocení bude dále uvedeno u kaºdé kategorie.

1.1.1 Obsahová p°im¥°enost

V sou£asné dob¥ je výuka na st°edních ²kolách realizována pomocí Rámcových
vzd¥lávacích program· (RVP), z nichº dále vycházejí �kolní vzd¥lávací programy
(�VP), které si ²koly vytvá°ejí samostatn¥. Neexistují tedy jednotné výukové
osnovy, podle niº by bylo plo²n¥ vyu£ováno. Pro hodnocení obsahové p°im¥°enosti
bylo ale nutné zvolit konkrétní publikaci, z níº se bude vycházet.

Výchozím materiálem pro stanovení obsahu u£iva integrály na st°ední ²kole
byly zvoleny u£ebnice Matematika Maturitní minimum � Sbírka úloh z matem-
atiky pro st°ední ²koly [1] a Matematická cvi£ení pro st°ední ²koly [2]. V publikaci
[1] jsou stanoveny následující dovednosti, které by m¥l student st°ední ²koly ovlá-
dat:
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1. Ovládat pojem primitivní funkce k dané funkci.

2. Znát zpam¥ti základní vzorce a pravidla pro výpo£et neur£itých integrál·
a um¥t je aplikovat.

3. Ovládat výpo£et jednoduchých ur£itých integrál· na základ¥ Newtonovy-
Leibnitzovy v¥ty.

4. Um¥t vypo£ítat obsah mnoºiny M v t¥chto p°ípadech:

a) mnoºina M je ohrani£ena grafem funkce f a p°ímkou y = 0

b) mnoºina M je ohrani£ena grafem funkce f a p°ímkami y = 0, x = a,
x = b

c) mnoºina M je ohrani£ena grafy funkcí f a g

d) mnoºina M je disjunktní sjednocení dvou mnoºin typu a), b), c)

5. Um¥t vypo£ítat objem jednoduchých rota£ních t¥les vytvo°ených rotací
k°ivky y = f(x) kolem osy x.

6. Chápat nejjednodu²²í fyzikální aplikace ur£itého integrálu.

Stupnice hodnocení:

1 Stránka pokrývá v²echno vý²e uvedené u£ivo.
2 Stránka pokrývá více neº polovinu vý²e uvedeného u£iva.
3 Stránka pokrývá mén¥ neº polovinu vý²e uvedeného u£iva.
4 Stránka pokrývá minimum vý²e uvedeného u£iva.

1.1.2 V¥cná správnost

Sou£asní studenti mají tendenci bezmezn¥ v¥°it informacím zv¥°ejn¥ným na we-
bu. Z tohoto d·vodu je velmi d·leºité, aby informace zde uvedené byly v¥cn¥
správné a nemátly tak studenta.

Stupnice hodnocení:

1 Stránka obsahuje u£ivo bez obsahových chyb.
2 Stránka obsahuje u£ivo s drobnými obsahovými chybami £i nep°esnostmi.
3 Stránka obsahuje u£ivo s obsahovými chybami.
4 Stránka obsahuje zásadní obsahové chyby.

1.1.3 Didaktické zpracování

Uvedení u£iva na webových stránkách samo o sob¥ studentovi je²t¥ nezaru£í, ºe
látku pochopí lépe neº z ti²t¥né u£ebnice £i ²kolního výkladu. Pro výukov¥ za-
m¥°ené weby je tedy dále velmi d·leºitá srozumitelnost, názornost a motivace.

5



Hodnoceno bude:

1. Motivace pro studium integrálního po£tu.

2. Srozumitelnost výkladu pro st°edo²kolskou úrove¬.

3. Názornost p°i °e²ení úloh.

Stupnice hodnocení:

1 Vhodn¥ zvolený a za°azený motiva£ní text.
Srozumitelný výklad z pohledu st°edo²kolského studenta.
Úlohy °e²ené názorn¥.

2 Problematické je práv¥ jedno z uvedených kritérií, tedy:
Nevhodná nebo zcela chyb¥jící motivace, nebo
Výklad obtíºn¥ji pochopitelný, nedostate£ná srozumitelnost, nebo
Úlohy °e²ené zb¥ºn¥ bez d·razu

3 Bezchybn¥ zpracováno je pouze jedno z uvedených kritérií, tedy:
Vhodn¥ zvolená motivace, nebo
Srozumiteln¥ vedený výklad, nebo
Názorné °e²ení úloh.

4 U£ivo uvád¥né bez p°edcházející motivace.
Výklad nevhodn¥ vedený, chaotický, £i zcela chyb¥jící.
Nedostate£ná názornost p°i °e²ení úloh.

1.1.4 Gra�cké zpracování

Dobré gra�cké zpracování webové stránky umoº¬uje studentovi snaz²í vyhledávání
pojm· a ukazuje provázanost jednotlivých £ástí u£iva. Vyuºití obrázk· v n¥kte-
rých kapitolách povaºuji pro správné pochopení vysv¥tlovaných pojm· za nezbyt-
né. To v²echno p°ispívá ke snadn¥j²í orientaci v u£ivu integrálního po£tu a tak
i k rychlej²ímu pochopení celé problematiky.

Hodnoceno bude:

1. P°ehlednost, uspo°ádání u£iva, snadnost vyhledání hledaného pojmu.

2. Sázení matematických symbol·.

3. Vyuºití obrázk· tam, kde je to moºné.
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Stupnice hodnocení:

1 P°ehledný, dob°e strukturovaný web.
Matematické symboly £itelné, v textu p°irozen¥ v£len¥né.
P°im¥°ené vyuºití obrázk·.

2 Problematické je práv¥ jedno z uvedených kritérií, tedy:
�patn¥ strukturovaný web, nebo
Matematické symboly obtíºn¥ji £itelné, patrná odli²nost od okolního textu, nebo
Absence obrázk·.

3 Bezchybn¥ zpracováno je pouze jedno z uvedených kritérií, tedy:
Web p°ehledný, dob°e strukturovaný, nebo
Matematické symboly p°irozen¥ v£len¥né, nebo
Vyuºití obrázk·.

4 �patn¥ strukturovaný web, chaotický.
Matematické symboly viditeln¥ odli²né.
Absence obrázk·.

1.1.5 Interaktivní prvky

Vyuºití interaktivních prvk· ve webové stránce je d·leºitým faktorem, který
odli²uje zpracování u£iva jako webové stránky oproti u£ivu v klasické papírové
form¥. Kvalitní interaktivní prvky umoº¬ují studentovi lep²í pochopení celé prob-
lematiky.

Hodnoceno bude:

1. P°ítomnost °e²ených p°íklad· s moºností krokování postupu a vysv¥tlení
jednotlivých £ástí výpo£tu.

2. Samostatné testování ºák·.

3. Vyuºití aplet·.

Stupnice hodnocení:

1 �e²ené p°íklady s moºností krokování výpo£tu. Testy. Aplety.
2 Chybí práv¥ jedno z uvedených kritérií, tedy:

Absence °e²ených p°íklad· s moºností krokování výpo£tu, nebo
Absence test·, nebo
Absence aplet·.

3 P°ítomno je pouze jedno z uvedených kritérií, tedy:
�e²ené p°íklady s moºností krokování výpo£tu, nebo
Samostatné testování ºák·, nebo
Vyuºití aplet·.

4 Ne°e²ené p°íklady nebo °e²ené p°íklady bez moºnosti krokování výpo£tu.
Absence test·.
Absence aplet·.
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1.2 �eské webové stránky

Mezi £eskými webovými stránkami je obtíºné nalézt materiály omezující se na
u£ivo integrálního po£tu na st°ední ²kole. Z tohoto d·vodu budou £asto uvád¥ny
stránky zam¥°ující se na vysoko²kolskou matematiku, jejichº £ást je ale pro st°e-
do²kolského studenta pochopitelná a p°ínosná.

Seznam hodnocených webových stránek:

1. Matematika-online-a.kvalitne.cz

2. Aristoteles.cz

3. Homen.vsb.cz

4. Mathonline.cz

5. Mojeskola.cz

1.2.1 Matematika-online-a.kvalitne.cz

Obrázek 1.1: Matematika-online-a.kvalitne.cz

První hodnocenou internetovou stránkou je

http://matematika-online-a.kvalitne.cz/integralni-pocet.htm.
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Prvenství si vyslouºila svým umíst¥ním p°i vyhledávání, kdy se p°i zadání slov
integrál, integrály, integrální po£et umístila vºdy na p°edních p°í£kách.

Obsahová dostate£nost

Stránky v menu uvád¥jí následující £len¥ní u£iva: Neur£itý integrál, Ur£itý inte-
grál, Integrace podle vzorc·, Per partes, Integrace substitu£ní metodou, Integrace
racionální lomenné funkce, Integrace goniometrických funkcí, Objem rota£ního
t¥lesa, Obsah rota£ní plochy, Dvojný integrál, p°i£emº kapitoly Integrace racionál-
ní lomenné funkce
a Dvojný integrál jsou prázdné. Chyb¥jící kapitoly ov²em nejsou sou£ástí u£iva
st°ední ²koly, a tak jejich absenci ponecháme bez komentá°e. Dále nebudeme hod-
notit kapitoly Integrace goniometrických funkcí a Obsah rota£ní plochy, které se
taktéº zam¥°ují na vysoko²kolské u£ivo. Kaºdá kapitola krom¥ teorie vºdy ob-
sahuje soubor p°íklad· s moºností otev°ení celého °e²ení ve formátu .pdf.

Zam¥°me se na obsah jednotlivých kapitol.

Neur£itý integrál
Kapitola Neur£itý integrál se dále d¥lí na dv¥ na sebe navazující podkapitoly �
de�nice a vý£et vzorc·. Nejprve se zde auto°i snaºí o vysv¥tlení projm· primitivní
funkce a neur£itý integrál.

Následuje p°ehled základních vzorc· pro primitivní funkce. Vý£et je bohatý,
obsahuje v²echny vzorce pot°ebné pro studenta st°ední ²koly a také n¥kolik vzor-
c· vysoko²kolských (nap°. hyperbolické funkce).

P°íklad· je v této £ásti uvedeno deset, vºdy s p°iloºeným °e²ením ve formátu
.pdf. Typ p°íklad· povaºuji na úvod za p°im¥°ený.

Ur£itý integrál
Kapitola Ur£itý integrál se op¥t nejprve snaºí o co moºná nejsrozumiteln¥j²í
vysv¥tlení pojmu ur£itý integrál a vysv¥tlení, jak takový integrál po£ítat. Teorií
se p°íli² nezabývá, coº pro ú£ely t¥chto stránek nepovaºuji za problematické. Dále
v tomto úvodním p°ehledu uvádí vzorce pro výpo£ty rovinného obsahu, objemu
rota£ních t¥les a dokonce i obsahu rota£ní plochy.

Následuje deset °e²ených p°íklad· na výpo£ty ur£itého integrálu. Dal²í dva
p°íklady neuvád¥jí zadání, pravd¥podobn¥ se jedná o výpo£et obsahu rovinného
obrazce ohrani£eného dvojicí funkcí.

Domnívám se, ºe v úvodní kapitole k u£ivu ur£itého integrálu by zcela sta£i-
lo vysv¥tlení pojmu a procvi£ení p°íklad· s ur£itým integrálem, aplikace bych
nechala na pozd¥ji. Dal²í kapitoly jsou navíc na tyto aplikace zam¥°eny, p°i£emº
jejich nápl¬ vznikla pouhým p°ekopírováním zde uvedeného textu.

Integrace podle vzorc·
Kapitola Integrace podle vzorc· tém¥° duplikuje úvodní kapitolu o neur£itém in-
tegrálu. Je tu uveden tentýº vý£et vzorc· pro ur£ení primitivní funkce, ov²em bez
metody per partes. Navíc jsou tu uvedeny v¥ty pro po£ítání s konstantou a pro
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integrál sou£tu více funkcí.

P°íklady jsou naprosto totoºné s kapitolou Neur£itý integrál. P°ínos této kapi-
toly tedy není p°íli² z°ejmý, v¥ty mohly být uvedeny jiº v úvodní £ásti o neur£itém
integrálu.

Per partes
Nyní následuje uvedení metody per partes. Kapitola na za£átku nabízí odvození
vzorce a jeho uvedení.

Dále je uvedeno sedm °e²ených p°íklad·.

Integrace substitu£ní metodou
P°i pohledu na zpracování této kapitoly nejspí² nebude ºádný student o proble-
matice substituce pou£en¥j²í. Teorii lze shrnout jednou v¥tou, cituji:

�Substitu£ní metoda tedy metoda tedy zjednodu²í integrál na snad-
n¥ji °e²itelný.�

Dále je uvedeno deset p°íklad· na pouºití substitu£ní metody. Výklad ov²em
chybí.

Objem rota£ního t¥lesa
V úvodu kapitoly je z°ejmá snaha o vysv¥tlení p·vodu vzorce pro objem rota£ního
t¥lesa. Autor zde vyuºívá vzorec pro objem válce, který dále upravuje dosazením
za vý²ku a polom¥r následovn¥:

�... místo vý²ky válce dosadíme integra£ní meze a místo polom¥ru
funkci f(x) nebo f(y), která rotuje kolem jedné z os x, y, . . . �

Dále je uveden kompletní vztah pro objem rota£ního t¥lesa a sada deseti p°í-
klad· p°im¥°ené obtíºnosti.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska obsahu hodnotím známkou 2 z násle-
dujících d·vod·:

Klady:

• pokrytí v¥t²iny u£iva st°ední ²koly.

Zápory:

• chyb¥jící fyzikální aplikace,

• nedostate£né vysv¥tlení pouºití substitu£ní metody a metody per partes.
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V¥cná správnost

Výklad teorie je ve v²ech p°ípadech podán v¥cn¥ správn¥. Problémy za£ínají
u výpo£t·. Pro ilustraci uvádím první p°íklad pro procvi£ení látky °e²ení metodou
per partes:

Obrázek 1.2: P°íklad 1 � per partes

Tento p°íklad má velmi p¥kné prvotní zadání, i kdyº osobn¥ by mi p°i²lo vhod-
n¥j²í za°adit na za£átek mén¥ komplikovaný p°íklad (nap°. typický pro derivaci
prom¥nné x). Ov²em daleko závaºn¥j²í je z°ejm¥ celé dal²í °e²ení p°íkladu. Nejen,
ºe se b¥hem výpo£tu zm¥nil argument logaritmu, ale celá metoda per partes je
uºita p°esn¥ obrácen¥, p°i£emº nejv¥t²í chybou je uvedená integrace logaritmu.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska v¥cné správnosti hodnotím známkou 3
z následujících d·vod·:

Klady:

• teorie uvedena v¥cn¥ správn¥,

• v¥t²ina p°íklad· °e²ená správn¥.

Zápory:

• naprosto chybn¥ °e²ený vzorový p°íklad pro metodu per partes.

Didaktické zpracování

Nyní se zam¥°íme na vý²e uvedené stránky a pokusíme se je rozebrat z hlediska
didaktického zpracování.

Neur£itý integrál
Cituji de�nici:

�Integrace je operace opa£ná k derivování.

Ke známému diferenciálu funkce hledáme tuto funkci integrováním
diferenciálu funkce. Hledáme-li ke známé derivaci f ′(x) p°íslu²nou
funkci f(x) výsledkem je vºdy mnoºina funkcí, které se navzájem
li²í o p°i£tenou konstantu c (c′ = 0) je to neur£itý integrál. Neur£itý
integrál je mnoºina v²ech primitivních funkcí.�
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Kladn¥ hodnotím odsazení první v¥ty, která jednodu²e °íká to, co v¥t²ina stu-
dent· nezbytn¥ pot°ebuje v¥d¥t. Ve druhém odstavci se autor snaºil o p°esn¥j²í
výklad, dle mého názoru se mu ov²em p°íli² nepovedl. Zejména poslední v¥ta toho
mnoho nepoví studentovi, který se s pojem integrál je²t¥ nesetkal, a tak neví, co
je primitivní funkce. A tak se vlastn¥ de�nuje nový pojem pomocí neznámého
a nevysv¥tleného pojmu. Nehled¥ na vyuºívání výrazu diferenciál, který je pro
st°edo²kolského studenta velmi obtíºný.

Dal²í didaktický problém vidím v obsahu kapitoly. Z neznámého d·vodu je
pod vý£tem vzorc·, které na za£átek výkladu bezpochyby pat°í, uvedeno pravidlo
per partes, které ve výpo£tech této £ásti není vyuºíváno. Naopak chybí v¥ty pro
po£ítání s konstantou a sou£et, resp. rozdíl, integrál·, jejichº znalost je pro °e²ení
p°íklad· této kapitoly nezbytná.

Ur£itý integrál
Do této kapitoly se autorovi vloudilo pom¥rn¥ velké mnoºství gramatických chyb
a p°eklep·, které mohou £init £tená°i potíºe. Cituji:

�Vlastnosti ur£itého integrálu:

• Ur£itý integrál jehoº meze jsou si rovny je roven nule.

• Vým¥nou integra£ních mezí zm¥ní ur£itý integrál známého.�

Dále u podkapitol Obsah rovinného obrazce, Objem rota£ního t¥lesa a Obsah
rota£ní plochy znateln¥ chybí obrázky pro názornou ilustraci nov¥ zavedených
pojm·. Slovní vysv¥tlení je v¥cn¥ správné, ov²em didakticky ho povaºuji za ne-
dostate£né.

Integrace podle vzorc·
Jak jiº bylo vý²e uvedeno, tato kapitola tém¥° zcela duplikuje úvodní £ást Neur£itý
integrál. Z didaktického hlediska lze vytknout uvedení vzorc· pro cyklometrické
a hyperbolické funkce, které st°edo²kolský student nemusí bezpodmín¥£n¥ ovládat
a které jsou zde uvedeny v základním vý£tu vzorc· �bez kterých se p°i výpo£tech
dál nedostanete� .

Per partes
Také tuto kapitolu neshledávám didakticky p°íli² povedenou. Uvádí sice, ºe se
metoda pouºívá p°i integraci sou£inu, ale uº nezd·raz¬uje, ºe vºdy jeden z £initel·
je t°eba um¥t integrovat a druhý pak derivovat. Studentovi tak op¥t nabízí jen
jakýsi vzorec a jeho odvození, který je t°eba se bezmy²lenkovit¥ nau£it zpam¥ti.

Dal²ím nedostatkem jsou p°íklady (°e²ení prvního je rozebráno vý²e). Po°adí
p°íklad· není voleno od jednodu²²ích ke sloºit¥j²ím, ale náhodn¥.

Integrace substitu£ní metodou
V úvodu se kapitola Integrace substitu£ní metodou snaºí vysv¥tlit p°ínos té-
to metody, ov²em nijak se nezmi¬uje o tom, jak správnou substituci sestavit.
V p°iloºených deseti p°íkladech je substituce uºívána bez dal²ího vysv¥tlení, pro£
je práv¥ taková substituce vhodná.
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V této kapitole shledávám zásadní nedostatek, ºákovi problematiku nevysv¥tlí.

Objem rota£ního t¥lesa
Kapitola Objem rota£ního t¥lesa m¥la p·vodn¥ patrn¥ navazovat na kapitolu
o obsahu plochy pod k°ivkou, ze které vychází. Tato kapitola ov²em není sou£ástí
webových stránek. V úvodní kapitole o ur£itém integrálu je pouze uveden vzorec.
Také z t¥chto d·vod· p·sobí celá teorie zmaten¥. Negativn¥ dále hodnotím nep°í-
tomnost ilustra£ního obrázku nebo apletu.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska didaktického zpracování hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• názorn¥ °e²ené p°íklady,

• snaha o vysv¥tlení p·vodu vzorc·.

Zápory:

• chyb¥jící motiva£ní text,

• spí²e p°ehledovitý neº výkladový styl textu,

• zmate£né vysv¥tlení teoretického základu.

Gra�cké zpracování

P°ehlednost
Zpracování stránky je zdánliv¥ velmi p°ehledné. Velmi p¥kn¥ je zpracovaná

úvodní strana, která p°ehledn¥ shrnuje názvy jednotlivých kapitol a jejich stru£ný
obsah. Tyto kapitoly jsou vypsány také v postranním menu. Bohuºel jejich nápl¬
uº tolik p°ehledná není. Jiº v obsahovém hodnocení jsem se zmi¬ovala o nevhod-
ném rozsahu n¥kterých kapitol a jejich doslovném duplikování v kapitolách jiných.

Dále nepovaºuji za zcela vhodné uspo°ádání jednotlivých £ástí výkladu, kdy je
nejprve uveden neur£itý integrál obecn¥, za nímº následuje ur£itý integrál obecn¥
a aº poté metody °e²ení neur£itého integrálu následované vyuºitím a po£ítáním
ur£itého integrálu.

Hledaný konkrétní pojem se nicmén¥ dá dohledat pom¥rn¥ snadno, problém
nastává aº p°i soustavném £tení celých kapitol.

Sázení matematických symbol·
Matematické symboly jsou sázeny trojím zp·sobem:

1. Symboly v textu se chovají jako text, po p°ekopírování do textového
editoru (nap°. Word) dají stejný výraz - psáno kurzívou, pouºit symbol pro
integrál.

2. Zadání p°íklad· tvo°í vloºené obrázky, jak ukazuje následující Obrázek:
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Obrázek 1.3: Zadání p°íkladu

Obrázky vypadají jako psané ve Wordu a vloºené, nebo´ LATEXpí²e symboly
jinak.

3. �e²ení p°íklad· není sou£ástí textu, ale je uvád¥no ve formátu .pdf ke
staºení. Symboly vypadají stejn¥ jako ty, jimiº jsou psána zadání p°íklad·:

Obrázek 1.4: �e²ení p°íkladu

Kladn¥ hodnotím umíst¥ní odkazu na °e²ení p°íkladu hned vedle jeho zadání.
�e²ení tedy není nutné sloºit¥ vyhledávat.

Vyuºití ilustra£ních obrázk·
Ilustra£ní obrázky nejsou pouºívány v ºádné kapitole.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska gra�ckého zpracování hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• snadné vyhledávání konkrétního pojmu,

• p°ehledn¥ p°ipojená °e²ení p°íklad·.

Zápory:

• chyb¥jící obrázky,

• obtíºn¥ji £itelné matematické symboly v textu,

• °e²ení p°íklad· mimo vlastní internetové stránky ve formátu .pdf,

• nevhodné uspo°ádání n¥kterých kapitol.
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Interaktivní prvky

P°ítomnost °e²ených p°íklad· s moºností krokování postupu a vysv¥tlení jednotlivých
£ástí výpo£tu

Ke kaºdé kapitole je p°iloºena sada pr·m¥rn¥ deseti p°íklad· s p°iloºeným
°e²ením bez moºnosti krokování výpo£tu a vysv¥tlením jednotlivých £ástí výpo£-
tu.

Samostatné testování ºák·
Není.

Vyuºití aplet·
Aplety se na stránce nevyskytují.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska interaktivních prvk· hodnotím znám-
kou 4 z následujících d·vod·:

Klady:

• p°ítomná °e²ení uvád¥ných p°íklad·.

Zápory:

• chyb¥jící krokované °e²ení,

• chyb¥jící testy,

• chyb¥jící aplety.

Celkové hodnocení

Webová stránka nabízí pom¥rn¥ ucelený výklad u£iva integrálního po£tu s moºnos-
tí vyhledávání pojm·. Bohuºel chybí obrázky i jakékoli interaktivní prvky, stránka
má tedy ve výsledku spí²e charakter ti²t¥né u£ebnice.

Obsahová dostate£nost 2
V¥cná správnost 3
Didaktické zpracování 3
Gra�cké zpracování 3
Interaktivní prvky 4

Celkem 3
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1.2.2 Aristoteles.cz

Obrázek 1.5: Aristoteles.cz

Stránka

http://www.aristoteles.cz/matematika/integraly/integraly-tabulka.php

se objevila p°i vyhledávání slova integrály vyhledáva£em Google na druhé p°í£ce.
Pokusíme se ji zhodnotit podle vý²e uvedených kritérií.

Obsahová správnost a dostate£nost

Po ne úpln¥ snadném vyhledání v²ech pojm· souvisejících s u£ivem integrál-
ního po£tu na st°ední ²kole nalezneme následující kapitoly: P°ehled základních
integrál·, Integrály � °e²ené p°íklady, Integrály � p°íklady, Substitu£ní metoda,
Substitu£ní metoda � p°íklady, Metoda per partes, Per partes � p°íklady, Ur£itý
integrál, Ur£itý integrál � p°íklady.

Jednotlivé kapitoly nyní d·kladn¥ji rozebereme.

P°ehled základních integrál·
Po kliknutí na název kapitoly P°ehled základních integrál· se nám otev°e kapitola
nazvaná Pravidla pro výpo£et integrál·. Na tuto kapitolu dále odkazuje odkaz
Základní integrály. To uº samo o sob¥ p·sobí matoucím dojmem. A´ uº je tato
kapitola nazvána jakkoli, obsahuje základní tabulku integrál· dopln¥nou o slovní
popis jednotlivých °ádk· tabulky, viz Obrázek 1.6:
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Obrázek 1.6: Tabulka integrál·

Integrály � °e²ené p°íklady
Tato kapitola obsahuje celkem t°i °e²ené p°íklady na integraci konstanty a in-
tegraci polynomu. Tyto základní jednoduché p°íklady jsou °e²ené p°ehledn¥, se
zd·razn¥ním vyuºití p°íslu²ných vzorc·.

Integrály � p°íklady
Kapitola obsahuje 25 dal²ích p°íklad· bez výsledk·. Výsledky a pravd¥podobn¥
také postup °e²ení se objeví aº po p°ihlá²ení a zaplacení, tato £ást jiº tedy není
b¥ºn¥ p°ístupná, a tak se jí nebudeme dále v¥novat.

Substitu£ní metoda
Po rozkliknutí názvu této kapitoly se obdobn¥ jako v p°ípad¥ kapitoly P°ehled
základních integrál· zobrazí kapitola s pozm¥n¥ným názvem, v tomto p°ípad¥
kapitola Integrace pomocí substitu£ní metody. Na stejnou kapitolu také v jiných
£ástech webové stránky odkazuje heslo Substitu£ní metoda � teorie. Je zde uveden
obecný vzorec pro substitu£ní metodu, °e²ený typický p°íklad na substituci, dále
dva odstavce vysv¥tlující, kdy a jak se substitu£ní metoda pouºívá, a nakonec
také odvození vý²e uvedeného vzorce z derivace sloºené funkce.

V této kapitole postrádám vysv¥tlení, jakým zp·sobem substituci sestavu-
jeme.

Substitu£ní metoda � p°íklady
Kapitola má po rozkliknutí op¥t jiný název, tentokrát Integrace pomocí substi-
tu£ní metody. Je zde uvedeno 32 p°íklad·, jejichº výsledky i postup jsou dostupné
pouze po p°ihlá²ení a zaplacení.

Metoda per partes
Odkazy Metoda per partes a Per partes � teorie vedou na kapitolu Integrace
metodou per partes. Ta obsahuje vzorec pro per partes, °e²ený typický p°íklad,
podrobné vysv¥tlení, kdy per partes vyuºíváme a kterou funkci derivujeme/in-
tegrujeme, dále odvození vzorce z derivace sou£inu a t°i ne°e²ené p°íklady pro per
partes bez uvedených výsledk·.

Per partes � p°íklady
Název této kapitoly po rozkliknutí je tentokrát Integrace metodou per partes �
p°íklady. Obsahuje 20 p°íklad· na per partes, jejichº výsledky a postup výpo£tu
jsou dostupné pouze po zaplacení a p°ihlá²ení.

Ur£itý integrál
Kapitola ur£itý integrál velmi názorn¥ vysv¥tluje význam a vyuºití ur£itého inte-
grálu, dále uvádí vzorec pro jeho výpo£et a °e²ený typický p°íklad. Bohuºel zde
není vysv¥tleno, odkud se meze berou, ani jakým zp·sobem se posléze dosazují.

17



Ur£itý integrál � p°íklady
V kapitole je uveden pouze jediný p°íklad, jehoº °e²ení op¥t není bez p°ihlá²ení
dostupné.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska obsahu hodnotím známkou 3 z násle-
dujících d·vod·:

Klady:

• uvedení základních vzorc· pro výpo£ty integrál·,

• uvedení základních pravidel pro výpo£ty integrál·,

• uvedení Newtonovy-Leibnitzovy formule (bez pojmenování).

Zápory:

• neuvedení pojmu primitivní funkce,

• neuvedení pojmu neur£itý integrál,

• nedostate£né vysv¥tlení aplikace susbtitu£ní metody,

• nedostate£né vysv¥tlení pojmu ur£itý integrál � bez zmínek, jakými p°ímka-
mi a funkcemi je mnoºina, jejíº obsah hledáme, ohrani£ena,

• neuvedení výpo£tu objemu rota£ního t¥lesa,

• chyb¥jící fyzikální aplikace.

V¥cná správnost

Z hlediska v¥cné správnosti stránce nelze prakticky nic vytknout. Jediné, co m·ºe
p·sobit matoucím dojmem, je nedbalé pouºívání integra£ní konstanty C, která je
p°i n¥kterých výpo£tech za výsledkem uvedena, v jiných ale chybí.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska v¥cné správnosti hodnotím známkou 1
z následujících d·vod·:

Klady:

• obsah stránky je v¥cn¥ správný.

Zápory:

• nedbalá práce s integra£ní konstantou.
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Didaktické zpracování

Webovou stránku Aristoteles.cz je pom¥rn¥ obtíºné hodnotit z hlediska didaktic-
kého zpracování, jelikoº charakter stránky je spí²e p°ehledový. Motivace pro studi-
um zde naprosto chybí, web se zam¥°uje p°edev²ím na uvedení vzorc·. P°esto se
pokusíme zd·raznit didaktický p°ínos n¥kterých kapitol.

Metoda per partes a substitu£ní metoda
U obou metod je z°ejmá snaha autora p°iblíºit student·m, kdy je t°eba tu £i
onu metodu nasadit. Bohuºel zde chybí vysv¥tlení, pro£ tak £iníme (nap°. sub-
stituci zavádíme tehdy, kdyº je integrál p°íli² sloºitý a my se ho tak snaºíme
zjednodu²it). Nicmén¥ pokud jiº student o t¥chto metodách d°íve sly²el, uvedená
teorie mu pom·ºe problematiku alespo¬ £áste£n¥ pochopit.

Velmi pozitivn¥ dále hodnotím u obou metod uvedení °e²eného typického p°í-
kladu bezplatn¥ a na vhodném míst¥ výkladu.

Odvození obou metod p°es p°íslu²né derivace zase pomáhá propojit derivace
s integracemi.

Ur£itý integrál
Kapitola Ur£itý integrál je zpracována didakticky velmi p¥kn¥ s d·razem na ná-
zornost. Vyskytuje se tu mnoºství ilustra£ních obrázk·, které napomáhají pochopení
daného pojmu. Vytknout lze snahu autor· zobrazit v jednom obrázku co nejvíce
jev·. Krom¥ znázorn¥ní k°ivky a vy²rafování p°íslu²né plochy je v obrázku za-
kreslena také primitivní funkce k dané funkci, jak ukazuje Obrázek 1.7:

Obrázek 1.7: Ilustra£ní obrázek

Dále zde, bohuºel, není vysv¥tleno, co jsou vlastn¥ meze a jakým zp·sobem
se s nimi ve výpo£tu pracuje.
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Uvedený °e²ený p°íklad dopln¥ný o gra�cké znázorn¥ní je ov²em velmi p¥kný.

Hodnocení:Webovou stránku z hlediska didaktického zpracování hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• vhodn¥ zvolené a názorn¥ °e²ené vzorové p°íklady,

• srozumitelnost p°im¥°ená st°edo²kolskému studentovi.

Zápory:

• chyb¥jící motivace,

• nedostate£né vysv¥tlení metod pro po£ítání,

• matoucí uvedení primitivní funkce v obrázcích.

Gra�cké zpracování

P°ehlednost
Stránka je po stránce p°ehlednosti naprosto nedostate£ná. Kapitoly se po roz-
kliknutí p°ejmenovávají, na stejnou stránku je odkazováno z rozdíln¥ nazvaných
odkaz·. Navíc menu se podle aktuáln¥ zobrazené kapitoly neustále m¥ní.

Dále se v menu nezobrazují v²echny pojmy související s daným tématem,
ale jejich místo zabírají pojmy z jiného u£iva. Nap°íklad v menu není nikdy
zárove¬ zobrazen odkaz na neur£itý i ur£itý integrál zárove¬. Takto vypadá úvodní
menu k u£ivu integrál·, které se zobrazí po vyhledání pojmu integrály pomocí
vyhledáva£e Google:

Obrázek 1.8: Hlavní menu

Sázení matematických symbol·
Matematické symboly jsou vºdy sázené jako obrázek, a´ uº se jedná o uvád¥né
vzorce, zadání nebo °e²ení p°íklad·. Po zkopírování takového obrázku do edi-
toru Word nebo programu Malování získáme obrázek v invertovaných barvách.
Srovnání:

Obrázek 1.9: Vzorec uvedený na
stránkách

Obrázek 1.10: Vzorec po p°ekopírování
do Malování

20



Vyuºití ilustra£ních obrázk·
V rámci uvedených kapitol velmi pozitivn¥ hodnotím vyuºití obrázk· v kapitole
Ur£itý integrál. Tyto obrázky výrazn¥ napomáhají pochopení tohto pojmu.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska gra�ckého zpracování hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• vyuºití ilustra£ních obrázk· v kapitole Ur£itý integrál.

Zápory:

• nep°ehledné menu,

• obtíºné vyhledávání pojm·,

• matematické symboly sázené jako obrázky.

Interaktivní prvky

P°ítomnost °e²ených p°íklad· s moºností krokování postupu a vysv¥tlení jednotlivých
£ástí výpo£tu

V kaºdé kapitole je alespo¬ jeden vzorov¥ °e²ený p°íklad. Chybí zde ov²em
moºnost krokování výpo£tu.

Samostatné testování ºák·
V neplacené verzi není.

Vyuºití aplet·
Aplety se na stránce nevyskytují.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska interaktivních prvk· hodnotím znám-
kou 4 z následujících d·vod·:

Klady:

• p°ítomná °e²ení uvád¥ných vzorových p°íklad·.

Zápory:

• chyb¥jící krokované °e²ení,

• chyb¥jící testy,

• chyb¥jící aplety.
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Celkové hodnocení

Webová stránka nabízí nep°ehledn¥ uspo°ádaný výklad £ásti u£iva integrálního
po£tu. Kladn¥ hodnotím odvození vzorc· pro substitu£ní metodu a metodu per
partes a dále ilustra£ní obrázky v u£ivu ur£itého integrálu.

Obsahová dostate£nost 3
V¥cná správnost 1
Didaktické zpracování 3
Gra�cké zpracování 3
Interaktivní prvky 4

Celkem 3
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1.2.3 Homen.vsb.cz

Obrázek 1.11: Homen.vsb.cz

Webová stránka

http://homen.vsb.cz/ kre40/esfmat2/

je zajímavá zejména tím, ºe je psaná jako velmi p°ehledn¥ £len¥ná u£ebnice.
M·ºeme tedy p°edpokládat, ºe bude vynikat obsahovou stránkou nad gra�ckým
zpracováním a interaktivními prvky.

Obsahová dostate£nost

Menu nabízí, jak je z°ejmé z úvodního obrázku, následující £len¥ní kapitol:

1. Neur£itý integrál: Primitivní funkce a neur£itý integrál, Základní neur£ité
integrály, Integrace metodou per partes, Integrace substitucí, Integrace racionál-
ních funkcí, Integrace goniometrických funkcí, Neelementární integrály;
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2. Ur£itý integrál: Pojem Riemannova ur£itého integrálu, Výpo£et a vlastnosti
ur£itého integrálu, Metoda per partes pro ur£ité integrály, Substitu£ní meto-
da pro ur£ité integrály, Nevlastní integrály;

3. Aplikace ur£itého integrálu: Obsah rovinné oblasti, Délka oblouku k°ivky,
Objem rota£ního t¥lesa, Obsah plá²t¥ rota£ního t¥lesa, Fyzikální aplikace.

V hodnocení se zam¥°íme jen na ty kapitoly, které obsahem pokrývají u£ivo
st°ední ²koly tak, jak ho vymezuje publikace [1].

Sou£ástí kaºdé kapitoly je krom¥ výkladu také sbírka °e²ených p°íklad·, kon-
trolní otázky na pochopení dané problematiky, úlohy k samostanému °e²ení s uve-
denými výsledky, kontrolní test s výsledky a shrnutí lekce. V této £ásti hodnocení
se zam¥°íme jen na výklad.

Neur£itý integrál

Primitivní funkce a neur£itý integrál
Kapitola srozumiteln¥ vysv¥tluje pojem primitivní funkce a propojuje ho s d°íve
probíranými derivacemi:

Obrázek 1.12: Primitivní funkce

Dále d·kladn¥ vysv¥tluje význam pojmu neur£itý integrál a to pomocí srozu-
miteln¥ °e²ených p°íklad·, £ímº sou£asn¥ ukazuje p·vod základních integra£ních
vzorc·. Vzorce následn¥ uvádí pohromad¥ v p°ehledné tabulce.

Základní neur£ité integrály
Po rozkliknutí této kapitoly se objeví totoºný .pdf soubor jako pro vý²e roze-
bíranou kapitolu Primitivní funkce a neur£itý integrál. Nebudeme ji tedy znovu
hodnotit.

Integrace metodou per partes
Kapitola ukazuje nejprve odvození vztahu pro per partes, který následn¥ uvádí
jako v¥tu. Zd·raz¬uje také, ºe funkce, na které metodu per partes aplikujeme,
musí mít na daném intervalu spojité derivace. Srozumiteln¥ a názorn¥ pak vysv¥tlu-
je na konkrétních p°íkladech, který £len sou£inu je t°eba integrovat a který de-
rivovat. Sou£ástí jsou dále °e²ené p°íklady, u nichº je vºdy ukázáno, pro£ jsme
p°íslu²né £leny sou£inu derivovali, resp. integrovali. Dále kapitola uvádí schéma,
pomocí kterého lze jednoduché integrály vypo£ítat.

Kladn¥ dále hodnotím vysv¥tlení p°íklad·, u kterých výpo£et integrálu vede
na násobek integrálu p·vodního.
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Integrace substitucí
Tato £ást výkladu uvádí, kdy je vhodné substituci pouºít a jaký má mít tvar, coº
je illustrováno na mnoºství uvedených °e²ených p°íklad·.

Ur£itý integrál

Výpo£et a vlastnosti ur£itého integrálu
Kapitola uvádí Newtonovu-Leibnitzovu formuli v£etn¥ d·kazu. Na úkor této po-
drobnosti, pro st°edo²kolského studenta nepodstatné, není dostate£n¥ vysv¥tleno
dosazování mezí do integrálu. Dále jsou uvedeny vztahy pro výpo£et ur£itého in-
tegrálu sou£tu a pro výpo£et ur£itého integrálu sou£inu, kdy jedním z £initel·m
je konstanta (oboje v£etn¥ d·kazu).

�e²ené i ne°e²ené p°íklady jsou op¥t pro st°edo²kolského studenta p°íli² sloºité,
jednoduchých p°íklad· pro samostatné procvi£ování látky je uvedeno velmi málo.

Metoda per partes pro ur£ité integrály
Kapitola se zam¥°uje na výpo£et ur£itého integrálu, kdy se neodd¥luje fáze výpo£-
tu primitivní funkce od výpo£tu ur£itého integrálu. Na za£átku ov²em vysv¥tluje,
ºe je také moºné vypo£ítat integrál jako neur£itý integrál a meze dosadit aº do
výsledku nakonec.

Teorie je vysv¥tlená p°ehledn¥, pro st°edo²kolského studenta p°im¥°en¥. Také
uvedené °e²ené i ne°e²ené p°íklady povaºuji za vhodné tomuto stupni studia.

Substitu£ní metoda pro ur£ité integrály
Sloºit¥ji pojatá kapitola, spí²e vhodná pro vysoko²kolské studenty. Domnívám se,
ºe st°edo²kolskému studentovi sta£í um¥t vypo£ítat ur£itý integrál p°evedením
na neur£itý, ten substitucí vypo£ítat a nakonec dosadit p·vodní meze.

Také uvedené p°íklady nenasv¥d£ují tomu, ºe by student st°ední ²koly m¥l
tuto techniku výpo£tu ovládat.

Aplikace ur£itého integrálu

Obsah rovinné oblasti
Kapitola zahrnuje v²echny body uvedené v publikaci [1]. Teorie je uvedena rozsáh-
le, ale díky ohrani£ení podstatných v¥cí je i pro studenta st°ední ²koly pochopitel-
ná. P°íklady jsou °e²eny názorn¥, ilustra£ní obrázky napomáhají pochopení celé
problematiky. �ást p°íklad· rozsahem p°esahuje st°edo²kolskou látku.

Objem rota£ního t¥lesa
V kapitole je velmi p¥kn¥ ukázáno odvození vztahu pro objem rota£ního t¥lesa.
�e²ené p°íklady ukazují mimo jiné odvození vztah· pro výpo£et objemu koule
a rota£ního kuºele.

P°ítomné p°íklady na procvi£ení látky jsou uº pro st°edo²kolského studenta
bohuºel p°íli² sloºité.

Fyzikální aplikace
Kapitola se zabývá ur£ením t¥ºi²t¥ a momentu setrva£nosti soustavy hmotných
bod·, rovinné k°ivky a rovinné oblasti.
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Hodnocení: Webovou stránku z hlediska obsahu hodnotím známkou 1 z násle-
dujících d·vod·:
Klady:

• pokrytí ve²kerého u£iva uvedeného v publikaci [1].

V¥cná správnost

Text uvád¥ný na webové stránce je sou£ástí rozsáhlého výukového projektu. Také
z toho d·vodu je z°ejmé, ºe se v textu nevyskytují závaºné v¥cné chyby.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska v¥cné správnosti hodnotím známkou 1
z následujících d·vod·:

Klady:

• uvedené u£ivo neobsahuje v¥cné chyby.

Didaktické zpracování

U£ební text je didakticky zpracován velmi p¥kn¥. Na za£átku kaºdé kapitoly je
uveden tzv. Pr·vodce studiem, tj. motiva£ní a shrnující tetx k dané £ásti. Tento
text je psán srozumiteln¥ a p°ehledn¥, takºe studentovi jasn¥ sd¥lí, pro£ se má
tématem zabývat.

Následuje vºdy teoretický výklad, který srozumiteln¥ vysv¥tluje a odvozu-
je postup ve výpo£tech, hojn¥ jsou vyuºívány °e²ené p°íklady vhodn¥ v£len¥né
v p°íslu²ném textu.

V kontrolních otázkách uvedených na konci výkladu je po studentovi poºado-
váno, aby problematiku pochopil do hloubky � nap°.:

Obrázek 1.13: Kontrolní otázka

Jediným didaktickým problémem m·ºe být pro st°edo²kolského studenta ob-
tíºnost n¥kterých kapitol. Nap°íklad teorie uvedená v kapitole Integrace substitucí
byla pravd¥podobn¥ psaná pro vysoko²kolské studenty; pro studenta st°ední ²koly
by teorie v odborné podob¥, jak je zde p°edstavená, nebyla snadno pochopitel-
ná. Také pozd¥ji uvád¥né °e²ené i ne°e²ené p°íklady svou obtíºností nepokrývají
st°edo²kolskou látku, ale dalece ji p°esahují.

Hodnocení:Webovou stránku z hlediska didaktického zpracování hodnotím znám-
kou 1 z následujících d·vod·:

Klady:

• motiva£ní text za°azený na za£átku kaºdé kapitoly,
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• vzorce uvád¥né v£etn¥ srozumitelného odvození,

• velké mnoºství p°íklad· na procvi£ení,

• kontrolní otázky napomáhající vlastnímu zhodnocení pokroku ve studiu.

Zápory:

• uzp·sobení spí²e vysoko²kolské obtíºnosti u£iva, st°edo²kolský student si
musí vybírat, co pot°ebuje.

Gra�cké zpracování

P°ehlednost
Jednotlivé kapitoly této webové u£ebnice se otevírají ve formátu .pdf, £ásti výkla-
du jsou odli²eny gra�ckými zna£kami, jejichº p°ehled je uveden na za£átku menu.
�len¥ní jednotlivých kapitol je p°ehledné, ov²em pro st°edo²kolského studenta
m·ºe být obtíºn¥j²í orientovat se v hutném textu, který je ur£en spí²e pro vy²²í
stupn¥ studia matematiky.

Sázení matematických symbol·
Matematické symboly jsou v textu sázeny p°irozen¥, není patrná odli²nost od
ostatního textu:

Obrázek 1.14: Sázení matematických symbol·

Vyuºití obrázk·
Ilustra£ní obrázky jsou hojn¥ vyuºívány, p°ispívají ke snadn¥j²ímu pochopení
problematiky.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska gra�ckého zpracování hodnotím znám-
kou 1 z následujících d·vod·:

Klady:

• p°ehledné £len¥ní kapitol v základním menu,

• p°irozené sázení matematických symbol·,

• vyuºití ilustra£ních obrázk·.

Zápory:

• odkazy se otevírají jako .pdf soubory, není tedy moºnost plynulého p°echázení
mezi kapitolami.
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Interaktivní prvky

P°ítomnost °e²ených p°íklad· s moºností krokování postupu a vysv¥tlení jednotlivých
£ástí výpo£tu

V kaºdé kapitole jsou p°ítomny °e²ené p°íklady. Vzhledem k charakteru we-
bových stránek � kapitoly se otevírají jako .pdf soubory, zde chybí moºnost
krokování výpo£tu.

Samostatné testování ºák·
Testy jsou p°ítomny v záv¥ru kaºdé kapitoly. Je uvedeno zadání p°íkladu

a poté £ty°i moºné výsledky, z nichº student volí práv¥ jeden správný.

Vyuºití aplet·
Aplety se na stránce, vzhledem k jejímu charakteru, nevyskytují.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska interaktivních prvk· hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• °e²ené vzorové p°íklady,

• samostatné testování student·.

Zápory:

• chyb¥jící krokované °e²ení,

• chyb¥jící aplety.

Celkové hodnocení

Webová stránka se jeví jako velmi dobrá, p°esto spí²e ti²t¥ná u£ebnice. Jednotlivé
kapitoly se otevírají jako samostatné .pdf soubory, student tedy nem·ºe vyuºí-
vat prakticky ºádné výhody u£ebnice ve form¥ webové stránky oproti klasické
papírové publikaci. Obsahem stránka napl¬uje a daleko p°esahuje u£ivo integrál-
ního po£tu na st°ední ²kole tak, jak je uvád¥n v [1].

Obsahová dostate£nost 1
V¥cná správnost 1
Didaktické zpracování 1
Gra�cké zpracování 1
Interaktivní prvky 3

Celkem 1,4

28



1.2.4 Mathonline.cz

Obrázek 1.15: Mathonline.cz

Stránka

http://mathonline.fme.vutbr.cz/

je za²ti´ována Ústavem matematiky FSI VUT Brno. Z tohoto d·vodu lze p°ed-
pokládat p°ítomnost spí²e vysoko²kolského p°ístupu k u£ivu integrálního po£tu.

Obsahová dostate£nost

Menu Základní kurzy � Matematika I nabízí dv¥ kapitoly zabývající se tématem
integrálního po£tu: Neur£itý integrál, Ur£itý integrál. Po rozkliknutí kaºdé z kapi-
tol se objeví seznam podkapitol:

1. Neur£itý integrál: Studijní text, �e²ené p°íklady � presentace, Ne°e²ené
p°íklady

2. Ur£itý integrál: Studijní text, Ne°e²ené p°íklady; Aplikace ur£itého integrálu:
Studijní text, Ne°e²ené p°íklady, �e²ené p°íklady � presentace

Neur£itý integrál � Studijní text
Po kliknutí na název kapitoly se objeví £ty°stránkový text ve formátu .pdf. Ten
p°ehledn¥ shrnuje u£ivo integrálního po£tu, který rozd¥luje do následujících pod-
kapitol:

1. Základní pojmy: primitivní funkce a neur£itý integrál, tabulka základních
integra£ních vzorc·
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2. Integra£ní metody: integrace konstanty, integrace sou£tu, p°ímá metoda
integrace, substitu£ní metoda, metoda per partes, její odvození a p°íklady
vyuºití; u v²ech metod je uveden seznam ne°e²ených p°íklad· bez výsledk·.

Neur£itý integrál � �e²ené p°íklady � presentace
Jak jiº název kapitoly napovídá, kapitolu tvo°í prezentace ve formátu .pdf. Prezen-
tace obsahuje celkem t°i °e²ené p°íklady, u kterých je p°ítomno krokování výpo£tu.
Kaºdý krok je pod výpo£tem slovn¥ okomentován.

Neur£itý integrál � Ne°e²ené p°íklady
Tato kapitola sestává ze sbírky úloh pro u£ivo neur£itých integrál·. Vedle p°íkla-
d· jsou uvedeny jejich výsledky. P°íklady jsou op¥t uvedeny ve formátu .pdf.

Ur£itý integrál � Studijní text
Pro st°edo²kolského studenta je v této £ásti (formát .pdf) pouze uvedena Newton-
Leibnitzova formule. Postrádám zde vysv¥tlení pojmu ur£itý integrál.

Ur£itý integrál � Ne°e²ené p°íklady
Op¥t sbírka p°íklad·, analogický formát jako v kapitoleNeur£itý integrál � Ne°e²ené
p°íklady.

Aplikace ur£itého integrálu � Studijní text
Tento studijní text ve formátu .pdf uvádí p°ehledné shrnutí základních aplika£ních
vztah· ur£itého integrálu � v tabulce jsou uvedeny vztahy pro výpo£et obsahu,
objemu, délky k°ivky a povrchu plá²t¥. Pod tabulkou jsou uvedeny p°íklady
na procvi£ení s uvedenými výsledky. Vzorce nejsou nijak vysv¥tlené, jedná se
o p°ehled.

Aplikace ur£itého integrálu � Ne°e²ené p°íklady
Kapitola uvádí sbírku úloh na aplikaci ur£itého integrálu s výsledky. P°íklady se
otevírají pohromad¥ na jedné .pdf stránce.

Aplikace ur£itého integrálu � �e²ené p°íklady � presentace
V .pdf prezentaci je uvedeno krokované °e²ení celkem t°í p°íklad· a to na obsah
plochy pod k°ivkou, objem rota£ního t¥lesa a délka k°ivky. P°íklady jsou °e²eny
p°ehledn¥, ov²em bez dostate£ného výkladu v £ásti Aplikace ur£itého integrálu �
Studijní text není pochopení v·bec snadné.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska obsahu hodnotím známkou 2 z násle-
dujících d·vod·:

Klady:

• p°ehledné shrnutí u£iva integrálního po£tu,

Zápory:

• chybí d·kladn¥j²í rozebrání p°ípad· po£ítání obsahu útvaru ohrani£eného
k°ivkami,

• chybí fyzikální aplikace.
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V¥cná správnost

Text je uvád¥n v¥cn¥ správn¥, nezaznamenala jsem obsahové chyby.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska v¥cné správnosti hodnotím známkou 1
z následujících d·vod·:

Klady:

• uvedené u£ivo neobsahuje v¥cné chyby.

Didaktické zpracování

Nejprve se pokusíme zhodnotit didaktické zpracování studijního textu. Tato teo-
retická £ást výkladu je psána formou de�nic, v¥t a poznámek, coº m·ºe na st°e-
do²kolského studenta p·sobit p°íli² stroze. V textu prakticky chybí didaktické
poznámky £i motiva£ní úvody. Na stylu výkladu je patrné, ºe je psán primárn¥
pro studenty vysoké ²koly, kterým je p°izp·soben i obtíºností. Pro b¥ºného st°e-
do²kolského studenta tak bude orientace v problematice obtíºná.

Na první pohled dále p·sobí velmi p¥kn¥ p°ítomnost krokovaných °e²ených
p°íklad· ke kaºdé kapitole. Tyto p°íklady jsou ov²em, bohuºel, pom¥rn¥ zna£n¥
sloºité a dle mého názoru jejich pochopení jiº vyºaduje jistý stupe¬ znalosti po-
stup· výpo£t·. Uvád¥né p°íklady nelze povaºovat za typové a základní.

Hodnocení:Webovou stránku z hlediska didaktického zpracování hodnotím znám-
kou 4 z následujících d·vod·:

Klady:

• vkládané poznámky alespo¬ £áste£n¥ dopl¬ují strohé de�nice a v¥ty,

• krokované °e²ené p°íklady (i kdyº p°íli² obtíºné).

Zápory:

• absence motiva£ních text·,

• absence vysv¥tlení pouºití metod výpo£t·,

• uzp·sobení spí²e vysoko²kolskému stylu a obtíºnosti u£iva.

Gra�cké zpracování

P°ehlednost
Kapitoly jsou £len¥ny p°ehledn¥, ale p°íli² obecn¥. Není moºnost samostatn¥ pro-
studovat konkrétní podkapitoly � nap°. jednotlivé metody °e²ení neur£itého inte-
grálu. Formát .pdf znemoº¬uje plynulý p°echod mezi jednotlivými kapitolami.

Sázení matematických symbol·
Matematické symboly jsou sázeny p°irozen¥ bez znatelné odli²nosti od okolního
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textu.

Vyuºití obrázk·
Obrázky prakticky nejsou vyuºívány. Jejich vyuºití jsem zaznamenala pouze u dvou
p°íklad· s krokovaným °e²ením.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska gra�ckého zpracování hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• sázení matematických symbol·.

Zápory:

• otevírání kapitol ve formátu .pdf,

• absence obrázk·.

Interaktivní prvky

P°ítomnost °e²ených p°íklad· s moºností krokování postupu a vysv¥tlení jednotlivých
£ástí výpo£tu

Ke kaºdé z kapitol je p°iloºena prezentace obsahující t°i p°íklady s moºností
krokování °e²ení. Krom¥ dal²ího kroku se zobrazí také slovní komentá° k práv¥
provád¥nému postupu.

Samostatné testování ºák·
Není.

Vyuºití aplet·
Aplety se na stránce, vzhledem k jejímu charakteru, nevyskytují.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska interaktivních prvk· hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• °e²ené vzorové p°íklady s moºností krokování °e²ení.

Zápory:

• chyb¥jící testy,

• chyb¥jící aplety.
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Celkové hodnocení

Webová stránka poskytuje p°ehledné shrnutí u£iva integrálního po£tu. Nane²t¥stí
zcela chybí jakýkoli výklad k u£ivu. Kladn¥ hodnotím p°ítomnost alespo¬ malého
po£tu p°íklad· s moºností krokování výpo£tu. To samo bez p°edem vysv¥tlené
teorie ov²em pro pochopení u£iva nesta£í.

Obsahová dostate£nost 2
V¥cná správnost 1
Didaktické zpracování 4
Gra�cké zpracování 3
Interaktivní prvky 3

Celkem 2,6
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1.2.5 Mojeskola.cz

Obrázek 1.16: Mojeskola.cz

Portál

http://www.mojeskola.cz/

je uveden podtitulem �²kola hrou pro kaºdého a nonstop� . Vzhled stránky se
od v¥t²iny d°íve hodnocených web· li²í tím, ºe kapitoly otevírá p°ímo v okn¥
prohlíºe£e, nikoli ve formátu .pdf.

Obsahová dostate£nost

U£ivo integrálního po£tu probíraného na st°ední ²kole pokrývají následující kapi-
toly: 6. lekce � Primitivní funkce, neur£itý integrál, integrace; 7. lekce � Ur£itý
integrál a jeho aplikace. Tyto kapitoly nyní rozebereme po stránce obsahové.

6. lekce � Primitivní funkce, neur£itý integrál, integrace

Výklad a ukázkové p°íklady � Text je zcela p°izp·soben rozsahu u£iva integrálního
po£tu vyu£ovaného na st°ední ²kole. Je dále d¥len do n¥kolika podkapitol:

• Primitivní funkce � Výklad se v úvodu v¥nuje pojmu primitivní funkce,
vysv¥tluje ho a ukazuje, z jakého d·vodu se do výsledku výpo£tu p°ipisuje
integra£ní konstanta.

• Neur£itý integrál � Podkapitola de�nuje pojmy spojené s integrací, v²e
demonstruje na vzorovém p°íkladu (°e²í ho bez vzorc· �odhadem� na zá-
klad¥ znalosti derivace).

• Integrování funkcí � V této £ásti jsou uvedena pravidla integrování ele-
mentárních funkcí a v¥ty o integraci sou£tu a konstanty. V²e je následn¥
vyuºíváno p°i výpo£tech n¥kolika vzorových p°íklad·.
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• Per partes � Vzorec pro metodu per partes je nejprve odvozen. Následn¥ je
ukázáno na n¥kolika konkrétních p°íkladech, jakým zp·sobem volíme integ-
rovanou, resp, derivovanou, funkci.

• Substitu£ní metoda � Pokdapitola uvádí vzorec pro substitu£ní metodu,
vysv¥tluje d·vod jejího pouºití. Metoda je ov²em ukázána pouze na dvou
p°íkladech, které dostate£n¥ nevysv¥tlují, jakým zp·sobem substituci sesta-
vujeme.

7. lekce � Ur£itý integrál a jeho aplikace

Výklad a ukázkové p°íklady

• Ur£itý integrál � Úvodní £ást je v¥nována de�nici a geometrické interpretaci
ur£itého integrálu, jsou zde také de�novány základní pojmy, nap°. meze. Na
°e²eném p°íkladu je názorn¥ ukázáno, jakým zp·sobem se meze dosazují.

• Výpo£et ur£itého integrálu � Druhá podkapitola uvádí pou£ky o mezích
integrálu (zm¥na znaménka p°i zám¥n¥ mezí a integrál vyjád°ený pomocí
sou£tu integrál· na díl£ích intervalech). V °e²ených p°íkladech je ukázána
metoda per partes pro ur£itý integrál a substitu£ní metoda se zm¥nou mezí.

• Aplikace ur£itého integrálu � Podkapitola je úvodem pro následující £ásti.
Vysv¥tluje, ve kterých oblastech je moºné ur£itý integrál vyuºít.

• Obsah rovinného útvaru � Zde je uveden vzorec pro výpo£et obsahu útvaru
ohrani£eného k°ivkou, osou x a p°ímkami x = a, x = b, dále také útvaru
ohrani£eného grafy dvou funkcí. Vysv¥tluje, kdy je t°eba vyýpo£et rozloºit
na díl£í integrály a kdy je t°eba vyuºít absolutní hodnotu výsledku. V²e je
dopln¥no názornými obrázky a názornými °e²enými p°íklady.

• Objem rota£ního t¥lesa � Poslední podkapitola uvádí vzorec pro objem ro-
ta£ního t¥lesa vzniklého rotcí k°ivky kolem osy x i y, který dále aplikuje na
dvou °e²ených p°íkladech (objem rota£ního kuºele a rota£ního paraboloidu).

Hodnocení:Webovou stránku z hlediska obsahového hodnotím známkou 2 z ná-
sledujících d·vod·:

Klady:

• pokrytí v¥t²iny u£iva z publikace [1].

Zápory:

• chyb¥jící fyzikální aplikace.
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V¥cná správnost

Text je uvád¥n v¥cn¥ správn¥. V p°ípad¥, ºe autor chce uvést ne zcela p°esné
vysv¥tlení, uvádí toto jiº dop°edu.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska v¥cné správnosti hodnotím známkou 1
z následujících d·vod·:

Klady:

• uvedené u£ivo neobsahuje v¥cné chyby.

Didaktické zpracování

Didaktické zpracování této webové stránky je velmi p¥kné. P°ed kaºdou £ástí
výkladu se snaºí uvést d·vod, pro£ se dal²í teorií zabývat. Teoretický výklad je
posléze dopl¬ován o mnoºství vysv¥tlujících poznámek. Celý text je psán formou
zcela odpovídající st°edo²kolskému stupni studia. Výkladová £ást dále obsahu-
je komentované °e²ené p°íklady p°im¥°ené obtíºnosti, které celý výklad vhodn¥
dopl¬ují a vysv¥tlují. Kladn¥ dále hodnotím vyuºití ilustra£ních obrázk· v £ásti
ur£itý integrál.

Hodnocení:Webovou stránku z hlediska didaktického zpracování hodnotím znám-
kou 1 z následujících d·vod·:

Klady:

• motiva£ní text na za£átku kaºdé výkladové £ásti,

• názorné vysv¥tlení probraného u£iva p°im¥°ené st°edo²kolskému studentovi,

• °e²ené p°íklady.

Zápory:

• nedostate£né vysv¥tlení zvolení vhodné substituce p°i pouºití substitu£ní
metody.

Gra�cké zpracování

P°ehlednost
U£ivo ve dvou odd¥lených kapitolách na sebe logicky navazuje. Ov²em není zde
moºnost zam¥°ení pouze na konkrétní podkapitolu, vºdy je t°eba zobrazení celku
a v n¥m pak následné dohledání pojmu.

Sázení matematických symbol·
Matematické symboly jsou sázeny dvojím zp·sobem:

1. Symbol se chová jako text, je moºné ho zkopírovat nap°. do Wordu, aniº by
do²lo ke zm¥n¥, nap°.:
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Obrázek 1.17: Symbol chovající se jako text

2. Symbol se chová jako obrázek, je moºné ho samostatn¥ uloºit ve formátu
.gif £i kopírovat, nap°.:

Obrázek 1.18: Symbol chovající se jako obrázek

Znak pro integrál je vºdy vloºen jako obrázek. Je viditeln¥ odli²ný od okol-
ního textu. Za ním následující symboly jsou bu¤ ve formátu textu (jednoduché
symboly), nebo ve formátu obrázku (sloºit¥j²í symboly).

Vyuºití obrázk·
Ilustra£ní obrázky jsou hojn¥ vyuºívány u aplika£ních úloh ur£itého integrálu.
Jejich vyuºití je p°im¥°ené a p°ispívá k názornosti výkladu.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska gra�ckého zpracování hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• vyuºití ilustra£ních obrázk·.

Zápory:

• h·°e strukturovaný web bez odkaz· na konkrétní pojmy,

• matematické symboly viditeln¥ odli²né od okolního textu, p°esto neru²ící.

Interaktivní prvky

P°ítomnost °e²ených p°íklad· s moºností krokování postupu a vysv¥tlení jednotlivých
£ástí výpo£tu

Kaºdá díl£í kapitola obsahuje °e²ené p°íklady, které názorn¥ dopl¬ují p°ed-
cházející teoretický výklad. P°íklady jsou uvád¥ny dvojí formou:

1. P°íklady s krokovou kontrolou e-u£itele � �ást dostupná pouze po bezplatné
registraci. Obsahuje 8 p°íklad·, které jsou °e²eny interaktivn¥. Student vºdy
z nabídky £ty° moºností volí následující krok výpo£tu. Pokud zvolí správn¥,
pokra£uje k dal²ímu kroku, který op¥t vybírá z nabídky. V opa£ném p°í-
pad¥ se mu pod nabídkou £erven¥ napí²e správná varianta, ov²em bez p°ís-
lu²ného vysv¥tlení. Celý výpo£et je následn¥ vyhodnocen a slovn¥ okomen-
tován (nap°. �D¥lá² mnoho chyb, je²t¥ procvi£uj.�).

2. P°íklady na procvi£ení u£iva � V záv¥ru první kapitoly je uvedeno 200
p°íklad· r·zné obtíºnosti (obtíºnost je odli²ená pomocí barev a písmen A,
B, C). P°i °e²ení t¥chto p°íklad· m·ºe tápající student vyuºít moºnosti
�Help� , kde je mu napov¥zena metoda, kterou má pro zdárné dokon£ení
vyuºít. K dispozici je také výsledek.

37



Obrázek 1.19: P°íklad k procvi£ení u£iva

Jediné, co lze vytknout, je absence slovních komentá°· jednotlivých krok·
°e²ení.

Samostatné testování ºák·
V záv¥ru kaºdé z kapitol jsou samostatnému testování ºák· v¥novány dv¥

podkapitoly nazvané �Kontrolní test� a �Náhodný test� .

• Kontrolní test � Úlohy, které jsou obm¥nou úloh u maturity a p°ijímacích
zkou²ek na V�. Student vybírá správný výsledek ze £ty° nabízených. Po vy-
hodnocení student obdrºí bodové ohodnocení a slovní komentá° k dosaºené-
mu výsledku.

• Náhodný test � Otestování znalosti u£iva této lekce na náhodn¥ vybraných
úlohách, výb¥r z p¥ti moºných výsledk·. Moºnost vyhodnocení.

Vyuºití aplet·
Aplety se na stránce nevyskytují.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska interaktivních prvk· hodnotím znám-
kou 2 z následujících d·vod·:

Klady:

• °e²ené vzorové p°íklady s moºností krokování °e²ení,

• interaktivní testy.

Zápory:

• chyb¥jící aplety.

Celkové hodnocení

Webová stránka podává stru£n¥, p°esto výstiºn¥ a názorn¥, ucelený výklad k u£ivu
integrálního po£tu probíraného na st°ední ²kole. Látka je pro studenta snadno
pochopitelná p°edev²ím díky mnoºství °e²ených p°íklad·, které teoretický vý-
klad prakticky dopl¬ují a objas¬ují. V záv¥ru je studentovi umoºn¥no samostatné
testování nabytých v¥domostí.

Obsahová dostate£nost 2
V¥cná správnost 1
Didaktické zpracování 1
Gra�cké zpracování 3
Interaktivní prvky 2

Celkem 1,8

�
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1.3 Cizojazy£né webové stránky

Cizojazy£né webové stránky mohou studentovi ukázat jiný pohled na látku neº
stránky £eské, které jsou psány veskrze podobn¥. V hodnocení si ukáºeme jednu
slovenskou stránku, jeº je zajímav¥ zpracovaná formou °e²ených úloh, a poté
nejrozsáhlej²í webovou matematickou encyklopedii psanou anglicky.

1.3.1 Priklady.eu

Obrázek 1.20: Priklady.eu

Slovenská webová stránka

http://www.priklady.eu/cs/Matematika/Neurcity-integral.alej

jiº názvem napovídá, ºe je zam¥°ena zejména na p°íklady.

Obsahová dostate£nost

V menu Matematika se integrálním po£tem zabývají dv¥ kapitoly, které se dále
d¥lí na jednotlivé podkapitoly následovn¥:

1. Neur£itý integrál

• Integrál � p°ímá metoda

• Integrál � substitu£ní metoda

• Integrál � per partes
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2. Výpo£et a pouºití ur£itého integrálu

• Ur£itý integrál � Leibnitz-Newtonova metoda

• Ur£itý integrál � substituce

• Obsah rovinného obraze

• Objem rota£ního t¥lesa

• Ur£itý integrál ve fyzice

Jednotlivé podkapitoly sestávají z o£íslovaných úloh, nejen po£etních p°íklad·.
Ke kaºdé úloze je p°iloºeno °e²ení, které lze zobrazit kliknutím na p°íslu²ný odkaz
u zadání p°íkladu.

Obrázek 1.21: Úloha

Podkapitoly nyní obsahov¥ rozebereme.

Integrál � p°ímá metoda
První úloha (viz Obrázek 1.21) ve svém °e²ení shrnuje základní poznatky o ne-
ur£itém integrálu a p°ímé metod¥ jeho °e²ení. De�nuje pojem neur£itý integrál
a poskytuje tabulku základních integra£ních vzorc·.

Následuje série 35 °e²ených p°íklad· (°e²ení je op¥t dostupné aº po kliknutí
na p°íslu²ný odkaz).

Integrál � substitu£ní metoda
Tato podkapitola bohuºel ºádnou teorii neobsahuje. �e²ení je uvedeno p°ehledn¥,
ov²em výklad studentovi neposkytne.

Integrál � per partes
Po£áte£ní teorie odvozuje vzorec pro metodu per partes ze vztahu pro derivaci
sou£inu. V²e je psáno matematickými symboly bez slovního komentá°e. Následuje
sada 13 p°íklad· s moºností zobrazení p°ehledného °e²ení.

Ur£itý integrál � Leibnitz-Newtonova metoda
Uvedený teoretický úvod poskytuje Leibnitz-Newtonovu formuli a dv¥ v¥ty pro
výpo£et ur£itého integrálu (zm¥na znaménka p°i zám¥n¥ mezí, rozloºení integrálu
na sou£et dvou díl£ích integrál·). Dal²í úlohy jsou tvo°eny 12 po£etními p°íklady
s moºností zobrazení °e²ení.

Ur£itý integrál � substituce
V podkapitole, obdobn¥ jako v p°ípad¥ substituce pro neur£itý integrál, není uve-
den ºádný teoretický úvod. Obsahuje pouze t°i p°íklady s moºností zobrazení
°e²ení. Vyuºívá se zde p°epo£ítávání mezí.
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Obsah rovinného obraze
Teorie uvádí základní vzorec pro výpo£et rovinného obrazce ohrani£eného p°ímka-
mi y = 0, x = a, x = b a grafem funkce f(x). Dal²í úlohy jsou zam¥°eny na
odvození vzorc· pro výpo£et obsahu známých rovinných útvar· � nap°. £tverce,
obdélníku, trojúhelníku, kruhu, apod. .

Objem rota£ního t¥lesa
Uvedený teoretický základ ukazuje vzorec pro výpo£et objemu rota£ního t¥lesa,
které vzniklo rotací rovinného obrazce ohrani£eného p°ímkami y = 0, x = a,
x = b a grafem funkce f(x). Dal²í úlohy jsou analogicky, jako v p°ípad¥ podkapi-
toly Obsah rovinného obrazce, zam¥°eny zejména na odvození známých vzorc·
pro výpo£et objemu základních t¥les � nap°. koule, válce nebo rota£ního kuºele.

Ur£itý integrál ve fyzice
V této poslední podkapitole jsou uvedeny £ty°i rozdílné p°íklady z fyziky (výpo£et
práce, dráhy, rychlosti apod.)

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska obsahu hodnotím známkou 3 z násle-
dujících d·vod·:

Klady:

• pojetí v¥t²iny u£iva z publikace [1],

Zápory:

• p°ehledový charakter, nedostate£né vysv¥tlení jednotlivých pojm·,

• chyb¥jící teorie v kapitolách o substituci.

V¥cná správnost

Text i °e²ené p°íklady jsou uvád¥ny v¥cn¥ správn¥.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska v¥cné správnosti hodnotím známkou 1
z následujících d·vod·:

Klady:

• uvedené u£ivo neobsahuje v¥cné chyby.

Didaktické zpracování

Stránka obsahuje velmi p¥kné soubory názorn¥ °e²ených p°íklad· st°edo²kolsky
p°im¥°ené úrovn¥. Pokud tedy student jiº má za sebou n¥jaký teoretický úvod,
p°íklady mu budou jist¥ p°ínosem.

Teoretická £ást výkladu ov²em zna£n¥ zaostává. Náznak výkladu je pouze
ob£as v úvodních teoretických úlohách. Takováto teorie je ov²em pro studenta
naprosto nedosta£ující a látku nevysv¥tluje.
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Hodnocení:Webovou stránku z hlediska didaktického zpracování hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• °e²ené p°íklady p°im¥°ené úrovn¥,

• moºnost zobrazení °e²ení úlohy aº ve chvíli, kdy uºivatel uzná za vhodné.

Zápory:

• absence motiva£ního textu,

• minimum teoretického výkladu.

Gra�cké zpracování

P°ehlednost
Kapitoly jsou p°ehledn¥ £len¥ny do podkapitol, kaºdá (pod)kapitola má vlastní
hypertextový odkaz. U£ivo v jednotlivých podkapitolách je £len¥no p°ehledn¥,
postupuje se od teorie k jednodu²²ím a následn¥ obtíºn¥j²ím p°íklad·m.

Sázení matematických symbol·
Matematické symboly jsou sázeny ve formátu obrázk·. Ty je moºné zkopírovat
a jako celek vloºit. Celé soubory odd¥lených úloh jsou tvo°eny jedním obrázkem.

Vyuºití obrázk·
Webová stránka neobsahuje ºádné obrázky.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska gra�ckého zpracování hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• p°ehledné £len¥ní kapitol, podkapitol.

Zápory:

• matematické symboly viditeln¥ odli²né od okolního textu,

• absence obrázk·.

Interaktivní prvky

P°ítomnost °e²ených p°íklad· s moºností krokování postupu a vysv¥tlení jednotlivých
£ástí výpo£tu

Jednotlivé úlohy umoº¬ují zobrazit °e²ení aº ve chvíli, kdy student chce °e²ení
zobrazit. �e²ení tak neodvádí pozornost od výpo£tu.

Moºnost krokování postupu zde není.
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Samostatné testování ºák·
Není.

Vyuºití aplet·
Aplety se na stránce nevyskytují.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska interaktivních prvk· hodnotím znám-
kou 4 z následujících d·vod·:

Klady:

• p°ítomná °e²ení uvád¥ných p°íklad·.

Zápory:

• chyb¥jící krokované °e²ení,

• chyb¥jící testy,

• chyb¥jící aplety.

Celkové hodnocení

Obsah webové stránky pom¥rn¥ dob°e odpovídá jejímu názvu. Stránka je zam¥°e-
na zejména na úlohy, jichº ale není p°íli² mnoho. Na za£átku uvedená teorie plní
funkci shrnutí a p°ipomenutí, funkci výkladu plnit p°íli² nem·ºe. Oce¬uji moºnost
zobrazení °e²ení aº ve chvíli, kdy sama uznám za vhodné.

Obsahová dostate£nost 3
V¥cná správnost 1
Didaktické zpracování 3
Gra�cké zpracování 3
Interaktivní prvky 4

Celkem 3
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1.3.2 Mathworld.wolfram.com

Obrázek 1.22: Mathworld.wolfram.com

Anglická webová stránka

http://mathworld.wolfram.com/topics/Integrals.html

má spí²e charakter encyklopedie. Uvedeme si hesla související s u£ivem integrál-
ního po£tu na st°ední ²kole a pokusíme se nalézt jejich p°ínos pro studenty.

Obsahová dostate£nost

V p°ehledu hesel uvedeme pouze ta, která jsou relevantní pro st°edo²kolského
studenta. Z nich pak ta, které poskytují n¥jaký text, n¥které na stránce uvedené
odkazy jsou totiº bohuºel nefunk£ní.

• Integrál

• Integrace

• Integrand

• Integra£ní konstanta

• Neur£itý integrál

• Integrace metodou per partes

• Ur£itý integrál

• Objem rota£ního t¥lesa
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Integrál
Heslo Integrál poskytuje souhrn informací a pojm· souvisejících s integrálem. Má
spí²e p°ehledovitý charakter. Text sestává z mnoha hypertextových odkaz·, které
£tená°e ihned p°esm¥rují na dal²í heslo.

Integrace
Heslo poskytuje de�nici pojmu integrace.

Integrand
Op¥t de�nice zadaného pojmu.

Integra£ní konstanta
Vysv¥tlení p°ipojení integra£ní konstanty k výsledku integrálu. Srovnání s derivace-
mi.

Neur£itý integrál
Vysv¥tlení pojmu p°es ur£itý integrál. Uvedení mnoha vzorc· pro výpo£ty inte-
grál·.

Integrace metodou per partes
Kapitola p°ehledn¥ ukazuje odvození vztahu pro per partes i jeho pouºití na
konkrétním p°íkladu.

Ur£itý integrál
Heslo poskytuje základní p°ehled pravidel pro po£ítání ur£itého integrálu. Ukazu-
je Newton-Leibnitzovu formuli, pravidla o zm¥n¥ znaménka p°i zám¥n¥ mezí,
o po£ítání integrálu p°es sou£et díl£ích integrál· a o shodných mezích.

Objem rota£ního t¥lesa (�Method of Disks�)
Zde je popsán vzorec pro objem t¥lesa vzniklého rotací k°ivky na daném intervalu
kolem osy x. V dal²ím hesle je uveden vzorec pro objem t¥lesa vzniklého rotací
obrazce ohrani£eného dv¥ma k°ivkami kolem osy x (�Method of Washers�).

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska obsahu hodnotím známkou 2 z ná-
sledujících d·vod·:

Klady:

• postihnutí v¥t²iny u£iva uvedeného v [1].

Zápory:

• chyb¥jící substitu£ní metoda,

• chyb¥jící základní vzorec pro výpo£et obsahu rovinného útvaru tak, jak je
uveden v [1].
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V¥cná správnost

Webová encyklopedie uvádí, ºe se jedná o nejrozsáhlej²í zdroj matematických in-
formací na webu. V¥cné chyby tedy v tomto p°ípad¥ nejsou p°ípustné.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska v¥cné správnosti hodnotím známkou 1
z následujících d·vod·:

Klady:

• uvedené u£ivo neobsahuje v¥cné chyby.

Didaktické zpracování

Didaktické zpracování webové stránky odpovídá jejímu encyklopedickému po-
jetí. V n¥kterých rozsáhlej²ích kapitolách je tak znatelná snaha o bliº²í p°iblíºení
pojmu £tená°i, jiné £ásti jsou proti tomu uvád¥ny jen jako hesla. Pro b¥ºného
st°edo²kolského studenta m·ºe být také pom¥rn¥ velkým problémem, krom¥ an-
gli£tiny, p°edev²ím odli²nost v odborných výrazech, kdy nesta£í hledaný pojem
pouze p°eloºit z £e²tiny do angli£tiny (nap°. objem rota£ního t¥lesa je uvád¥n
jako Method of Disks).

Styl textu je spí²e neº výkladový odborný, teorie není dopln¥ná o ºádné °e²ené
p°íklady.

Hodnocení:Webovou stránku z hlediska didaktického zpracování hodnotím znám-
kou 4 z následujících d·vod·:

Klady:

• snaha o bliº²í objasn¥ní pojmu v n¥kerých rosáhleji pojatých heslech.

Zápory:

• absence motiva£ního textu,

• absence ilustra£ních p°íklad·,

• nep°im¥°ená úrove¬ výkladu pro st°edo²kolského studenta.

Gra�cké zpracování

P°ehlednost
Webová stránka má encyklopedický charakter. Vyhledávání pojm· je snadné po-
dle hledaného hesla.

Sázení matematických symbol·
Matematické symboly jsou sázeny ve form¥ obrázku:
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Obrázek 1.23: Vzorec

Vyuºití obrázk·
Webová stránka v n¥kterých dal²ích odkazech obrázky obsahuje, ve vý²e hodno-
cených heslech ov²em obrázky vyuºívány nejsou.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska gra�ckého zpracování hodnotím znám-
kou 3 z následujících d·vod·:

Klady:

• p°ehledné vyhledávání pojm·.

Zápory:

• matematické symboly ve form¥ obrázk·,

• chyb¥jící obrázky.

Interaktivní prvky

P°ítomnost °e²ených p°íklad· s moºností krokování postupu a vysv¥tlení jednotlivých
£ástí výpo£tu

Encyklopedický charakter webové stránky si nedává za cíl uvád¥ní p°íklad·,
ale spí² objasn¥ní pojm·. P°íklady jsou tedy uvád¥ny pouze na dokreslení teorie.

Samostatné testování ºák·
Není.

Vyuºití aplet·
Aplety se vyskytují u odli²ných hesel. Mezi hodnocenými kapitolami se aplety

nevyskytly.

Hodnocení: Webovou stránku z hlediska interaktivních prvk· hodnotím znám-
kou 4 z následujících d·vod·:

Klady:

• aplety u souvisejících hesel.

Zápory:

• chyb¥jící p°íklady s krokovaným °e²ením,

• chyb¥jící testy,

• chyb¥jící aplety.
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Celkové hodnocení

Webová stránka spl¬uje poºadavky na encyklopedii matematiky. Hesla jsou u-
spo°ádána logicky, mezi jednotlivými pojmy je moºno snadno p°echázet i pomocí
hypertextových odkaz· p°ímo v textu. Látka je uvedena pro vysoko²kolského
studenta, mén¥ zdatný £tená° si musí z kapitol vybrat jen ty pot°ebné.

Obsahová dostate£nost 2
V¥cná správnost 1
Didaktické zpracování 4
Gra�cké zpracování 3
Interaktivní prvky 4

Celkem 2,8
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1.4 Záv¥re£né shrnutí

Webové stránky byly hodnoceny podle p¥ti p°edem stanovených kritérií:

� Obsahová dostate£nost

� V¥cná správnost

� Didaktické zpracování

� Gra�cké zpracování

� Interaktivní prvky,

p°i£emº nejv¥t²ím problémem bylo za°azení interaktivních prvk·. �ada server·
tak ve výsledku zdarma nabízí p¥knou u£ebnici, kterou lze zobrazit v digitální
podob¥. P°itom vyuºívání interaktivních prvk· by m¥lo být to hlavní, co odli²uje
výukový text zobrazený na webu oproti klasickým ti²t¥ným u£ebnicím.

Hodnocené webové stránky se také obvykle omezovaly na strohé uvedení
pou£ek a vzorc·, které bez dal²ího vysv¥tlení studentovi problematiku dostate£n¥
neobjas¬ují. Nemohou tak kv·li absenci dopl¬ujících poznámek ani £áste£n¥ nahra-
dit výklad u£itele. Problémem uvedených stránek také £asto bylo uzp·sobení ob-
sahu i formy pro vysoko²kolské studenty.

Ani gra�cké zpracování £asto nep°ed£ilo klasické výukové materiály. Nap°í-
klad p°irozené zobrazení matematických symbol·, které v u£ebnicích povaºujeme
za samoz°ejmost, £inilo autor·m obvykle zna£né potíºe. Stránky také v¥t²inou
nevyuºily moºnost zobrazení názorných barevných obrázk·, coº b¥ºné u£ebnice
z �nan£ních d·vod· £asto nemohou poskytnout.

Obsahová dostate£nost se li²ila v závislosti na typu stránky a jejím zam¥°ení.
N¥které weby se zam¥°ovaly více na p°íklady, jiné up°ed¬ost¬ovaly teoretický
výklad. Kladn¥ lze hodnotit v¥cnou správnost, která byla tém¥° vºdy úplná.

Z vý²e uvedeného shrnutí je z°ejmé, ºe na webu v sou£asnosi neexistuje we-
bová stránka, jeº by zárove¬ pokrývala kompletní st°edo²kolské pojetí integrálního
po£tu, zpracovávala látku didakticky i gra�cky vhodn¥ a vyuºívala interaktivní
prvky p°i výuce.

Hodnocení bylo uvedeno vzhledem ke stavu v zá°í 2012. Nere�ektuje tedy
zm¥ny, pop°ípad¥ vznik nových webových stránek, zve°ejn¥né po tomto datu.

Na následující stran¥ je p°ehledn¥ uvedeno souhrnné hodnocení v²ech vý²e
uvedených webových stránek.
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2. Webová aplikace

Na základ¥ rozboru existujících webových stránek je z°ejmé, ºe na webu neexis-
tovala voln¥ dostupná £esky psaná aplikace pro výuku integrálního po£tu, která
by dostate£n¥ spl¬ovala kritéria uvedená v p°edchozí kapitole. V zá°í 2012 za£ala
tedy vznikat vlastní webová aplikace, nyní dostupná na

www.karlin.m�.cuni.cz/∼tvrdam/integraly.

Níºe je aplikace p°evedená do tiskové podoby. Ta se od webové aplikace mírn¥
li²í. Byly zde p°e£íslovány v¥ty, úlohy a p°íklady z d·vodu snaz²í orientace v tex-
tu (webová aplikace toto °e²í pouºitím hypertextových odkaz·). U krokovan¥
°e²ených úloh je dal²í krok výpo£tu nazna£en odráºkou � �puntíkem�; úlohy
°e²ené bez slovního komentá°e jsou zde uvedeny bez vysv¥tlení postupu °e²ení.
Také zde nejsou uvedeny v²echny testové otázky, ale pouze jejich výb¥r.

2.1 Úvod

2.1.1 Motivace

Integrální po£et se °adí spolu s diferenciálním po£tem k matematické disciplín¥
zvané matematická analýza.

Znalosti a metody matematické analýzy se vyuºívají v mnoha oborech lidské £in-
nosti. Své uplatn¥ní nalézají ve fyzice, chemii, ekonomii, stavebnictví apod.

Pro zvládnutí integrálního po£tu je, moºná více neº v jiných oborech matema-
tiky, nezbytná návaznost na p°edchozí poznatky. Zejména se zde jedná o vlastnosti
funkcí, °e²ení rovnic r·zných typ· a d°íve uvedená témata z diferenciálního po£tu
(tj. limity, spojitost, derivace funkce atd.).

Integrální po£et je u£ivem, ve kterém je pot°eba uplat¬ovat kreativní po-
stupy p°i °e²ení úloh. Díky tomu p°iná²í °e²ení úloh integrálního po£tu radost
z uvaºování a chápání.

Radost z uvaºování a chápání je nejv¥t²ím darem p°írody. (Albert Einstein)

2.1.2 Z historie

Rozvoj integrálního po£tu (spolu s diferenciálním po£tem zvaný matematická
analýza) pochází ze za£átku 17. století. Objevuje se v dílech takových matema-
tických velikán·, jakými byli René Descartes (1596-1650) £i Pierre de Fermat
(1601-1665).

Základní úlohy matematické analýzy pak zformuloval v polovin¥ 17. století
Isaac Newton (1643-1727), který ve své práci objevil základní vztah mezi derivací
a integrálem. Dodnes uºívanou symboliku a první výklad integrálního po£tu pub-
likoval ke konci 17. století Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716).
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Matematická analýza nebo-li in�nitezimální po£et

In�nitezimálními úvahami, tj. úvahami nad ur£ením velikosti zkoumaného útva-
ru jeho rozd¥lením na �nekone£n¥ mnoho nekone£n¥ malých kus·� , se zabýval
n¥mecký matematik a astronom Johann Kepler (1571-1663).
Pojem "nekone£n¥ malých veli£in"se stal základem pro zp°es¬ování matematické
analýzy, kterým se zabýval hlavn¥ francouzský matematik Augustin Louis Cauchy
(1789-1857). Ten je také povaºován za tv·rce moderní matematické analýzy.

Významné pokroky v teorii integrálu v 18. století u£inil n¥mecký matematik
Bernhard Riemann (Riemann·v integrál), o sto let pozd¥ji pak tento integrál
ú£inn¥ zobecnil Henri Lebesgue (Lebesgue·v integrál).

Obrázek 2.1: Slavní matematici

(Obrázky byly p°ejaty z webu http://cs.wikipedia.org/)

2.1.3 Jak s výukovou stránkou pracovat

Orientace na webových stránkách

U£ivo je na stránkách t°íd¥no do poloºek v menu a podmenu. Hlavní kapitoly
obsahují u£ivo o neur£itém integrálu, ur£itém integrálu a vyuºití t¥chto poznatk·.
Navíc je zde za°azena kapitola o výpo£tech objem· n¥kterých t¥les bez pouºití
integrálního po£tu. V kaºdé hlavní kapitole je nejprve uveden teoretický výklad,
který je dopln¥n °e²enými p°íklady. Najdete zde p°ehledné tabulky se shrnutím
d·leºitých poznatk·, mnemotechnické pom·cky apod.

Úlohy pro procvi£ení u£iva

Následují °e²ené úlohy d¥lené na úlohy s komentovaným °e²ením a dal²í úlohy
bez t¥chto slovních komentá°·. Pokud je Vám tedy jasné, jak úlohu °e²it, m·ºete
si jen zkontrolovat sv·j postup v úlohách bez slovních komentá°·. Naopak úlohy
se slovním komentá°em slouºí pro lep²í pochopení a v¥t²í názornost u t¥ch úloh,
v jejichº °e²ení tápete.
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Testy

Poslední £ást webové stránky tvo°í dva typy test·. První je Za²krtávací test
s výb¥rem odpov¥di, druhý - tzv. Postupný test - simuluje pr·b¥h výpo£tu
neur£itého integrálu. Úlohy do test· jsou typov¥ vybírány podle sbírek pro st°ední
²koly (viz Literatura).

Pouºívaná tla£ítka

Obrázek 2.2: Pouºívaná tla£ítka

Práce s applety

Applety jsou interaktivní prvky. Jejich spu²t¥ní je moºné dv¥ma zp·soby:

• stisknutím tla£ítka animace

• táhnutím posuvníku
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Obrázek 2.3: Applet

2.2 Neur£itý integrál

2.2.1 Motivace

V p°edcházejícím studiu jste se zabývali hledáním derivací funkcí. Nau£ili jste se
r·zné zp·soby, kterými lze p°íslu²né derivace nalézt.
V praxi se ov²em £asto setkáváme s opa£ným problémem. Máme danou derivaci
funkce a pot°ebujeme nalézt funkci �p·vodní� .

Nap°íklad jste mohli °e²it úlohu, ve které jste k funkci F (x) = x2 hledali její
derivaci, tedy F ′(x) = 2x.

Pro dal²í výklad budeme zna£it F ′(x) = f(x).

Jak by vypadala úloha opa£ná? Máme danou funkci f(x) = 2x a hledáme p°edpis
funkce, jejíº derivací získáme práv¥ funkci f(x) = 2x.

V na²em p°ípad¥ je °e²ení nasnad¥. Hledanou funkcí je funkce F (x) = x2. Ale je
to jediné °e²ení?
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2.2.2 Zavedení neur£itého integrálu

Primitivní funkce

V motiva£ní £ásti jsme si poloºili otázku, zda je moºné k derivaci funkce najít
p°edpis p·vodní funkce p°ed zderivováním. Zárove¬ jsme také na²li jedno konkrét-
ní °e²ení.

Nyní se na problematiku podíváme p°esn¥ji.

De�nice 2.2.1. Nech´ F, f jsou funkce de�nované v intervalu (a, b). �ekneme,
ºe funkce F je primitivní funkcí k funkci f v intervalu (a, b), jestliºe pro
v²echna x ∈ (a, b) platí:

F ′(x) = f(x)

Vykreslení primitivní funkce

Na níºe uvedeném appletu je znázorn¥no postupné vykreslování primitivní funkce
k funkci f : y = 2x. Graf funkce f je zde znázorn¥n £ern¥. Pohybem posuvníku
nebo animací vidíte, jak �probíhá bod p°ímkou� a zárove¬ se k n¥mu vykresluje
bod na grafu primitivní funkce.

Obrázek 2.4: Applet � neur£itý integrál

Jiº jsme si vysv¥tlili, co znamená pojem primitivní funkce. Stále ale z·stala ne-
zodpov¥zena otázka z motiva£ní £ásti výkladu, tedy jednozna£nost nalezeného
°e²ení. Rozebereme si úlohu d·kladn¥ji.
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Úloha 2.2.1. Zderivujte následující funkce:

1. y = x2 + 3

2. y = x2 − 9

3. y = x2

1. Podle pravidel derivování víme, ºe v sou£tu derivujeme kaºdý s£ítanec
zvlá²´. Dále víme, ºe derivace konstanty (v na²em p°ípad¥ je konstanta
rovna £íslu t°i) je nula a známe vztah pro derivaci mocniny.

Vztah pro derivaci mocniny:

(xn)′ = nxn−1, x ∈ R, n ∈ N

Platí tedy:
y′ = 2x

2. Podle pravidel derivování víme, ºe v rozdílu derivujeme men²ence i men²itele
zvlá²´. Dále víme, ºe derivace konstanty (v na²em p°ípad¥ je konstanta rov-
na £íslu dev¥t) je nula a známe vztah pro derivaci mocniny.
Platí tedy:

y′ = 2x

3. Známe pravidlo pro derivaci mocniny a tak snadno získáme výsledek:

y′ = 2x

Uv¥domte si : Derivace konstanty je nula. Derivace funkcí, které se li²í jen o kon-
stantu, je stejná!

P°íklad 2.2.1. Nalezn¥te primitivní funkci k funkci f(x) = 2x.

�e²ení
Z motiva£ní £ásti výkladu víme, ºe jedním z °e²ení je F (x) = x2. Pravdivost
tohoto °e²ení si m·ºeme snadno ov¥°it tak, ºe funkci F (x) znovu zderivujeme:

F ′(x) = 2x

Na základ¥ p°edchozí úlohy by vám jiº m¥lo být jasné, ºe toto není jediné °e²ení
p°íkladu. �e²ením by mohly být v²echny funkce uvedené v p°edchozí úloze.
Celkem je takovýchto funkcí nekone£n¥ mnoho (stejn¥ jako je nekone£n¥ mnoho
r·zných konstant.)

Kompletní °e²ení je tedy t°eba zapsat i s libovolnou konstantou. Tu obvykle
zna£íme c:

F (x) = x2 + c, c ∈ R
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Integra£ní konstanta

V¥ta 2.2.1. Je-li funkce F v intervalu (a; b) primitivní funkcí k funkci f , pak
kaºdá primitivní funkce k funkci f je ve tvaru F (x)+c, kde c je reálná konstanta.

D·kaz uveden v podkapitole �D·kazy�.

Na následujícím appletu si m·ºete pomocí posuvníku vyzkou²et m¥nit hodnotu
integra£ní konstanty.

V²echny zobrazené grafy znázor¬ují graf primitivní funkce F (x) k funkci
f(x) = sinx. Pro p°ehlednost je funkce f(x) zobrazena pouze na intervalu 〈0, 2π〉:

Obrázek 2.5: Applet � konstanta
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Terminologie

Primitivní funkci F k funkci f na intervalu (a; b) zapisujeme takto:

Obrázek 2.6: Symbolika

Postup, p°i kterém hledáme primitivní funkci, pak nazýváme integrování nebo
integrace. Hledáme-li primitivní funkci F k dané funkci f , °íkáme téº, ºe po£ítáme
neur£itý integrál.

Zápis ∫
f(x) dx

£teme takto:

�neur£itý integrál funkce f(x) podle prom¥nné x� .

Poznámka 2.2.1. Ov¥°ení správnosti výpo£tu neur£itého integrálu provádíme
zderivováním výsledné primitivní funkce.

Pozor! Ke kaºdé funkci f nemusí na daném intervalu (a; b) existovat primitivní
funkce. Jinými slovy, ne kaºdou funkci lze integrovat.

V¥ta 2.2.2. K funkci f existuje na intervalu (a; b) primitivní funkce práv¥ tehdy,
kdyº je f na tomto intervalu spojitá.

2.2.3 Pravidla pro výpo£et neur£itého integrálu

Tabulka výpo£etních vzorc·

Následující tabulka p°ehledn¥ shrnuje vzorce, podle kterých ur£íme primitivní
funkce základních funkcí. P°ipome¬me, ºe c ve druhém sloupci zna£í integra£ní
konstantu.
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funkce f
∫
f(x) dx = F (x) + c podmínky platnosti

vzorce x ∈ Df

1. y = 0
∫
0 dx = c x ∈ (−∞; +∞)

2. y = 1
∫
1 dx =

∫
d = x+ c x ∈ (−∞; +∞)

3. y = xn, n ∈ N
∫
xn d = xn+1

n+1
+ c x ∈ (−∞; +∞)

4. y = xk, k ∈ Z \ {−1}
∫
xk dx = xk+1

k+1
+ c x ∈ (0;+∞)

5. y = xr, r ∈ R \ {−1}
∫
xr dx = xr+1

r+1
+ c x ∈ (−∞; +∞) pro r > −1

x ∈ (0;+∞) pro r < −1

6. y = 1
x

∫
1
x
dx = ln |x|+ c x ∈ (−∞; 0) ∪ (0;+∞)

7. y = ex
∫
ex dx = ex + c x ∈ (−∞; +∞)

8. y = ax, a > 0, a 6= 1
∫
ax dx = ax

ln a
+ c x ∈ (−∞; +∞)

9. y = sinx
∫
sinx dx = − cosx+ c x ∈ (−∞; +∞)

10. y = cosx
∫
cosx dx = sinx+ c x ∈ (−∞; +∞)

11. y = 1
cos2 x

∫
1

cos2 x
dx = tg x+ c x ∈

⋃
k∈Z

(
(2k − 1)π

2
; (2k +

1)π
2

)
12. y = 1

sin2 x

∫
1

sin2 x
dx = −cotg x+ c x ∈

⋃
k∈Z

(kπ; (k + 1)π)

Tabulka 2.1: Tabulka výpo£etních vzorc·

Uvedenou tabulku si m·ºete stáhnout ve formátu .pdf zde.

V¥ty pro výpo£et neur£itého integrálu

P°i ur£ování primitivních funkcí ov²em pracujeme s komplikovan¥j²ími p°edpisy
funkcí. Pro tyto p°ípady budeme neur£itý integrál ur£ovat s pomocí následujících
v¥t.
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V¥ta o vytknutí konstanty

V¥ta 2.2.3. Je dána funkce f , ke které na intervalu (a; b) existuje neur£itý inte-
grál

∫
f(x) dx a dále libovolná reálná konstanta k.

Pak existuje na intervalu (a; b) také neur£itý integrál
∫
kf(x) dx a platí:∫

kf(x) dx = k

∫
f(x) dx

Poznámka 2.2.2. Zjednodu²en¥ °íkáme, ºe pokud je funkce násobená konstantou
(tj. £íslem), lze tuto konstantu vytknout p°ed integrál a vynásobit jí aº výsledek
výpo£tu.

P°íklad 2.2.2. Vypo£ítejte
∫
2x dx.

�e²ení
Úlohu °e²íme s vyuºitím vzorce 3 a V¥ty o vytknutí konstanty. Nejprve vytkneme
konstantu: ∫

2x dx = 2

∫
x dx

V dal²ím kroku konstantu jen opisujeme a po£ítáme
∫
x dx. Podle vzorce 3 platí

(n = 1):

2

∫
x1 dx = 2 · x

1+1

1 + 1

Algebraickými úpravami pak dostaneme

2 · x
2

2
= x2

a na záv¥r nezapomeneme p°ipsat integra£ní konstantu. Tedy∫
2x dx = x2 + c.

Poznámka 2.2.3. P°i výpo£tech obvykle místo x1 pí²eme jen x.

V¥ta o integraci sou£tu

V¥ta 2.2.4. Jsou dány funkce f, g, ke kterým na intervalu (a; b) existují neur£ité
integrály

∫
f(x) dx,

∫
g(x) dx.

Pak existuje na intervalu (a; b) také neur£itý integrál
∫
[f(x) + g(x)] dx a platí:∫

[f(x) + g(x)] dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx

Poznámka 2.2.4. V¥tu lze roz²í°it pro libovolný po£et integrovaných funkcí.

Poznámka 2.2.5. Zjednodu²en¥ °íkáme: Integrál sou£tu funkcí je sou£et inte-
grál· jednotlivých funkcí.

P°íklad 2.2.3. Vypo£ítejte
∫
(sinx+

√
x) dx.
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�e²ení
Úlohu °e²íme s vyuºitím vzorce 9 a vzorce 5 a V¥ty o integraci sou£tu.
Nejprve p°epí²eme integrál sou£tu funkcí jako sou£et integrál·:∫

(sinx+
√
x) dx =

∫
sinx dx+

∫ √
x dx

V dal²ím kroku integrujeme kaºdý s£ítanec zvlá²´. První podle vzorce 9 a druhý
podle vzorce 5, p°i£emº si uv¥domíme, ºe platí

√
x = x

1
2 , tedy n = 1

2
. Integrujeme

takto: ∫
sinx dx+

∫ √
x dx = (− cosx) +

x
1
2
+1

1
2
+ 1

+ c

Algebraickými úpravami pak dostaneme:

x
3
2

3
2

− cosx+ c = 2

√
x3

3
− cosx+ c

Tedy ∫
(sinx+

√
x) dx = 2

√
x3

3
− cosx+ c.

V¥ta o integraci rozdílu

V¥ta 2.2.5. Jsou dány funkce f, g, ke kterým na intervalu (a; b) existují neur£ité
integrály

∫
f(x) dx,

∫
g(x) dx.

Pak existuje na intervalu (a; b) také neur£itý integrál
∫
[f(x)− g(x)] dx a platí:∫

[f(x)− g(x)] dx =

∫
f(x) dx−

∫
g(x) dx

Poznámka 2.2.6. V¥tu lze roz²í°it pro libovolný po£et integrovaných funkcí.

Poznámka 2.2.7. Zjednodu²en¥ °íkáme: Integrál rozdílu funkcí je rozdíl inte-
grál· jednotlivých funkcí.

P°íklad 2.2.4. Vypo£ítejte
∫ (

1
x
− 1
)
dx.

�e²ení:
Úlohu °e²íme s vyuºitím vzorce 2 a vzorce 6 a V¥ty o integraci rozdílu.
Nejprve p°epí²eme integrál rozdílu funkcí jako rozdíl integrál·:∫ (1

x
− 1
)
dx =

∫
1

x
dx−

∫
1 dx

V dal²ím kroku integrujeme men²enec i men²itel zvlá²´. První podle vzorce 6
a druhý podle vzorce 2, p°i£emº si uv¥domíme, ºe platí

∫
1 dx =

∫
dx. Integru-

jeme takto: ∫
1

x
dx−

∫
dx = ln |x| − x+ c
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Tedy ∫ (1
x
− 1
)
dx = ln |x| − x+ c.

Dal²í úlohy na procvi£ení výpo£t· z této kapitoly najdete v sekci Úlohy.

2.2.4 Metoda per partes

Metoda per partes je jedna ze dvou základních integra£ních metod, které se pouºí-
vají na st°ední ²kole. Název per partes napovídá, ºe se jedná o integrování po
£ástech. Tato metoda se pouºívá pro integraci sou£inu (resp. podílu) dvou funkcí.
Vzorec, podle kterého integrujeme, je odvozen z derivace sou£inu dvou funkcí.

V¥ta 2.2.6. Jsou dány funkce u, v, které mají na intervalu (a; b) spojité derivace
u′, v′. Na tomto intervalu platí:∫

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−
∫
u′(x)v(x) dx

Poznámka 2.2.8. Uvedený vztah zapisujeme stru£n¥ji ve tvaru:∫
uv′ dx = uv −

∫
u′v dx

Odvození vzorce pro per partes

Úloha 2.2.2. Vzpome¬te si na vzorec pro derivaci sou£inu dvou funkcí. Aplikujte
na n¥j algebraické úpravy a integrujte tak, abyste dostali vý²e uvedený vztah pro
per partes.

S v¥domím mírné matematické nekorektnosti budeme pro ú£ely názorného vy-
sv¥tlení pr·b¥hu d·kazu nyní na vztah pro derivaci sou£inu nahlíºet jako na
rovnici.

• Vztah pro derivaci sou£inu vypadá takto:

(uv)′ = u′v + uv′

• Oba výrazy nyní integrujeme:∫
(uv)′ =

∫
u′v +

∫
uv′

• V²imneme si, ºe na levé stran¥ rovnice výraz derivujeme i integrujeme.
Získáváme tedy p·vodní výraz:

uv =

∫
u′v +

∫
uv′

• Nyní jiº jen p°evedeme jeden integrál z pravé strany rovnice na levou:

uv −
∫
u′v =

∫
uv′
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• A na záv¥r zam¥níme levou a pravou stranu rovnice a doplníme, podle jaké
prom¥nné integrujeme: ∫

uv′ dx = uv −
∫
u′v dx

Pouºití vzorce

Jak jiº bylo uvedeno, metoda per partes se pouºívá tehdy, kdyº máme integrovat
sou£in (podíl f(x)

g(x)
chápeme jako sou£in f(x) · 1

g(x)
). Jeden £initel budeme vºdy

derivovat a druhý integrovat.

Pro integraci si zpravidla vybíráme ten £initel, který lze snáze integrovat, a de-
rivujeme £initel, jehoº derivací získáme jednodu²²í výraz.

�initel, který budeme derivovat, ozna£íme u, jeho derivaci pak u′. �initel, který
budeme integrovat, ozna£íme v′, primitivní funkci pak v. Poté uº v²e jen dosadíme
do vztahu.

Pouºití metody per partes si nyní názorn¥ ukáºeme na n¥kolika °e²ených p°íkla-
dech.

P°íklad 2.2.5. Vypo£ítejte
∫
x sinx dx.

�e²ení
P°ed integrací si musíme nejprve rozmyslet, který £initel budeme integrovat a který
derivovat. Obvykle integrujeme ten £len, který lze integrovat snáze, a derivujeme
ten £len, jehoº derivací dojde ke zjednodu²ení celého výrazu. V na²em p°ípad¥ je
výhodn¥j²í

• derivovat výraz x, protoºe se derivací zjednodu²í (prom¥nná x �zmizí�):

x′ = 1

• integrovat výraz sinx, protoºe jeho integrace je velmi snadná podle vzorce:∫
sinx dx = − cosx+ c

Ozna£me tedy:

u = x v′ = sinx

u′ = 1 v = − cosx

Aplikace metody bude tedy probíhat takto:
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Obrázek 2.7: Aplikace metody per partes

Dále uº integrál vypo£ítáme pomocí tabulky vzorc· a v¥t pro výpo£et neur£itého
integrálu:

−x · cosx−
∫

1 · (− cosx) dx = −x · cosx+
∫

cosx dx = −x · cosx+sinx+ c =

= sinx− x · cosx+ c

Záv¥r: ∫
x · sinx dx = sinx− x · cosx+ c

Mnemotechnická pom·cka

Pro zapamatování vzorce pro per partes existuje n¥kolik mnemotechnických po-
m·cek. My si ukáºeme pom·cku zaloºenou na gra�cké podob¥ zobrazování u a v.

V p°edchozím p°íkladu jste vid¥li, ºe funkce u a v zapisujeme do schématu ve
tvaru obdélníku, p°i£emº v kaºdém jeho rohu je jedna funkce a její �tvar p°ed/po
derivaci� . Pokud budete funkce u a v zapisovat tímto zp·sobem, vzorec sestavíte
podle ²ipek takto:

Obrázek 2.8: Mnemotechnická pom·cka pro per partes

Obrázek 2.9: Vzorec pro per partes

P°íklad 2.2.6. Vypo£ítejte
∫
xex dx.

�e²ení
V tomto p°íkladu je výhodné:

• integrovat výraz ex, protoºe jeho integrace je velmi snadná:∫
ex dx = ex + c
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• derivovat výraz x, protoºe se derivací zjednodu²í (prom¥nná x �zmizí�):

x′ = 1

Aplikace metody bude tedy probíhat takto:∫
xex dx = xex −

∫
1 · ex dx =

u = x v′ = ex

u′ = 1 v = ex

Dále uº integrál vypo£ítáme pomocí tabulky vzorc·:

= xex − ex + c = ex(x− 1) + c

Záv¥r: ∫
xex dx = ex(x− 1) + c

Dal²í moºnost vyuºití metody per partes

Metodu per partes lze úsp¥²n¥ vyuºít i p°i integraci funkce, jiº nelze na první
pohled zapsat ve tvaru sou£inu £i podílu, a kterou jinak integrovat neumíme, ale
umíme ji snadno derivovat. P°íkladem takové funkce je y = lnx. �e²ení si op¥t
ukáºeme krok po kroku.

P°íklad 2.2.7. Vypo£ítejte
∫
lnx dx.

�e²ení
Výraz si vhodn¥ p°epí²eme tak, aby obsahoval sou£in:∫

lnx dx =

∫
1 · lnx dx

Dále uº integrujeme pomocí metody per partes. V tomto p°íkladu je výhodné:

• derivovat funkci lnx, protoºe derivace lnx je snaz²í neº integrace:

(lnx)′ =
1

x

• integrovat konstantu 1: ∫
1 dx = x+ c
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Aplikace metody bude tedy probíhat takto:∫
lnx dx =

∫
1 · lnx dx = x · lnx−

∫
x · 1

x
dx =

u = lnx v′ = 1

u′ = 1
x

v = x

Dále uº integrujeme podle tabulky vzorc· a v¥t pro výpo£et neur£itého integrálu:

= x · lnx−
∫

1 dx = x · lnx− x+ c = x(lnx− 1) + c

Záv¥r: ∫
lnx dx = x(lnx− 1) + c

Dal²í úlohy na procvi£ení postup· z této kapitoly najdete v sekci Úlohy.

2.2.5 Substitu£ní metoda

Substitu£ní metoda je druhá z integra£ních metod, které pomáhají p°i °e²ení kom-
plikovan¥j²ích integrál·. S metodou substituce jste se setkali jiº d°íve p°i °e²ení
r·zných typ· rovnic. P°i jejím pouºití hraje zásadní roli derivace funkce, kterou
substituujeme.

Pouºitím substitu£ní metody zjednodu²íme sloºit¥j²í integrál, a poté se vrátíme
zp¥t k p·vodnímu integrálu.

V¥ta o substituci

V¥ta 2.2.7. Nech´ funkce F (t) je primitivní funkcí k funkci f(t) v intervalu
(α; β). Nech´ funkce t = g(x) má derivaci g′(x) v intervalu (a, b). Pro kaºdé
x ∈ (a; b) nech´ hodnota g(x) pat°í do intervalu (α; β).
Pak v intervalu (a; b) je funkce F (g(x)) primitivní funkcí k funkci f(g(x)) · g′(x),
tj. ∫

f(g(x)) · g′(x) dx = F (g(x)) + c

D·kaz uveden v podkapitole �D·kazy�.

Poznámka 2.2.9. Vý²e uvedenou v¥tu pouºíváme £asto také ve tvaru∫
f(g(x)) · g′(x) dx =

∫
f(t) dt = F (t) + c.

Zjednodu²en¥ °íkáme: Sloºenou funkci m·ºeme pomocí substituce p°evést na je-
dnodu²²í a najít integrál této jednodu²²í funkce.

Pouºití substitu£ní metody si ukáºeme na následujícím p°íkladu. Ten vy°e²íme
s vyuºitím dvou r·zných zápis· postupu.
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1. První odpovídá V¥t¥ o substituci tak, jak je formulována vý²e.

2. S druhým, více zjednodu²ujícím, se £ast¥ji setkáte v literatu°e pro S� (nap°.
[3])

Zd·razn¥me, ºe se jedná o dva r·zné zápisy (nikoli rozdílné metody), v obou
p°ípadech se tedy musíme dostat ke stejnému záv¥ru.

P°íklad 2.2.8. Vypo£ítejte
∫
(5x+ 7)8 dx.

�e²ení

Víme, ºe p°íklad by pro nás bylo velmi snadné vy°e²it, kdybychom umoc¬ovali
jedno£len a ne dvoj£len jako v tomto p°ípad¥. Pro integraci mocniny máme totiº
vzorec: ∫

xr dx =
xr+1

r + 1
+ c

Výhodná by tedy pro nás byla substituce za výraz uvnit° závorky:

t = 5x+ 7

1. zp·sob zápisu

Je takováto substituce vhodná podle V¥ty o substituci?

t = g(x) = (5x+ 7)

Z V¥ty o substituci víme, ºe se jedná o �kombinaci substituce a její derivace� ,
ur£íme tedy tuto derivaci:

dt = g′(x) dx = 5 dx

Vra´me se op¥t k V¥t¥ o substituci a srovnejme s ní dosavadní postup.

Obrázek 2.10: Substituce 1

Nyní víme, ºe: ∫
(5x+ 7)8 · 5 dx =

∫
t8 dt

Srovnejme tyto výrazy se zadáním p°íkladu: �Vypo£ítejte
∫
(5x+7)8 dx.� . Zadaný

integrál získáme úpravou vý²e uvedeného vztahu takto:
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∫
t8 dt =

∫
(5x+ 7)8 · 5 dx / : 5

1

5

∫
t8 dt =

∫
(5x+ 7)8 dx

Tedy platí:

∫
(5x+ 7)8 dx = 1

5

∫
t8 dt

2. zp·sob zápisu (obvyklej²í v literatu°e)

Zkusme dosadit do integrálu na²i substituci t = 5x+ 7:∫
(5x+ 7)8 dx =

∫
t8 dx

Vý²e uvedený vztah z°ejm¥ není v po°ádku. Integraci podle x nelze nahra-
dit integrací podle t pouhým p°epsáním dx na dt. Dob°e provedená substituce
se tedy skládá nejen z vhodn¥ zvoleného výrazu, za který substituujeme, ale
také ze správného nahrazení integra£ní prom¥nné. Toto nahrazení si nyní ná-
zorn¥ ukáºeme.

Z V¥ty o substituci víme, ºe se zde pracuje se �substitucí a její derivací� .
Abychom získali tuto derivaci, podíváme se na p°edchozí vztah jako na rovnici a
ob¥ její strany zderivujeme.

t = 5x+ 7

dt = 5 dx

Nyní jiº známe vztah mezi dx a dt. Pro správné nahrazení dt za dx tedy celý
integrál vynásobíme 1

5
(vyd¥líme p¥ti).

Do integrálu dosadíme celou substituci:

∫
(5x+ 7)8 dx = 1

5

∫
t8 dt

Dv¥ma odli²nými zp·soby zápisu jsme tedy, jak jsme p°edpokládali, dostali
tentýº integrál prom¥nné t. Ten uº snadno vypo£ítáme. Nejprve pouºijeme vzorec
pro integrál mocniny:

1

5

∫
t8 dt =

1

5
· t

8+1

8 + 1
+ c =

1

5
· t

9

9
+ c =

t9

45
+ c

Nakonec nesmíme zapomenout dosadit za t, kde t = 5x+ 7:

t9

45
+ c =

(5x+ 7)9

45
+ c
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Záv¥r: ∫
(5x+ 7)8 dx =

(5x+ 7)9

45
+ c

Ov¥°ení správnosti výpo£tu provedeme derivací výsledku:((5x+ 7)9

45
+ c
)′

=
9(5x+ 7)8 · 5

45
=

45(5x+ 7)8

45
= (5x+ 7)8

Ne vºdy je ale integrace sloºené funkce takto jednoduchá. P°i ²patn¥ zvolené
substituci nebo p°i nevhodném pouºití této metody m·ºeme integrovaný výraz
naopak zkomplikovat, coº si ukáºeme na dal²ím p°íkladu.

P°íklad 2.2.9. Vypo£ítejte
∫
tg x dx.

�e²ení
V tabulce vzorc· není vzorec pro integraci funkce y = tg x. Proto si tuto funkci
p°epí²eme jako podíl funkcí sinx a cosx:∫

tg x dx =

∫
sinx

cosx
dx

Uv¥domme si, ºe podíl m·ºeme zapsat také jako sou£in, který pot°ebujeme p°i
pouºití V¥ty o substituci :∫

sinx

cosx
dx =

∫
sinx · 1

cosx
dx

1. zp·sob zápisu

Musíme si rozmyslet, jakým zp·sobem zvolíme substituci. V²e bude op¥t vycházet
ze známého vztahu∫

f(t) dt =

∫
f(g(x)) · g′(x) dx = F (t) + c.

Poznámka 2.2.10. Vhodná substituce se vºdy ur£uje pro konkrétní zadání!

Níºe si ukáºeme ob¥ moºnosti substituce, p°i£emº vhodná bude pouze jedna,
u druhé �dojdeme do slepé uli£ky� .

1. Volíme substituci t = sinx:

t = g(x) = sin x
dt = g′(x) dx = cosx dx

Pro takto zvolenou substituci je z°ejm¥ f(g(x)) = g(x). (sinx uº je p°esn¥
ve tvaru, který máme zadaný.)

Podle V¥ty o substituci dostáváme:
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Obrázek 2.11: Substituce 2

Nyní víme, ºe ∫
sinx · cosx dx =

∫
t dt

Srovnejme tyto výrazy se zadáním integrálu:
∫
sinx · 1

cosx
dx. Zadaný in-

tegrál nelze z vý²e uvedeného výrazu snadno získat, tato substituce tedy
nebyla vhodná.

2. Volíme substituci t = cosx:

t = g(x) = cos x
dt = g′(x) dx = − sinx dx

Pro takto zvolenou substituci je z°ejm¥ f(g(x)) = 1
g(x)

. (Abychom z výrazu
cosx vytvo°ili frac1cosx, coº máme zadané.)

Podle V¥ty o substituci dostáváme:

Obrázek 2.12: Substituce 3

Nyní víme, ºe ∫
1

cosx
· (− sinx) dx =

∫
1

t
dt

Srovnejme tyto výrazy se zadáním integrálu:
∫
sinx · 1

cosx
dx. Zadaný inte-

grál získáme úpravou vý²e uvedené rovnice takto:
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∫
1

t
dt =

∫
1

cosx
· (− sinx) dx / · (−1)

−
∫

1

t
dt =

∫
1

cosx
· sinx dx

Tedy platí:

∫
1

cosx
· sinx dx = −

∫
1
t
dt

2. zp·sob zápisu (obvyklej²í v literatu°e)

Op¥t si musíme rozmyslet, jakým zp·sobem zvolíme substituci. Znovu rozebereme
ob¥ moºnosti. P°ipome¬me, ºe °e²íme integrál∫

1

cosx
· sinx dx

1. Volíme substituci t = sinx:

t = sin x

dt = cos x dx

Aby nedocházelo k situaci, kdy dosazením substituce získáme v jednom inte-
grálu sou£asn¥ prom¥nnou x i substitu£ní prom¥nnou t (viz p°edchozí p°íklad),
provedeme p°ed dosazením substituce do integrálu následující pomocný výpo£et.

Pomocný výpo£et:
Upravíme výraz vzniklý dosazením do integrálu za prom¥nné t a dt. P°i tom se
budeme snaºit získat takový výraz, kde se nachází jen prom¥nná t, respektive dt.

1

cosx
· sinx dx =

1

cosx
· t · 1

cosx
dt = t · 1

cos2 x
dt

Vidíme, ºe výraz nelze ºádoucím zp·sobem upravit. Tato substituce tedy není
vhodná.

2. Volíme substituci t = cosx:

t = cos x

dt = − sinx dx

Pomocný výpo£et:

1

cosx
· sinx dx =

1

t
· sinx · 1

− sinx
dt = −1

t
dt
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Úpravou výrazu do²lo k úplnému odstran¥ní prom¥nné x. Takovýto výraz jiº lze
integrovat. Dostáváme:

∫
1

cosx
· sinx dx = −

∫
1
t
dt

Získaný výraz jiº snadno integrujeme podle vzorce z tabulky.

Integrál vy°e²íme podle vzorce:

−
∫

1

t
dt = − ln |t|+ c

Nakonec nesmíme zapomenout dosadit za t, kde t = cosx:

− ln |t|+ c = − ln | cosx|+ c

Záv¥r: ∫
tg x dx = − ln | cosx|+ c

Ov¥°ení správnosti výpo£tu provedeme derivací výsledné primitivní funkce (de-
rivujeme sloºenou funkci):

(− ln | cosx|+ c)′ = − 1

cosx
· (− sinx) =

sinx

cosx
= tg x

Poznámka 2.2.11. Z P°íkladu 2.2.9 je z°ejmé, ºe nalezení vhodné substituce je
pro pouºití substitu£ní metody st¥ºejní.

Poznámka 2.2.12. Nadále na t¥chto stránkách budeme pouºívat 2. zp·sob
zápisu °e²ení, jelikoº je obvyklý ve st°edo²kolských u£ebnicích. Student·m s hlub²ím
zájmem o matematiku nicmén¥ doporu£uji podrobn¥j²í prostudování 1. zp·sobu
zápisu °e²ení.

Odhad vhodné substituce je otázkou cviku. �ím více p°íklad· vypo£ítáte, tím
snáze naleznete vhodnou substituci.
Dal²í úlohy na procvi£ení výpo£t· z této kapitoly najdete v sekci Úlohy.

2.2.6 Úlohy s komentá°em

Tato kapitola obsahuje °e²ené úlohy se slovním komentá°em, ve kterých jsou
ukázány r·zné metody °e²ení integrálu.
Stejné úlohy bez slovního komentá°e, tedy pouze krokované, a dal²í podob-
né úlohy, jsou uvedeny v menu stru£n¥ nazvaném Úlohy.
Úlohy nejsou d¥leny podle metod, abyste se sami pokusili vhodnou metodu stanovit.

�e²ení je krokované, tj. v kaºdém kroku se zobrazí jen jeden následující krok
výpo£tu. Doporu£uji Vám nezobrazit hned celé °e²ení, ale pouºívat jednotlivé
kroky pouze jako nápov¥du.

�e²ení úlohy je uvád¥no bez ov¥°ení správnosti. Pro ov¥°ení správnosti výpo£tu
nalezenou primitivní funkci derivujte.
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Úloha 2.2.3. Vypo£ítejte
∫
x · cosx dx.

• V úloze vidíme sou£in dvou £initel·, p°i£emº neplatí, ºe by jeden byl
derivací druhého. Vhodné je tedy vyuºít metodu per partes.

• Nyní se musíme rozhodnout, který £initel budeme integrovat a který derivo-
vat. V na²em p°ípad¥ je výhodn¥j²í derivovat funkci y = x, protoºe x′ = 1,
£ímº se integrál zjednodu²í.

Ozna£me tedy:

u = x v′ = cosx

u′ = 1 v = sinx

• Aplikace metody bude probíhat takto:∫
x · cosx dx = x · sinx−

∫
1 · sinx dx =

• Dále uº integrál vypo£ítáme pomocí tabulky vzorc·:

= x · sinx+ cosx+ c

• Záv¥r: ∫
x · cosx dx = x · sinx+ cosx+ c

Úloha 2.2.4. Vypo£ítejte
∫
(x4 + 3x2 − 5x+ 6) dx.

• V úloze vidíme sou£et n¥kolika funkcí, pouºijeme tedy v¥tu o integraci sou£-
tu funkcí.

• ∫
(x4 + 3x2 − 5x+ 6) dx =

∫
x4 dx+

∫
3x2 dx−

∫
5x dx+

∫
6 dx =

• Tam, kde je to moºné, vytkneme konstantu p°ed integrál:

=

∫
x4 dx+ 3

∫
x2 dx− 5

∫
x dx+ 6

∫
1dx =

• Dále uº integrál vypo£ítáme pomocí tabulky vzorc·:

=
x5

5
+ 3 · x

3

3
− 5 · x

2

2
+ 6x+ c

• Záv¥r: ∫
(x4 + 3x2 − 5x+ 6) dx =

x5

5
+ x3 − 5

2
x2 + 6x+ c
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Úloha 2.2.5. Vypo£ítejte
∫
cos2 x dx.

• Pro funkci y = cos2 x nemáme k dispozici ºádný vzorec v tabulce. Musíme
tedy pouºít jednu z integra£ních metod. Uv¥domme si, ºe cos2 x = cosx·
· cosx.

• Nyní se musíme rozhodnout, kterou metodu pouºijeme. Rozebereme si ob¥
moºnosti:

1. Substitu£ní metoda
a. t = cos2 x

t = cos2 x

dt = 2 · cosx · (− sinx) dx

Po dosazení do integrálu získáme následující výraz:∫
t · 1

−2 sinx cosx
dt

Vidíme, ºe jsme výraz nezjednodu²ili, ale naopak jsme získali výraz
obsahující dv¥ prom¥nné (x a t). Tato substituce tedy není vhodná.

b. t = cosx

t = cos x

dt = − sinx dx

Po dosazení do integrálu získáme následující výraz:∫
t · 1

− sinx
dt

Op¥t máme výraz obsahující dv¥ prom¥nné (x a t). Tato substituce
tedy také není vhodná.

2. Metoda per partes
V p°ípad¥ této metody vyuºijeme vyjád°ení druhé mocniny pomocí
sou£inu: cos2 x = cosx · cosx. Vidíme, ºe oba £initelé jsou stejní,
nezáleºí tedy na tom, který budeme derivovat a který integrovat:

u = cosx v′ = cosx

u′ = − sinx v = sinx

∫
cosx · cosx dx = cosx · sinx−

∫
sinx · (− sinx) dx =
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= cosx · sinx+
∫

sin2 x dx

Vypadá to, ºe touto metodou získáme integrál, který lze vypo£ítat.
V p°ípad¥ integrálu

∫
cos2 x dx jsme neúsp¥²n¥ aplikovali substitu£ní

metodu. Je tedy pravd¥podobné, ºe substitu£ní metoda by byla ne-
úsp¥²ná také v p°ípad¥

∫
sin2 x dx. Také tento integrál se pokusíme

po£ítat metodou per partes (pouºijeme ji znovu).
Op¥t si druhou mocninu vyjád°íme jako sou£in dvou stejných £initel·:
sin2 x = sinx · sinx, nezáleºí tedy na tom, který £initel derivujeme a
který integrujeme:

cosx · sinx+
∫

sin2 x dx =

u = sinx v′ = sinx

u′ = cosx v = − cosx

= cosx · sinx− sinx · cosx−
∫
(− cos2 x) dx

Uv¥domme si, co jsme zatím vypo£ítali:∫
cos2 x dx = cosx · sinx− sinx · cosx+

∫
cos2 x dx =

∫
cos2 x dx

Zdánliv¥ se to£íme v kruhu a op¥t musíme po£ítat p·vodní integrál ze
zadané funkce. Pokusme se podívat na tuto £ást výpo£tu jako na rovnici.
Získáváme: ∫

cos2 x dx =

∫
cos2 x dx

Metoda per partes tedy v tuto chvíli nebyla vhodná.

3. Nyní zkusíme vyuºít známého vzorce pro goniometrické funkce sin2 x+
+cos2 x = 1 a p°epsat výraz jako cos2 x = 1− sin2 x. Tedy máme:∫

cos2 x dx =

∫
(1− sin2 x) dx

Nejprve pouºijeme v¥tu o rozdílu integrál·:∫
(1− sin2 x) dx =

∫
1 dx−

∫
sin2 x dx =

Dále vy°e²íme první integrál podle tabulky vzorc· a druhý vypo£ítáme
metodou per partes :
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u = sinx v′ = sinx

u′ = cosx v = − cosx

= x−
[
− sinx · cosx−

∫
(− cos2 x) dx

]
= x+ sinx · cosx−

∫
cos2 x dx

Zrekapitulujme si, co jsme doposud spo£ítali:∫
cos2 x dx = x+ sinx · cosx+ c−

∫
cos2 x dx

Op¥t se podíváme na dosavadní °e²ení jako na rovnici a p°evedeme
∫
cos2 x dx

na jednu stranu:

2

∫
cos2 x dx = x+ sinx · cosx+ c

Nyní uº sta£í jen celou rovnici vyd¥lit dv¥ma a máme výsledek:∫
cos2 x dx =

1

2
· (x+ sinx · cosx+ c)

Úloha 2.2.6. Vypo£ítejte
∫

lnx
x

dx.

• Podíl p°epí²eme jako sou£in:

lnx

x
= lnx · 1

x

Tedy: ∫
lnx

x
dx =

∫
lnx · 1

x
dx

• Oba £initelé mají mnoho spole£ného � derivací lnx získáme 1
x
, naopak inte-

grací 1
x
dostaneme ln |x|. Nyní se pokusíme p°íklad °e²it ob¥ma integra£ními

metodami.

1. Substitu£ní metoda
Podle vý²e uvedené úvahy by m¥lo být z°ejmé, jak vypadá vhodná substi-
tuce:

t = ln x

dt =
1

x
dx

76



Pomocný výpo£et bude vypadat takto:

lnx · 1
x
dx = t · 1

x
· x dt = t dt

Integrujeme podle tabulky vzorc·, pak je:∫
t dt =

t2

2
+ c

Nakonec nesmíme zapomenout na dosazení, t = lnx:

t2

2
+ c =

ln2 x

2
+ c

Záv¥r: ∫
lnx

x
dx =

ln2 x

2
+ c

2. Metoda per partes

Nejprve ur£íme, který £len sou£inu budeme derivovat a který integrovat.
Rozhodnutí vychází z prvotní úvahy na za£átku °e²ení úlohy:∫

lnx

x
dx =

∫
lnx · 1

x
dx =

u = lnx v′ = 1
x

u′ = 1
x

v = ln |x|

= lnx · ln |x| −
∫

1

x
· ln |x| dx

Jiº ze zadání je z°ejmé, ºe x > 0. Absolutní hodnotu tedy m·ºeme vynechat:

= lnx · lnx−
∫

1

x
· lnx dx = ln2 x−

∫
1

x
· lnx dx

Vidíme, ºe bychom dále po£ítali znovu stejný integrál. Na výpo£et se tedy
podíváme jako na rovnici a p°evedeme

∫
1
x
· lnx dx na jednu stranu.

2

∫
1

x
· lnx dx = ln2 x+ c

Nyní uº sta£í jen celou rovnici vyd¥lit dv¥ma a dostáváme výsledek:∫
lnx

x
dx =

1

2
·
(
ln2 x+ c

)
V tomto p°ípad¥ tedy ob¥ metody vedly ke správnému výsledku.
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Úloha 2.2.7. Vypo£ítejte
∫

7
(x+5)6

dx.

• Nejprve p°evedeme podíl na sou£in takto:∫
7

(x+ 5)6
dx =

∫
7 · 1

(x+ 5)6
dx

• Nyní pouºijeme v¥tu o vytknutí konstanty a vytkneme £íslo 7 p°ed integrál:∫
7 · 1

(x+ 5)6
dx = 7 ·

∫
1

(x+ 5)6
dx

• Uv¥domíme si, jakým zp·sobem lze napsat jmenovatele zlomku pomocí
mocniny:

7 ·
∫

1

(x+ 5)6
dx = 7 ·

∫
(x+ 5)−6 dx

• Získali jsme výraz umocn¥ný na −6. P°i srovnání výrazu s tabulkou vzorc·
zjistíme, ºe je zde uveden vzorec pro y = xr. Bylo by tedy vhodné pouºít
substituci tak, abychom v integrálu místo mocniny mnoho£lenu m¥li jen
mocninu prom¥nné.

Ozna£me tedy:

t = x+ 5
dt = 1 dx

Dosa¤me:
7 ·
∫
(x+ 5)−6 dx = 7 ·

∫
t−6 dt

• Nyní uº snadno integrujeme podle tabulky vzorc·, r = −6 (uv¥domíme si,
ºe −6 + 1 = −5) a upravíme:

7 ·
∫
t−6 dt = 7 · t

−5

−5
+ c = − 7

5t5
+ c

• Na záv¥r dosadíme za t, t = x+ 5:

− 7

5t5
+ c = − 7

5(x+ 5)5
+ c

• Záv¥r: ∫
7

(x+ 5)6
dx = − 7

5(x+ 5)5
+ c
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Úloha 2.2.8. Vypo£ítejte
∫
x2ex dx.

• Integrál obsahuje sou£in dvou funkcí, který nelze dále zjednodu²it. Pouºi-
jeme jednu z integra£ních metod.

• Derivací jednoho z £initel· nevznikne druhý £initel (ani jemu podobný) £len.
Vhodn¥j²í bude vyuºít metodu per partes.

• Rozhodneme se, který £initel budeme integrovat a který derivovat. Oba
£initele je moºné integrovat i derivovat, rozhodnutí tak záleºí na tom, co
je výhodn¥j²í. Jelikoº je jedním £initelem x2, bude vhodné tento £initel
derivovat, £ímº sníºíme stupe¬ mocniny. Integraci £initele ex nalezneme
v tabulce vzorc·. Po£ítáme:

u = x2 v′ = ex

u′ = 2x v = ex

∫
x2ex dx = x2ex −

∫
2xex dx

• Vyuºijeme v¥tu o vytknutí konstanty:

x2ex −
∫

2xex dx = x2ex − 2

∫
xex dx

• Získali jsme integrál sou£inu, p°i£emº se nám poda°ilo sníºit mocninu u x.
Pokud op¥tovn¥ pouºijeme metodu per partes, £len x nám �zmizí� . Kon-
stantu vytknutou p°ed integrálem zatím opisujeme:

u = x v′ = ex

u′ = 1 v = ex

x2ex − 2

∫
xex dx = x2ex − 2

(
xex −

∫
ex dx

)
• Integrál jiº nyní snadno vypo£ítáme a upravíme:

x2ex − 2
(
xex −

∫
ex dx

)
= x2ex − 2xex + 2ex + c = ex(x2 − 2x+ 2) + c

• Záv¥r: ∫
x2ex dx = ex(x2 − 2x+ 2) + c
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2.2.7 Úlohy

V této kapitole jsou uvedeny n¥které stejné úlohy jako v p°edchozí £ásti. Li²í se
v tom, ºe krokované °e²ení je zde uvedeno bez slovního komentá°e.

Pokud Vám jakýkoli krok výpo£tu není jasný, jeho vysv¥tlení naleznete v kapitole
Úlohy s komentá°em, kde je °e²ená bu¤ totoºná úloha, nebo úloha obdobná.

�e²ení úlohy je uvád¥no bez ov¥°ení správnosti. Pro ov¥°ení správnosti výpo£tu
nalezenou primitivní funkci derivujte.

Úloha 2.2.9. Vypo£ítejte
∫
x · cosx dx.

�e²ení: ∫
x · cosx dx = x · sinx+ cosx+ c

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.3.

Úloha 2.2.10. Vypo£ítejte
∫
(x4 + 3x2 − 5x+ 6) dx.

�e²ení: ∫
(x4 + 3x2 − 5x+ 6) dx =

x5

5
+ x3 − 5

2
x2 + 6x+ c

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.4.

Úloha 2.2.11. Vypo£ítejte
∫
cos2 x dx.

�e²ení: ∫
cos2 x dx =

1

2
· (x+ sinx · cosx+ c)

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.5.

Úloha 2.2.12. Vypo£ítejte
∫

lnx
x

dx.

�e²ení: ∫
lnx

x
dx =

ln2 x

2
+ c

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.6.

Úloha 2.2.13. Vypo£ítejte
∫

7
(x+5)6

dx.

�e²ení: ∫
7

(x+ 5)6
dx = − 7

5(x+ 5)5
+ c

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.7.

Úloha 2.2.14. Vypo£ítejte
∫
x2ex dx.

�e²ení: ∫
x2ex dx = ex(x2 − 2x+ 2) + c

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.8.
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Úloha 2.2.15. Vypo£ítejte
∫

x6+2x2+5
3x2

dx.

�e²ení: ∫
x6 + 2x2 + 5

3x2
dx =

1

3
·
(x5
5

+ 2x− 5

x

)
+ c

�e²ení obdobné úlohy se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.4.

Úloha 2.2.16. Vypo£ítejte
∫
ex cosx dx.

�e²ení: ∫
ex cosx dx =

1

2
· ex(sinx+ cosx) + c

�e²ení obdobné úlohy se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.5.

Úloha 2.2.17. Vypo£ítejte
∫
e2x dx.

�e²ení: ∫
e2x dx =

1

2
e2x + c

�e²ení obdobné úlohy se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.5.

Úloha 2.2.18. Vypo£ítejte
∫
sin 5x dx.

�e²ení: ∫
sin 5x dx = −1

5
cos 5x+ c

�e²ení obdobné úlohy se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.6.

Úloha 2.2.19. Vypo£ítejte
∫
sin2 x cos3 x dx.

�e²ení: ∫
sin2 x cos3 x dx =

sin3 x

3
− sin5 x

5
+ c

�e²ení obdobné úlohy se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.6.

Úloha 2.2.20. Vypo£ítejte
∫

x
x2+1

dx.

�e²ení: ∫
x

x2 + 1
dx =

1

2
ln |x2 + 1|+ c

�e²ení obdobné úlohy se slovním komentá°em viz Úloha 2.2.7.

Úloha 2.2.21. Vypo£ítejte
∫
(5x+ 7)8 dx

�e²ení: ∫
(5x+ 7)8 dx =

(5x+ 7)9

45
+ c

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.2.8 v kapitole Substitu£ní
metoda.

Úloha 2.2.22. Vypo£ítejte
∫
x · sinx dx.

�e²ení: ∫
x · sinx dx = sinx− x · cosx+ c

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.2.5 v kapitole Metoda per
partes.
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2.2.8 D·kazy

Níºe jsou uvedeny d·kazy n¥kterých v¥t uvedených v kapitole Neur£itý integrál.

Integra£ní konstanta

V¥ta 2.2.8. Je-li funkce F v intervalu (a; b) primitivní funkcí k funkci f , pak
kaºdá primitivní funkce k funkci f je ve tvaru F (x)+c, kde c je reálná konstanta.

D·kaz

• Nech´ funkce F a G jsou dv¥ r·zné primitivní funkce k funkci f v intervalu
(a; b). Pak v tomto intervalu platí:

F ′(x) = f(x) ∧G′(x) = f(x).

• Dále nech´ je zavedena funkce H, pro kterou platí:

H(x) = F (x)−G(x)

• Jak bude vypadat derivace takovéto funkce?

H ′(x) = F ′(x)−G′(x).

• Z de�nice funkcí F a G (tedy z bodu 1.) plyne:

H ′(x) = f(x)− f(x) = 0.

• Derivace funkce H je tedy rovna nule. Z toho vyplývá, ºe

H = c

(Derivace konstanty je nula.)

• Dosa¤me tento výsledek do vztahu z bodu 2:

c = F (x)−G(x)

• Snadnou úpravou pak dostáváme:

F (x) = G(x) + c
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Odvození vzorce pro per partes

V¥ta 2.2.9. Jsou dány funkce u, v, které mají na intervalu (a; b) spojité derivace.
Na tomto intervalu platí:∫

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−
∫
u′(x)v(x) dx

Poznámka 2.2.13. Uvedený vztah zapisujeme stru£n¥ji ve tvaru:∫
uv′ = uv −

∫
u′v

D·kaz

Pouºijte vzorec pro derivaci sou£inu u · v. Získaný výraz dále upravte tak, abyste
dostali vý²e uvedený.

Poznámka 2.2.14. Pro snaz²í vysv¥tlení provád¥ných úprav budeme b¥hem
d·kazu nahlíºet na vztah pro derivaci sou£inu jako na rovnici. Tento úhel pohle-
du není matematicky zcela korektní, ale p°i provád¥ní d·kazu zjednodu²í jeho
pochopení.

• Vztah pro derivaci sou£inu dvou funkcí vypadá takto:

(uv)′ = u′v + uv′

• Výrazy na obou stranách zintegrujeme:∫
(uv)′ =

∫
u′v +

∫
uv′

• V²imneme si, ºe na levé stran¥ rovnice výraz derivujeme i integrujeme.
Získáváme tedy p·vodní výraz:

uv =

∫
u′v +

∫
uv′

• Nyní jiº jen p°evedeme jeden integrál z pravé strany rovnice na levou:

uv −
∫
u′v =

∫
uv′

• A na záv¥r zam¥níme ob¥ strany rovnice a doplníme, podle jaké prom¥nné
integrujeme: ∫

uv′ dx = uv −
∫
u′v dx
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Odvození vzorce pro substitu£ní metodu

V¥ta 2.2.10. Nech´ funkce F (t) je primitivní funkcí k funkci f(t) v intervalu
(α; β). Nech´ funkce t = g(x) má derivaci g′(x) v intervalu (a, b). Pro kaºdé
x ∈ (a; b) nech´ hodnota g(x) pat°í do intervalu (α; β). Pak v intervalu (a; b) je
funkce F (g(x)) primitivní funkcí k funkci f(g(x)) · g′(x), tj.∫

f(g(x)) · g′(x) dx = F (g(x)) + c

D·kaz

P°ipomeneme si vztah pro derivaci sloºené funkce y = f(g(x)) v bod¥ x0:

[f(g(x0))]
′ = f ′(g(x0)) · g′(x0)

Uvaºujme nyní funkci y = f(t) prom¥nné t, ke které existuje na intervalu (α; β)
primitivní funkce F (t), tj. ∫

f(t) dt = F (t),

neboli pro kaºdé t ∈ (α; β) platí

F ′(t) = f(t).

Dále nech´ t = g(x). Funkce y = g(x) má derivaci pro kaºdé x ∈ (a; b) a pro
kaºdé takové x náleºí g(x) intervalu (α; β).
Dosa¤me nyní do funkce F (t) za t hodnotu g(x). Tím získáme sloºenou funkci
F (g(x)). Nyní tuto sloºenou funkci zderivujeme:

[F (g(x))]′ = F ′(g(x)) · g′(x) =

Dosadíme g(x) = t a upravíme:

= F ′(t) · g′(x) = f(t) · g′(x) =

a dále t = g(x):
= f(g(x)) · g′(x).

Po úpravách získáme:
[F (g(x))]′ = f(g(x)) · g′(x)

To tedy znamená, ºe F (g(x)) je primitivní funkcí k funkci f(g(x)) ·g′(x). M·ºeme
napsat ∫

f(g(x)) · g′(x) dx = F (g(x)) + c

Na pravé stran¥ rovnosti máme funkci F (g(x)) = F (t) =
∫
f(t) dt. Lze tedy

provést následující záv¥re£nou úpravu∫
f(g(x)) · g′(x) dx =

∫
f(t) dt = F (t) + c.
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2.3 Ur£itý integrál

2.3.1 Motivace

Na níºe uvedeném appletu je zobrazeno jablko, jehoº tvar p°ibliºn¥ odpovídá
kouli. �ekn¥me, ºe chceme znát jeho objem, ale neznáme vzorec pro tento výpo£et.
K tomu nám pom·ºe ur£itý integrál. Praktický výpo£et si vysv¥tlíme v dal²í kapi-
tole.

Nyní si pomocí za²krtávacích polí£ek a spu²t¥ní animace prohlédn¥te, jak lze
aproximovat obrys jablka k°ivkou.

1. Na za£átku je za²krtnuta volba viditelnosti jablka. Za²krtn¥te také tla£ítko
pro geometrické zobrazení. Nyní tedy vidíte polokruºnici f nad kruºnicí se
st°edem S.

2. Dále od²krtn¥te moºnost zobrazení jablka a ²ipkou v levém dolním rohu
appletu spus´te animaci. M·ºete pozorovat rotaci polokruºnice f kolem osy
x a vykreslování kulové plochy.

Obrázek 2.13: Applet � Jablko
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2.3.2 Sou£tová de�nice ur£itého integrálu

V této £ásti si intuitivn¥ p°iblíºíme, co znamená pojem ur£itý integrál. Implicitní
zavedení zde nebudeme uvád¥t. Zájemci ho mohou vyhledat nap°. v u£ebnici [3].

Je dána funkce f(x) = e−x. Její graf je uveden na následujícím appletu. Pokusíme
se aproximovat obsah útvaru vymezeného grafem funkce f(x), osou x a p°ímkou
x = −2 obsahem obdélník·. Pro co nejlep²í odhad tohoto obsahu vyuºijeme dv¥
r·zné moºnosti aproximace pomocí dvou typ· obdélník·, jejichº jedna strana
vºdy leºí na ose x. Tyto aproximace pojmenujeme jako Dolní a Horní sou£et.

1. Pojmem Dolní sou£et ozna£íme sou£et obsah· t¥ch obdélník·, jeº se celé
nachází pod grafem f(x) a jejichº práv¥ jeden horní vrchol se tohoto grafu
dotýká. V appletu jsou tyto obdélníky vyzna£ené modrou barvou.

2. Pojmem Horní sou£et budeme nazývat sou£et obsah· obdélník·, jejichº
jeden horní vrchol se grafu f(x) dotýká a druhý horní vrchol leºí nad tímto
grafem. V appletu jsou tyto obdélníky vyzna£ené zelenou barvou.

�í°ka obdélník·

Vý²ka obdélník· je tedy daná grafem funkce f(x), ²í°ku zvolíme tak, aby ji v²ech-
ny obdélníky m¥ly vºdy shodnou, a postupn¥ ji budeme m¥nit. Po£et obdélník·,
které se �vejdou� na daný interval, tedy p°ímo souvisí s jejich ²í°kou. Tento po£et
je v appletu zna£en jako n.

Applet

Pomocí posuvníku nebo tla£ítka animace si prohlédn¥te

• jakým zp·sobem se m¥ní sou£et obsah· obdélník· nad (Horní sou£et) a pod
(Dolní sou£et) grafem funkce f(x) na daném intervalu 〈a, b〉, kdyº se po-
stupn¥ zmen²uje ²í°ka t¥chto obdélník·;

• jak se se zmen²ující ²í°kou obdélník· k sob¥ hodnoty Dolních a Horních
sou£t· p°ibliºují;

• jak tyto sou£ty souvisí se skute£ným obsahem S plochy pod k°ivkou na
tomto intervalu (ur£itým integrálem).
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Obrázek 2.14: Applet � Riemann·v integrál

Z appletu je z°ejmé, ºe vºdy platí

Dolní sou£et < Obsah S útvaru < Horní sou£et,

p°i£emº s rostoucím po£tem obdélník· (se zmen²ující se ²í°kou) se k sob¥ tyto
hodnoty £ím dál více p°ibliºují (jejich rozdíl se tedy zmen²uje).

S pojmem �p°iblíºení se hodnot¥� jste se jiº d°íve setkali v u£ivu o limit¥ funkce.
Na základ¥ znalosti limit m·ºeme vyslovit následující tvrzení:

De�nice 2.3.1. Nech´ f je funkce omezená v intervalu 〈a, b〉. Se vzr·stajícím
po£tem obdélník·, tedy s jejich zmen²ující se ²í°kou, se hodnoty dolního i horního
sou£tu limitn¥ p°ibliºují ke stejné hodnot¥, ozna£me tuto hodnotu S.
�íslo S nazýváme ur£itým integrálem funkce f od a do b a pí²eme

S =

∫ b

a

f(x) dx.

Poznámka 2.3.1. Ur£itý integrál S je shodný s obsahem útvaru ohrani£eného
funkcí f(x), f(x) ≥ 0 na 〈a, b〉, osou x a p°ímkami x = a, x = b.

Poznámka 2.3.2. Vý²e uvedený zp·sob zavedení ur£itého integrálu se nazývá
Newton-Leibnitzova formule.
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2.3.3 De�nice ur£itého integrálu

De�nice 2.3.2. Nech´ F je primitivní funkce k funkci f v uzav°eném intervalu
I. Rozdíl F (b)−F (a) funk£ních hodnot funkce F v libovolných bodech a, b tohoto
intervalu, se nazývá ur£itý integrál funkce f v mezích od a do b a zna£í se∫ b

a

f(x) dx.

Zapisujeme: ∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Ur£itý integrál je tedy reálné £íslo dané funkcí f a mezemi a, b.

Poznámka 2.3.3. V rozdílu F (b) − F (a) se integra£ní konstanta c ode£te. P°i
výpo£tu s ní tedy nebudeme po£ítat.

Poznámka 2.3.4. Uvedený integrál se nazývá Newton·v integrál.

Terminologie

Obrázek 2.15: Terminologie � ur£itý integrál

Zápis ∫ b

a

f(x) dx

£teme takto:

�ur£itý integrál funkce f(x) od a do b podle prom¥nné x� .
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Poznámka 2.3.5. Pro £ísla a, b m·ºe platit a < b, b < a i a = b. Pro a = b ale
je: ∫ b

b

f(x) dx = F (b)− F (b) = 0.

P°i výpo£tu ur£itého integrálu obvykle nejprve vypo£ítáme odpovídající neur£itý
integrál, tedy bez dosazení mezí. Postup zapisujeme takto:∫ b

a

f(x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a).

P°íklad 2.3.1. Vypo£ítejte
∫ 2

1
2x dx.

�e²ení
V na²em p°ípad¥ platí a = 1, b = 2, f(x) = 2x, F (x) = 2x2

2
= x2. P°i výpo£tu

pouºijeme vý²e uvedený zápis. ∫ 2

1

2x dx = [x2]21.

Nyní dosadíme meze. Nejprve horní mez b = 2, poté dolní mez a = 1 a vy-
po£ítáme:

[x2]21 = 22 − 12 = 4− 1 = 3

Záv¥r: ∫ 2

1

2x dx = 3

Poznámka 2.3.6. Pro výpo£et ur£itého integrálu je tedy st¥ºejní dovednost
výpo£tu integrálu neur£itého.

Geometrická interpretace ur£itého integrálu

Pokud f(x) je funkce spojitá na intervalu 〈a, b〉, a < b, f(x) ≥ 0, pak
∫ b
a
f(x) dx

udává obsah útvaru ohrani£eného grafem funkce f(x), osou x a p°ímkami x =
= a, x = b.
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Obrázek 2.16: Geometrická interpretace ur£itého integrálu

Vztah ur£itého a neur£itého integrálu

Níºe je uvedený graf známé funkce y = sinx. Pohybujte bodem C pomocí posuv-
níku nebo animace. V²ímejte si:

1. kde se vykresluje útvar ohrani£ený grafem funkce y = sinx a osou x, jehoº
obsah je shodný se sou£tem ur£itého integrálu pro f(x) ≥ 0 a absolutní
hodnoty ur£itého integrálu pro f(x) ≤ 0. Pozornost v¥nujte také tomu, ºe
se útvar vykresluje nad i pod osou x

2. vykreslení odpovídající �k°ivky neur£itého integrálu� (£árkovaná £ára), tj.
ºe platí

∫
sinx dx = − cosx+ c v kaºdém bod¥ daného intervalu.
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Obrázek 2.17: Vztah ur£itého a neur£itého integrálu

2.3.4 V¥ty pro výpo£et ur£itých integrál·

V¥ty o integraci sou£tu a vytknutí konstanty

Pro výpo£et ur£itých integrál· platí analogické v¥ty jako pro integrály neur£ité
(viz podkapitola 2.2.3 V¥ty pro výpo£et neur£itého integrálu).

V¥ta 2.3.1. Nech´ f, g jsou spojité funkce v uzav°eném intervalu I; a, b jsou
libovolné body z I a c je libovolná reálná konstanta. Potom platí:

∫ b

a

[f(x) + g(x)] dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx∫ b

a

cf(x) dx = c

∫ b

a

f(x) dx

P°íklad 2.3.2. Vypo£ítejte
∫ 3

0
(2x3 + 5x− 7) dx.

�e²ení ∫ 3

0

(2x3 + 5x− 7) dx = 2

∫ 3

0

x3 dx+ 5

∫ 3

0

x dx− 7

∫ 3

0

1 dx =

Výpo£et se zatím nijak neli²í od výpo£tu integrálu neur£itého. Nyní nalezneme
primitivní funkce a uvedeme meze, které budeme dosazovat.

= 2
[x4
4

]3
0
+ 5
[x2
2

]3
0
− 7[x]30 =

Dále uº zbývá pouze správn¥ dosadit horní i dolní mez a vypo£ítat výsledek.

= 2
(34
4
− 04

4

)
+ 5
(32
2
− 02

2

)
− 7(3− 0) =
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= 2
(81
4
− 0
)
+ 5
(9
2
− 0
)
− 21 =

=
81

2
+

45

2
− 42

2
=

84

2
= 42

Záv¥r: ∫ 3

0

(2x3 + 5x− 7) dx = 42

Poznámka 2.3.7. V²imn¥te si, ºe pokud je dolní mez rovna 0, �sta£í dosazovat
pouze mez horní� .

Meze ur£itého integrálu

Na níºe uvedeném appletu si prohlédn¥te, jak souvisí hodnoty mezí (a � dolní mez,
b � horní mez) s hodnotou ur£itého integrálu funkce f(x) = ln x na intervalu 〈a, b〉.

Pohybujte posuvníkem a pro zm¥nu meze a, posuvníkem b pro zm¥nu meze b
a sledujte, jak se m¥ní ur£itý integrál.

Obrázek 2.18: Applet � Meze ur£itého integrálu

Z°ejm¥ platí následující v¥ta:

V¥ta 2.3.2. Je-li f spojitá a nezáporná funkce v intervalu 〈a, b〉, pak∫ b

a

f(x) dx ≥ 0.
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Ur£itý integrál dvou funkcí

V¥ta 2.3.3. Jsou-li f , g spojité funkce v intervalu 〈a, b〉 a pro v²echna x ∈ 〈a, b〉
platí f(x) ≥ g(x), pak ∫ b

a

f(x) dx ≥
∫ b

a

g(x) dx.

Vý²e uvedená v¥ta je ilustrována na následujícím appletu. Pomocí za²krtávacích
tla£ítek m·ºete zobrazit/skrýt ur£ité integrály dvou funkcí f(x), g(x) na intervalu
〈a, b〉, pro n¥º na tomto intervalu platí pro v²echna x: f(x) ≥ g(x).

Obrázek 2.19: Applet � Ur£itý integrál dvou funkcí

Zám¥na mezí

V¥ta 2.3.4. P°i zám¥n¥ mezí ur£itého integrálu platí∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx.

D·kaz:

D·kaz vychází z de�nice ur£itého integrálu:∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) = −(F (a)− F (b)) = −
∫ a

b

f(x) dx.
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V¥ta o aditivnosti ur£itého integrálu

N¥kdy se m·ºe stát, ºe je vhodné po£ítat ur£itý integrál jako sou£et dvou £i více
ur£itých integrál·. V takovém p°ípad¥ je t°eba dob°e si rozmyslet volbu mezí, na
kterých integrujeme.

Na níºe uvedeném appletu je znázorn¥n graf funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 a dále
bod c, který leºí mezi body a, b. Podívejte se, jakým zp·sobem se m¥ní obsahy
jednotlivých útvar· vymezených grafem funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 a osou x
a jak sou£et t¥chto obsah· souvisí s �celkovou hodnotou ur£itého integrálu� .
Pro zm¥nu umíst¥ní bodu c vyuºijte posuvník nebo animaci.

Obrázek 2.20: Applet � Aditivnost ur£itého integrálu

V¥ta 2.3.5. Je-li f spojitá funkce v intervalu I, který obsahuje body a, b, c,
a ≤ b ≤ c pak platí: ∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx

D·kaz

D·kaz op¥t vychází z de�nice ur£itého integrálu:∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx = F (c)−F (a)+F (b)−F (c) = F (b)−F (a) =
∫ b

a

f(x) dx
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P°íklad 2.3.3. Vypo£ítejte integrál
∫ 4

−1 f(x) dx, je-li f(x) = 4x
5
+ 14

5
pro x ∈

∈ 〈−1, 1〉 a f(x) = −x2 + 5x pro x ∈ 〈1, 4〉.

Obrázek 2.21: Ná£rtek k P°íkladu 2.3.3

�e²ení
Podle v¥ty o aditivnosti m·ºeme celý integrál rozd¥lit na sou£et dvou integrál·
takto: ∫ 4

−1
f(x) dx =

∫ 1

−1
f(x) dx+

∫ 4

1

f(x) dx =

=

∫ 1

−1

(4x
5

+
14

5

)
dx+

∫ 4

1

(−x2 + 5x) dx =

Nyní jiº snadno vypo£teme oba ur£ité integrály a tyto hodnoty na záv¥r se£teme.

=
4

5

∫ 1

−1
x dx+

14

5

∫ 1

−1
dx−

∫ 4

1

x2 dx+ 5

∫ 4

1

x dx =

=
4

5

[x2
2

]1
−1

+
14

5

[
x
]1
−1
−
[x3
3

]4
1
+ 5
[x2
2

]4
1
=

=
4

5

[12
2
− (−1)2

2

]
+

14

5

[
1− (−1)

]
−
[43
3
− 13

3

]
+ 5
[42
2
− 12

2

]
=

=
4

5
· 0 + 14

5
· 2− 63

3
+ 5 · 15

2
=

=
28 · 6− 63 · 10 + 75 · 15

30
=

663

30
.
= 22, 1
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2.3.5 Výpo£etní metody pro ur£itý integrál

Metoda per partes pro ur£itý integrál

Pro ur£itý integrál funguje tato metoda zcela analogicky jako pro integrál neur£itý
(viz podkapitola 2.2.4 Metoda per partes pro neur£itý integrál).

V¥ta 2.3.6. Jsou-li u = u(x), v = v(x) funkce mající v intervalu 〈a, b〉 spojité
derivace, pak platí: ∫ b

a

uv′ dx = [uv]ba −
∫ b

a

u′v dx

P°íklad 2.3.4. Vypo£ítejte
∫ π

2

0
x cosx dx.

�e²ení
P°íklad nejprve °e²íme stejným zp·sobem, jako by se jednalo o neur£itý integrál.
Musíme si tedy uv¥domit, který £initel je pro nás výhodné integrovat a který
derivovat. V na²em p°ípad¥ je rozhodnutí jasné � sníºíme stupe¬ mocniny u x
derivací a tedy y = cosx budeme integrovat.∫ π

2

0

x cosx dx =

u = x v′ = cosx

u′ = 1 v = sinx

=
[
x sinx

]π
2

0
−
∫ π

2

0

sinx dx =
[
x sinx

]π
2

0
−
[
− cosx

]π
2

0
=

Nyní dosadíme meze

=
π

2
sin

π

2
− 0 + cos

π

2
− cos 0 =

P°i dosazování mezí pot°ebujeme v tomto p°ípad¥ znát hodnoty funkcí sinus a ko-
sinus v dosazovaných bodech. Pro p°ipomenutí uvádíme grafy t¥chto funkcí na
intervalu 〈0, 2π〉:

Obrázek 2.22: Grafy funkcí sinus, kosinus

Zvlá²tní pozornost zaslouºí dosazení nuly do argumentu y = cosx. Uv¥domte si,
ºe cos 0 = 1 (viz vý²e uvedené grafy goniometrických funkcí).
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=
π

2
· 1− 0 + 0− 1 =

π

2
− 1

Záv¥r: ∫ π
2

0

x cosx dx =
π

2
− 1

Pro lep²í p°edstavu toho, co jsme práv¥ vypo£ítali, je níºe zobrazena £át grafu
funkce y = x cosx se zvýrazn¥ným úsekem, na n¥mº jsme ur£itý integrál po£ítali.

Obrázek 2.23: Ná£rtek k P°íkladu 2.3.4

Substitu£ní metoda pro ur£itý integrál

Také se substitu£ní metodou jste se jiº seznámili v kapitole o neur£itém integrálu.
P°i výpo£tu ur£itého integrálu existují dv¥ moºnosti jejího pouºití.

1. Nejd°íve ur£íme primitivní funkci (vlastn¥ po£ítáme neur£itý integrál). Do
výsledné primitivní funkce pak jen dosadíme meze.

2. Uºijeme variantu substitu£ní metody pro ur£itý integrál. Postupovat budeme
podle následující v¥ty.

V¥ta 2.3.7. Jsou-li funkce t = g(x) a její derivace g′(x) spojité v intervalu 〈a, b〉
a je-li zárove¬ spojitá i funkce f(t) pro v²echna t = g(x), kde x ∈ 〈a, b〉, pak platí∫ b

a

f(g(x)) · g′x dx =

∫ g(b)

g(a)

f(t) dt.

Nové meze v substituci t = g(x) ur£íme tedy jako funk£ní hodnoty g(a), g(b).

P°i pouºití této varianty substituce tedy nesmíme zapomenout na p°epo£ítání
mezí.
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P°íklad 2.3.5. Vypo£ítejte
∫ π

2

0
sin2 x cosx dx.

�e²ení
P°íklad vy°e²íme ob¥ma vý²e uvedenými metodami. Sami tak m·ºete posoudit,
který zp·sob uºití metody je pro Vás výhodn¥j²í. P°i dal²ích výpo£tech samo-
z°ejm¥ pouºívejte jen jednu metodu; tu, která Vám bude vyhovovat lépe.

1. Bez p°epo£ítání mezí, p°es neur£itý integrál.∫
sin2 x cosx dx =

t = sinx
dt = cosx dx

=

∫
t2 dt =

t3

3
+ c

t = sinx:

t3

3
=

sin3 x

3
+ c

Nyní dosadíme p·vodní meze (integra£ní konstantu neuvaºujeme - viz pod-
kapitola 2.3.3 De�nice ur£itého integrálu):

∫ π
2

0

sin2 x cosx dx =
[sin3 x

3

]π
2

0
=

sin3 π
2

3
− sin3 0

3
=

13

3
=

1

3

Záv¥r: ∫ π
2

0

sin2 x cosx dx =
1

3

2. Substituci provedeme s p°epo£ítáním mezí, bez p°echodu na neur£itý inte-
grál.

∫ π
2

0

sin2 x cosx dx =

∫ 1

0

t2 dt =
[t3
3

]1
0
=

13

3
=

1

3

t = sinx t1 = sin 0 = 0
dt = cosx dx t2 = sin π

2
= 1

Záv¥r: ∫ π
2

0

sin2 x cosx dx =
1

3

Oba výpo£ty tedy z°ejm¥ vedou ke stejnému výsledku, jen mírn¥ odli²nou cestou.
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2.3.6 Úlohy se slovním komentá°em

Tato kapitola obsahuje °e²ené úlohy se slovním komentá°em, ve kterých jsou
ukázány r·zné metody °e²ení ur£itých integrál·.
Stejné úlohy bez slovního komentá°e, tedy pouze krokované, a dal²í podob-
né úlohy, jsou uvedeny v dal²ím menu stru£n¥ nazvaném Úlohy.
Úlohy nejsou d¥leny podle metod, abyste se sami pokusili vhodnou metodu stanovit.

�e²ení je krokované, tj. vºdy se zobrazí jen jeden následující krok výpo£tu. Do-
poru£uji Vám nezobrazit hned celé °e²ení, ale pouºívat jednotlivé kroky pouze
jako nápov¥du.

�e²ení úloh je uvád¥no bez ov¥°ení správnosti. Pro ov¥°ení správnosti výpo£tu
nalezenou primitivní funkci derivujte.

Úloha 2.3.1. Vypo£ítejte
∫ 2

1
(5x4 + 3x2 + 8x− 10) dx.

• Pro °e²ení integrálu vyuºijeme v¥tu o integraci sou£tu a rozepí²eme si ur£itý
integrál jako sou£et ur£itých integrál·:∫ 2

1

(5x4+3x2+8x−10) dx =

∫ 2

1

5x4 dx+

∫ 2

1

3x2 dx+

∫ 2

1

8x dx−
∫ 2

1

10 dx =

• Integrály vy°e²íme s vyuºitím tabulky vzorc·. Vyzna£íme meze.

=
[5x5

5

]2
1
+
[3x3

3

]2
1
+
[8x2

2

]2
1
−
[
10x
]2
1
=

• Výrazy v hranatých závorkách zkrátíme pro usnadn¥ní budoucích výpo£t·.

=
[
x5
]2
1
+
[
x3
]2
1
+
[
4x2
]2
1
−
[
10x
]2
1
=

• Do kaºdého výrazu dosadíme nejprve horní mez, poté mez dolní. Zvlá²tní
pozornost v¥nujte znaménk·m p°ed jednotlivými £íselnými výrazy.

=
(
25 − 15

)
+
(
23 − 13

)
+
(
4 · 22 − 4 · 12

)
−
(
10 · 2− 10 · 1

)
=

• Vypo£ítáme hodnoty výraz· v závorkách:

= (32− 1) + (8− 1) + (16− 4)− (20− 10) =

•
= 31 + 7 + 12− 10 = 40

• Záv¥r: ∫ 2

1

(5x4 + 3x2 + 8x− 10) dx = 40
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Obrázek 2.24: Ná£rtek k Úloze 2.3.1

Úloha 2.3.2. Vypo£ítejte
∫ π
π
3
sinx cos2 x dx.

• Úloha vede na substitu£ní metodu °e²ení. Aplikaci metody si ukáºeme bez
i s p°epo£ítáním mezí.

• Bez p°epo£ítání mezí

Nejprve vypo£ítáme odpovídající neur£itý integrál. Ten dále °e²íme substi-
tu£ní metodou, t = cosx. ∫

sinx cos2 x dx =

t = cosx
dt = − sinx dx
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Pomocný výpo£et:

sinx · t2 ·
( −1
sinx

)
dt = −t2 dt

Rozmyslete si: Pokud si nejste jistí, pro£ jsme zvolili substituci práv¥ za
kosinus, zkuste si provést subtituci za sinus. Zjistíte, ºe se p°i této substituci
�vykrátí� pouze �jeden cosx�", a tak v integrálu budete mít dv¥ prom¥nné
x a t, coº není p°ípustné.

• P°i substituci t = cosx se výraz sinx �vykrátí� . Získaný výraz integrujeme
s vyuºitím tabulky vzorc· pro výpo£et neur£itého integrálu. Nezapomeneme
p°ipsat integra£ní konstantu.

= −
∫
t2 dt = −t

3

3
+ c

• Na základ¥ pouºité substituce t = cosx platí:∫
sinx cos2 x dx = −cos3 x

3
+ c

• Nyní jiº p°ejdeme k ur£itému integrálu, kde jiº nepí²eme integra£ní kon-
stantu. Nezapomeneme p°ipsat p·vodní meze ur£itého integrálu.∫ π

π
3

sinx cos2 x dx =
[
− cos3 x

3

]π
π
3

=

• Meze postupn¥ dosadíme a dopo£ítáme.

=
(
− cos3 π

3

)
−
(
−

cos3 π
3

3

)
=

•

= −(−1)3

3
+

(
1
2

)3
3

=
1

3
+

1
8

3
=

1

3
+

1

24
=

9

24
=

3

8

• Záv¥r: ∫ π

π
3

sinx cos2 x dx =
3

8

• S p°epo£ítáním mezí

Pokud nechceme po£ítat p°es neur£itý integrál, uºijeme substitu£ní metodu
ve tvaru pro ur£itý integrál, tedy s p°epo£ítáním mezí. Meze dosazujeme za
prom¥nnou do substituované funkce.∫ π

π
3

sinx cos2 x dx =
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t = cosx t1 = cos π
3
= 1

2

dt = − sinx dx t2 = cosπ = −1

• Integrujeme a dosadíme p°epo£ítané meze:

= −
∫ −1

1
2

t2 dt =
[−t3

3

]−1
1
2

= −(−1)3

3
+

(
1
2

)3
3

=

• Upravíme:

=
1

3
+

1
8

3
=

1

3
+

1

24
=

9

24
=

3

8

• Záv¥r: ∫ π

π
3

sinx cos2 x dx =
3

8

Obrázek 2.25: Ná£rtek k Úloze 2.3.2

Úloha 2.3.3. Vypo£ítejte
∫ 4

2
(6x− 5) lnx dx.

• Zadání úlohy je typickým p°ípadem pro vyuºití metody per partes, jelikoº
integrujeme sou£in dvou funkcí. �initel lnx je navíc vhodné derivovat, mno-
ho£len (6x− 5) tedy budeme integrovat.

∫ 4

2

(6x− 5) lnx dx =

u = lnx v′ = 6x− 5

u′ = 1
x

v = 3x2 − 5x

=
[
lnx(3x2 − 5x)

]4
2
−
∫ 4

2

3x2 − 5x

x
dx =
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• Výrazy vykrátíme pro zjednodu²ení dal²ích výpo£t·.

=
[
lnx(3x2 − 5x)

]4
2
−
∫ 4

2

(3x− 5) dx =

• Dále °e²íme podle v¥ty o integraci sou£tu, integrujeme kaºdý £len zvlá²´.
Nezapomeneme na meze.

=
[
lnx(3x2 − 5x)

]4
2
−
[3x2

2
− 5x

]4
2
=

• Meze dosadíme takto:

= ((3 ·42−5 ·4) ln 4)−((3 ·22−5 ·2) ln 2)−
(3 · 42

2
−5 ·4

)
+
(3 · 22

2
−5 ·2

)
=

• �íselný výraz dále upravíme s vyuºitím znalosti práce s logaritmy.

= 28 ln 4− 2 ln 2− (24− 20) + (6− 10) = 28 ln 4− ln 4− 4− 4 = 27 ln 4− 8

• Záv¥r: ∫ 4

2

(6x− 5) lnx dx = 27 ln 4− 8

Obrázek 2.26: Ná£rtek k Úloze 2.3.3
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Úloha 2.3.4. Vypo£ítejte
∫ π

4

0

(
5

cos2 x
− 6x3

)
dx.

• Podle v¥ty o integraci rozdílu si ur£itý integrál rozepí²eme jako rozdíl ur£itých
integrál·.∫ π

4

0

( 5

cos2 x
− 6x3

)
dx =

∫ π
4

0

5

cos2 x
dx−

∫ π
4

0

6x3 dx =

• Integrujeme podle tabulky integra£ních vzorc·. Nep°ipisujeme integra£ní
konstantu, zato nezapomeneme uvést meze.

=
[
5tg x

]π
4

0
−
[
6 · x

4

4

]π
4

0
=

• Dosadíme meze a na základ¥ znalosti hodnot goniometrické funkce tangens
vypo£ítáme £íselný výraz.

= 5 · tg π

4
− 5 · tg 0− 3

2
·
(π4

4

)
+

3

2
· 04 =

= 5 · 1− 3

2
· π

4

256
= 5− 3π4

512

• Záv¥r: ∫ π
4

0

( 5

cos2 x
− 6x3

)
dx = 5− 3π4

512

Obrázek 2.27: Ná£rtek k Úloze 2.3.4
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Úloha 2.3.5. Vypo£ítejte
∫ 1

0
2ex

ex+5
dx.

• Úloha vede na °e²ení substitu£ní metodou. Aplikaci metody si ukáºeme bez
i s p°epo£ítáním mezí.

• Bez p°epo£ítávání mezí

Nejd°íve vypo£ítáme odpovídající neur£itý integrál. Ten dále °e²íme substi-
tu£ní metodou. Substituujeme za celý jmenovatel, tedy výraz (ex + 5x).∫

2ex

ex + 5
dx =

t = ex + 5x
dt = ex dx

Pomocný výpo£et:
2ex

t
· dt
ex

=
2

t
dt

• Vytkneme konstantu a integrujeme podle tabulky vzorc·. Nezapomeneme
p°ipsat integra£ní konstantu.

=

∫
2

t
dt = 2

∫
1

t
dt = 2 ln |t|+ c

• Na základ¥ pouºité substituce platí t = (ex + 5) a tedy:

2 ln |t|+ c = 2 ln |ex + 5|+ c = 2 ln(ex + 5) + c

• Nyní jiº p°ejdeme k ur£itému integrálu, kde jiº nepí²eme integra£ní kon-
stantu. Nezapomeneme uvést p·vodní meze ur£itého integrálu.∫ 1

0

2ex

ex + 5
dx =

[
2 · ln(ex + 5)

]1
0
=

• Meze postupn¥ dosadíme a výraz vypo£ítáme s vyuºitím znalostí práce s lo-
garitmy.

= 2 · ln(e1 + 5)− 2 · ln(e0 + 5) = 2 · ln(e+ 5)− 2 · ln 6 = 2 · ln e+ 5

6

• Záv¥r: ∫ 1

0

2ex

ex + 5
dx = 2 · ln e+ 5

6
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• S p°epo£ítáváním mezí

Pokud nechceme pracovat s neur£itým integrálem, uºijeme substitu£ní meto-
du ve tvaru pro ur£itý integrál, tedy s p°epo£ítáním mezí. Meze dosazujeme
za prom¥nnou do substituované funkce.∫ 1

0

2ex

ex + 5
dx =

∫ e+5

6

2

t
dt =

t = ex + 5 t1 = e0 + 5 = 6
dt = ex dx t2 = e1 + 5 = e+ 5

• Dosadíme p°epo£ítané meze.

= 2

∫ e+5

6

1

t
dt = 2

[
ln |t|

]e+5

6
=

• Upravíme na základ¥ znalosti v¥ty pro logaritmus podílu. Argumentu loga-
ritmu je stále nezáporný, m·ºeme tedy odstranit absolutní hodnotu.

= 2(ln |e+ 5| − ln |6|) = 2 · ln e+ 5

6

• Záv¥r: ∫ 1

0

2ex

ex + 5
dx = 2 · ln e+ 5

6

Obrázek 2.28: Ná£rtek k Úloze 2.3.5
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Úloha 2.3.6. Vypo£ítejte
∫ π
0
x3 sinx dx.

• Integrujeme sou£in, nabízí se tedy vyuºití metody per partes. Jelikoº je
moºné oba £initele snadno integrovat i derivovat, budeme derivovat jedno-
£len x3 pro sníºení jeho stupn¥. T°etí mocnina napovídá, ºe bude nutné
pouºít metodu per partes opakovan¥.∫ π

0

x3 sinx dx =

u = x3 v′ = sinx

u′ = 3x2 v = − cosx

=
[
− x3 cosx

]π
0
+

∫ π

0

3x2 cosx dx

• Získaný integrál op¥t obsahuje sou£in. Znovu aplikujeme metodu per partes,
nyní jiº budeme derivovat jedno£len jen v druhé mocnin¥.[

− x3 cosx
]π
0
+

∫ π

0

3x2 cosx dx =

u = 3x2 v′ = cosx

u′ = 6x v = sinx

=
[
− x3 cosx

]π
0
+
[
3x2 sinx

]π
0
−
∫ π

0

6x sinx dx

• Stále integrujeme sou£in a pot°etí tak vyuºijeme metodu per partes. Jedno-
£len je jiº jen v první mocnin¥, dal²í derivací tedy prom¥nná �zmizí� . P°i
opakovaných integracích funkcí sinus a kosinus bereme z°etel na znaménka.[

− x3 cosx
]π
0
+
[
3x2 sinx

]π
0
−
∫ π

0

6x sinx dx =

u = 6x v′ = sinx

u′ = 6 v = − cosx

=
[
− x3 cosx

]π
0
+
[
3x2 sinx

]π
0
+
[
6x cosx

]π
0
−
∫ π

0

6 cosx dx =
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• Dostáváme:

=
[
− x3 cosx

]π
0
+
[
3x2 sinx

]π
0
+
[
6x cosx

]π
0
−
[
6 sinx

]π
0
=

• Dosadíme meze.

(−π3 cos π + 0) + (3π2 sin π − 0) + (6π cosπ − 0)− (6 sinπ − 6 sin 0) =

• Na základ¥ znalosti hodnot goniometrických funkcí sinus, kosinus vypo£ítáme
a upravíme.

= −π3 · (−1) + 3π2 · 0 + 6π · (−1)− 6 · 0 + 6 · 0 = π3 − 6π

• Záv¥r: ∫ π

0

x3 sinx dx = π3 − 6π

Obrázek 2.29: Ná£rtek k Úloze 2.3.6

2.3.7 Úlohy

V této kapitole jsou uvedeny n¥které stejné úlohy jako v p°edchozí £ásti. Li²í se
v tom, ºe krokované °e²ení je zde uvedeno bez slovního komentá°e.

Pokud Vám jakýkoli krok výpo£tu není jasný, jeho vysv¥tlení naleznete v pod-
kapitole 2.3.6 Úlohy s komentá°em, kde je °e²ená bu¤ totoºná úloha, nebo úloha
obdobná; p°ípadn¥ ve výkladovém textu.

�e²ení úlohy je uvád¥no bez ov¥°ení správnosti. Výsledek výpo£tu lze zkontrolovat
podle ná£rtku. Z toho lze odhadnout výsledný obsah nap°. pomocí pomyslné
£tvercové sít¥.
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Úloha 2.3.7. Vypo£ítejte
∫ 2

1
(5x4 + 3x2 + 8x− 10) dx.

�e²ení: ∫ 2

1

(5x4 + 3x2 + 8x− 10) dx = 40

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.3.1.

Úloha 2.3.8. Vypo£ítejte bez p°epo£ítání mezí
∫ π
π
3
sinx cos2 x dx.

�e²ení: ∫ π

π
3

sinx cos2 x dx =
3

8

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.3.2.

Úloha 2.3.9. Vypo£ítejte s p°epo£ítáním mezí
∫ π
π
3
sinx cos2 x dx.

�e²ení: ∫ π

π
3

sinx cos2 x dx =
3

8

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.3.2.

Úloha 2.3.10. Vypo£ítejte
∫ 4

2
(6x− 5) lnx dx.

�e²ení: ∫ 4

2

(6x− 5) lnx dx = 27 ln 4− 8

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.3.3.

Úloha 2.3.11. Vypo£ítejte
∫ π

4

0

(
5

cos2 x
− 6x3

)
dx.

�e²ení: ∫ π
4

0

( 5

cos2 x
− 6x3

)
dx = 5− 3π4

512

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.3.4.

Úloha 2.3.12. Vypo£ítejte
∫ π

4

0

(
5

cos2 x
− 6x3

)
dx.

�e²ení: ∫ π
4

0

( 5

cos2 x
− 6x3

)
dx = 5− 3π4

512

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.3.4.

Úloha 2.3.13. Vypo£ítejte bez p°epo£ítání mezí
∫ 1

0
2ex

ex+5
dx.

�e²ení: ∫ 1

0

2ex

ex + 5
dx = 2 · ln e+ 5

6

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.3.5.

Úloha 2.3.14. Vypo£ítejte s p°epo£ítáním mezí
∫ 1

0
2ex

ex+5
dx.

�e²ení: ∫ 1

0

2ex

ex + 5
dx = 2 · ln e+ 5

6

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.3.5.
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Úloha 2.3.15. Vypo£ítejte
∫ π
0
x3 sinx dx.

�e²ení: ∫ π

0

x3 sinx dx = π3 − 6π

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz Úloha 2.3.6.

Úloha 2.3.16. Vypo£ítejte
∫ 2

1
2x dx.

�e²ení: ∫ 2

1

2x dx = 3

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.3.1 v podkapitole De�nice
ur£itého integrálu.

Úloha 2.3.17. Vypo£ítejte
∫ 3

0
(2x3 + 5x− 7) dx.

�e²ení: ∫ 3

0

(2x3 + 5x− 7) dx = 42

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.3.2 v podkapitole V¥ty pro
výpo£et ur£itých integrál·.

Úloha 2.3.18. Vypo£ítejte integrál
∫ 4

−1 f(x) dx, je-li f(x) = 4x
5
+ 14

5
pro x ∈

∈ 〈−1, 1〉 a f(x) = −x2 + 5x pro x ∈ 〈1, 4〉.

�e²ení: ∫ 4

−1
f(x) dx =

663

30
.
= 22, 1

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.3.3 v podkapitole V¥ty pro
výpo£et ur£itých integrál·.

Úloha 2.3.19. Vypo£ítejte
∫ π

2

0
x cosx dx.

�e²ení: ∫ π
2

0

x cosx dx =
π

2
− 1

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.3.4 v podkapitole Metoda
per partes pro ur£itý integrál.

Úloha 2.3.20. Vypo£ítejte
∫ π

2

0
sin2 x cosx dx bez p°epo£ítání mezí.

�e²ení: ∫ π
2

0

sin2 x cosx dx =
1

3

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.3.5 v podkapitole V¥ty pro
výpo£et ur£itých integrál·.
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2.4 Vyuºití integrálního po£tu

2.4.1 Úvod

Na st°edo²kolské úrovni integrální po£et nej£ast¥ji vyuºíváme ve dvou p°ípadech:

• zji²´ujeme obsah rovinného útvaru ohrani£eného k°ivkami

• zji²´ujeme objem rota£ního t¥lesa

K ob¥ma typ·m t¥chto výpo£t· vyuºíváme ur£itý integrál, coº vyplývá z jeho
geometrické interpretace.

V následujících dvou podkapitolách budeme po£ítat zmín¥né obsahy a objemy.
Budeme zde vyuºívat poznatky z p°edchozího studia, zejména grafy funkcí a je-
jich pr·se£íky.

Ve výpo£tech nebudeme uvaºovat jednotky délky £i obsahu, nebo´ pro podstatu
výpo£tu nejsou d·leºité.

2.4.2 Obsah rovinného útvaru

První vyuºití ur£itého integrálu je nasnad¥ � jedná se o obsah útvaru vymezeného
grafy funkcí. Seznámíme se t°emi základními typy p°íklad·, se kerými se p°i
výpo£tech m·ºeme setkat.

Obsah útvaru ohrani£eného grafem funkce a osou x, který se nachází
na daném intervalu na jedné stran¥ od osy x

S tímto typem p°íkladu jste se jiº seznámili v p°edchozích kapitolách o ur£itém
integrálu. Rovinný útvar je zde ohrani£en grafem funkce f(x), osou x a p°ímkami
x = a, x = b. Podívejme se na dva p°ípady, které mohou nastat.

1. Graf funkce ohrani£ující útvar, jehoº obsah chceme ur£it, leºí na daném
intervalu 〈a, b〉 nad nebo na ose x. P°íklad takového útvaru je zobrazen na
následujícím appletu.

Pomocí za²krtávacích tla£ítek m·ºete zobrazit/skrýt graf funkce, jenº daný
útvar ohrani£uje shora, a dále p°ímky x = a, x = b.
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Obrázek 2.30: Applet

Dále si v²imn¥te, ºe výsledný ur£itý integrál je kladný, coº odpovídá p°ed-
stav¥ o obsahu (záporný obsah nedává smysl).

2. Graf funkce ohrani£ující útvar, jehoº obsah chceme ur£it, leºí na daném
intervalu 〈a, b〉 pod osou x. P°íklad takového útvaru je zobrazen na násle-
dujícím appletu.

Pomocí za²krtávacích tla£ítek m·ºete zobrazit/skrýt graf funkce, jenº daný
útvar ohrani£uje zdola, a dále p°ímky x = a, x = b.

Obrázek 2.31: Applet
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Dále si v²imn¥te, ºe ur£itý integrál vy²el v tomto p°ípad¥ záporný. Obsah útvaru
ale musí být kladné £íslo.

Z vý²e uvedeného vyplývá:

Obsah S(U) útvaru U ohrani£eného grafem funkce f(x), osou x a p°ímkami x =
= a, x = b ur£íme jako

S(U) =
∫ b
a
f(x) dx, je-li f(x) ≥ 0 pro v²echna x ∈ 〈a, b〉,

S(U) =
∣∣∣ ∫ ba f(x) dx∣∣∣ = − ∫ ba f(x) dx, je-li f(x) ≤ 0 pro v²echna x ∈ 〈a, b〉.

Obsah útvaru ohrani£eného osou x a grafem funkce, který se nachází
na daném intervalu nad i pod osou x

Podívejte se na graf funkce f(x) = sin x. Pomocí zm¥ny posuvník· si prohlédn¥te,
jak se li²í ur£ité integrály (v modrém ráme£ku), pokud graf probíhá nad osou x
(posuvník a) a pod osou x (posuvník b).

Zejména se pak zam¥°te na posuvník c, který umoº¬uje zobrazit ur£itý integrál
funkce f(x) na celém intervalu 〈0, 2π〉.

Sledujte, jak se m¥ní ur£itý integrál p°i p°echodu grafu funkce z poloroviny
nad osou x do poloroviny pod osou x.

Obrázek 2.32: Applet

Jak je vid¥t z uvedeného appletu, ur£itý integrál na intervalu 〈0, 2π) je roven 0.
Obsah vymezeného útvaru ale roven nule jist¥ není. Z p°edcházejících poznatk·
snadno odvodíme, ºe obsah takovéhoto útvaru vypo£ítám vhodnou kombinací
vý²e uvedených vzorc· pro útvary, které leºí v jedné polorovin¥ nad/pod osou x.
V tomto konkrétním p°ípad¥ tedy bude pro výpo£et obsahu útvaru ohrani£eného
grafem funkce f(x) a osou x platit:

S(U) =

∫ b

a

f(x) dx−
∫ c

b

f(x) dx,
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kde a, b, c jsou hrani£ní body interval·, na kterých leºí útvar v jedné polorovin¥.

P°íklad 2.4.1. Vypo£ítejte obsah útvaru ohrani£eného grafem funkce f : f(x) =
= x2 − 7x+ 10, a dále p°ímkami x = 1, x = 6, y = 0.

�e²ení

Nejd°íve zadaný útvar na£rtneme pro získání p°edstavy o poloze útvaru v·£i ose
x (zadaná rovnici y = 0).

Ná£rtek:

Obrázek 2.33: Ná£rtek k P°íkladu 2.4.1

(Pro ná£rtek paraboly vyuºijeme nulových bod· kvadratické funkce.)

Z ná£rtku je jiº z°ejmé, jakým zp·sobem výpo£et integrálu rozd¥líme a který
integrál bude mít kladné/záporné znaménko:

• Na intervalech 〈1, 2〉 a 〈5, 6〉 leºí útvar nad a na ose x. Ur£ité integrály
s t¥mito mezemi tedy budou mít kladné znaménko.

• Na intervalu 〈2, 5〉 leºí útvar pod nebo na ose x. Ur£itý integrál s t¥mito
mezemi bude mít tedy záporné znaménko.

Dostáváme:

S(U) =

∫ 2

1

(x2 − 7x+ 10) dx−
∫ 5

2

(x2 − 7x+ 10) dx+

∫ 6

5

(x2 − 7x+ 10) dx =

Po£ítáme takto:

=
[x3
3
− 7x2

2
+ 10x

]2
1
−
[x3
3
− 7x2

2
+ 10x

]5
2
+
[x3
3
− 7x2

2
+ 10x

]6
5
=
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=
[(23

3
−7 · 22

2
+10·2

)
−
(13
3
−7 · 12

2
+10·1

)]
−
[(53

3
−7 · 52

2
+10·5

)
−
(23
3
−7 · 22

2
+10·2

)]
+

+
[(63

3
− 7 · 62

2
+ 10 · 6

)
−
(53
3
− 7 · 52

2
+ 10 · 5

)]
=

=
[8
3
−14+20−1

3
+
7

2
−10

]
−
[125

3
−175

2
+50−8

3
+14−20

]
+
[216

3
−252

2
+60−125

3
+
175

2
−50

]
=

=
7

3
− 4 +

7

2
− 117

3
+

175

2
− 44 +

91

3
− 77

2
+ 10 =

= −19

3
+

105

2
− 38 =

49

6
.
= 8, 17

Záv¥r:
S(U)

.
= 8, 17

Poznámka 2.4.1. Výsledek výpo£tu je vhodné zkontrolovat podle ná£rtku, ze
kterého odhadnout výsledný obsah nap°. s vyuºitím £tvercové sít¥.

Obsah útvaru ohrani£eného grafy dvou funkcí

Dal²í typ p°íklad·, se kterými se setkáváme, se li²í od p°edcházejících tím, ºe
zde ne�guruje osa x. Útvar, jehoº obsah hledáme, je ur£en grafy dvou funkcí
a p°ípadn¥ p°ímkami x = a, x = b. P°íklad takového útvaru je zobrazen na
Obrázku 2.34.

Obrázek 2.34: Útvar ohrani£ený grafy dvou funkcí

P°i ur£ení obsahu takového útvaru vyjdeme z toho, co jiº umíme vypo£ítat.
Takové útvary jsou zobrazeny na Obrázku 2.35:
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Obrázek 2.35: Pomocné útvary

Snadnou úvahou nyní odvodíme, ºe obsah p·vodního ²edivého útvaru vypo£ítáme,
kdyº ode£teme obsah zeleného útvaru od obsahu útvaru modrého.
Uvedený záv¥r nyní shrneme do v¥ty.

V¥ta 2.4.1. Nech´ U je útvar ohrani£ený grafy funkcí y = f(x), y = g(x)
a p°ímkami x = a, x = b, p°i£emº f(x) ≥ g(x) pro v²echna x ∈ 〈a, b〉. Ob¥
funkce jsou na daném intervalu spojité a nezáporné. Potom obsah S útvaru U
vypo£ítáme jako

S(U) =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx.

Vý²e uvedená v¥ta byla formulována pro p°ípad, ºe jsou ob¥ funkce na daném
intervalu nezáporné. Pokusme se nyní zamyslet nad tím, zda bude vztah platit
i tehdy, kdyº aspo¬ jedna z funkcí bude nabývat na intervalu také záporných
hodnot.

Pro ilustraci je níºe zobrazen útvar, jehoº jeden hrani£ní graf funkce nabývá
v £ásti daného intervalu 〈a, b〉 také záporných hodnot. Pomocí modrého posuvníku
k lze grafy obou funkcí f(x), g(x) zárove¬ posouvat o stejnou hodnotu �nahoru�
a �dol·� . Co se d¥je s obsahem útvaru?
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Obrázek 2.36: Applet

Posouváním graf· obou funkcí stejným sm¥rem o stejnou konstantu se z°ejm¥
nem¥ní obsah jimi ohrani£eného útvaru.

Pokud pohneme posuvníkem tak, aby jiº ob¥ funkce nabývaly na daném in-
tervalu pouze nezáporných hodnot, p°evedeme tento p°íklad na p°edchozí.

Záv¥r: Vzorec

S(U) =

∫ b

a

[f(x)− g(x)] dx

lze pouºít také pro výpo£et obsahu útvaru, jehoº alespo¬ jedna hrani£ní funkce
nabývá na daném intervalu záporných hodnot.

D·kaz

Uv¥domme si, ºe posunutí posuvníku v appletu znamená p°i£tení konstanty k p°ed-
pisu funkce. K ob¥ma funkcím p°i£ítáme stejnou konstantu. Ozna£me tuto kon-
stantu c. Dále víme, ºe p°i£tením stejné konstanty k ob¥ma funkcím se obsah
útvaru, a tedy i ur£itý integrál, nem¥ní. Platí:

S(U) =

∫ b

a

[(f(x)+c)−(g(x)+c)] dx =

∫ b

a

[f(x)+c−g(x)−c] dx =

∫ b

a

[f(x)−g(x)] dx
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P°íklad 2.4.2. Vypo£ítejte obsah útvaru ohrani£eného grafy funkcí f : y = −x2+
+5x+ 2 a g : y = 7− x.

�e²ení

V zadání nemáme dáno, na jakém intervalu po£ítáme, ani to, zda je na tomto in-
tervalu f(x) ≥ g(x) nebo g(x) ≥ f(x). To ur£íme z ná£rtku a z výpo£tu pr·se£ík·
graf· t¥chto funkcí.

P°ipome¬me, ºe pr·se£íky graf· dvou funkcí získáme takto:

−x2 + 5x+ 2 = 7− x

Odtud:
−x2 + 6x− 5 = 0

Dále °e²íme tuto kvadratickou rovnici (nap°. p°es diskriminant):

D = 36− 4 · (−1) · (−5) = 16√
D = 4

x1,2 = −6±4
−2

x1 = 1
x2 = 5

Dostali jsme dv¥ °e²ení, tedy dv¥ x-ové sou°adnice dvou pr·se£ík·. Nyní pro
oba dopo£ítáme y-ovou sou°adnici.

x1 = 1:

y1 = 7− x1
y1 = 7− 1
y1 = 6

První pr·se£ík má tedy sou°adnice:

P1 = [1; 6]

x2 = 5:

y2 = 7− x2
y2 = 7− 5
y2 = 2

Druhý pr·se£ík má tedy sou°adnice:

P2 = [5; 2]

Ná£rtek situace je uveden na Obrázku 2.37:
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Obrázek 2.37: Ná£rtek

V ná£rtku jsou zvýrazn¥né i hrani£ní p°ímky. Nyní jiº vidíme, ºe integrovat
budeme na intervalu 〈1, 5〉 a ºe na celém tomto intervalu je f(x) ≥ g(x).
Platí:

S(U) =

∫ 5

1

[f(x)−g(x)] dx =

∫ 5

1

(−x2+5x+2−7+x) dx =

∫ 5

1

(−x2+6x−5) dx =

=
[−x3

3
+ 3x2 − 5x

]5
1
=
(−53

3
+ 3 · 52 − 5 · 5

)
−
(−13

3
+ 3 · 12 − 5 · 1

)
=

= −125

3
+ 75− 25 +

1

3
− 3 + 5 = −124

3
+ 52 =

32

3
.
= 10, 7

Záv¥r: Obsah útvaru je p°ibliºn¥ 10, 7.

Obsah útvaru ohrani£eného grafy t°í funkcí

Poslední typ p°íklad· v sob¥ spojuje v²echny dosavadní znalosti o výpo£tech ob-
sah· rovinných útvar·. Poj¤me si ukázat p°íklad takového rovinného útvaru.

Níºe uvedený útvar je shora ohrani£ený grafem funkce f a zdola £áste£n¥ grafem
funkce g a £áste£n¥ grafem funkce h.

V²echny grafy si m·ºete postupn¥ zobrazit za²krtnutím p°íslu²ných polí£ek.
Pokud za²krtnete také polí£ko �hranice c� , zobrazí se p°ímka rozd¥lující daný
útvar na dva útvary. Kaºdý uº ohrani£ují jen dva grafy a hrani£ní p°ímka. Tím
jsme úlohu p°evedli na p°edchozí p°ípad.
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Obsah celého útvaru ur£íme tak, ºe vypo£ítáme obsahy dvou díl£ích útvar· (v ap-
pletu je zobrazíte za²krtnutím polí£ka �rozd¥lení útvaru�) a ty poté se£teme �
vyuºijeme v¥tu o aditivnosti ur£itého integrálu.

Obrázek 2.38: Applet

Jsou dány dva rovinné útvary U1, U2. Za podmínek U1∩U2 = ∅, U = U1∪U2

platí:
S(U) = S(U1) + S(U2),

kde
S(U1) =

∫ c

a

(f(x)− g(x)) dx

S(U2) =

∫ b

c

(f(x)− h(x)) dx

P°ipome¬me, ºe men²encem v rozdílu je vºdy ta funkce, jejíº funk£ní hodnoty
jsou na daném intervalu v¥t²í nebo rovny neº funk£ní hodnoty funkce, která je
men²itelem.

P°íklad 2.4.3. Ur£ete obsah útvaru ohrani£eného grafy funkcí f : y = 5x − 2,
g : y = −x

3
+ 26

3
a h : y = x2− 5x+7, který celý leºí v pravé polorovin¥ od osy y.

�e²ení

V zadání není dáno, na jakém intervalu se útvar nachází. Abychom nalezli hrani£ní
body intervalu, vypo£ítáme pr·se£íky graf· daných funkcí. Poté grafy funkcí
na£rtneme a z ná£rtku odvodíme, na jakých mezích budeme integrovat.
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Výpo£et pr·se£ík·
Pr·se£íky nalezneme tak, ºe poloºíme p°edpisy p°íslu²ných funkcí do rovnosti.
Tím zjistíme x-ovou sou°adnici pr·se£íku. Pro dopo£ítání y-ové sou°adnice sta£í
dosadit vypo£tené x do p°edpisu jedné z funkcí, jejichº pr·se£ík hledáme.

1. f a g:

5x− 2 = −x
3
+ 26

3
/ · 3

15x− 6 = −x+ 26
16x = 32 / : 16
x = 2

Dosadíme za x do p°edpisu funkce f :

y = 5x− 2
y = 5 · 2− 2
y = 8

První pr·se£ík má tedy sou°adnice:

P1 = [2; 8]

2. g a h:

−x
3
+ 26

3
= x2 − 5x+ 7 / · 3

−x+ 26 = 3x2 − 15x+ 21
3x2 − 14x− 5 = 0

D = 196− 4 · 3 · (−5)
D = 256√
D = 16

x2,3 = 14±16
6

x2 = 5
x3 = −1

3

Dostali jsme dv¥ °e²ení. Podle ná£rtku pozd¥ji snadno ur£íme, které je pro
dané zadání hrani£ním bodem. Nyní dopo£ítáme y-ové sou°adnice.

x2 = 5:

y = x2 − 5x+ 7

y = 7

Druhý pr·se£ík má tedy sou°adnice:

P2a = [5; 7]
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x3 = −1
3
:

y = x2 − 5x+ 7

y =
79

9

T°etí pr·se£ík má tedy sou°adnice:

P2b =
[
− 1

3
;
79

9

]
3. f a h:

5x− 2 = x2 − 5x+ 7
x2 − 10x+ 9 = 0

D = 100− 4 · 9
D = 64√
D = 8

x4,5 = 10±8
2

x4 = 9
x5 = 1

Op¥t jsme dostali dv¥ °e²ení. Vypo£ítáme p°íslu²né y-ové sou°adnice a z ná£rtku
ur£íme, které je pro dané zadání hrani£ním bodem.

x4 = 9:

y = 5x− 2

y = 43

�tvrtý pr·se£ík má tedy sou°adnice:

P3a = [9; 43]

x5 = 1:

y = 5x− 2

y = 3

Pátý pr·se£ík má tedy sou°adnice:

P3b = [1; 3]
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Ná£rtek
Ná£rtek je zobrazen v podob¥ appletu. Na za£átku jsou zobrazeny grafy v²ech
t°í funkcí. Z ná£rtku je patrné, ºe tyto grafy ohrani£ují dva útvary. Za²krtnutím
polí£ka �útvar� zobrazíte ten, který leºí celý napravo od osy y, jak bylo uvedeno
v zadání p°íkladu. Jeho obsah tedy budeme po£ítat. Dále v ná£rtku m·ºete zo-
brazit pr·se£íky, které nám ur£ují hrani£ní body útvaru. Jejich x-ové sou°adnice
ur£í rovnice hrani£ních p°ímek. Také ty lze zobrazit pomocí za²krtávacího polí£ka.

P°estoºe je útvar ohrani£en t°emi grafy, jeho obsah snadno vypo£ítáme tak, ºe
úlohu p°evedeme na známý p°ípad útvaru ohrani£eného jen dv¥ma grafy. K tomu
nám dopomáhá hrani£ní p°ímka c.

Obrázek 2.39: Applet

Nyní jiº vidíme, ºe daný útvar rozd¥líme p°ímkou c na dva, jejichº obsahy známým
zp·sobem vypo£ítáme. Pro získání celkového obsahu je poté se£teme. Útvary v ap-
pletu zobrazíte, kdyº za²krtnete polí£ko �rozd¥lení útvaru� .

Pr·se£íky, které nám ur£ují hrani£ní p°ímky, jsou tedy tyto:

P1 = [2; 8]
P2a = [5; 7]
P3b = [1; 3]

Ur£ují hrani£ní p°ímky o rovnicích:
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a : x = 1
b : x = 5
c : x = 2

Po£ítat tedy budeme:

1. Obsah útvaru ohrani£eného grafy funkcí f : y = 5x− 2, h : y = x2− 5x+7
a p°ímkou x = 2, p°i£emº hodnoty mezí jsou a = 1, b = 2.

2. Obsah útvaru ohrani£eného grafy funkcí g : y = −x
3
+ 26

3
, h : y = x2−5x+7

a p°ímkou x = 2, p°i£emº hodnoty mezí jsou a = 2, b = 5.

Integrujeme takto:

1.

S(U1) =

∫ 2

1

[f(x)−h(x)] dx =

∫ 2

1

(5x−2−x2+5x−7) dx =

∫ 2

1

(−x2+10x−9) dx =

=
[
− x3

3
+ 5x2 − 9x

]2
1
=
(
− 23

3
+ 5 · 22 − 9 · 2

)
−
(
− 13

3
+ 5 · 12 − 9 · 1

)
=

= −8

3
+ 20− 18 +

1

3
− 5 + 9 = −7

3
+ 6 =

11

3
.
= 3, 7

S(U1)
.
= 3, 7

2.

S(U2) =

∫ 5

2

[g(x)− h(x)] dx =

∫ 5

2

(−x
3

+
26

3
− x2 + 5x− 7

)
dx =

=
[−x2

6
+
26

3
x−x

3

3
+
5x2

2
−7x

]5
2
=
[−x3

3
+
14x2

6
+
5

3
x
]5
2
=

1

3

[
−x3+7x2+5x

]5
2
=

=
1

3
· [(−53 + 7 · 52 + 5 · 5)− (−23 + 7 · 22 + 5 · 2)] =

=
1

3
· [−125 + 175 + 25 + 8− 28− 10] =

1

3
· 45 = 15

S(U2) = 15
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Platí:

S(U) = S(U1) + S(U2)

S(U) =
11

3
+ 15

S(U)
.
= 18, 7

Záv¥r: Obsah útvaru je p°ibliºn¥ 18, 7.

2.4.3 Objem rota£ního t¥lesa

Rota£ní t¥leso je takové t¥leso, které vznikne rotací rovinného útvaru kolem dané
p°ímky. P°íklady dvou nejznám¥j²ích rota£ních t¥les jsou uvedeny na následujících
appletech.

Rota£ní válec

Podívejte, se jak vzniká plá²´ rota£ního válce. Na následujícím appletu je zo-
brazen graf funkce f(x) = 2, jedná se tedy o rovnob¥ºku s osou x procházející
bodem 2 na ose y. Tuto p°ímku necháme rotovat kolem osy x. Aby nám vznikl
plá²t válce o vý²ce b−a, omezíme se na rotaci pro x ∈ 〈a, b〉, tedy na rotaci úse£ky.

Pomocí posuvníku nebo animace pozorujte vznik plá²t¥ válce. Vlevo od rota£ních
²ipek je znázorn¥n pohled z boku, vpravo pohled zdola.

Obrázek 2.40: Applet � rota£ní válec

Rota£ní kuºel

Na níºe uvedeném appletu je znázorn¥n graf funkce y = x
2
. Také tuto p°ímku

necháme rotovat kolem osy x, p°i£emº se omezíme na rotaci pro x ∈ 〈a, b〉, tedy
na rotaci úse£ky.

Pomocí posuvníku nebo animace pozorujte vznik kuºelové plochy. V levé £ásti
appletu je znázorn¥n pohled z boku, vpravo pohled zdola.
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Obrázek 2.41: Applet � rota£ní kuºel

Odvození vzorce

Nyní odvodíme vzorec pro výpo£et objemu rota£ního t¥lesa. Pro vysv¥tlení prin-
cipu pouºijeme následující obrázek d¥tské hra£ky � n¥kolik krouºk· (vlastn¥
vále£k·) na sob¥. Jist¥ jste se s takovou hra£kou setkali. Má pevnou kruhovou
podstavu, jejímº st°edem prochází ty£ka, na kterou se krouºky navlékají.

Obrázek 2.42: D¥tský kuºel

P°edstavme si, ºe pevná kruhová podstava hra£ky odpovídá podstav¥ kuºele
a ty£ka jeho ose. V pravé £ásti obrázku je tato úvaha nazna£ená.

Jak bychom spo£ítali objem celé hra£ky? Se£etli bychom objem jednotlivých
krouºk· a p°i£etli objem ty£ky.

Tato p°edstava nám pom·ºe p°i odvození vzorce pro výpo£et objemu ro-
ta£ního t¥lesa. Kaºdé rota£ní t¥leso lze rozd¥lit na krouºky, tak tenké, ºe jsou to
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vlastn¥ kruhy (zanedbáváme vý²ku vále£k· v d¥tské h°e). Vyuºijeme tedy známý
vztah pro obsah kruhu s polom¥rem r:

S = πr2

Zbývá ur£it polom¥r jednotlivých kruh·. Ten se m¥ní v závislosti na k°ivce, která
rotuje kolem osy x. Podívejte se na následující obrázek obrysu kuºele. Z obrázku je
z°ejmé, ºe polom¥r r kruhu se st°edem v bod¥ x je f(x). Hodnoty f(x) odvodíme
ze sou£tové de�nice ur£itého integrálu.

Obrázek 2.43: Kuºel

Dosaºené poznatky m·ºeme shrnout takto:

Objem V rota£ního t¥lesa, jehoº plá²´ vznikne rotací k°ivky f na intervalu 〈a, b〉
kolem osy x, vypo£ítáme podle vzorce

V = π

∫ b

a

f 2(x) dx.

P°íklad 2.4.4. S vyuºitím integrálního po£tu vypo£ítejte objem koule s polom¥rem
r = 3 cm.

�e²ení

Plá²´ koule vznikne nap°íklad rotací polokruºnice s polom¥rem r = 3 cm
kolem osy x, jak ukazuje níºe uvedený applet po spu²t¥ní animace.
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Obrázek 2.44: Applet � koule

Nyní musíme ur£it p°edpis rotující k°ivky. Polokruºnici umístíme na kruºnici se
st°edem v bod¥ [0, 0] a polom¥rem r = 3 cm:

x2 + y2 = 9

Analytické vyjád°ení p·lkruºnice vyjád°íme p°edpisem nap°íklad takto:

y =
√
9− x2

Integrovat tedy budeme funkci f : y =
√
9− x2 na intervalu 〈−3, 3〉.

V = π

∫ 3

−3
(
√
9− x2)2 dx = π

∫ 3

−3
(9− x2) dx = π

[
9x− x3

3

]3
−3

=

= π
[(

9 · 3− 33

3

)
−
(
9 · (−3)− (−3)3

3

)]
= π

(
27− 27

3
+ 27− 27

3

)
=

= π
(
54− 54

3

)
= π(54− 18) = 36π

Záv¥r: Objem koule o polom¥ru 3 cm je 36 π.

Poznámka 2.4.2. Díky známým vzorc·m pro objemy t¥les lze provést snadnou
kontrolu správnosti výpo£tu.
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Platí:
Vkoule =

4

3
πr3

Po dosazení dostaneme:

V =
4

3
π · 33

V =
4

3
· π · 27

V = 36π

2.4.4 Úlohy

Tato kapitola obsahuje °e²ené úlohy na výpo£ty objem· rota£ních t¥les a obsah·
rovinných útvar· ohrani£ených grafy funkcí nebo p°ímkami. Pro °e²ení úloh to-
hoto typu jsou £asto nezbytné poznatky o funkcích a jejich p°edpisech a dále
znalosti z analytické geometrie.

Úloha 2.4.1. Odvo¤te vzorec pro objem V koule s polom¥rem r.

• Kouli v tomto p°ípad¥ chápeme jako rota£ní t¥leso, které vznikne rotací
polokruhu se st°edem v po£átku os sou°adnic kolem osy x. St¥ºejní je
nalezení p°edpisu rotující k°ivky. Vyjdeme z analytického vyjád°ení kruºnice
se st°edem v po£átku a polom¥rem r, z n¥hoº vyjád°íme y. Zvlá²tní po-
zornost zaslouºí poslední krok úpravy, kdy odmoc¬ujeme.

x2 + y2 = r2

y2 = r2 − x2
|y| =

√
r2 − x2

y = ±
√
r2 − x2

Pomocí za²krtávacího tla£ítka zobrazte £i skryjte ob¥ moºnosti p°edpisu
funkce získané po odmocn¥ní vý²e. Pro p°ehlednost jsou k°ivky barevn¥
odli²eny. Pro rotaci nám sta£í jen jedna z k°ivek.

V appletu je dále zobrazen posuvník pro polom¥r r. Zm¥nou posuvníku se
polom¥r polokruºnic zv¥t²uje/zmen²uje, p°edpis se p°íslu²n¥ m¥ní.
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Obrázek 2.45: Applet � polokruºnice

• Zvolený p°edpis funkce dosadíme do vzorce pro objem rota£ního t¥lesa.
Meze op¥t odvodíme z appletu. Z°ejm¥ integrujeme od −r do r.

V = π

∫ b

a

f 2(x) dx

V = π

∫ r

−r

(√
r2 − x2

)2
dx =

• Umocníme a integrál vypo£ítáme s vyuºitím tabulky vzorc·. Nezapomene-
me na meze. Integra£ní konstantu nep°ipisujeme.

= π

∫ r

−r
(r2 − x2) dx = π

[
r2x− x3

3

]r
−r

=

• Do kaºdého výrazu dosadíme nejprve horní mez, poté mez dolní. Zvlá²tní
pozornost v¥nujte znaménk·m p°ed jednotlivými £íselnými výrazy.

= π
(
r2 · r − r3

3
− r2 · (−r) + −r

3

3

)
=

• Dále jen upravujeme výraz v závorce.

= π
(
r3 − r3

3
+ r3 − r3

3

)
= π

(
2r3 − 2r3

3

)
= π

6r3 − 2r3

3
=

4

3
πr3

• Záv¥r:
V =

4

3
πr3
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Úloha 2.4.2. Vypo£ítejte obsah S rovinného útvaru omezeného k°ivkami, které
mají rovnice xy = 5, x+ y − 6 = 0.

• K°ivky nejsou zadané ve tvaru, který vyuºíváme p°i integraci. Vyjád°íme ze
zadaných rovnic neznámou y, £ímº vlastn¥ dostaneme p°edpis funkce.

xy = 5

y =
5

x

f(x) : y =
5

x

x+ y − 6 = 0

y = −x+ 6

g(x) : y = −x+ 6

• Dále v zadání nemáme dané, na jakém intervalu po£ítáme, ani to, zda je
na tomto intervalu f(x) ≥ g(x) nebo g(x) ≥ f(x). Toto ur£íme z ná£rtku
a z výpo£tu pr·se£ík· graf· t¥chto funkcí.

• Pr·se£íky:

− x+ 6 =
5

x
−x2 + 6x− 5 = 0

D = 36− 4 · (−1) · (−5)
D = 16√
D = 4

x1,2 =
−6± 4

−2
x1 = 1

x2 = 5

• Dostali jsme dv¥ °e²ení, tedy dv¥ x-ové sou°adnice dvou pr·se£ík·. Nyní
pro oba dopo£ítáme y-ovou sou°adnici.

• x1 = 1:

y1 = −x1 + 6
y1 = 5

První pr·se£ík má tedy sou°adnice:

P1 = [1; 5]
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• x2 = 5:

y2 = −x2 + 6
y2 = 1

Druhý pr·se£ík má tedy sou°adnice:

P2 = [5; 1]

• Nyní jiº snadno vytvo°íme ná£rtek. Známe body, kde se grafy funkcí protí-
nají, a víme, ºe jde o graf hyperboly (f(x)) a p°ímky (g(x)).

Obrázek 2.46: Ná£rtek k Úloze 2.4.2

•

• Do ná£rtku si m·ºeme zvýraznit i hrani£ní p°ímky. Poté jiº jasn¥ vidíme,
ºe integrovat budeme na intervalu 〈1, 5〉 a ºe na celém tomto intervalu je
g(x) ≥ f(x).

Integrujeme takto:

S(U) =

∫ 5

1

[g(x)− f(x)] dx =

∫ 5

1

(−x+ 6− 5

x
) dx =

=
[−x2

2
+ 6x− 5 ln |x|

]5
1
=
(−52

2
+ 6 · 5− 5 ln 5

)
−
(−12

2
+ 6 · 1− 5 ln 1

)
=
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= −25

2
+ 30− 5 ln 5 +

1

2
− 6 = −24

2
+ 24− 5 ln 5 = 12− 5 ln 5

.
= 3, 95

• Záv¥r: Obsah útvaru je 12− 5 ln 5 (p°ibliºn¥ 3, 95).

Úloha 2.4.3. Vypo£ítejte
∫ 4

1
f(x) dx, je-li f(x) = x2

2
− x + 1

2
pro x ∈ 〈1, 3〉

a f(x) = 4
x−1 pro x ∈ 〈3, 6〉.

• P°ed za£átkem výpo£tu si rozmyslíme, co vlastn¥ po£ítáme. Pro tyto ú£ely
je vhodné vytvo°it ná£rtek, zde ve form¥ appletu.

Obrázek 2.47: Applet

• Nyní jiº vidíme, ºe se£teme-li ur£ité integrály na daných intervalech, získáme
obsah útvaru ohrani£eného grafy funkcí f(x) a p°ímkami x = 1 a x = 6.
Vyuºijeme zde v¥tu o sou£tu ur£itých integrál·.

Po£ítáme: ∫ 3

1

(x2
2
− x+ 1

2

)
dx+

∫ 6

3

4

x− 1
dx =

• Nejprve si vypo£ítáme samostatn¥
∫ 6

3
4

x−1 dx.

• Vyuºijeme substitu£ní metodu:∫ 6

3

4

x− 1
dx =
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t = x− 1 t1 = 3− 1 = 2
dt = 1 dx t2 = 6− 1 = 5

•
=

∫ 5

2

4

t
dt = 4

∫ 5

2

1

t
dt =

•
= 4 ·

[
ln |t|

]5
2
= 4 · (ln 5− ln 2) = 4 · ln 5

2

• Dále vypo£ítáme ur£itý integrál na intervalu 〈1, 3〉:∫ 3

1

(x2
2
− x+ 1

2

)
dx =

[x3
6
− x2

2
+

1

2
x
]3
1
dx =

•
=
(33
6
− 32

2
+

3

2

)
−
(13
6
− 12

2
+

1

2

)
=

•
=

27

6
− 9

2
+

3

2
− 1

6
+

1

2
− 1

2
=

•
=

26

6
− 6

2
=

26− 18

6
=

8

6
=

4

3

• Vypo£ítali jsme zvlá²´ oba ur£ité integrály. Podle zadání a ná£rtku je pro
kone£ný výsledek sta£í se£íst. P°irozený logaritmus nebudeme pro p°ehled-
nost vy£íslovat.

∫ 3

1

(x2
2
− x+ 1

2

)
dx+

∫ 6

3

4

x− 1
dx =

4

3
+ 4 ln

5

2

Úloha 2.4.4. Vypo£ítejte obsah útvaru ohrani£eného grafem funkce: f : y =
= x2 − 7x+ 10 a p°ímkami x = 1, x = 6, y = 0.

�e²ení
S(U)

.
= 8, 17

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.4.1 v podkapitole Obsah
útvaru ohrani£eného osou x a grafem funkce, který se nachází na daném intervalu
nad i pod osou x.

Úloha 2.4.5. Vypo£ítejte obsah útvaru ohrani£eného grafy funkcí f : y = −x2+
+5x+ 2 a g : y = 7− x.

�e²ení
S(U)

.
= 10, 7

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.4.2 v podkapitole Obsah
útvaru ohrani£eného grafy dvou funkcí.
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Úloha 2.4.6. Ur£ete obsah útvaru ohrani£eného grafy funkcí f : y = 5x − 2,
g : y = −x

3
+ 26

3
a h : y = x2− 5x+7, který celý leºí v pravé polorovin¥ od osy y.

�e²ení
S(U)

.
= 18, 7

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.4.3 v podkapitole Obsah
útvaru ohrani£eného grafy t°í funkcí.

Úloha 2.4.7. S vyuºitím integrálního po£tu vypo£ítejte objem koule s polom¥rem
r = 3 cm.

�e²ení
V = 36π

Podrobné °e²ení se slovním komentá°em viz P°íklad 2.4.4 v podkapitole Objem
rota£ního t¥lesa.

2.5 N¥co navíc � objem t¥les

2.5.1 Motivace

V kapitole 2.4 Vyuºití integrálního po£tu jsme se setkali s výpo£tem objem· n¥-
kterých t¥les. Odvodili jsme si zde vztah pro výpo£et objemu rota£ního t¥lesa.

Z historického úvodu víme, ºe diferenciální po£et je pom¥rn¥ novodobou záleºi-
tostí, jeho po£átky pocházejí ze 17. století. Pot°eba po£ítat objemy t¥les se
ale objevovala uº v nejstar²ích dochovaných matematických textech, nap°. ze
starov¥kého Egypta £i Mezopotámie. Praktickým p°ípadem vyuºití znalosti ob-
jem· t¥les je výpo£et objemu sýpky pro ukládání obilí, která mohla mít r·zné
tvary.

Je tedy z°ejmé, ºe se objemy t¥les d°íve po£ítaly i bez znalosti integrálního
po£tu. N¥které takové postupy odvození vztah· pro objemy známých t¥les si
ukáºeme v následujících podkapitolách.
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P°ehled vzorc· pro výpo£et objem· známých t¥les

Pro úplnost uvádíme dále p°ehled objem· známých t¥les. Tento p°ehled je moºné
si stáhnout ve formátu .pdf.

Hranol V = Sp · v

Kvádr V = abc

Krychle V = a3

Jehlan V = 1
3
Sp · v

Koule V = 4
3
πr3

Kulová úse£ V = πv2
(

3r−v
3

)

Válec V = πr2v = πd2

4
v
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2.5.2 P°eskupování t¥les

Základní metoda, která nám pom·ºe odvodit nap°íklad objem jehlanu, je zaloºena
na rozd¥lení p·vodních t¥les. Budeme zde vycházet ze znalosti vztah· pro objem
krychle V = a3 a kvádru V = abc. Odvodíme si zde tvrzení, ºe

Tvrzení 2.5.1. Objem jehlanu je roven jedné t°etin¥ objemu hranolu se stejnou
podstavou a vý²kou,

nebo-li

objem jehlanu je roven jedné t°etin¥ sou£inu obsahu jeho podstavy a vý²ky.

Objem jehlanu je roven jedné t°etin¥ objemu hranolu se stejnou pod-
stavou a vý²kou

V d·kazu se omezíme na takové £ty°boké jehlany, jejichº dv¥ hrany jsou na sebe
kolmé. Na t¥chto t¥lesech lze vztah p¥kn¥ demonstrovat. M·ºeme si snadno p°ed-
stavit, ºe krychli lze rozd¥lit na t°i takové shodné £ty°boké jehlany:

Obrázek 2.48: Rozd¥lení krychle

O n¥co sloºit¥j²í situace je v p°ípad¥ kvádru. Ten nelze rozloºit na t°i shodné
£ty°boké jehlany, ale lze jej rozd¥lit na t°i £ty°boké jehlany (jejichº práv¥ dv¥
hrany jsou na sebe kolmé) se stejným objemem. A to tak, ºe délkami hran pod-
stavy a vý²ky jsou vºdy £ísla a, b, c.

Obrázek 2.49: Rozd¥lení kvádru
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Objem jehlanu je roven jedné t°etin¥ sou£inu obsahu podstavy a vý²ky

Objem jehlanu se pomocí krychle dá ukázat je²t¥ dal²ím zp·sobem. Krychle je
totiº sloºená práv¥ ze ²esti shodných jehlan·; podstavou kaºdého jehlanu je jedna
st¥na krychle, v²echny jehlany pak mají spole£ný hlavní vrchol, a to ve st°edu
krychle:

Obrázek 2.50: Jiné rozd¥lení krychle

Víme, ºe pro objem Vk krychle o stran¥ a platí Vk = a3. Krychle je vypln¥na
²esti shodnými nep°ekrývajícími se jehlany, objem Vj kaºdého je tak

Vj =
Vk
6

=
a3

6
,

coº odpovídá objemu jehlanu se £tvercovou podstavou (strana a, obsah S = a2)
a vý²kou v = a

2
:

Vj =
a3

6
=

1

3
· a2 · a

2
=

1

3
Sp · v

2.5.3 Cavalieriho princip

P°i odvozování vztah· pro objemy n¥kterých t¥les lze také vyuºít takzvaný Ca-
valieriho princip.

V¥ta 2.5.1. Cavalieriho princip °íká, ºe t¥lesa se stejn¥ velkými podstavami
(tj. podstavami, které mají stejný obsah) a vý²kami mají stejný objem, pokud
°ezy rovnob¥ºné s podstavami vedené ve stejné vzdálenosti od podstav mají stejné
obsahy.

Jinak °e£eno, vezmeme dv¥ t¥lesa, která mají stejný obsah podstavy a stejnou
vý²ku. Provedeme °ez t¥mito t¥lesy rovinou vedenou v libovolné vý²ce rovnob¥ºn¥
s podstavou a zjistíme obsah vzniklých °ez·. Jestliºe se obsahy shodují pro °ez
vedený v libovolné vý²ce, t¥lesa mají stejný objem.
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Objem kuºele

V podkapitole 2.5.2 P°eskupování t¥les jsme ze vztahu pro objem kvádru odvodili
vztah pro objem jehlanu. Tentokrát pro nás bude výchozím t¥lesem práv¥ jehlan,
z jehoº objemu odvodíme vztah pro objem kuºele.

Abychom co nejlépe ilustrovali Cavalieriho princip, budeme uvaºovat kuºel
s polom¥rem podstavy R a vý²kou h a pravidelný £ty°boký jehlan se stejnou vý²k-
ou a £tvercovou podstavou o stran¥ a =

√
π ·R. Díky takto zvoleným rozm¥r·m

jsou obsahy podstav obou t¥les stejné. Tato t¥lesa jsou uvedena na níºe uvedeném
appletu.

Spus´te animaci nebo pohybujte modrým posuvníkem. Vidíte °ez kuºelem
a jehlanem vedený rovnob¥ºn¥ s podstavou vºdy ve shodné vý²ce. Cavalieriho
princip °íká, ºe pokud budou obsahy vyzna£ených rovinných útvar· vºdy stejné
(bez ohledu na vý²ku, ve které je veden °ez), mají ob¥ t¥lesa stejný objem.

Obrázek 2.51: Applet � Cavalieriho princip � jehlan a kuºel

Výpo£et

Ukaºme si nyní pomocí výpo£tu, ºe obsahy °ez· vedených v libovolné vý²ce, jsou
skute£n¥ vºdy shodné. P°i vysv¥tlení budeme pouºívat následující obrázek. 1

Nejprve vypo£ítáme obsah podstav obou t¥les. Uv¥domme si, ºe kuºel má
podstavu tvaru kruhu, jehlan tvaru £tverce.

• Kuºel
Obsah kruhu o polom¥ru R je S = πR2.

• Jehlan
Obsah £tverce o stran¥ a =

√
π ·R je S = (

√
π ·R)2 = πR2.

Ob¥ t¥lesa mají tedy stejný obsah podstav.

1Obrázek byl vytvo°en z appletu na Obrázku 2.51, který je v tiskové verzi ve form¥ obrázku.

Pro dal²í výpo£et budeme vycházet z tohoto obrázku.
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Podívejme se nyní na °ez ob¥ma t¥lesy rovinou rovnob¥ºnou s rovinami pod-
stav, vedený ve stejné (libovolné) vý²ce v. Tato rovina protne kuºel v kruhu
a jehlan ve £tverci. Podle Cavalieriho principu pot°ebujeme znát obsahy t¥chto
°ez·. Pro jejich ur£ení nám sta£í znát jen vzdálenost st°edu °ezu od �okraje� t¥le-
sa (na obrázku bod Z2). V p°ípad¥ kruhu tak získáme polom¥r, v p°ípad¥ £tverce
polovinu strany a.

• Kuºel

Obrázek 2.52: �ez kuºelem

• Jehlan

Obrázek 2.53: �ez jehlanem
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Jak je patrné z vý²e uvedených obrázk·, vyzna£ený modrý a oranºový trojú-
helník jsou podobné podle v¥ty uu s koe�cientem podobnosti k, p°i£emº k ∈ (0, 1).
Vzdálenost st°edu °ezu S2 od bodu Z2 je tedy rovna k-násobku vzdálenosti S1

od Z1, a to v p°ípad¥ jehlanu i kuºelu. Tedy si budou rovny i obsahy °ez· t¥chto
t¥les v libovolné vý²ce, £ímº je spln¥na podmínka Cavalieriho principu. Získáváme
tedy vztah pro objem kuºele:

Vk =
1

3
πr2h =

1

3
Sp · h

Objem koule

Také vztah pro objem koule odvodíme p°es Cavalieriho princip. Ukáºeme si plat-
nost následujícího tvrzení.

Tvrzení 2.5.2. Objem koule o polom¥ru R je roven objemu válce o pr·m¥ru
podstavy R, vý²ce 2R, od n¥hoº ode£teme objem dvou kuºel· o vý²ce R a polom¥ru
podstavy R.

Na níºe uvedeném obrázku je tvrzení pro lep²í p°ehlednost znázorn¥no pouze
s vyuºitím plá²´· t¥les.

Obrázek 2.54: Ilustrace Tvrzení 2.5.2

Na následujícím obrázku jsou znázorn¥na t°i t¥lesa o stejné vý²ce 2R - válec,
koule a �dvojkuºel� . Dále je zde gra�cky nazna£eno úvodní tvrzení �objem válce
je roven sou£tu objemu koule a objemu dvou kuºel·� .
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Obrázek 2.55: Válec, koule, �dvojkuºel�

Podívejme se op¥t, jak vypadá °ez t¥mito t¥lesy vedený rovnob¥ºn¥ s pod-
stavami (resp. pr·m¥rem) ve stejné vý²ce v od st°edu t¥les. Podle Cavalieriho
principu: Pokud bude mít °ez válcem stejný obsah jako je sou£et obsah· °ez·
koule a dvojkuºele, pak bude objem válce roven sou£tu objem· koule a dvojkuºele
(pro kaºdý °ez vedený ve stejné libovolné vý²ce v).

• Válec
�ez válcem je z°ejm¥ kruh o polom¥ru R (v kaºdé vý²ce v °ezu), tedy obsah
tohoto °ezu je:

Sv = πR2

• Koule
�ezem koule bude jist¥ také kruh, ov²em s jeho polom¥rem rk je to obtíºn¥j²í.

Obrázek 2.56: Polom¥r °ezu koule

Podle Pythagorovy v¥ty platí:

R2 = v2 + r2k
r2k = R2 − v2
rk =

√
R2 − v2

Rozmyslete si: P°i poslední úprav¥ rovnice bychomm¥li uvaºovat více moºných
výsledk· � kladný, záporný a nulu. Záporný polom¥r ov²em nemá smysl,
proto bereme v potaz jen jedno °e²ení.

Polom¥r kruhu rk je tedy závislý na vý²ce v, ve které vedeme °ez, a je roven
rk =

√
R2 − v2. Obsah Sk °ezu bude tedy:

Sk = π · (
√
R2 − v2)2 = π · (R2 − v2)
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• Dvojkuºel
Dále pot°ebujeme zjistit, jak vypadá °ez kuºelem. Tím bude op¥t kruh, ten-
tokrát s polom¥rem rovným vý²ce v.

Rozmyslete si : Strana kuºele svírá s jeho podstavou úhel o velikosti 45◦, °ez
je provád¥n kolmo k ose vedoucí t¥lesem. Zbývající úhel pravoúhlého troj-
úhelníku tedy musí mít velikost 45◦ (sou£et úhl· v trojúhelníku je 180◦),
trojúhelník je tedy rovnoramenný.

Tedy dostáváme
Sd = πv2.

Porovnejme nyní obsah °ezu válce se sou£tem obsah· °ez· koule a dvojkuºele:

Sv = πR2

Sk = π(R2 − v2)
Sd = πv2

Sk + Sd = π(R2 − v2) + πv2

Sk + Sd = π((R2 − v2) + v2)

Sk + Sd = πR2

Sk + Sd = Sv

P°ipome¬me nyní, ºe se snaºíme odvodit objem koule p°es Cavalieriho princip,
p°i£emº dáváme do �rovnosti� objem válec na jedné stran¥, objemy koule a dvoj-
kuºele na stran¥ druhé.

V libovolné vý²ce v je tedy obsah °ezu válcem roven sou£tu obsah· °ez· koulí
a dvojkuºelem. Je tedy spln¥na podmínka Cavalieriho principu a platí, ºe objem
válce je roven sou£tu objemu koule a objemu dvojkuºele (dané vý²ky a polom¥ru).

Známe-li vztah pro objem válce o polom¥ru r a vý²ce v

Vv = πr2v

a objem kuºele o polom¥ru r a vý²ce v:

V =
1

3
πr2v,

snadno dosadíme za polom¥r R a za vý²ku 2R a dopo£ítáme zbývající vztah
pro objem koule. Nezapome¬te, ºe jsme uvaºovali �dvojkuºel� , vztah pro objem
kuºele tedy musíme zapo£ítat dvakrát (vý²ka kaºdého kuºele je R). Platí:
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V (válec) = V (koule) + V (dvojkuºel)
πR2 · 2R = V (koule) + 2 · 1

3
πR2 ·R

2πR3 = V (koule) + 2
3
πR3

V (koule) = 2πR3 − 2
3
πR3

V (koule) = 4
3
πR3
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2.6 Za²krtávací test

Za²krtávací test je klasický test s výb¥rem odpov¥dí. Kaºdý test obsahuje dev¥t
otázek poskládaných ze t°ech tematických celk· (z kaºdého tematického celku 3
otázky):

• Otázky zam¥°ené na teoretickou £ást výkladu.

• Otázky zam¥°ené na základní výpo£ty integrál· a pouºití výpo£etních metod.

• Dal²í typové p°íklady, které se objevují v n¥kterých sbírkách (viz Literatu-
ra).

U kaºdé z otázek za²krtáváte práv¥ jednu odpov¥¤, kterou povaºujete za správ-
nou. Po ukon£ení testu klikn¥te na tla£ítko Vyhodnotit.
Krom¥ bodového zisku a známky naleznete na stránce odpov¥dí také vysv¥tlení
principu °e²ení jednotlivých otázek.

Obrázek 2.57: Za²krtávací test, ²patná odpov¥¤

Obrázek 2.58: Za²krtávací test, správná odpov¥¤

Generovat nový za²krtávací test.
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2.6.1 Vzorový test

Webová aplikace generuje vºdy nový test obsahující dev¥t otázek, databáze jich
obsahuje celkem padesát.

1. Z uvedených funkcí sinx, ex, lnx, tg x dokáºeme integrovat podle tabulky
vzorc·:

• v²echny

• jen sinx a tg x

• jen ex a lnx

• jen sinx a ex (správná)

�e²ení: viz Tabulka 2.1 � Tabulka výpo£etních vzorc·.

2. Metodu per partes obecn¥ není vhodné pouºít, integrujeme-li:

• sou£in

• podíl

• sou£et (správná)

• jedinou funkci

�e²ení: viz podkapitola 2.2.4 Metoda per partes.

3. Primitivní funkcí k funkci f :

• je taková funkce F , pro kterou platí:
∫
F (x) dx = f(x) + c

• je taková funkce F , pro kterou platí: F ′(x) = f(x) (správná)

• je taková funkce F , pro kterou platí: f ′(x) = F (x)

• je taková funkce F , pro kterou platí:
∫
F (x) dx = f(x)

�e²ení: viz podkapitola 2.2.2 Primitivní funkce.

4. Výsledek ur£itého integrálu
∫ 2

−2(x
2 + 3) dx je:

• 0

• 26
3

• 12

• 52
3
(správná)

Postup:∫ 2

−2
(x2 + 3) dx =

[x3
3

+ 3x
]2
−2

=
[23
3

+ 3 · 2
]
−
[(−2)3

3
+ 3 · (−2)

]
=

=
8

3
+ 6 +

8

3
+ 6 =

52

3
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5. Integrál
∫

cosx
sin2 x

dx je vhodné °e²it:

• vytknutím cosx p°ed integrál

• substitucí za sinx (správná)

• substitucí za cosx

• vyuºitím goniometrických vzorc· sin2 x = 1− cos2 x

Postup: ∫
cosx

sin2 x
dx = . . . |t = sinx| . . . =

∫
1

t2
dt = −1

t

t = sinx→
∫

cosx

sin2 x
dx = − 1

sinx

6. Integrál
∫
x2 sinx dx je vhodné °e²it:

• substitu£ní metodou, t = x2

• metodou per partes, kde x2 derivujeme, sinx integrujeme (správná)

• metodou per partes, kde x2 integrujeme, sinx derivujeme

• substitu£ní metodou, t = sinx

Postup:∫
x2 sinx dx = −x2 cosx+2

∫
x cosx dx = −x2 cosx+2x sinx−2

∫
sinx dx =

−x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx+ c

7. Ur£ete hodnotu parametru p ∈ R tak, aby pro funkci h(x) = x3 + p platilo∫ 2

0
h(x) dx = 10:

• 12
4
(správná)

• 5

• 12

• 5
3

Postup:∫ 2

0

(x3+p) dx =
[x4
4
+px

]2
0
=
[24
4
+2p

]
−
[04
4
+0 ·p

]
=

16

4
+2p−0 = 4+2p

4 + 2p = 10→ p = 3 =
12

4
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8. Z následujících funkcí F1(x) =
cos2 x

5
, F2(x) =

− cos 2x
2

, F3(x) = 4+sin2 x, F4(x) =
= −cotg2x·sin2 x+13 vyberte ty, které jsou primitivními funkcemi ke STEJ-
NÉ funkci:

• F1, F2 (správná)

• F2, F3, F4

• F3, F4

• F1, F3, F4

9. Ur£ete hodnoty parametr· u, v ∈ R tak, aby pro funkci f(x) = ux2 + v

platilo
∫ 3

0
f(x) dx = 63 a zárove¬

∫ 2

1
f(x) dx = 17:

• u = 3, v = 6

• u = 6, v = 3 (správná)

• u = 12, v = 9

• u = 9, v = 12

2.7 Test � Postupný výpo£et

Tento test simuluje reálný výpo£et sloºit¥j²ích p°íklad·. Výb¥rem z nabízených
odpov¥dí ur£ujete následující krok výpo£tu. Pokud Vámi zvolená metoda není
v danou chvíli vhodná, zobrazí se Vám vysv¥tlení, pro£ tomu tak je. Následn¥ jste
vyzváni k jiné volb¥. Ve chvíli vhodn¥ zvoleného postupu se p°esouváte na dal²í
krok výpo£tu. Kaºdou dal²í volbu i p°echod na dal²í krok výpo£tu potvrzujete
kliknutím na tla£ítko �Pokra£ovat� . Tímto zp·sobem vy°e²íte celý p°íklad.

Poznámka 2.7.1. Zadání byla inspirována p°íklady z nej£ast¥ji vyuºívaných sbírek
na st°edních ²kolách a gymnáziích.
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2.7.1 Práce s testem

�patná odpov¥¤

Obrázek 2.59: �patná odpov¥¤

Správná odpov¥¤

Obrázek 2.60: Správná odpov¥¤
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Spus´te náhodný p°íklad nebo vyberte ze seznamu:

Generovat náhodn¥ postupný test.

P°ejít na p°íklad 1:
∫
x · sinx dx P°ejít na p°íklad 10:

∫
sin 2x
3 sinx

dx

P°ejít na p°íklad 2:
∫
sin2(3x+ 1) dx P°ejít na p°íklad 11:

∫
sin2 3x dx

P°ejít na p°íklad 3:
∫

sin2 x
1−cosx dx P°ejít na p°íklad 12:

∫
cos2 x

5
dx

P°ejít na p°íklad 4: P°ejít na p°íklad 13:

∫
x2−6x+7
x−3 dx

∫
(5 cos−2 x+ 2 sin−2 x) dx

P°ejít na p°íklad 5: P°ejít na p°íklad 14:

∫
2x ·
√
4x2 − 3 dx

∫
(2tg2x− 2

cos2 x
) dx

P°ejít na p°íklad 6:
∫

sinx
5−3 cosx dx P°ejít na p°íklad 15:

∫
cos 2x

sinx+cosx
dx

P°ejít na p°íklad 7:
∫
6x · (x2 − 4)5 dx P°ejít na p°íklad 16:

∫
2x3

1−x4 dx

P°ejít na p°íklad 8:
∫
4x2ex dx P°ejít na p°íklad 17:

∫ √
x3+8√
x+2

dx

P°ejít na p°íklad 9:
∫

sin 2x
sin2 x

dx P°ejít na p°íklad 18:
∫
(x− 4)5 dx
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2.7.2 Vzorový test

Pro ilustraci tohoto testu byl vybrán p°íklad 15. Pro kaºdý dal²í krok výpo£tu
jsou uvedeny v²echny t°i, resp. £ty°i, moºnosti, které mohl uºivatel za²krtnout.

1. Ur£ete následující krok výpo£tu integrálu∫
cos 2x

sinx+ cosx
dx

a. pouºití goniometrického vzorce cos 2x = cos2 x − sin2 x, úprava výrazu
(správná)

b. substituce t = 2x

c. metoda per partes, kde cos 2x integrujeme, 1
sinx+cosx

derivujeme

d. substituce t = sinx

Odpov¥di:

ad a. Aplikací vý²e uvedeného vzorce získáme
∫

cos 2x
sinx+cosx

dx =
∫

cos2 x−sin2 x
sinx+cosx

dx,
coº lze dále upravit na

∫ (cosx−sinx)(cosx+sinx)
sinx+cosx

dx a po vykrácení získáme∫
(cosx− sinx) dx. Pokra£ujte na dal²í krok výpo£tu.

ad b. P°i pouºití substitu£ní metody pro vý²e zvolenou substituci dostaneme
výraz, ve kterém se nachází prom¥nná x i prom¥nná t. Tato metoda
tak není vhodná. Zvolte jinou moºnost.

ad c. Podílový tvar lze triviální úpravou p°evést na sou£inový, pouºití per
partes se v sou£inu nabízí. Metoda per partes je ov²em vhodná tehdy,
kdy dochází ke zjednodu²ování jednoho z £initel·, coº se v p°ípad¥
dvou goniometrických funkcí nestane. Zvolte jinou moºnost.

ad d. P°i pouºití substitu£ní metody pro vý²e zvolenou substituci dostaneme
výraz, ve kterém se nachází prom¥nná x i prom¥nná t. Tato metoda
tak není vhodná. Zvolte jinou moºnost.
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2. Ur£ete následující krok výpo£tu integrálu∫
cos 2x

sinx+ cosx
dx =

∫
cos2 x− sin2 x

sinx+ cosx
dx =

=

∫
(cosx− sinx)(cosx+ sinx)

sinx+ cosx
dx =

∫
(cosx− sinx) dx :

a. substituce t = cosx

b. substituce t = sinx

c. pouºití v¥ty o integraci sou£tu, dále integrace podle tabulky vzorc·
(správná)

Odpov¥di:

ad a. P°i pouºití substitu£ní metody pro vý²e zvolenou substituci dostaneme
výraz, ve kterém se nachází prom¥nná x i prom¥nná t. Tato metoda
tak není vhodná. Zvolte jinou moºnost.

ad b. P°i pouºití substitu£ní metody pro vý²e zvolenou substituci dostaneme
výraz, ve kterém se nachází prom¥nná x i prom¥nná t. Tato metoda
tak není vhodná. Zvolte jinou moºnost.

ad c. Výpo£et bude vypadat takto:
∫
(cosx − sinx) dx =

∫
cosx dx−

−
∫
sinx dx = sinx+ cosx+ c. Pokra£ujte na shrnutí výpo£tu.

3. Celý výpo£et vypadá takto:∫
cos 2x

sinx+ cosx
dx =

∫
cos2 x− sin2 x

sinx+ cosx
dx =

∫
(cosx− sinx)(cosx+ sinx)

sinx+ cosx
dx =

=

∫
(cosx− sinx) dx =

∫
cosx dx−

∫
sinx dx = sinx+ cosx+ c
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2.8 Pouºívané matematické symboly

,

(a, b) otev°ený interval, mnoºina {x ∈ R; a < x < b}

〈a, b〉 uzav°ený interval, mnoºina {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}

f funkce f

f(x) hodnota funkce f v bod¥ x

f ′(x), y′ první derivace funkce y = f(x)

∫
f(x) dx neur£itý integrál z funkce y = f(x)

∫ b
a
f(x) dx ur£itý integrál z funkce y = f(x) od a do b

Tabulka 2.2: Pouºívané matematické symboly
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3. Dotazníkové ²et°ení

Pro ov¥°ení výsledk· práce bylo provedeno dotazníkové ²et°ení. Vzhledem k tomu,
ºe je u£ivo integrálního po£tu v sou£asné dob¥ v hodinách matematiky na st°ed-
ní ²kole £asto vynecháváno, byli respondenty studenti prvního ro£níku vysokých
²kol, a to Masarykovy univerzity v Brn¥ a Matematicko-fyzikální fakulty Univer-
zity Karlovy v Praze. Pr·m¥rný v¥k student· se tak pohyboval okolo 20 let. Pro-
blémem ²et°ení byla nízká návratnost vypln¥ného dotazníku, který byl rozdán cca
50 student·m, p°i£emº dotazník nakonec odevzdalo 9 dívek a 6 chlapc·. Výsledky
²et°ení jsou tak spí²e orienta£ní.

Otázky byly uzav°ené s výb¥rem ze £ty° odpov¥dí, p°i£emº bylo moºné za²krt-
nout jednu nebo více dle názoru respondenta, a dále s moºností dopln¥ní slovního
komentá°e. V následující £ásti bude proveden krátký rozbor odpov¥dí student·
na základ¥ jejich £etnosti. Zn¥ní otázky je uvedeno nad tabulkou výsledku ²et°ení.

Otázka 1

První otázka se týkala gra�cké úpravy webových stránek. Zji²´ovala, na kolik
uvedené rozloºení student·m vyhovuje.

Zn¥ní otázky: Rozloºení webových stránek bych ozna£il/a jako

Nabízené moºnosti Po£et odpov¥dí
Velmi p°ehledné 8
P°ehledné 6
Spí²e nep°ehledné 0
Velmi nep°ehledné 0

Tabulka 3.1: Výsledky � otázka 1

Velmi dobré hodnocení bylo ud¥leno za p°ehlednost webových stránek. Stu-
dent·m umoº¬uje snadnou orientaci p°i hledání konkétního tématu. Kapitoly
v menu na sebe logicky navazují, coº také napomáhá pochopení u£iva p°i postup-
ném studiu celého textu.

Otázka 2

Tato otázka se zam¥°ila na zji²t¥ní, co je cílem náv²t¥vy výukových stránek �
zda teoretický výklad, podrobn¥ °e²ené p°íklady nebo testové úlohy pro zji²t¥ní
úrovn¥ vlastních znalostí.

Z odpov¥dí respondent· vyplývá, ºe studenti více neº teorii integrálního po£tu
vyhledávají metody °e²ení p°íklad·, která pravd¥podobn¥ £ast¥ji pot°ebují p°i
²kolním testování znalostí. Nejv¥t²ího úsp¥chu dosáhly krokovan¥ °e²ené úlohy se
slovním komentá°em, kde je vysv¥tlován zvolený postup výpo£tu pr·b¥ºn¥.

Naopak p°ekvapením bylo nevyuºívání test·.
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Zn¥ní otázky: Nejv¥t²í p°ínos webových stránek vidím v

Nabízené moºnosti Po£et odpov¥dí
názornosti výkladu 3
krokovan¥ °e²ených úlohách 8
krokovan¥ °e²ených úlohách s komentá°em 9
testech 0

Tabulka 3.2: Výsledky � otázka 2

Otázka 3

Zna£ná £ást webových stránek je v¥nována výkladu u£iva, teoretickému základu
pro výpo£et p°íklad·. T°etí otázka se v¥novala tomu, nakolik studenti tyto kapi-
toly vyuºívají.

Zn¥ní otázky: Výklad vyuºívám

Nabízené moºnosti Po£et odpov¥dí
vºdy p°ed studiem kapitoly 4
pokud m¥ na n¥j odkazuje hypertextový odkaz v úloze 1
pokud m¥ na n¥j odkazuje hypertextový odkaz v testu 0
pokud p°i °e²ení úloh zjistím, ºe látce nerozumím 9

Tabulka 3.3: Výsledky � otázka 3

�et°ení potvrdilo £astý trend ve studiu. Studenti se zam¥°ují zejména na
výpo£et p°íklad· (nejrad¥ji s moºností �mechanického� postupu) a teoretický
základ povaºují £asto za zbyte£ný.

Otázka 4

Webové stránky mají oproti ti²t¥ným u£ebnicím mimojiné moºnost postupného
zobrazování jednotlivých krok· výpo£tu. Ten se tak student·m nezobrazuje celý
najednou, a tím umoº¬uje více p°emý²let nad díl£ími úpravami. Tento typ úloh je
na webových stránkách uvád¥n dvojí formou � s a bez slovního komentá°e (slovní
komentá° do jisté míry supluje pomoc u£itele). Dal²í otázka se tedy zam¥°ila na
to, který typ student·m více vyhovuje.

Zn¥ní otázky: U krokovan¥ °e²ených úloh preferuji

Nabízené moºnosti Po£et odpov¥dí
úlohy s komentá°em, zobrazuji najednou celé °e²ení 1
úlohy s komentá°em, zobrazuji °e²ení postupn¥ 12
úlohy bez komentá°e, zobrazuji najednou celé °e²ení 1
úlohy bez komentá°e, zobrazuji °e²ení postupn¥ 0

Tabulka 3.4: Výsledky � otázka 4

Výsledky potvrdily domn¥nku, ºe studenti p°i studiu °e²ení p°íklad· vyºadují
také slovní komentá° jednotlivých krok·.
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Otázka 5

P°ed vlastní tvorbou webových stránek byl proveden rozbor existujících mate-
riál· (aktuální k létu 2012). Tímto ²et°ením bylo zji²t¥no, ºe na webu neexistuje
výukový materiál zam¥°ený na integrální po£et, který by vyuºíval moºností we-
bového prost°edí v takovém rozsahu jako vytvo°ené webové stránky. P°edm¥tem
²esté otázky bylo zjistit, nakolik toto provedení vyhovuje student·m.

Zn¥ní otázky: Srozumitelnost výkladu povaºuji za

Nabízené moºnosti Po£et odpov¥dí
lep²í neº v jiných materiálech díky interaktivním prvk·m 9
lep²í neº v jiných materiálech díky komentovaným úlohám 6
srovnatelnou s jinými materiály 3
hor²í neº v jiných materiálech 0

Tabulka 3.5: Výsledky � otázka 5

Bylo zji²t¥nno, ºe studenti povaºují výukový materiál srozumiteln¥j²í díky
prvk·m, které ti²t¥né u£ebnice nemohou nabídnout. Bylo tak vyºito potenciálu
prost°edí, ve kterém výukový materiál vznikl.

Otázka 6

Posledním významným prvkem webových stránek jsou dv¥ kapitoly v¥nované
test·m. Otázky se zam¥°ují jak na teoretické znalosti, tak i na výpo£ty ur£itých
a neur£itých integrál·. Bylo tedy zji²´ováno, nakolik studenti moºnosti samostat-
ného testování znalostí vyuºívají.

Zn¥ní otázky: Z testových úloh

Nabízené moºnosti Po£et odpov¥dí
vyuºívám za²krtávací test i postupný výpo£et 6
vyuºívám jen za²krtávací test 2
vyuºívám jen test s postupným výpo£tem 2
nevyuºívám ºádné 4

Tabulka 3.6: Výsledky � otázka 6

Zajímavým výsledkem bylo, ºe t°etina respondent· testy nevyuºívá v·bec.
Zam¥°ují se tak nejspí² rad¥ji na postupy °e²ení integrál·.
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Otázka 7

Záv¥re£ná otázka byla jediná otev°ená. Odpov¥¤ tentokrát nebylo moºné vybrat
z nabídky, ale bylo t°eba ji samostatn¥ formulovat.

Zn¥ní otázky: Vlastní názor na zlep²ení stránek (pro lep²í srozumitelnost, pocho-
pitelnost, orientaci na webu i v u£ivu, apod.)

Níºe jsou uvedeny n¥které zajímavé odpov¥di.

• �V poslední dob¥ jsem si oblíbila mluvené tutoriály. Proto bych uvítala i n¥-
jakou mluvenou verzi, nebo video se zvukem, kde se vysv¥tlí i hloub¥ji daná
problematika.�
ºena, 22 let

• �. . . velmi oce¬uji detailn¥ popsané ve²keré zna£ky a symboly, coº bohuºel
není samoz°ejmostí v mnoha studijních materiálech, ale ne v²ichni studenti
v¥dí, co který z nich p°esn¥ znamená.�
ºena, 21 let

• �Doplnit t°eba odkazy na dal²í p°íklady.�
ºena, 20 let

• �Pro p°ehlednost by bylo dobré v menu odd¥lit buttony reºijní (tj. titulní
stránka, odkazy, pouºité zna£ky, literatura, rejst°ík) od vlastních kapitol (tj.
neur£itý, ur£itý, vyuºití, . . . )�
muº, 19 let

Záv¥r

Krátkým dotazníkovým ²et°ením bylo potvrzeno, ºe vytvo°ené webové stránky
spl¬ují vyty£ené cíle. Pomáhají student·m zvládnout u£ivo integrálního po£tu
díky srozumitelnosti a vyuºití interaktivních a dal²ích dynamických prvk·.
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Záv¥r

V této práci byl £tená°i p°edstaven rozbor existujících webových materiál· pro
výuku integrálního po£tu. Bylo ukázáno, ºe je vhodné vytvo°it webovou aplikaci,
která bude zahrnovat u£ivo integrálního po£tu v rozsahu st°ední ²koly a vyuºije
p°edností webového prost°edí.

Vytvo°ené webové stránky zahrnují teoretický výklad, °e²ené úlohy a testy.
D·raz byl kladen na názornost a interaktivní prvky. Vyuºívány byly applety,
gra�cká znázorn¥ní a v neposlední °ad¥ vysv¥tlující text.

�e²ené úlohy byly d¥leny na úlohy se slovním komentá°em a bez slovního ko-
mentá°e. Komentované °e²ení poskytuje vysv¥tlení p°í£iny zvolení dané metody.
�asto zde byl zám¥rn¥ nejprve nastín¥n ²patný postup, aby student do²el k mís-
tu chybné úvahy a p°í²t¥ se dokázal rozhodnout pro správnou metodu. Úlo-
hy bez slovního komentá°e slouºily p°edev²ím pro kontrolu vlastního postupu.
V neposlední °ad¥ byly sou£ástí webových stránek dva typy test·. Test nazvaný
Postupný výpo£et simuloval °e²ení p°íkladu neur£itého integrálu. Druhým typem
byl Za²krtávací test s výb¥rem odpov¥di. Ten zahrnoval výpo£ty ur£itých inte-
grál·, ov¥°ení teoretických znalostí a dále n¥které typové úlohy vyskytující se
v pouºívaných sbírkách p°íklad·.

Krátkým dotazníkovým ²et°ením v kv¥tnu 2013 mezi studenty prvního ro£níku
Univerzity Karlovy v Praze a Masarykovy univerzity v Brn¥ bylo potvrzeno
dosaºení vyty£ených cíl·. Respondenti oce¬ovali zejména ty £ásti práce, které
vyuºívaly moºností webového prost°edí � krokovan¥ °e²ené úlohy se slovním ko-
mentá°em a interaktivní prvky.
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