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KAPITOLA 1
Uvod

V predlozené praci se ¢tenar blize seznami s Cantorovou funkci. Zacneme
tim, Ze si pripomeneme pojem Cantorova diskontinua, ktery s Cantorovou funkei
uzce souvisi a pripomeneme jeho zakladni vlastnosti. Poté podrobné popiSeme
konstrukci Cantorovy funkce, nabidneme dva zpusoby definice a ovéiime, ze oba
popisuji ten samy objekt, tj. spojitou funkei na intervalu [0, 1].

V nésledné paté kapitole dokazeme nékterd nejznamnéjsi tvrzeni, napt. ze
Cantorova funkce ma na intervalu [0, 1] vzhledem k Lebesgueové mite derivaci
skoro vsude rovnou nule, dale ze Cantorova funkce je sice spojitd, nikoliv vSak
absolutné spojita nebo ze existuje lebesgueovsky meétitelna podmnozina intervalu
0, 1], kterou Cantorova funkce zobrazi na lebesgueovsky neméritelnou mnozinu.

V samostatné sekci paté kapitoly zkonstruujeme za pomoci Cantorovy funkce
spojitou funkei na intervalu [0, 1], kterda mé stejné jako Cantorova funkce derivaci
rovnou nule skoro vsude v [0, 1], ale na rozdil od neklesajici Cantorovy funkce je
dokonce ryze rostouci.

V Sesté kapitole se budeme zabyvat otédzkou, pro které a je Cantorova funkce
a-holderovska.

Zavérecnd sedma kapitola bude vénovana otazce diferencovatelnosti Cantorovy
funkce. Zavedeme jistou prirozenou miru H na Cantorové diskontinuu a za pomoci
nastroju z teorie pravdépodobnosti ukazeme, ze ve skoro vsech bodech Cantorova
diskontinua (vzhledem k mife #) ma Cantorova funkce nekone¢nou derivaci.



KAPITOLA 2

Klicové véty, definice a znaceni

Uzavteny interval od a do b budeme znacit [a, b].

Symbol f znaci realnou funkci redlné proménné definované na uzavieném
intervalu [a, b].

(Pokud dale v textu budeme mluvit o spojitosti na intervalu [a, b], budeme
mit vzdy na mysli spojitost na intervalu (a, b), v bodé a spojitost zprava, v bodé
b spojitost zleva).

Mnozinu vSech piirozenych ¢isel bez nuly budeme znacit symbolem N.

Mnozinu vsech prirozenych ¢isel (tedy véetné nuly) budeme znacit symbolem
Np.

Symbolem A budeme v textu znacit jednorozmérnou Lebesgueovu miru.

Zapisem (0.x123...)p, kde p € {2,3}, z,, € {0,1,...,p — 1}, n € N rozumime
zapis Cisla v p-té pozicni soustavé (zkrdcené budeme fikat dvojkové, piip. trojkové
soustave).

(Nésledujici vétu lze nalézt napiiklad v [1])

VETA 2.1. (Heine) Funkce f je spojitd v bodé xqy, prdvé kdyz plati pro kazdou
posloupnost {x,}

lim z, = 9 = hm f(xn) = f(xo).

n—oo

DEFINICE 2.2. Funkei f : [0, 1] = R nazveme a-holderovskou s o € [0, 1], existuje-
li takové K > 0, ze pro vSechna x,y € [0, 1] plati nerovnost

|f(z) = f(y)] < K|z —y|*

DEFINICE 2.3. Redlnou funkei na uzavieném intervalu [a,b] nazveme absolutné
spojitou, jestlize ke kazdému € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze

Z|f flay)] <e,

kdykoliv a; < by < ag < by < ... < a, < b, jsou ¢isla z intervalu [a, b], pro kterd
plati Z?:l |bz — CLZ'| < 0.

(Nésledujici dvé véty lze nalézt napiiklad v [2] na strandch 72 a 74).

VETA 2.4. Necht f je absolutné spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom plati, Ze
f € LY([a,b]) a navic
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VETA 2.5. (Lebesgueova o diferencovatelnosti monotonni funkce) Kazdd mono-
tonnd funkce na intervalu [a, b] md koneénou derivaci ve skoro viech bodech tohoto
intervalu. Je-li f neklesajici na [a,b], je f € L'(|a,b]) a plati

/ f < f(b) - f(a).

(Nyni pripomeneme nékteré zékladni pojmy z teorie miry a teorie pravdépodobnosti,
které uplatnime v posledni kapitole této prace. Vse co uvadime lze vyhledat
napiiklad v [3].)

DEFINICE 2.6. Necht X je neprdzdnd mnozina. Systém A podmnozin mnoziny
X se nazyva o-algebra, jestlize plati
(i) 0 € A,
(i) Ac A= A€ A,
(i) A, e An=12..= |J A, €A
n=1

DEFINICE 2.7. Dvojice (X,.A), kde A je néjakd o-algebra podmnozin mnoziny
X, se nazyva mértitelny prostor.

DEFINICE 2.8. Necht (X,A) a (X*, A*) jsou méfitelné prostory. Zobrazeni f :
X — X* se nazyva méritelné, jestlize

A e A" = fHAY) € A.
Zapisujeme f : (X, A) — (X*, A%).
DEFINICE 2.9. Necht (X,.A) je méfitelny prostor. Mnozinovéa funkee pu : A —
[0, 0] se nazyvé mira, jestlize plati

() () =0, o
(ii) A, po dvou disjunktni = u(|J An) = D u(4,).
n=1

n=1
Trojice (X, A, ) se nazyva prostor s mirou. Je-li navic p(X) = 1, pak hovorime
o pravdépodobnostnim prostoru.

VETA 2.10. (O obrazu miry) Necht (X, A), (X*, A*) jsou méritelné prostory, T
je méritelné zobrazeni z (X, A) do (X*, A*), u je mira na A. Potom mnoZinovd
funkce T(u), definovand vztahem

T(u)(A") = w(T7(AY), A e A,
je mira na A*; rikd se ji obraz miry p.
DEFINICE 2.11. Méritelnd redlnd funkce F : (X, A) — (R', B') se nazyvd ndhodn4

veli¢ina. Nahodna velicina se nazyva diskrétni, pokud nabyva pouze spocetné
(pripadné kone¢né) mnoha hodnot x,, s pravdépodobnostmi p,, n € N’ C N,

DEFINICE 2.12. Necht (X, A, u) je pravdépodobnostni prostor. Pro diskrétnf
nahodnou velicinu F' definujeme stfedni hodnotu EF' predpisem

EF = Z TnPn

neN
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VETA 2.13. (Silny zdkon velkijch cisel pro stejné rozdélené ndhodné veliciny)
Necht je ddn pravdépodobnostni prostor (X, A, P) a necht ddle {Y,}°°, je posloup-
nost nezavislych stejné rozdelenyjch ndahodnych velicin. Pak pro n — oo plati

1 n
E;Y}_)M

skoro jisté (vzhledem k pravdépodobnosti P) pro néjaké p € R, pravé kdyz E|Y)| <
oo. V tomto pripadé EY, = .



KAPITOLA 3

Cantorovo diskontinuum

Cantorova funkce je tzce svazana s pojmem Cantorova diskontinua. Zacnéme
tedy tim, ze si podrobnéji popiseme Cantorovo diskontinuum a dokazeme si jeho
zékladni vlastnosti.

Cantorovo diskontinuum je podmnozina intervalu [0, 1] a definuje se rekurent-
nim zpusobem. V prvnim kroku z intervalu [0, 1] odebereme prostiedni otevieny

interval (%, %), zustanou nam tedy dva uzaviené intervaly
1, (2
0,-1, =, 1].
0.4, 12.1]

Ve druhém kroku z téchto dvou uzavienych intervali odebereme opét jejich pro-

stfedni tfetiny, tedy intervaly (%, %) a (g, %). Zustanou nam Ctyfi intervaly

1, /2 1, 2 7, (8
0.5 530 550 [5 1)
Ozna¢me si mnoziny intervalu, které nam vzniknou v n-tém kroku konstrukce
symbolem K,. Z formalnich duvodu K, = [0,1], a déle jiz Ky = {[0,3], [3,1]},
Ky ={[0,3],[2,2],[%, 7], [3,1]} (tmysIné piSeme zlomky v nezkréceném tvaru pro
lepsi nazornost).

Mame-li obecné mnozinu K,, podintervalu [0, 1], dostaneme K, tak, ze z
kazdého intervalu z K, odebereme prostiedni otevienou tretinu, ¢imz se nam
kazdy takovy interval rozpadne na dva nové uzaviené intervaly. Je zfejmé, ze
timto zpusobem v kazdém kroku zdvojnasobujeme pocty intervalu, tedy plati
#K, = 2". Cantorovym diskontinuem nazveme mnozinu K C [0, 1], definovanou
jako

K= ﬁ K,
n=0

kde IC,, je sjednoceni intervalu z K,.

Na Cantorovo diskontinuum se muzeme divat i z jiného pohledu. Budeme-li
pracovat s trojkovymi rozvoji ¢isel lezicimi v intervalu [0, 1],tj. tvary (0, ayazas...)s,
kde a; € {0,1,2}, i € N, Ize odebréni intervalu (%, %) chépat také tak, ze ode-
bereme vSechna ¢isla, ktera maji v néjakém svém trojkovém zapisu na prvni
pozici za desetinou ¢arkou cifru 1, tedy ¢isla (0, lajagas...)s. Skutecné, pro a; €
{0,1,2},i € N, i > 2 plati

1 2
g = (0,0222)3 = (O, 1000)3 S (0, 1a1a2a3...)3 S (O, 1222)3 = (0, 2)3 = g
Odebereme-li déle intervaly (%, %) a (%, g), je to to samé, jako odebrat cisla,

ktera maji v néjakém svém trojkovém zapisu na druhé pozici za desetinou ¢arkou
cifru 1 (pficemz jiz neuvazujeme ¢isla s cifrou 1 na prvni pozici za desetinou
¢arkou, ta jsme odebrali v predchozim kroku). Plati obdobné nerovnosti pro a; €

9
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{0,1,2},i € N,i > 3, totiz

1 2
5 = (0,00222..); = (0,01000...)5 < (0,01a10505...)5 < (0,01222...)5 = (0,02)s = 5,

7 8
§ = 0,21000 S 0,21@1&2&3... S 0,21222 = §

Postupujeme-li indukei timto zptisobem dale, zjistime, ze Cantorovo diskon-
tinuum sestava prave z cisel, kterd 1ze v trojkovém zapisu vyjadrit pouze uzitim
cifry 0 nebo 2.

VLASTNOSTI 3.1. Zdkladni vlastnosti Cantorova diskontinua (ddle jiz KC) shrnugi
ndsledugici tri body.
(i) K je nespocetnd mnozina.
(i) K je uzaviend mnozina.
(iii) K md nulovou Lebesgueovu miru.

DUKAZ.

(i) Jiz vime, Ze mnozina K sestava pravé z bodu, které lze zapsat v trojkové
soustaveé bez uziti cifry 1. Uvazujme tedy libovolné takové ¢islo

T = (07 a1a2a3a4a5...)3,

a; € {0,2},i € N. Sestrojme nyni zobrazeni, které kazdému takovému x
pritadi tetézec 0, b1babsbybs..., kde

b 0, proa; =0
e 1, proa; =2

Ztejme je takové zobrazeni bijekci mezi vSemi prvky Cantorova diskontinua
a vSemi tetézci tvaru 0, bybabsbybs..., b; € {0,1},i € N. Ovsem kazdy takovy
fetézec lze chépat jako zapis néjakého ¢isla x € [0, 1] v dvojkové soustave.
Existuje tedy bijekce mezi Cantorovym diskontinuem a intervalem [0, 1].
Ponévadz kazdy nedegenerovany interval je nespocetnd mnozina, dostavame
tim, ze i Cantorovo diskontinuum je nespocetnd mnozina.

(ii) Uzavienost K nahlédneme snadno z toho, ze K je prunikem uzavienych
mnozin KC,,, n € N, (uzaviené mnoziny to jsou proto, ponévadz se jednd o
sjednoceni uzavienych intervalu).

(iii) Z predchoziho bodu vime, ze K je uzaviend mnozina, a tedy Lebesgueovsky
métitelnd. Pocitejme nyni miru mnoziny [0, 1] \ K. Plati,

A0, 11\ K) = A([0, 1]\ () Kn) = M| J ([0, 1]\ K))
. 12 gn-1
:nh_I}Olo)\([O,l]\]Cn):n11_1>1010(§+§+...+ 3n)
1. 2 4 20 1. 21— (%)
“admGrg e Qg Ty !

Z toho tedy plyne, ze A\(K) = 0.



KAPITOLA 4

Definice Cantorovy funkce

4.1. Prvni zpusob definice Cantorovy funkce

Cantorovu funkci budeme postupné definovat na jistych uzavienych podinter-
valech [0, 1], ndsledné ukazeme, ze existuje spojité dodefinovani na cely interval
[0,1]. Vysledkem bude spojita, neklesajici funkce na [0,1] s hodnotami v celém
[0, 1].

Pro z € [3, 2] definujme f(z) = 3. Déle si budeme v kazdém kroku defino-
vat mnoziny intervall, na kterych jsme jiz f definovali. Tedy K; = {[3,3]}. Na
dvou intervalech, kde je f nedefinovana, postupujme obdobné. Tedy vezméme
prostiedni uzaviené tfetiny téchto interval a pro z € [g, 2] definujme f(z) = 1,
pro « € [3, 5] definujme f(2) = §, Kz = {[5. 5. 5, 51}

Pro piehlednost zavédme jesté specidlni znaceni intervall, které lezi v K,
tedy

1 2

1 2
0" 0] =[5 5]
pro K,
1 2
[&52), bg2)] = [§> §]
7 8
[a’(22)7 bg)] = [§> §]
pro Ks.

Obecné, mame-li jiz mnozinu intervalu Kj;, vznikne mnozina K., tak, ze
vezmeme vSechny uzaviené prostiedni tretiny intervalii na kterych jsme f jesté
nedefinovali. Snadno nahlédneme, ze #K;,, = 2#K;, pricemz #K; = 1. Indukci
tedy ihned dostavame, ze #K; = 27! a délka kazdého z intervali v K; je rovna
37

V obecném n-tém kroku definujme

2k —1
fla) ==

pro x € [a,(gn),bgl)] ak e {1,2,...,2" '}, Provedeme-li tento proces pro vsechna

prirozena n, zustane funkce f nedefinovana na mnoziné

(4.1) M =101\ JUJ la”, o))

Otéazkou nyni je, zda-li Ize néjak popsat body patiici do této mnoziny (piipadné
zda-li tato mnozina neni prazdnd). Konstruujeme-li Cantorovo diskontinuum,
zacneme tak, ze z [0,1] odebereme prostiedni tfetinu, tj. interval (%, %) Dale
ze zbyvajicich intervali odebereme vzdy prostiredni oteviené tretiny. Srovname-li
tento postup s postupem, jakym jsme postupneé definovali f, neni tézké nahlédnout,

11
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ze f zustala nedefinovdna pravé na mnoziné vzniklé tak, ze z Cantorova diskon-

tinua odebereme body 0, 1, %, %, %, %, g, %..., tedy body, které tvoii kraje intervalu z

K;, 1 € N. Ponévadz Cantorovo diskontinuum je nespocetna mnozina, zustane ne-
spocetnou mnozinou i po odebrani néjaké podmnoziny racionéalnich ¢isel. Funkce
f tedy zustala nedefinovédna na nespocetné podmnoziné [0, 1].

Zvolme nyni libovolny bod, ve kterém jsme f jesté nedefinovali a oznacme
ho t*. Tento bod lezf zcela jisté v jednom z otevienych intervala (0,3), (3,1).
Pokud lezi napiiklad v intervalu (0, %), definujme t, = 0 a t; = % Dale t* lezi
bud v (0, ) nebo v (2, 5). Necht je to kupfikladu interval (2,3). Pak definujme
ty = %, ty = % Obecne, lezi-li t* v intervalu (a,, by,), kde a,, a b, jsou krajni body

121278

néjakého z intervalt z Kj, tj. raciondlnf ¢isla z mnoziny 0,1, 3, %, 5,5, 5, -+ Pak

obdobné ¢* lez{ v jednom z otevienych intervall (an, a, +225%) a (b, — 235% . b,).
ni1 = tn — 2(b, — ay), ve druhém
pripadé polozme ¢, 11 =t,, + %(bn — ap), t;1+1 =t

Protoze evidentné plati (¢,41,t, +1) C (tn, t ), posloupnosti ¢,, ¢, jsou po fadé
neklesajici a nerostouc, t,,; — t,11 = %(t; —t,) a lim, o0 (t, — t,) = 0, nabizi
se moznost definovat f(t*) jako spole¢nou limitu f(,), resp. f(£,). K tomu je
zapotiebi si rozmyslet nékolik véci. Predneé, je-li funkce definovana na systémech
intervalu K, ..., K,, muzeme ziejmeé tyto intervaly sefadit do posloupnosti po-
dle hodnoty jejich pravych mezi. Mame-li naptiklad f definovanou na K;, K,
sefadime tyto intervaly do posloupnosti nasledovneé:

12,12, .78

[9’ 9}’ [3’ 3]’ [9’ 9]’
pricemz funkéni hodnota definovand na libovolném intervalu je vzdy o }L vetsi nez
na predchazejicim intervalu, ve smyslu popsaného sefazeni (samoziejmé kromeé
intervalu [%, %] , ten zddného predchudce nemd). Postupujme dale indukei. Necht
tedy mame sefazeny do posloupnosti podle hodnot pravych mezi intervaly z
Ky, ..., K, a predpokladejme, ze definovand funkéni hodnota f(x) na libovolném
intervalu, kromé prvniho, je o 2% vétsi nez na intervalu predchozim. Systém in-
tervali K1 jsme definovali tak, ze na kazdém intervalu, kde f nebyla dosud
definovand, vezmeme uzavienou prostiedni tfetinu a na ni f definujeme postupné

hodnotami

V prvnim piipadé polozme t,.1 = t,, t

1 3 5 ontl
on+1 ’ on+1 ’ on+1 L on+1

Nyni je uz patrné, ze seradime-li nyni do posloupnosti intervaly z K, ..., K, 11,
bude f postupné nabyvat funkénich hodnot

1 2 3 ontl
on+1 ’ on+1 ) on+1 rn on+1 ’

tedy funkéni hodnota na libovolném intervalu z K, ..., K, 11 v uvazovaném us-
poradani je o 2,1% vétsi nez na intervalu predchozim (opét kromé prvniho inter-

valu [sn%, y%}) Funkce f, definovand na mnozinach intervalu K, ..., K, je zde

rostouci, ¢ili posloupnost f(t,), resp. f(t,) je neklesajici, shora omezend, resp.
neklesajici, zdola omezenda. Obé jsou tedy konvergentni. Skutecnost, ze obé limity
jsou si rovny je patrna z toho, ze pro
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plati
/ 1
Dodefinovali jsme tedy f ve vSech bodech intervalu [0, 1]. Je patrné, ze po tomto
rozsiteni definiéniho oboru na cely interval [0, 1] bude f na [0, 1] neklesajici. Je
[o%) 2n—1
otézkou, zda-li se jedna o spojitou funkei. Je-li z € |J (U [al™, b)) libovolné,
n=1 k=1
lezi v néjakém [a,b] € K,,, na kterém je f konstantni. Jedné-li se o vnitini bod
takového intervalu, je f v x jasné spojita. Zbyva si rozmyslet pripad, kdy je =
krajnim bodem takového intervalu. Bez tjmy na obecnosti predpoklddejme, ze
se jedné o levy krajni bod takového intervalu, tj. x = a. Spojitost zprava je i v
tomto piipadé jasna, netrivialni je pouze spojitost zleva. Zvolme tedy € > 0. K
nému existuje takové n € N, ze 5= < e. Definujme [ = max{m, n}. Pro toto pevné
[ € N opét uvazme systém intervalu z K, ..., K;. Jak jiz vime, na tomto systému
je f neklesajici, mezi sousednimi intervaly jsou mezery délky % a funkcéni hodnota
na libovolném intervalu je o % vétsi, nez na predchozim intervalu. Specialné tedy
pro kazdé

oo 2on—1
ye | JU e ")
n=1 k=1

takové, ze % >z —y>0,je

a>%>f(:v)—f(y)20,

oo 2771
z ¢ehoz jiz dostdvame spojitost f na |J ( U [a,(cn) ,bé")]). Ve zbyvajicich bodech
n=1 k=1

intervalu [0, 1], kde jsme f dodefinovali jistou limitou, ukdzeme spojitost podle
Heineho definice spojitosti (Véta 2.1). Bud

e M=10,1]\ O( U [, 0))

a s, — t*, s, € [0, 1] libovolna posloupnost. Chceme ukazat, ze potom

fsn) = F(t7),

¢imZ bude spojitost funkce f v bodé t* dokézana. Bud t,, t;l posloupnosti defi-
nované vyse. Zvolime-li € > 0 libovolné, pak jisté existuje index ngy takovy, ze
pro véechna n > ng je |f(t.) — f(t)| < € a |f(t,) — f(t*)] < e. Ponévadz
jsou ale posloupnosti t,, t’n po tadé neklesajici a nerostouci a rovnéz funkce f
je neklesajici, staci ndm nalézt takovy index mg, aby pro vSechna n > my platilo
tny < sn < t,,,. Potom bude rovnéz platit | f(s,) — f(t*)] < &, ¢imz je spojitost v
bodé t* dokazana.

4.2. Druhy zptsob konstrukce Cantorovy funkce

Ukazme si jinou moznou definici Cantorovy funkce, a to aritmetickou. Uvazujme
libovolné ¢islo x € [0, 1] a jeho zépis v trojkové soustavé (zatim ponechme stranou
nejednoznacnost zapisu).

Vezméme prvni cifru v nasem zéapisu rovnou 1 (pokud takové existuje) a
vsechny nésledujici cifry nahradme 0. Déle pfepisme vSechny cifry rovné 2 na
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hodnotu 1. Tim ziskame zapis jistého ¢isla ve dvojkové soustave, a to bude prave
hodnota funkce f v bodé z. Naptiklad:
23

x:2—7

= (0.212)s.

Aplikujme vySe uvedeny postup:

Nalezneme prvni cifru 1 v fetézci 0.212 a vSechny néasledujici cifry za ni, v
tomto pripadé pouze jedinou cifru, nahradime 0. Dostaneme tedy fetézec 0.210.
Nyni v tomto Tetézci prepiseme vSechny cifry 2 na cifru 1. Dostavame tedy fetézec
0.110 a ten interpretujeme jako zapis f(x) ve dvojkové soustave. Ve zkratce tedy:

0.212 = 0.210 — (0.110), = f(x).

Pokud zapis x v trojkové soustavé neobsahuje cifru 1, postupujeme tak, ze v
tomto zapisu nahradime vSechny cifry 2 cifrou 1 (cifry 0 ponechdme nezménény).
Tento zménény zapis interpretujeme jako zéapis jistého ¢isla ve dvojkové soustave,
a to bude funkéni hodnota f v bodé x. Napiiklad:

20
T 27
Podle vyse uvedeného postupu tedy dostaneme

0.202 — (0.101); = f(x).

Jak vime, zapis ¢isla v jakékoliv pozi¢ni soustavé neni jednoznacny. Napiiklad
v desitkové soustaveé plati

x = (0.202)s.

= 0,9999...
Stejné tak v trojkovém zapisu dostavame
1

Je tedy otazka, zda-li je nase definovani funkénich hodnot korektni, tj. zda-li
nezavisi na zvoleném zéapisu x € [0,1] v trojkové soustavé. Uvazujme tedy dva
ruzné zapisy téhoz ¢isla x € [0, 1] v trojkové soustavé. Necht tedy plati

z = (0.a10a9...a,1000...)3 = (0.a1a2...a,02222...)3,
kde a; € {0,1,2}. Podle vyse uvedeného postupu ma platit
F(z) = (0.b1bs...b,1000...)s
a soucasne
f(z) = (0.b1by...b,01111...)5,
kde b; € {0,1}. Je ovsem
(0.b1by...b,1000...)5 = (0.by1bs...b,01111...)s,

tedy nase definice je opravdu korektni.
Ukazme, zZe se jednd o spojitou funkci. K tomu ndm zfejmé staci dokazat
nasledujici vetu.

VETA 4.1. Necht f je funkce definovand v predchozim odstavei. Potom pro vsechna
x,y € 0,1 an €N plati

oyl < 5 = 1f@) - f)] < 5
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DUKAZ. Bez tijmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze y > x. Ozna¢me dale
Tr = (O.$1$2...$n$n+1...>3

Y = (09192 Yn¥Ynt1---)3,
kde z;,y; € {0,1,2}, i € N.
Dokud netfekneme jinak, budeme v dalsich ivahach pracovat s predpokladem
L1 =Y,y Tp—1 = Yn—1-
Z y > x nemuze nastat situace, kdy by bylo z, — y, = 2. Plati-li z, — y, = 1,
je podle predpokladu y > x nutné z; = 0,y; = 2, ¢ > n (v tomto pripadé pak
dokonce plati rovnost = = y). Zapisy ¢isel x, y v trojkové soustavé tedy maji tvar
x = (0.x129...2,-11000...)3
Yy = (0.%1%2...$n_10222...)3,
poptipadé
x = (0.x129...2,-12000...)3
Yy = (Oxlxgxn_11222)3
Aplikujeme-li postup vypoctu hodnot Cantorovy funkce v bodech x, y, dostavame
ihned rovnost f(x) = f(y).
Plati-li x,, = y,, mohou se cifry trojkovych zapisu z, y lisit nejdiive na indexu
n + 1. Tim se ovsem i dvojkové zapisy f(x), f(y) lis{ nejdfive na pozici n + 1, i
nyni tedy obdrzime nerovnost f(y) — f(z) < 2%
Pokud je y, — z, = 1, maji zapisy x,y tvar
r = (0.1’1$2...$n,10$n+1...)3

y = (0.x129.. 21 1Ypy1...)3,
resp.

r = (0.x129..0p_112p11...)3

y = (0.x129..2,_12Yp41.--)3-
Je-li nékteré x;...z,, rovno 1, dostdvdame ihned rovnost f(x) = f(y). V opatném
pripadé budou mit dvojkové zapisy f(x), f(y) tvar

f(x) = (0.b1by...b,_10b,,41...)2

f(y) = (0.byby...b,_11000...)s,
resp.
f(z) = (0.b1bs...b,—11000... ),
f(y) = (0.bybg...by_11by41..)2,
kde b; € {0,1}. Nyni je uz patrné, ze v obou piipadech plati pozadovand nerovnost

fly) = flz) < 5.

Zbyvé dofesit situaci, kdy existujei € {1,...,n—1}, ze x; # y;. Predpokladejme
navic, ze ¢ je nejmensi takovy index. Pfipomenme, stale predpokladame, ze y > .
Bud tedy

y = (0.21...Y;--Yn-..)3.
Piipad, plati kdy y; = 0,2; = 2 muzeme vyloucit, protoze je ihned ve sporu s
predpokladem y > x. I v pripadé

Yit1 = Yiy2... = 2
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Tiy1 = Tiyg... =0
je totiz y < x. Pokud x; — y; = 1, musi byt nutné

Yit1 = Yit2... =2
Tiy1 = Ljy2... = 0.

Potom ale z = y, a proto f(x) = f(y).
Bud tedy y; > x;. I v tomto piipadé muzeme ihned vylouéit jeden pifpad, a

_ _ B 1 1 As o p
to y; = 2,2; = 0. Pak totiz y — x > 57 > 57 AZ do konce ditkazu tedy plati

yi =x; + L
Nutné musi rovnéz platit
Titl] = Tjyo = .. = Ty = 2
Yit1 = Yitz = .. = Yn—1 = 0.

Jinak bud existuje index j € {i + 1,...,n — 1} takovy, ze z; € {0,1}, nebo
existuje index j' € {i +1,...,n — 1}, Ze yy € {1,2}, piipadné nastanou oba
predchozi ptipady. V prvém piipadé dostavame
y — 2 > (0.21...1,000y,;000y,000...)5 — (0.2...7;,222x,;2222,,222...)3

> 2 —'QZJ'

Y
1
3
Ve druhém piipadé dostaneme obdobnym zptsobem spor (tim spiSe, pokud nas-
tanou piipady oba). Zapisy ¢isel x,y jsou tedy nutné tvaru

>

T = (0.331...$i,1$i222...xnl’n+1...)3
Yy = (Oxlxz_lyZOOOynynH)g
Pokud y,, = 2, pak
S 2 - 1
—_ x —_— _’
Vo= 7 g
coz je tedy spor.
Pokud y, = 1, pak y — z > Sin, pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz

x,y jsou ve tvaru

y = (0.x1...2;_11,000...1,,000...)3,
popripadé
r=(0.21..20-11;222...2,222...)3
y = (0.21...2;_12;000...1,000...)3.
V obou pripadech plati
f) ~ f@) < 5
Je-1i konecné y,, = 0 pak mohou nastat pouze situace, kdy
r=(0.21..0,17;222..2,Tpy1...)3

Yy = (Oxlxl_lleOOOnynH ...)3,

xr = (Ox1x171x12221n1:n+1)3
Yy = (Oxlxz_lleOOOnynH)g,
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v obou piipadech y; = x; + 1. Zvazime-li, ze jedna z cifer x;,y; je rovna 1
dostavame i zde pozadovanou nerovnost

1
f) — @) < 5
Piipad, kdy z,, = 0, tj.
r = (01’11’1_11’12220”In+1)3

Yy = (Oxlxl,lyZO()OOnynH)g
vede ke sporu, je totiz y —x > 3%

4.3. Srovnani definic

Nabidli jsme dvé definice Cantorovy funkce. Na zavér této kapitoly nam zbyva
ukazat, ze v obou piipadech dostaneme vzdy ten samy objekt. Nejprve ale po-
mocné tvrzeni.

VETA 4.2. Necht f a g jsou dvé spojité funkce na intervalu [0,1], které se shoduji
na husté podmnoziné H C [0,1]. Potom f = g na celém [0, 1].

DUKAZ. Necht tomu tak neni. Existuje tedy takové z € [0,1], ze
1(z) # 9(@).
Z predpokladu hustoty mnoziny H existuje posloupnost (z,) C H takovd, ze
Ty —> T.

Podle Heineho véty 2.1 je ovSem soucasné
flan) = f(x)

9(@n) = g().
To je vsak evidentn{ spor s f(x) # g(x), nebot f(x,) = g(x,) pro vsechna
n € N. O

Podle pravé dokazané véty nam tedy k ovéreni toho, ze obé definice Can-
torovy funkce splyvaji, stac¢i ukazat, ze funkce jimi urcéené se shoduji na jisté
husté podmnoziné [0, 1]. V tomto piipadé bude takovou hustou podmnozinou

o %S 2n71
k.= U "6,
n=1 n=1 k=1
kde uzivame znaceni ze Sekce 4.1, IC,, je sjednoceni intervalt z K,,, n € N.

Na intervalu v
@ pMy 2 2
[al » Y1 ] [37 3]

je funkci hodnota podle prvni definice
2.1-1

f) =25 = 5

Druh4 definice d4ava na
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hodnotu

fle) = (0.1 = .

Postupujme dale indukei podle m. Necht se tedy funkce uréené prvni a druhou
definici rovnaji na U K,, a necht navic vechny koncové body intervali z U K,
maji v trojkovém Znépllsu vsechny cifry ruzné od 1. Jak jsme jiz dukladné po;l)sah

v Sekci 4.1, budeme definovat intervaly z K, tak, ze Vn € {1,...,m} vezmeme

postupné kazdy interval
m

a0 € | K.

a definujeme

n 1 n 2
[blE: : + 3m+17b§£ : + 3m+1] € Km+1-

Vime jiz, ze podle prvniho zpusobu definice Cantorovy funkce bude funkéni hod-
nota na [b\" + ST " + sr1) O gapr VEtS{ nez na intervalu (™ 5{™]. Podle
indukéniho predpokladu ale také vime, ze

b\ = (0.b1bs...b,000...)5,
kde b;...b, € {0,2}. Pak ovsem

gm+17 bk + 3m+1]

b + = [(0.b1b2...b,0001,41)3, (0.b1bs...5,000241)3).

Tim jsme tedy jednak ukézali, Ze koncovy bod intervalu [b,(cn) + 51 b,(cn) + 5757) &
v trojkovém zapisu cifry ruzné od 1, ale predevsim podle zptsobu urc¢eni funkéni
hodnoty v druhé definici Cantorovy funkce i zde vidime, ze funkéni hodnota je o

1 n) z(n)
FmgT VEtST nez na intervalu [ak b




KAPITOLA 5

Vlastnosti Cantorovy funkce

VETA 5.1. Necht f je Cantorova funkce. Pak f je mekonstantni funkce magici
deriwaci rovnou 0 skoro vsude v intervalu [0,1] (vzhledem k Lebesgueové mire).

DUKAZ. V sekci 4.1 jsme definovaly systémy intervalti K,,, na nichz je f kon-
stantni, spec. ma tedy na nich derivaci rovnou 0. Spo¢téme tedy miru sjednoceni
oo

U K., kde K, je sjednoceni intervalu z K,,. Dostdvame postupné

U’C =D AK)

I
[\
w 3
3 |
—
I
N | —
[]¢
YaS
[GVR )
SN—
3

S =553=1=A(01)

U prvni rovnosti jsme vyuzili toho, ze mnoziny C,, jsou po dvou disjunktni. To,
ze je f nekonstantni na [0, 1], je ziejmé. O

Cantorova funkce je prikladem funkce, ktera je spojita na uzavieném intervalu,
nikoliv vSak absolutné spojita.

VETA 5.2. Cantorova funkce je spojitd na [0, 1], neni zde ale absolutné spojitd.

DUKAZ. Skuteéné, podle Véty 2.4 pro absolutné spojitou funkei f na uzavieném

intervalu [a, b] plati, ze
b
1)~ s = [ 1,

kde f je derivaci funkce f (vice informaci o absolutné spojitych funkcich muzete
najit napiiklad v [2], na strané 73). Ponévadz m4 ale Cantorova funkce derivaci

skoro vsude rovnou 0, dostdvame ze vztahu f(b) — f(a) =1—-0=1a f; ff=0
spor. Proto Cantorova funkce nemuze byt absolutné spojitou funkei. OJ

VETA 5.3. Necht f je Cantorova funkce. Potom existuje lebesqueovsky méritelnd
podmnozina [0, 1], jejiz obraz je lebesgueovsky neméritelny.

DUKAZ. K dukazu uZijeme zndmého tvrzeni z teorie miry, Ze v kazdé mnoziné
kladné miry lezi néjakd neméritelnd mnozina. Ze spojitosti f a z toho, ze f(0) = 0,
resp. f(1) = 1 dostavame, ze

S([0,1]) = [0,1].

(uzili jsme toho, ze spojita funkce na uzavieném intervalu [a,b] nabyvé vSech
mezihodnot mezi f(a) a f(b)). Funkéni hodnoty na intervalech z K; jsou racionalni

19
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¢isla, cili mira jejich sjednoceni je, jakozto spocetnd mnozina, nulova. Oznac¢me
ji napiiklad symbolem N. Déle plati

MGKQ:L

Z toho ihned dostavame, ze [0,1] \ N je méfitelnd mnozina kladné miry (rovné
jedné). Existuje tedy néjaka neméfitelnd podmnozina

Ac 0,1\ N,

jejiz vzor je ale podmnozinou M(viz 4.1) (M ma ovSsem nulovou miru, ponévadz
je to doplnék méfitelné mnoziny miry jedna v intervalu délky 1). Ovsem jakakoliv
podmnozina méfitelné mnoziny miry nula je jiz métitelnd (vyuzivame tplnosti
Lebesgueovy miry). O

5.1. Konstrukce ryze monoténni funkce

Popsali jsme spojitou funkei na intervalu [0, 1], s derivaci skoro vSude rovnou
nule. Nyni ukdzeme, ze lze nase pozadavky v jistém smyslu zesilit a najdeme
funkci, kterd bude mit na [0, 1] derivaci také rovnou nule skoro vsude, ale bude
zde dokonce ryze monoténni. To docilime tim, ze vhodnym zpusobem sec¢teme
jistou fadu funkei, které vychézeji z Cantorovy funkce. Predtim ale formulujme
a dokazme tvrzeni, o které se bude nase konstrukce z podstatné ¢asti opirat.

VETA 5.4. (O diferencovatelnosti fady monoténnich funkci) Necht fi : [0,1] — R,
k € N je rada neklesajicich funkci a predpokladejme, Ze Tada

fl@)=>" filx)
k=1
konverguje pro kazdé x € [0, 1] bodové. Potom plati
fl)=>" filx)
k=1

pro skoro vSechna x € [0, 1].

DUKAZ. Necht .
flx) =" ful@) + Ru(2),
kde . .
Ro(x)= Y filx)

k=n+1
je zbytek n-tého ¢astecného souctu. Je ziejmé, ze funkce f i R, jsou neklesajici,
proto podle Lebesgueovy Véty 2.5 o diferencovatelnosti neklesajici funkce ihned
dostdvame, ze existuji piislusné derivace ve skoro vsech bodech intervalu [0, 1].
Ozna¢me Aj méfitelnou podmozinu intervalu [0, 1], A(Ax) = 1, na které je funkce
fx diferencovatelnd. Ozna¢me ddle fo = f, Ag bud méfitelnd mnozina, A(Ag) = 1,
na které je diferencovatelna funkce f. Z vlastnosti Lebesgueovy miry dostavame,
A0, 1\ () Ar) = A ([0, 1]\ A)) <D A0, 1]\ Ay) = 0.
k=0

n=0 k=1
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Muzeme tedy definovat A = [ Ay jako méfitelnou podmnozinu [0, 1] miry 1,

na které jsou vSechny funkce fix, k& € N, diferencovatelné. Vezméme nyni libo-
volné z € A. Potom soucet Y ,_, fy(z) je diferencovatelny v bodé z, a tedy i
R (z) = f (2)=>_1_, f+(2) existuje. Protoze je R, neklesajici funkce, dostavame,
7e R, (z) > 0. Proto plati

1) = file) + Ry(2) 2 ) filx)

pro vsechna x € A. Limitni ptechod pro n — oo dava

(5.1) @)=Y filx)

ve vSech bodech x € A, tedy ve skoro vSech bodech [0, 1].
Z Lebesgueovy véty o diferencovatelnosti neklesajici funkce (2.5), kterou apli-
kujeme na funkci R,, dostavame, ze
1

0< [ Ri(o)de < Ru(1) = Bal0) = 3 () = f(0)),

Ponévadz konverguji obé fady Y r, fx(0), >"po, fe(1), konverguje i fada

e}

> (1) = £(0)).
Je tedy nutné
lim Yy (fil1) = fi(0) =
k=n+1

coz dava
1

lim [ R, (x)dz = 0.
n—oo
0

Podle predchozich vysledku muzeme nyni psat

j F () = / <Z i) do 1 / R ()

1

/ka dx+/ ' (z)dx

(5.2) / F(2)ds < / i £ (2)dz.
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Z (5.1) a (5.2) nyni pro skoro vsechna z € [0, 1] dostavdame
Fla)=2_ fil),
k=1

coz jsme chtéli ukazat. 0

VETA 5.5. Ezistuje ryze rostouci funkce na intervalu [0,1], kterd md derivaci
rovnou nule skoro vsude v [0, 1].

DUKAzZ. Bud v dalsim ¢ Cantorova funkce, 7, o¢islovani mnoziny vSech racionalnich
¢isel. Rozsitme definiéni obor Cantorovy funkce na celé R, definujme tedy nasledujicim
zpusobem novou funkci

0, pro x € (—00,0)
C(x) =< ¢(x), proz€l0,1]
1, pro x € (1,+00)
Polozme konec¢né
=1
fla) =D 5Cx =),
k=1

x € 0,1]. Rada vpravo je ziejmé konvergentni diky srovnavacimu kritériu s fadou
> ¢ véude v [0, 1]. Déle je f ryze monoténni na intervalu [0, 1]. Bud
k=1
0<z<y<l
Ziejmeé C(x — rp) < C(y — ) pro vsechna 1, protoze Cantorova funkce je

neklesajici. Zvolme takové racionalni ¢islo r,, pro které plati x < r, < y. Pak je
ziejmeé 0 = C'(z — 1) < C(y — ry). Z toho tedy plyne, ze

F) = F2) 2 5o (Cly — ) = Clo = 7)) >,

a f je tedy skutecné ryze rostouci funkce na [0,1]. Podle Véty 5.4 je f'(z) = 0

pro skoro viechna = € [0, 1], protoze C' (z — r;,) = 0 skoro véude v [0, 1] pro kazdé
Tk- ]



KAPITOLA 6

Koeficient holderovskosti

Zabyvejme se nyni otazkou, pro jaké a € [0, 1] je Cantorova funkce a-hol-
derovska. Pripomenme, ze funkci f nazveme a-holderovskou na intervalu [0,1] s
koeficientem « € [0, 1], plati-li pro vhodnou nezapornou konstantu K a vSechna
x,y € [0, 1] nerovnost

[f(2) = fy)| < K|z —y|*.

Zformulujme a dokazme nejprve dvé pomocné véty.

VETA 6.1. Necht spojitd funkce f : [0,1] — R je a-holderovskd na husté podmnoziné
H intervalu [0, 1] s konstantami K, a. Potom je a-hélderovskd na celém intervalu
[0,1], a to se stejnymi konstantami K, .

DUKAZ. Zvolme libovolné z,y € [0,1] a n > 0. Ze spojitosti f v bodech z,y
existuje takové 0 < § < %, ze plati nerovnosti

7(2) ~ fa)l <

) = fm)] < =,

n

pro libovolna x,,, y, z d-okoli bodu z, resp. y (V ptipadé, ze x = 0 volme x,, > 0,
abychom neopustili interval [0, 1]). Vzhledem k hustoté H muzeme predpokladat,
7€ Tn, Yn lezi v H, kde je f a-holderovska. Dostavame tedy postupné nasledujici
odhady:

[f(@) = fW)l = |f (@) = flan) + f(zn) = f(y) + f(Yn) = f(yn)]
< [f(@) = flza)| + 1 (W) = )| + [ (@n) = fyn)

2
< —+ K|zy — ynl®
n

2
E+K|xn—x+x—yn+y—y|“

IN

2 (6%
E+K||xn_x|+|yn_y|+|x_y||
2 2
< —+ K-+ |z -yl

n n

Limitni ptechod pro n — oo davéa pozadovanou nerovnost

[f(z) = f(y)| < K|z —y|*.

23



6. KOEFICIENT HOLDEROVSKOSTI 24

VETA 6.2. Necht x,y jsou libovolnd ¢isla z |J KC,, kde K,, je sjednoceni systému

n=0
intervalu K, ktery jsme definovali v Sekci 4.1. Pokud plati

| 1
YVt < gy < (2
)" =l y\_(g),
pak plati nerovnost
1
F@) = f)l < )"

DUKAZ. Vzhledem k monotonii Cantorovy funkce neni samoziejmé potieba uvazovat
spodnf odhad (3)"*! < |z — y| v predpokladech véty, nicméné v dalsich tvahéch
znéni vety. Nyni k jadru dukazu. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat,
ze plati dokonce
1

o=yl = ()"
To proto, ze Cantorova funkce je neklesajici. Predpokladejme opét, stejné jako v
paragrafu 3.1, Ze mame prirozenym zpusobem sefazeny do posloupnosti intervaly
z K1, ..., K, ajak jsme jiz ukazali, funkéni hodnoty na sousednich dvou intervalech
v tomto usporadani se lisi o 2% Velmi volné feceno, mezi intervaly z Ky, ..., K,
jsou pravé mezery délky z-. Ponévadz |v — y| = (3)", je patrné, ze x,y lezi oba
bud v jednom intervalu z K, ..., K,, nebo ve dvou sousednich intervalech nebo
jeden z bodu z,y lezi v néjakém intervalu z K, ..., K, a druhy v nejblizs{ mezere
mezi intervaly ze systému K1, ..., K,,. V prvnim piipadé tedy plati

|f(x) = f(y)| =0,
ve druhém 1
[f(z) = F)l = (5)"

a konecné ve tiretim pripadé vzhledem k monotonii f na systému Ky, ..., K,

1 n
(@) = fly)l < G)"
OJ
VETA 6.3. Necht f je Cantorova funkce. Pak je f a-hélderovskd s koeficientem
log 2
= 1053'
DUKAZ. Necht jsou nyni splnény piedpoklady piedchozi véty, plati tedy
1 1
pro z,y € |J K,. Postupnymi tpravami dostavame:
n=0
1 1 ]. og 1 og o)
F@) = F)] < Q) < 205)"" < 2(3) VS <o) < 2l -yl

Ukézali jsem tedy, ze Cantorova funkce je a-hdlderovskd na |J K, s koefi-
n=0

log 2
log3*

Déle vime, ze |J K, je hustd podmozina intervalu [0, 1].
n=0
Podle Véty 4.1 je Cantorova funkce a-holderovskd na celém intervalu [0, 1], a to

se stejnymi koeficienty:. O

cienty K =2, a =
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Snadno téz nahlédneme, ze hodnotu « jiz nelze vylepsit. Plati-li totiz pro
vechna z,y € [0, 1] nerovnost

|f(z) — f(y)| < K|z —y|*,
1
37’!,

oyl = ()5 1£() — Fw)| = (

dostavame specialni volbou x = 0,y =
1 n
2"
Dostavame tedy
1 n 1 no
£@) - )l = (5)" < K(3)
3 < K2™.
Po zlogaritmovani
nalog3 < log K + nlog?2,

tedy

< log K nlog2 logK  log2

nlog3  nlog3 nlog3 log3’
Limitni pfechod pro n — co ddvéa nerovnost

a < 10g2.
~ log3

log 2

Cantorova funkce je tedy a-holderovska s koeficientem Tos3




KAPITOLA 7

Diferencovatelnost Cantorovy funkce

V zavéru této prace se budeme podrobnéji zabyvat otazkou diferencovatelnosti
Cantorovy funkce. Zatim jsme ukézali, ze Cantorova funkce mé nulovou derivaci
ve skoro v8ech bodech intervalu [0,1] vzhledem k Lebesgueové mife. Zbyvd ndm
vysetfit, jak je to s diferencovatelnosti na Cantorové diskontinuu (znacime C).

Jiz, vime, ze do Cantorova diskontinua patii pravé ty body intervalu [0, 1],
které lze v trojkové soustavé napsat bez uziti cifry 1, tedy pouze uzitim cifer 0 a
2. Je-li

x = (0.200202020...); € C,
pak
f(x) = (0.100101010...)s,
jak jsme podrobné popsali v Sekci 4.2. Uvazme funkei 7' : C — [0, 1], kterd je

restrikei Cantorovy funkce f na Cantorovo diskontinuum, tedy

L1X2 Tk
T'(0. )3 = (0.——=...—...)2.
(0.2172...7...)3 = ( 5 99 )2
Je patrné, ze zobrazeni T' zobrazi Cantorovo diskontinuum na cely interval [0, 1].
Definujme déle na C systém mnozin A néasledujicim zpusobem:

Ae A= T(A) e B,

kde B je o-algebra na intervalu [0, 1], generovana systémem vsech otevienych
mnozin v [0, 1] (se standartni topologif).

VETA 7.1. Systém A podmnozin mnoziny C definovany v predchozim odstavci

tvori o-algebru.

DUKAZ. Vzhledem k tomu, Ze zobrazeni T je na [0, 1], plati nésledujici:

(i) T(0)=0eB,cili 0 € A
(ii) Necht A € A. Potom T(A¢) =T(C\ A) =[0,1]\ T(A) € B, ¢ili A° € A.
(iii) Necht A; € A, i € N. Potom ovsem T'(4;) € B, ¢ili postupné dostdvdme:

r(Ja) - T4 € B

takze | ) A; € B.
i=1

O

Muzeme tedy uvazovat méfitelny prostor (C,.A) a na ném definovat podle
Véty 2.10 miru H = T~1()\) predpisem

H(A) = T~ (A)(A) = AT (A4)),
Ae A
26
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D4 se ukazat, ze ‘H splyva se standartni Hausdorffovou mirou. Touto otazkou
se ale nebudeme v této préaci podrobnéji zabyvat. Definovali jsme tedy prostor s
mirou (C, A, H). Protoze plati
H(C) = MT(C)) = AM[0,1]) = 1,

jedna se dokonce o pravdépodobnostni prostor.
Definujme nyni nahodnou veli¢cinu X,,, kterda popisuje, kolikrat se vyskytuje
cifra 0 v zapisu cisla
xTr = (OZE1$2[L’n)3

na pozici 1 az n. Tedy
X, =#{ie{l,...,n},x; =0}

Definujme jesté pomocnou ndhodnou veli¢inu Y; nasledujicim zpusobem:

| 0 prox; #0
Y;_{l pro x; = 0.

Potom samoziejmeé plati vztah

Xn:iﬁ.

Nahodné veli¢ina Y; je pro kazdé i € N diskrétni, ponévadz nabyva pouze dvou
hodnot, 0 nebo 1. Déle snadno nahlédneme, ze plati

H(Y, = 1) = H(Y; = 0) = JH(C) = JA(0,1]) = 3.

H((Yi=1)[(\¥;=1) =HY;=DH(Y; =1) =

g N Y B SN

takze nahodné velic¢iny Y; jsou nezavislé.

(Poznamka: (Y; = 1) € A, protoze T(Y; = 1) je zfejmé lebesgueovsky métitelna
podmnozina [0, 1]). Cili ndhodné veli¢iny Y; jsou stejné rozdélené, nezévislé a pro
jejich stfedni hodnoty EY; plati:

EY; = 0H(Y;=0) + LH(Y; =1) = -

Cili podle Silného zdkona velkych ¢isel 2.13 plati

pro skoro vSechna z z C (vhledem k mite H).

VETA 7.2. Necht x € C. Potom plati ndsledujici tvrzeni:
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(i) Pokud je xx =0, tj. trojkovy zdpis ¢isla x md tvar

r = (0.%11’2...$k,10$k+1...)3

L

aje-liy>w, ly—uxl> 5,

plati

F) 2 f@) + o
(ii) Pokud je xp = 2, tj.

T = (0.$1$2...$k,12$k+1...)3

1
3k

fy) < f(x)

ajeliy<ewz, |ly—z| > plati
1
~ o
DUKAZ.
(i) Pokud nastava rovnost, tj. [y — x| = 3, pak y = 2+ 55 Tedy trojkovy zdpis
¢isla y ma tvar
Yy = (O.$1$2...$k712$k+1...)3.

Ziejmé tedy plati (podle kapitoly 4.2), ze f(y) = f(z) + 55. Vzhledem k
tomu, ze Cantorova funkce je neklesajici, plati pro y > = + 3% nerovnost

fly) = f(@) + 5.

(ii) Postupuje se obdobneé jako v pfedchozim bodu.

O
VETA 7.3. Pro skoro vsechna x € C vzhledem k mive H plati f'(z) = co.
DUKAZ. ,

Zvolme 0 < § < 1?5((3?6)) (duvod takové volby bude jasny pozdéji). Necht x je
takovy bod intervalu [0,1], Ze lim,_,o 2= = 1. Z definice limity potom existuje
takové ng € N, ze pro vSechna n > ng plati nerovnosti

1 X 1
——d< <o+
2 n 2 *

Klicova je nésledujici uvaha. Zvolime-li si néjaké m > ny a budeme-li se divat,
jaké cifry budou nésledovat poc¢inaje cifrou x,,,1, nemuze nastat situace, kdy by
nasledoval prilis dlouhy tetézec tvoreny pouze samymi ciframi 0, nebo naopak
samymi ciframi 2. Budme presnéjsi. Hledejme pokud moZno co nejmensi index
k € N takovy, abychom meéli jistotu, ze mezi ciframi x,,11...Z,, 11 se alespon
jednou vyskytne cifra 0 a alespon jednou cifra 2.

Pokud budou vSechny cifry x,,11...2, 1, rovny 2, pak samoziejme X,,, = X, 1.
Nerovnosti

1 X, .. 1
§< M~ 45
2 m+k 2jL

tak tedy muzeme psat ve tvaru
1 X

< <1+5
2 m+k 2 ’

Upravou levé z nich a vyjadienim k£ dostaneme nerovnost
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Z nerovnosti % < % + ¢ vsak ihned plyne, ze také
1
Xm < m(§ + 5)
Celkem tedy musi k£ spliiovat nerovnost
m(3 +9) 44

V tom ptipadé mohou byt stale vsechny cifry z,, 1.2k rovny 2 a nedojdeme
ke sporu. Plati-li tedy opacné nerovnost, tj.

> mi

- 1-25
mame jistotu, ze alespon jedna z cifer z,,1...x 1k je rovna 0.

Pokud budou naopak vsechny cifry x,,+1...2 1k rovny 0, bude tentokrat X, +
k = X,h1k. Nerovnosti

1 Xm+k 1

——0< ——< -4+

2 m+k 2
tedy muzeme v tomto piripadé psat ve tvaru

1 Xm+k
5 +

1
2 m+k 2
Tentokrat dpravou pravé nerovnosti dostavame

m(% + 9) X
k 2 —
R S

2

+ 0.

To spolu s nerovnosti % -0 < )fn—m dava ihned nerovnost

m(i+46) (3—0)m 44
1

S R T

[\

tedy tu samou nerovnost jako v predchozim pripadeé.

Miizeme tedy zadefinovat index k jako [m723-], kde [a] zna¢i horni celou
cast cisla a. Zopakujme tedy, ¢eho jsme tim dosahli. Pro kazdé m > ng je alespon

jedna z cifer
Tm41---Tmk,
tj.

je rovna 0 a alespon jedna je rovna 2.

Necht
€ fmt Lot M7
i€ {m ceym + [M—m—
T 1-20
je takovy index, ze x; = 0 a obdobné
46

] 1,... ——

jefm+ 1 mt )
je takovy index, ze x; = 2. Je-li nyni y > z libovolné takové, ze

1 S S 1
3w 202 g
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muzeme aplikovat predchozi Vétu 7.2. Je-li totiz
1
ly — ] > pr

plati tim spiSe

1

?7

a tedy podle prvni casti Véty, kde k£ = i, dostavame nerovnost

ly — x| >

1 1
> — > _
Uzijeme-li jesté horni odhad
1
obdrzime postupné vztahy
Yy— 2m+(mm]
Sgn_ 3"
- 2m+mm+1
1 3
B 5'(2“1%5) .
log(3)

Uzijeme-li nyni odhadu 0 < § < ze zacatku dukazu, konverguje posledni
vyraz k nekone¢nu pro m — oo.
Je-li y < x libovolné takové, ze pro néj plati
1 S 1

log(36)

muzeme opét aplikovat predchozi Vétu 7.2. Tentokrat podle druhé casti Véty,
kdy volime k = 7, dostavame nerovnost

F) < F@) — 55 < Fla) -

Dalsi postup je ovSem patrny. Ziskdme ty samé vztahy, jako v pripadé y > x. Z
techto odhadi jiz snadno plyne, ze f (2) = oo. Tim je tvrzeni dokézano.

1

OJ
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