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spojitost, derivace

Title: Properties of Cantor function
Author: Martin Fiala
Department: Department of Mathematical Analysis
Supervisor: doc. RNDr. Stanislav Hencl Ph.D.
Supervisor’s e-mail address: hencl@karlin.mff.cuni.cz

Abstract: In the present thesis we study main properties of the Cantor function
(sometimes called Cantor Devil’s staircase in popular literature), named after sig-
nificant german mathematician Georg Cantor ( 3 March 1845 in St Petersburg,
6 Jan 1918 in Halle).

Keywords: Cantor discontinuum, Lebesgue measure, Hölder continuous function,
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KAPITOLA 1

Úvod

V předložené práci se čtenář bĺıže seznámı́ s Cantorovou funkćı. Začneme
t́ım, že si připomeneme pojem Cantorova diskontinua, který s Cantorovou funkćı
úzce souviśı a připomeneme jeho základńı vlastnosti. Poté podrobně poṕı̌seme
konstrukci Cantorovy funkce, nab́ıdneme dva zp̊usoby definice a ověř́ıme, že oba
popisuj́ı ten samý objekt, tj. spojitou funkci na intervalu [0, 1].

V následné páté kapitole dokážeme některá nejznámněǰśı tvrzeńı, např. že
Cantorova funkce má na intervalu [0, 1] vzhledem k Lebesgueově mı́̌re derivaci
skoro všude rovnou nule, dále že Cantorova funkce je sice spojitá, nikoliv však
absolutně spojitá nebo že existuje lebesgueovsky měřitelná podmnožina intervalu
[0, 1], kterou Cantorova funkce zobraźı na lebesgueovsky neměřitelnou množinu.

V samostatné sekci páté kapitoly zkonstruujeme za pomoci Cantorovy funkce
spojitou funkci na intervalu [0, 1], která má stejně jako Cantorova funkce derivaci
rovnou nule skoro všude v [0, 1], ale na rozd́ıl od neklesaj́ıćı Cantorovy funkce je
dokonce ryze rostoućı.

V šesté kapitole se budeme zabývat otázkou, pro které α je Cantorova funkce
α-hölderovská.

Závěrečná sedmá kapitola bude věnována otázce diferencovatelnosti Cantorovy
funkce. Zavedeme jistou přirozenou mı́ruH na Cantorově diskontinuu a za pomoci
nástroj̊u z teorie pravděpodobnosti ukážeme, že ve skoro všech bodech Cantorova
diskontinua (vzhledem k mı́̌re H) má Cantorova funkce nekonečnou derivaci.
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KAPITOLA 2

Kĺıčové věty, definice a značeńı

Uzavřený interval od a do b budeme značit [a, b].
Symbol f znač́ı reálnou funkci reálné proměnné definované na uzavřeném

intervalu [a, b].
(Pokud dále v textu budeme mluvit o spojitosti na intervalu [a, b], budeme

mı́t vždy na mysli spojitost na intervalu (a, b), v bodě a spojitost zprava, v bodě
b spojitost zleva).

Množinu všech přirozených č́ısel bez nuly budeme značit symbolem N.
Množinu všech přirozených č́ısel (tedy včetně nuly) budeme značit symbolem

N0.
Symbolem λ budeme v textu značit jednorozměrnou Lebesgueovu mı́ru.
Zápisem (0.x1x2...)p, kde p ∈ {2, 3}, xn ∈ {0, 1, ..., p − 1}, n ∈ N rozumı́me

zápis č́ısla v p-té pozičńı soustavě (zkráceně budeme ř́ıkat dvojkové, př́ıp. trojkové
soustavě).

(Následuj́ıćı větu lze nalézt např́ıklad v [1])

Věta 2.1. (Heine) Funkce f je spojitá v bodě x0, právě když plat́ı pro každou
posloupnost {xn}

lim
n→∞

xn = x0 ⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(x0).

Definice 2.2. Funkci f : [0, 1] → R nazveme α-hölderovskou s α ∈ [0, 1], existuje-
li takové K ≥ 0, že pro všechna x, y ∈ [0, 1] plat́ı nerovnost

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|α.

Definice 2.3. Reálnou funkci na uzavřeném intervalu [a, b] nazveme absolutně
spojitou, jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že

n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < ε,

kdykoliv a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ ... ≤ an < bn jsou č́ısla z intervalu [a, b], pro která
plat́ı

∑n
i=1 |bi − ai| < δ.

(Následuj́ıćı dvě věty lze nalézt např́ıklad v [2] na stranách 72 a 74).

Věta 2.4. Necht’ f je absolutně spojitá funkce na intervalu [a, b]. Potom plat́ı, že
f

′ ∈ L1([a, b]) a nav́ıc
b∫

a

f
′
= f(b)− f(a).
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2. KLÍČOVÉ VĚTY, DEFINICE A ZNAČENÍ 7

Věta 2.5. (Lebesgueova o diferencovatelnosti monotónńı funkce) Každá mono-
tónńı funkce na intervalu [a, b] má konečnou derivaci ve skoro všech bodech tohoto
intervalu. Je-li f neklesaj́ıćı na [a, b], je f

′ ∈ L1([a, b]) a plat́ı

b∫
a

f
′ ≤ f(b)− f(a).

(Nyńı připomeneme některé základńı pojmy z teorie mı́ry a teorie pravděpodobnosti,
které uplatńıme v posledńı kapitole této práce. Vše co uvád́ıme lze vyhledat
např́ıklad v [3].)

Definice 2.6. Necht’ X je neprázdná množina. Systém A podmnožin množiny
X se nazývá σ-algebra, jestliže plat́ı

(i) ∅ ∈ A,
(ii) A ∈ A ⇒ Ac ∈ A,

(iii) An ∈ A, n = 1, 2, ... ⇒
∞∪
n=1

An ∈ A.

Definice 2.7. Dvojice (X,A), kde A je nějaká σ-algebra podmnožin množiny
X, se nazývá měřitelný prostor.

Definice 2.8. Necht’ (X,A) a (X∗,A∗) jsou měřitelné prostory. Zobrazeńı f :
X → X∗ se nazývá měřitelné, jestliže

A∗ ∈ A∗ ⇒ f−1(A∗) ∈ A.

Zapisujeme f : (X,A) → (X∗,A∗).

Definice 2.9. Necht’ (X,A) je měřitelný prostor. Množinová funkce µ : A →
[0,∞] se nazývá mı́ra, jestliže plat́ı

(i) µ(∅) = 0,

(ii) An po dvou disjunktńı ⇒ µ(
∞∪
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An).

Trojice (X,A, µ) se nazývá prostor s mı́rou. Je-li nav́ıc µ(X) = 1, pak hovoř́ıme
o pravděpodobnostńım prostoru.

Věta 2.10. (O obrazu mı́ry) Necht’ (X,A), (X∗,A∗) jsou měřitelné prostory, T
je měřitelné zobrazeńı z (X,A) do (X∗,A∗), µ je mı́ra na A. Potom množinová
funkce T (µ), definovaná vztahem

T (µ)(A∗) = µ(T−1(A∗)), A∗ ∈ A∗,

je mı́ra na A∗; ř́ıká se j́ı obraz mı́ry µ.

Definice 2.11. Měřitelná reálná funkce F : (X,A) → (R1,B1) se nazývá náhodná
veličina. Náhodná veličina se nazývá diskrétńı, pokud nabývá pouze spočetně
(př́ıpadně konečně) mnoha hodnot xn s pravděpodobnostmi pn, n ∈ N ⊂ N.

Definice 2.12. Necht’ (X,A, µ) je pravděpodobnostńı prostor. Pro diskrétńı
náhodnou veličinu F definujeme středńı hodnotu EF předpisem

EF =
∑
n∈N

xnpn
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Věta 2.13. (Silný zákon velkých č́ısel pro stejně rozdělené náhodné veličiny)
Necht’ je dán pravděpodobnostńı prostor (X,A, P ) a necht’ dále {Yn}∞n=1 je posloup-
nost nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin. Pak pro n → ∞ plat́ı

1

n

n∑
i=1

Yi → µ

skoro jistě (vzhledem k pravděpodobnosti P ) pro nějaké µ ∈ R, právě když E|Y1| <
∞. V tomto př́ıpadě EY1 = µ.



KAPITOLA 3

Cantorovo diskontinuum

Cantorova funkce je úzce svázána s pojmem Cantorova diskontinua. Začněme
tedy t́ım, že si podrobněji poṕı̌seme Cantorovo diskontinuum a dokážeme si jeho
základńı vlastnosti.

Cantorovo diskontinuum je podmnožina intervalu [0, 1] a definuje se rekurent-
ńım zp̊usobem. V prvńım kroku z intervalu [0, 1] odebereme prostředńı otevřený
interval (1

3
, 2
3
), z̊ustanou nám tedy dva uzavřené intervaly[

0,
1

3

]
,
[2
3
, 1
]
.

Ve druhém kroku z těchto dvou uzavřených interval̊u odebereme opět jejich pro-
středńı třetiny, tedy intervaly (1

9
, 2
9
) a (7

9
, 8
9
). Z̊ustanou nám čtyři intervaly[

0,
1

9

]
,
[2
9
,
1

3

]
,
[2
3
,
7

9

]
,
[8
9
, 1
]
.

Označme si množiny interval̊u, které nám vzniknou v n-tém kroku konstrukce
symbolem Kn. Z formálńıch d̊uvod̊u K0 = [0, 1], a dále již K1 = {[0, 1

3
], [2

3
, 1]},

K2 = {[0, 1
9
], [2

9
, 3
9
], [6

9
, 7
9
], [8

9
, 1]} (úmyslně ṕı̌seme zlomky v nezkráceném tvaru pro

lepš́ı názornost).
Máme-li obecně množinu Kn podinterval̊u [0, 1], dostaneme Kn+1 tak, že z

každého intervalu z Kn odebereme prostředńı otevřenou třetinu, č́ımž se nám
každý takový interval rozpadne na dva nové uzavřené intervaly. Je zřejmé, že
t́ımto zp̊usobem v každém kroku zdvojnásobujeme počty interval̊u, tedy plat́ı
#Kn = 2n. Cantorovým diskontinuem nazveme množinu K ⊂ [0, 1], definovanou
jako

K =
∞∩
n=0

Kn,

kde Kn je sjednoceńı interval̊u z Kn.
Na Cantorovo diskontinuum se můžeme d́ıvat i z jiného pohledu. Budeme-li

pracovat s trojkovými rozvoji č́ısel lež́ıćımi v intervalu [0, 1],tj. tvary (0, a1a2a3...)3,
kde ai ∈ {0, 1, 2}, i ∈ N, lze odebráńı intervalu (1

3
, 2
3
) chápat také tak, že ode-

bereme všechna č́ısla, která maj́ı v nějakém svém trojkovém zápisu na prvńı
pozici za desetinou čárkou cifru 1, tedy č́ısla (0, 1a1a2a3...)3. Skutečně, pro ai ∈
{0, 1, 2}, i ∈ N, i ≥ 2 plat́ı

1

3
= (0, 0222...)3 = (0, 1000...)3 ≤ (0, 1a1a2a3...)3 ≤ (0, 1222...)3 = (0, 2)3 =

2

3
.

Odebereme-li dále intervaly (1
9
, 2
9
) a (7

9
, 8
9
), je to to samé, jako odebrat č́ısla,

která maj́ı v nějakém svém trojkovém zápisu na druhé pozici za desetinou čárkou
cifru 1 (přičemž již neuvažujeme č́ısla s cifrou 1 na prvńı pozici za desetinou
čárkou, ta jsme odebrali v předchoźım kroku). Plat́ı obdobné nerovnosti pro ai ∈

9



3. CANTOROVO DISKONTINUUM 10

{0, 1, 2}, i ∈ N, i ≥ 3, totiž

1

9
= (0, 00222...)3 = (0, 01000...)3 ≤ (0, 01a1a2a3...)3 ≤ (0, 01222...)3 = (0, 02)3 =

2

9
,

7

9
= 0, 21000... ≤ 0, 21a1a2a3... ≤ 0, 21222... =

8

9
.

Postupujeme-li indukćı t́ımto zp̊usobem dále, zjist́ıme, že Cantorovo diskon-
tinuum sestává právě z č́ısel, která lze v trojkovém zápisu vyjádřit pouze užit́ım
cifry 0 nebo 2.

Vlastnosti 3.1. Základńı vlastnosti Cantorova diskontinua (dále jǐz K) shrnuj́ı
následuj́ıćı tři body.

(i) K je nespočetná množina.
(ii) K je uzavřená množina.
(iii) K má nulovou Lebesgueovu mı́ru.

Důkaz.

(i) Již v́ıme, že množina K sestává právě z bod̊u, které lze zapsat v trojkové
soustavě bez užit́ı cifry 1. Uvažujme tedy libovolné takové č́ıslo

x = (0, a1a2a3a4a5...)3,

ai ∈ {0, 2}, i ∈ N. Sestrojme nyńı zobrazeńı, které každému takovému x
přǐrad́ı řetězec 0, b1b2b3b4b5..., kde

bi =

{
0, pro ai = 0

1, pro ai = 2

Zřejmě je takové zobrazeńı bijekćı mezi všemi prvky Cantorova diskontinua
a všemi řetězci tvaru 0, b1b2b3b4b5..., bi ∈ {0, 1}, i ∈ N. Ovšem každý takový
řetězec lze chápat jako zápis nějakého č́ısla x ∈ [0, 1] v dvojkové soustavě.
Existuje tedy bijekce mezi Cantorovým diskontinuem a intervalem [0, 1].
Poněvadž každý nedegenerovaný interval je nespočetná množina, dostáváme
t́ım, že i Cantorovo diskontinuum je nespočetná množina.

(ii) Uzavřenost K nahlédneme snadno z toho, že K je pr̊unikem uzavřených
množin Kn, n ∈ N , (uzavřené množiny to jsou proto, poněvadž se jedná o
sjednoceńı uzavřených interval̊u).

(iii) Z předchoźıho bodu v́ıme, že K je uzavřená množina, a tedy Lebesgueovsky
měřitelná. Poč́ıtejme nyńı mı́ru množiny [0, 1] \ K. Plat́ı,

λ([0, 1] \ K) = λ([0, 1] \
∞∩
n=0

Kn) = λ(
∞∪
n=0

([0, 1] \ Kn))

= lim
n→∞

λ([0, 1] \ Kn) = lim
n→∞

(1
3
+

2

9
+ . . .+

2n−1

3n
)

=
1

2
lim
n→∞

(2
3
+

4

9
+ . . .+

(2
3

)n)
=

1

2
lim
n→∞

2

3

1− (2
3
)n

(1− 2
3
)
= 1

Z toho tedy plyne, že λ(K) = 0.

�



KAPITOLA 4

Definice Cantorovy funkce

4.1. Prvńı zp̊usob definice Cantorovy funkce

Cantorovu funkci budeme postupně definovat na jistých uzavřených podinter-
valech [0, 1], následně ukážeme, že existuje spojité dodefinováńı na celý interval
[0, 1]. Výsledkem bude spojitá, neklesaj́ıćı funkce na [0, 1] s hodnotami v celém
[0, 1].

Pro x ∈ [1
3
, 2
3
] definujme f(x) = 1

2
. Dále si budeme v každém kroku defino-

vat množiny interval̊u, na kterých jsme již f definovali. Tedy K1 = {[1
3
, 2
3
]}. Na

dvou intervalech, kde je f nedefinována, postupujme obdobně. Tedy vezměme
prostředńı uzavřené třetiny těchto interval̊u a pro x ∈ [1

9
, 2
9
] definujme f(x) = 1

4
,

pro x ∈ [7
9
, 8
9
] definujme f(x) = 3

4
, K2 = {[1

9
, 2
9
], [7

9
, 8
9
]}.

Pro přehlednost zavěd’me ještě speciálńı značeńı interval̊u, které lež́ı v Ki,
tedy

[a
(1)
1 , b

(1)
1 ] = [

1

3
,
2

3
]

pro K1,

[a
(2)
1 , b

(2)
1 ] = [

1

9
,
2

9
]

[a
(2)
2 , b

(2)
2 ] = [

7

9
,
8

9
]

pro K2.
Obecně, máme-li již množinu interval̊u Ki, vznikne množina Ki+1 tak, že

vezmeme všechny uzavřené prostředńı třetiny interval̊u na kterých jsme f ještě
nedefinovali. Snadno nahlédneme, že #Ki+1 = 2#Ki, přičemž #K1 = 1. Indukćı
tedy ihned dostáváme, že #Ki = 2i−1 a délka každého z interval̊u v Ki je rovna
3−i.

V obecném n-tém kroku definujme

f(x) =
2k − 1

2n

pro x ∈ [a
(n)
k , b

(n)
k ] a k ∈ {1, 2, ..., 2n−1}. Provedeme-li tento proces pro všechna

přirozená n, z̊ustane funkce f nedefinována na množině

(4.1) M = [0, 1] \
∞∪
n=1

(
2n−1∪
k=1

[a
(n)
k , b

(n)
k ])

Otázkou nyńı je, zda-li lze nějak popsat body patř́ıćı do této množiny (př́ıpadně
zda-li tato množina neńı prázdná). Konstruujeme-li Cantorovo diskontinuum,
začneme tak, že z [0, 1] odebereme prostředńı třetinu, tj. interval (1

3
, 2
3
). Dále

ze zbývaj́ıćıch interval̊u odebereme vždy prostředńı otevřené třetiny. Srovnáme-li
tento postup s postupem, jakým jsme postupně definovali f , neńı těžké nahlédnout,

11



4.1. PRVNÍ ZPŮSOB DEFINICE CANTOROVY FUNKCE 12

že f z̊ustala nedefinována právě na množině vzniklé tak, že z Cantorova diskon-
tinua odebereme body 0, 1, 1

3
, 2
3
, 1
9
, 2
9
, 7
9
, 8
9
..., tedy body, které tvoř́ı kraje interval̊u z

Ki, i ∈ N. Poněvadž Cantorovo diskontinuum je nespočetná množina, z̊ustane ne-
spočetnou množinou i po odebráńı nějaké podmnožiny racionálńıch č́ısel. Funkce
f tedy z̊ustala nedefinována na nespočetné podmnožině [0, 1].

Zvolme nyńı libovolný bod, ve kterém jsme f ještě nedefinovali a označme
ho t∗. Tento bod lež́ı zcela jistě v jednom z otevřených interval̊u (0, 1

3
), (2

3
, 1).

Pokud lež́ı např́ıklad v intervalu (0, 1
3
), definujme t1 = 0 a t

′
1 = 1

3
. Dále t∗ lež́ı

bud’ v (0, 1
9
) nebo v (2

9
, 1
3
). Necht’ je to kupř́ıkladu interval (2

9
, 1
3
). Pak definujme

t2 =
2
9
, t

′
2 =

1
3
. Obecně, lež́ı-li t∗ v intervalu (an, bn), kde an a bn jsou krajńı body

nějakého z interval̊u z Ki, tj. racionálńı č́ısla z množiny 0, 1, 1
3
, 2
3
, 1
9
, 2
9
, 7
9
, 8
9
..., pak

obdobně t∗ lež́ı v jednom z otevřených interval̊u (an, an+
bn−an

3
) a (bn− bn−an

3
, bn).

V prvńım př́ıpadě položme tn+1 = tn, t
′
n+1 = t

′
n − 2

3
(bn − an), ve druhém

př́ıpadě položme tn+1 = tn +
2
3
(bn − an), t

′
n+1 = t

′
n.

Protože evidentně plat́ı (tn+1, t
′
n+1) ⊂ (tn, t

′
n), posloupnosti tn, t

′
n jsou po řadě

neklesaj́ıćı a nerostoućı, t
′
n+1 − tn+1 = 1

3
(t

′
n − tn) a limn→∞(t

′
n − tn) = 0, nab́ıźı

se možnost definovat f(t∗) jako společnou limitu f(tn), resp. f(t
′
n). K tomu je

zapotřeb́ı si rozmyslet několik věćı. Předně, je-li funkce definovaná na systémech
interval̊u K1, ..., Kn, můžeme zřejmě tyto intervaly seřadit do posloupnosti po-
dle hodnoty jejich pravých meźı. Máme-li např́ıklad f definovanou na K1, K2,
seřad́ıme tyto intervaly do posloupnosti následovně:[1

9
,
2

9

]
,
[1
3
,
2

3

]
,
[7
9
,
8

9

]
,

přičemž funkčńı hodnota definovaná na libovolném intervalu je vždy o 1
4
větš́ı než

na předcházej́ıćım intervalu, ve smyslu popsaného seřazeńı (samozřejmě kromě
intervalu

[
1
9
, 2
9

]
, ten žádného předch̊udce nemá). Postupujme dále indukćı. Necht’

tedy máme seřazeny do posloupnosti podle hodnot pravých meźı intervaly z
K1, ..., Kn a předpokládejme, že definovaná funkčńı hodnota f(x) na libovolném
intervalu, kromě prvńıho, je o 1

2n
větš́ı než na intervalu předchoźım. Systém in-

terval̊u Kn+1 jsme definovali tak, že na každém intervalu, kde f nebyla dosud
definovaná, vezmeme uzavřenou prostředńı třetinu a na ni f definujeme postupně
hodnotami

1

2n+1
,

3

2n+1
,

5

2n+1
, ...,

2n+1 − 1

2n+1
.

Nyńı je už patrné, že seřad́ıme-li nyńı do posloupnosti intervaly z K1, ..., Kn+1,
bude f postupně nabývat funkčńıch hodnot

1

2n+1
,

2

2n+1
,

3

2n+1
, ...,

2n+1 − 1

2n+1
,

tedy funkčńı hodnota na libovolném intervalu z K1, ..., Kn+1 v uvažovaném us-
pořádáńı je o 1

2n+1 větš́ı než na intervalu předchoźım (opět kromě prvńıho inter-

valu [ 1
3n+1 ,

2
3n+1 ]). Funkce f , definovaná na množinách interval̊u K1, ..., Kn, je zde

rostoućı, čili posloupnost f(tn), resp. f(t
′
n) je neklesaj́ıćı, shora omezená, resp.

neklesaj́ıćı, zdola omezená. Obě jsou tedy konvergentńı. Skutečnost, že obě limity
jsou si rovny je patrná z toho, že pro

t
′

n − tn =
1

3n
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plat́ı

f(t
′

n)− f(tn) =
1

2n
.

Dodefinovali jsme tedy f ve všech bodech intervalu [0, 1]. Je patrné, že po tomto
rozš́ı̌reńı definičńıho oboru na celý interval [0, 1] bude f na [0, 1] neklesaj́ıćı. Je

otázkou, zda-li se jedná o spojitou funkci. Je-li x ∈
∞∪
n=1

(
2n−1∪
k=1

[a
(n)
k , b

(n)
k ]) libovolné,

lež́ı v nějakém [a, b] ∈ Km, na kterém je f konstantńı. Jedná-li se o vnitřńı bod
takového intervalu, je f v x jasně spojitá. Zbývá si rozmyslet př́ıpad, kdy je x
krajńım bodem takového intervalu. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že
se jedná o levý krajńı bod takového intervalu, tj. x = a. Spojitost zprava je i v
tomto př́ıpadě jasná, netriviálńı je pouze spojitost zleva. Zvolme tedy ε > 0. K
němu existuje takové n ∈ N, že 1

2n
< ε. Definujme l = max{m,n}. Pro toto pevné

l ∈ N opět uvažme systém interval̊u z K1, ..., Kl. Jak již v́ıme, na tomto systému
je f neklesaj́ıćı, mezi sousedńımi intervaly jsou mezery délky 1

3l
a funkčńı hodnota

na libovolném intervalu je o 1
2l
větš́ı, než na předchoźım intervalu. Speciálně tedy

pro každé

y ∈
∞∪
n=1

(
2n−1∪
k=1

[a
(n)
k , b

(n)
k ])

takové, že 1
3l
> x− y ≥ 0, je

ε >
1

2l
> f(x)− f(y) ≥ 0,

z čehož již dostáváme spojitost f na
∞∪
n=1

(
2n−1∪
k=1

[a
(n)
k , b

(n)
k ]). Ve zbývaj́ıćıch bodech

intervalu [0, 1], kde jsme f dodefinovali jistou limitou, ukážeme spojitost podle
Heineho definice spojitosti (Věta 2.1). Bud’

t∗ ∈ M = [0, 1] \
∞∪
n=1

(
2n−1∪
k=1

[a
(n)
k , b

(n)
k ])

a sn → t∗, sn ∈ [0, 1] libovolná posloupnost. Chceme ukázat, že potom

f(sn) → f(t∗),

č́ımž bude spojitost funkce f v bodě t∗ dokázána. Bud’ tn, t
′
n posloupnosti defi-

nované výše. Zvoĺıme-li ε > 0 libovolné, pak jistě existuje index n0 takový, že
pro všechna n ≥ n0 je |f(tn) − f(t∗)| < ε a |f(t′n) − f(t∗)| < ε. Poněvadž
jsou ale posloupnosti tn, t

′
n po řadě neklesaj́ıćı a nerostoućı a rovněž funkce f

je neklesaj́ıćı, stač́ı nám nalézt takový index m0, aby pro všechna n ≥ m0 platilo
tn0 ≤ sn ≤ t

′
n0
. Potom bude rovněž platit |f(sn)− f(t∗)| < ε, č́ımž je spojitost v

bodě t∗ dokázána.

4.2. Druhý zp̊usob konstrukce Cantorovy funkce

Ukažme si jinou možnou definici Cantorovy funkce, a to aritmetickou. Uvažujme
libovolné č́ıslo x ∈ [0, 1] a jeho zápis v trojkové soustavě (zat́ım ponechme stranou
nejednoznačnost zápisu).

Vezměme prvńı cifru v našem zápisu rovnou 1 (pokud taková existuje) a
všechny následuj́ıćı cifry nahrad’me 0. Dále přepǐsme všechny cifry rovné 2 na
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hodnotu 1. T́ım źıskáme zápis jistého č́ısla ve dvojkové soustavě, a to bude právě
hodnota funkce f v bodě x. Např́ıklad:

x =
23

27
= (0.212)3.

Aplikujme výše uvedený postup:
Nalezneme prvńı cifru 1 v řetězci 0.212 a všechny následuj́ıćı cifry za ńı, v

tomto př́ıpadě pouze jedinou cifru, nahrad́ıme 0. Dostaneme tedy řetězec 0.210.
Nyńı v tomto řetězci přeṕı̌seme všechny cifry 2 na cifru 1. Dostáváme tedy řetězec
0.110 a ten interpretujeme jako zápis f(x) ve dvojkové soustavě. Ve zkratce tedy:

0.212 → 0.210 → (0.110)2 = f(x).

Pokud zápis x v trojkové soustavě neobsahuje cifru 1, postupujeme tak, že v
tomto zápisu nahrad́ıme všechny cifry 2 cifrou 1 (cifry 0 ponecháme nezměněny).
Tento změněný zápis interpretujeme jako zápis jistého č́ısla ve dvojkové soustavě,
a to bude funkčńı hodnota f v bodě x. Např́ıklad:

x =
20

27
= (0.202)3.

Podle výše uvedeného postupu tedy dostaneme

0.202 → (0.101)2 = f(x).

Jak v́ıme, zápis č́ısla v jakékoliv pozičńı soustavě neńı jednoznačný. Např́ıklad
v deśıtkové soustavě plat́ı

1 = 0, 9999...

Stejně tak v trojkovém zápisu dostáváme

1

3
= (0.1)3 = (0.02222)3.

Je tedy otázka, zda-li je naše definováńı funkčńıch hodnot korektńı, tj. zda-li
nezáviśı na zvoleném zápisu x ∈ [0, 1] v trojkové soustavě. Uvažujme tedy dva
r̊uzné zápisy téhož č́ısla x ∈ [0, 1] v trojkové soustavě. Necht’ tedy plat́ı

x = (0.a1a2...an1000...)3 = (0.a1a2...an02222...)3,

kde ai ∈ {0, 1, 2}. Podle výše uvedeného postupu má platit

f(x) = (0.b1b2...bn1000...)2

a současně

f(x) = (0.b1b2...bn01111...)2,

kde bi ∈ {0, 1}. Je ovšem

(0.b1b2...bn1000...)2 = (0.b1b2...bn01111...)2,

tedy naše definice je opravdu korektńı.
Ukažme, že se jedná o spojitou funkci. K tomu nám zřejmě stač́ı dokázat

následuj́ıćı větu.

Věta 4.1. Necht’ f je funkce definovaná v předchoźım odstavci. Potom pro všechna
x, y ∈ [0, 1] a n ∈ N plat́ı

|x− y| ≤ 1

3n
⇒ |f(x)− f(y)| ≤ 1

2n
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Důkaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že y ≥ x. Označme dále

x = (0.x1x2...xnxn+1...)3

y = (0.y1y2...ynyn+1...)3,

kde xi, yi ∈ {0, 1, 2}, i ∈ N.
Dokud neřekneme jinak, budeme v daľśıch úvahách pracovat s předpokladem

x1 = y1, ..., xn−1 = yn−1.

Z y ≥ x nemůže nastat situace, kdy by bylo xn − yn = 2. Plat́ı-li xn − yn = 1,
je podle předpokladu y ≥ x nutně xi = 0, yi = 2, i > n (v tomto př́ıpadě pak
dokonce plat́ı rovnost x = y). Zápisy č́ısel x, y v trojkové soustavě tedy maj́ı tvar

x = (0.x1x2...xn−11000...)3

y = (0.x1x2...xn−10222...)3,

popř́ıpadě
x = (0.x1x2...xn−12000...)3

y = (0.x1x2...xn−11222...)3.

Aplikujeme-li postup výpočtu hodnot Cantorovy funkce v bodech x, y, dostáváme
ihned rovnost f(x) = f(y).

Plat́ı-li xn = yn, mohou se cifry trojkových zápis̊u x, y lǐsit nejdř́ıve na indexu
n + 1. T́ım se ovšem i dvojkové zápisy f(x), f(y) lǐśı nejdř́ıve na pozici n + 1, i
nyńı tedy obdrž́ıme nerovnost f(y)− f(x) ≤ 1

2n
.

Pokud je yn − xn = 1, maj́ı zápisy x, y tvar

x = (0.x1x2...xn−10xn+1...)3

y = (0.x1x2...xn−11yn+1...)3,

resp.
x = (0.x1x2...xn−11xn+1...)3

y = (0.x1x2...xn−12yn+1...)3.

Je-li některé x1...xn rovno 1, dostáváme ihned rovnost f(x) = f(y). V opačném
př́ıpadě budou mı́t dvojkové zápisy f(x), f(y) tvar

f(x) = (0.b1b2...bn−10bn+1...)2

f(y) = (0.b1b2...bn−11000...)2,

resp.
f(x) = (0.b1b2...bn−11000...)2

f(y) = (0.b1b2...bn−11bn+1...)2,

kde bi ∈ {0, 1}. Nyńı je už patrné, že v obou př́ıpadech plat́ı požadovaná nerovnost
f(y)− f(x) ≤ 1

2n
.

Zbývá dořešit situaci, kdy existuje i ∈ {1, ..., n−1}, že xi ̸= yi. Předpokládejme
nav́ıc, že i je nejmenš́ı takový index. Připomeňme, stále předpokládáme, že y ≥ x.
Bud’ tedy

x = (0.x1...xi...xn...)3

y = (0.x1...yi...yn...)3.

Př́ıpad, plat́ı kdy yi = 0, xi = 2 můžeme vyloučit, protože je ihned ve sporu s
předpokladem y ≥ x. I v př́ıpadě

yi+1 = yi+2... = 2
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xi+1 = xi+2... = 0

je totiž y < x. Pokud xi − yi = 1, muśı být nutně

yi+1 = yi+2... = 2

xi+1 = xi+2... = 0.

Potom ale x = y, a proto f(x) = f(y).
Bud’ tedy yi > xi. I v tomto př́ıpadě můžeme ihned vyloučit jeden př́ıpad, a

to yi = 2, xi = 0. Pak totiž y − x ≥ 1
3i
> 1

3n
Až do konce d̊ukazu tedy plat́ı

yi = xi + 1.

Nutně muśı rovněž platit

xi+1 = xi+2 = ... = xn−1 = 2

yi+1 = yi+2 = ... = yn−1 = 0.

Jinak bud’ existuje index j ∈ {i + 1, ..., n − 1} takový, že xj ∈ {0, 1}, nebo
existuje index j

′ ∈ {i + 1, ..., n − 1}, že yj′ ∈ {1, 2}, př́ıpadně nastanou oba
předchoźı př́ıpady. V prvém př́ıpadě dostáváme

y − x ≥ (0.x1...yi000yj000yn000...)3 − (0.x1...xi222xj222xn222...)3

≥ 2− xj

3j

>
1

3n
.

Ve druhém př́ıpadě dostaneme obdobným zp̊usobem spor (t́ım sṕı̌se, pokud nas-
tanou př́ıpady oba). Zápisy č́ısel x, y jsou tedy nutně tvaru

x = (0.x1...xi−1xi222...xnxn+1...)3

y = (0.x1...xi−1yi000...ynyn+1...)3.

Pokud yn = 2, pak

y − x ≥ 2

3n
>

1

3n
,

což je tedy spor.
Pokud yn = 1, pak y − x ≥ 1

3n
, přičemž rovnost nastane právě tehdy, když

x, y jsou ve tvaru
x = (0.x1...xi−10i222...2n222...)3
y = (0.x1...xi−11i000...1n000...)3,

popř́ıpadě
x = (0.x1...xi−11i222...2n222...)3
y = (0.x1...xi−12i000...1n000...)3.

V obou př́ıpadech plat́ı

f(y)− f(x) ≤ 1

2n
.

Je-li konečně yn = 0 pak mohou nastat pouze situace, kdy

x = (0.x1...xi−1xi222...2nxn+1...)3

y = (0.x1...xi−1yi000...0nyn+1...)3,

x = (0.x1...xi−1xi222...1nxn+1...)3
y = (0.x1...xi−1yi000...0nyn+1...)3,
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v obou př́ıpadech yi = xi + 1. Zváž́ıme-li, že jedna z cifer xi, yi je rovna 1
dostáváme i zde požadovanou nerovnost

f(y)− f(x) ≤ 1

2n
.

Př́ıpad, kdy xn = 0, tj.

x = (0.x1...xi−1xi222...0nxn+1...)3

y = (0.x1...xi−1yi000...0nyn+1...)3

vede ke sporu, je totiž y − x ≥ 2
3n
.

�

4.3. Srovnáńı definic

Nab́ıdli jsme dvě definice Cantorovy funkce. Na závěr této kapitoly nám zbývá
ukázat, že v obou př́ıpadech dostaneme vždy ten samý objekt. Nejprve ale po-
mocné tvrzeńı.

Věta 4.2. Necht’ f a g jsou dvě spojité funkce na intervalu [0, 1], které se shoduj́ı
na husté podmnožině H ⊆ [0, 1]. Potom f = g na celém [0, 1].

Důkaz. Necht’ tomu tak neńı. Existuje tedy takové x ∈ [0, 1], že

f(x) ̸= g(x).

Z předpokladu hustoty množiny H existuje posloupnost (xn) ⊂ H taková, že

xn → x.

Podle Heineho věty 2.1 je ovšem současně

f(xn) → f(x)

g(xn) → g(x).

To je však evidentńı spor s f(x) ̸= g(x), nebot’ f(xn) = g(xn) pro všechna
n ∈ N. �

Podle právě dokázané věty nám tedy k ověřeńı toho, že obě definice Can-
torovy funkce splývaj́ı, stač́ı ukázat, že funkce jimi určené se shoduj́ı na jisté
husté podmnožině [0, 1]. V tomto př́ıpadě bude takovou hustou podmnožinou

∞∪
n=1

Kn =
∞∪
n=1

(
2n−1∪
k=1

[a
(n)
k , b

(n)
k ]),

kde už́ıváme značeńı ze Sekce 4.1, Kn je sjednoceńı interval̊u z Kn, n ∈ N.
Na intervalu

[a
(1)
1 , b

(1)
1 ] = [

1

3
,
2

3
]

je funkč́ı hodnota podle prvńı definice

f(x) =
2.1− 1

21
=

1

2
.

Druhá definice dává na

[
1

3
,
2

3
] = [(0.1)3, (0.2)3]
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hodnotu

f(x) = (0.1)2 =
1

2
.

Postupujme dále indukćı podlem. Necht’ se tedy funkce určené prvńı a druhou

definićı rovnaj́ı na
m∪

n=1

Kn a necht’ nav́ıc všechny koncové body interval̊u z
m∪

n=1

Kn

maj́ı v trojkovém zápisu všechny cifry r̊uzné od 1. Jak jsme již d̊ukladně popsali
v Sekci 4.1, budeme definovat intervaly z Km+1 tak, že ∀n ∈ {1, ...,m} vezmeme
postupně každý interval

[a
(n)
k , b

(n)
k ] ∈

m∪
n=1

Kn

a definujeme

[b
(n)
k +

1

3m+1
, b

(n)
k +

2

3m+1
] ∈ Km+1.

Vı́me již, že podle prvńıho zp̊usobu definice Cantorovy funkce bude funkčńı hod-

nota na [b
(n)
k + 1

3m+1 , b
(n)
k + 2

3m+1 ] o
1

2m+1 větš́ı než na intervalu [a
(n)
k , b

(n)
k ]. Podle

indukčńıho předpokladu ale také v́ıme, že

b
(n)
k = (0.b1b2...bn000...)3,

kde b1...bn ∈ {0, 2}. Pak ovšem

[b
(n)
k +

1

3m+1
, b

(n)
k +

2

3m+1
] = [(0.b1b2...bn0001m+1)3, (0.b1b2...bn0002m+1)3].

T́ım jsme tedy jednak ukázali, že koncový bod intervalu [b
(n)
k + 1

3m+1 , b
(n)
k + 2

3m+1 ] má
v trojkovém zápisu cifry r̊uzné od 1, ale předevš́ım podle zp̊usobu určeńı funkčńı
hodnoty v druhé definici Cantorovy funkce i zde vid́ıme, že funkčńı hodnota je o

1
2m+1 větš́ı než na intervalu [a

(n)
k , b

(n)
k ].



KAPITOLA 5

Vlastnosti Cantorovy funkce

Věta 5.1. Necht’ f je Cantorova funkce. Pak f je nekonstantńı funkce maj́ıćı
derivaci rovnou 0 skoro všude v intervalu [0, 1] (vzhledem k Lebesgueově mı́ře).

Důkaz. V sekci 4.1 jsme definovaly systémy interval̊u Kn, na nichž je f kon-
stantńı, spec. má tedy na nich derivaci rovnou 0. Spočtěme tedy mı́ru sjednoceńı
∞∪
n=1

Kn, kde Kn je sjednoceńı interval̊u z Kn. Dostáváme postupně

λ(
∞∪
n=1

Kn) =
∞∑
n=1

λ(Kn)

=
∞∑
n=1

2n−1

3n
=

1

2

∞∑
n=1

(
2

3
)n

=
1

2
.

2
3

1− 2
3

=
1

2
.
2

3
.3 = 1 = λ([0, 1])

U prvńı rovnosti jsme využili toho, že množiny Kn jsou po dvou disjunktńı. To,
že je f nekonstantńı na [0, 1], je zřejmé. �

Cantorova funkce je př́ıkladem funkce, která je spojitá na uzavřeném intervalu,
nikoliv však absolutně spojitá.

Věta 5.2. Cantorova funkce je spojitá na [0, 1], neńı zde ale absolutně spojitá.

Důkaz. Skutečně, podle Věty 2.4 pro absolutně spojitou funkci f na uzavřeném
intervalu [a, b] plat́ı, že

f(b)− f(a) =

b∫
a

f
′
,

kde f
′
je derivaćı funkce f (v́ıce informaćı o absolutně spojitých funkćıch můžete

naj́ıt např́ıklad v [2], na straně 73). Poněvadž má ale Cantorova funkce derivaci

skoro všude rovnou 0, dostáváme ze vztah̊u f(b)− f(a) = 1− 0 = 1 a
∫ b

a
f

′
= 0

spor. Proto Cantorova funkce nemůže být absolutně spojitou funkćı. �
Věta 5.3. Necht’ f je Cantorova funkce. Potom existuje lebesgueovsky měřitelná
podmnožina [0, 1], jej́ı̌z obraz je lebesgueovsky neměřitelný.

Důkaz. K d̊ukazu užijeme známého tvrzeńı z teorie mı́ry, že v každé množině
kladné mı́ry lež́ı nějaká neměřitelná množina. Ze spojitosti f a z toho, že f(0) = 0,
resp. f(1) = 1 dostáváme, že

f([0, 1]) = [0, 1].

(užili jsme toho, že spojitá funkce na uzavřeném intervalu [a,b] nabývá všech
mezihodnot mezi f(a) a f(b)). Funkčńı hodnoty na intervalech zKi jsou racionálńı
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č́ısla, čili mı́ra jejich sjednoceńı je, jakožto spočetná množina, nulová. Označme
ji např́ıklad symbolem N . Dále plat́ı

λ(
∞∪
i=1

Ki) = 1.

Z toho ihned dostáváme, že [0, 1] \ N je měřitelná množina kladné mı́ry (rovné
jedné). Existuje tedy nějaká neměřitelná podmnožina

A ⊂ [0, 1] \ N ,

jej́ıž vzor je ale podmnožinou M(viz 4.1) (M má ovšem nulovou mı́ru, poněvadž
je to doplněk měřitelné množiny mı́ry jedna v intervalu délky 1). Ovšem jakákoliv
podmnožina měřitelné množiny mı́ry nula je již měřitelná (využ́ıváme úplnosti
Lebesgueovy mı́ry). �

5.1. Konstrukce ryze monotónńı funkce

Popsali jsme spojitou funkci na intervalu [0, 1], s derivaćı skoro všude rovnou
nule. Nyńı ukážeme, že lze naše požadavky v jistém smyslu ześılit a najdeme
funkci, která bude mı́t na [0, 1] derivaci také rovnou nule skoro všude, ale bude
zde dokonce ryze monotónńı. To doćıĺıme t́ım, že vhodným zp̊usobem sečteme
jistou řadu funkćı, které vycházej́ı z Cantorovy funkce. Předt́ım ale formulujme
a dokažme tvrzeńı, o které se bude naše konstrukce z podstatné části oṕırat.

Věta 5.4. (O diferencovatelnosti řady monotónńıch funkćı) Necht’ fk : [0, 1] → R,
k ∈ N je řada neklesaj́ıćıch funkćı a předpokládejme, že řada

f(x) =
∞∑
k=1

fk(x)

konverguje pro každé x ∈ [0, 1] bodově. Potom plat́ı

f
′
(x) =

∞∑
k=1

f
′

k(x)

pro skoro všechna x ∈ [0, 1].

Důkaz. Necht’

f(x) =
n∑

k=1

fk(x) +Rn(x),

kde

Rn(x) =
∞∑

k=n+1

fk(x)

je zbytek n-tého částečného součtu. Je zřejmé, že funkce f i Rn jsou neklesaj́ıćı,
proto podle Lebesgueovy Věty 2.5 o diferencovatelnosti neklesaj́ıćı funkce ihned
dostáváme, že existuj́ı př́ıslušné derivace ve skoro všech bodech intervalu [0, 1].
Označme Ak měřitelnou podmožinu intervalu [0, 1], λ(Ak) = 1, na které je funkce
fk diferencovatelná. Označme dále f0 = f , A0 bud’ měřitelná množina, λ(A0) = 1,
na které je diferencovatelná funkce f . Z vlastnost́ı Lebesgueovy mı́ry dostáváme,

λ([0, 1] \
∞∩
k=0

Ak) = λ(
∞∪
n=0

([0, 1] \ Ak)) ≤
∞∑
k=1

λ([0, 1] \ Ak) = 0.
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Můžeme tedy definovat A =
∞∩
k=0

Ak jako měřitelnou podmnožinu [0, 1] mı́ry 1,

na které jsou všechny funkce fk, k ∈ N0 diferencovatelné. Vezměme nyńı libo-
volné x ∈ A. Potom součet

∑n
k=1 fk(x) je diferencovatelný v bodě x, a tedy i

R
′
n(x) = f

′
(x)−

∑n
k=1 f

′

k(x) existuje. Protože je Rn neklesaj́ıćı funkce, dostáváme,

že R
′
n(x) ≥ 0. Proto plat́ı

f
′
(x) =

n∑
k=1

f
′

k(x) +R
′

n(x) ≥
n∑

k=1

f
′

k(x)

pro všechna x ∈ A. Limitńı přechod pro n → ∞ dává

(5.1) f
′
(x) ≥

∞∑
k=1

f
′

k(x)

ve všech bodech x ∈ A, tedy ve skoro všech bodech [0, 1].
Z Lebesgueovy věty o diferencovatelnosti neklesaj́ıćı funkce (2.5), kterou apli-

kujeme na funkci Rn dostáváme, že

0 ≤
1∫

0

R
′

n(x)dx ≤ Rn(1)−Rn(0) =
∞∑

k=n+1

(fk(1)− fk(0)).

Poněvadž konverguj́ı obě řady
∑∞

k=1 fk(0),
∑∞

k=1 fk(1), konverguje i řada
∞∑
k=1

(fk(1)− fk(0)).

Je tedy nutně

lim
n→∞

∞∑
k=n+1

(fk(1)− fk(0) = 0,

což dává

lim
n→∞

1∫
0

R
′

n(x)dx = 0.

Podle předchoźıch výsledk̊u můžeme nyńı psát

1∫
0

f
′
(x)dx =

1∫
0

(
n∑

k=1

fk(x))
′
dx+

1∫
0

R
′

n(x)dx

=

1∫
0

n∑
k=1

f
′

k(x)dx+

1∫
0

R
′

n(x)dx

≤
1∫

0

∞∑
k=1

f
′

k(x)dx+

1∫
0

R
′

n(x)dx

Limitńım přechodem pro n → ∞ dostáváme

(5.2)

1∫
0

f
′
(x)dx ≤

1∫
0

∞∑
k=1

f
′

k(x)dx.
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Z (5.1) a (5.2) nyńı pro skoro všechna x ∈ [0, 1] dostáváme

f
′
(x) =

∞∑
k=1

f
′

k(x),

což jsme chtěli ukázat. �
Věta 5.5. Existuje ryze rostoućı funkce na intervalu [0, 1], která má derivaci
rovnou nule skoro všude v [0, 1].

Důkaz. Bud’ v daľśım c Cantorova funkce, rk oč́ıslováńı množiny všech racionálńıch
č́ısel. Rozšǐrme definičńı obor Cantorovy funkce na celéR, definujme tedy následuj́ıćım
zp̊usobem novou funkci

C(x) =


0, pro x ∈ (−∞, 0)

c(x), pro x ∈ [0, 1]

1, pro x ∈ (1,+∞)

Položme konečně

f(x) =
∞∑
k=1

1

2k
C(x− rk),

x ∈ [0, 1]. Řada vpravo je zřejmě konvergentńı d́ıky srovnávaćımu kritériu s řadou
∞∑
k=1

1
2k

všude v [0, 1]. Dále je f ryze monotónńı na intervalu [0, 1]. Bud’

0 ≤ x < y ≤ 1.

Zřejmě C(x − rk) ≤ C(y − rk) pro všechna rk, protože Cantorova funkce je
neklesaj́ıćı. Zvolme takové racionálńı č́ıslo rn, pro které plat́ı x < rn < y. Pak je
zřejmě 0 = C(x− rn) < C(y − rn). Z toho tedy plyne, že

f(y)− f(x) ≥ 1

2n
(C(y − rn)− C(x− rn)) > 0,

a f je tedy skutečně ryze rostoućı funkce na [0, 1]. Podle Věty 5.4 je f
′
(x) = 0

pro skoro všechna x ∈ [0, 1], protože C
′
(x− rk) = 0 skoro všude v [0, 1] pro každé

rk. �



KAPITOLA 6

Koeficient hölderovskosti

Zabývejme se nyńı otázkou, pro jaké α ∈ [0, 1] je Cantorova funkce α-höl-
derovská. Připomeňme, že funkci f nazveme α-hölderovskou na intervalu [0, 1] s
koeficientem α ∈ [0, 1], plat́ı-li pro vhodnou nezápornou konstantu K a všechna
x, y ∈ [0, 1] nerovnost

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|α.

Zformulujme a dokažme nejprve dvě pomocné věty.

Věta 6.1. Necht’ spojitá funkce f : [0, 1] → R je α-hölderovská na husté podmnožině
H intervalu [0, 1] s konstantami K,α. Potom je α-hölderovská na celém intervalu
[0, 1], a to se stejnými konstantami K,α.

Důkaz. Zvolme libovolné x, y ∈ [0, 1] a n > 0. Ze spojitosti f v bodech x, y
existuje takové 0 < δ < 1

n
, že plat́ı nerovnosti

|f(x)− f(xn)| <
1

n

|f(y)− f(yn)| <
1

n
,

pro libovolná xn, yn z δ-okoĺı bodu x, resp. y (V př́ıpadě, že x = 0 volme xn > 0,
abychom neopustili interval [0, 1]). Vzhledem k hustotě H můžeme předpokládat,
že xn, yn lež́ı v H, kde je f α-hölderovská. Dostáváme tedy postupně následuj́ıćı
odhady:

|f(x)− f(y)| = |f(x)− f(xn) + f(xn)− f(y) + f(yn)− f(yn)|
≤ |f(x)− f(xn)|+ |f(y)− f(yn)|+ |f(xn)− f(yn)|

≤ 2

n
+K|xn − yn|α

=
2

n
+K|xn − x+ x− yn + y − y|α

≤ 2

n
+K||xn − x|+ |yn − y|+ |x− y||α

≤ 2

n
+K| 2

n
+ |x− y||α

Limitńı přechod pro n → ∞ dává požadovanou nerovnost

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|α.

�
23
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Věta 6.2. Necht’ x, y jsou libovolná č́ısla z
∞∪
n=0

Kn, kde Kn je sjednoceńı systému

interval̊u Kn, který jsme definovali v Sekci 4.1. Pokud plat́ı

(
1

3
)n+1 ≤ |x− y| ≤ (

1

3
)n,

pak plat́ı nerovnost

|f(x)− f(y)| ≤ (
1

2
)n.

Důkaz. Vzhledem k monotonii Cantorovy funkce neńı samozřejmě potřeba uvažovat
spodńı odhad (1

3
)n+1 ≤ |x− y| v předpokladech věty, nicméně v daľśıch úvahách

budeme potřebovat i tento spodńı odhad, je tedy užitečněǰśı zahrnout ho již do
zněńı věty. Nyńı k jádru d̊ukazu. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat,
že plat́ı dokonce

|x− y| = (
1

3
)n.

To proto, že Cantorova funkce je neklesaj́ıćı. Předpokládejme opět, stejně jako v
paragrafu 3.1, že máme přirozeným zp̊usobem seřazeny do posloupnosti intervaly
zK1, ..., Kn a jak jsme již ukázali, funkčńı hodnoty na sousedńıch dvou intervalech
v tomto uspořádáńı se lǐśı o 1

2n
. Velmi volně řečeno, mezi intervaly z K1, ..., Kn

jsou právě mezery délky 1
3n
. Poněvadž |x − y| = (1

3
)n, je patrné, že x, y lež́ı oba

bud’ v jednom intervalu z K1, ..., Kn, nebo ve dvou sousedńıch intervalech nebo
jeden z bod̊u x, y lež́ı v nějakém intervalu z K1, ..., Kn a druhý v nejbližš́ı mezeře
mezi intervaly ze systému K1, ..., Kn. V prvńım př́ıpadě tedy plat́ı

|f(x)− f(y)| = 0,

ve druhém

|f(x)− f(y)| = (
1

2
)n

a konečně ve třet́ım př́ıpadě vzhledem k monotonii f na systému K1, ..., Kn

|f(x)− f(y)| ≤ (
1

2
)n.

�
Věta 6.3. Necht’ f je Cantorova funkce. Pak je f α-hölderovská s koeficientem
α = log 2

log 3
.

Důkaz. Necht’ jsou nyńı splněny předpoklady předchoźı věty, plat́ı tedy

(
1

3
)n+1 ≤ |x− y| ≤ (

1

3
)n,

pro x, y ∈
∞∪
n=0

Kn. Postupnými úpravami dostáváme:

|f(x)− f(y)| ≤ (
1

2
)n ≤ 2(

1

2
)n+1 ≤ 2(

1

3
)(n+1) log 2

log 3 ≤ 2[(
1

3
)n+1]

log 2
log 3 ≤ 2|x− y|

log 2
log 3 .

Ukázali jsem tedy, že Cantorova funkce je α-hölderovská na
∞∪
n=0

Kn s koefi-

cienty K = 2, α = log 2
log 3

. Dále v́ıme, že
∞∪
n=0

Kn je hustá podmožina intervalu [0, 1].

Podle Věty 4.1 je Cantorova funkce α-hölderovská na celém intervalu [0, 1], a to
se stejnými koeficienty. �
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Snadno též nahlédneme, že hodnotu α již nelze vylepšit. Plat́ı-li totiž pro
všechna x, y ∈ [0, 1] nerovnost

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|α,
dostáváme speciálńı volbou x = 0, y = 1

3n

|x− y| = (
1

3
)n; |f(x)− f(y)| = (

1

2
)n.

Dostáváme tedy

|f(x)− f(y)| = (
1

2
)n ≤ K(

1

3
)nα

3nα ≤ K2n.

Po zlogaritmováńı
nα log 3 ≤ logK + n log 2,

tedy

α ≤ logK

n log 3
+

n log 2

n log 3
=

logK

n log 3
+

log 2

log 3
.

Limitńı přechod pro n → ∞ dává nerovnost

α ≤ log 2

log 3
.

Cantorova funkce je tedy α-hölderovská s koeficientem log 2
log 3

.



KAPITOLA 7

Diferencovatelnost Cantorovy funkce

V závěru této práce se budeme podrobněji zabývat otázkou diferencovatelnosti
Cantorovy funkce. Zat́ım jsme ukázali, že Cantorova funkce má nulovou derivaci
ve skoro všech bodech intervalu [0,1] vzhledem k Lebesgueově mı́̌re. Zbývá nám
vyšetřit, jak je to s diferencovatelnost́ı na Cantorově diskontinuu (znač́ıme C).

Již v́ıme, že do Cantorova diskontinua patř́ı právě ty body intervalu [0, 1],
které lze v trojkové soustavě napsat bez užit́ı cifry 1, tedy pouze užit́ım cifer 0 a
2. Je-li

x = (0.200202020...)3 ∈ C,
pak

f(x) = (0.100101010...)2,

jak jsme podrobně popsali v Sekci 4.2. Uvažme funkci T : C → [0, 1], která je
restrikćı Cantorovy funkce f na Cantorovo diskontinuum, tedy

T (0.x1x2...xk...)3 = (0.
x1

2

x2

2
...
xk

2
...)2.

Je patrné, že zobrazeńı T zobraźı Cantorovo diskontinuum na celý interval [0, 1].
Definujme dále na C systém množin A následuj́ıćım zp̊usobem:

A ∈ A ⇔ T (A) ∈ B,

kde B je σ-algebra na intervalu [0, 1], generovaná systémem všech otevřených
množin v [0, 1] (se standartńı topologíı).

Věta 7.1. Systém A podmnožin množiny C definovaný v předchoźım odstavci
tvoř́ı σ-algebru.

Důkaz. Vzhledem k tomu, že zobrazeńı T je na [0, 1], plat́ı následuj́ıćı:

(i) T (∅) = ∅ ∈ B, čili ∅ ∈ A.
(ii) Necht’ A ∈ A. Potom T (Ac) = T (C \ A) = [0, 1] \ T (A) ∈ B, čili Ac ∈ A.
(iii) Necht’ Ai ∈ A, i ∈ N. Potom ovšem T (Ai) ∈ B, čili postupně dostáváme:

T (
∞∪
i=1

Ai) =
∞∪
i=1

T (Ai) ∈ B,

takže
∞∪
i=1

Ai ∈ B.

�

Můžeme tedy uvažovat měřitelný prostor (C,A) a na něm definovat podle
Věty 2.10 mı́ru H = T−1(λ) předpisem

H(A) = T−1(λ)(A) = λ(T (A)),

A ∈ A.

26
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Dá se ukázat, že H splývá se standartńı Hausdorffovou mı́rou. Touto otázkou
se ale nebudeme v této práci podrobněji zabývat. Definovali jsme tedy prostor s
mı́rou (C,A,H). Protože plat́ı

H(C) = λ(T (C)) = λ([0, 1]) = 1,

jedná se dokonce o pravděpodobnostńı prostor.
Definujme nyńı náhodnou veličinu Xn, která popisuje, kolikrát se vyskytuje

cifra 0 v zápisu č́ısla

x = (0.x1x2...xn...)3

na pozici 1 až n. Tedy

Xn = #{i ∈ {1, ..., n}, xi = 0}.

Definujme ještě pomocnou náhodnou veličinu Yi následuj́ıćım zp̊usobem:

Yi =

{
0 pro xi ̸= 0
1 pro xi = 0.

Potom samozřejmě plat́ı vztah

Xn =
n∑

i=1

Yi.

Náhodná veličina Yi je pro každé i ∈ N diskrétńı, poněvadž nabývá pouze dvou
hodnot, 0 nebo 1. Dále snadno nahlédneme, že plat́ı

H(Yi = 1) = H(Yi = 0) =
1

2
H(C) = 1

2
λ([0, 1]) =

1

2
.

Rovněž pro i ̸= j plat́ı

H((Yi = 0)
∩

(Yj = 0)) = H(Yi = 0)H(Yj = 0) =
1

4
,

H((Yi = 0)
∩

(Yj = 1)) = H(Yi = 0)H(Yj = 1) =
1

4
,

H((Yi = 1)
∩

(Yj = 0)) = H(Yi = 1)H(Yj = 0) =
1

4
,

H((Yi = 1)
∩

(Yj = 1)) = H(Yi = 1)H(Yj = 1) =
1

4
,

takže náhodné veličiny Yi jsou nezávislé.
(Poznámka: (Yi = 1) ∈ A, protože T (Yi = 1) je zřejmě lebesgueovsky měřitelná
podmnožina [0, 1]). Čili náhodné veličiny Yi jsou stejně rozdělené, nezávislé a pro
jejich středńı hodnoty EYi plat́ı:

EYi = 0.H(Yi = 0) + 1.H(Yi = 1) =
1

2
.

Čili podle Silného zákona velkých č́ısel 2.13 plat́ı

lim
n→∞

Xn

n
=

1

n

n∑
i=1

Yi =
1

2

pro skoro všechna x z C (vhledem k mı́̌re H).

Věta 7.2. Necht’ x ∈ C. Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:
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(i) Pokud je xk = 0, tj. trojkový zápis č́ısla x má tvar

x = (0.x1x2...xk−10xk+1...)3

a je-li y > x, |y − x| ≥ 1
3k
, plat́ı

f(y) ≥ f(x) +
1

2k
.

(ii) Pokud je xk = 2, tj.

x = (0.x1x2...xk−12xk+1...)3

a je-li y < x, |y − x| ≥ 1
3k
, plat́ı

f(y) ≤ f(x)− 1

2k
.

Důkaz.

(i) Pokud nastává rovnost, tj. |y−x| = 1
3k
, pak y = x+ 1

3k
. Tedy trojkový zápis

č́ısla y má tvar
y = (0.x1x2...xk−12xk+1...)3.

Zřejmě tedy plat́ı (podle kapitoly 4.2), že f(y) = f(x) + 1
2k
. Vzhledem k

tomu, že Cantorova funkce je neklesaj́ıćı, plat́ı pro y ≥ x + 1
3k

nerovnost

f(y) ≥ f(x) + 1
2k
.

(ii) Postupuje se obdobně jako v předchoźım bodu.

�
Věta 7.3. Pro skoro všechna x ∈ C vzhledem k mı́ře H plat́ı f

′
(x) = ∞.

Důkaz.
Zvolme 0 < δ <

log( 3
2
)

log(36)
(d̊uvod takové volby bude jasný později). Necht’ x je

takový bod intervalu [0, 1], že limn→∞
Xn

n
= 1

2
. Z definice limity potom existuje

takové n0 ∈ N, že pro všechna n ≥ n0 plat́ı nerovnosti

1

2
− δ <

Xn

n
<

1

2
+ δ.

Kĺıčová je následuj́ıćı úvaha. Zvoĺıme-li si nějaké m ≥ n0 a budeme-li se d́ıvat,
jaké cifry budou následovat poč́ınaje cifrou xm+1, nemůže nastat situace, kdy by
následoval př́ılǐs dlouhý řetězec tvořený pouze samými ciframi 0, nebo naopak
samými ciframi 2. Bud’me přesněǰśı. Hledejme pokud možno co nejmenš́ı index
k ∈ N takový, abychom měli jistotu, že mezi ciframi xm+1...xm+k se alespoň
jednou vyskytne cifra 0 a alespoň jednou cifra 2.

Pokud budou všechny cifry xm+1...xm+k rovny 2, pak samozřejměXm = Xm+k.
Nerovnosti

1

2
− δ <

Xm+k

m+ k
<

1

2
+ δ

tak tedy můžeme psát ve tvaru

1

2
− δ <

Xm

m+ k
<

1

2
+ δ.

Úpravou levé z nich a vyjádřeńım k dostaneme nerovnost

k <
Xm

1
2
− δ

−m.
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Z nerovnosti Xm

m
< 1

2
+ δ však ihned plyne, že také

Xm < m(
1

2
+ δ).

Celkem tedy muśı k splňovat nerovnost

k <
m(1

2
+ δ)

1
2
− δ

−m = m
4δ

1− 2δ
.

V tom př́ıpadě mohou být stále všechny cifry xm+1...xm+k rovny 2 a nedojdeme
ke sporu. Plat́ı-li tedy opačná nerovnost, tj.

k ≥ m
4δ

1− 2δ
,

máme jistotu, že alespoň jedna z cifer xm+1...xm+k je rovna 0.
Pokud budou naopak všechny cifry xm+1...xm+k rovny 0, bude tentokrát Xm+

k = Xm+k. Nerovnosti
1

2
− δ <

Xm+k

m+ k
<

1

2
+ δ

tedy můžeme v tomto př́ıpadě psát ve tvaru

1

2
− δ <

Xm + k

m+ k
<

1

2
+ δ.

Tentokrát úpravou pravé nerovnosti dostáváme

k <
m(1

2
+ δ)

1
2
− δ

− Xm

1
2
− δ

.

To spolu s nerovnost́ı 1
2
− δ < Xm

m
dává ihned nerovnost

k <
m(1

2
+ δ)

1
2
− δ

−
(1
2
− δ)m
1
2
− δ

= m
4δ

1− 2δ
,

tedy tu samou nerovnost jako v předchoźım př́ıpadě.
Můžeme tedy zadefinovat index k jako ⌈m 4δ

1−2δ
⌉, kde ⌈a⌉ znač́ı horńı celou

část č́ısla a. Zopakujme tedy, čeho jsme t́ım dosáhli. Pro každé m ≥ n0 je alespoň
jedna z cifer

xm+1...xm+k,

tj.

xm+1...xm+⌈m 4δ
1−2δ

⌉

je rovna 0 a alespoň jedna je rovna 2.
Necht’

i ∈ {m+ 1, ...,m+ ⌈m 4δ

1− 2δ
⌉}

je takový index, že xi = 0 a obdobně

j ∈ {m+ 1, ...,m+ ⌈m 4δ

1− 2δ
⌉}

je takový index, že xj = 2. Je-li nyńı y > x libovolné takové, že

1

3m
≥ y − x ≥ 1

3m+1
,
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můžeme aplikovat předchoźı Větu 7.2. Je-li totiž

|y − x| ≥ 1

3m+1
,

plat́ı t́ım sṕı̌se

|y − x| ≥ 1

3i
,

a tedy podle prvńı části Věty, kde k = i, dostáváme nerovnost

f(y) ≥ f(x) +
1

2i
≥ f(x) +

1

2m+⌈m 4δ
1−2δ

⌉
.

Užijeme-li ještě horńı odhad
1

3m
≥ |y − x|,

obdrž́ıme postupně vztahy

f(y)− f(x)

y − x
≥ 3m

1

2m+⌈m 4δ
1−2δ

⌉

≥ 3m.
3m

2m+m 4δ
1−2δ

+1

=
1

2
.(

3

21+
4δ

1−2δ

)m.

Užijeme-li nyńı odhadu 0 < δ <
log( 3

2
)

log(36)
ze začátku d̊ukazu, konverguje posledńı

výraz k nekonečnu pro m → ∞.
Je-li y < x libovolné takové, že pro něj plat́ı

1

3m
≥ |y − x| ≥ 1

3m+1
,

můžeme opět aplikovat předchoźı Větu 7.2. Tentokrát podle druhé části Věty,
kdy voĺıme k = j, dostáváme nerovnost

f(y) ≤ f(x)− 1

2j
≤ f(x)− 1

2m+⌈m 4δ
1−2δ

⌉
.

Daľśı postup je ovšem patrný. Źıskáme ty samé vztahy, jako v př́ıpadě y > x. Z
těchto odhad̊u již snadno plyne, že f

′
(x) = ∞. T́ım je tvrzeńı dokázáno.

�
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