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ABSTRAKT:

Ma bakalafska prace ,Historie ¢isla n™ ma za cil informovat o vyvoji této
konstanty. Snazila jsem se postupovat chronologicky od pocatka v Egypté pres
staroveké Recko, Cinu, Indii, sttedoveék a2 po novovék a pocitacovy svét.

V kapitole ,,Dalny vychod* a ,,Novovéka matematika v Evropé® se zaméfuji
hlavné na nejvyznamnéjsi osobnosti té doby. Samozfejmé se problematikou tohoto
¢isla zabyval nespocet matematikd, ale zminit se o kazdém z nich by zabralo spoustu
¢asu a tato prace by mohla mit i stovky stran. Podle svého uvazeni jsem vybrala ty
nejzajimavéjsi osobnosti, které se o vyvoj cisla m zaslouzili nejvice.

V nasledujici kapitole ,,Iracionalita a transcendence® se pfedevsim zaméfuji na
teorémy pfislusnych matematiku a jejich dukazy. Tato kapitola by méla byt podle mého
nazoru nejdilezitéjsi. Vyfesi se v ni spousta okolnost{ ve vztahu k ¢islu .

V zavéreéné kapitole, kterou jsem nazvala ,,m ve svété pocitaca® jsem se snazila

vybrat ty nejzajimavéjsi rekordy az do roku 2009.

ABSTRACT:

My bachelor thesis ,,History of n* aims to inform about the development of
this constant. I tried to proceed chronologically from the beginnings in ancient Egypt
through ancient Greece, China, India, the Middle Ages to the Modern Era and the
computer’s world.

In the chapters "The Far East" and "The Modern Mathematics in Europe” are
focused mainly on the most important personalities of the time. Of course, the
problem of 7 was dealt with a countless number of mathematicians, but to mention
each any of them would take a lot of time and the thesis would have hundreds of
pages. After due consideration I selected the most interesting personalities, those
whose contribution to the development of © deserved it most.

In the next chapter, "Irrationality and Transcendence" I primarily focused on
mathematical theorems and their proofs. This chapter is the most important in my
opinion. Many circumstances related to the number & are resolved there in.

In the final chapter, which I called "= in the Computer World" I tried to pick

the most interesting records until 2009.
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UVOD

Jiz v dobé kamenné se clovék naucil poznavat tvary a sméry, pouzivat pojmu
velikosti a cisla, méfit a uvédomovat si, ze existuji vztahy mezi urcitymi velicinami.
Davno pfed vynalezem kola si clovék uvédomil zvlastnosti velmi pravidelného tvaru
kruhu. Vidél ho v zornickach clovéka i zvifat a vidél ho jako okraje Mésice a Slunce.
Potom si ¢lovék osvojil pojem velikosti. Byly velké a malé kruhy, tézké a tézsi kameny,
dlouhé a kratké kmeny. Pfechod od téchto kvalitativnich zjisténi ke kvantitativnimu
méfeni byl usvitem matematiky.

Dal$im stupném bylo objeveni vztaht mezi riznymi velicinami. Museli si
vsimnout, ze veétsi kamen je tézsl. Mezi témito vztahy nemohli pfehlédnout jeden, a
sice ¢im vétsi kruh napfi¢, tim delsi je kolem. A nasledovalo dalsi zjisténi, zdvojnasobi-
i se pramér kruhu, zdvojnasobi se jeho obvod. Tento pomér byl vyjadien spise
geometricky, protoze geometrie byla prvnf matematickou disciplinou. Rozhodujici
velky krok na cesté¢ k m bylo zjisténi, ze tmérné veli¢iny maji staly pomér. Jestlize bylo

zjisténo, ze obvod a prumér jsou umeérné veliciny, pak z toho vyplyva pomér

obvod

— = § ice.
v konstanta pro vsechny krunice

Tento konstantni pomér je oznacovan pismenem 7 teprve od 18. stoleti n. L.

Historie cisla 7, také oznacovano jako Ludolfovo dislo, je zvlastnim malym
zrcadlem historie cloveka. Od roku 1761 matematikové vedi, ze m nelze nikdy
vystihnout podilem dvou celjch ¢&isel. Cislo 7 nenif ani fesenim jakékoli algebraické
rovnice. V poloviné 20. stoleti se podatilo prokazat, ze pocet desetinnych mist ¢isla 7
je nekonecny. Je proto mozné jej urcovat se stale vétsi presnosti.

Vzhledem k tomu, Ze c¢islo m patii mezi jednu z nejdualezitéjsich konstant
matematiky, povazuji za velmi zajimavé zkoumat jeho prvopocitky a vyvoj béhem
celych staleti. Proto bych rada veskeré poznatky o této veliciné shrnula ve své

bakalafské praci, ktera nese nazev ,,Historie ¢isla 7.



1 PRVNI ZMINKY O Il

1.1 Egypt

Egyptska civilizace [4] je jedna z nejstarsich a pravé i zde se objevuji dulezité
poznatky matematiky. Pismo se v Egypté objevuje na konci ctvrtého tisicileti pt. n. 1.
Nejstarsim ucelenym typem egyptského pisma je pismo hieroglyfické. Hieroglyfy maji
pfevazné obrazkovou povahu a nejoblibenéjsi material, na ktery se nejcastéji psalo, byl
papyrovy svitek, ktery vznikl kolem tfettho tisicilet{ pf. n. L. Diky papyru, se nam
Rhindav papyrus (téz Ahmosuv). Rhinduv papyrus byl nalezen spolu s dalsimi texty v
egyptskych Thébach v poloviné 19. stoleti, roku 1858 ho koupil pravnik a egyptolog
Alexander Henry Rhind (1833-1863). Dnes je Rhindav Papyrus ulozen v Britském
muzeu v Londyné. Tento papyrus byl pfi virobé slepen ze ctrnacti listi. Po nalezeni
byl rozfiznut na dvé casti. Jde o sbirku 87 uloh oznacenych R1 az R87 s navody a
fesenimi, je to nejrozsahlejsi a nejvyznamnéjsi matematicky text starého Egypta. Mezi
dal$i vyznamné texty patii Moskevsky papyrus, obsahuje 25 piikladt oznacenych M1
az M25, Kahunské papyry a Berlinsky papyrus [2][4].

Z dochovanych textd muzeme usoudit, ze Egyptané umeli s¢itat a odcitat,
nasobit a délit, uméli pouzivat zlomky, méli svoje vlastni jednotky, zabyvali se zaklady
aritmetické 1 geometrické posloupnosti, nalezneme zde i tlohy z algebry a geometrie. A
prave geometrie hrala ve Starém Egypté velmi dulezitou roli. V dochovanych

egyptskych matematickych textech nalézame tlohy nasledujictho typu.

ulohy na vypocet obsahu obdélnika, trojahelnika, lichobéznika a kruhu

e dlohy, ve kterych jsou z daného obsahu trojihelnika, resp. obdélnika a
z daného poméru jejich rozmért tyto rozméry vypocteny

e dlohy na vypocet objemu kvadru, valce a komolého jehlanu

e dlohy, ve kterych je z daného objemu a znimé podstavy kvadru

pocitana jeho vyska

e dlohy na vypocet velikosti uhlu, ktery svira zakladna a sténa jehlanu



e dlohy, ve kterych je ze znalosti tohoto udhlu a velikosti zakladny

pocitana vyska jehlanu

Geometrii jsou v Rhindové papyru vénovany ulohy R41 az R60, v Moskevském
papyru ulohy M4, M6, M7, M10, M14, M17 a M 18. Ukazka zapisu pifkladu R48 viz
obr. 3.

Z hlediska této prace se budeme vénovat pouze uloham vénovanym kruhu.

Egyptsky vjpocet obsahu S kruhu o praméru d odpovida v nasi symbolice vzorci

S—(d 1xd)2—(8 ><d)2—64><d2
B 9 B 81 '

Tento vzorec vyplyva z pifkladu R50. Egyptané pocitali obsah kruhu o praméru 9
jednotek (chet) tak, ze odecetli % z toho, to je 1, zbytek je 8. Poté pocitali s 8 8-krat,
vyslo 64 jednotek (secat-johet) a to je obsah. Srovname-li na§ vzorec pro vypocet

obsahu kruhu o praméru d se vzorcem odpovidajicim egyptskému vypoctu, dojdeme

k rovnosti

1 64
“rxd?=—xd> O
47‘[ d 81 d

A tim ziskavame egyptskou hodnotu ¢isla 7

256 3,1605
81 =’ '

Jak ale Egypt’ané dosli k uvedené metodé vypoctu?

Podle Bec¢vat [4] byla jedna z metod tato: K danému kruhu uvazujeme opsany
ctverec, ktery rozdélime na 9 stejnych mensich ctverct (viz Obr. 1.1 a 1.3); ty, které lezi
v rozich puvodniho ctverce, rozdélime jesté¢ dhlopfickami a odfizneme tak 4 rohové
trojuhelniky. Obsah uvazovaného kruhu nyni aproximujeme obsahem pravidelného

osmithelnika, ktery vznikl. Tato aproximace nahrazuje obsah kruhu obsahem sedmi
iy s . . 7 _ 63 . .
devitin opsané¢ho ctverce. Protoze je s 8 byl by obsah kruhu o priméru & vyjadien

vztahem

10



5—63><d2
- 81 ’

coz se od uvedeného vzorce (1) pfilis nelisi.

; \ v 7 _ 63 v 64
Neni vylouceno, ze byla hodnota 5 = g; Zaménéna za hodnotu 31 kterou lze

snadno odmocnit.

Obr. 1.1.1.

Podle jiné teorie dosli Egypt'ané k vyse uvedené metodé vypoctu obsahu kruhu
takto: Opét uvazujme k danému kruhu o praméru 4 opsany ctverec. Rozdélme ho
tentokrat na 18X18 stejnych ctvercd. V kazdém rohu opsaného ctverce odeberme
¢tverec obsahujici 3X3 ctverecky a dva sousedni ctverce obsahujici 2X2 ctverecky.

Obsah kruhu nynf aproximujeme obsahem tutvaru, ktery vznikl (viz obr. 1.2).

Obr. 1.1.2

11



Odebrali jsme tedy 4X(9+2Xx4) = 68 ctvereckt a obsah kruhu jsme odhadli

18°- 68 = 256 = 16° ¢tverecky, tj. Etvercem o strané

Poznamenavam, ze nenf tfeba ¢tverecky pfepocitavat; ty, které ,,v rozich® ¢tverce 16 x
16 ,,chybi®, po jeho stranach ,,pfebyvaji*.

Vzhledem ktomu, ze Egyptané s oblibou wuzivali c¢tvercovou sit’ pii
projektovani raznych staveb, soch, reliéft, malifské vyzdoby apod., neni vyloucené, ze

ji uzivali 1 pfi hledani obsahu kruhu.

.2 :

=1 .
gl ’
Feau—
‘ P 3
Obr. 1.1.3.

v

Egyptska matematika a pfedev§im geometrie musela byt na znacné vysoké urovni jiz
v dob¢ staveb prvnich pyramid, tj. v poloviné tfettho tisicileti pt. n. 1. Také kazdorocni
zaplavy vedly k vyraznym zménam, Egypt'ané se proto museli naucit dobfe vyméfovat,

pocitat vyméry ploch, méfit objemy, pfevadét mérné jednotky atd.

12



1.2 Mezopotamie

D¢jiny Mezopotamie, uzemi mezi fekami Eufrat a Tigris, jsou z hlediska
matematiky a historie ¢isla 7w velmi slozité.

Na pfelomu 4. a 3. tisicileti pf. n. 1. se v Mezopotamii zrodilo jedno
z nejstarsich pisem svéta, tzv. piktogramy (jednoduché obrazkové pismo). Béhem 3.
tisicilet! se postupné ménil zpusob psani a pisma. Zacalo se rozvijet pismo klinové.
Doslo 1 ke zméné zapisovani. Pivodni zapis shora dolt a zprava doleva byl nahrazen
vodorovnym zleva doprava. Zakladnim a snadno dostupnym materidlem, na ktery se
nejcastéji psalo, byla hlina. Hlinéné tabulky se postupem casu zvétsovaly, nejveétsi maji
rozmery az 30 X 46 cm [2][4][9].

Z velkého mnozstvi tabulek je jen mald c¢ast prostudovana. Tabulek
s matematickymi dlohami bylo proc¢teno a rozlusténo jen asi 400. Asyrolog E. Hincks
si jako prvni povsiml matematickych textd, které obsahovaly astronomické tabulky.
Ukazal, Ze jejich pochopeni je mozné, kdyz zapsana ¢isla budeme ¢ist v Sedesatkové
soustave. H. C. Rawlinson roku 1875 toto tvrzeni potvrdil.

Sedesitkové soustava, také hexagesimalni nebo sexagesimalni je nejstarsi znama
pozicni ¢iselnd soustava (s mistnimi hodnotami) o zakladu 60. Tato soustava vyjadiuje
¢isla jako soucty mocnin zakladu 60 a potfebuje tedy 60 raznych cislic od nuly do 59.
To je jedna z jejich zfejmych nevyhod, stejn¢ jako rozsahlé tabulky scitani a zejména
nasobeni: Sedesatkova nasobilka je tabulka se 60 x 60 tj. 3600 ¢isly. Na druhé strané je

ovsem zapis 1 velikych ¢éisel pomérné kratky (viz nasledujici obrazek).

Fa iF 11 #fF 21 #F =1 -qt.?- 41 "tﬁt'i" 51
¥z {fF 12 4y 22 #f7 =22 q.ﬂ- 4z ﬁﬁ 52
Wz 412 €7 22 7 22 «0RF 42 <077 s2
Wa  AF1e HT 20 HTF 24 o 44 LW se
Ws A5 s #MW s a5 oLl ss
We AWi1c 4 2c WP 2 O o UiF e
Fr AP HF o HF 7 GF o 4P s
e 41z 4fg 2 HF 2 F e GUF -
B Fi1v 4> #F »» <F o 4 s
{10 H 20 4 =0 ﬂf- 40 ﬂi 50

Obr. 1.2.1.
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Dodnes se pouziva pfi méfeni casu (minuty, sekundy) a ahla. Pro¢ bylo jako
zaklad zvoleno prave cislo 60, neni zcela jasné. Podle jedné hypotézy to mohlo byt
proto, ze c¢islo 60 ma mnoho délitelt, mezi nimi i ¢isla 12 a 30, ktera hrala roli pfi
stanovovani kalendafe. Velky pocet déliteld také usnadnuje kraceni zlomkd. O
jednoduchém pocitani do 12 a do 60 svédci i starsi ceské jednotky ,,tucet™ a ,,kopa®.

Az do roku 1916 nejevili asyrologové velky zajem o tabulky s matematickym
obsahem. V tomto roce vSak némecti badatelé E. F. Weidner, H. Zimmern a A.
Ungnad castec¢né desifrovali geometrické tabulky. Tehdy byla poprvé ocenéna troven
mezopotamské matematiky.

Mezopotamské geometrické udlohy, které se nam dochovaly, pochazeji ve
vétsine piipadt ze Starobabylonské fise a z obdobi vlady Seleukovcu, tj. z 3. az 1.
stoleti pf. n. 1. Tyto dlohy byly patrné sestaveny pro pedagogické ucely. Ciselné
hodnoty jsou voleny tak, aby byla dloha snadno numericky fesitelnd.

Jedna z nejstarsich babylonskych tabulek (viz Obr. 2.2) [4], vztahujicich se ke
geometrii kruhu, je tabulka YBC 7302. Jde o kruhovou tabulku, jejiz pramér je
necelych 8 cm. Neni na ni zadny text, pouze dokonaly obrazek kruznice a tfi ¢isla. Nad
kruznici je napsano ¢islo 3 (obvod), vpravo ¢islo 9 (druha mocnina obvodu) a uvnitf

¢islo 45 (obsah kruhu).

] ""[""l“"lﬂ"‘l'
3

Obr. 1.2.2.

Pravdépodobna interpretace cisel z tabulky, jak uvadi Be¢vaf, je takovato:

14
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(45) je obsah kruhu, (3) je obvod a (9) druha mocnina obvodu. Babylonsky
matematik totiz uzival k vipoctu obsahu kruhu algoritmus, ktery lze v nasi symbolice

zapsat vzorcem

1
— 2
S=13%

kde 0 je obvod kruhu. Po dosazen{ dostavame

S = 132—5><9—45
127 oo

Je tedy patrné, ze fady uvedenych cisel 3, 9, 45 nejsou stejné; poctaf si patrné
s nimi nelamal hlavu. Nenf obtizné zjistit, ze ,,mezopotamska hodnota ¢isla n* je pfi
tomto vypoctu rovna 3. Obtiznéjsi je vysvétlit, jaky vyznam tabulka YBC 7302 m¢la, co
bylo dano a co mélo byt vypocitano.

Mezopotamska matematika obyc¢ejné pracovala s hodnotou ™ = 3; mame vsak
doklad (tabulka z konce starobabylonského obdobi objevené roku 1936 v Suse), ze

uzivala i aproximaci

Tato tabulka je vénovana riznym geometrickym tvarim a stanovuje, ze pomér

. . i ; . v o .57
obvodu pravidelného Sestithelnfku k obvodu opsané kruznice je Pl

36
(60)%’

Babylonané ovSem veédeli, ze obvod Sestithelniku je pfesné roven Sestinasobku
v . v .y ., 6r . .

poloméru opsané kruznice. Tabulka tedy udava pomér L kde 7 je polomér a C obvod

opsané kruznice. Uzijeme-li definici

dostaneme

coz dava

15



=3 1_ 3,125
T = g = 3125.
r
r r
C
Obr. 1.2.3.

Z Mezopotamie pochazejl 1. pisemné pamatky lidstva a to z obdobi 2200 —
1800 pf. n. L. V tomto obdobi se dochovalo velké mnozstvi matematickych tabulek,
které ukazuji pokrocily stupenl rozvoje mezopotamské algebry i geometrie. V té dobé
byly objeveny dulezité algoritmy pro feseni rozmanitych uloh. Matematika byla
schopna odpovédét na vsechny pozadavky tehdejsi civilizace. Z dalstho obdobi se
takika nezachovaly Zadné matematické tabulky, a tudiz nelze posuzovat pozdéjsi rozvoj

matematiky.
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2 STAROVEKE RECKO

[9] Sotva se fecka matematika zrodila, snazila se kazdé matematické pravidlo
objasnit a dokazat, ze je skutecné pravdivé. Proto se fecti ucenci vzajemné preli,
posuzovali a pokouseli se najit chyby na svych tsudcich. Zacali jako prvni matematiku
budovat systematicky na principu tsudek (véta) - dukaz. Poznatky se uz neziskavaji jen
experimentalné, ale 1 na zakladé usudku. Matematika se mén{ na védu deduktivni.

Co se tyce historie cisla m, méli vtomto obdobi urcity vztah k tomuto
problému ctyfi muzi: Anaxagoras, Anfiton, Hippokrates a Hippias. VSichni ¢tyfi se
snazili o ,kvadraturu kruhu®, problém tésné spojeny s cislem =n, ktery vyzaduje
konstrukci ¢tverce s plochou stejnou jako plocha daného kruhu.

Velkou zasluhu v matematice geometrie ma Eukleides z Alexandrie, muz, jehoz
misto a datum narozeni neni znamo, je autorem nejvétstho bestselleru ze vSech
napsanych ucebnic (co se tyka matematiky): ELEMENTY (Zaklady). Velka cast
obsahu Elementt byla patrné¢ znama jiz pfed Eukleidem, ale vyznam Eukleidav
nespocival v tom, co teorémy jako takové fikaji. Velky vyznam byl v jeho metodé.
Elementy jsou prvnim grandiéznim dilem architektury matematiky. Z Eukleidovych
Elementt vychazel i jeden z nejvyznamnéjsich védcu klasického starovéku, nejveétsi

matematik své epochy a jeden z nejvétsich matematika vibec, Archimédes.

2.1 Archimédes

Kdyz v roce 75 pf. n. 1. znamy fimsky politik a fecnik Cicero navstivil mésto
Syrakusy na Sicilii, vyhledal tam hrob feckého matematika, fyzika a vynalezce
Archiméda. Hrob byl uz v zanedbaném stavu, ale Cicero na ném jesté¢ rozeznal
vytesany valec a kouli. Cicero dal Archimédav hrob znovu upravit a vyjadril tak uctu,
kterou Rimané chovali k velkému feckému ucenci. Zda se viak, e tato dcta pramenila
spise z obdivu k Archimédovu technickému a vojenskému umeéni, diky némuz za druhé
punské valky fimska vojska nedokazala po dlouhé dva roky Syrakusy dobyt, nez se
nakonec mésta zmocnila Isti. Syrakusy staly ve valce na strané Kartaga a tak v roce 214
pt. n. L. fimsky vojeviidce Marcellus mésto oblehl. Na Syrakusy zautocila flotila

fimskych lodi a na pobfezi fimska péchota. Na vojsko, blizici se po pevniné, dopadali
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kameny obrovskych rozmért a vahy, s rachotem a neuvéfitelnou rychlosti. Soucasné se
z pevnosti fitily na lodi tézké tramce. Oslnivé zablesky z méstskych hradeb oslepovaly
timské vojiky a na prosmolenych lodich zazehovaly plameny.  Rimané nakonec
Syrakusy dobyli a pfi nastalém vrazdéni zahynul i Archimédes [3][7].

O zivot¢ Archiméda vime malo. Narodil se kolem r. 287 pfed n. L
v Syrakusach. Studoval na univerzité¢ v Alexandrii bud’ u pfimych nastupct Eukleida,
nebo i u Eukleida samého. Archimédes byl také prvnim védeckym inzenyrem, muzem,
ktery hledal obecné principy a aplikoval je na specialni inzenyrské problémy. Pouziti
principu paky ve valecnych strojich hajicich Syrakusy je jiz znamo, ale on pouzil téhoz
principu 1 k urceni objemu segmentu koule v neobycejné hezké metodé vyuzivajici
rovnovahu. Uzival této metody i k ur¢ovani objemu jinych rotacnich téles a pro urceni
tézisté polokruhu a polokoule. Mezi jeho nejvyznamnéjsi dila, ktera se dochovala a
ktera nejsou srovnatelna s nicim jinym, co bylo vytvofeno ve starovéku, patti: Meroda,
O spirdldch, O méreni krubu, Kvadratura paraboly, O konoidech a sferoidech, O kouli a vilci, ...
213][7)

Archimedes proved! krok od ,,rovny k nécemu* k , libovolné blizky k nécemu
nebo ,,tak blizky, jak chceme®. Dosahl tak prahu diferencialniho poctu, pravée tak jako
jeho metoda kvadratury paraboly dosahla prahu integralniho poctu.

Jeho piispévek do matematiky byla metoda pro aproximaci hodnoty cisla .
Metodu aproximace pouzivali, jak je uvedeno vyse, jiz Egyptané, Babylonané a
dokonce i Cinané. V kazdém piipadé metoda uZivana Archimedem se lisi od
pfedchozich aproximaci zasadnim zpusobem. Byl prvnim, kdo poskytl metodu
vypoctu 7 s libovolnou pfesnosti. Ta je zalozena na faktu, Ze obvod pravidelného
mnohouhelniku vepsaného do kruhu je mensi nez obvod kruhu, zatimco obvod
mnohouhelniku kruznici opsaného je vétsi. Zavedeme-li £ dosti velké, budou se oba
obvody mnohouhelnikt blizit obvodu kruhu s libovolnou pfesnosti, jeden shora, druhy
zdola. Archimedes' zacal od $estitihelnfku a pokracoval tak, e zdvojoval pocet stran,

az dospél k mnohouhelniku s 96 stranami a tim k vysledku

! cely postup vypoctu Ize nalézt v Archimédové dile ,,Measurement of a Circle ,,O méfeni kruhu®

na http://www.math.ubc.ca/~cass/archimedes/circle.html
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coz v desetinném zaznamu

3,14084 < m < 3,14285.

Neuvadim zde citaci pfimo z dila Archiméda, ale uvadim zde postup pomoci
goniometrickych funkci, které Archimédes v té dob¢ jesté neznal. A to z toho duvodu,
ze postup v dile ,,O méfeni kruhu® je pomérné rozsahly. Pro ctenafe, které zajima

postup Archiméda, uvadim na predchozi strané odkaz na internetovy portal.

Obr. 2.1.1.

[3] Jestlize

9 =

=S

je polovi¢ni udhel, ktery pfislusi jedné stran¢ ve stfedu pravidelného mnohouhelniku,
pak délka této strany je
[ = 2r sinf
a délka strany opsaného mnohouhelnika
c = 2r tgo.
Pro obvod C tedy mame
ki < C < kc,
coz po vydeleni 2r dava

ksind <m<ktgb
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Jestlize pavodni pocet stran k zdvojime n-krat, dostaneme

/6 6
2"k sin (2—n> <m<2'ktg (2—n>,
a zvolime-li n dosti velké, dolni i horn{ limita se bude blizit hodnoté = libovolné blizko.

Archimedes ovS$em neuzival trigonometrickych funkci. Ale jiz pro k = 6 bylo

sinf = %, tgl = /G) podle Pythagorovy véty. Ostatni nase pouzité funkce lze

dostat postupnym pouzivanim pravidla pro puleni thlu.

Takovy tedy byl pifinos nejvétstho starovékého genia k historii ¢isla m a ke
kvadratufe kruhu. Ackoliv pozdéjsi matematici nasli presnéjsi numerické aproximace,
Archimedova metoda mnohouhelnikt zustala nepfekonana az do doby, kdy byl
v Anglii objeven nekonecny soucin a nekonecné zlomky, tésné pfed tim, nez objeveni

diferencialniho poc¢tu umoznilo uplné jiny pfistup k tomuto problému.
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3 DALNY VYCHOD
3.1 Cina

Babylonska a Egyptska matematika se rozvijela na pobfezi velkych fek Eufratu,
Tigrisu a Nilu. I na pobfezi velkych fek Jang — ¢ - tiang Zily vyspélé narody s bohatymi
matematickymi znalostmi — Cina.

Cinska tradi¢ni matematika [6][13] se az do 16. stoleti vyvijela oddélené od
zapadni matematiky. Srovnatelnou ulohu, jakou mély v evropské matematice
Euklidovy ,,Zaklady*, plnila v Ciné sbirka vjpocetnich algoritmi z ptelomu letopoctu
,2Matematika v deviti knihach®, ,,Jin Zhang Suan Shu®. Tato kniha a komentat k ni od
Liu Huie z roku 263 byly v Ciné po vice ne? tisic let vzorem matematického textu.

Rozvoj Cinské matematiky je spojen s rozvojem femesla a silného
centralizovaného statu, ktery potfeboval spravovat dané. Pfestoze jedna ze
starocinskych filozofickych §kol, mohisté, vytvofila naznak logicky ucelené geometrické
teorie, celkové neméla matematika nic spole¢ného s filozofil. Pifsnou logickou
argumentaci si osklivily oba hlavni proudy pozd¢jsitho ¢inského mysleni, konfuciani i
taoistl.

Priblizna hodnota 7 =3 se pouzivala k méfeni kruhu vbézné praci
zemémeficu 1 v ucebnicich matematiky jesté fadu stoleti po vydani ,,Matematiky
v deviti knihach®. Tato hodnota byla pravdépodobné puvodné ziskana zvlast’ pro
délku kruznice a zvlast’ pro obsah kruhu, aniz by byla zndma souvislost mezi obéma
velicinami. Autofi ,,Matematiky v deviti knihach® uz zavislost mezi délkou kruznice a
obsahem kruhu znali.

V1. az 3. stoleti ¢insti astronomové a matematici provedli fadu vyzkum,
vénovanych pfesnéjsimu vypoctu ¢isla . Mozna, Zze zde pusobil fecky vliv pronikajici
do Ciny pies Indii. Nevime napiiklad, jak dosel ke svym vysledkim astronom a filosof
Cang Cchang (78 - 139), ktery soudil, Ze pomér druhé mocniny délky kruZnice a
ctverce obvodu ji opsaného je 5:8, coz odpovida hodnotée

(nd)* 5 , 5Xx16
@2 "8 " T8

m =V10 = 3,162277
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Tato aproximace se vyskytuje 1 v jinych zemich. V 7. stoleti v Indii u Brahmagupty a
v 9. stoleti u Muhammada ibn Musa al-Chwarizmiho.
Vzdélany vojevadce Wang Fan [0] ziskal vr. 250 n. L. na zakladé nim
neznamého postupu ponckud lepsi aproximaci
142
=5

Naproti tomu zname metodu, jakou postupoval Liou Huie v r. 263 n. 1.. [6][15]

™ tj.3,15555

Ve svém komentafi k prvni knize ,,Matematika v deviti knihach® pouzil totiz zpusob,
s nimz se poprvé setkavaime u Archimeda, a ktery je zaloZen na postupné aproximaci
obsahu kruhu posloupnosti obsaht vepsanych pravidelnych £ 2"- dhelnikt. Pfi tomto
postupu se vypocitavaji nejprve strany mnohouthelnikd, pocinaje Sestithelnikem.
Dalsim krokem je vypocet obsaht téchto mnohouhelnikt, ktery je pouze piiblizny:
strany se nasobi polomérem. Timto zpusobem se cely postup redukuje na pouziti
Pythagorovy véty a vypocet druhych mocnin. Pfi odhadu pfesnosti vysledku vychazel
Liou Huie z toho, ze obsah kruhu (S) je mensi nez obsah tdtvaru vytvofeného
pravidelnym vepsanym mnohouhelnikem (S,,) a obdélniky sestrojenymi z jeho stran a
opsanymi zbyvajicim kruhovym use¢im (2(S,, —Sp)). Odtud mu vyplynula

nerovnost
Son < S <8+ 2085, — Sn),

kde n a 2n je pocet stran vepsanych mnohouhelnikt. Tyto odhady se lisi od odhadu
Archiméda, ktery se opirda o vypocet obvodu opsaného a vepsané¢ho 96-thelnika, viz
dale.

Liou Huie tak ziskal pfi priméru d = 100 jednotek

S —313584 Sio, = 314 o4
% — 625" 1927 652

takze

314 o4 <S§<314 169
625 625

22



Jako aproximaci bere celociselnou ¢ast vysledku 314, coz odpovida hodnoté¢ m =
3,14. Pozdéji rozsifil své vypocty na 3072 - thelnik a ziskal tak lepsi pfiblizeni, které
udava m = 3,14159.

Liou Huie tedy dodava: ,,Cim jemnéji budeme délit, tim mensi bude chyba. A%
déleni bude nemozné, mnohouhelnik se ztotozni s kruznici.* Tato slova lze chapat
v tom smysl, Zze podle Huie kruh splyva v mnohouthelnik v limité, pfi neomezeném
poctu stran.

Jesté pfesnéji spocetl hodnotu 7 vynikajici astronom, matematik a inzenyr Tsu

Chung-Chih (430 - 501), ktery v nedochované praci ukaza, ze plati nerovnost.
3,1415926 < m < 3,1415927.

To je pfesnost, ktera nebyla dosazena v Evropé az do 16. stoleti.

e , s, c 1y s v 355
Tsu Chung-Chih je také autorem originalniho vyjadfeni © ve formé zlomku 113

spravné na Sest desetinnych mist.

Vysoky stupeni presnosti dosazeny Cifiany sveédé o tom, Ze byli daleko lépe
vybaveni pro numerické vypocty nez jejich evropsti soucasnici. Divodem nebylo to, ze
uzivali desitkovou soustavu. Ale Citiané objevili ekvivalent ¢isla nula. Stejné jako
Babylofiané, i oni psali &fsla pomoci &islic s uzitim nasobkd mocnin zékladu (10 v Ciné,

60 v Mezopotamii), prave tak jako to délame dnes.
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3.2 Indie

O indické matematice je mnoho nepfimych dukazu. Jako ostatni zemé té doby
znali Pythagorovu vétu dlouho pfedtim, nez se Pythagoras narodil. Matematika byla
vétsinou spojovana s astronomii, ktera byla podle dochovanych dikazi na velmi
vysoké urovni [0].

Nejstarsi poznatky o indické matematice se vztahuji k obdobi, v némz vznikaly
posvatné nabozensko-filosofické knihy. Cennym pramenem jsou v tomto ohledu
,Pravidla provazce® (,,Salvasitra), obsahuji geometrické konstrukce a vysledky
nékterjch vypocti. PH uréovani vzniku ,Salvasitry” se nazory véded rozchazeji.
Vétsina se vSak pfiklani k obdobi 7. - 5. stolet{ pf. n. L.

Nepocitame-li ,,Pravidla provazce®, pak nejdulezitéjsi nam znama indicka
matematicka dila byla napsana mezi 2. nebo 5. stoletim a 16. stoletim. Vétsinou jsou to
matematické ¢asti astronomickych spist.

Prameny, podle nichz soudime geometrické znalosti indickych matematiku,
jsou velmi stru¢né ve srovnani s jinymi odvétvimi matematiky a maji daleko mensi
vyznam. Zvlastni geometrickd dila neexistovala, vSe bylo zahrnuto do obecné veédy o

vypoctech.
3.2.1 Aryabhatta (476 - 550)

Aryabhatta [6][19] patii mezi nejvjznamnéjsi matematiky Indie a viak o jeho
zivoté toho vime jen velmi malo. Aryabhatta je autorem nékolika pojednani o
matematice a astronomii. Jeho hlavni dilo, Aryabhattijé, vzniklo roku 499 n. L, kdyz
bylo Aryabhattovi pouhych 23 let. Jedna se o verSovany astronomicky a matematicky
traktat. Zde pfinasi feseni mnohych problému, ale vétsinou bez pokynu, jak k nim
dospél. Vedle velmi dobré aproximace pro vypocet délky kruznice a obsahu kruhu, pii

nichz je hodnota m dana zlomkem

62832
20000

= 3,1416,

obsahuje spis velmi hruby vzorec pro objem koule, podle kterého je m nahrazeno

hodnotou
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16 1,78
9 ~ '™

Aryabhatta pro vyéisleni © postupoval asi takto:
Secteme 4 a 100, vynasobime to 8 a pfidame 62 000. Vysledek je pfiblizné
obvodem kruhu, jehoz pramér je 20 000.

Jak Aryabhatta k tomuto fesenf pfisel, literatura neudava.
3.2.2 Brahmagupta (598 - 668)

Indicky matematik a astronom, ktery napsal také fadu vyznamnych praci o
matematice a astronomii. Jeho stézejni dilo, sepsané kolem roku 628, nese nazev
,Zdokonaleni nauky Brahmovy* (,,Brahmasphutasiddanta®)[6][19]. Stejn¢ jako dilo
Aryabhattij4, je tato kniha sepsana ve versich. Hlavni rozdil je v obsahu obou praci.
Dilo Brahmagupty je obsahové mnohem bohatsi, je zaméfeno pfevazné na matematiku
z fyzikalniho pohledu.

Co se tyce m, uziva hodnotu

m=~V10 = 3,16227 ..,

ktera je pravdépodobné zaméfena na Archimédovych mnohouhelnicich a nalezena
v r. 640 n. L.
Byla navrzena myslenka, Ze jelikoz obvody mnohothelnika s 12, 24, 48 a 96 stranami

vepsané do kruhu pramérem 10 jsou dany fadou

V965,1981,/986,/987,

Indové mozna (nespravne) usoudili, Ze se bude obvod stale vice blizit 1000, takze

V1000
m=—0—=V10.
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3.2.3 Bhaskara II. (1114 - 1185)

Bhaskara II. [6][19] byl vedoucim astronomické observatofe a vedouci
matematického centra stfedoveéké Indie. Jeho prace byly vyznamnym piinosem
k rozvoji matematiky a astronomie v Indii. Bhaskara II. je nazyvan nejvétsim
matematikem stfedoveké Indie.

»Koruna védy* (,,Siddhanta®), tato prace sepsana roku 1150 je nejen historicky,
ale téz svou obsahovou hodnotou skute¢nou korunou indické matematiky. Je napsana
z velké casti prézou a obsahuje Ctyfi c¢asti. Tato prace metodicky velmi tzce souvisi
s pfedchazejicimi dily.

Pro vypocet m je velmi pravdépodobné, ze Bhaskara II. také pouzil
Archimédovu metodu mnohothelnfka.  Jestlize délka strany pravidelného
mnohouhelniku s 7 stranami vepsaného do kruhu je s (1), pak odpovidajici délka pro 2n

stran je

s(2n) = \/2 — /4 —s%2(n).

Vyjdeme-li ~ pfirozené  z Sestidhelniku, vede  postupné  zdvojovani
k mnohouhelnikim s 12, 24, 48, 96, 192 a 384 stranami. Polozime-li pramér kruhu
rovny 100, obvodu mnohouhelniku s 384 stranami se bude rovnat odmocniné z ¢isla

98694, takze

V98694
= W = 3,14156 ey

coz je hodnota Bhaskary II.
3.2.4 Madhava ze Sangamagramy (1350 - 1425)

Madhava [6][19] byl prvni kdo nalezl nekonecnou fadu pro fady
goniometrickych  funkci. Je povazovan za matematika, ktery oteviel dvefe
k matematické analyze.

V obdobi mezi 6. a 12. stoletim znali matematici v nejlepsim pfipadé hodnotu n
na desititisiciny. V roce 1400 nastal pfevrat, kdy = Madhava nalezl vypocet =

nekonecnou fadou pro arkustangens. Jak k tomu dosel, popisuje Juskevic []:
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Ucéelem rozlozeni oblouku kruznice podle mocnin tangenty nebo kotangenty
byl pfesnéjsi vypocet n. Vezmeme takovy oblouk kruznice, Ze jeho sinus je mensi nez
kosinus. To da prvni veli¢cinu. Vynasobime tuto veli¢inu ¢tvercem sinu a vydélime
¢tvercem kosinu, dostaneme druhou veli¢inu. Opakujeme to, opét nasobime c¢tvercem
sinu a délime ctvercem kosinu. Tim ziskavame veliciny, které se déli po poradku
lichymi celymi ¢isly 1, 3, 5,... Jestlize ziskané veliciny zacneme stifdave odecitat a
pficitat k prvni, pak dostaneme oblouk kruznice.

Tento popis odpovida vzorci

rsing r(sin<p)3+r(sin<p)5 M
cosgp  3(cos®)®  5(cos )’ ’

rX@=

kde sin¢ < cos ¢.
Madhava zfejmé uvazoval konvergenci fady (1) pro 0 < ¢ < % a jeji divergenci
pro % <ep< g V poslednim pfipadé se doporucuje fada, ktera dava dopliakovy

oblouk k ¢tvrtiné kruznice

+ e — e, 2)

V nasem oznaceni se pii 7 = 1 fady (1) a (2) zmén{ tvar

tanp)® (tang)® -
(p:tan(p_( ®) +( ¢ 1)
3 5
1 B (cotan@)® (cotan @)®
En—(p = cotan ¢ — 3 + c — 29
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Vv

m—3 1 1 1

4 3$_3 555 -7 "

T 4( 1 1 N 1 )
4 154+4x1 3°54+4x3 55+44x5 '

Hodnot © ur¢il Madhava na 11 desetinnych mist pfesné. Coz byl v té dob¢

rekord.
T = 3,14159265358

Radu pro arkustangens znovu objevil James Gregory v r. 1671, jeho% jménem je

dodnes oznacovana.
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4 UPADEK VE STREDOVEKE
EVROPE

Slovo stfedovék oznacovalo ,temné mezidobi“ mezi skutecnymi veéky,
feckofimskym starovékem a novovekem. Za pocatek sttedovéku je obecné povazovana
udalost padu Rima vr. 476 n. 1. a konec je stanoven nejcastéji datem 1492, tedy
objevenim Ameriky, nebo rokem 1789, kdy zacala Velka francouzska revoluce. Termin
sttedovek vymysleli renesanéni myslitelé na konci patnactého stoleti. Pravé oni chapali
stfedovék jako dobu temna a barbarstvi [6].

Tyto nazory v podstaté¢ pfijali a rozvinuli osvicensti myslitelé a klasicistni
vzdélanci sedmnactého a osmnactého stoleti. Prave osvicenstvi neboli vék rozumu a
osvéty identifikuje stfedovék s dobou temné vlady fimské cirkve, ktera je nepfatelska
véde, a charakterizuje ho jako obdobi vyrazného kulturniho apadku.

Zejména cirkvi byly poslany veskeré védecké prace a celé knthovny na hranice a
kazda védecka teorie byla odsouzena jako dilo d'ablovo [10][12].

Neni tedy divu, ze matematika jen malo pokrocila. Az do renesance dosahla

evropska matematika urovné, které zhruba dosahli Babylonané pied 2000 lety. I

historie ¢isla 7 nebyla vyjimkou, nebyl uc¢inén zadny pokrok az na Fibonacciho.

4.1 Leonardo z Pisy — FIBONACCI

Leonarda Pisanského [5] (asi 1170 - 1250) muzeme povazovat za
nejvyznamnéjsitho matematika stfedoveké Evropy. Jeho dilo bylo pfekonano az na
pfelomu stfedovéku a novovéku. Fibonacci studoval v Bougii, jedné z obchodnich
kolonii Pisy (dnesni Alzirsko), své znalosti si pozdéji rozsifoval na cestich za
obchodem ve Stfedomoif a v Orientu.

Fibonacci je autorem nasledujicich matematickych spisu:

1. Liber abaci (Kniha o abaku) zroku 1202 — tato kniha uvadi velké
mnozstvi pocetnich metod aritmetiky, algebry, teorie ¢isel a fadu

demonstrujicich pfiklada.
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2. Practica geometriae (Praxe geometrie) z roku 1220 — tato kniha je nejen
piiruckou aplikaci geometrie v zemémefictvi, ale zejména teoretickym
dilem o geometrii a trigonometrii. Obsahuje véty i duakazy, ukazuje
souvislosti aritmetiky, planimetrie a stereometrie, nékteré geometrické
ulohy fesi algebraicky.

3. Flos (Kvét) z roku 1225 — hlavni téma je diskuse o kofenu jedné kubické
rovnice s celoc¢iselnymi koeficienty.

4. Liber guadratorum (Kniha ¢tverct) z roku 1225 — kniha obsahuje ulohy

na neurcité kvadratické rovnice a jejich soustavy, které jsou feseny

v oboru racionalnich ¢&isel.

Geometrickym zalezitostem se Leonardo vénuje zejména ve spise Practica
geometriae.

Tento spis je rozdélen na osm casti, my se budeme zabyvat casti tfeti, ktera
pojednava o ,méfeni obrazcu®, jako je trojuhelnik, ctverec, obdélnik, mnohothelnik a
kruh. Najdeme zde i obecny navod na vypocet obvodu a obsahu kruhu a konkrétni
vypocet pro kruh s praimérem 14, kde je jako m pouzita hodnota % . Tato cast
obsahuje i velmi zajimavou pasaz pro vypocet konstanty 7 .

Fibonacci  reprodukuje  Archimeduv vypocet, pocita pomér obvodu
pravidelného vepsaného, resp. opsaného 96 - thelnika k praméru. Leonardo mé¢l ale tu
vyhodu, ze mohl pocitat pfislusné odmocniny pomoci decimalni aritmetiky. Jeho

vysledek mtzeme v dnesni symbolice vyjadfit nerovnostmi

1440 cn< 1440

——<n<—F.
4 1

4585 458§

L e 4 1., 29 1 .
Protoze aritmeticky pramér cisel PR e dochazi Fibonacci k pfiblizné

hodnoté

1440 864

1275’
4583

n = 3,141818 a to je spravné na tfi desetinna mista.

30



5 NOVOVEKA MATEMATIKA V
EVROPE

Obdobi renesance zacina v druhé poloviné 15. stoleti. Byl to nejveétsi
pokrokovy ptrevrat, ktery lidstvo dosud zazilo, dochazi k objevovani a zdokonalovani
matematickych metod. Rozsifeni matematiky a urychleni jejtho rozvoje i rozvoje jinych
véd ovlivnil vynalez knihtisku pfipisovan Johannesu Gutenbergovi z Mohuce roku
1456 [10][12].

Historie c¢isla m byla béhem renesance spojena hlavné s urcenim pifesnéjsi
numerické hodnoty této konstanty. Teorie byla v podstat¢ pofad zalozena na
Archimédovych mnohouhelnicich. Kromé indicko-arabskych ¢islic a desetinnych
zlomkd, které pronikly diky Arabim do Evropy bé¢hem stfedovéku, byly k dispozici
jesté¢ dalsi dva prostfedky pro numerické vypocty a to trigonometrické funkce a
logaritmy.

A prave k rozvoji trigonometrie vyznamné piispél kromé Mikulase Kopernika 1

francouzsky matematik Francois Viete.
5.1 Francois Viete (1540 - 1603)

Francois Viete [14][15] byl francouzsky matematik, ktery se vyznamné podilel
na formovani moderni algebry. V roce 1588 studoval pravo v Poitiers. O rok pozdéji
zacal svou kariéru jako advokat ve svém rodném mésté ve Fontenay — le — Comte,
Vendeé. Slouzil také jako radce u Jindficha III. a Jindficha IV. Rozlustil tajny spanélsky
kédovaci kli¢, ktery obsahoval 500 raznych znakd. Zavedl do matematické
terminologie fadu novych slov, z nichz néktera, jako negativni nebo koeficient, se udrzely
dodnes.

R. 1593 spocetl Viete pomoci Archimédovy metody m pomoci pravidelného
392216 - thelnfku s pfesnosti na devét desetinnych mist. w pak vyjadiil jako
nekoneény soucin [2][14][15]. Jeho postup spocival v tom, ze vztahl plochu
mnohouhelnika s 1 stranami k plose mnohouhelnika s 2n stranami.

Plocha n-thelniku je:

A(n) = n — krat plocha trojihelniku OAB,
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= —nr?sin 20,
ansm,B

=nr?cos B sinf

A(2n) = nr?sinp,

B
c/ t
| «
r B )
A
Ob. 5.1.1.
podil A(n) a A(2n)
A(n)
Az - cospf

Jestlize budeme postupné zdvojovat pocet stran mnohouhelnika, dostaneme

An)  A(m) _A(2n) A2 n)
A2Fn) ~ Azn) * AGAn) X TAZEm)

Kdyz se k blizi knekoneénu, plocha mnohothelnika s 2K stranami je

nerozlisitelna od plochy kruhu, takze
lim A(2¥n) = nr2.
k— oo
Nakonec po zpétném dosazeni dostavame

1/ nsin2p
cos S cos (g) cos (é‘%) cos (%)

T =
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Viete zvolil za pocatek ¢tverec, takze n = 4, f = 45°,cos f = sinff = >

Pomoci vzorce pro polovicni thel nakonec dostaneme

X X
V2 Vaev2 J2+ 2+2

a to je Vietav vyraz publikovany 1593 vjeho dile Variorum de rebus mathematicis
responsorum liber 1’111 (Rtzné matematické problémy 8).

Vietav vysledek znamena milnik v historii 7 a je téZz vrcholem renesancni
matematiky spojené s 7. Byl prvni v historii, ktery vyjadfil ® pomoci analytického
vyrazu nekonecné fady algebraickych operaci. Svobodné spolu misil metody klasické
fecké geometrie s arabskym tvarem algebry a trigonometrie. Idea substituce je
algebraickd a odmocniny v jeho vyrazech pochazeji z geometrického vzorce pro
kosinus polovicntho dhlu, ale jinak je jeho pfistup zcela fecky, zaloZzeny na uvahach o
pomérech obsahu ploch a pouziva pomocnou tétivu (sc).

Sam Viete ovSsem nepouzil svou nekonecnou fadu pro numericky vypocet m.
Uzil Archimédovy metody bez podstatnych modifikaci, a to mnohouhelnik s 393216 -

ti stranami. To mu umoznilo zredukovat Archimédovu hranici.

3,1415926535 < m < 3,1415926537.

Jak jiz bylo feceno, nalezeni desetinnych zlomku a logaritmt podstatné ulehéilo
numerické vypocty na konci 16. a na pocatku 17. stoleti. To se odrazilo i na historii
¢isla 7. Pravé v této dobé zacali lidé pocitat toto cislo se stale vétsi pfesnosti, postupné
se odhalovalo dalsi a dalsi desetinné ¢islo, coz znamenalo zvétseni presnosti pfedchozi
aproximace alespon desetkrat.

Archimedes vypocital  na ekvivalent dvou desetinnych mist a ptivodni snaha o
zvyseni pfesnosti byla diktovana praktickymi hledisky. Pozd¢ji, zejména po vzniku
diferencialniho poctu a nekonecnych fad, bylo rozsifeni poctu desetinnych mist uzito

k demonstraci kvality vypocetni metody.
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5.2 Ludolf van Ceulen (1540 - 1610)

Ludolf van Ceulen [10][16] byl holandsky matematik, ktery se narodil 28. 1.
1540 v Hildesheimu v Némecku, ale jako mnoho dalsich Némcu v té dobé emigroval
pfed utlakem cirkve do Nizozemska.

Kwvili chudym podminkim v rodiné se mu nedostalo univerzitniho vzdélani.
Byl vsak velmi talentovany a vytrvaly, a tak se matematiku nejen naucil, ale také k ni
pfispél nékolika pracemi, z nichz nejznaméjsi se jmenuje O krubu (Van den Circkel).
Zivil se poditinim Gcta a vyucovanim. V roce 1600 byl jmenovan prvnim profesorem
matematiky na Leidenské univerzité. 31. 12. 1610 v Leidenu zemfel.

Ludolf van Ceulen stravil znacnou ¢ast svého zivota pocitanim ciselné hodnoty
matematické konstanty m. Zvolil stejnou metodu jako Archimedes a pocital ,,svoje*
¢islo pomoci mnohothelniku, kterym kruh napodobil. Na rozdil od svych pfedchidca
misto pravidelného mnohouhelnfku s nékolika sty stranami zvolil obrazec s 2 vrcholy.
Coz bylo neuvéfitelnych

4 611 686 018 427 387 904
vrcholi.

V roce 1596 publikoval ve svém clanku Van den Circkel hodnotu m s presnosti
na 20 desetinnych mist. Clanek konéi: ,,Kdokoliv chce, mtze jit jesté dale. Ale jak se
ukdzalo, nechtél nikdo kromé Ludolfa samotného. Jeho prace De Aritmetische en
Geometrische fondamenten, ktera byla uvetejnéna az po jeho smrti v roce 1615 jeho Zenou,
udava hodnotu ¢isla 7w na 35 desetinnych mist presné.

Ludolfova honba za ¢isly ucinila takovy dojem na Némce, ze zacali nazyvat ©
jako ,,LLudolfovo ¢islo®. [10][16] Po jeho smrti bylo vSech 35 desetinnych mist vytesano
na jeho nahrobni kimen v Leidenu. Ndhrobni kimen se pozdéji ztratil, ale v roce 2000

byl opét obnoven.
3,14159265358979323846264338327950288

Na cislu 7 je zajimava jedna véc. Vzniklo pro potieby geometrie a na prvni
pohled ma vyznam jenom pro ni. Pfitom ale, tak jak matematika po van Ceulenovi
pokracovala, vznikal infinitezimaln{ (nekonecné maly) pocet, hledaly se soucty
nekonecnych fad a pocitaly se zajimavé body funkci, bylo pozoruhodné, jak casto

matematici narazeli na hodnotu 7 v dplné novych a necekanych souvislostech. A diky
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tomu, byl vétsi divod se timto ¢islem dale zabyvat, pravé z hlediska nekonecnych fad
nebo funkci. Pfitom se narazelo na kvalitativné nové postupy pro jeho vypocet.

Ludolf van Ceulen byl posledni, kdo Sel na vypocet dalsich mist cisla 7 pfes
jeho geometricky vyklad.

V roce 1706 zavedl William Jones (1675 - 1749), vel$sky matematik, jako prvni

symbol © pro pomér obvodu kruhu k jeho praméru.

Kdyz zacali matematici bliz studovat funkce, pfisli na to, ze mnohé z nich je
mozné lokalné aproximovat pomoci polynomu (je mozné je nahradit mnohoclenem,
ktery na malém okoli né¢jakého bodu nabyva pfiblizné stejnych hodnot. Je k tomu
tfeba, aby aproximované funkce mély spojité derivace az do stupné (n + 1), pokud je
chceme nahradit polynomem stupné n). Takovému piiblizen{ se fika rozvoj funkce
v mocninnou fadu a je spojovano se jménem anglického matematika Brooka Taylora

(1685 - 1731), 1 kdyz jako prvni uz potfebnou vétu dokazal jeho krajan James Gregory.
5.3 James Gregory (1638 - 1675)

James Gregory [14][17] byl skotsky matematik zabyvajici se pfilezitostné
astronomii. Studoval matematiku v Aberdeenu a pozdéji v Italii. Zabyval se problémy,
které znacné predbihaly jeho dobu. Napsal dilo Vera circuli et hyperbolae quadratura
(spravna kvadratura kruhu a hyperboly), ktera obsahovala zakladni myslenku o rozdilu
mezi algebraickymi a transcendentnimi funkcemi, a dokonce se pokusil dokazat
transcendenci w. Gregory byl jiz seznamen s rozvojem funkci tg x, secx, arctg x do
fad. Vratil se do Skotska, kde se stal profesorem na St. Andews University, a v roce
1674 byl jmenovan na prvn{ katedru matematiky na univerzit¢ v Edinburgu. Rok na to,
ale nahle zemfel ve véku pouhych 36 let.

Pro historii 7 je velmi dulezity znovu objeven{ fady pro arctg, ktera dosud

nese jeho jméno. Zjistl, ze plocha pod kfivkou 1+1x2 vintervalu (0,x) je arctg x.

V moderni symbolice zapsano

f" dx .
= arctg x.
o 1+ x? g
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Jednoduchym procesem dlouhého déleni nasel Gregory fadu

t x3+x5 x7+
arctgx =x —— +———+---.
g 375 7

Odsud byl uz jednoduchy krok dosadit x = 1. Protoze arctg (1) = %, to nam dava
Ca(i-delothn)
"o 375 77 )

coz je vubec prvni nekonecna fada nalezena pro vyjadfeni 7.
Tato fada byva n¢kdy oznacovana jako Leibnizova — Gregoryho. Tato fada je
sice velmi pusobiva, ale z praktického hlediska absolutné nevhodna. Hlavnim dévodem

je velmi pomala konvergence.
5.4 Isaac Newton (1642 - 1727)

Isaac Newton [1][2] byl anglicky fyzik, matematik, astronom, piirodni filosof,
alchymista a teolog. Jeho publikace Philosophiaec Naturalis Principia Mathematika
(matematické principy piirodni filosofie), vydana v roce 1687, polozila zaklady klasické
mechaniky a dnes patif mezi nejdualezitéjsi knihy v historii védy. V matematice patii
mezi prvni objevitele diferencialntho a integralntho poctu a také pfispél k objeveni
diferencialnich rovnic. Newton nalezl metodu pro numerické feseni transcendentnich
rovnic. Poté zobecnil binomickou vétu v binomickou fadu.

Issac Newton patfi mezi nejvétsi védee vsech dob.

Co se tyce ¢isla , Newton navazoval na Gregoryho a Leibnize, bylo pouze na
ném, aby nasel rychleji konvergujici fadu pro .

Newton nasel metodu, jak pocitat derivace proménné a naopak, jak nalézt
integral dané funkce. Zjistil také, ze to znamena plochu pod kifivkou. A tak urcil, Zze

(opét vyjadfeno v moderni symbolice)

dx
Vit

= arcsin x
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neboli, pfi uziti jeho objevu binomické véty

6

f dx —J(1+12+ * 4+ +
N2 2X Toxa* TIxaxe”

1x3 1x3x%5
...)dx

takze pii integraci ¢len po ¢lenu dostavame

o +1Xx3+1><3xx5+
arcsinx =x + - X =+ o—— X =

; 1, ) . (1\ _ 7 L
Dosazenim x = 2> COZ znamena arcsin () = =, dostavame fadu

1 1 1x3 )

— X— cee
m=6 <2+2><3><22+2x4><5><25+

coz konverguje mnohem rychleji nez Leibnizova - Gregoryho fada.

5.5 John Machin (1680 - 1752)

John Machin [2][10][18] se narodil v Anglii v roce 1680. Byl profesorem
astronomie na Greshamské vysoké skole v Londyné. Machin je nejvice znamy
rozvojem rychle konvergujici fady pro m. On sam pouzil pro svij vyzkum Gregoryho

fadu a dokazal ¢islo m spocitat na 100 desetinnych mist.

Protg f = %dostévéme

tgp 5
28 = -
928 =17~ 12
a
2tg2 120
(g4p = 928

1-tg22f 119

To se lis{ pouze o 1/119 od 1, jejiz arctg x = %. Kdyz tento rozdil vyjadiime

v uhlech, dostaneme

t( n)_tg4ﬁ—1_ 1
g “1+tg4B 239
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a tudiz
1 T

s 1
arctg (E) =4p — i 4arctg (§> T

Dosazenim do Gregoryho fad pro 2 arctg dostal Machin

n_4(1 1 4 1 ) (1 1 4 1 )
4 5 3x53 5x55 239 3x2393  5x 2395

To byl takovy hezky maly trik, protoze druhd fada konverguje velice rychle a
prvai je vhodnd pro vypocty. Diky této fadé Machin vypocital v roce 1706 7 na 100

desetinnych mist.

5.6 Leonard Euler (1707 - 1783)

Leonard Euler [2][12] se narodil ve Svycarsku a patii mezi nejvyznamnéjsi
matematiky 18. stoletf a mezi nejlepsi matematiky vibec. Euler provedl mnoho objeva
na poli diferencialntho poctu a teorie grafi. Zavedl také mnoho novych modernich
matematickych pojmu a symbold, obzvlast’ v matematické analyze.

Také Euler se zabyval vypoctem . Snazil se zrychlit konvergenci Gregoryho

fady. Vychazel ze vzorce pro tangens souctu thla (podobné jako Machin)

tga+tgp
1—(tgaxtgpB)

tgla+p) =

kterému odpovida souctovy vzorec pro arkustangens

u+v
arctg(u) + arctg(v) = arctg (m)

Tento vzorec pouzijeme proto, abychom pomalou konvergenci Gregoryho

fady pro x = 1 nahradili rychlejsimi fadami sx =u a x = v. Abychom dostali

hodnotu arctg (1), potfebujeme najit u a v tak, aby bylo (:ZZV) = 1. Potom bude
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/i
arctg(u) + arctg(v) = arctg(l) = T

. 1 1.
Euler zvolil u = SV =3, dmz2 dostal

7 = arct(5) + arta 3)
3 = arctg |5 ) Harctg |5

7'[_(1 1+ 1 1 N 1 1 )
4 \2 24 160 896 4608 22528

4 (1 1 4 1 1 )
3 81 1215 15309
Prvnich deset ¢lent této fady udava pfibliznou hodnotu

T 0,785 385
4_ ) )

ktera se se skutecnou hodnotou 7 shoduje na ¢tyfi desetinna mista. Euler pomoci této
fady vypocital © na 20 desetinnych mist, na coz potfeboval zhruba 60 clena fady.
Porovnanim prvni a druhé fady vidime, ze prvni konverguje o néco pomaleji nez

u+v

druha. Kdyz najdeme u a v tak, aby bylo ( ) = %, tak muzeme konvergenci prvni

1-uxv

" . 1 1 £ g
fady zrychlit. Pro u = AV =7, dostavame

3 = 2arc (5) + arct (3
3 = 2arctg|\ 3 ) +arctg |

3781 1215 15309 T 177147 1948619

n_(Z 2 2 2 2 2 )
7=

+(1 1 N 1 1 )
7 1029 84035 5764801

Deset vypsanych clentt ndim udava hodnotu m = 3,141592288, coz je lepsi
vysledek nez prvnich 10 ¢lent u pfedchozi fady. Tento posledni postup také pouzil

jeden z pfednich matematikt Georg von Vega.
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5.7 Georg von Vega (1754 - 1802)

Vega [2] se narodil v chudé rodiné 23. 3. 1754 v Lublani ve Slovinsku. V roce
1780 vstoupil do vojenské sluzby jako profesor matematiky na délostielecké skole ve
Vidni. Georg von Vega se pfedevsim zaslouzil o spravnost tabulek logaritmickych a
goniometrickych funkci. Jeho prvni kniha logaritmu byla vydana v roce 1783.

Vega je hlavné znam svou trpélivosti pro spocitani hodnoty m. Toto ¢islo
dokazal spocitat na 140 spravnych desetinnych mist pomoci Eulerovy fady.

Zemfel nebo byl zavrazdén 26. 9. 1802 ve Vidni, jeho télo bylo nalezeno
v Dunaji.

Védci udavaji, Zze za nasledujicich 50 let se nenasel nikdo, kdo by Georga von

Vegu ptekonal.
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6 IRACIONALITA A TRANSCENDENCE

Diky objevovani dalsich a dalsich desetinnych c¢isel nasi konstanty se
matematici zac¢inali dohadovat, co je vlastné m za cislo. Jakého je druhu? Racionalni
nebo iracionalni, algebraické nebo transcendentni? Tato otazka trapila védce stovku let.

Jiz Rekové znali existenci iracionilnich &isel, neboli &sel, kterd nemohou byt
vyjadfena jako podil dvou celjch ¢isel. Rekové je nazjvali napiiklad nesouméfitelna. T
Aristoteles si byl védom dikazu, ze V2 je iraciondlni &slo. Jeho dikaz vypadal

nasledovné: Pfedpokladejme, ze V2 lIze vyjadfit podilem dvou celych dcisel Z . Pak

pouze jedno z nich mize byt sudé (jinak by slo toto ¢islo kratit 2).

N

SRS

2q2= 2

)

=

z toho plyne, Ze p?, a tudiz i p musi byt sudé (p = 2r), takze q musi byt liché. Ale
podle 2q* = 4r? dostivame, Ze q je sudé. Z toho plyne, ze predpoklad nebyl spravny
(dtkaz sporem).

Toto zjisteni nam vsak nepotvrzuje, pro¢ by iracionalni ¢islo nemohlo byt

kofenem algebraické rovnice. Zrovna V2 je pravé kofenem rovnice x2-2=0.
6.1 Iracionalita

Vétu, ze m je iracionalni cislo, jako prvni dokazal v roce 1768 J. Heinrich

Lambert [19] (1728 - 1777), $vycarsky matematik, fyzik a astronom.

lﬂﬁ"’( )-— 0.;—-:5‘5-

—

3w —00
PETIOR
70 — 0D

Kopie originalniho fetézce z diikazu iracionality 1 od Lamberta.
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Ve své praci, z davodu dostupnosti, uvadim dikaz anglické matematicky Mary

Cartwright [13] [22] (1900 - 1998) z roku 1945.

6.1.1 Dukaz iracionality &
Necht’ I,(x) = f_ll(l — a?)"cos(ax) da , integraci po ¢astech dostavame
x2 I(x) = 2n(2n — D1 (x) — 4n(n — DI,,_,(x), pron = 2.

Jestlize

Ju () = X1 (x)

pak nastava

Jn(x) = 2n(2n = 1)[,_1 (x) — 4n(n — Dx?[,_,(x).

pron =0 Jo = 2sinx
pron =1 Ji = —4xcosx + 4sinx
pron = 2 J, =2x2x%x3(—4xcosx +4sinx) —4x2x1Xx?2sinx

= (—16x? + 48) sinx — 48x cos x
plati pro Vn € Z™.
Z toho plyne

Ju(x) = xZnH L,(x) = n! (P, sin(x) + @y cos(x)),
kde P, , Q@ jsou polynomy stupné < 2n + 1 s celociselnymi koeficienty.

Tvrzent: max{stP,, st Q,} =n
Dukaz: matematickou indukci
n=0 stP,=0 stQ,=0
n=1 stP,=0 stQ,=1
n-on+1 J,u=2n+1)2n+ 1)\_]:3— 4(n + anZJHnr_—l’
max st n maxst (n — 1)

=>maxstn+1
maxst (n+ 1)
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. r y TR v . S wr y ., T _b
Dejme x =~ a pfedpokladejme, ze m je racionalni ¢fslo, coz znamend >=o kde

a,b €Z.

Po dosazeni do této rovnice
x2 [ (x) = n! (P, sin(x) + Q,, cos(x))

a jednoduchymi upravami, dostavame

B n@-n(nQ) ~%

p2n+ip (%)

n!

_ g2nHip (ﬁ) 1)

oznaéme a?"*1p, (S) jako polynom R,

_ b2n+1In (x)

n n!

Na pravé strané rovnice (1) je celé ¢islo. P, je polynom nejvyse n-té¢ho stupné a z toho

plyne

n n-—1

b b b
Pp)=a(G) vam(y) +ova

Na druhé strané¢ R, = 0 pro n = o protoze b je pevné dané a I, je ohraniceno

hodnotou integralu

fl cos (712_a) da.

-1

R, je celé ¢islo a zaroven — 0. Proto R, = 0 jen pro ncktera n. Tento integral je vsak
integrilem funkce, kterd je spojitd a kladni na vétsiné intervalu (—1,+1). Z toho

plyne, ze R, # 0. Dukaz sporem.
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Po dikazu iracionality dosli védci k podezfeni, Ze existuji jesté jina cisla nez
iracionalni, c¢isla, ktera jsou nejen iracionalni, ale nejsou zaroven ani kofenem zadné
algebraické rovnice. Pravé tyto ¢isla byla nazvana transcendentni. Nikdo vSak nemél

dukaz, ze takova cisla existujf, az do roku 1840.

6.2 Joseph Liouville (1809 - 1882)

Joseph Liouville byl francouzsky matematik. V roce 1838 byl jmenovan
profesorem matematiky na Ecole Polytechnique v Paifzi. A vroce 1850 ziskal
profesuru matematiky na College de France. Liouville pracoval v mnoha raznych
oblastech matematiky, véetné teorie ¢isel, komplexni analyzy, diferencialnf geometrie a
topologie.

Pravé Liouville [8] jako prvni dokazal v roce 1840 existenci transcendentnich

Cisel.

6.2.1 Liouvilletv teorém (1840):

Necht a € R je algebraické ¢islo se stupném n = 2 (iracionalni ¢islo), pak existuje
konstanta ¢ = c(a) > 0 zavisejici na a takova, ze plati

c
n

ql q

pro véechnys € Q.
Dukaz:

Ozna¢me P, mnozinu vSech posloupnosti n-tého stupné, jejichz kofenem je a.
Nyni zvolme P € Py

Necht P(x) = apx™+ -+ a;x+ay je nenulovy celociselny polynom
s kofenem & a s nejnizsim stupném.

Stanovili jsme

[=[a—1a+1]
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¢, = min(1, (r?gFIP'(x)l)‘l).

P
A) Jestlize 4 nenalezi I, potom nerovnost ma trivialni feseni

a——=z21=2—2=—.

| p 1 ¢
q qat  q"

To musi platit, jelikoz z definice ¢, volime za tuto konstantu 1, tehdy platf rovnost

1_%

" q
nebo (maxye;|P'(x)|)™1), pak uréité plati

1 ¢

" qv

B) Jestlize s nalezi I, potom Lagrangeova véta o stfedni hodnoté tvrdi, ze

_p(P
P(a) Z(q) - ()
a_P
q

Crid sl " : 14 . SO
pro nékterda realna cisla z lezici mezi @ a = a ztohoto davodu nalezi il.
q

Vzhledem P(a) = 0 (@ je kofenem polynomické rovnice) dostaneme upraveny vyraz

z Lagrangeovy véty
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Podle definice ¢, musi platit ; = Cp, jelikoz z € I. Také P (2) # 0 musi
1P ()] a
splinovat podminky, jinak by % byl racionalni polynom s kofenem @ stupné n — 1
q

a to by odporovalo minimalnimu n. Ale potom plati

po prevedeni na spolecného jmenovatele dostavame

1
q" =7

q

|P (p)| _lanp™ + -+ a1pg™ + aoq”|

; v ; . P ; v . .~ 1 v: . .
to plati, protoze vime, ze 4 nenf kofenem rovnice a tudiz musi byt v citateli nenulové

celé ¢&islo.

. p p p sup cp c
PakV P €D, : a——|2—=>|a——| >P% £
¢ gl = gqn q qn qn
a tudiz
c
|a—£ Z—n
q q

Liouvilldv teorém nam poskytuje metodu pro vypocet transcendentnich ¢isel.

Dusledek:

Necht @ € R je iracionalni ¢&islo s vlastnosti, ze pro kazdé n € N plati zlomek S,

q = 2 a zaroven

Potom « je transcendentni ¢islo.
Dukaz:
Predpokladam spot, ze « je algebraické cislo, které ma stupen m = 2. Necht’ ¢ =

c(a) je konstanta z Liouvillova teorému. Vybirime n € N dostatecné velké, aby
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n>ma 2" < c. Vlastnosti @ je, ze zde existuje zlomek g, pro ktery ¢ = 2 a je

v L1
blize k a nez ey Potom

coz je v rozporu s Liouvillovym teorémem.

Definice Liouvilleova ¢&sla: Cislo @ nazveme Liouvilleovym, pravé kdyz vyhovuje
pfedpokladim dusledku.

Dausledek fika, Ze kazdé Liouvilleovo Cislo je Cislo transcendentni.

Liouvillova ¢isla mohou byt postavena jako sumy rychle konvergujici nekonecné fady.

Timto zpusobem snadno vyplyne, Ze
o 1
Z o7 = 0.110001000000000000000001 ..
k=1

je Liouvillovo ¢fslo a proto je transcendentni.
Dokazme si, ze tato fada je opravdu Liouvillovym ¢islem.

Vezméme si ¢astecné soucty této fady a odectéme je od pavodni, pak musi platit

[oe} n
PR
108 £ 108 < (1on')n

k=1

Jaky je ale soucet?

Musime tedy puvodni fadu omezit shora geometrickou fadou.

1 1 1
Z 107 < Z 10(n+1)'10k 100D X7 1 g x 10!
k=n+1 1- 10

1 1 1
10(n+2)! < 10+ D! x 10 10Mm+D!+1
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Pak mame danou nerovnost

10 1 1

9 x 10@+D! = (Tomyn  10m!

plati tato nerovnost?
101 <9 Ano plati.

Jakmile byla existence transcendentnich c¢isel prokazana, nastala dalsi otazka.
Cim jsou tyto ¢isla zajimavar Napfiklad nase ¢islo m, jestli bude transcendentni, nam da
okamzitou odpoveéd na prastary problém o moznosti kvadratury kruhu.

A prave kvadratura kruhu je jedna ze tif nejslavnéjsich antickych konstrukénich
problému (zbylé dva jsou duplikace krychle a trisekce thlu). Pfesné znéni tohoto tkolu
bylo: K danému kruhu zkonstruujte ¢tverec o stejném obsahu pouze za uziti pravitka a
kruzitka.

Rekové se pokouseli provést kvadraturu kruhu pouze koneénym poctem
konstrukénich kroka. Jako dalsi moznost se objevila, ovéfit proveditelnost takové
konstrukce analyticky. Pokud mame k dispozici pouze pravitko a kruzitko, muizeme
rysovat jen rovné cary a kruznice, jejichz rovnice vyjadfené polynomy nejsou vyssiho
nez druhého fadu. Body ziskané konstrukei jsou proto vzdy praseciky kiivek nejvyse
druhého fadu. Mame kruznici s jednotkovym pramérem, jejiz rovnice je druhého fadu
a kone¢nym vysledkem konstrukce by méla byt vzdalenost rovna .

Jestlize kvadratura je mozna v konecném poctu kvadratickych stupnu, pak
jednim z kofend této algebraické rovnice je 7 (nebo V7t ). Ale jestlize m neni kofenem
zadné algebraické rovnice, pak je kvadratura podle feckych pravidel nemozna. Z toho

plyne, Zze pokud je m transcendentni ¢islo, pak kvadratura neexistuje.

6.3 Chatles Hermite (1822 - 1901)

Charles Hermite byl francouzsky matematik. Zabyval se zejména teorif ¢isel a
algebrou. Jako prvni dokazal, ze Eulerovo cislo e je transcendentni. Jeho metodu
pozdéji zjednodusil Ferdinand von Lindemann a dokazal jejim uzitim transcendentnost

¢isla m.
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Jelikoz byla jako prvni zjisténa transcendence cisla e, chtéla bych ji ve své praci
zvefejnit, jako mezikrok k transcendenci n (hlavné z historického hlediska a odvozeni

dukazu pro transcendenci n), proto zde uvadim i matematika Charlese Hermita [11].

6.3.1 Hermiteuv teorém (1873):

e je transcendentni ¢islo.
Dukaz:
Predpokladejme polynomickou rovnici, jejiz kofen je prave e
anpe™ +-+ae+a;=0
a; €EZ, ap # 0b.t.n.o.

Definujme

xP7Hx — 1DP(x — 2)P ...(x —m)?
(p - D! '

f&x) =

kde pro tuto chvili je p libovolné prvocislo.

Definujme
F(x) = f(x) + /() + - + FOP=D(x), (1)

Jestlize 0 < x < m,

mP—lymmp

|f ()l Sm

mmp+p-1

CEDD

Rovné plati
(e™*F(x)) = —e™*F(x) + e *F'(x)
=e*(F'(x) —F(x))
= e [(FCO+ (o) + 4 fIPHPD ()
—(FG) + F G+ fo0p-D () )]

= —e~*f(x)
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pozn. fMP+P=2)(x) = 0, jelikoz derivujeme konstantu z piedpisu (1).

takze dostavame

Jj .
aj f e *f(x) dx = aj[—e *F (x)];
0
= q;F(0) — aje /F()).
Vynasobime-li el a se¢teme ptes j = 0,1, ..., m, dostaneme

Yo aje’ foj e *f(x)dx = X7, aje’ (F(0) — e /F()))

=2ajejF(0)—jz:;ajF(j)

=F(0)§;ajej—]2ajF(i)

@)

pozn. Y7L 4 e/ = 0 z ptivodniho ptedpokladu, Ze e je kofenem polynomické rovnice

=F0)x0— Y aF(j)

m mp+p-1

=-> > a0,
j=0 i=0

Tvrdime, Ze kazda fO()) je cislo délitelné p s vyjimkou, kdy j = 0 a zaroven

i = p — 1. Pouze pro nenulové vyrazy to vyplyva z podminek, kdy faktor (x — j)P byl

diferencovany p krit a potom p! zrusi (p — 1)! vyloudi p, mimo jediné vyjimky viz

v

vyse.

Ukazeme, ze pro j = 0 a zaroven i = p — 1 neni vyraz délitelny p. Jasné je, ze

f®0) = (~1)P ...(-m)? = 0.
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Vybereme p > m, tento vysledek nemiize mit faktor p. Proto na pravé strané (2) je
celé ¢islo razné od nuly. Ale vzhledem k tomu, ze p = % na levé stran¢ konverguje

k 0, podle vyse uvedeného odhadu pro |f(x)]. A to je spor.

6.4 Ferdinand von Lindemann (1852 - 1939)

Lindemann se narodil v Hannoveru v Némecku roku 1852. Vystudoval
matematiku v Géttingenu, Erlangenu, a Mnichové. V Erlangenu, pod vedenim Felixe
Kleina, obdrzel doktorat za neeuklidovskou geometrii.

V roce 1882, publikoval vysledek, pro ktery je nejvice znam, dukaz
transcendence ¢isla 7. Jeho postup byl podobny metod¢, kterou pouzil o devét let difve
Charles Hermite, ktery dokazal, Zze e, zaklad pfirozenych logaritmi, je transcendentni

[11].

6.4.1 Lindemannuv teorém (1882):

T je transcendentni c¢islo.
Diikaz:

Pokud 7 spliuje algebraickou rovnici s koeficienty nad Q, tak podobnou
rovnici splituje také &slo im (i = vV—1).

(f(x) € Z[x] a f () = 0, potom g(x) = f(ix) X f(~ix) a g(ix) = 0)
Necht” mime polynom 6;(x) =0, skofenem T =a@; a ostatnimi kofeny
Ay, A3, .. Ay

Protoze plati €™ + 1 = 0, je tedy

(e“14+1)..(e*+1)=0. (1)

Dale vytvofime algebraickou rovnici s celoéiselnymi koeficienty, jejiz kofeny
jsou exponenty e v rozvoji z vyse uvedeného vyrazu. Napiiklad, exponenty v parech
jsou @y + ay, a; + az, ..., a1 + ay. Protoze a spliuji polynomickou rovnici nad
Q, jejich elementarni symetrické funkce jsou racionalni. Proto zakladni symetrické
funkce souctu part jsou symetrické funkce @ a jsou také racionalni. Pak tyto pary jsou

kofeny racionilni rovnice 8,(x) = 0 (polynom s 2 kofeny)s racionilnimi koeficienty.
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Podobné soucty 3 & jsou kofeny 03(x) = 0 (polynom se 3 kofeny), atd. Kdyz vSechny

rovnice vynasobime, dostavame rovnici

0,(x)0,(x) ...0,(x) =0
je polynomicka rovnice nad Q jejiz kofeny jsou soucty vsech a. Odstranénim nulovych
kofenu (vydélime véemi X) z této rovnice, pokud existuji, dostaneme
6(x)=0
0(x) =cx" +cix" 1+ + ¢, @)
¢y # 0, protoze jsme odstranili nulové kofeny a 7 je stupen polynomu. Kofeny této
rovnice jsou nenulova ¢isla. Oznaéme je By, B3, .., Br vSechny nenulové exponenty e,

vzniklych roznasobenim vyrazu (1). Z puvodni rovnice (1) dostavame

ePr i eBr o0 o400 =
neboli

Zeﬁi+k=0

kde k je celoc¢iselné a kladné (soucet véech e? neboli viech 1, které vyraz obsahuje)

Nyni definujeme

s poq [O(]P
f(x) = c*xP =D €)

kde s c®je vedouci koeficient polynomu 6(x), r X p je stupent tohoto

polynomu na p, p bude urc¢eno pozdéji.

Vynasobime-li xP~1 X [6(x)]? dostavame stupefi polynomu f(x), ktery je 7 X p +

-1 p=s+p
Definujme \

F(x) = fO) + f/(0) + -+ fEP (),
[e™*F(x)]" = —e™*f (),

stejna uprava jako u transcendence e (viz kap. 6.3.1). Proto ziskavame
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X

e~ F(x) — F(0) = — f e f(y) dy

0

pouzitim substituce ¥ = Ax (proménné jsou A a y) vintegralu a vynasobenim celé

S

F(x) —e*F(0) = —xf e(=MX£(Ax) dA.

0

rovnice e* dostavame
»

X je konstanta, kterou jsme vyhodili pfed integral a vypocitali jsme nové meze.
Necht’ x jde pfes Pi (nenulové kofeny) a seCteme vsSechny rovnice. Protoze

YePl+ k =0, pak ¥ eFt = —k, to dosadime rovnice a ziskivime

r

Z F(B;) + kF(0) = - Z B j e=DBi£(35,) dA. ©
=1 "°

j=1

Dusledek:
Rozdil oproti dasledku z kap. 6.3.1, ktery je velmi podobny, je, Zze ﬁj nejsou

cela ¢isla, zatimco tam jsme pracovali s celymi kofeny a celociselnymi koeficienty.

Pro dostatecné velké p je leva strana rovnice (4) nenulové celé ¢islo.
iz f ©(p ;) =0 (0 <t<p) (tento polynom se da vyjadfit elementarnimi
symetrickymi polynomy?), vypljva z definice f (3). Kazd4 derivace tadu p, ktera je
vy$$ nez p (neboli t = p), je uréité délitelnd p, proto musime derivovat [0 (x)]P
dostatecny pocet krat, abychom ziskali nenulovou hodnotu. Nikdy to nula byt nemuze,
je to celé ¢islo, opét rozklad na elementirni symetrické polynomy. Ale f © (,B]) je
polynom v f8; stupné nejvyse S. Soucet je symetricky a také celociselny, pokud kazdy

koeficient je délitelny c®, a to je. (Symetrické funkce jsou polynomy v koeficientech

b

’ o C. v ’ ’ ’
rovnych polynomim v :L stupné < S). Takto ziskivame

2 definici a pouziti elementarnich symetrickych polynomu ¢tendf najde na portalu
http://en.wikipedia.org/wiki/Elementary_symmetric_polynomial
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'
Zf(t)(ﬁj) —pk,, t=D,.,p+Ss
=

Diky tomu se leva strana rovnice (4) rovna (celému Cislu délitelnému p) + kF (0)
Ale co je F(0)?
f{(0)=0, t=0,..,p—2
- po dosazen{ 0 se vie vynuluje a zbude zde alespori x?.
fP7H0) = c’ct, (¢ #0)
- z rovnice (3) a (2) vyplyva, ze zbude (p — 1)! 6P(0) = cScP .
f1(0) = p x (celé tislo), t=p,p+1,..

Takze leva strana rovnice (3) je celo¢iselnym nasobkem p + cscf

k. A to neni délitelné
p, jestlize p >k, c,c,. Z toho plyne, ze to je nenulové celé ¢islo. Ale prava strana

rovnice konverguje k 0, takze p — 0. A tim dostavame spor.
Diky Lambertovi a Lindemannovi mame iracionalitu a transcendenci =

dokazanou. A tim padem jednu ze tfi nejslavnéjsich antickych konstrukcénich metod

vyfesenou. Kvadratura kruhu je nefesitelna.
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7 TI1 VE SVETE POCITACU

S nastupem technické revoluce se nase ¢islo dostalo do jinych rozméra. Zacal
se vyvijet svét, ve kterém jsme pro vypocet jiz nepotiebovali pouze tuzku a papir.

Jako posledni, kdo spocital ¢islo m na papir pouze za pomoci stolniho
kalkulatoru, byl Ferguson.[10] Ten publikuje v roce 1946 toto c¢islo na 620 desetinnych
mist. A v roce 1947 se vysplhala jeho hodnota az na 808 spravnych desetinnych mist.

Cislo 7 v poéitatové dobé pfipomina hon stile presnéj$imi ¢islicemi v 17. a 18.
stoleti. Na rozdil od matematik v minulosti, ktefi hledali ¢islo & fidové na maximalné
stovky desetinnych mist, nyni programatofi a jejich pocitace zpracovavaji zaznamy
s tisici a stovkami tisic desetinnych mist.

Ve své praci zminim pouze ty nejznaméjsi pocitace do roku 1967, jelikoz tato
kapitola by byla velmi rozsahla z davodu velmi rychlého vyvoje technologii a v dobach
internetu a modernich internetovych vyhledavacu se kazdy kdo chce, mutze o toto ¢islo
zajimat.

Prvni vypocet m pomoci pocitace byl pravdépodobné proveden v zafi roku
1949 na ENIACu (Electronic Numerical Integrator and Computer). Spocital ¢islo 7 na
2 037 desetinnych mist za 70 hodin. Tento vypocet byl programovan na zakladé
Machinova vzorce (viz 4.2.3). [2][19]

V zatf 1954 a lednu 1955 byl pocitac NORC (Naval Ordnance Research
Calculator) naprogramovan pro vypocet  na 3 089 platnych desetinnych mist, vypocet
mu zabral pouhych 13 minut. [2][19]

Tento rekord byl piekonan v Londyné v bfeznu roku 1957, kdyz pocitac
Pegasus spocital 10 021 desetinnych mist za 33 hodin. Nasledujici test prokazal, ze
v pocitaci doslo k chybé a vysledek byl pfesny na pouze 7 480 mist.

V cervenci 1958 byl naprogramovan IBM 704 v Pafizi na zakladé kombinace
Machinova a Gregoryho fady (viz 4.2.1 a 4.2.3). Poskytl 10 000 desetinnych mist za
hodinu a 40 minut.

O rok pozdéji, v cervenci 1959, byl tentyz program uzit na IBM 704 a vypocet
byl na 16 167 desetinnych mist spravny.

Machinav vzorec byl téz zakladem programu aplikovaného na IBM 7090
v Londyné v cervenci 1961, coz vedlo k ziskani 20 000 mist a zabralo mu to pouhych

39 minut.
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V cervenci 1961 Shank a Wrench zvysili rychlost vypoctu. Bylo toho ¢astecné
dosazeno pouzitim rychlejstho pocitace (IBM 7090 v IBM Data Processing Center
v New Yorku), ale kromé toho uzitim nékterych trikd v programovani. Vypocet
poskytl 100 265 desetinnych mist. Celkova potfebna doba tedy byla 8 hodin 43 minut.
Vypocet tohoto druhu zahrnuje miliardy jednotlivich aritmetickych tkonu, a jestlize
jediny z nich je chybny, cely dalsi vypocet vede k nespravnym hodnotam.

Vanoru 1967 na pocitaci CDC 6600 programovaném J. Gilloudem a M.
Dichamptem bylo poskytnuto 500 000 desetinnych mist. Potfebna doba pro vypocet
byla 28 hodin 10 minut a dalsich 16 hodin 35 minut zabralo provéfovani vysledku.
21[19]

Od roku 1981 se rekordu, v mnozstvi nalezenych c¢islic pomoci pocitacovych
programu, ujimaji Japonci. Presnéji japonsky matematik Yasumasa Kanada [21][19],
profesor informatiky na univerzité v Tokiu, ktery patii mezi nejznaméjsi lovce

desetinnych cisel konstanty n. Drzitel 11 rekordt z poslednich 21.

e 1. 1981, rekord 2 000 036 desetinnych mist s pocitacem FACOM M — 200

r. 1982, rekord 8 388576 desetinnych mist s poc¢itacem HITAC M — 280h

r. 1983, rekord 16 777 206 desetinnych mist se stejnym typem pocitace

o 7afi 1986, rekord 33 554 414 desetinnych mist s poc¢ita¢em HITAC S - 810/20
a nasledné fijen, rekord 67 108 839 desetinnych mist.

e 1. 1988, rekord 201 326 551 desetinnych mist diky pocita¢i HITAC S — 810/80

e 19. listopad 1989, rekord 1 073740 799 desetinnych mist s pocitacem HITAC
S —820/80

e 11. fijna 1995, rekord 6 442 450 000 desetinnych mist s poc¢itacem HITAC S —

3800/480

e 0. cervenec 1997, rekord 51 539 600 000 desetinnych mist s pocitacem
HITACHI SR2201

e 5. duben 1999, rekord 68 719 470000 desetinnych mist s pocitacem
HITACHI SR8000

e 20. zaff 1999, rekord 206 158 430 000 desetinnych mist s pocitacem
HITACHI SR8000/MPP
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e 24 listopadu 2002, rekord 1 241 100 000 000 desetinnych mist s pocitacem
HITACHI SR8000/MPP a 9—ti clennou skupinou védet, vypocet trval pres
600 hodin

HITAC (HItachi Transistor Automatic Computer) je prvni tranzistorovy pocitacovy
model.

Yasumasa Kanada sjeho 11-ti rekordy patii mezi $picku védcu, ktefi se
zaslouzili o vyvoj ¢isla n. Mezi jeho nejvétsi konkurenty patii kanadsky matematik a
profesor na Simon Fraser Univerzit¢ Peter Borwein a americti matematici Gregory V.

Chudnovsky a David V. Chudnovsky.

29. dubna 2009 japonsky profesor Daisuke Takahashi [19] vypocital ¢islo n na 2
576 980 377 524 desetinnych mist pfesné pomoci pocitace T2K Open Supercomputer,

pamét’ tohoto superpocitace sahala az k 13,5 terabajtim.

Od prosince 2009 jsou hodnoty ¢isla n vypocteny na domacich pocitacich a
vsechny zaznamy jsou komeréné dostupné na internetovych strankach.

Jeden z poslednich zaznamu nekoneéného cisla n z roku 2010 patii japonci
Shigeru Kondo [19], ktery se za pouziti pocitace Y-Cruncher dostal na 5 biliéna

desetinnych mist. Celkovy ¢as je odhadovan na 90 dni.
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8 SHRNUTI

OBDOBI

UDALOST

cca 2000 pfed n. L

Egyptané m = 3,1605

cca 2000 pfed n. L

Babyloniané m = 3,125

130 n.l.

Cang Cchang m = 3,162277

250 n. 1. Wang Fang m = 3,15555

263 n. L Liou Huie ™ = 3,14159

3. stoleti Archimedes m = 3,14163

480 n. L. Tsu Chung-Chih 3,1415926 < m < 3,1415927

499 n. 1. Aryabhatta w = 3,1416

640 n. 1. Brahmaguptam = 3,16227

1150 n. 1. Bhaskara II T = 3,14156

1220 Fibonacci m = 3,141818

1400 Madhava ze Sangamagramy m = 3,14159265358
1593 Francois Viete vyjadfuje 7 jako nekonecny iracionaln{ soucin
1615 Ludolph van Ceulen pocita 7 na 35 desetinnych mist

1671 Gregory objevuje fadu pro arkustangens

1687 Newton objevuje rychleji konvergujici fadu, navazuje na Gregoryho
1706 Machin pocita T na 100 desetinnych mist

1755 Euler velmi rychle konvergujici fada, m = 3,141592288
1794 Vega pocita m na 140 desetinnych mist

1768 Lambert dokazuje iracionalitu 70

1840 Liouville dokazuje existenci transcendentnich ¢fsel

1873 Hermite dokazuje transcendenci e

1882 Lindemann dokazuje transcendenci 7

1946 Ferguson publikuje 620 desetinnych mist ¢isla 7

1947 Ferguson pocitd 808 desetinnych mist pomoci stolniho kalkulatoru
1949 ENIAC 2 037 desetinnych mist/70 hodin

1955 NORC 3 089/13 minut

1957 Pegasus 10 021/33hodin

1958 IBN ,,704 10 000 desetinnych mist/40 minut

1961 IBN ,,7090% 20 000 desetinnych mist/39 minut

1961 IBN ,,7090¢ v IBN DPC 100 265mist/8 hodin 43 minut
1967 CDC ,,6600° 500 000 desetinnych mist/28 hodin 10 minut
1981 - 2002 Yasumasa Kanada, drzitel 11-ti rekord
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Desetinna mista

29. dubna 2009 Daisuke Takahashi spocetl m na 2 576 980 377 524 desetinnych mist

2010 Shigeru Kondo 5 biliénti desetinnych mist

Rychlost vyvoje hodnoty cisla ©
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ZAVER

Cislo 7 patff mezi nejdtlezitéjsi konstanty matematiky, uz jen z toho davodu,
kolik velkych matematik mu vénovalo béhem svého zivota pozornost.

Bylo velmi zajimavé sledovat vyvoj tohoto ¢isla, néktefi konstanté © vénovali
cely svyj zivot.

Na pocatku si vSichni mysleli, Ze ¢islo 7 je spojeno pouze s geometrif, opak je
vsak pravdou. V dnesni dobé neni matematicky obor, ktery by tuto konstantu
nepouzival. Objevuje se jak v geometrii, tak v algebfe i analyze. A diky tomu se cislo
stava jeste dalezitéjsim.

S nastupem modernich technologii se ukazalo, ze ¢islo 7 se jiz neobjevuje
pouze v matematickém svéte. Lidé si ¢asto pokladaji myslenku, pro¢ prave ¢islo @ se
pocita na tolik desetinnych mist. V historii napf. v 17. a 18. stoleti to bylo spise
soupefenim a pfedhanénim mezi matematiky. V dnesni dobé je jeden z duvodu
testovani. U novych pocitacu se testuje, jestli pocitaji spolehlive. Pocita¢ je podroben
testu, kdy spocita nékolik desitek tisic desetinnych mist a vysledek se porovna se
znamymi hodnotami. Pokud tyto hodnoty odpovidaji, pak tento pocitac vykonal
miliony aritmetickych operaci bez chyby. Existuji samozfejmé 1 jiné funkce, které byvaji
testovany.

Ma prace obsahuje znacné komplikované teorémy a dukazy, kterym jsem se
snazila porozumét. Diky jejich slozitosti jsem usilovala o jejich zjednodusenti, aby byly
lépe pochopitelné pro studenty bakalatského studia.

Neni mnoho lidi, ktefi si v dnesni dobé pamatuji vzorce pro obvod a obsah
raznych geometrickych utvart, ¢i hodnotu Eulerova ¢isla, ale 3,14 zna snad kazdy.

Byt se jedna o jednu z mnoha stalych veli¢cin matematiky, je jasné, ze ¢islo n

vstoupilo do Zivota kazdého z nas.
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