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1 Uvod

Tato prace vznikala vramci projekt&lektronické sbirky/eSenych dloh z fyziky
piistupného na webové adresew.fyzikalniulohy.cz ktera vznikla a je rozvijena na Kated

didaktiky fyziky Matematicko-fyzikalni fakulty Unerzity Karlovy.

Prace ma za cil zalozit novou tématickou oblesbreticka mechanikaledna se o prvni
vylu¢né vysokoSkolskou oblast v ramci sbirky publikovanOuiena je zejména posluatisn
piirodowdnych a technickych obér Cilem prace je roz8i stavajici moznosti ifistupu
student k uloh&dm z oblasti teoretické mechaniky, zejménavddnim probléram ze
zvolenych kapitoPrincip virtualni pracea Lagrangeiv formalismus

Vzhledem k pétu praci, které jiz v ramci tohoto projektu vznikjgem nezgadil do textu
této prace rozsahlejSi informace o konceptu a plewiElektronické sbircéeSenych uloh z
fyziky ale ponechavam na tomto ndiggn maly souhrn (blizSi detaily Ize nalézt Haad
v bakaldskych pracech Michaly Pfefkoveé [1], a Markéty Popové [2]).

Hlavnim autorem webového rozhrani sbirky je RNDieka Koupilova Ph.D. Text tloh
je psan v jazyce XHTML, vzorce vyuzivaji format L& a obrazky jsou tweny v programu
CoreIDRAW Grafy v mé praci byly vytv@ny v programuwolfram MathematicaCilem
strukturovanéhdgeSeni gadou postupnych krdkje zejména provést studerifenim udlohy
zpasobem natolik jasnym a detailnim, aby byl vramamestudia dostatay, tj. aby
procvicovani probrané latky na ulohdch mohlo probihat lasistence vykujicicho.
Opomijena neni ani matematicka stram&aeni fyzikalnich uloh. VSechny ulohy v databazi
jsou funkéni a umoduji postupné rozkryvani postup@eSeni formou naped, které ma
uzivatel sbirky k dispozici v podékaktivnich zalozek.

Vramci této prace také pokige spoluprace Blultimedialni Encyklopedii Fyziky
(http://fyzika.jreichl.com [3]), jejimZ autorem je Mgr. Jaroslav Reichel.




2 Rozdily ve zpracovani uloh ve vybrané literatie a v této

praci

Shirek Uloh z oblasti teoretické mechaniky neni hmaiz jen proto, Ze studentska obec,
které jsou uteny je pouze vysokosSkolska. Jedny z malkestire psanych sbhirek byly
vytvoieny a publikovany pro proiély stavebnich fakulfVUT a VUT (nag. lit. [4]). Tvorba
a zadavani uloh je tak velrsasto pouze visobnosti konkrétnichifpdnasejicich a ctiicich.
Vtomto smyslu byvaji Ulohy ifstupné i na internetu, zpravidla vSak nejsctilip
komentovany, protoze alici si pochopitelé ponechava SirSi kometita zaloze pro vlastni
vyuku.

Nékolik uloh, které by do oblasti teoretické mechangkiblizné spadaly, se nachazi na

vyukovém serveru www.aldebaran.cz [5], ktery spravuje katedra fyziky fakulty

elektrotechnick& VUT. Netvai v3ak uceleny soubor a jejideSeni nejsou detailni, pouze
ukazuji snér avanh.

V ucebnicich, které se teoretickou mechanikou zabybgyA na konci kapitol zazeno
nekolik prikladd ukazujicich pouZiti prav probranych metodeSeni probléin Ty vSak
zpravidla nemizou byt povaZzovany za plnohodnotiéSené ulohy ve vySe nazeaém
smyslu. | pokud v &kterych gipadech tvé feSeni uloh zvlastni kapitolu, davaji atito
ucebnic, @i omezeném prostoru, ktery mohou vyuZitegnost pokréilejSim ulohdm (nap
[6]), navic obvykle bez SirSiho komerad matematické stranéeSeni uloh, kterdasto byva
velmi netrivialni. Jsou-li na koncich kapitotiklady k procvéeni, pak nebyvajfeSené, ale
pouze s odpaydi (nag. [7]).

HlubSi reSerSe, zejména v cizich jazycich fnapdopordené literatie v [8]), by
bezpochyby odkryla dalSi mozné zdrégSenych uloh. iedchozi odstavce vSak dostaike
naznaily aspekty, kterymi chce tato prace nabidku Uldlearetické mechaniky rozgia

doplnit. Jsou to zejména:

* zaazeni i jednodusSich uloh,
» detailre vypracovanéeseni,

« komentd i k matematické strandesSeni.



Tato prace si tedy klade za eiitvorit tématicky uceleny soubor detail FeSenych tloh
z teoretické mechaniky, ktery se zatim ¥esky psané literatue vyskytuje spiSe vzaoha
ktery by bylo mozno v ramci Elektronické sbirkyifeSenych uloh z fyzikgpristupnit vSem
zajemaim.

Cilem je téz vytvét urcity zaklad uloh z teoretické mechaniky, na ktery tmphli

v budoucnu dalsi autiolloh v elektronické sbirce navéazat.



3 Ulohy zpracované v ramci této prace

3.1 Kriteria vyb éru Uloh

Vybér aloh vznikal na zaklad sylabu cvteni k gednaSceTeoretickd mechanikgro
studenty oboruryzika zarena na vzdavani na MFF UK, konzultaci s vedoucim prace a
konzultantkou a na zakladnych osobnich zkuSenosti s procesem porénurnakladnich
principi této oblasti fyziky.

Jako vychozi pro tvorbu tloh byly zvoleny kapit®lyincip virtualni pracea Lagrangeiv

formalismus

3.1.1 Princip virtualni prace

Princip virtualni prace, respektive jeho zobatnvarianta, byvé jednou z prvnich aplikaci
teorie pohybu hmotnych bédoodrobenych vazbam, se kterou se studenti setgitané
oproti newtonovskému pojeti, které s@ fesSeni uloh objevi. Smyslem je zejmériangt
studenty k zamySleni se nad algoritméeseni ,¢as“, tedy dokud j®d sebou maji jest
relativné velmi jednoduché ulohy.

3.1.2 Lagrangdav formalismus

Dukladné seznameni s odvozenim, formalismem a pouzltagrangeovy funkce a
Lagrangeovych rovnic Il. druhu gatk nejdilezit¢jSim krokim pri studiu teoretické
mechanikyReSeni tloh za pomodidhto rovnic je asi nejnaza¥$im uvedenim studenta do
formalismu zobecinych sodadnic a veliin. Tvoii vhodny geklenovaci nistek mezi
newtonovskymieSenim uloh pomoci vektorovych diagfama jedné strana popisem
systéni pomoci skalarnich funkci na stéadruhé. Je tedy cennym tréninkem idppmvou
nejen pro mechaniku hamiltonovskou, ale ifldpd také pro popisny aparat kvantové
mechaniky nebo statistické fyziky.

S ohledem na vy3eené byly pro kapitolu Lagrangeovsky formalismusivgby ti typy

uloh:



« Ulohy jednoduché, snadntesitelné i pomoci 2. Newtonova zakona nebo &y v
impulzove, na kterych jsou ukazovana specifikadageovskych postidpa procvéovany
zakladni nadvyky prace giplusnym formalismem (n&pHmotny bod na nakl@mé rovire).

« Ulohy slozigjsi, jejichz vypget pomoci Newtonova formalismu je prakticky jen
velmi obtizre proveditelny a fedstavuji tedy pro studenty ro&sii jejich moZnostteSeni
fyzikalnich problénd. Do této kategorie spadaji ridgad vSechny ulohy zabyvajici se
specifickou problematikou malych kmisoustav hmotnych bddnag. Dvojkyvadlg.

« Ulohy sn#iujici k teoretické fyzice. V zadani nebyva konkfétalna situace, studenti
maji pracovat s matematickym popisem pomoci Lagramg funkce bez riatkt a spojitost

s realnou situaci je diskutovana az v&awlohy (nap. Linearni harmonicky oscilatgr

3.2 Frehled zpracovanych uloh

Paradova ¢islovka fred nazvem Ulohy odpovida ieali tloh v dané kapitoleCislo

v zavorce za nazvem ulohy je umitm identifikaénim ¢islem ulohy v ramci celé sbirky.

3.2.1 Princip virtualni prace

1. Matematické kyvadlo (919)

Uloha ¢asto probirana nai@dnaskach jako jeden Gvodnich problérdkolem je najit
rovnovazné polohy matematického kyvadla. Studeoti vedeni k tomu, aby si na této tém
intuitivn¢ feSitelné Uloze vyzkouSeli praci ve dvaiemych parametrizacich. V komefitaa
odpowdi jsou diskutovany rozdily vifstupu kieSeni ulohy, pokud by vazba, jiz je kyvadlo
podrobeno, byla pouze jednostranna (tj. uvazowathbm za¥s kyvadla, ktery by se mohl

Zkratit).

2. Kulicka v elektrostatickém a gravitaim poli (710)

Jedna z nejjednodussich uloh na préeni hledani rovnovaznych poloh hmotnych inod
Jsou zni dote patrné shody i rozdilnosti mezi newtonovskyesenim a pouzitim
pokrctilejSich diferencialnich principklasické mechaniky. V komert&a odpo¥di je pro

srovnani doplénoreSeni pomoci nulového stiu momend pasobicich aktivnich sil.

3. Wattiv reguléator (id 922)
Jedina slozisi z vybranych uloh. Ukolem je najit rovnovaznéloby Wattova

odstedivého regulatoru. Studenti si maji moznosipgmenout rozdily mezi popisem



dynamiky pohybu v inercialni a neinercialni soustale komentovan prakticky inzenyrsky

vyznam vysledi ziskanych teoretickou cestou.

3.2.2 Kapitola Lagrangdiv formalismus — problémy s jednim stup®&m volnosti

1. Bod na naklo#né rovire (632)

NejzakladijSi uloha slouzici k osvojeni postupalézani lagrangianu a ziskavani rovnic
jeho derivacemi. Ukolem je napsat rovnici pohybuohmého bodu na nakléné roviré bez
tieni.

Na tomto jednoduchémrifladu, jehoZeSeni je pro studenty jizZ obeznamené s klasickou
newtonovskou mechanikou doslova intuitivni, se wukiaz¢které specifické vlastnosti
Lagrangeovych rovnic Il. druhu, zejména jejich negldst na konstantach v Lagrangeéov
funkci. Konkrét je nagiklad komentovana moznost volit si nulovou hladjmtencialni
energie libovols, protoZze pro Lagrangeovy rovnice Il. druhu je gatisy pouze jeji fundni

prabéh vzhledem k zobeénym sodadnicim.

2. Véalec na naklaié rovire (664)

Zadani v podstatjen rozviji ulohu pedeSlou. Valici se valec kona tragsiai rotasni
pohyb, takZe si studentibe vyzkouSet vyhody lagrangeovskych postspojenych pouze
s vypatem kinetické a potencialni energie ve srovnaneldarovymi Uvahami nutnymi
k popisu pohybu pomoci druhého Newtonova zakonalaéd&ty impulzové.

Aby sefteSeni Uloh neomezilo pouze na mechanické dodrzqu@stug, jsou do ulohy
zarazeny i otazky vyzadujici fyzikalni avahu, a sig€emi p@&tu velicin nutnych k popisu
kinetické energie homogenniho vélce a rozhodnutg ge bude liSitust rychlosti na

naklorgné roviré u valce nebo hmotného bodu stejné hmotnosti.

3. Vozik na naklamé rovire (633)

Opet se de facto jedna o ropsii redchoziho zadani. Divame se na vozik jako na gbjekt
jehoz jednaiast vykonava pohyb transts i rotaini, pricemz druha pouze trangtd. Podil
hmotnosti koléek wici celkové hmotnosti voziku je zadan jako paramédrtedy mozné se
preswdcit, Zze @ spravnémieSeni Ulohy vyjdou pro extrémy parametru pohybamsénice

valce na nakloné rovirg, resp. hmotného bodu na nakiog rovirt.



Uloha rovréZ ilustruje nezavislostedeni pohybovych rovnic na konstantach v lagramgian
— & uz je podvozek vozku jakkoli vysoky, podstatny je fukhi pribéh potencialni energie a
ten se jeho vySkou nemi.

4. Soustava kladek (638)

Resitel ma za ukol pomoci Lagrangeovych rovnic tuhdi ugit pohybové rovnice dvou
zavazi na jednoduchém kladkostroji itsoém jednou pevnou a jednou volnou kladkou.
Ukolem je napsat Lagrangeovu funkci pidpad, Ze kladky fizeme povazovat za nehmotné
a pipad, kdy kladky povaZzujeme za plné valce o zadarymotnostech. Lze jednoduse
ovéfit, Ze z druhého ifpadu plyne fipad prvni. Opt také niizeme porovnat vyhody
lagrangeovského vygtu pomoci energii s newtonovskymi Gvahami zaloZengen druhé
véte impulzove.

Na tomto jednoduchémtilack se také ukazujeuteZity postupcasto vyuzivany i
urcovani Lagrangeovy funkce: zavésitsi paet souwadnic nez je nutné, protoZze tak Ize
systém jednodusSim agobem popsat, a veéiny pak vyjadit pouze pomoci jedné zvolené
zobecrné sotiadnice. Konkrété zde se jako sdadnice pouzivaji vzdalenosti obou zavazi
meiené od stropu, na kterém je kladkostroj uchycékolama soustava pouze jeden stiupe
volnosti. Ugeni kinetické i potencialni energie je tak ovSetfehpedrjSi a transforméni

vztahy jsou velmi jednoduché.

5. Jednorozrrny harmonicky oscilator (675)

Uloha zadana ,obracémez je zvykem*. V zadani neni realna situace rjefpanodel, ale
naopak de facto pouze matematicky popige,dkonkréti parabolicky tvar pole potencialu,
ve kterém se ma nachazet hmotny bB8@sitelé jsou vyzvani, aby systému dojali

L

lagrangian a pohybové rovnice a poté péovnivozovkach ,zptne” urcili ptiklady realnych
situaci.

Je zde tedyiejma podobnost matematického popisu pohybu kyvadteuzinky a jsou
diskutovany i dal3i moznosti realizace tohoto modélloha ma fedevsim za cil proctik
studenty veiteni lagrangeovského formalismu a — brano v Sildmzontu — pipravit je na

situace popsané nikoli &rdkem, ale funkci, resp. matematickymi vztahy.



6. Matematické kyvadlo (669)

Klasické uloha, kterou byva uvozovana problematilaych kmifi. Uloha ma byteSena
v priblizeni pro malé vychylky kyvadla z rovnovazné giol. K odpo¥di je pipojen SirSi
komentd zabyvajici sa'eSenim bez fiiblizeni pro malé kmity a je diskutovana vyznamna
odliSnost mezi z&ry ziskanymi postupy s aproximaci a bez ni, tjzoelronni povaha kniit

kyvadla, ktera z linearizovanych pohybovych rouméwyplyva.

7. Fyzické kyvadlo (674)
Zde se rovéZ jedna o problém, se kterym se studenti gasetkali jiz ged studiem
teoretické mechaniky. @pjsme s¥dky zna&ného zjednoduSeni postupproti newtonovskeé

mechanice.

8. Hmotny bod na rovnafme se otaejici naklo@né rovire (741)

Vcelku jednoduché zobe&ni pohybu bodu po nakléné roviré. Uhel jejiho néaklonu se
zadanou rychlosti #mi. ReSitelé se tak setkavaji Hgadem, kdy je lagrangian zavisly na
vSech tech moznych typech pramné (zobec&né rychlosti, sotadnici i case). JejieSeni
navic obsahuje ne zceladmy prvek, a t&asovou prornou v sinu, aniz by se ovsem jednalo
o periodicky pohyb samotného hmotného bodu.

Ukolem je i ugit konstanty eSeni rovnice pro konkrétni situaci: pohyb hmotnibdu
na myslené vigove riiécce wznich hodin. Je podrobrdiskutovan pibeh ziskané funkce a

jeho odliSnosti od grafu pohybu hmotného bodu gdamgné rovire.

3.2.3 Lagrangdv formalismus — problémy s vice stupni volnosti

1. Dva voziky s pruzinkou (635)

Uvodni, ne pilis tézka tloha se systémem s vice stupni volnosti. Rtonené rovirg se
pohybuji dva voziky znamych hmotnosti spojené mkdii znamé délky a tuhosti. Ukolem je
urcit a fesit jejich pohybové rovnice. K tomu je ovSem vodié€jit od sotadnic €zist
jednotlivych voztki ke zobec#éné sotadnici jejich vzajemné vzdalenosti a polokyiste

soustavy obou voZki.



Resitel si tak procei vypoity s pomoci zavedeni hmotnéhotesiu a redukované
hmotnosti dvojicedes, a zarove muze vidit, jak vhodna transformace sadnic miZze ze

soustavy diferencialnich rovnic &ldt rovnice nezavislé.

2. Vozik s kyvadlem (634)

DalSi z newtonovsky obtiZnreSitelnych Uloh. Na voziku pohybujicim se na révje
piipevreno kyvadlo. B urcovani gredpisu kinetické a potencialni energie si studari#zsim
piikladu procwi transformaci z kartézskych do zob&aych sodadnic. AnalytickéieSeni

v oy v

rovnice je vyzadovano pouze pro malé kmity kyvadiaZ reSitele vede k uziti Taylorova
feSeni ulohy, jako ndjklad nelinearni povaha vypi kinetickych energii nebo kontrola
poctu integr&nich konstant, které obsahujeSeni. Nechybi ani diskuse limitnichigadi
(nap. pokud je hmotnost kyvadlai® hmotnosti voziku zanedbatelna, pohyby voku a

kyvadla se stavaji na sbhezavislymi).

3. Dw pruzinky (636)

Jedna ze zakladnich uUldleSeni kmit soustav hmotnych béd ReSitelé maji za kol
sestavit Lagrangeovu funkci dvou zavazi spojenyeizipkou, gicemz jedno z nich je dalSi
pruzinou spojeno s pevnym ukotvenim. Lagrangeownioce |l. druhu se pakeSi pro

zjednodusSenyijpad rovnosti hmotnosti obou zavazi a tuhosti givodin.

4. Dvojkyvadlo (637)

Patrr® nejobtizrjSi Uloha ze souboru. VyZaduje kombinaci znalostid@aednosti
procvicovanych v ulohachipdchozich. Je zapgebi jednak vhodny popis systému kyvadla
s pohyblivym za¥sem a Taylakv rozvoj pro malé vychylky kmitani (n&pulohaVozik
s kyvadlerpy krom toho ovSem také znalogtSeni soustav diferenciélnich rovnic (hapoha

Dve pruzinky.



3.2.3 Lagrangdav formalismus — ostatni tlohy

Prvni integraly Lagrangeovych rovnic (742)
Zakladni jednoducha uloha pro&ujici praci se zakony zachovani, resp. i@eini
zachovavajicich se veéin, v Lagrangeo¥ formalismu. Jsou vyuZzivany lagrangiany ziskané

v jinych alohach.
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4 Zawver
Praci tvai kromg tohoto textu 16 publikovanych ulohéigtupnych na webové adrese

http://fyzikalniulohy.cz/index.php?predmets14 které napluji  vytyceny cil zalozit

v Elektronické sbirceeSenych uloh z fyzikyblast teoretickd mechanika tak, aby pokryla i
avodni a jednodus$Si ulohy a bylo moZzno na ni jakopevny zaklad navazat slag#imi
tlohami z danych kapitol (n&pcykloidalni kyvadlo, sfaZzena kyvadla, atp.). Stejné poslani
ma i vi¢i dosud nevytvienym kapitolam, jakymi jsou n&glad Hamiltoniv formalismus
neboKontinuum
Prace je urena pedevSim vysokoSkolskym studént, ktei si procvEuji své znalosti
z oblasti teoretické mechanikytiRypracovavani uloh bylo pamatovano na to, Zegiwoté
matematické dovednosti nemagsto studenti procteny natolik, aby je bylo mozno nechat
bez komenté&e nebo dokonc&esSeni rovnic a praci s vyrazyeseni tlohy zcela vypustit.
SnaZil jsem se na zpracovanych ulohach ukézatedmeticka mechanika je branou do
swta teoretické fyziky, ale sd@asré i disciplinou vrchold praktickou, s obrovskym

vyznamem pro inZzenyrskeé obory.
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6 Prilohy

Jako ukézka jsou textu této prace iflozeny 4 zpracované ulohy. Z&meé jsou zde
k nahlédnuti Ulohy nejen slozité ulohy, kteréit vrchol zpracovaného souboru, ale i Gvc

jednoducha uloha z kapitolyagrangeiv formalismus— Problémy gednim stup#m volnost.

6.1 Wattiv regulator

Na obrazku vidite zjednoduSené schéma tzv. Watids#edivého regulatoru. Rame
délkyl jsou na pewn zaws pichycena kloubem, takZze se mohou ohyli@nitzanedbame
Cela soustava se ¢t&olem o0s)O tak, Ze rovina, ve které se pohybuji mensi zavi
hmotnostim, je kolma na nakresnu i na cO. VSe se &e v homogennim gravitaim poli

tihové zrycleni mii svisle dod.

Najdéte rovnovaznou polohu zavazi o hmotnM pii dané uhlové rychlosti otén w.

O
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- Néapowda 1

Pokud ulohu budemi@sit z hlediska neinercialni soustavy, ktera gt spole&né < osou

otateni, pak nam ulohu stiaresit de fact jen ve dvou rozirech (tj. vroving).
Kolik mé& tedy soustava stiif volnosti’

0 » Redeni napowdy 1

Soustava ma jediny stufpvolnosti: pohyb v kloubech u jednotlivych zavaién se dote

popisuje vzhledem k Uhlu (viz obrazek’

YA

II-EI-IIIIIlI iEE lllll;lllllllllllllill l'v

0 X

« Napowda 2

Popiste plohy jednotlivych zavazi pomoci Uta. Pro konénéieSeni ulohy to neni az ti
podstatné, ale zvolme gatek kartézské soustavy $adnic tak, aby odpovidal poloze zav

¢. 3 @i nulovém uhluo.
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Urcete i sloZzky vektar infinitezimalnt malého posunuti ucitelného s vazbami pro kaz:

zavazi.

II-:-I-II.IIIII IIIII:IIIIIII-II.II-II I*

0:

0 » Reseni napowdy 2

Polohy jednotlivych zava.

X

Zavazi X y

1 z,=—lsina Y= (2 —cosa)
2 Ty =lsine Yo = l(2—cosa)
3 Tq=0 Y4 = 2{(1-cosa)
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A odtud derivovanim dostavame pro posunuti:

Zavazi dx dy

1 .:Ea:l = —{cosador dyl = {sinxdoe
2 .:Ea:g = {cosado cﬁyg = {sinxdoe
3 .:Ea:g =0 cﬁyg = 2{sinado

« Napowda 3
Vyjadiete pomoci Uhlu sloZky vektod aktivnich sil fisobicich na jednotliva zavaZzi.

Témi jsou zde sila tihova a sila ogstiva (pozor, nikoli dogédiva, ale skuta¢

odstediva — jsme v neinercialni soustjv

0 » Redeni napowdy 3

Pro velikost odsedivé sily plati:
Fi=mrw?
pro velikost tihove sily plati:

Fg=mg .

Stai si uvdomit, Ze polonr ot&eni zavazt je pro nas fipad roven absolutnim

hodnotam satadnicex;, resp Xe.

Pozor na znaménka! Silagédstirediva a osuy mame orientovanowzhiru.
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Tihovéa a odsediva sila jsou na sebe kolmé. Neni tedké psat rovnou slozky vyslednic
sil:

Zavazi Fx Fy
1 F = -mlwdsing Hyl =—myg
F o= mlw?sina Fyl =—myg
3 £y3=U Fy3=—Mg

« Napowda 4

Zobecrny princip virtualni prace lze zapsat vztahem:
N —*

Z F.67,=0

r=1

%
kdeN je patet hmotnych bodl které soustavu twg Féje vyslednice aktivnich sil

pisobicich na-ty bod a7 s je jeho infinitezimainmalé, vratné posunutf gitelné s
vazbami.
Ted jiz stati dosadit do vySe uvedeného vztahu #esgit ziskanou rovnici.

. Reseni

Soustava mé jen jeden stipslnosti. Jako parametr si zvolime Uhdliz obrazek).

17



II-:-I-II.IIIII IIIII:IIIIIII-II.II-II I*

0:

Pro polohy jednotlivych zavazi tedy pl

X

Zavazi X y
1 z,=—Isina Y= I(2—cosay)
2 o= lsina Yo = (2—cosay)
3 Tq=0 Yo = 2I(1-cosa)

A odtud derivovanim dostavan

Zavazi dx dy

1 da:l = —{cosaduo cﬂyl = [sinodo
2 4z, =lcosado dy, = Isinodo
3 d,ﬂ:B =10 dyg = 2{sinodo
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Odstediva a graviténi sila jsou na sebe kolméakkeme tedy jednoduse psat uz slozky
vyslednic fisobicich na jednotliva zavazi:

Zav Fx Fy
azi
1 F o =—-miwisina] Hyl=—mg
F n=mlwdsina £yl =—mg
3 Fyz=0 £y3=—1g

Mame jiz vSechny informace, abychom mohli dosadizdbeciného principu virtualni

prace:
omi?w2sinacosada—2mglsinada—2 Mglsinada =0 .
Upravime:
sinar(mlw4cosa—mg—Myg) =0 .
JednimreSenim tedy bude:
sinoey =0
oy = 0
a odtud pro saadniciys:
Y31 =0 -
Podivejme se nyni na druliinitel rovnice v sotinovém tvaru:
miwtcosa—mg—Mg=0.
Upravime:

Ad 4+

0By = { }II'..JJE

Odtud pro hledanou seadniciys:
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Yqoy = 2l(1—cosa) =

{M—I—m [ {M—I—m ] .

=2(1—(FA ) s =2

Je zejmé, zereSeniys; bude existovat vzdy, zatiméeSeniys, nemusi, protoZze hodnota

kosinu neniZe byt \tSi nez 1, coz by se ovSeri préitych otakach (hodnat w) stalo.

Existuji tedy uéité mezni otéky, resp. mezni Uhlova rychlosy, pri které z&ina existovat

i druhéfeseni rovnice. Z podminek existence funkce kosmasi plati:

Wgzijﬁ .

Odtud tedy moznosteSeni v zavislosti na uhlové rychlosti ¢dai:

Uhlova Reseni 1 Reseni 2
rychlost
W< Wy Stabilni poloha Neexistuje
Y3 =Y
W 2 Wy Labilni poloha Stabilni poloha
Y =0 y3a@)=2[- (™) 3]

Pri malych otékach je jedinou rovnovaznou polohou poloha s nutovihlemo. Fri
piekrateni mezni rychlosti, tj.ipvySSich otékach se z ni stane poloha labilni. Pokud se totiz
v tomto gipadt zavazic. 3 nadzvedne, 2#5i se polondr ot&eni druhych dvou zavaiiimz

vzroste velikost oditdivé sily a zavadi. 3 uz se doipvodni polohy samovoklnevrati.
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«  Odpovéd

Existuje vicereSeni této ulohy v zavislosti na uhlové rychloséteni regulatoru:

Uhlova Reseni 1 Reseni 2
rychlost
W < Wy Stabilni poloha Neexistuje
Yz =Y
W = Wy Labilni poloha Stabilni poloha
Y3y =0 Yoo () = 2[1- ()]

kdey je vyska, do které se zvedne zavazi o hmotihbgtislice v indexu oznauji pofac

Cislo zavazi &isloteSeni) avg je mezni thlova rychlost, pro kterou plati:
1/llfi"-l—fmrz g
Wo=V"m VY7-

«  Komentar — inzenyrsky vyznam

Wattiiv regulator v podod) v jaké byl v této Uloze popsan, sedasgji pouzival k regulaci
ot&ek parniho stroje. ZavaZi 3 zde slouzi jako modelidzeni, které se stoupajicimi

otatkami postupa priviralo regul&ni ventil a snizovalo takifvod pary.
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«  Obrazky

Laboratorni model Wattova regulatoru

Zdroj: www.pendulum.es

Nacrtek funkce Wattova regulatoru

Zdroj: Wikipedie fttp://en.wikipedia.org/wiki/File:Centrifugal _govesr.png)
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Wattiv regulator v €¢innosti

U tohoto modelu je jako silaipobici proti nadzvedavani zavazi pouzita krgmavitani

sily i sila pruznosti pruziny.

Foto: David Mindell, zdroj: spectrum.ieee.otutf://spectrum.ieee.org/green-tech/advanced-didiessbow-

victorian-hacking/0)
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6.2 Hmotny bod na naklonéné roviné

Hmotny bod o hmotnosth se pohybuje bezdni po naklo&né rovirg svirajici

svodorovnou podloZkou Uhe, gravitani zrychleni mé velikogy a mii svisle doi.

Hmotny bod se po nakléné roviré pohybuje pouze nahonebo dokl (hemize konar

pohyb kolmy na nakresnu).

A) Napiste Lagrangeovu funkci pohybu tohoto hmotnétuaL

B) Sestavte a \gSte Lagrangeovy rovnice Il. dru

o

- Néapowda 1

Rozmyslete, kolik budeme gebovat sotadnic k popisu tohoto pohybu. Kolik r

soustava stujh volnosti?

0 » Reseni napowdy 1

Hmotny bod se rize pohybovat pouze nahoru aidpb naklogné rovirg, soustava m

tedy jediny stup volnosti, a k jejimu popisu proto musi&tgedind zobecéna sotadnice

« Napowda 2

Vyjadiete kinetickou a potencialni energii v kartézskgotradnicich (viz obrazek) a p:
je prepiSte pomoci jediné stadnice. Za tu zvolime s#adnicié mitici doki po povrchi

naklorené roviny.
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0 » Redeni napowdy 2

Kinetickou a potencialni energiittheme psat v kartézskych saanicich
T = %m{:tﬁ +42)

¥V =mgy+Vy
Vo je konstanta wwujici potencialni energii ve vySiy = 0.
Z geometrie soustavy jeégjmeé

r={cosx

Y= —65iﬂﬂ’+y0

kdeyy je konstanta vyjadijici posunuti poatku kartézské soustavy sadnic vzhledem
pocatkué.

Pro kartézskéloZky rychlosti hmotného bodu pl:

r= écoso:
Y= —ésinof,
tedy:
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pl4yd=¢

Odtud pro kinetickou energii:

V =—mgésina+V o+ V7 ’

kdeV', je konstanta ktera musi byt z&pena vzhledem k posunuti ki kartézské

soustavy satadnic a sotadnicel.
Konstanty\Vy aV'o miazeme bez Gjmy na obecnosti (viz nize) 8iba dale psat:
V =-—mgésina+4V g
0 » Komentar

VSimnéte si, Ze vztahy spojujici y a¢ jsou jednoznéné. Za zobeamou sotadnici by
tedy bylo moZno vzit kteroukoli z nich (pokud jérema podminka, Ze thelneni nulovy,

resp. pravy — pak bysplynula s osow, resp.y.

Pomoci vySe uvedenych vztabude taky mozno vyj&d vysledek vzhledem ke vSem

tfem sotiadnicicm.

Je zde vidgt vyhoda lagrangeovskych postupccitame jen s tolika sdadnicemi, kolik
nezbytr potebujeme.

« Néapowda 3
Lagrangeova funkce ma tvar
L=T-V

1

kdeT je kineticka & potencialni energie. Napiste, jak bude vypadadem pipack.
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. Reseni 1L agrangeova funkce

Kinetickou a potencialni energii vyjéithe nejdive v kartézskych sdadnicich

1 . .
T = ym(52+72)

V =mgy4Vy

Vzhledem k tomu, Ze soustava ma jen jeden stupkosti, musi stét k popisu pohybt
hmotného bodu jen jedna gadnice. Volime sawadnici mitici doki po povrchu nakloiné

roviny.

T = {cosx

Y= —fsinof—i—yo

(Podrobuiji v ndpowdach, viz vyse

Obe energie vyjaimevzhledem k n
1 a2

T=35m¢

V =-—mgfsina+V g

a napiSeme Lagrangeovu fun
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L="1—V
= %még—kmgfsina—?g
- Néapowda 4
Lagrangeovy rovnice Il. druhu maji tvar:
[=]¥,

dt agi‘ S'gj"_ proj=1,2..n

kdeq je j-ta zobectina sowadnice hmotného bodulalLagrangeova funkce. Napiste

rovnice pro nasijpad.
0 » Dosazeni

Mame pouze jedinou stadnici, takze neobdrzime soustavu rovnic, ale pgaediaou

rovnici:

dt { :I *)

Pripravime si derivace lagrangianu:
122 . ey

L= Emf +mglsina—V

5i(3me tmgtsina-Vo) =mé (3= fymé =mé

d il d p

1ipg) =qimE=mé

Bl 3 : N :

§§{Em§ +mgésina—V o) = mgsina

Po dosazeni do Lagrangeovy rovnice (*):

mé—m gsina =0

£ = gsina
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Je vidtt, Ze se do rovnic nedostala konstavfalo potvrzuje skute¢nost znamou uz z
newtonovské mechaniky, a sice, Ze nulovou hladinwfencialni energie nizeme volit

libovolné. Podstatny je funkéni pribéh potencialu, aditivni konstanty v lagrangidnu se
do reSeni nedostanou.

0 » Reseni rovnice

Dospeli jsme ke vztahu:

£ = gsina

tj. druh& derivacé se rovna konstat
Po dvojim zintegrovani dostaneme:
£(t) = %gtﬁsiercltJrcg

KonstantyC,, C, musime wit z potatenich podminek. Ozrane véaset = 0 rychlost
hmotného boduwg a polohus.

Odtud dostavame rovnice:
£0)=Ca=¢,
v(0)=C1=v,

a z nich vysledny vztah:

Et) = %gigsinaf—i—’uﬂ t+E,

. Reseni — Lagrangeova rovnice

Lagrangeovy rovnice Il. druhu maji tvar:
i(i}_i _
dirdg;” dg; proj=1,2..n
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kdeq je j-ta zobecntna sowiadnice hmotného bodulalLagrangeova funkce. Napiste

rovnice pro nasifpad.

Mame pouze jedinou stadnici, takze neobdrzime soustavu rovnic, ale pgaediaou

rovnici:

d Bl dh
dt{ﬁé}_ﬁf - *)

m&—m gsina =0
£ =gsina

tj. druh& derivacé je rovna konstasit Tento vztah sta pouze dvakrat zintegrovat.

Ozname vcaset = 0 rychlost hmotného body a polohus,. Odtud:
£(t) = %gtgsino{—l—’umt—i—fﬂ

(Podrobrjsi komentée viz napody).

«  Odpovéd

Lagrangian pohybu hmotného bodu na nakh@nrovirt je:
L= lmég—km fsina—?
=9 g 0
Pohyb hmotného bodu na nakéoé roviré popisuje rovnice:
1 .
Et) = igtzsmo{+’u0t+fol

kde¢ je sodadnice miici doki po povrchu naklofné roviny.

Vidime, Ze se jedna o rovnémé zrychleny pohyb se zrychlenim rovnygsina, tj.
pramétu tihového zrychleni do siru naklorgné roviny. Tento vysledek odpovida vysledku,

ktery bychom ziskalieSenim pomoci ,newtonovskych* postup
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) » Komentar

Je Zejmé, Ze stejn&eSeni bude platit vzdy, kdyz budeme moci povaztieso na

naklorené rovire za hmotny bod klouzajici beehi (nap. hranol, saky).

Pokud budeme uvaZovatdso valici se, nikoli jen klouzajici, budeme musgatavit

piedpis pro kinetickou energii. Vice o tom v Gloh&&kec na nakloéné rovire aVozik na

naklorgné rovirg.
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6.3 Hmotny bod na rovnomeérn é se ot&ejici naklonéné roviné

Hmotny bod o hmotnosth se pohybuje bezdni po naklo#éné rovirg svirajici <
vodorovnou podlozkou uhelt), gravita&ni zrychleni ma sgr kolmy na vodorovnol
podlozku a velikosg).

Hmotny bod se po nakléné roviré pohybuje pouze nahoru nebo @l(nemize kona

il
pohyb kolmy na nié&resnu). Ulohuedime pouze pro velikosti dihbd 0 do 2, tj. od

vodorovné roviny po kolmou &tu— volny pad.
Uhel naklorné rovinya(t) zavisi natase pedpiserr
aft)= witog
A) Urc¢ete Lagrangeovu funkci hmotného bodu &egye pohybové rovnic

B) Predstavte siZze by ndly vézni hodiny 1 metr dlouhou wi@ovou rigicku. Vypoitéte,
za jak dlouho by se hmotny bod undist na jejim konci dostal dofstu ciferniku. Hmotn
bod umistime na konec vieove riicky presre v momeng, kdy je na devitce. Kokay
¢iselny wWpocet je poteba provaét pomoci pislusného softwaru numericky. Kaimé

rovnice neni analytickyesitelna

o
&

O Teol
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- Néapowda 1

Projckte si nejprve tlohtimotny bod na naklameé rovire. Je ¥ejmeé,Ze uloha, kteroi

praw reSime, je jejim fdmym zobectnim acasto budeme pouzivat stejné post

- Napowda 2

Souadnice zvolime stefnjako v UlozeHmotny bod na naklameé rovirg. PouzeZ ma

N 1

opanou orientaci. Vyjdou nam tak @co jednodussi rovnice a snaaeelné grafy. Uloha b
ale samoiejme bylareSitelna i s orienta¢ smerem po povrchu nakl@mé roviny dod.

Napiste vztah mezi sgadnicemix, y a¢.

0 X

0 » Redeni napowdy 2

MuzZeme vyjit z tlohy.2 — Hmotny bod na nakl@mé roviré, nesmime vSak opomenc

¢asovou zavislost sklonu roviny a @pau orientacé. Pro soéadnicex ay plati:
= zy—¢cos(a(t))
y={sinfadlt))
tj. po dosazeni zadag@asov« zavislosti sklonu naklamé roviny:
= zy—{cos(witay) ,

y = Esinfwitog) .
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Napowda 3

Vyjadiete sloZky rychlosti ve séru osx ay pomoci sotadnices, spdtéte velikost

rychlosti a napiSte vyj&dni kinetické energie hmotného bodu vzhledem kezinicié.

0 » Reseni napowdy 3

Poloha hmotného bodu v kartézskychisomicich je popsana takto:
r=xzg—Ecos(a(t)

y = Esin(a(t) .

SloZky rychlosti dostavame derivovanim pottsu:
& = —gcos{wi+toy)+Ewsinwi+tor)

% = {sin(wttag)+HEwcoswi+aog)

Pro velikosti rychlosti plati:

o€ =+l

Dosadime a upravime:

|’i-_.'{§j|g = ég[cosg{mt—ka D}—I—sing{mt—l—ag}]—i—
+§2mg[sing{wt—i—ofoj—i—cosg{mi—i—ofo}]—i—
-|—Eéfmsin{wt—kof[j}cos{mt—l—agj—
—Eéfmsin{mt+of[j}cos{wt—|— O{Djl =

:ég—kggmg .
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Z ieSeni je vidt, Ze vlast skladame rychlost podél nakkoré roviny s rychlosti pohybu

po kruznici o polonsru é.

Pro kinetickou energii tedy dostavame:

T = %mfg —|—%m§2mg ;

- Napowda 4

Je Zejmé, Ze i potencialni energiitieme vyjadit obdobre jako v GlozeL2 — Hmotny

bod na naklo&né rovirg, ale musime mit naeteli i casovy piibéh c&je.

0 » Redeni napowdy 4

Pro potenciélni energii dostavame:
V =mgésimn{alt)) ,

resp.

V(g t)=magCsin(wi+og) -

Potencialni energie je tedy zavisla jak na zobeérsodadnici, tak i na&ase.
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Reseni — lagrangian

0 X

Pti popisu polohy hmotného bodu na nakiné rovirg vyjdeme z Uloh\L2 — Hmotny bod

na naklogné rovirg, pouze sotadniceé bude oriantovana opix:

r=xq—Ecos(a(t))

y = Esin(e(t) .

SloZky rychlosti dostavame derivovanim podtsu
&= —Ecos(witery)+Ewsini+e)
i = Esin(witag) +weoswitag) .
Odtud pro velikost rychlos

€ =lef gl = 4622

Pro kinetickou energii tedy dostaval

T= %mfg —|—%m§2mg .

Pro potenciélni energii zjevrplati:

V = mg¢sin(a(t)) = mgfsin(witayg) .
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Lagrangeova funkce ma tvar:

L=Y-V .

Po dosazeni energii:
Fo=lpmEd gl 2,2 Sl
=5m¢ +mécwi-mogsinwi+ay) .

- Népowda 5
Pripomeneme si obecny vzorec pr@emi Lagrangeovych rovnic Il. druhu pomoci

Lagrangeovy funkce:

oLy OL_
dE104;7 Og; proj=1,2..n
V naSem pipadt mame jen jednu zobeg&mou sodadnici, a proto budeme mit jednu

Lagrangeovu rovnici.

Pripravte si derivace Lagrangeovy funkceipbhé k sestaveni Lagrangeovy rovnice. Ta je
v naSem fipact zavisla nejen na zobesime sotiadnici a zobeané rychlosti, ale i ndase.

Davejte proto pozor zejména naadi derivaci!

0 » Redeni napowdy 5

Nejprve derivace lagrangianu podle zolg@nrychlosti:

gL .
5E_m§.

Ackoli je lagrangian explicithzavisly natase, po derivaci podle zob&o rychlosti tato

zavislost mizi. Mizeme tedy pak psat jiz velmi jednodusSe:

&

HGH=fimt)=mé .

=N

Nicmére vSimnste si, jak je v tomtoifipadt poradi derivaci dlezité!
A potom derivace lagrangianu podle zobg@nsodadnice:
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% = mfmg—mgsin{mt—kaﬂ} :

Dosazenim dofedpisu dostavame Lagrangeovu rovnici:
mf—méwi+mgsin(wi+oy) =0

a po Upraw:

E—twd =—gsin(wita,) .

- Napowda 6

Dospeli jsme k diferencialni rovnici:

F—fw? = —gsin{mt—l—au} )

Jedna se o lineéarni diferencialni rovnici&du s konstantnimi koeficienty a pravou

stranou. Tu IzéeSit metodou variace konstanty nelimm metodou specialni pravé strany.

0 » Reseni napowdy 6

V rychlosti projdeme kroky veSeni rovnice.

£—tw? =—gsin(witog)

Nejprve je feba vyeSit homogenni rovnici (indexehh budeme oznmvat jejireSeni):
EH_fH[UE =0

£y =CrewWi4+Coe—wi

a k remu gicist partikularnieSeni (prava strana ma specialni tvar, proto hmepa

£ =CreWi+Coe~ Wit Ksin(wi+og) .

Dosazenim doijvodni rovnice wfime konstantK a tim ziskame obecitéSeni ve tvaru:
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£=Ciewt +CEE_Wt+ﬁSiH{Mf+O{U:I :

kdeC; aC; jsou integrani konstanty, které je moZné&itrz pasateénich podminek.

. Reseni — Lagrangeovy rovnice Il. druhu

Dosggli jsme k lagrangianu:

E= %még—|—%m§gm2—mg§sin{mt—|—mg} :

PrisluSnymi derivacemi a Upravou dostdvame Lagrangemnici:
E—fwl= —gsin(witag) .

Jedna se o linearni diferencialni rovnici&du s konstantnimi koeficienty a pravou

stranou. JejinieSenim (podrokifji v napowde) je funkce:
£=Crewt —|—C26_Wt—|—ﬁsin{mt—|—o{0} ,
kdeC; aC; jsou integrani konstanty, které je moznécirz paiatenich podminek.

- Néapowda 7

PreloZte pokyny ze zadani do rovnice tak, abyste ¢itglokonstanty v obecnétieseni

rovnice. Zejména se zaiite na informace:

1. Hmotny bod se zdna pohybovat ve chvili, kdy je ¢ifka na devitce a nachazi se v tu
chvili na jejim konci.
2. Hmotny bod je na zatku v klidu.

3. Rwicka je vtdinova.
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o) » Interpretace

1 oy =0 £(0)=1m

2. £0)=0ms1

3 tu:;r—os_lm[],l 5—1

) » Vypodéet integraénich konstant

Z uvedenych podminek:

£0)=1¢0)=0,
vyplyva soustava rovnic pro konstari@y aC,:

Ci14+Cr=1
Y
M{Cl—{jg}—l—E:D .

JejimieSenim je dvoijice:

Zwi—g

1= 4,2
dwitg
Ch= Y

Dosazenim za @ateini Uhel a Uhlovou rychlost dostavame:
£(t) = —249 5911950 56~ N1 4 500sin(0,12) .

Spravné by v tomto vztahu mély byt slozené zavorky naznéujici, Ze jde ociselné
hodnoty. Pro zprehledréni vztahu je nebudeme psét s tim, Ze vSechny gty jsou

uvedeny v zakladnich jednotkéach Sl.
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Reseni — rovnice pohybu po viénové rugiéce

V piredchozicasti ulohy jsme dosii k obecnémureSeni rovnice popisujici pohyb bodu po

nakloreéné rovirg s prongnlivym ahlem sklonu:
£=Ciewt —|—CQE_Wt—|—ﬁsin{mt—|—o{D} )

Informace, které jsou uvedeny v zadanizeme interpretovat jako pate:ni podminky

pohybu hmotného bodu po titgové rigicéce takto:
£(0) =1m &) =0m-s—lag=0w01s—1 |
Z prvnich dvou dopgitame konstantZ; aCs:

Zwi—g Awitg
C1= N Ch= 40,2

Dosazenim do obecnéheseni dostavame rovnici:
&(t) =—249,5e011 1250 5e =" £ 500sin(0,12)

Spravné by v tomto vztahu mély byt sloZzené zavorky naznéujici, Ze jde ociselné
hodnoty. Pro zprehledréni vztahu je nebudeme psét s tim, Ze vSechny ity jsou

uvedeny v zakladnich jednotkéach Sl.

Zbyva vyesit, kdy hmotny bod dorazi ddetlu ciferniku, ktery je vzhledem k veélb

zobecrné sotiadnice v jejim peatku. Hledame tedy, pro jakélati:
0=—-2495e" 4250 5 150051n(0,1t) .

Rovnice je dost komplikovana a analytickyeftelna. MiZzete se pokusit ji weSit
pomoci vhodného softwaru, riddad si miZzete nechat nakreslit graf $adnice jako

funkcedasu a od&st hodnotu ngasové ose:
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Z grafu je vidt, Ze hledant se rovna piblizn¢ 1,8 s.

) » Zdrojové kody programu Wolfram Mathematica

Vykresleni grafu funkce &(t):

Plot[-249.5*E~(0.1 t) + 250.5*E-0.1 t) + 500*Sin[0.1 t], {t, 0, 1.827}, PlotStyle- {{Red, Thick}}, Ticks -
>{{0, 0.5, 1, 1.5, 1.827, 2}, {0, 1}}, AxesLabe-> {t[Style[s, Plain]], IXi] [Style[m, Plain]]}, AspectRatic->
Automatic, PlotRangePadding 0.18

Vypocet rovnice:
FindRoot[249.5*E~(0.1 t) + 250.5*E-0.1 t) + 500*Sin[0.1 t] == 0, {t, 1.8}]
0 » Komentar

Z grafu je velmi pkné vidét, Ze jsme konstanty v rovnicidili spravre. Bod je na zéatku
pohybu v klidu a gjakou dobu je&ttémet neneni svoji pozici, protoze jeho pateni
rychlost je nulova a vieova riicka je na z&atku vodorova (tj. zrychleni na Uplnér

zatatku je také nuloveé).

Jesk vice je rozdil oproti pohybu po nakkré rovirg s nenennym Uhlem sklonu vigt,
pokud si do stejgho grafu nakreslime pohyb hmotného bodu na naké rovirg s takovym
sklonem, aby hmotny bod na ni poloZeny urazil lakétzatas 1,8 s (grafem je parabola,
obrazku motk ¢arkovarg). To bychom nafiklad mohli ,realizovat” stej& dlouhou
minutovou réi¢kou ukazujici chvili poit ¢tvrté —naklorend rovina musi mit sklon asi &

stupre).
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Rozdil je dan zejména tim, Z&kali se hmotné body v obouipadech pohybuji ze steji
vzdalenosti a se stejnoud@eni rychlosti, ten na minutovédidce se pohyuje uz od

zatatku s nenulovym zrychleni

Odpovéd’

Pohybova rovnice hmotného bodu na naétanrovireé s prongnnym thlem sklonu ji
g .

£=CieWt +Coe~ Wi =ssin(witory) |

kdeC; aC; jsou integrani konstanty, které je mozné&citirz patatenich podminel

Hmotny bod umighny na vtéinoverucicce wznich hodin se dokutéli doretlu ciferniku

piiblizné za 1,8 s. Sirdi komertéohoto vypeétu viz sekce vys
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6.4 Dvojkyvadlo

A) Napiste lagrangian rovinného matematického dvojiiajaj. dvou hmotnych bddo
hmotnostechn;, m, na nehmotnych vliaknech déll4, I, pficemz druhé kyvadlo je uchycel

na prvnim.

B) Sestavte a WgSte Lagrangeovy rovnice Il. druhu filgizeni pro malé kmity

piipadt rovnosti délek obou zé&si a hmotnosti obou zave

g

« Néapowda 1

H."l

)

Projckte si UlohyMatematické kyvadl a Dvé pruzinky.

PostupreSeni bude obdobny jako v tlcDvé pruZinky, ale popis a aproximace pro m
kmity bude probihat podobijako v UlozeMatematické kyvadlo

- Néapowda 2
Kolik m& systém stufi volnosti? Kolik budeme pt#bovat zobeamych sotadnic’

0 » Redeni napowdy 2

Dvojkyvadlo ma dva stugrvolnosti— kazdé kyvadlo ma jeden.
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Moznosti jak zavészobeciné sodadnice je samdejm¢ mnoho. Obvykle se pouzivi

vychylky @1, ¢ obou kyvadel od svislé osy (viz obraz

0:

[ER LR NRRE RENDN |
‘-'_II
ra

2

l‘llillillill EEEE EEEE A EEEEEES

« Néapowda 3

Urc¢it kinetickou a potencialni energii umime dely kartézskych s@adnicich. Zapiste

nich polohu zavazi obou kyvadel s pouzitim vychys, ¢».
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0 » Reseni napowdy 3

Polohu prvniho kyvadla vyjd&ime snadnc

€y = l18ing,

Yy = jcoseg, .

Polohu druhého kyvadla vyjéithe analoicky, pouze musimefigist posunuti zfisobené

polohou prvniho kyvadia:
Ty= Elsingml—l—ﬁgsinfpg

Yq= £1c05(p1—|—£2-:05 Pq -

Napowda 4

Kinetickou energii sp&itdme podle vztah

= %m’ug )
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Budeme tedy poebovat ukit kvadrat velikosti rychlosti obou kyvadel. Vyuggasové
derivace vztah, které jsme odvodili vigdeSlé sekci.

0 » Redeni napoudy 4

Pro velikost rychlosti v kartézskych gadnicich plati:
B =v3+0 .

SloZky vektoru rychlosti ziskdme derivovanim vysleazenych vztal (nezapomigte, ze

vychylky g1, 2 jsou funkcemtasu):
&= El@lcosgﬂl
U= —Elf,blsinfpl .
Odtud:

—3

ulf = &f+o? =702 .
U druhého kyvadla budeme postupovat analogicky:
Tg =@ cosp, +ig@,cosp,
Yo = —{195inp, —ig@asing, .
Odtud pro velikost rychlosti dostavame:
o5 = 3+52 =
= i%@%—kﬁ%fp%+2£1£3@1@2(c05@1c05@2—sinfplsingﬂg} :
K Upraw poslednih@lenu pouZzijeme vzorec:
cos{a— ) = cosaccosS+sinasing .

Dostavame:
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|’i'-T:"2|2 = ﬁ%@lﬁ+£%@23+2£1£2@1@2c05{@1_@2} :
Pro kinetickou energii tedy plati:

1 1
= Emlﬂ%—l-imgﬂ% =
- 2—|—l*m [EE 5 24125, 24901 10 @ cos{p, —@a )]
=M P T Mgl P " TPy L3P PCosi@ %)l -
Po Upra¥:

1 \ 1 \ .
T = g{ml+mg}£%@12+§mg£§@32+mg£1£2'§ﬂ1@3505{9ﬂ1_CPE:'-

« Napowda 5

Potencialni energii dime snadno. Stasi uwdomit, Ze pokud mame kartézskou gsu

orientovanou ddl, ve snéru tihového zrychleni, pak pro hmotny bod o hmadtinogplati:
V=-—mgy.
Upravte tento vztah pro dvojkyvadlo s pouZzitim zo®eych sotadnice;, ¢;.

0 » Redeni napowdy 5

Pro potencialni energii soustavy dvou hmotnychibalti:
V{(yyq) =—m gy, —mqgy, -

Nyni pouzijeme vztahy vyjadjici kartézské saadniceys, y, pomoci zobeatnych

souadnice, ¢2:
Y= Elcosqpl
Yg= Elcosrpl—kﬁgcosmg .

Odtud dostavame:
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Vi{eweq)=—mqglicosp, —moyg(licosp, +iscosp, ) .
Po Upra¥:

V{(pypq) = —(mq+mq)glicosp, —mqglscose,, .

.  Reseni A

Dvojkyvadlo ma dva stugrvolnosti. Za zobeeamé sotadnice vezmeme vychylky obe

kyvadel od svislé osy, ¢..

0:

[ER A NN R NN NN
S
ra

=

*II.II.II.IIII.II#II.II.II.II

ZapiSeme vztahy mezi kartézskymi a zokkegmi sodadnicemi
T = Elsinfpl

Y= £1cosc_p1

Tq={18ingp, +igsing,

Yo = ljcosp, +igcosyp, .
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Pro slozky rychlosti obou kyvadel odtud plati:
&= El@lcosgﬂl

y) =—l1g;sing,

fn= El(ﬁalcosgpl—l—ﬁggbgcos%

Yo = —£1@lsin@1—£g@gsingﬂ2 .

a pro velikosti rychlosti dostavame:

—3' - . .,
"*"'1|a;| = x%"i_yl == ﬁffp% 1

= E%f,b% —I-iéf,b% +2l119¢, P, (cosp,cosp, —sing,sing, ) .

Odtud kineticka energie:

1 . 1 . . .
T = E{ml—|—m2}£%@13—|—§m2£%fp23+m2£1£g@1@2cos{gﬂl—cpgjl.

Pro potenciélni energii vzhledem ke kartézskymaauicimy,, y» plati:

V(yyq) =—m gy, —mqagy, .
S pouzitim transforntmich vztali dostavame:

V'&Pp?’g:‘ == ':ml—I-mgjlgﬁlcosgﬂl—mggﬁgcosgpg .
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Odtud lagrangian:
L=1-V =
— %{ml—|—m2}£%(p'12—|—%m2£%gﬁigg—I—mgﬁlﬁg(ﬁlgﬁgcos(@l—cpg:l—I—
+{mq+mq)glicosp, +mgglgcosp, .

- Napowda 6

Upravte lagrangian podle zadani prgppd B (rovnost hmotnosti obou zavazi, rovnost

délek obou z&ssn).

Prohlédite si aproximaci pro malé kmity v tUlox®zik s kyvadlemBudeme postupovat

podobré. Zanedbavameéleny tretiho a vysSiheadu malosti.

Budeme pouZivatifblizny vzorec pro mala:

2
cosprll-"7 .

Nezapominejte, Ze za malé povazujeme i rychf8$ti 3.
Nasobeninglend, které povazujeme za maléiibeme dostat zanedbatelélgn.

0 » Redeni napowdy 6

Budeme vychéazet z lagrangianu upraveného pro rovmostnosti obou zavazi a délek

obou zawsi:
L= mi?g 2+ tmi2g. 2+ mi2g, g.cos(e, —@s )+
1" TR E P1Pqon e~
—|—2mg£cosg¢1—|—mg£cosgpg
Projdeme si postugrjednotlivéc¢leny, které se budou aproximovat.

Cleny s jedinou zobeénou sotiadnici v kosinu upravime podle vy3e uvedeného ezorc
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Zmglcosp, —mgﬁtp'f—kﬁmnst.

mglcosp, —%mgﬁrp%—kkonst.

U ¢lenu s oBma zobecénymi rychlostmi a rozdilem zobe&mych sowadnic v kosinu
musime postupovat opa#rKdybychom kosinus rozvijeli do druhékédu malosti, dostali
bychom i nasobeni malymi rychlostndlen ¢tvrtéhoradu malosti, ktery je ovSem

zanedbatelny (posledni ve vyrazu):
I ST TP N SR 2
m i@ Pocos(ip; —py) R MY go—3mi*e, go (0, —p,)
Budeme tedy pouze uvazovat, Ze kosinus maléholuozdli je roven 1:

mﬁjgél(;igcosigpl—gpzjl ~ my@l@g

Konstanty v lagrangianu i@eme bez Ujmy na obecnosti zanedbat. Figlad malych

kmita dvojkyvadla tedy dostdvame Lagrangeovu funkci:

T — 2. 2 ke 25 2 2. 5 — _1
L=mlg 2 +ami‘go2+mi“p g, mgﬁgﬂ% Emgﬁfp%

- Népowda 7
Obecny tvar Lagrangeovych rovnic Il. druhu zni:

i(i}_i _
113, EWJ’ proj=1,2..n

kdeq je j-ta zobecnina sotiadnice hmotného bodulalLagrangeova funkce.

Dosal'te do tohoto vzorce Iagrangiér?ﬁ

V této uloze mame dvzobecrné sotadnice. Dostaneme tedy soustavu dvou rovnic.
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» Reseni napowdy 7

Nejdriv si gripravime potebné derivace Iagrangiénr?ﬁ

o 2mi2p, +milp,

Odtud soustava dvou Lagrangeovych rovnic:
Emiggél—kmﬁggég —|—2ng9§1 =0
mﬁgﬁ;il—l—mﬁgﬁ,ﬁg—l—mgﬁqu =0,
po Upra¥:

2, +pq+275; =0

ce 1 as 8
P1+¥y 7Py =0
Jedna se o0 homogenni soustavu dvou linearnickeddeinich rovnic 2iadu s

konstantnimi koeficienty.

- Néapowda 8

Projctte si zgisobieSeni rovnic v UlozBvé pruzinky. Budeme postupovat stéjn



Protoze se jedna o homogenni soustavu dvou lirdedifierencialnich rovnic 2adu s
konstantnimi koeficienty, zkusmégupokladateSeni ve tvaru:

(PEZAEEEwt .
kdeAs, A; jsou obect komplexni konstanty.

Fyzikalré brano, éekavame, Ze kyvadla se budou kyvat se stejnoudrativa hledame
Uhlovou frekvenci jejich pohybu.

. Reseni B — mody kmitani

Do soustavy Lagrangeovych rovnic dosadifedpokladanéeseni:

1= Alﬁﬁ.wt

0= Anerwt

Po Upra¥ dostavame soustavu rovnic:
—2w2A1—w2Ag 27 A =0
—w2A)—w2Ag+7A9=0.

V maticovém zapisu:

—2w2427  —w? (Al) 4

Na tuto soustavu rovnic setiteme divat jako na podminky svazujici navzajenkusti
amplitud kmiti obou kyvadel v zavislosti na parameirpktery ma fyzikalni vyznam thloveé

frekvence. Jedna se o homogenni soustavu linearonaiic, proto bude mit netrivialiiéSeni

pouze v pipadt, Ze determinant matice soustavy je roven nule:
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—Emg—I—Z% —u?

et

=0.

Vypocet tohoto determinantu vede k rovnici:

g 7.2
m‘i—‘iimg—kﬁﬂﬂ =0.

Jako rovnicetvrtéhotradu by byla porrné obtizre feSitelna. Mizeme se na ni ovsem
podivat jako na bikvadratickou rovnici (rovnici eaZmamouv?). Navic vime, Ze parametr

ma fyzikalni vyznam dhlové frekvence. Musi byt tedginy a kladny. @dmto podminkam
vyhovuji pouze d¥ feSeni této rovnice — dva mody kmiténi:

wy =V2+2%

_ g
g = ‘I#E—'JEV’I )
) » Komentar — trividlni resSeni

Samozejme, fyzikalni smysl by mdlo i trivialni feSeni soustavy rovnic —&kyvadla by
byla v klidu. Nas ale vice zajima, jak se budouddla pohybovat.

. ReSeni B — svazujici podminky

V predchozicastireSeni jsme dili thlové frekvence dvou moznych mip&mitani
dvojkyvadla. Amplitudy kmitani v jednotlivych modeovSem nejsou nezavislé. Jeipbh je
dopaitat.

Mame soustavu rovnic:

~2w2A1-w?Ag+27A; =0

w2 A B At A —

1—we«Ag+7A7=0.
Pro amplitudu kmitanin-tého kyvadla \n-tém modu zavedeme zteai Ann.
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Nejprve dosadime Uhlovou frekvenci prvniho modu

wy = V2TV

do prvni rovnice a dostavame:
—2(24v2)TA11—(24+¥2)F Ag 423411 =0 .

Po Upra¥ a usnérnéni zlomku:

Ag=—v24A1; .

Vztah mizeme pro kontrolu dosadit do druhé rovnice.
Analogicky pro druhy mod dostaneme svazujici podunin
Ay =—4+42415 .

Soustava rovnic byla diky aproximaci pro malé knfingarni. ObecnéeSeni je tedy dano

souwtemieSeni pro oba mody, tedy:

pERYNE

o g
}t+A12€w2 «.@,/;r

¢, (t)=Age’

4 Ef i L]

a pokud pejdeme ke goniometrickému tvaru a analogicky égngm realnym konstantam

Bmn dostaneme:

o, (1) = Bysin(v2+v3y/F1+81 )+
—I—Blgsin{m‘\/%t—l—*’ﬁg}

py(t)= —ﬁﬂuﬂiﬂ{mﬁﬂ‘flﬂ
+ﬁBlgsiHKM\/%t+§g} .

kde @, jsou p&ateeni faze vn-tém modu.
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Odpovéd’

Lagrangian rovinného dvojkyvadla je:
L—l{m +m }Eg ; 2—|—lm g 24 molilo@, docos(@, —@, )+
= g\ TMg J1% 7 TaMgia%, SRR SIS

—|—(ml—|—m2)gﬁlcosgpl—|—mggﬁgcos% :
kde g1, 1 jsou okamzité vychylky jednotlivych kyvadel od $i¢i osy.

Pro gipad rovnosti hmotnosti obou zavazi a délky obadstgisme pro malé kmity

dostaliteSeni Lagrangeovych rovnic Il. druhu:

o, ()= Buisin(VIHV3y71+01)+
—I—Blgsin{m‘\/%i—l—%g}

() = —V2By1sin (V2 V3 Ft-+81)+
—I—ﬁﬁﬂlgsin(m‘\/{it—l—ég} ;

kdeBi3, B12 jsou konstanty o fyzikalnim vyznamu amplitud kmit@rvniho zavazi v

jednotlivych modech &, jsou p&ate:ni faze vn-tém modu.
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