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vln, jehoZ jednotlivé ¢asti (zrcadla a elektromagnetické pole) jsou idealizovany
volnymi testovacimi ¢asticemi.

V nezbytném, spise popularné pojatém, tvodu do gravitacnich vln v linearizované
gravitaci, pojednavame o astrofyzikalnich zdrojich gravita¢nich vln, moznostech
jejich detekce a o principech detektorii gravitacnich vin. V dalsim shrnujeme ma-
tematicky potiebné partie obecné relativity a linearizované teorie gravitace a pak
se jiz kone¢né vénujeme samotnému modelu. V linearnim fadu v perturbacich vy-
fesime pohybové rovnice jednotlivych ¢asti a odvodime odezvu modelu detektoru
na gravitacni vilnu. Na konci vypoctu uvadime par poznamek, a to véetné dikazu
kalibra¢ni invariance odvozeného vzorce.
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Abstract: In the present work we investigate the impact of weak gravitational
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After a necessary, fairly popularly conceived introduction to gravitational wave
theory in the linearized gravity, the astrophysical sources of the gravitational
waves, the possibilities of their detection and the principles of the detectors, we
provide a mathematical survey of the indispensable parts of general relativity
and of the linearized theory of gravity. After that, we finally deal with the model
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Uvod

Od okamziku prvniho vzhlédnuti k noc¢ni obloze urazilo lidstvo ve vyvoji techni-
ky pro pozorovani vesmiru potadny kus cesty. Po mnoha tisicileti sledovali lidé
nebe prostyma ocima bez pomoci dodatecnych pristroji. Vynalez dalekohledu
pred zhruba ¢tyimi sty lety sice situaci o néco zlepsil, nicméné mnohé, dnes jiz
snadno pozorovatelné, kosmické jevy ztstaly ¢lovéku utajeny. Jak ale pokrok v
optické astronomii pokracoval, vzniklo nékolik typt dalekohledii, konstrukce se
zdokonalovaly a lidé vidéli stale dal.

Prilom v pozorovani kosmu zpiisobil objev elektromagnetickych vin koncem
19. stoleti. Teorie elektromagnetického pole do konecné podoby uvedena J. C.
Maxwellem poskytla spolecné s experimentalnimi pracemi H. R. Hertze a mnoha
jeho nasledovnikti nastroje pro sledovani vesmiru v do té doby neviditelné oblasti.
Ve 20. stoleti vznikla radiova astronomie a pozdéji také astronomie infracervena,
ultrafialova, rentgenova a gama. V dnesni dobé je mozné prijimat a analyzovat
vesmirné elektromagnetické zareni mnoha vlnovych délek, od velmi tvrdych gama
fotont o vlnové délce 1072 m aZ po velmi dlouhé radiové viny s délkou 10° m.

Naslouchani z vesmiru prichazejicim elektromagnetickym vlnam je v soucas-
nosti vzhledem k obrovskym vzdalenostem prakticky jedinym moznym zptisobem,
jak ho studovat. Beéhem nasledujicich deseti let je ale velmi pravdépodobné, ze
lidstvo bude schopné detekovat novy, zatim piimo nepozorovany druh vlnéni pred-
povézeny Einsteinem priblizné pred devadesati lety. Jde o gravitacni viny. VInéni,
pri kterém se vini samotny prostor a cas.

Informace ulozena v pfichozim gravita¢nim zafeni je ve srovnani s tou, ktera
je ulozena v elektromagnetickém zafeni, do jisté miry odlisna a nova. Gravitacni
viny by mély prochazet oblastmi, kterymi elektromagnetické viny neprojdou. Méli
by poskytnout nové poznatky o hvézdném kolapsu, ¢ernych dirach, neutronovych
hvézdach, explozich supernov a dalSich tajemnych objektech ve vesmiru. Mohou
byt uzite¢né i pro kosmology, nebot rané stadia vesmiru (pfed rekombinaci, kterd
nastala 380 000 let po velkém tfesku) byla pro elektromagnetické zafeni nepri-
hledna. V neposledni fadé je pfimé pozorovani gravitacnich vin dalsim testem
obecné relativity, protoze umoznuje detailnéjsi ozkouseni teorie.

V roce 1993 byla Hulsemu a Taylorovi udélena Nobelova cena za nepfimy
dikaz existence gravita¢nich viln. Jejich objev binarniho pulzaru v roce 1974 (na-
zvan PSR B1913+16) a nasledna analyza zkracovani obézné periody ukazaly,
ze dvojhvézda ztraci energii gravitacnim vyzarovanim presné podle Einsteinovy
kvadrupdlové formule (zvefejnéné 1916). Snad je jen otézkou casu, kdy budou
gravitacni vlny pozorovany pfimo na nékterém z pozemskych ¢i vesmirnych de-
tektort.

V této praci uvedeme zakladni poznatky o gravitacnich vlnach, jejich astro-
fyzikalnich zdrojich a moznostech jejich detekce a pozorovani lidmi na Zemi a ve
vesmiru. To je obsahem Kapitoly [1} kterd byla zpracovéna podle [1I, [2], [3], [4],
[51, [6], [7] a [§].

Kapitola 2| shrne Einsteinovu teorii gravitace (obecnou relativitu) a linearizo-
vanou teorii gravitace, a to véetné matematické formulace. Kapitola byla napsana
piedeviim s pouzitim [§] a doplnéna s pomoci [9]. Uvodni é4st byla ¢erpana z [10].

Obé tyto kapitoly maji resersni charakter. V Kapitole [3| bude studovan velmi



jednoduchy model interferometrického detektoru gravitacnich vln ve vétsi hloubce
jakozto puvodni prace.



1. Gravitacéni viny

1.1 Zakladni predstava a vlastnosti

V zavéru roku 1915 uverejnil Albert Einstein svoji teorii gravitace — obecnou
relativitu, ktera meéla nahradit v podminkéch nasi slunec¢ni soustavy velmi dobte
ovéfenou (aZ na par vyjimek, o kterych se zminime pozdéji) a pouZitelnou teorii
Newtonovu. Podrobnéji o obecné relativité pojedname v nasledujici kapitole.

Podle Alberta Einsteina je gravitace disledek zakiiveni prostoru a ¢asu (pro-
storocasu). Ono zakfiveni je zase zpiisobeno pfitomnosti jakékoliv formy hmoty,
resp. energie (pfesnéji i jejich toku, prispiva také tlak, jakozto tok hybnosti).
Newtonovsky pojem gravitacni sily neni v obecné relativité vibec potiebny —
télesa se pohybuji v gravitacnim poli po zakfivenych drahach, jelikoZ prostorové
(a asové) podlozi samotné je pokfiveno. Sikovné to vystihl J.A.Wheeler: ,Hmo-
ta Tika prostoru, jak se méa zakfivovat, a prostor rikd hmoté, jak se v ném ma
pohybovat.“

Prostorocas lze pfipodobnit (alespon ¢astecné) elastické membrané (naptiklad
povrchu trampoliny), kterd se mize rtizné prohybat a deformovat. Téleso hozené
na membranu okolo sebe vytvori prohluben, do které budou mit jina blizka télesa
tendenci spadnout.

Gravitacni viny jakozto vlnové stavy prostorocasu si pak lze predstavit ja-
ko vilnky, které se sifi po povrchu uvazované membrany. Mohou byt vyvolané
naptiklad ur¢itymi pohyby téles po membrané. Bude-li se, feknéme, téleso pl-
sobenim vnéjsi sily pohybovat periodicky sem a tam, po membrané se budou
lozena testovaci télesa budou na tyto vlnivé zmény podlozky reagovat — budou se
takiikajic ,houpat na vlnach“.

U skutec¢nych gravitac¢nich vin je to velmi podobné. Zména zakiiveni prostoro-
¢asu v daném misté (napiiklad pfi vybuchu supernovy) vyvold vzruch v kiivosti,
ktery se vSemi sméry Sifi od zdroje (z teorie mimochodem plyne, Ze nejvyssi
moznou rychlosti — rychlosti svétla).

Prichozi gravitacni vina se pak projevuje casové zavislymi slapovymi silami,
které udéluji blizkym objekttim (naptiklad shluku stejnych ¢astic) vzajemna re-
lativni zrychleni. Pravidelna periodicka vlna bude ziejmé zptisobovat pravidelné
periodické pohyby ¢astic. Pozdéji se k tomu dostaneme podrobnéji.

Jak jiz bylo feceno, prostorocas se podoba elastickému kontinuu. Vazba mezi
mirou jeho deformace a mnozstvim hmoty, které tuto deformaci zptisobuje, je
vystizena Einsteinovym gravita¢nim zakonem

8tG

G = 7T, (1.1)
kde nalevo stoji Einsteintiv tenzor G (mira deformace-zakfiveni prostorocasu)
a napravo tenzor energie-hybnosti T nesouci informaci o rozlozeni hmoty. Kon-
stanta iméry 87G/ct je v jednotkach SI, jednotkach, které jsou velmi blizké kaz-
dodenni zkuSenosti, nesmirné mald — fadové 10743 m~! kg~! s?. Pravé proto je
v podminkach, které nejsou nijak extrémni, Newtonova teorie gravitace dobrym
pribliZzenim, nebotf newtonovsky prostorocas je nedeformovatelny (coz by odpo-
vidalo nulové konstanté tméry). V Newtonové teorii gravitacéni vlny neexistuji,
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nebot by se Sifily nekonecné rychle a prenéasely by nekone¢nou energii. Z extrémni
tuhosti prostorocasu také plyne, Ze gravitacni viny maji velmi malou amplitudu,
i kdyz prenasena energie miize byt relativné velka.

Radu vlastnosti gravita¢nich vin lze uhodnout bez znalosti obecné relativity
pouze s vyuzitim intuice, kterou mame z Newtonovy teorie a elektrodynamiky.
Newtonova teorie totiz silné pfipomina elektrostatiku, jak je vidét z polnich rovnic
obou teorii, resp. z forméalni shody Coulombova a Newtonova gravitacniho zakona.
Je tedy na misté predpokladat, ze existuje urcité dynamické rozsireni statické
teorie Newtonovy, ve kterém gravitacni vlny (jakozto dynamicky jev) existuji.

Je tfeba podotknout, Ze se budeme zabyvat predevsim nekonecné slabymi gra-
vita¢nimi vlnami, tj. vlnami v linearizované teorii gravitace. Obecné relativita je
silné nelinearni polni teorii, neplati princip superpozice, coz mimo jiné znamena,
ze zdroje puisobi samy na sebe a Ze dochazi k rozptylu viny na viné. Tento efekt
v klasické elektrodynamice neexistuje, nebot ta je teorii linedrni. Rovnice obec-
né relativity je ale mozné linearizovat, tzn. pracovat pouze s nekonecné malymi
zakifivenimi prostorocasu, nekoneéné malymi perturbacemi ploché geometrie (sla-
bymi gravita¢nimi poli) a v rovnicich zanedbat ¢leny vyssiho fadu, tj. kvadratické
a vyssi v perturbacich. Pak jiz je teorie linearni a velmi podobné elektrodynami-
ce. Z praktického hlediska m4 toto pribliZzeni své opodstatnéni, nebot viny, které
dorazi z vesmiru k Zemi, jsou velice slabé, jejich amplituda je okolo h ~ 1072,

7 analogie mezi gravitaci a elektromagnetismem naptiklad vidime, Zze podob-
né jako v elektromagnetismu neexistuji sférické (monopdlové) elektromagnetické
viny (v dusledku platnosti Gaussovy véty), neexistuji ani sférické vlny gravitac-
ni, nebot pole sféricky symetrického zdroje nezavisi na rozlozeni hmoty zdroje.
Zavisi pouze na celkové hmotnosti, ktera se zachovava. Sféricky kolabujici nebo
vybuchujici hvézda tak gravitacni viny neemituje. Toto plati i v obecné relativité
diky Birkhoffovu teorémul} Uvazujeme samoziejmé viny ve vakuu.

Na rozdil od elektromagnetismu ale neexistuji ani dipélové gravitacni viny.
Celkovy vykon vyzafovany elektrickym dipdlem je totiz imérny druhé mocniné
druhé casové derivace dipélového momentu

Laip. < (P)%. (1.2)

Dipélovy moment P soustavy nabojt je

V piipadé gravitace je ale v dusledku principu ekvivalence naboj (gravitacni
néboj) totéz co setrvacnd hmotnost. Pro izolovany zdroj pak plati

P=> mi;=0 (1.4)

diky zachovani celkové hybnosti. Cili vyzafovany vykon je nulovy. Podobné nejsou
vyzafovany ani viny analogické vindm zétriciho magnetického dipdlu, nebot u izo-
lovaného zdroje se kromé hybnosti zachovava také moment hybnosti. Nejjedno-
dussi vyzarované gravitacni viny tak maji kvadrupdlovy charakter. Vyssi multipo-
ly se pochopitelné také uplatiiuji, nicméné kvadrupdlovy prispévek je dominantni.

IKtery fiké, ze kazdé vakuové, asymptoticky ploché, sféricky symetrické feseni Einsteinovych
rovnic musi byt ¢asti feSeni Schwarzschildova, tedy statické.



Pojednejme ted o puisobeni rovinné gravita¢ni viny na testovaci ¢astice. Uva-
zujme kruh bodovych testovacich ¢astic umisténych v roviné (viz Obrézek. Na
rozdil od elektromagnetické viny, u které se mluvi o roviné polarizace, je u gravi-
tacni viny lepsi hovorit o polarizacni ,,dvojroviné®, resp. polarizacnim ,kiizi“, tj.
o dvou na sebe kolmych rovinach, rovnobéznych se smérem siteni, které vystihuji
yhatoceni viny. Linearné polarizovana vlna bude zptisobovat deformace tohoto
kruhu ¢astic do elips orientovanych podél polariza¢niho krize. Harmonicka vina
polarizovana linearné ve vertikalné-horizontalnim sméru se tedy bude projevovat
stifidavym smrsfovanim a natahovanim kruhu ¢astic do elipsy ve vertikdlnim a
horizontalnim sméru. Tento typ linearni polarizace mizeme oznacit jako +. K ni
existuje druhd nezavisla linearni polarizace, ktera je otofend o 45° stupni (niko-
liv 0 90° jako je tomu u vlny elektromagnetické, coz souvisi s tim, ze gravitacni
pole mé helicitu dvé a elektromagnetické jedna). Oznacme ji x. Pusobeni obou
polarizaci na kruh ¢astic je zachyceno na Obrazku v zavislosti na fazi viny.

Slozenim téchto dvou polarizaci s riznym vzajemnym fazovym posunem a
riznymi amplitudami dostaneme rizné eliptické polarizace. Naptiklad pro vza-
jemny fazovy posuv +7/2 a stejné amplitudy ziskdme sloZenim polarizaci kruho-
vou (pravotocivou nebo levotocivou). Té odpovida trvald deformace kruhu ¢astic
na neménnou elipsu, kterd se zdanlivé otaci (doprava ¢ doleva).

Na tuh4 télesa nebo tekutiny gravitacni viny pisobi stejné, nebot tuhost oby-
cejnych latek je tak mald, ze je zanedbatelna proti tuhosti prostorocasu. Uvedené

OO0

3m/2

QOQQ

3m/2

Obréazek 1.1: Znazornéni ptisobeni kolmo dopadajici linearné polarizované gra-
vita¢ni vlny na kruh testovacich ¢astic v zavislosti na fazi vlny pro dvé rtzné
linearni polarizace + a x.

pohyby jsou velmi podobné gravitacnim slapovym uc¢inkiim Mésice na Zemi, ne-
bot na gravita¢ni vlnu lze pohliZet jako na vlnu ¢asové zavislych slapovych sil, jak
jiz bylo feceno. Siloc¢ary téchto efektivnich sil jsou pro obé linearni polarizace viny
§iFici se podél osy z schematicky zakresleny na Obrazku [1.2] Jejich tvar je typic-
ky pro kvadrupdlové pole, ¢imz se nase predstavy o kvadrupdlovém charakteru
gravita¢nich vin utvrzuji.

Amplitudu gravita¢ni vlny (vétsinou se zna¢i h) lze definovat jako relativni

zménu vzdalenosti mezi testovacimi objekty (resp. relativni deformaci), kterou
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vlna svym priichodem vyvolavé. Cili

h~—, 1.5

. (15)
kde ¢ je vzdalenost v rovnovéaze (bez pfitomnosti vlny) a 6¢ je absolutni zména
vzdalenosti. Pozdéji z fadovych odhadi uvidime, ze amplituda vin zachytitelnych
zde na Zemi je ve skutecnosti velmi mald, okolo h ~ 1072L,

X

Obréazek 1.2: Siloc¢ary efektivnich slapovych sil linedrné polarizované gravitacni
vlny. Gravitacni vlna zptisobuje vzajemna casové zavisld posunuti testovacich
objektl, coz si lze predstavit tak, ze na objekty ptisobi obycejné newtonovské
(slapové) sily. Na tomto obrazku vidime (v zavislosti na ¢ase) jejich silo¢ary, a to
pro dvé ruzné linearni polarizace viny + a X. Zdroj: [i]

1.2 Zdroje gravitacniho zareni

Nyni se dostavame k problému generace vin pohybujici se hmotou. Jak jsme vidéli,
nejjednodussi gravitacni zareni je v disledku zachovani celkové hmotnosti, hyb-
nosti a momentu hybnosti kvadrupoélové povahy. V urcité analogii se vzorcem pro
elektromagnetické dipdlové zareni celkovy vykon vyzatovany zdrojem (luminozi-
ta) zavisi na druhé mocniné tfeti (nikoliv druhé) ¢asové derivace kvadrupélového
momentu a na prislusné prevodni konstanté, ktera muze byt funkci jen funda-
mentalnich konstant G a c. Z rozmérovych divod musi byt rovna G/c®. Plati

tedy
G (d3D\?
L ~—|— . 1.6
(dtg) (1.6)

5
A7 na numericky prefaktor je Einsteinova kvadrupdlovéa formule.

Odtud mtzeme odvodit dva pfiblizné vzorce. Pro dvé télesa o hmoté m vzda-
lena z je kvadrupdlovy moment D ~ ma?. Pokud x zavisi na ¢ase harmonicky s
amplitudou ¢ a thlovou frekvenci w, pak pro luminozitu dostaneme

L~ gm2ﬁ4w6. (1.7)



Obréazek 1.3: Umélecké znézornéni vin emitovanych dvojici ¢ernych dér. Prosto-
rocas lze pripodobnit elastické membrané, ktera se miize rtizné prohybat a defor-
movat vlivem pritomné hmoty a také se v ni mohou sitit viny, které jsou vyvolané
asymetrickymi pohyby oné hmoty, jak vidime o¢ima umélce zde u dvojice kolem
sebe obihajicich cernych dér. zdroj: NASA

Vzhledem k piitomnosti extrémné malé konstanty G/c® je pro jakykoliv terest-
ricky zdroj (napfiklad dvé zavazi spojend pruzinou nebo rotujici ¢inku) celkovy
vykon zanedbatelny. Situace se ale méni v astrofyzikalnim kontextu.

Uvazujme binarni systém, tj. dvé té€lesa vazana gravitacné a takovéa, ze jejich
rychlosti se blizi rychlosti svétla a jejich rozméry se blizi Schwarzschildovu polo-
méru. Jinymi slovy napfiklad péar blizkych ¢ernych dér. Ve vztahu (|1.7)) nahradme
w pomoci v ~ fw, kde v je rychlost, a hmotu m vyménme za Schwarzschildiv
polomér dle rgq, ~ Gm/ 2. Tim dostaneme

& rsen\2 (V6

Leg () (0 (19
Mezi a je patrny propastny rozdil, ktery vystihuje odliSnost mezi gra-
vitacni fyzikou obycejné hmoty a fyzikou ¢ernych dér. Zatimco prvni formule je
kélovdna drobnym faktorem G/c®, druhé jeho enormni pievracenou hodnotou.
Tento rozdil je pochopitelné vysvétlitelny tim, Ze obycejnd hmota prostorocas
deformuje jen malo, kdezto ¢erné diry velice drasticky. Proto zdroje tvofené nor-
malni hmotou generuji jen velmi slabé viny, zatimco udalosti, jako jsou napriklad
srazky (splynuti) ¢ernych dér, generuji pomérné silné viny.

V nami uvazovaném pfipadé binarniho systému cernych dér mtzeme pred-
pokladat, ze ve findlnim stadiu jsou obé zavorky v rfadové rovny jedné a
luminozita tak vychézi piimo L ~ ¢°/G. Numericky je tato konstanta (nazgyvana
té7 planckovsky vykon) rovna ¢®/G = 3,62 x 10°2 W a je pfiblizné rovna odha-
dované elektromagnetické luminozité vesmiru jako celku. Toto je soucasné horni
odhad gravitac¢ni luminozity ¢ernodérovych systémi. Ve skutecnosti nebere
v uvahu rtzné efekty zakiiveni prostorocasu (napiiklad gravitacni rudy posuv
vln), které luminozitu ponékud snizuji. Nicméné alespori fadové odtud vidime,
jak obrovska zarivost miize byt ocekavana u silné gravitujicich systémi, jako jsou
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zminéné systémy cernych dér (rychlost v ~ ¢) a neutronovych hvézd (rychlost
v~ 0,lc).

Pokusme se ted napsat néjaké odhady amplitudy vin. Uvazujme srazku dvou
téles, ktera vede ke vzniku cerné diry. V okamziku srazky je prostorocas pokiiven
velmi vyrazné a soucasné je nepravdépodobné, ze by dynamicka ¢ast zakiiveni,
ktera se pozdéji stane odchozi vinou, byla vétsi nez staticka ¢ast zaktiveni kolem
vzniklé cerné diry. Svétlo v dostatecné blizkosti ¢erné diry je nuceno obihat dokola.
Jeho draha je tak pfi ob&hu po polokruznici 7/2-krat delsi, nez by byla pfima
draha (mezi stejnymi dvéma body) v nepfitomnosti ¢erné diry. Z toho mizeme
usoudit, ze 0¢ ~ { a amplituda viny v bezprostiedni blizkosti je tedy radovée
nanejvys 0¢/¢ ~ 1. Ponévadz energeticky tok vin je kvadraticky v amplitudé a
ubyva jako 1/r? (analogicky s elektromagnetizmem), amplituda ubyva jako 1/7.
Z toho muzeme odhadnout
ersa.  GeM G ER™

~ 1.9
r 2 r A r (1.9)

B~

kde ¢ je parametr (0 < e < 1) charakterizujici to, Ze u realistickych zdroju
bude jen urcita ¢ast Ey" " celkové energie pfeménéna na gravitacni zafeni (méfi
vlastné nakolik je pohyb asymetricky). Napiiklad pro M = 10My, r = 8 kpc
(vzdélenost centra Mlé¢né drahy) a ¢ = 1 dostaneme h ~ 107'®  zatimco pro
M = 10°My, » = 3 Gpc (okraj pozorovatelného vesmiru) a e = 1 mame h ~
10713,

Uvedme jesté vyraz pro energeticky tok gravitaéniho zafeni

C3

S ~ 5w2h2. (1.10)

Napftiklad pro kolaps jadra supernovy na c¢ernou diru o hmoté M = 10M, ve
vzdélenosti r = 15 Mpc (vzdélenost kupy galaxii v Panné) dostaneme podle
predchozi formule pro ¢ = 1 odhad amplitudy A ~ 10720, Ve skute¢nosti je
pii pfesnéjsim odhadu amplituda jesté o dva Fady mensi (tedy, ze ¢ = 0.01).
Energeticky tok pak pro frekvenci w ~ 1 kHz vychdzi S ~ 3 erg cm™2 s71, coZ je
asi o deset Fadi vice, nez je typicky elektromagneticky energeticky tok.

Nyni pohovorme piehledové o typech astrofyzikalnich zdroji. Zakladni odlis-
nosti gravitacnich vln od elektromagnetickych je, Ze jsou generovany urychlenymi
masivnimi objekty, kdezto vétsina elektromagnetického zareni ve vesmiru pochazi
z excitovanych atomil a molekul. Astrofyzikalni zdroje mtizeme ptirozené rozdélit
do t¥i kategorii.

Prvni kategorii jsou Sirokopasmové zdroje (katastrofické pulzy). Patii sem
hlavné finalni srazky v tésnych binarnich systémech a formace neutronovych
hvézd, popiipadé ¢ernych dér, ¢i vybuchy supernov. Tésné binarni systémy mohou
byt tvoreny dvojici ¢ernych dér, dvojici neutronovych hvézd nebo parem cerna
dira-neutronova hvézda. Signal z takovychto udalosti mé charakter nepravidel-
ného kratkého pulzu, nanejvys nékolika pulzti, z ¢ehoz plyne, ze jeho frekvencni
rozsah je Siroky. Frekvencéné tato kategorie typicky spadd do audio pasma (~ 10
Hz a7z 1 kHz). Amplitudy se pohybuji okolo i ~ 1078 (vybuch supernovy v nasi
Galaxii) az po h ~ 107! (supernova v kupé¢ galaxii v Panné). Vybuch superno-
vy v Mlé¢né draze patii mezi nejsilné€jsi dostupné zdroje, nicméné exploze jsou
bohuzel velmi vzacné — zhruba jednou za 30 let.



Druh4 kategorie je opakem té prvni, fadime sem zdroje tizkopasmové. Jedna
se predevsim o rotujici nesférické hvézdy, konkrétné o pulzary a akreujici neutro-
nové hvézdy a o (tésné ale i netésné) bindrni systémy daleko od zavérecné faze
a srazky (splynuti). VSechny tyto systému jsou ze své podstaty kvaziperiodické,
nebot ztrata energie vyzafovanim gravita¢nich vin nutné vyvolavé zménu perio-
dy. U binarnich systému s postupem ¢asu perioda klesd (a amplituda roste, tvar
signalu se potom oznacuje jako tzv. chirp), kdezto u nesférickych hvézd naopak
roste (rotace se zpomaluje). U bindrnich systému také dochéazi k postupnému
zmensovani excentricity, az jsou i ptivodné velmi vystiedné drahy nakonec v pod-
staté kruhové. Signél je také ovlivnén Dopplerovym posuvem, ktery je zptisoben
pohybem c¢asti zdroje a také pohybem Zemé. Zdroje z této kategorie jsou obecné
slabsi nez zdroje z prvni kategorie, ale jejich kvaziperiodi¢nost je ¢ini (na rozdil
od téch Sirokopasmovych) v principu pfistupnymi dlouhodobé integraci za tcelem
extrakce cistého signalu z Sumu. Frekvence signalu se pro binarni systémy pohy-
buji okolo 107* Hz az 107! Hz v zavislosti na jejich parametrech. V pozdé&jsich
fazich tésného binarniho systému se pak dostava do zminovaného audio pasma.
Pro rotujici neutronové hvézdy frekvence téz spadaji do audio pasma (1 kHz).

Posledni kategorii tvori stochastické pozadi, které je produkovano velkym
mnozstvim slabych (kvazi)periodickych zdroji v M1é¢né draze a také mnozstvim
velmi vzdalenych pulznich zdrojt (prvni kategorie). Pfispivat téZ bude zafeni kos-
mologického ptivodu z pocatku vesmiru (gravitacni reliktni zafeni), které bude
natazené kosmologickym rudym posuvem. Stochastické pozadi je obtizné dete-
kovatelné jednim detektorem, protoze je prakticky nerozeznatelné od Sumu v
aparature. Pro neizotropni zdroj by ho ale bylo mozné detekovat pozorovanim
zmén Sumu v aparatufe, které by byly zptsobeny rotaci Zemé. Jednodussi je
vsak samoziejmé pouzit vice nezavislych detektort a pozorovat jejich korelace.

Jesté mizeme uvést supermasivni (miliony slunecnich hmot) ¢erné diry, kde
vyzafovani vin je zptisobeno pddem mensiho objektu (naptiklad hvézdy) do diry.
Obvykle je frekvence v milihertzovém pasmu.

Excitované ¢erné diry (napfiklad nové vzniklé slitim dvou mensich ¢ernych
dér) také mohou tlumené vibrovat ,zvonit“. Frekvence téchto oscilaci klesaji s
rostouci hmotou ¢erné diry. Pro stelarni (z hvézd vzniklé) cerné diry je tato
frekvence nékolik

V zéavéru kratce feknéme néco o Hulse-Taylorové nobelovském binarnim pul-
zaru PSR B1913+416. Je to pulzar, ktery jesté s dalsi neutronovou hvézdou tvori
binarni systém. Byl objeven v roce 1974 pomoci velké talifové antény v Arecibu.

Signal pulzaru je modulovan obéhem kolem druhé hveézdy. Obé hvézdy maji
hmotnost ptiblizné jako Slunce (M = 1,4M) a obihaji velmi blizko sebe (fado-
vé ve vzdalenosti 1 milion kilometri) po excentrickych drahach. Dlouhodobym
méfenim se zjistilo, ze perioda systému se v tuto chvili zkracuje zhruba o hod-
notu 76 ms za rok, coz je s presnosti lepsi nez 1% hodnota, kterou piedpovida
kvadrupdlova formule (viz Obrazek . Predpoklada se, ze ke srazce dojde za
300 miliont let.

1.3 Detektory gravitacnich vin

Pocatky detekce gravitacnich vin se datuji k 60. 1éttim 20. stoleti a pracim Josepha
Webera. Weber mél v timyslu pouzit k detekci soustavu masivnich hlinikovych
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Obrazek 1.4: Zkracovani obézné periody binarniho pulzaru PSR B1913+16. Bi-
narni pulzar PSR B19134-16 je tvofen dvojici neutronovych hvézd, z nichz jedna
je pulzarem, ktery ozatfuje Zemi. Vlivem vyzarovani gravitacnich vln systém ztraci
svoji energii, obé hvézdy se k sobé pfiblizuji a obézna perioda se zkracuje. Po-
stupné zkracovani periody obéhu je na grafu znazornéno vykreslenim rozdilu mezi
skute¢nou dobou pozorovani periastra pulzaru a hodnotou odpovidajici neménné
periodé obéhu. Kvadraticka zavislost svéd¢i o zrychleném déji. Toto zkracova-
ni periody lze vypozorovat ze zmén v signalu pulzaru a soucasné je teoreticky
predpovéditelné obecnou relativitou. Pulzar byl objeven v roce 1974 Hulsem a
Taylorem pomoci velké talifové antény v Arecibu. Hulse a Taylor pak za svij
objev a naslednou analyzu ziskali v roce 1993 Nobelovu cenu. Zdroj: [11]

vélet (dva metry vysokych, metrovych v priméru, vazicich az dvé tuny) funguji-
cich jako rezonatory, které by byly umistény na riznych mistech svéta, aby byly
vylougeny lokalni vlivy. Udajné se mu podafilo vlny detekovat jiz tehdy, nicméné
mnohokrat opakované pokusy vzdy koncily nulovym vysledkem. Nicméné od té
doby se citlivost rezonanc¢nich detektort stale zvysuje a vznikaji nova vylepseni
obohacujici 1 jiné obory (riizné kryogenni systémy, nizko§umové snimace, elektro-
nika).

Soucasné je také rozvijena myslenka detektort interferometrického typu. Ten-
to typ by mél mit mnohem vétsi Sanci na tspéch, nebot je citlivéjsi a mé Sirsi
pasmo citlivosti. Dnes jiz stoji fada pozemskych interferometri a také se uvazuje
o stavbé vesmirného interferometru, ktery bude tvoren soustavou druzic.

Spektrum frekvenci pozorovatelnych gravitacnich vin je velmi siroké. Jednot-
livé typy detektort jsou vhodné jen pro urcita frekvenéni pasma. Audio pasmo
okolo 1 kHz (supernovy a rotujici neutronové hvézdy) je doménou zminénych
kryogennich rezonancnich detektorii. Zacatek audio pasma, tj. 10 Hz az 1 kHz,
(konené srazky a splynuti v tésnych bindrnich systémech), je vhodny pro pozem-
ské interferometry. Frekvence 10~* Hz az 10~ Hz (binarni hvézdy a supermasivni
¢erné diry) jsou vhodné pro vesmirny interferometr. Jesté mensi frekvence, fado-
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Obrazek 1.5: J. Weber s jednim ze svych detektorti. Webertiv detektor gravitac-
nich vin byl tvoren hlinikovym valcem, ktery mél byt na své rezonancni frekvenci
rozechvivan prichozi gravitacni vinou. Na valci byly pripevnény piezoelektrické
snimace, které meély vzniklé vibrace detekovat. Na zacatku 70. let Weber ohlasil,
Ze gravitacni vlny detekoval, nicméné mnohokrat opakované pokusy vzdy kon-
¢ily nulovym vysledkem. Pokud by ale viny skutecné detekoval, musely by mit
(vzhledem k citlivosti Weberova detektoru) amplitudu h ~ 10716 tedy amplitudu
stokrat vétsi, nez je amplituda vin pochézejicich z predpokladanych nejsilnéjsich
zdroji — z vybucht supernov v Mlécné dréaze. zdroj: MIT

vé 107% Hz (coZ odpovida vlnové délce 10 pc), primordialniho a jiného (kosmické
struny) ptuvodu nelze detekovat detektory. UvaZuje se ale o pfesném sledovéani pe-
riod milisekundovych pulzari, na kterjch by se mély priichozi viny projevit. Uplné
nejmensi frekvence kosmologického ptivodu (vlny vyvolané velkym tfeskem) by
se mély projevit anizotropii mikroviného reliktniho zareni.

1.3.1 Rezonané¢ni detektory

Idea rezonanc¢niho detektoru je zalozena na rozkmitavani ¢asti detektoru vlnou.
Jak jsme vidéli na zacatku kapitoly, prochazi-li vina testovacimi objekty, zpiiso-
buje jejich vzajemny posuv. Zmétrime-li n€jak tento posuv, zmérime tak vlastné
vlnu samotnou. Problém ale je, Ze relativni velikost toho posuvu je neuvéritelné
mald — odpovid4 amplitudé viny, ktera je typicky okolo h ~ 10720, To odpovida
zvétseni vzdalenosti Zemé od Slunce o rozmér jediného atomu. Takto malé vzda-
lenosti si zadaji pouziti kvantové mechaniky, pfinejmensim relaci neurcitosti, a
to i pfesto, ze zde pracujeme s klasickou teorii.

Detektor mtze byt zkonstruovan naptiklad ze dvou zavazi, kterd jsou zave-
Send jako kyvadla. Vic¢i kmitavym pohybtim s fadové vétsi frekvenci (které jsou
zpisobené vlnou), nez je rezonancni frekvence kyvadel, se budou zavazi chovat
jako volnd, tj. budou podrobena pouze G¢inkim vlny (tj. jejich pohyb se bude
Fidit rovnici geodetiky).

Vylepsenim je propojeni zavazi pruzinou. Vznikly mechanicky osciladtor bude
rozkmitavan vinou, pokud bude na vlnu spravné naladén, tj. ve spektru viny bude
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obsazena jeho rezonanc¢ni frekvence. Pokud bude tento oscilator vysoce jakostni,
tedy ze bude dochazet k malému ttlumu, mtze kmitat dlouho potom, co jim vlna
pro$la. To znamend, Ze zde existuje jakysi pamétovy efekt. Zmérenim téchto jeho
oscilaci ziskame alespon ¢astec¢nou informaci o proslé viné.

Rezonatorem nemusi byt nutné zavazi spojena pruzinou, miize jim byt napti-
klad kus kovu, nejcastéji ve tvaru valce. Vyhodou je, ze valec ma oproti pruziné
bohatéji zastoupeny vyssi rezonan¢ni mody.

Jednou nevyhodou rezonancnich detektortu je jejich pomérné tzké detekéni
pasmo, coz je dano jejich podstatou - jsou to buzené oscilatory a jejich odezva je
dana rezonancni kiivkou. Interferometrické detektory timto neduhem netrpi.

Hlavnim faktorem, ktery ovliviiuje citlivost rezonan¢niho detektoru, je tepel-
ny Sum (Browntv pohyb) v kovovém véalci samotném. Aby detektor viny vibec
detekoval, méla by byt energie, kterou viny odevzdaji detektoru za jednotku casu,
vétsi nez charakteristicka energie tepelnych fluktuaci k7. Z tohoto pozadavku lze
odvodit [2] hruby odhad nejmensi mozné detekovatelné amplitudy vin

1 15KT (1.11)
onL M 7 .

hmin. ~

kde wq je rezonanc¢ni frekvence, () je Cinitel jakosti, L je rozmér detektoru a M
jeho hmotnost. Pro Webertiv detektor dostaneme odhad hpmi, ~ 10720, Soucasny
detektor je proto tvoren vysokojakostnim valcem ochlazenym na nékolik kelvint
(pfipadné dokonce az milikelvini), ktery je zavésen ve vakuu. Napiiklad italsky
detektor NAUTILUS ve Frascati (pravdépodobné nejlepsi existujici) je ochlazen
na 0,1 K a jeho parametry jsou L =3 m, Q ~ 4 x 107, wy = 908 Hz a M = 2260
kg.

Pfes vSechnu izasnou technologii jsou ale rezonanc¢ni detektory zatim citlivé
jen na ty nejsilnéjsi signaly viibec — vzacné vybuchy supernov v Mlécné draze.

1.3.2 Interferometrické detektory

Zakladni princip interferometrického detektoru je prosty. Popiseme interferome-
tr Michelsonova typu, jehoz schéma vidime na Obrazku [I.6] Detektor sestava
ze dvou ramen (o délkach L; a Ly) zakonéenych zrcadly a délice svazki (beam
splitteru). Zrcadla i déli¢ jsou zavéSeny pomoci kyvadlovych zavési, které zajis-
tuji jejich volny pohyb. Svazek z laseru je rozdélen délicem na dva. Kazdy ze
svazkl je poslan do samostatného ramena, kde se odrazi od koncového zrcadla
a vraci ramenem zpét. Déli¢ svazku oba svazky zase slozi dohromady a pomoci
fotodetektoru se pozoruje, jak spolu svazky interferuji.

Prochéazejici gravitaéni vlna s linearni polarizaci + (tj. podél os = a y) a
amplitudou h dopadajici kolmo na rovinu detektoru zptisobi zménu délky jednoho
ramena (pro jednoduchost uvazujme stejné dlouha ramena) o

OL ~ = (1.12)

a opacnou zménu délky u druhého ramena (1/2 pochézi z presnéjsiho vypoctu).
Jinymi slovy, jedno rameno se prodlouzi, druhé zkrati. Celkovy relativni rozdil
délek obou ramen pak bude

5L
— ~h. (1.13)
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Obrazek 1.6: Schéma interferometru Michelsonova typu. Viz zacatek podkapitoly

@, Zdroj: [6]

Tento rozdil se projevi jako zména fazového rozdilu mezi svazky, tj. posunem pii-
padnych interferenc¢nich prouzku. Fazovy posun bude nejvétsi pro efektivni délku
ramena rovnou A/4, kde A je frekvence gravitaéni vlny. U skute¢nych detektort
je detektor v rovnovaze nastaven ,na tmu“, tedy svazky interferuji destruktivneé.
Meéii se pak intenzita svétla, které vznika, kdyz je aparatura vlivem gravitacni vl-
ny z tohoto naladéni vychylena, nebo jesté 1épe méri zpétnovazebni signal, ktery
aparaturu trvale udrzuje vyladénou.

Amplitudé gravitacni viny h ~ 1072! a délce ramen L = 4 km (délka ramen
detektoru LIGO) odpovid4 zména délky 6L ~ 107! m. Pokud se do konfigurace
pridaji dalsi zrcadla a svétlo se necha odrazet vicekrat (vytvori se Fabry-Perotova
rezonancéni dutina), efektivni délku ramena detektoru lze vyznamné zvétsit a i
prislusné meérené zmény délky ramen budou patficné zvétseny. Tak je tomu u

dnesnich detektort, napi. u detektoru LIGO (Obrazek

Obréazek 1.7: Hrubé schéma interferometru LIGO. Jedna se o Fabry-Perottiv in-
terferometr, ktery ma oproti interferometru Michelsonova typu na predchozim
Obrazku v kazdém rameni o zrcadlo navic. Mezi zrcadly se svétlo mnohonéa-
sobné odrazi, coz vyrazné zvétsuje efektivni délku ramena. Zavésena zrcadla se v
gravitacnim poli pohybuji pod vlivem efektivni sily, jejiz silo¢ary jsou znazornéné
v horni ¢asti ilustrace. zdroj: LIGO
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O rtznych typech Sumu v aparatufe a o kfivce citlivosti aparatury jsme u re-
zonanc¢nich detektort prilis nemluvili. U interferometrickych to u¢inime. Predtim
ale néco obecné o teorii Sumu.

Signal z detektort si miZeme pfedstavit jako funkci asu h(t). V signalu je
jednak obsazen cisty signal, ktery nas zajima, a pak také cela fada Sumovych
signalii. O nékterych jejich typech se zminime. Sum z(¢) je nahodny (stochasticky)
proces. K jeho popisu se pouziva autokorela¢ni funkce (korela¢ni funkce procesu
samotného ze sebou)

R, (1) = (x(t)x(t + 7)). (1.14)
Jeji Fourierova transformace se nazyva vykonova spektralni hustota
S.(f) = / Ry(r)e2"I7 dr. (1.15)

Rik4d nam, jak je sum ,silny“ na které frekvenci. Z jeji definice je vidét, Ze ma
jednotky [S.(f)] = [z(t)]* Hz™!, kde [z()] je jednotka Sumu (af je jakékoliv), na-
priklad V pro sumové napéti. Ackoliv to neni vzdy pravda, v mnoha pripadech je
stfedni hodnota druhé mocniny signalu tmeérna ,fyzikdlnimu“ vykonu v signélu.
Tak je tomu naptiklad u napéti. Proto tedy slovo ,,vykonova“ v nazvu.

Casto se také pracuje s jeji odmocninou, tzv. amplitudovou spektralni husto-
tou, kterd charakterizuje amplitudu sumu na dané frekvenci. Jeji jednotky jsou
[z(t)] Hz=1/2.

Velmi obvyklym typem Sumu je bily Sum. Pro jeho autokorela¢ni funkei plati
R, (1) = 0(7) z ¢ehoz plyne konstantni vykonova spektralni hustota, tzn. Sum je
stejné intenzivni na kazdé frekvenci.

V pozemskych interferometrickém detektorech jsou dva hlavni typy Sumu.
Prvnim typem je seismicky Sum (seismic noise), ktery na frekvencich mensich nez
60 Hz Sum dominuje. Vznikd tim, ze vibrace ze zemé se prenaseji skrz zavésy
na komponenty detektoru. Pro frekvence pod 10 Hz je typickd hladina Sumu
z(f) ~ 1072 m Hz~'/2, zatimco pro frekvence nad 10 Hz plati klesajici zavislost

m Hz /2, (1.16)

Seismicky Sum se da ve vyssich frekvencich snadno odstinit kyvadlovymi zavésy,
pripadné vyspélejsimi aktivnimi systémy. Potlaceni Sumu v pasmu okolo nékolika
hertz je vsak problém.

Druhym hlavnim typem Sumu je vystielovy Sum (shot noise). Je vyvolan fluk-
tuacemi poctu fotond, které jsou prijimany fotodetektorem. Na rozdil od pied-
choziho typu mé vystfelovy Sum vétsi vyznam naopak ve vyssich frekvencich (nad
200 Hz). Pro frekvence 100 Hz az 200 Hz je amplitudové spektralni hustota Sumu
okolo 10-23 Hz~1/2.

Pro minimalni detekovatelnou amplitudu lze odvodit [2]

1 heA

hmin. ~ T a_ 10
bL \V 277l

(1.17)

kde I je vykon (intenzita) laseru, b je pocet odrazi, A je vlnova délka laseru
a 7 je doba méreni. Zde si vSimneme, ze k tspésnému potlaceni vystielového
sumu je dobré mit vykonny laser. Vykon pouzivanych laserti je ve skutecnosti
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velmi maly (5 az 10 W), protoZe v aparaturdch se pouziva vykonové recyklace,
ktera umoznuje do optické soustavy postupné napumpovat az kilowattové optické
vykony.

S velkymi vykony souvisi Sum zpisobeny tlakem laserového zafeni na zrcadla
interferometru. Opét lze odvodit [2]

12 ThI\
m L ch

Poin, ~ (1.18)
kde m je hmotnost zrcadel. Vidime, Ze intenzita laseru je nyni v Citateli. Snaha
o potlaceni jednoho typu Sumu vede ke zvySeni druhého. Pokusime-li se najit
yzlatou stfedni cestu“ minimalizaci obou vztahti vzhledem k vykonu laseru, do-
staneme nakonec jednoduchy vztah

1 /7h
Pmin, ~ =14/ —, 1.19
~ TN (1.19)
coz pro LIGO (m =~ 100 kg, L = 4 km) a observa¢ni ¢as 7 = 1 ms dava Ay, ~
10723,

S touto elegantni formuli souvisi tzv. kvantova mez, ktera plyne z Heisenbergo-
va principu neurcitosti. Pro pozorovani, které trva 7, je nejmensi zméritelné posu-
nuti zrcadla L = Ax. Pfedpokladdme-li neurcitost hybnosti jako Ap ~ mdL /T,
dostaneme z principu neurcitosti AzAp > h vztah

hmin. ~ % ~ % T_h, (120)
m
coz je prekvapivé totéz co . Kvantova mez je fundamentalni poznatek.

Kromé seismického a vystrelového Sumu se na celkovém Sumu také vyznam-
né podili termalni Sum (Browniiv pohyb) v zavésech. Déle existuje jesté celd
fada slabsich, ne tolik vyznamnyjch ruseni. Naptiklad Sum zptsobeny fluktuace-
mi hustoty (a tedy fluktuacemi indexu lomu) zbytkového plynu v evakuovanych
ramenech. Ci $um v samotném laseru (fluktuace frekvence a intenzity).

Nemiizeme opomenout zminit ruseni zptisobené proménlivymi gravitacnimi
gradienty nevlnové povahy (napiiklad slapovymi silami Mésice). Tyto gradienty
se pouzivaji k testiim a kalibracim detektoru.

Na Obrazku zobrazujeme amplitudové spektralni hustoty riznych sumi v
interferometru Initial LIGO (v dnes$ni dobé je tento pfebudovavan na vylepseny
Advanced LIGO). Z nich vzaty soucet je pak kiivka citlivosti detektoru. Signaly
rozeznatelné v Ssumu jsou jen ty, které se nachéazeji nad touto kiivkou.

Nakonec se zminme o konceptu kosmického interferometru. Ackoliv kvalita
pozemskych interferometri stale roste, zvétsovat délku ramen detektoru nelze
donekonecéna, napfiklad kvili cendm vakuové techniky (a zakiiveni povrchu Ze-
mé). Soucasné vSudypfitomny seismicky Sum naprosto znemoziuje detekeci vin
frekvenci mensich nez 1 Hz. V kosmu obé tyto komplikace nenastavaji. Pravée
proto ve spolupraci ESA a NASA vznikd projekt LISA (Laser Interferometer
Space Antenna). V soucasné dobé je ale realizace projektu LISA nejasna a je
otazka, jak se cela situace vyvine.

V projektu [7] se uvazuje o vytvoreni detektoru ve tvaru rovnostranného troj-
thelniku o strandch zhruba 5 milionid kilometra (tj. asi 17 svételnych sekund),
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Obrazek 1.8: Citlivost interferometru Initial LIGO. Na grafu jsou vyneseny ampli-
tudové spektralni hustoty rtiznych typi Sumu v detektoru Initial LIGO (v dnes$ni
dobé je tento prebudovavan na vylepseny Advanced LIGO). O typech Sumu vice

v textu v souvislosti s formulemi az . 7 obrazku vidime, ze hlavnimi
sumovymi prispévky, které ovliviiuji krivku citlivosti, je seismicky Sum, ktery je
dominantni v oblasti malych frekvenci, a Sum vystielovy, ktery dominuje oblastem
s frekvenci vysSsi. zdroj: 3]

ktery bude tvofen tfemi druzicemi v jeho vrcholech. Cely trojihelnik by udrzoval
svij tvar a jeho rovina by svirala ithel 60° s rovinou ekliptiky. Soustava detektort
by sledovala drahu Zemé zhruba s opozdénim 20°.

Uvniti kazdé druzice by byla umisténa naprosto volné kovova krychle. Druzice
by pak pomoci specialnich nizkospotiebnich motorkii synchronizovala sviij pohyb
s krychli. Tato geodeticka krychle by soucasné realizovala zrcadlo interferometru.
Ve skute¢nosti by cely detektor fungoval jako tfi interferometry (za kazdy vrchol
jeden).

Ptednosti kosmického interferometru by byla obrovska délka ramen a absence
seismického Sumu. Navic v rezimu, ve kterém by detektor pracoval, by signal od
zdrojt, které nejlépe vidime na Obrazku [1.9] fadové prevySoval Sum. Interfero-
metr by pracoval v tipIné jiném a zajimavéjsim frekven¢nim pasmu (10~ az 10~}
Hz), neZ na které jsme zvykli z pozemskych detektort.

Shrnujici Obréazek zobrazuje schematicky kfivky citlivosti riznych typi
detektori a také parametry ocekavanych astrofyzikalnich zdroji.

V tomto odstavci shrnujeme pouzitou literaturu v této kapitole. Prvni pod-
kapitola byla zpracovana predev§im podle [I] s doplnénim dle [2] a [§]. Druha
podkapitola taktéz. Zacatek tieti podkapitoly je zalozen na [I], ¢ast o interfe-
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Obrazek 1.9: Srovnani potencialnich astrofyzikalnich zdroji gravita¢niho zafeni
a krivek citlivosti riznych typt detektort. Leva ¢ast je doménou zatim neexis-
tujicich vesmirnych interferometrii. Oc¢ekavanymi zdroji v této oblasti jsou, jak
vidime, ¢erné diry (splynuti, binérni systémy a formace). Dale také tésné binar-
ni systémy daleko od koncového stadia (myslime tim neutronové dvojhvézdy) a
IWDB (slabé interagujici dvojhvézdy sestavajici z bilych trpasliki). Prava ¢ast
pak patii pozemskym interferometriim (ptivodnim a vylepSenym). Zdroji v tomto
pasmu jsou vzacné vybuchy supernov v Mlééné dréaze, vybuchy supernov v hnizdé
galaxii v Panné a samoziejmé také findlni srazky v tésnych binarnich systémech.
Uplné vpravo jesté vidime tzké kiivky citlivosti riiznych rezonanénich detektort,
a to véetné nové navrhovanych sférickych antén. zdroj: 1]

ren¢nich detektorech a Sumech v nich je podle [2] s ptihlédnutim k [3], [6] a [12].
Soucasné bylo pouzito [7], [4] a [5].
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2. Obecna teorie relativity

2.1 TUvodni a historické poznamky

Obecna teorie relativity je geometrickou teorii gravitace. Jejim autorem je Albert
Einstein, ktery na ni pracoval v letech 1907 — 1915 za obc¢asné pomoci matematika
a svého spoluzaka Marcela Grossmanna. Obecné relativita zobeciiuje Newtonovu
teorii gravitace a myslenky specialni relativity a pfinasi jednotny popis gravitace
jakozto geometrické vlastnosti prostoru a ¢asu, resp. prostorocasu. Jednou z hlav-
nich myslenek je, Ze zakiiveni prostorocasu je v piimé relaci s energii a hybnosti
pritomné latky a zafeni (a toky této energie a hybnosti). Tento vztah je obsa-
hem Einsteinovych polnich rovnic, kterézto jsou soustavou deseti nelinearnich
parcialnich diferenciélnich rovnic.

Obecna relativita do fyziky zavadi mnoho novych napadi, myslenek a pojmi.
Mnoho jejich pfedpovédi se 1lisi vyznamné od predpovedi klasické fyziky. Uvedme
odlisny nahled na cas a jeho plynuti, prostorovou geometrii, volny pad téles a
siteni svétla. Priklady efektt, kde jsou tyto odlisné predpovédi pozorované jsou
napiiklad gravita¢ni dilatace ¢asu, gravitacni ¢ockovani, gravitacni rudy posuv
nebo Shapirtuv efekt (zpozdovani signalu, ktery prochézi silnym gravitaénim po-
lem).

Rada téchto piedpovédi byla ovéfena experimenty. Zmifime vysvétleni prece-
se perihélia Merkuru o onéch (newtonovskou teorii nevysvétlenych) 43 thlovych
vtefin za stoleti. Nebo také dnes jiz davnou Eddingtonovu expedici na pobrezi
Afriky za uplnym sluneénim zatménim, kterd ovétila (diky tehdejsi technice sice
ne piili§ vérohodné), Ze ohyb hvézdnych svételnych paprskii, které prochézeji bliz-
ko slune¢niho kotouce, je podle predpovédi obecné relativity dvojnasobny oproti
predpovédi Newtonovy teorie. Ci pozdéjsi Pound-Rebkovy experimenty s ,,pa-
dem” svétla, které demonstrovaly gravita¢ni rudy posuv. Nebo nedévny projekt
Gravity Probe B — test efektu vleceni vztaznych soustav a de Sitterovy precese.

Obecna relativita ma rovnéz mnoho astrofyzikalnich disledkt. Plyne z ni exis-
tence Cernych dér, které jsou pravdépodobné zodpovédné za extrémni luminozitu
jistych vesmirnych objektti — zejména jadra galaxii a kvazary. Jejim disledkem
je také gravita¢ni ¢ockovani. Svétlo z néjakého objektu (naptiklad kvazaru) mi-
ze byt ohnuto v gravita¢nim poli jiného objektu (naptiklad galaxie), ktery je z
pohledu Zemé pred zdrojem. Blizsi objekt se pak chova podobné jako ¢ocka, coz
bude mit za nésledek, Ze na obloze muze byt okolo cocky viditelnych vice ko-
pii vzdalenéjsiho objektu. Z hlediska kosmologie je obecna relativita zakladem
pro ruzné modely dynamického vesmiru. A v neposledni fadé obecna relativita
predpovida existenci gravitacnich vin a jejich vlastnosti.

Obecna relativita je velmi rozsahla a slozita ¢ast fyziky. Proto nyni shrneme
opravdu jen to nejnutnéjsi, pri¢emz hlavnim zdrojem nam je [8], kde lze nalézt
vechny patfi¢né dikazy a odvozeni. Dopliiujicim zdrojem je [9].

2.2 Prostoroc¢as a metrika

Z matematického hlediska je prostorocas ¢tyfrozmérna pseudo-Riemannova varie-
ta, coz je souvisly metricky prostor, ktery je lokalné podobny obycejnému ctyiroz-
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mérnému euklidovskému prostoru a je vybaven néjakou metrikou s lorentzovskou
signaturou. Na rozdil od euklidovského prostoru muze byt zakfiven a jeho topo-
logické vlastnosti mohou byt znacné odlisné. Miizeme si ho predstavit naptiklad
jako plochu, ktera je vnorena do né€jakého mnohorozmérného euklidovského pro-
storu. V prostorocase je déle prirozené zavést souradnice, coz vlastné znamena
konzistentné a spojité pojmenovat jeho jednotlivé body ¢tvericemi ¢isel.

Metrika je fundamentalnim pojmem obecné relativity, protoze pravé ona nese
informaci o vnitini geometrii prostorocasu — o gravita¢nim poli. Je jistym zo-
becnénim skalarniho soucinu a ve zkratce by se dalo Tict, ze dava do souvislosti
prostorocasové souradnice a vzdalenosti. Pro porozumeéni konceptu si uvédomme
par véci z formalizmu specialni relativity, kde se pouziva ploché metrika.

Ve specialni relativité se pracuje s prostoro¢asovym intervalem (vzdalenosti)
s, ktery je invariantem vici Lorentzovym transformacim. V kartézskych sourad-
nicich ¢, z,y, z je vyjadfen

ds* = —c*dt? + dz® + dy? + dz?, (2.1)
coz lze také zapsat (pouzivame Einsteinovu sumadcni konvenci a nadale ¢ = 1)
ds* = n,,dz"dz” = dz,dz", (2.2)

kde Minkowskiho metrika je

-1 0 0 O
0 100

77,uz/ - 0 0 1 0 ) (23)
0 001

pfi¢emz da# = (dt,dz,dy,dz) a dz, = (—dt,dz, dy, dz) jsou slozky lorentzovsky
kovariantnich objektt — vektoru a kovektoru (v tomto pfipadé infinitezimalnich).
Metrika také realizuje zminény kartézsky soucin, napriklad pro vektory A a B je

A-B=n,A"B", (2.4)
a zvedani a spousténi indext (vektor-kovektorovou korespondenci)
Ay =nwA”, AR =n"A,, (2.5)

kde n** je takové, ze
N = 0%, (2.6)
V ptipadé Minkowskiho metriky vychézi ptimo n*®) = M) ()
V obecné relativité, kde je prostorocas zakfiven a soutadnice jiz nemusi byt
kartézské (pojem kartézskych soufadnic nemusi mit ani smysl), metrika nemusi
byt v kazdém bodé prostorocasu stejna. Rovnost je pak nahrazena

ds* = g, dr"da”, (2.7)

kde dx* jsou diferencialy néjakych obecnych souradnic. Naptiklad ,,délku“ ko-
ne¢né dlouhé kiivky parametrizované parametrem A mezi body (1) a (2) bychom
spocetli odmocnénim a naslednou integraci

) dz* dav
(= ,————dA. 2.8
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Vektor v daném bodé kiivého prostorocasu jiz nelezi uvniti, ale ¢ni z ného
ven, tj. lezi v te¢ném prostoru, ktery je v tomto bodé pfilepen. Vzorec ,
kde provedeme zaménu 7, — g, zistava v platnosti, je ale tieba pamatovat,
ze je nutné brat vektory vychazejici ze stejného bodu a metriku vycislovat v
tom samém bodé. Totéz plati i v pripadé vektorovych poli. Podobné i zvedani a
spousténi indexu pracuje po zaméné stejné. Také plati

9" g = 6", (2.9)
Guv = Gup-

Metrika by méla byt navic nesingularni, tj.

Guv F 0, g = det(Qw) # {0, 00}. (2.10)

Singularita metriky znac¢i bud singuldrné zvolené soufadnice, anebo v horsim
pripadé singularitu samotného prostorocasu.

Rozliseni intervald a vektorti, pripadné vektorovych poli pomoci metriky na
¢asupodobné, nulové (svételné) a prostorupodobné je opét analogické jako ve
specialni relativité.

2.3 Paralelni prenos a geodetiky

V plochém prostoru je velice pfirozené srovnavat (s¢itat, skalarné nasobit) dva
vektory, které vychazeji z riznych bodi. K porovnani staci jeden z vektorti pre-
sunout ke druhému. Pii presunu staci drzet jeho kartézské slozky konstantni a
vektor se diky plochosti prostoru nijak nezméni.

V zakfiveném prostorocase je ale situace jina, nebot vektory v rtiznych bodech
lezi v riznych tecnych prostorech a neni jasné, jakym zptisobem je presouvat
k sobé a porovnavat. Koncept presunu vektoru z bodu do bodu podél néjaké
kiivky tak, aby se vektor v jistém smyslu pfi pfesunu nezménil (pokud cely proces
presunu rozdélime na infinitezimalné malé kroky, je tfeba aby ptivodni vektor a
jiz malicko posunuty vektor byly paralelni a stejné dlouhé az do prvniho fadu
malosti), je znam jako paralelni pfenos.

Matematicky vyjadiujeme paralelni pfenos diferencidlni rovnici (rovnice pro

paralelni pfenos)
dv# dx®
=-TI" ,——V7P 2.11
dA Ban (2.11)
kde V#()) jsou slozky vektoru V, ktery je paralelné prendsen podél kiivky x#(\).
Veli¢iny (funkce) T'* op Se nazyvaji Christoffelovy symboly a netvori tenzor.
Daji se vyjadiit pomoci derivaci metriky jako

1
o5 = 59" (gars + ora = Gapr)s (2.12)

2
parcidlni derivaci zna¢ime c¢arkou, tj. , = 0/0z). Odtud vidime, ze Christof-
felovy symboly jsou ve spodnich dvou indexech symetrické. Paralelni pfenos ma
jednu uzite¢nou vlastnost — pfi prenosu dvou vektorti, které zacinaly ve stejném
bodé, se jejich skalarni souc¢in zachovava, coz souvisi s pravé uvedenym vztahem
mezi Christoffelovymi symboly a metrikou.
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S pojmem paralelniho pfenosu je spojen pojem kovariantni derivace. Kratce
feCeno, parcialni derivace slozek vektorového pole jiz nemusi byt slozky néjakého
tenzoru (druhého fadu), jako tomu je ve specidlni relativité, protoze definice deri-
vace vyzaduje od¢itani dvou vektord v riznych bodech zakiiveného prostorocasu.
Pfesuneme-li ale jeden z vektort k tomu druhému pomoci paralelniho prenosu,
dospéjeme nakonec k pojmu této ,vylepsené* derivace V definované takto

VI = VaVE = 0V T8 V. (2.13)

Kovariantni derivace je linedrni podobné jako derivace parcialni a spliiuje vzorec
pro derivaci sou¢inu. Navic uz spliiuje pozadovanou vlastnost — derivace slozek
vektoru jiz tvoii slozky tenzoru druhého fadu. Vsimnéme si, Ze pro plochou metri-
ku g,, = 1 jsou Christoffelovy symboly identicky nulové a kovariantni derivace
splyvéa s derivaci parcialni.

Geodetikou nazveme kiivku z#(\), ktera spliiuje rovnici (rovnici geodetiky)

d2z+ p dr® dz? B

e e an T
Porovnéme-li tuto rovnici s (2.11)), vidime, Ze to je vlastné rovnice pro paralelni
prenos tecného vektoru dz*/d\ geodetiky podél geodetiky samotné. V tomto
smyslu je geodetika vzdy nejpfiméjsi kiivkou, jakymsi zobecnénim piimky. Jak
je ostatné vidét, v plochém prostorocase (I' = 0) rovnice geodetiky pfejde pifimo
na rovnici primky.

Jak jiz bylo feceno, paralelni pfenos zachovava skalarni soucin vektori, spe-
cidlné zachovava normu (velikost) vektoru. Z toho plyne, ze tecny vektor nikde
neméni svij charakter (napfiklad z ¢asupodobného na prostorupodobny). Ge-
odetiky tak muzeme rozlisit podobné jako vektory na c¢asupodobné, nulové a
prostorupodobné.

Prostorupodobné geodetiky je nejvyhodnéjsi parametrizovat pomoci jejich
vlastni délky. Casupodobné geodetiky parametrizujeme pomoci vlastniho ¢asu
pozorovateld, které se po nich pohybuji. Nulové geodetiky nelze parametrizovat
ani vlastni délkou ani vlastnim ¢asem, nebotf prispévek obojiho je podél nich
nulovy. Za tcelem parametrizace se tedy voli néjaky obecny parametr.

Geodetiky jsou navic fesenim variacni tlohy

0— 5/d/\, (2.15)

kde A je parametr geodetiky. Prakticky to znamena, Ze prostorupodobné geodeti-
ky jsou nejkratsi spojnici dvou bodi (maji nejmensi vlastni délku). Naopak podél
c¢asupodobné geodetiky ubéhne pozorovateli na hodinkach nejvice ¢asu ze vsech
moznych spojnic.

Fyzikalné jsou ¢asupodobnymi geodetikami napiiklad svétocary volnych tes-
tovacich ¢astic. Svétlo se $ifi po nulovych (svételnych) geodetikach, coz lze ukazat
z Maxwellovych rovnic v rdmeci eikonélové aproximace [9]. Uvazujeme-li elektro-
magnetickou (svételnou) vlnu, jejiz vlnova délka je podstatné mensi, nez je polo-
mér prostorocasové kiivosti (definovany jako typicka slozka Riemannova tenzoru
umocnéné na —1/2) a také mensi nez charakteristicky rozmér, na kterém se méni
polarizace, amplituda a vlnova délka, pak jsou svételné paprsky (definované jako
integralni k¥ivky vlnového ¢tyfvektoru této vlny) v ramci aproximace nulovymi
geodetikami.

(2.14)
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2.4 Krivost

Z Christoffelovych symbolti a jejich parcidlnich derivaci mitizeme zkonstruovat
tenzor zvany Riemanntv tenzor kiivosti (a¢ Christoffelovy symboly samy tenzor
netvori). Jedno z moznych vyjadieni Riemannova tenzoru kiivosti je

Ruyaﬂ = Ful/ﬁ,oz - Fuua,ﬂ + FM&UFUVB - Fuﬂaral/a' (216>

Z tohoto vyjadfeni lze odvodit (s vyuzitim symetrii metriky a Christoffelovych
symbolti) fadu symetrii a antisymetrii Riemannova tenzoru. Tyto symetrie a an-
tisymetrie nejsou vsechny nezavislé. Plati

R, =—R. (2.17a)

Rt +R' \, +R', =0 (2.17b)
Ry = —Ryuex (2.17c)

Ryuvea = R (2.17d)

Ruvixnio + Ruvrow + Buvoriy = 0. (2.17¢)

Posledni identita je diferencialni a je jednou z Bianchiho identit.

Riemannuv tenzor nese tplnou informaci o prostoroc¢asové kiivosti. Je-li iden-
ticky nulovy, pak je prostorocas plochy a naopak. Nulovost Riemannova tenzoru
je téz ekvivalentni s integrabilitou paralelniho prenosu. Paralelni pfenos je inte-
grabilni, pokud pfi pfenosu vektoru mezi dvéma body nezavisi na cesté, kterou si
mezi témito dvéma body vybereme (pro dvé rizné cesty nejsou vysledkem pieno-
su dva rizné vektory). Toto je téZ ekvivalentni tomu, Ze pfi pfenosu po uzaviené
kiivce (z jednoho bodu do téhoz bodu) se prendseny vektor nezmeéni.

Riemanntiv tenzor také tizce souvisi s takzvanou deviaci, resp. fokusaci geode-
tik. Uvazujme hladky svazek geodetik (geodetickou kongruenci) z#(\,v) tak, ze
jednotlivé geodetiky jsou rozliSené (ocislované) pomoci parametru v a jsou para-
metrizované pomoci . Déle zavedme separacni vektor, ktery spojuje dvé blizké
geodetiky

dz#
b= —) 2.18
= (218)
Pak se d4 dokazat, ze plati rovnice geodetické deviace
D2¢H , da” d2?
B M e 2.1
d2 Roos gy an (2.19)
ke D2¢ d?¢ dz® d2”?
= I ——— 2.2
D2 - D T e (2.20)

je druhé absolutni derivace ve sméru podél geodetik (kovariantni zobecnéni zrych-
leni do kiivého prostoru). Separacni vektor dvou blizkych geodetik se tedy vyviji
podle . Miize se prodluzovat, coz odpovida vzajemnému vzdalovani geo-
detik (deviaci), nebo zkracovat, coz odpovida vzajemnému piiblizovani geodetik
(fokusaci). Jak vidime, za deviaci nebo fokusaci geodetik je zodpovédna kiivost.
V plochém prostoru tedy k deviaci nebo fokusaci nedochazi.

Z Riemannova tenzoru muzeme zuzenim zkonstruovat Ricciho tenzor

R, =R, (2.21)
ktery je diky (2.17d)) symetricky, a dalsim zGzenim skalarni kiivost
R=R:, (2.22)
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2.5 Einsteinovy rovnice
Einsteinovy rovnice maji v geometrizovanych jednotkach (G = ¢ = 1) tvar
G+ ANgy =871, (2.23)

pficem? v negeometrizovanych jednotkach je 87 nahrazeno 87G/c?. Nalevo stoji
Einsteintv tenzor G, zkonstruovany z Ricciho tenzoru, skaldrni kiivosti a met-
riky .
G =R, — §Rgu,, (2.24)

a Clen s kosmologickou konstantou A, ktery se v nekosmologickych aplikacich
obvykle vynechava. Napravo stoji tenzor energie-hybnosti. Oba tenzory G, a
T,, jsou symetrické (g,, samoziejmé také), takze celkem z Sestnacti rovnic jich
je jen deset nezavislych.

Tenzor energie-hybnosti na pravé strané nese tplnou informaci o zdrojich gra-
vitacniho pole, které je reprezentovano ryze geometrickou levou stranou. Vyznam
jeho slozek je nasledujici:

o 7% je hustota energie
e T je hustota i-té slozky hybnosti
o TY% je j-t4 slozka hustoty toku energie
e T je j-t4 slozka hustoty toku i-té slozky hybnosti.
Ponévadz leva strana identicky spliiuje (diky Bianchiho identité)
V. (G + Ag") =0, (2.25)

z Einsteinovych rovnic plyne automaticky obecné relativisticky zakon zachovani
energie a hybnosti zdroji v podobé rovnice kontinuity

v, T" = 0. (2.26)

Pritomnost kovariantni derivace misto parcialni znemoznuje pouziti Gaussovy
véty, coz ma za nasledek to, ze ze zdroje mohou byt energie a hybnost odnaseny
gravita¢nimi vlnami.

Einsteinovy rovnice jsou nelinearni soustavou PDR a je velmi tézké je resit.
Jejich nelinearita se projevuje tak, ze zdroje piisobi samy na sebe a gravitac¢ni
pole taktéz. Maji tedy v sobé obsazenou i dynamiku zdroji, ¢imz jsou zajimavé. V
pristi podkapitole se podivame na jejich linearizovanou aproximaci, kde se tento
efekt nevyskytuje, a proto je jednodussi je Tesit.

2.6 Linearizovana teorie gravitace

Toto téma rozebereme trochu podrobnéji, nebot se tizce tyka slabych gravitac-
nich vin. Hlavnim vychodiskem linearizované teorie je predpoklad témér plochého
prostorocasu. Chceme, aby existoval soutadny systém z* takovy, Ze v ném ma
metrika tvar

Guv = My + huua (227)
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kde h,, je malé i se svymi derivacemi
|hw| <1, | hwal < 1,.. ., (2.28)

neboli, ze metrika je ,blizka“ Minkowskiho ploché metrice. O h,,, a jeho derivacich
predpokladame, zZe to jsou veli¢iny prvniho radu a proto budeme jejich druhé a
vysSi mocniny zanedbavat.

Pro inverzni metriku tak odtud plyne (do prvniho fadu po zanedbani) vztah

g =n"" —h, (2.29)
coz je konzistentni se vztahy

g gr, = 6", R = ponPhys. (2.30)
Indexy se tedy zvedaji a spoustéji pomoci Minkowskiho metriky. V pfesnosti do
prvniho fadu se tak k h,, miZeme stavét jako k tenzorovému poli v plochém
prostorocase.

Déle mtzeme z ([2.12)) ur¢it Christoffelovy symboly (opét do prvniho fadu)
1
Mo = 50" (hars + hara = hap ), (2.31)
z (2.16)) Riemanniv tenzor

1
R;U/ozﬁ = §(hu6,uo¢ + hua,uﬁ - hua,uﬁ - huﬁ,ua)a (232)

kontrakcemi pak Ricciho tenzor a skalarni kiivost

1
—(h®, e+ 1% e — Py —Ohy),  R=h0Y 5 —DOh (2.33)

2 mro v,po

R, =

a nakonec dle (2.24) Einsteintiv tenzor

1
- [hOL _"_ ha

2 pvo v,po

G = — Ty — Ohys — 0 (B 5 — O, (2.34)

kde jsme oznacili

0=,  h=h". (2.35)

07

Einsteinovy rovnice (2.23)) pak maji tvar (kosmologickou konstantu neuvazu-
jeme)
e + 8% e — Py — Ohyy — 0 (B 5 — OR) = 167T},,. (2.36)

wre

Rovnice lze ¢astecné zjednodusit, pokud zavedeme nové veliciny

. 1
hyw = hy — 577,“,h. (2.37)
Z jejich definice jesté plyne
_ 1 o _
hyw = by — 577,“,h, h=h", h = —h. (2.38)



Diky nim Einsteinovy rovnice nakonec dostanou tvar

— DEW’ — n.UVBaﬁ,ag + h* + hal,,pa - 167TTMV' (239)

mre

Zatim jsme pracovali v jednom daném souradném systému, v némz je metrika
,blizkd“ Minkowskiho metrice. Takovy soufadny systém nazveme skoro
lorentzovsky. Ukazuje se, ze existuji dva typy transformaci, které prevadéji jeden
skoro lorentzovsky souradny systém x* na jiny, téZ skoro lorentzovsky x#. V ném
bude mit metrika podobny tvar, tedy

G = Naw + Ny (2.40)

kde ale 1, bude obecné odligné od k.
Jednim typem transformaci jsou ze specialni relativity dobfe zndme nehomo-
genni Lorentzovy transformace

't = A+ b (2.41)
D4 se odvodit, ze pak plati (v prvnim fadu)
= NSNS hogs. (2.42)

Perturbace h,, ploché metriky se tedy transformuje jako tenzor ve specialni rela-
tivité a je zfejmé, ze jako specialné relativisticky tenzor se transformuji i lineari-
zované Christoffelovy symboly , popripadé linearizovany Riemanniiv tenzor
([2.32)). Potvrzuje se tedy to, Ze linearizovanou teorii lze chapat jako teorii tenzoro-
vého pole hy,, druhého fadu (gravita¢niho pole) v plochém prostorocase. Veli¢iny
h silze analogicky s elektromagnetickym ctyfpotencidlem A, v elektrodynamice
predstavovat jako potencialy gravitacniho pole.
Zajimavéjsi je druhy typ transformaci — takzvané kalibra¢ni transformace.
Maji tvar
e (2.43)
kde & je vektorové pole, které je malé i se svymi derivacemi, stejného fadu jako

hyw. Pracovné ho miizeme nazyvat generatorem kalibracni transformace. Opét se
dé odvodit, ze (v prvnim fadu)

h:w = hul/ - gu,u - 51/,# (2448,)
h' = h—2¢", (2.44D)
B:w = ;LMV - gu,u - gu,u + nuufoja (244C)
W =h+2¢, (2.44d)
a také po dosazeni do (2.31]) a (2.32))
P,Tw = Fa,uu - a,u,u? :waﬁ = R,u,yaﬁ- (245)

Vidime, ze Riemanntiv tenzor a tedy i Ricciho tenzor, skalarni kiivost a Einsteintiv
tenzor jsou kalibra¢né invariantni, coz velmi pfipomind situaci v elektrodynami-
ce, kde kalibra¢ni transformace ¢tyfpotencidlu Aj, = A, + 9,A nechévé tenzor
elektromagnetického pole F),, nezménén.
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Vratme se ted k Einsteinovym rovnicim ([2.39). Je snadno vidét, Ze pokud
bude platit

8y, = 0, (2.46)

Einsteinovy rovnice se velmi zjednodusi. Pfejdou na nehomogenni vlnové rovnice
Ohyw = —167T),,. (2.47)

Podminky se v analogii s podobnymi podminkami 6#A,, = 0 v elektrody-
namice nazgyvaji Lorentzovy nebo také harmonické.

Pro dané E,u,u muzeme provést kalibracni transformaci takovou, Ze nové l_ziw
bude spliiovat zminéné Lorentzovy podminky. Z lze snadno nahlédnout,
ze generator této kalibrac¢ni transformace musi spliiovat nehomogenni vinovou
rovnici

¢, = 0" hy. (2.48)

O aproximativnim Feseni nevakuovych Einsteinovych rovnic (2.47)) (kvadrupé-
lovém pfibliZzeni) se zminime velice stru¢né pozdéji. Nyni se ale vénujme vakuo-
vému pripadu, kterému odpovidd homogenni vlnova rovnice

Oh,., = 0. (2.49)
Nejjednodussim fesenim je feSeni ve tvaru rovinné harmonické viny
hyy = Hy et (2.50)

kde ﬁwj jsou obecné komplexni konstanty (tvorici tenzor amplitudy) a k, je
vinovy ¢étyivektor viny. U a podobnych vyraz budeme vynechavat zapis
realné casti, protoze budou predstavovat linearni vyrazy. Dosazenim do (2.49))
dostaneme

ko = 0. (2.51)

Vlna se tedy pohybuje rychlosti svétla, pti¢emz Lorentzovy podminky ([2.46)) im-
plikuji jeji tranzverzalitu B

H, k" =0. (2.52)

Fixovani kalibrace Lorentzovymi podminkami nevycerpava kalibracni volnost

uplné. Stéle je jesté mozné provadét kalibracni transformace, jejichz generatory

spliiuji dle ([2.48))
¢, = 0, (2.53)

aniz by byly podminky naruSeny. Ocekavame tedy, ze kalibraci ptjde omezit
jesté vice. Zvolme FeSeni (2.53)) také jako rovinnou harmonickou vlnu (se stejnym

vlnovym ¢tyfvektorem)
£ = =g, (2.54)

kde =, jsou konstanty, které charakterizuji tuto Lorentzovy podminky zachova-
vajici kalibra¢ni transformaci. Z rovnice (2.44c|) dostaneme transforma¢ni vztah
mezi amplitudami

H, = H,, — Bk, — Evky + 1 Eak®. (2.55)
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Tato rovnice umoziiuje zvolit ¢tyii konstanty =, kalibracni transformace tak, zZe
po prekalibrovani bude platit

Hy, =0 (2.56a)
H% = 0. (2.56b)

Podminky nejsou vSechny vzajemné nezavislé, jak by se mohlo zdat. Ne-
zévislé jsou pouze tii. Z predpokladu Hy,, = 0 a podminky transverzality (]m ,
které stale plati, totiz plyne Hyy = 0. Celkem tedy mame ([2.52)), (2.56a)) a (2.56b)),
coz je dohromady osm podminek, které redukuji ptivodné deset slozek tenzoru
amplitudy H,, na dvé nezévislé, kterym odpovidaji dvé nezévislé polarizace viny
(napriklad linearni 4+ a x).

Lorentzovska kalibrace, ktera splnuje se nazyva transverzalni a beze-
stopéd (transverse-traceless, TT). Bezestopa podle a transverzalni podle
(2.52)) a (2.56a)). Rovnici totiz lze zapsat kovariantné jako

H,U" =0, (2.57)

kde U je libovolny ¢asupodobny vektor (v nasem vztazném systému jsou jeho
slozky U” = (U°,0,0,0)). Je tedy transverzalni ke sméru sifeni ¥ a sméru vektoru
Uv.

Jesté si viimnéme, ze diky a jejiho disledku A%, = h = 0 je v TT
kalibraci podle primo

Py = s H,=H,, (2.58)

takze pro rovinou harmonickou vinu v T'T kalibraci $itici se naptiklad podél osy
z v kladném sméru mtzeme psat diky vsem podminkdm

0 0 0 0
_ 0 h—i— h>< 0 iw(z—t)
e P (2.59)
0 0 0 O

kde Ay a hy jsou konstanty. Pro hyx = 0 dostaneme linearné polarizovanou vinu s
polarizaci +, kdezto pro hy = 0 s polarizaci x. V obecném pripadé je polarizace
elipticka.

Nyni uz jen ve strucnosti o kvadrupodlovém pfiblizeni. Partikularni feseni ne-
homogenni vinové rovnice 1ze pro ostrovni systém (analogicky s elektrody-
namikou) psat jako retardovany integral

z T (t — v —1'[,x') 4
hw,(t,r)zzl/ T (2.60)

V pfipadé, zZe zdroj (v bodé r’) je podstatné mensi, nez je vinova délka vysilanych
vln, bychom dostali po zdlouhavém a pracném vypoctu pfiblizeni (v TT kalibraci)

2

Y (tr) ==
i () "

DI (t—|r —r']), (2.61)

kde T* znaéi TT projekei, kterou obstarava T'T projektor Pjjmn

1 Tp — T
— k
ij|mn = -ijPkn - Ef)jkpmna -ij - 6jk — Nyng, ng =

(2.62)

r—r|’
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a D;; je tenzor kvadrupdlového momentu

1
Dz](t) - /Q(t,r) (Tﬂ”j - g(sij’l"2> d31‘. (263)
Konec¢né integraci energetického toku pres sféru pomoci vyrazu pro efektivni ten-

zor energie-hybnosti gravitacnich vin

1
b = 5= {(Ouhin) (Ouhe) (2.64)

a nakonec dostaneme luminozitu

L=—-(DijD), (2.65)

kde (-) znaci ¢asovou stfedni hodnotu.
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3. Model interferometrického
detektoru

3.1 Uvodni slovo

V Kapitole (1] jsme vidéli, ze interferometricky detektor gravita¢nich vin je velmi
slozité zarizeni. Zjistit, jak bude reagovat na prichod gravitacni viny, neni aplné
jednoduché. Casto byva kladena veelku jednoduché otézka (i autor této prace si
ji kdysi polozil): Pro¢ je detektor vitbec schopen néco detekovat, kdyz jak zrcadla
tak i svétlo, které se mezi nimi $iti, jsou ovliviiovany tou samou vlnou? Na otazku
zkusime odpovédét pomoci podrobnéjsi analyzy.

V této kapitole prezentujeme jednoduchy model detektoru, ve kterém je svét-
lo (elektromagnetické pole) odrazejici se mezi zrcadly zastoupeno bodovymi ne-
hmotnymi ¢asticemi pohybujicimi se rychlosti svétla (fikejme jim fotony). Po-
zorovani interference svételnych vin z obou ramen detektoru je pak nahrazeno
pozorovanim rozdilu cast, se kterymi cCastice vystielené do obou ramen z délice
svazkil a odrazené od koncovych zrcadel dorazi zpét k délici.

N&s nahled nicméné zanedbava gravitacni rudy posuv svételnych vin, ktery
je zptsoben prochézejici gravitacni vlnou. Jinymi slovy, gravitacni vlna pivodné
sfazované svételné viny stejné délky nejen vzajemné posouva, ale i natahuje a

vvvvvv

bylo potfeba primo resit Maxwellovy rovnice na pozadi gravitacni viny.

3.2 Model

V nasem modelu predpokladame, Ze z délice svazkt B spolecné startuji dvé ¢as-
tice F; a F, (fotony). Kazda se vyda do jednoho ramena detektoru, odrazi se od
koncového zrcadla M; nebo M, a vrati se zpét k déli¢i. Schematicky je to znazor-
néno na Obrazku 3.1} O zrcadlech a o déli¢i predpokldadame, Ze jsou zavéSeny na
kyvadlovych zavésech, které zajistuji jejich volny pohyb.

Pokud neuvazujeme vliv gravitacni viny, vrati se fotony presné ve stejny oka-
mzik, protoze délka obou ramen je L. Gravitacni vlna jakozto perturbace ploché
geometrie ovlivni pohyb vSech objekti, tj. fotont, zrcadel i délice, coz zptisobi to,
ze fotony dorazi zpét v riznych casech, jak vidime na prostorocasovém Obrazku
B.2] Cilem bude zjistit rozdil téchto ¢asti. Nejprve si ptipravime pohybové rovnice
jednotlivych prvki, které potom zintegrujeme a dopoc¢teme integrac¢ni konstanty.

3.3 Pohybové rovnice

Fotony se samoziejmé jako nehmotné volné ¢astice budou pohybovat po nulovych
geodetikach, kdezto hmotna volna zrcadla a déli¢ po ¢asupodobnych geodetikach.
Pro vypocet si nejprve pfipravme rovnici geodetiky ([2.14])

d2zH dz® daf

pr drm AT 1
oz Pl gy =9 (3.1)
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£ h,

Obrazek 3.1: Schéma modelu. Model detektoru sestava z délice svazku B a dvou
zrcadel M; a M,. Dva fotony F; a F, opoustéji soucasné B a po odrazu od zrcadel
M; a M, se v rliznych casech vraci zpét k B. Nas model méti rozdil doby letu
obou fotonti F; a F; pod vlivem gravita¢ni viny.

vylou¢enim parametrizace. Rovnici rozepisme zv1ast na ¢asovou slozku a prosto-
rové slozky

d?z®  _, dz®da’

- 7 2
D ey (3.22)
d2z -~ dz® da”?
' ,——=0. 3.2b
D2 ey (3.20)
V druhé rovnici prevedme derivace podle
4 dd @ e cany e -
d\ O dAdt’ dA2  dAZdt d\ ) de?’ '
kde t = 2° je soufadnicovy ¢as. Tim dostaneme
de? do’  (dt\? (A%’ da® daf
- — " ,——1]=0. 3.4
D2 di +(d)\) (dt2 ey dt) (34)
Z prvni rovnice (3.2a]) ted mtizeme vyjadiit d?t/d)\?, dosadit do druhé rovnice, a
tak ziskat 2y ' 5
dt d-z’ : dx’ dx® dz
— I ,— o —1 =0. :
(dA) {dtQ * ( o8 T g aﬁ) TR } 0 (8:5)

Jelikoz soufadnicovy cCas roste podél svételnych i ¢asupodobnych geodetik, se
kterymi pracujeme, je dt/d\ > 0, takZe muZeme rovnici timto vykratit, a tak
obdrzet rovnici

&2 da' da® dz?
’ x Oaﬁ> ) (3.6)

+ (I3 — —T —_—
dt? ( of o dt dt dt

Pro ucel vypoctu zavedme jednotkové vektory a a b, které mifi ve sméru
ramen a jsou orientované od délice k zrcadlim. Probihajici vipocet bude pro obé

ramena stejny, proto ho provedme napiiklad pro prvni rameno urcené vektorem
a. Pro druhé staci ucinit ve vysledku zaménu a — b.
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ot{ M, M,

Obrazek 3.2: Schématické prostorocasové znézornéni svétocar fotont, zrcadel a
délice. Tatéz situace jako na Obréazku [3.1], jen je jinak nakreslena. Svétocary Fy,
Fo, My, M, a B jsou geodetikami v poli gravitacni viny.

Provedme nékolik formalnich tprav. V rovnici (3.6]) rozvinime séitani pfes o a

s
d?a! i da’ i dz’ , '\ da?
’ dz? da’ dzk '
e, ——719 | = _—)0
* ( ikt Jk) dt dt
Daéle zavedme projektor do roviny kolmé na smér ramena a
ILij = dij — aia;. (3.8)
S jeho pomoci déle rozepisme (3.7))
d2z? , da? : da? da
e 2(IM — —T%, | —
: dz' , \ dada
+<Faa_ thaa> Ea—i_
(3.9)

; da’ - dzF i
+2 (F Oj—gr()]) HJkEJrZ(F o~ gL
- dz’ , dzt dz™
i, — —71°% |JIVI" ——— =0
+< kAt J’“) Cimede de ’

kde jsme zavedli projekci polohy z do sméru ramena a projekce Christoffelovych
symboli

R N
dt  Fdt

_dxi 0 >da - daxk
aj

a = 1'a;, I =Tg,0, atd. (3.10)
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Rovnici jesté zprojektujme do sméru ramena (nésobme a;)

d%a da da da
— 4+ (I, — —TI? 2(re, — —1°. | —

+ (Faaa - %Foaa) %da +

dt dt dt (311)
. da_, - da® ., da_, \da_,; da* '
42 (r o T Oj) w2 (r o= T aj) TW

da , dz! dz™
re. __FO. I’ Hk: e
* ( kqt J’“) g a =0

¢imz dostavame evoluéni rovnici pro podélné slozky pohybt (ve sméru ramena).

Rovnici bychom také mohli celou projektovat do roviny kolmé na smér ramena
a ziskat tak rovnici pro pri¢cné pohyby, které se objevuji i v rovnici pro pohyby
podélné. Pozdé€ji bude ziejmé, pro¢ jsme tak neucinili. Jeden z divodi uvedeme
ihned. Kdyz si predstavime zrcadla a déli¢ jako rozlehlé roviny kolmé na smér
ramena, fotony nerozpoznaji jejich posun ve sméru kolmém na rameno. Navic v
prvnim fadu poruchového poctu se v rovnicich pro podélné projekce ty pricné
neuplatni, jak za chvili uvidime.

Ve vypoc¢tu nyni zacneme uplatnovat poruchovy pocet v prvnim fadu. O
Christoffelovych symbolech predpokladame, Ze to jsou veli¢iny malé prvniho 7a-
du a povazujeme je za poruchy. O trajektorii z°(¢) (fotont i soucastek) obecné
predpokladame, Ze je tvaru

2'(t) = (Xo + Vi)a' + 5z (t), (3.12)

kde prvni ¢len odpovida neperturbovanému pfipadu (rovnomérnému piimocaré-
mu pohybu podél ramena) a druhy ¢len je gravitacni vlnou zptusobend porucha
(téz mald prvniho fadu i véetné svych derivaci), kterd jiz nemusi byt ve sméru
ramena (tj. I;;027 # 0). Specialné pro déli¢ bereme Xy = V = 0 a pro zrcadlo
Xo = L, V = 0. Pro foton letici od déli¢e k zrcadlu bereme Xy =0, V =1 a
pro vracejici se odrazeny foton Xy = 2L, V = —1. Prvni fad poruchového poctu
znamenad, ze budeme zanedbavat ¢leny kvadratické a vyssi ve veli¢inach prvniho
rfadu a také to, ze Christoffelovy symboly budeme vycislovat podél neporusené
trajektorie (tedy to, ze do poruchy se jiz porucha nedosazuje).

Z (3.12)) plyne pro projekci
a(t) = a;z'(t) = Xo + Vt + da(t), Sa(t) = a;0x'(t). (3.13)

Dosadime-li nyni (3.12) a (3.13) do (3.11) a provedeme-li popsand zanedbéni,
zjistime, ze koncové ¢leny obsahujici projektory diky identité IT;;a’ = 0 tiplné vy-
padnou a zbude nésledujici rovnice (Christoffelovy symboly jsou vy¢islené podél
neporusené trajektorie)

d%da
dt?

= VI%y — % + 2V?I° — 2V  + V310  — VT, | (3.14)
ktera tvori zaklad pro vypocet. Tak vidime (a jesté uvidime u podminky svétel-
nosti fotonovych geodetik), Ze pficnymi pohyby se nemusime zabyvat, nebot se v

prvnim fadu podélné projekce rovnice geodetiky neuplatni.
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Rovnici (3.14) jesté mizeme napsat pro jednotlivé prvky, kterym piitadime
rozliSovaci indexy

de—?z(B) —— (3.15a)
dQZ—gM) _ e, (3.15b)
d2f16:5(2F+) = T%0 — Do + 210 — 200 + T, — %, (3.15¢)
dzfii(;_) = —T%p — T%o + 2T + 2%, — I, — T, (3.15d)

Déli¢ je oznacen (B), zrcadlo (M), foton letici k zrcadlu (F, ) a foton letici zpét

(F_).

3.4 Christoffelovy symboly

Perturbaci Minkowskiho metriky budeme predpokladat ve tvaru rovinné harmo-
nické viny

By = H,p oo™ (3.16)
kde H,, jsou libovolné konstanty, které ale kviili podmince transverzality (2.52))
a diky (22.37)) spliuji (coz v tuto chvili neni podstatné)

v 1 (0%
H, k" — §Hku =0, H = H°, (3.17)
a
ko = w(—1,n), In| =1 (3.18)
je vlnovy ¢tyfvektor. Christoffelovy symboly dle (2.31]) tim padem jsou
Toop = L ape™™", (3.19)
pricemz ‘
_ i
Luop = §(Hua]€g + H,pko — Hopky). (3.20)
Pottebné konstanty, které pak figuruji v pohybovych rovnicich jsou
_ _ iw
[ = —Tooo = EHOO (3.21a)
- — iw
1-‘OaO = _FOCLO = _gHOOna (321b)
—0 = iw
r aa — _FOaa = _?(2H0ana + Haa) (321C>
= - iw
r 00 — Faog = —E(2Ha0 + Hoona) (321d)
T = Touo = —%Haa (3.21e)
[ = pue = %Hn (3.21f)
kde A .
ng, = n;a’, H,o = Hya', atd. (3.22)



3.5 Reseni pohybovych rovnic
Nejprve vyfesme pohyb zrcadla a délice. Poloha zrcadla je dana (3.13))

a™(t) = L + 6a™(2) (3.23)

a rovnice pro perturbaci je dle (3.15b), (3.19) a (3.21d))

d?6a™  iw , _
T = E(QHaQ + Hoona)elw("“L t). (324)

Integraci odtud plyne

\Ija iw(ngL—t)
Sa™(t) = =25 4 AMDy 4 pOD) (3.25)

w

kde AM  BM) jsou integraéni konstanty a

=i

U, = -0 _ —%(2}1@0 + Hoona). (3.26)

w

Je ziejmé, 7Ze periodickd (harmonickd) sila by tézko vyvolavala linedrni pohyb
typu AM¢ + BM) Pohyb zrcadla a déli¢e je omezen zavésy, takze pro ¢asovou
stfedni hodnotu plati

w t427 /w
(6a™)y = = / sa™M () dt’ =0, (3.27)
t

z ¢ehoz plyne, Ze obé integracni konstanty jsou nulové. Je tedy nakonec

\Ija iw(neL—t)
M) =L+ (3.28)
w

Naprosto analogicky pro déli¢ plati
a®(t) = 6a'®) (1) (3.29)

a rovnice pro perturbaci po dosazeni je

d25a(B) —iwt
T = —\I/awe s (330)
takze nakonec je .
®) \I/ae_“"t
a'P(t) = . (3.31)
w

Nyni se soustifedme na pohyb fotonti. Poloha k zrcadlu leticiho fotonu je
aT () =t + 6aF+) (1) (3.32)
a rovnice pro perturbaci (3.15¢) je

d25 (F+) _ _ _ _ _ — .
dal;2 = (FOOO - 1—‘CLOO + 2FoaO - 2Faa0 + 1—‘Oaa o Faaa)eW(na_l)ta (333>
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s pouzitim ({3.21)) tedy

d26a+)  iw
- E(Hoo + 2Hq0 + Hoona — 2Hoona +

+ 2Haa - 2H0ana - Haa - Haana)eiW(nQ_l)t (334)
= —w(ng — 1)@} ewra=,
kde )
o+ = %(H00 +2H,o + Hay). (3.35)
Po integraci mizeme obecné feseni zapsat ve tvaru
P+ eiw(na—l)t -1
5aFH)(t) = = [ ] + AFDt 4 BED) (3.36)

w(ng — 1)

kde AF+) BF+) jsou integraéni konstanty. Z takto zapsaného tvaru je na prvni
pohled vidét vysledek pro limitni pripad n, — 1, ktery odpovida vilné Sirici se
podél ramena smérem k zrcadlu.

Podobné pro vracejici se foton je

a®)(t) = 2L —t + 6a™ (1) (3.37)
a perturbace spliuje ([3.15d))

d?6a®-)iw
—aE = ?(—Hoo + 2Ha0 + Hoona — 2Hoona —

—2H,, + 2Hoqng + Hyy — Haana>eiw[2naL—(na+1)t] (3.38)

_ _w(na + 1)®;eiw[2naL—(na+l)t]’

kde .
O~ = ~(Hoo — 2Ha0 + Haa). (3.39)
Obecné feseni pak je

(I)— e—iw(na—l-l)t -1 einnaL
saF)(t) = =2 [ e +1)} + AF)t 4 pF-), (3.40)

Integra¢ni konstanty AF+) a AF-) jsou uréeny podminkou svételnosti fotono-
vych geodetik. Obecné je ¢tyrhybnost fotonu

dt da? dt dz’
N = — | 1. — 41
b (dA’ dA) D) ( ’ dt) (3:41)

a podminka svételnosti zni

g,uupupy = (nuu + huu)pupy = 07 (342)
¢ili po dosazeni a vykraceni vyrazem (dt/d\)? dostavame

dz? da’ da?
— 14+ hoo + ZhiOE + (5” + hU)EE = 0. (343)

36



Timto vyluéovanim parametru A se vyhybame pocitani rudych posuvii, nebot
pravé dt/dA s rudym posuvem souvisi. Rovnici rozepiSme podobné jako u rovnice
geodetiky s vyuzitim projektoru II;; do roviny kolmé na smér ramena

da da da
—1+h 2hg0— 14+ hyy)——
+ hoo + Odt+<+ )dtdt+
dad da_ . dz’
N § (il . NI 3.44
+ 2higll'— +2(az+hm)dtnj o+ (3.44)
. i dazF dat
+(5l]+hZ])H kHJlEE :O,

kde index a jako vzdy znadi piislusnou projekci. Dosadime-li sem nyni z (3.12) a
(3.13) a provedeme-li opét zanedbani ¢lentt druhého a vyssiho fadu jako u rovnice
geodetiky, vyjde nakonec

dda
— 1+ hoo +2Vheo + V> + 2V VZ2hea = 0. (3.45)
Podle ocekavani c¢leny s projektory opét vypadnou, takze se skutecné uplatiuji
jen podélné slozky pohybri.
Pro foton letici k zrcadlu (V' = 1) z pfedchoziho vztahu a z (3.16)) plyne
(perturbace metriky se opét vy¢isluji podél neporusené trajektorie)

déa®+) 1 . .
Cc,Lit = =5 (Hoo + 2Hup + Hoao)e™ "~ = i@ el (3.46)

Porovnanim s vidime, ze AF+) = 0. TakZe, Ze k vyFeseni pohybu fotonu
jsme rovnici geodetiky vlastné viibec nepotiebovali — stacila by nam podminka
svételnosti.

Analogicky pro vracejici se foton (V' = —1) je

F_
déc(;(t ) _ %(Hoo C9Ho + Hag)e@2nal—(nat il — _@—gielnal—(na+i] (3 47)

a porovnanim s (3.40) opét vyjde AF-) = 0.

3.6 Podminky na integracni konstanty
Vysledné feseni pohybovych rovnic jsou

)} efiwt
a

(B) (¢ 3.48
@) = =2 (3.482)
U, iw(ngL—t)
a™(t) =L+ (3.48D)
w
P+ [eiw(nafl)t _ 1}
FEt) =t + -2 B+ 3.48
P —iw(ng+1)t _ 1 2iwng L
o) (1) = 2L — t 4 —° [ Jetmt g, (3.48d)

w(ng +1)

Hodnoty integrac¢nich konstant plynou z ,,potkavacich“ podminek.
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V ¢ase t = 0 musi byt k zrcadlu letici foton ve stejném misté, jako je délic, tj.
a®(t) = aF+)(t). Odtud mame

BF+) = (3.49)

v,
—
K zrcadlu letici foton se se zrcadlem setka v c¢ase t = L + 5~t, kde ot je ¢asova
perturbace zptisobena gravita¢ni vinou. Cili pro t = L + 6t je a®™(t) = aF+)(t),

t].
\I,aeiw(na—l)L P+ [eiw(na—l)L _ 1} U,

L+ — L+t “
* w b w(ng — 1) w’

(3.50)

kde do perturbaci za t dosazujeme pouze L. Podobné jako u Christoffelovych
symbolil se tim dopoustime chyby — ta je ale az druhého rfadu. Dostavame tak

. ‘I’a [eiw(nafl)L _ 1] (I); [eiw(nafl)L _ 1}
5t = - - (3.51)

Z tohoto mista pak v Case t = L + ot startuje vracejici se foton, tzn. pro
t = L+ 0t je a™(t) = a¥-) (1), tedy

\I!aeiw(nafl)L o gt N (I); [e—iw(na—i-l)L . 1] e2iwnaL

L
- w w(ng +1)

+BF). (3.52)

To uréuje konstantu BF-)

. qja iw(ng—1)L P e—iw(na+1)L -1 e2iwnaL
BE-) — §p 4 —° O ] : (3.53)
w w(ng + 1)

resp. po dosazeni z ((3.51))

(I);— [eiw(na—l)L _ 1:| (I); [e—iw(na—l—l)L _ 1:| einnaL

BF-) — —
wina = 1) wina+1) : (3.54)
\Ija [zeiw(na—l)L _ 1]
+ .
W

Nakonec se vracejici foton setka v ¢ase 2L + dt (kde 6t je opét Casova pertur-
bace) s déli¢em. Tzn. pro t = 2L + 6t je a'B)(t) = aF-)(2), ¢ili

U e 2wl — [efZiw(naJrl)L _ 1] e2iwna L
a

= —0t !
w * w(ng + 1)

+ B, (3.55)

tedy
d- [e—2iw(na+1)L _ 1} g2iwna L U e 2wl
ot = = .

a po dosazeni ze (3.54))

o [e—2iw(na+l)L _ 1} p2iwna L U2l PF [eiw(na—l)L _ 1]

— BF-) )
w(ng +1) o (3:56)

ot =
w(ng + 1) w w(ng — 1) (3.57)
o, [eriwnatDL 1] 2inal J, [2el0(na=DL _ 1]
_ + )
w(ng + 1) w
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coz lze upravit na

1 {q)z [eiwra=DL _ 1] @ [elw(natDL _ 1] g=2iwL

ot =— — -

w Ng — 1 ng +1 +

(3.58)
+ \Ija [e—inL o 2eiw(na—1)L + 1] }

Tim je vypocet u konce, nebot odvozeny vzorec pro dt urcuje, o kolik se foton
opozdi (nebo predbéhne) viéi neperturbovanému piipadu, kdy neni gravitacni
vlna pfitomna.

Oznacime-li vysledek jako dt(a), tj. ze piislusné projekce se délaji do
sméru vektoru a, ktery urcuje smér prvniho ramena, mizeme pro rozdil casu, se
kterym se fotony vrati zpét k délici, psat

At = 5t(a) — 5t(b), (3.59)

kde b je smérovy vektor druhého ramena.

3.7 Poznamky a diskuze

Nejprve dokazme, Ze je odvozeny vzorec (3.59) kalibracné invariantni viici kalib-
ra¢nim transformacim zachovavajicim Lorentzovu kalibraci, ktera je realizovana
podminkou transverzality (2.52]). Generatory transformace budeme uvazovat ve

tvaru (2.54), coz ndm d4 spolecné s (2.44a)) vzorec pro transformaci amplitud
H., = Hyy — Sy — Sk = Hyy — w0(Em, + Eumy), (3.60)

kde n, = k,/w = (—1,n). Z ného ziskame

1 iw
d'"t = —(H! 2H' H )=&"+ —(2= 22, — 229N, — 22,4
a 2( 00 + a0 T aa) a + 2 ( ot 07 n ) (361&)
=& —iw(n, — 1)(Z, + Zo)
i iw
& =_—(H,,—2H' H )=& + —(25, — 25, + 2Egn, — 25,1,
a 2( 00 a0 + aa) a + 92 ( 0 + 07 n ) (361b)
=&, —iw(n, +1)(Z, — =Zo)
i iw
v = ——(2H' H n,) =9, + —(—25, + 2591, — 250N,

=V, —iw=,.

kde bylo pouZito ng = —1. Pro piekalibrovanou ¢asovou odchylku dt(a) tak plyne

dt(a)’ = dt(a) + i{(Ea +5p) [etaDE 1] +
+ (B4 — o) [eiw(naﬂ)L _ 1] e 2wl | 7 [e—2iwL _ 9eiw(a—1L | 1} }
= ot(a) + i{Ea [—e™ 2w 4 9eiw(ma=DL _ | | =2l _ ggiw(na~1)L 4 1] +
15, [eiw(na—l)L 4o AWl eiw(na—l)L} }

= dt(a) —iZ (1 — e_ZiWL) . 502
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Dodatec¢ny ¢len od kalibra¢ni transformace viibec nezavisi na sméru ramena —
zavisi pouze na =y, w a L. Pro druhé rameno tedy hned miizeme psat

t(b)" = 6t(b) — i (1 — e™2*F) (3.63)
a tedy
At = At, (3.64)

coz jsme meéli dokazat.

Kalibra¢ni ¢len v lze také snadno odvodit i jinak. Vzpomenme si, ze
kalibracni transformace byla pivodné definovana vztahem , a my o jejich
generatorech predpokladame , takze

o't = gt — {ZHether” (3.65)
specialné pro souradnicovy cCas
t =t — =0, (3.66)

Dale plati
ot(a)’ — dt(a) = (tiofilet — todier) — (pret — Lodiet), (3.67)
kde vSechny ¢asy jsou perturbované. Pouzijeme-li (3.66)), kde do exponencial do-

sadime (jako vzdy) neperturbovené souradnice délice, které mél pii odletu fotonu
(na zacatku) a pfi pfiletu (na konci), tedy

‘rgdlet = (07 0)7 ngilet = (2L7 0)7 (3'68>
obdrzime
t(a) — dt(a) = —iE° (e * — 1), (3.69)

coZ je presné (3.62), nebot =0 = —Z,.
Ponévadz jsme dokazali, Ze méfeny rozdil (3.59)) je kalibra¢né invariantni,
muzeme si kalibraci néjak vhodné zafixovat. Specialné v TT kalibraci (2.56) a z

(2.58) dostaneme
iHaa

OF =P, = ,
2

U, =0, (3.70)

a (3.58)) prejde do tvaru

iH,, { eiw(nafl)L -1 [eiw(naJrl)L _ 1} e2iwL}

2w +

5t(a): Ng — 1 ng + 1

(3.71)

Déle mtzeme uvazovat dlouhovlnnou limitu odezvy detektoru (3.59). Dlou-
hovlnna limita odpovida tomu, Ze detektor je velmi maly ve srovnani s vlnovou
délkou vlny, tj. L < 1/w. Provedeme-li v rozvoj exponencial v malém
parametru wl < 1, obdrzime

dt(a) = —iL (B} + @, — 2W¥,n,)

3.72
= L [Hoo (1 +n2) + Hug + 2Huona) - (8:72)

V TT kalibraci (3.70) mé dlouhovinna limita (3.58) jesté jednodussi tvar
dt(a) = LH,,. (3.73)
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Pro odezvu detektoru (3.59)) tak plati
At = t(a) — 0t(b) = L(H,q — Hy)- (3.74)

Vsimnéme si, Zze v limité dlouhych vin vlastné méfime projekce Riemannova
tenzoru. Pouzijeme k tomu rovnici geodetické deviace . Na trajektorie délice
a zrcadla se budeme divat jako na dvé blizké deviujici geodetiky a na rameno
detektoru jako na jejich separacni vektor.

V rovnici

B datda? L detde?

dA2 2P AN dA veBdNC dX]
budeme predpokladat, ze Christoffelovy symboly a Riemanntiiv tenzor jsou veli-
¢iny malé prvniho radu a dale, ze

¢* = (6¢°, La’ + 6¢Y), o = (t + 62°, 0z"), \=t+6t, (3.76)

(3.75)

kde cokoliv, co zac¢ina ¢ je veli¢ina mala prvniho fadu. Zbytek jsou neporusené
proménné. Dosadime-li vSe do rovnice a zanedbame-li druhy a vyssi fad, dosta-
neme rovnici pro perturbaci
d26¢H
ar
kde Riemanniiv tenzor je vycislovan podél neporusené trajektorie délice. Pro jed-
noduchost budeme uvazovat T'T kalibraci, v niz lze snadno ukazat dosazenim do

(2.16)), ze jediné nenulové slozky Riemannova tenzoru (ktery je vSak kalibracné
invariantni) jsou

= — LR, (3.77)

1 1 I
RinO = _§hij,00 = §w2Hijelk“$ . (378)

Reseni (3.77) je pak snadné a pro projekci separaéniho vektoru do sméru ramena
dostavame

ﬂﬂzd@0:L+§Hw“¢ (3.79)

Z toho vidime, ze nas model dava v dlouhovinné limité stejné vysledky jako rovni-
ce geodetické deviace. Gravitac¢ni vina méni vzdalenost mezi délicem a zrcadlem
dle a foton slouzi k zméfeni této vzdalenosti. Protoze foton proleti rameno
dvakrat (tam a zase nazpét), je tieba faktor LH,,/2 nasobit dvéma. Odectenim
druhého ramena dostaneme presné (3.74]).

Smérovou zavislost odezvy detektoru graficky ilustrujme na nésledu-
jicim prikladu. Uvazujme detektor umistény na povrchu Zemé, jehoz ramena v
daném bodé (¢, p) zemského povrchu mifi podél rovnobézky a poledniku, které
timto bodem prochézeji. Pro vektory a a b, které urcuji ramena tedy plati

a= (—siny,cosp,0) | | (3.80)

b = (— cos ¥ cos ¢, cos ¥ sin p, —sin ¥).
Gravitacni vlnu uvazujme prichazejici ze severniho nebeského pdlu, ¢ili n =
(0,0,—1). S vyhodou pouzijme kalibra¢ni invarianci odezvy a zafixujme TT ka-
libraci. Pro polarizaci + a jednotkovou amplitudu je

00 0 0
01 0 0

Hu=14 0 -1 o (3.81)
00 0 0
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Ptislusné projekce pak jsou

n, =0
— sind
np = sin (3.82)

H,, = sin® p — cos® ¢

Hy, = cos® ¥(cos® ¢ — sin” ).

Dosazenim projekci do pri pouziti dostaneme zavislost At(1, @),
jejimz vykreslenim je pro L = 1 a w = 0,0001 (uvazujeme dlouhé viny) Obrazek
0.0l

Podotknéme jesté, ze pro rameno detektoru stejné dlouhé, jako je vilnova délka
viny (tj. wL = 27), dostaneme z (3.71))

st(a) =0, (3.83)

pokud vlna dopadé kolmo na rameno (n, = 0).
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Obrazek 3.3: Priklad smérové zavislosti odezvy detektoru. Uvazujme detektor
umistény na povrchu Zemé, jehoz ramena v daném bodé (v, ¢) zemského po-
vrchu mifi podél rovnobézky a poledniku, které timto bodem prochéazeji. Line-
arné polarizovana gravitacni vlna s polarizaci 4+ prichazi ze severniho nebeského
polu. Délka pruvodice na tomto sférickém grafu predstavuje absolutni hodnotu
detekovaného rozdilu dob letu svétla rameny detektoru v zavislosti na umisténi
detektoru, které je urceno sférickymi thly ¥ a ¢.

Vsimnéme si , kiizovitych“ konct zavislosti. Ty presné odpovidaji tomu, ze de-
tektor, ktery je umistén na pélu a dopada na né€j uvazovana vlna, naméri nulovy
rozdil, pokud jsou jeho ramena pootocena o 45° vici polariza¢nimu ,kiizi“ viny.
V tu chvili je totiz detektor natocen tak, Ze je naladén na x polarizaci viny. Na
obé jeho ramena pusobi gravitacni vlna v kazdy moment stejné, takze rozdil vy-
chéazi nulovy. Také miizeme Tici, Zze cela situace je symetricka vzhledem k roviné
symetrie detektoru. Tato rovina symetrie je kolma na rovinu detektoru a piili thel
mezi rameny.

43



N
V
05
-
S
S
KIS
N
w
W

Obréazek 3.4: Totéz co Obrazek[3.3] a7 na to, 7e zde je rozdil dob letu reprezentovan

stupni Sedi.
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Z.avér

Detekce gravitac¢nich vin je zatim stale hudbou budoucnosti. Jeji objeveni byla
predpovidana ,v dalsi dekadé®“ jiz po ¢tyri desetileti, nicméné na tuto udalost
se stale ceka. Citlivost detektort byla v pribéhu ¢asu neuvéfitelné zlepsena a
problému se vénuje stale vétsi a vétsi mnozstvi fyzikl, inZenyra a pracovniku v
dalsich pribuznych profesich. Béhem vyvoje byly objeveny a prozkoumany nové
fyzikalni problémy a vynalezeny nové technologie. Detektory gravitacnich vin
patii k tém nejcitlivéjsim zafizenim, které kdy byly zkonstruovany.

Soucasna potfeba co nejvétsi znalosti vlastnosti prichozich gravita¢nich vin z
astrofyzikalnich zdroji podnécuje praci na pocitacovych vypoctech — numerické
relativité, prudce se rozvijejicim oboru obecné relativity.

N&s jednoduchy model a vypocty mély (pomoci zékladnich principt obecné
relativity) ukézat, pro¢ interferencni detektor gravitacnich vin vlastné funguje a
jaké vysledky lze ptiblizné ocekavat na realném detektoru. Nesnazili jsme se tedy
o v praxi nasaditelnou védu, ale pouze o urcitou obhajobu skutecnych detektorti.
Vypocty soucasné mely ukazat, jak lze zakladni zdkony a rovnice obecné relativity
aplikovat na dany problém.

MozZznym rozsifenim vypoc¢tu odezvy detektoru by bylo feseni dynamiky sku-
te¢ného elektromagnetického pole pomoci Maxwellovych rovnic na pozadi gravi-
tac¢ni vlny. Nikoliv pouze dynamiky zastupnych idealizovanych fotont.
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