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Uvod

Tématem mé bakalaiské prace je historie Kurzweilova integralu. Tato vyznamna
teorie integrace vznikla v ¢eském prostiedi a jak jiz nazev napovida, pochazi od
Jaroslava Kurzweila, ktery ji uvedl v roce 1957 ve své praci [8]. V této publikaci se
J. Kurzweil vénoval obycejnym diferencialnim rovnicim a jejich spojité zavislosti
na parametru. Pojem integralu zde mél pouze pomocnou povahu.

Integral je jednim ze zakladnich pojmu matematické analyzy, vyvijel se
s rozvojem matematiky a prosel fadou zmén a zobecnéni. Proto existuje vice
definic integralu. V této praci uvedeme spolu s Kurzweilovou teorii nékolik nej-
vyznamneéjsich pristuptt k pojmu integralu, tak jak postupem casu vznikaly.
Budeme se snazit poukazat na jejich prednosti ¢i nedostatky a zejména ukazat
jejich porovnani s Kurzweilovym integralem.

Prace je rozdélena do 7 kapitol. V prvni kapitole se seznamime s Kurzweilovou
definici integradlu a s jeho zajimavymi vlastnostmi. Druhd az Sestd kapitola
je vénovana jednotlivym druhtim integralu, a to jmenovité Newtonovu, Rie-
mannovu, Lebesgueovu, Perronovu a McShaneovu integralu. Vzdy se zamétime
nejen na definice, ale také na jejich autory - vyznamné predstavitele mate-
matiky, ktefi prispéli k teorii integrace. V posledni 7. kapitole se seznamime
s okolnostmi objevu Kurzweilova integralu, osobou J. Kurzweila a R. Henstocka,
ktery k historii Kurzweilova integralu také neodmyslitelné patii, jelikoz nezavisle
na J. Kurzweilovi objevil stejny zptisob integrace o nékolik let pozdéji. Zavér je
vénovan malé rekapitulaci a nahlédnuti do historie integralu.

Uvodem bych chtéla jeste strucné nastinit vzajemné vztahy mezi integraly.
Mezi nejvyznamnejsi a zcela jisté nejznaméjsi integraly patii Newtontiv a Rie-
mannuv. Newtoniv pro svou jednoduchou definici umoznujici snadny vypocet,
Riemanntv diky nézorné geometrické interpretaci. Newton a pozdéji i Perron
vysli pfi svych tvahach z diferencidlniho poc¢tu a z primitivni funkce. Naopak
Riemann pojal integral jako limitu sou¢tu a jeho dalsim zobecnénim se stal
Lebesguetiv a pozdéji i Kurzweiliv pristup. Kurzweiliv integral je definovan
velmi podobné jako integral Riemanniv, zachovava si tedy nazornost Riemannovy

definice. Presto dostavame integral, ktery ma Sirsi tiidu integrovatelnych funkci



nez integral Lebesguetliv a je ekvivalentni integralu Perronovu. Navic lze mnohé
velmi silné véty dokézat pro Kurzweiltv integral elementarnimi prostiedky.
Na druhou stranu podotknéme, ze v ptipadé integrovani pres vicerozmérné inter-
valy se s Kurzweilovym integralem nepracuje snadno. V této praci se ovsem za-
méiime pouze na funkce jedné realné proménné a na jednorozmérny integral, a tak
budeme moci ukézat, ze diky objevu Jaroslava Kurzweila jsme ziskali integral
Riemannova typu, ktery v sobé zahrnuje jak Riemannovu, tak také Newtonovu,

Lebesgueovu i Perronovu teorii.



1 Kurzweilova teorie

1.1 Kurzweilova definice integralu

Kurzweiltiv integral je podobné jako integral Riemanniv definovan pomoci inte-
gralnich souctd, ovSem je obecnéjsi a zaroven je zobecnénim i Newtonova inte-
gralu. Ma tedy schopnost integrovat kazdou derivaci. Kurzweiltiv integral je také
obecnéjsi nez Lebesguetv integral a v pripadé integrovani pies jednorozmérné
intervaly ma vsSechny vyhody Lebesgueova integralu.

Pti konstrukci tohoto integralu je zakladni myslenkou vyjadrit hodnotu
Newtonova integralu pomoci né€jakych integralnich soucti, které jsou Riemannova
typu. Driive, nez pristoupime k definici Kurzweilova integralu, je nezbytné

seznamit se s pojmy kalibr a déleni.

1.1 Definice. (Kalibr a déleni) Bud a,b € R, a < b. Nechf je na uzavieném
intervalu [a,b] ddna kladna funkce ¢ : [a,b] — (0,+00). Tuto funkci nazveme
kalibrem. Dale necht D = {ag, 71, a1, ..., T, ar} je déleni s vyznaénymi body 7;,
i = 1,2,...,k intervalu [a,b], tj. pro D plati a = a9 < a1 < -+- < ap = b a

souCasné a,_1 <7 <a;,prot=1,2,..., k‘E] Pokud D navic splinuje podminku
[ai_l, (IZ‘} C (7'7; - 5(7'1'), Ti + (5(7’1)), 1= 1, 2, ey k’,

nazveme jej d-jemnym délenim intervalu [a, b].

1.2 Poznamka. Mnozinu vSech déleni, kterd jsou dJ-jemnda, budeme znacit
A(6, [a, b]). Pro danou funkci f : [a,b] — R a D = {agp, 7, a1, ..., Tk, G} 0znaéme

ptislusny integralni soucet S(f, D) = Zle f(m)(a; —a;—1).

Dale ukazeme, 7ze vzdy existuje déleni, které je d-jemné, coz nadm umozni
vyslovit definici Kurzweilova integralu. Jelikoz J. Kurzweil k definici integralu
toto tvrzeni potfeboval, ve svém pivodnim ¢lanku [8] si jej dokézal sdm. Pozdéji
se vsak ukazalo, Ze jej jiz dfive z jinych divodu dokazal P. Cousin. Lemma je

proto uvadéno pod Cousinovym jménem.

'Pojmu déleni se podrobnéji vénujeme v kapitole zabyvajici se Riemannov§m integralem.
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1.3 Lemma. (Cousinovo) K danému kalibru o : [a,b] — (0, +00) existuje délent

intervalu [a, b], které je §-jemné, tj. A(J, [a,b]) # 0.

Diikaz. Oznaéme M = {c € (a,b]; A(d,[a,c]) #0}. Cislya=ap=7 < a; =
min(a+ d(a),b) je uréeno d-jemné déleni intervalu [a, c|, kde ¢ = min(a + d(a), b).
Pak ¢ € M a M je neprazdna mnozina, shora omezena cislem b. Oznacime
d = sup M a ukdzeme, 7e d € M a d = b.

Jelikoz je d € |a,b], je 6(d) > 0. Z definice supréma vime, ze existuje ¢islo
ce Mn(d—d(d),d. Jestlize ¢ = d je d € M. Jinak je zfejmé ¢ < d a necht
{ao, 11, a1, ..., Tk, ax } je d-jemné déleni intervalu [a, c|. PoloZme 7,1 = a1 = d a
méjme déleni D = {ag, 71, a1, ..., T, Ak, Tet1, Qs - Jelikoz [c,d] C (d — 6(d), d], je
D ziejmé -jemné déleni [a,d], a tedy d € M.

Zbyva ukazat, ze je d = b. Predpokladejme, ze to neplati, tedy d < b. Pak
jelikoz d € M opét vime, Ze existuje d-jemné déleni {ag, 71, a1, ..., T, @, } intervalu
la, d], které opét doplnime o body 7,41 = @y = d & Gy = min(d +6(d), b). Tim
jsme ziskali déleni intervalu [a, ¢], kde ¢ = min(d + 6(d),b). Pak ¢ € M a pfitom
¢ > d = supM. Coz je spor s definici supréma, a tedy d = b. Jelikoz d € M
dostavame A(9, [a, b]) # 0. O

S timto aparadtem nyni muzeme vyslovit definici Kurzweilova integralu.

1.4 Definice. (Kurzweiltiv integral) Bud a,b € R, a < b. Cislo I nazveme
Kurzweilovym integralem funkce f : [a,b] — R od a do b, jestlize pro vSechny
e > 0 existuje kalibr § : [a,b] — (0,+00) tak, ze pro kazdé o-jemné déleni D
intervalu [a, b] plati

Kurzweiltv integral fce f od a do b znac¢ime (K) fab f(z)dx. Mnozinu vsech funkei,

které maji Kurzweiliv integral od a do b, znac¢ime K([a, b]).

1.5 Poznamka. Pokud a > b, definujeme (K) f; f(@)de = —(K) [ f(z)dz.
V piipadé, Ze a = b, definujeme (K) ff f(z)dz = 0.

Skutecnost, ze funkce f je integrovatelna v Kurzweilové smyslu, neimplikuje
existenci Kurzweilova integralu absolutni hodnoty této funkce | f|. Jedna se tedy

o neabsolutné konvergentni integral.



1.2 Nékteré zajimavé vlastnosti Kurzweilova integralu

Tuto podkapitolu zacneme velmi uzitenym lemmatem, které se v teorii
Kurzweilova integralu pouziva témér v kazdém dikazu hlubSich tvrzeni o in-

tegralu.

1.6 Lemma. (Saksovo-Henstockovo, [1; kapitola 6, Lemma 1.1]) Bud
a,b € R, a < b a necht je dana funkce f : [a,b] — R integrovatelna na [a,b.
Pro dané ¢ > 0 vezméme kalibr ¢ : [a,b] — (0, +00) takovy, Ze pro kazdé déleni

D e A(9, |a, b)) plati nerovnost

< E.

’5(f,D)— / o)

Potom pro libovolny systém
a<u;r <A <v<up < <up <Ay <0y, <D
splnujici
[wi, vi] C (A = 6(N:), Ai +0(N)), i = 1,2,...,m,

plati

<e. (1.1)

S —u) - [ )]

Vysvétleme si nyni, o ¢em lemma pojednava. Najdeme-li k danému ¢ > 0
kalibr 0 na [a,b], takovy, ze pro D € A(4, [a,b]) plati |S(f, D) — f: f(z)dx| < e,
tj. integralni soucet S(f, D) aproximuje s e-pfesnosti integral f; f(z)dz, potom po
vynechani nékterych s¢itanct v S(f, D) dostaneme vyraz, ktery také s e-pfesnosti
aproximuje soucet integralt pres intervaly v [a, b], které dostaneme vynechanim
intervali prislusnych vynechanym séitanctim v S(f, D).

Velky prinos Saks-Henstockova lemmatu je zejména v jeho disledku, ktery je
jeho zesilenim. Vyraz lze totiz nahradit vyrazem

m

D

i=1

<e.

fO0) (v — ;) — /v f(x)dx

Dikaz lemmatu i jeho disledku lze nalézt naptiklad v knize [1].



Zajimava a v pripadech klasickych integrali neobvykla je nasledujici véta.

1.7 Véta. (Hakeova, [1; kapitola 6, Véta 2.3]) Bud a,b € R, a < b a necht
je dana takova funkce f : [a,b] — R, Ze pro kazdé ¢ € [a,b) existuje integral

[ f(z)dx. Predpoklddejme, Ze existuje vlastni limita

c—b—

lim /cf(x)dx =1

Potom existuje také integral fab f(x)dx a plati rovnost

/a " Hayde =T,

Obdobné véta plati pro pripad levého koncového bodu intervalu [a, b]. Tuto
prirozenou a zadouci vlastnost nema Riemanntiv, a dokonce ani Lebesguetv
integral. V pripadé téchto integralti to vede k zavedeni pojmu nevlastniho in-
tegralu tak, Ze se hodnotou limity I dodefinuje hodnota integralu fab f.

Pro teorii integralu je z hlediska pouzitelnosti v riznych aplikacich kli¢ové
znat tzv. konvergenc¢ni veéty. Budeme se tedy dale zabyvat otazkou, za jakych
podminek plati vztah

tim [ fu@) = / i fuo) = / @),

n—oo a

kdy tedy mizeme zaménit limitu a integral, a kdy je zaroven zarucena existence
integralu limitni funkce f, pokud lim, . f.(x) = f(z) pro kazdé = € la,b],
jestlize vime, ze funkce f, jsou na intervalu [a, b] integrovatelné pro kazdé n € N.
Takové véty zname pro Lebesguetv integral, naptiklad Leviho vétu o monotonni
konvergenci nebo Lebesgueovu vétu o dominované konvergenci. Nyni si ukazeme

podobné véty, které plati pro Kurzweiliiv integral.

1.8 Véta. (O monoténni konvergenci, [1; kapitola 8, Véta 4.4]) Bud
a,b € R, a < b a necht f, : [a,b] - R, n = 1,2,..., je posloupnost funkci
integrovatelnych v Kurzweilové smyslu na |a, b] takovych, Ze pro kazdé x € |a, b|

plati

nebo



Dale predpokladejme, Ze posloupnost integrali { f fn(x)}5°, je omezena a ze
existuje vlastni limita lim,_,, f,(x) = f(x) pro kazdé x € [a,b]. Potom je funkce

f i [a,b] — R integrovatelna na |a, b] a plati

lim fn / f(x

n—o0
1.9 Véta. (O dominované konvergenci, [1; kapitola 8, Véta 4.5]) Bud
a,b € R, a < b a necht f, : [a,b] - R, n = 1,2,..., je posloupnost funkci
kurzweilovsky integrovatelnych na |a,b] a necht existuji funkce g, h : [a,b] — R
kurzweilovsky integrovatelné na [a, b] takové, ze pro kazdé x € |a,b] a pro kazdé
n € N plati

9(z) < fulz) < h(2).

Déle piedpokladejme, ze existuje vlastni limita lim,,_,. f,(z) = f(z) pro kazdé

x € [a,b]. Potom je funkce f : |a, b] — R integrovatelnd na [a, b| a plati

lim fn / f(x
n—ro0

Kurzweiltiv integral je v jistém smyslu urcéen pomoci limitniho procesu,
v predeslych vétach slo tedy o zaménu dvou limitnich prechodti, ¢ehoz se pri jejich
dokazovani vyuziva. Podminkou zadmény limitnich prechodt je v tomto pfipadé
tzv. stejnd integrovatelnost funkci, kterda je oslabenim pozadavku stejnomérné
konvergence. Podrobnosti o tomto pojmu je mozné nalézt v [1].

Zavérem této kapitoly upozornéme na jisté prednosti a nedostatky
Kurzweilova integralu. S ohledem na definici pomoci integralnich souctt lze
Kurzweiltiv integral pfimo pfenést na funkce s hodnotami v topologickém vek-
torovém prostoru. Vyznamny z hlediska potieb dnesni matematiky je zejména
piipad Banachova prostoru, ktery rozpracoval S. Schwabik v monografii [11].
V ptipadé funkci vice proménnych vSak Kurzweiltiv integral ztraci dobré vlast-
nosti. Lze jej sice definovat, ale i po jednoduché transformaci se miize stat, Ze

vysledny integral nebude existovat.



2 Newtonuv integral

2.1 Isaac Newton

Isaac Newton byl vyznamnym matematikem, ale také fyzikem a astronomem.
Narodil se roku 1643 ve Woolsthropu na hrabstvi Loncolnshire ve vjchodni An-
glii. V deseti letech zacal chodit do vesnické skoly a pozdéji navstévoval stfedni
skolu v Granthamu. V letech 1661 — 1665 studoval na univerzité v Cambridge.
Kdyz roku 1665 uprchl pfed morem na rodné panstvi, vytvoril mimo jiné
tzv. ,teorii fluxi a ﬂuent“,ﬂ o kterou se opira pfi vykladu infinitezimalniho poctu.
Od roku 1669 ptisobil jako profesor na Lucasové katedfe v Cambridge, kde setrval
bezmala 30 let. Poté se stal spravcem londynské mincovny a stal v ¢ele Kralovské

spolecnosti. Isaac Newton zemftel roku 1727.

Isaac Newton

2Newton tuto metodu formuloval v rukopise z roku 1666, publikovina vsak byla daleko

pozdéji.



2.2 Newtonova definice integralu

Isaac Newton spolu s G. Wilhelmem Leibnitzem nezavisle na sobé vytvorili
v druhé poloviné 17. stoleti infinitezimalni, tedy diferencialni a integralni pocet.
Srovname-li piistup Newtona a Leibnitze k infinitezimalnimu poctu, Leibnitz
vytvarel obecné metody, jeho postup byl geometrického razu, integral chapal jako
nekoneény soucet diferencialii. Naopak Newton kladl vétsi diraz na konkrétni
vysledky, fesil illohy praktického charakteru a vénoval velkou pozornost mechani-
ce. Presto, ze vychazeli ze dvou odlisnych ideji, vybudovali ucelenou teorii a dali
ji pevny tad. Doslo k vzadjemnému propojeni metod integrovani a derivovani, jak
muzeme vidét v nasledujici definici Newtonova integralu, jenz je zaveden pomoci

pojmu primitivni funkce.

2.1 Definice. (Newtonuv integral) Bud a,b € R*, a < b a necht f je redlna
funkce na intervalu (a, b). Funkci F' na (a, b) nazveme primitivni funkci k f, jestlize
pro kazdé x € (a,b) plati F'(x) = f(x). Pfedpokladejme, Ze k funkci f existuje
na (a,b) primitivni fce F' a existuji vlastni limity lim, ., F(z) a lim, . F(x).
Cislo I nazveme Newtonovym integrdlem funkce f od a do b, jeslize plati

I = lim F(z)— lim F(x).

r—b— r—a+

Newtonuv integral fce f od a do b zna¢ime (V) f: f(x)dx. Mnozinu vsech

funkei f, které maji Newtoniv integral od a do b, znac¢ime N ((a,b)).

2.2 Poznamka. Pokud a > b, definujeme (N) fabf(x)dx = —(N) [, f(z)dz.
V pfipadé, ze a = b, definujeme (N) f(f f(z)dx = 0.
Primitivni funkci 1ze definovat také na uzavieném intervalu [a,b], v tomto

pripadé pak bereme v krajnich bodech ptislusné jednostranné derivace funkce F'.

Uvedena definice Newtonova integralu patii do kategorie tzv. deskriptivnich
(popisnych) definic integralu. Jak jiz bylo zminéno, je popsin pomoci pojmu
primitivni funkce. Tento integral vyuzivame pii praktickém vypoctu integralu.

Nezapomenme zminit, ze Newtontv integral patii stejné jako Kurzweiliv
mezi neabsolutné konvergentni integraly. Existuji tedy funkce integrovatelné
v Newtonové smyslu, jejichz absolutni hodnota integrovatelna neni, jak ukazuje

nasledujici priklad.



2.3 Priklad. Integral f:o Si%dm je neabsolutné konvergentni integral.
Nyni pristupme ke srovnani Kurzweilova a Newtonova integralu.

2.4 Véta. Bud'a,b € R, a < b. Necht funkce f : [a,b] — R md Newtoniiv integral
(N) fjf(x)dx. Potom existuje také Kurzweiltv integral (K) fjf(x)dx a plati

) [ oyte =) [ swa

Diikaz. Necht funkce f : [a,b] — R ma Newtontv integral (V) fab f necht F

je primitivni funkce k f na uzavieném intervalu [a, b]. Potom

uw/fmwzF@—Fw.

Pro kazdé 7 € [a,b] déle plati F'(7) = f(7). Dle definice derivace tedy pro

dané ¢ > 0 a 7 € [a, b] existuje 6(7) > 0 tak, ze Va € [a,b],0 < |z — 7| < () je

Déle necht 7 — (1) <y <7 <z <7+ J(7), pak bude
|F(x) = F(y) — f(r)(z —y)| <

<|F(z) = F(r) = f(1)(z = 1) + |[F(7) = Fy) = f(T)(T —y)| <

9 3
< - ) = _ ).
< (=Tl -y = ()

Ptredpokladejme, ze D = {ag, 71, a1, ..., T, ax } je d-jemné déleni intervalu [a, b],
pak \
) [ fa)de - s(£:D)| =
' k

10



< Z |F(a;) — F(ai—1) — f(m)(a; — ai—1)| <

k
5 5
< b_a;ﬂ(ai—ail): b_a(b—a):a

Timto jsme dokéazali existenci Kurzweilova integralu a rovnost

(K) [, f(x)dw = (N) [} f(x)dz. O
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3 Riemanntv integral

3.1 Georg Friedrich Bernhard Riemann

G. F. B. Riemann

G. F. B. Riemann se narodil roku 1826 ve vesnici Breselenz v Némecku. V roce
1846 zacal studovat filologii a teologii na univerzité v Gottingenu. Chodil vSak
i na matematické prednasky a o rok pozdéji mu otec povolil zahajit studium
matematiky. Jeho profesorem na Gottingenské univerzité byl napiiklad slavny
C. F. Gauss. Jesté téhoz roku 1847 ovsem odesel studovat do Berlina, kde setrval
do roku 1849 . Poté se vratil zpét do Gottingenu. Zde pracoval na své diser-
tac a roku 1853 dokonéil sviij habilita¢ni spis Uber die Darstellbarkeit einer
Funktion durch eine trigonometrische Reiheﬁ ve kterém se mimo jiné zabyval
pojmem urcitého integralu a rozsahem jeho platnosti. Roku 1859 byl Riemann
v Gottingenu jmenovan fadnym profesorem. Zemiel pfi cesté do Italie roku 1866.
Po Riemannové smrti roku 1876 byly vydany jeho sebrané spisy obsahujici publi-

kované i rukopisné prace.

3Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen einer verinderlichen complexen

Grosse, Cesky nazev: Zaklady obecné teorie funkci jedné proménné komplexni velic¢iny.
4Cesky nazev: O reprezentovatelnosti funkce trigonometrickou fadou.
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3.2 Riemannova definice integralu

Bernhard Riemann zavedl konstruktivni sou¢tovou definici integralu. Vyuziva
zde popisu obsahu rovinného tutvaru pomoci Riemannovych integralnich
souctli. Tento postup je velmi blizky staroveké exhaustivni metodé. Vlastnim
Riemannovym prinosem vsSak nebyla samotna definice, ale novy pristup k otazce
integrace, ktery spocival v tom, ze Riemann opustil pfedpoklad spojitosti inte-
grandu, a tim vznikla tfida riemannovsky integrovatelnych funkeci.

Ve skolach je castéji uvadéna ekvivalentni definice Riemannova integralu po-
moci dolnich a hornich integralnich sou¢tt a dolniho a horniho Riemannova inte-
gralu, kterou zavedl Jean Gaston Darboux roku 1875. Zde ovSem uvedeme definici

vychézejici z Riemannova pristupu. Nejprve vsak zavedeme pojmy norma a déleni.

3.1 Definice. (Déleni a norma) Bud a,b € R, a < b. Necht pro body
ap, a1,y ..., A plati

a=ag<a <---<ap=2>,

pak D = {ag,ay, ..., ax} nazyvame délenim intervalu [a, b] a

V(D) = 1211??%(% — i)

nazyvame normou déleni D.
Jestlize mame navic dany body splnujici a;,_1 < 7; < a;, 7 =1, ..., k, nazjyvame

systém D = {ag, 11, a1, ..., Tk, ax } délenim s vyznacénymi body.

3.2 Poznamka. Pro danou funkci f : [a,b] — R a déleni s vyznacnymi body
D = {ag, 1, a1, ..., Tk, ax } oznac¢me opét prislusny integralni soucet

k

S(f,D) = f(m)(ai — a;v).

i=1
3.3 Definice. (Riemannuv integral) Bud a,b € R, a < ba f : [a,] - R
funkce omezend na [a, b]. Potom ¢islo I € R nazveme Riemannovym integralem
funkce f od a do b, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje v > 0 tak, ze pro kazdé

déleni s vyznaénymi body D spliujici v(D) < v plati
|S(f,D) —1I| <e.

Riemanntv integral fce f od a do b znacime (R) fab f(z) dx. Mnozinu v8ech funkei

f, které maji Riemannuv integral od a do b, znac¢ime R([a, b]).

13



3.4 Poznamka. Pokud a > b, definujeme (R) f:f(x)dx = —(R) [, f(z)dz.
V ptipadé, Ze a = b, definujeme (R) f; f(z)dz = 0.

Pripomenme, ze pojmy Newtonova a Riemannova integralu jsou rtzné.
Existuji funkce integrovatelné podle Newtonovy definice, které vSak nejsou in-

tegrovatelné dle Riemannovy a naopak.

3.5 Priklad. Uvazujme Riemannovu funkci

% pro r = 1507 kde p, ¢ jsou nesoudélna
-

0 proxeR\Q.

Tato funkce ma v [a, b] C R Riemanntv integrél, ale nema Newtoniv, jelikoZ k ni
v [a, b] neexistuje primitivni funkce.

Naopak vezméme funkeci f definovanou na [—1, 1] pfedpisem

—%cosx%—i- 2xsinx—12 pro x # 0
-]

0 proxz=0.
Primitivni funkeci k této funkci je
a?sin;  proxz #0

F(x) = {

0 prox=0.

Newtontv integral tedy existuje a

(N) /_ fa)de = Jim F(a) = lim F(a) =0,

r—1— rz——14

Funkce f ale neni v [—1, 1] omezena, a tedy f & R([a,b]).

Poznamenejme jesté, ze kazd4 spojité funkce f € C([a,b]) je prvkem N ([a, ])

a také R([a,b]). V pfipadé ¢tendfova zajmu je diikaz uveden napiiklad v [1].
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Vyznam déleni s normou mensi nez dané kladné cislo v je obdobny, jako
byl v ptipadé definice Kurzweilova integralu pojem d—jemné déleni pro néjaky
kalibr §. Tvrzeni obdobné jako je Cousinovo lemma vsak v pfipadé Riemannova
integralu neni tfeba dokazovat, nebot existence déleni D intervalu [a, b], pro které
je v(D) < v, je veelku zfejma.

Pravé diky této nenapadné zméné v jemnosti déleni je mnozina funkei £C([a, b))

mnohem vétsi nez mnozina R([a, b]).

3.6 Véta. Bud a,b € R, a < b. Necht funkce f : [a,b] — R md Riemanniiv
integrél (R) ff f(x)dz. Potom existuje také Kurzweiliiv integral (K) ff f(x)dx a
plati

(K) / f(x)dr = (R) / f(z)d. (3.1)

Dikaz. Nechf funkce f : [a,0] — R mé tedy Riemannuv integral I =
(R) fab f(z)dz. Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje v > 0 tak, Ze pro libovolné déleni

s vyznaénymi body D = {ag, 71, a1, ..., Tk, ax } splijici v(D) < v plati
IS(f; D) —I| <e. (3.2)

Zvolme kalibr §(z) = % pro kazdé x € [a,b] a nechf D je libovolné J-jemné

déleni [a, b]. Pak plati
[ai—laai] - (Ti_ %7Ti+z)7i - 1727"‘7k

a norma tohoto déleni je (D) < 2 < 7.
Nasli jsme tedy kalibr § : [a,b] — (0,+00) takovy, Ze pro libovolné ¢-jemné
déleni je splnéna nerovnost (3.2), ¢imz jsme dokézali existenci Kurzweilova inte-

gralu a rovnost ((3.1)). O
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4 Lebesgueuv integral

4.1 Henri Léon Lebesgue

Henri Léon Lebesgue byl vyznamnym francouzskym matematikem 20. stoleti.
Narodil se roku 1875. Zakladni a stredni vzdélani ziskal v Beauvais, poté odesel
do Pafize. Studoval na Ecole Normale Spérieure. Prvni formulaci nového in-
tegralu, siln€jsiho nez integral Riemanntiv, podal Lebesgue roku 1901 v praci
Sur une généralisation de l'intégrale deﬁnieﬂ Podrobnéji svou teorii rozpracoval
v disertacni praci Integrale, longeur, ajreﬂ kterou predlozil nasledujiciho roku.
H. L. Lebesgue ptsobil béhem svého Zivota na univerzitach v Nancy, Rennes,
Poitieres a nakonec v Parizi. Roku 1921 ziskal misto profesora na Collége de
France, kde setrval az do své smrti roku 1941. Clenem Akademie byl zvolen v roce

1922.

H. L. Lebesgue

5 Cesky nazev: O zobecnéni definice integralu.
6 Cesky nazev: Integral, délka, plocha.
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4.2 Lebesgueova definice integralu

Teorie Lebesgueova integralu je od svého vzniku tstfedni v matematické analyze
celého minulého stoleti. H. L. Lebesgue predlozil konstruktivni definici integralu
vychézejici z jiného zptisobu déleni, nez je tomu u Riemannova integralu. Rozdil
mezi riemannovskym a lebesgueovskym délenim spociva hlavné v tom, Ze u
lebesgueovského déleni pracujeme s délenim oboru hodnot. V defini¢nim oboru
pak vznikaji mnoziny, které nemuseji byt intervaly. Pied vyslovenim definice
Lebesgueova integralu je tedy zapotiebi vybudovat teorii miry. Tento rozdil
v pohledu na déleni podstatné prispiva k bohatstvi tfidy lebesgueovsky inte-
grovatelnych funkci. Pro nase tcely vSak postaci alternativni deskriptivni definice
pomoci absolutné spojitych funkci. V pfipadé zajmu se ¢tenar mize s konstruk-

tivni definici pomoci teorie miry podrobné seznamit v [7].
4.1 Definice. (Absolutné spojité funkce) Bud a,b € R, a < b. Rikdme, ze

funkce F' je absolutné spojita v intervalu [a, b], jestlize pro kazdé € > 0 existuje

0 > 0 tak, ze pro kazdy systém
a<u; <vy<up <<, <v, <b

spliujici

plati

> F(v) = Flu)| <e.

i=1
4.2 Definice. (Lebesguetuv integral) Bud a,b € R, a < b. Cislo I nazveme
Lebesgueovym integralem funkce f : [a,b] — R od a do b, jestlize existuje abso-

lutné spojita funkce F' : [a,b] — R tak, ze F'(x) = f(x) a plati
I =F(b)— Fl(a).

Lebegueiiv integral fce f od a do b znacime (L) f(f f(x) dz. Mnozinu vSech funkci

f, které maji Lebesquetv integral od a do b, zna¢ime L([a, b]).

Jak mizeme vidét z definice, pomoci Lebesgueova integralu nelze integrovat
kazdou derivaci, dovede totiz integrovat pouze derivace absolutné spojitych

funkeci.
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4.3 Priklad. Uvazujme funkci

™

{chosﬁ—l— 2zsin’y; pro x € (0,1]

fx) =
0 prox=0.

Primitivni funkei k funkci f je

a?sin%;  pro z € (0,1]
F(z) = {

0 prox=0.

Funkce F' neni v [0, 1] absolutné spojita, proto f nema v [0, 1] Lebesgueuv integral,
mé zde ovsem Newtonuv integral (N) fol f(z)dz = F(1) — F(0) = 0, funkce f je

tedy v [0, 1] integrovatelnd v Newtonové, a tak i Kurzweilové smyslu.

Lebesguetiv integral je stejné jako integral Riemanntv absolutné konver-
gentni, nemuze tedy pokryt neabsolutné konvergentni integraly. Srovname-li nyni
Kurzweiltiv a Lebesguetv integral dostaneme nésledujici vétu, kterou zde ovsem

dokazovat nebudeme, jeji diikaz je uveden v [7].

4.4 Véta. Bud a,b € R, a < b. Necht funkce f : [a,b] — R ma Lebesgueiiv
integral (L) fab f(x)dz. Potom také existuje Kurzweiltiv integral (K) f:f(x)dz a
plati

) [ ) = (1) / )

Uvedeme zde jesté dalsi vetu charakterizujici vztah mezi Kurzweilovym a
Lebesgueovym integralem, kterda ukazuje na absolutni konvergenci Lebesgueova

integralu.

4.5 Véta. [1; kapitola 13, Véta 5.1] Pro funkci f : [a,b] — R plati
f € Lla.b]), préve kdy £, |f] € K([a,b]).

Zjisténi, ze Lebesguetv integral dovede integrovat pouze derivace absolutné
spojitych funkci, vedlo k tomu, Ze se mnoho matematiki vénovalo budovani
teorie takovych integrali, které dovedou integrovat kazdou derivaci. Takovym
integralem se stal Perrontv integral, kterému se budeme vénovat v nasledujici

kapitole.
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5 Perrontv integral

5.1 Oskar Perron

Oskar Perron

Oskar Perron se narodil 7. kvétna 1880 v némeckém Frankenthalu. Jeho otec si
pral, aby pokracoval v rodinném podniku, Perron ovsem ve volném case studoval
matematiku a roku 1898 vstoupil na univerzitu v Mnichové. Dale studoval na
univerzitach v Berliné, Tiibingen a Gottingen. Ve své disertacni praci se Perron
vénoval geometrii pod vedenim profesora Lindemanna. Asi nejznaméjsi z jeho
prace je Perrontiv integral, nicméné vénoval se také dalsim témattim, jako jsou
diferencialni rovnice, teorie matic, neeuklidovska geometrie, algebra a teorie ¢isel.
Od roku 1910 byl profesorem v Tiibingenu, dale v Heidelbergu a od roku 1922
v Mnichové. Prestoze odesel roku 1951 formélné do diichodu, pokracoval v pied-
naskach na Mnichovské univerzité a publikoval az do roku 1973. Zemiel 22. inora

1975 v Mnichové.
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5.2 Perronova definice integralu

V roce 1914 Oskar Perron vytvofil neabsolutné konvergentni integral, ktery vedl
k odstranéni nesrovnalosti mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem. Perro-
niv integral totiz zahrnuje Newtontv i Lebesguetv (a tedy i Riemanntv) integral.
Oskar Perron pritom vysel podobné jako Newton z pojmu primitivni funkce. Pro
funkci f vySetfuje Perron majoranty M a minoranty m této funkce a rozdily

M (b) — M(a), m(b) — m(a) bere jako horni a dolni odhad hledaného integralu.

5.1 Definice. (Horni a dolni derivace) Bud a,b € R, a < b a necht je déna

funkce ¢ : [a,b] — R a z € [a, b]. Dolni derivaci funkce g v bodé x rozumime

L gt h) =)
Dg(x) = h%(l]{rartl—l-lf?ef[a,b] h

a horni derivaci funkce g v bodé = rozumime

_ B) —
Dg(z) = limsup gz +h) g(x)
h—0, z+h€[a,b] h

5.2 Definice. (Majoranta a minoranta) Nechf je dana funkce f : [a,b] — R.

Funkci M : [a,b] — R nazveme majorantou k funkci f, jestlize Vx € [a, b] plati

DM(x) = f(x).

Funkci m : [a,b] — R nazveme minorantou k funkci f, jestlize Vz € [a, b] plati
Dm(z) < f(z).

5.3 Definice. (Perronuv integral) Bud a,b € R, a < b. Cislo I nazveme
Perronovym integrélem funkce f : [a,b] — R od a do b, jestlize existuje alespon

jedna majoranta i minoranta a plati

inf(M(5) — M(a)) = sup(m(b) — m(a)) = I,

M m
kde infimum bereme pies vSechny majoranty M a suprémum pfes vSechny mino-
ranty m k funkci f.
Perroniv integral funkce f od a do b znacime (P) f; f(z) dz. Mnozinu vSech

funkei f, které maji Perrontiv integral od a do b, znac¢ime P([a, b]).
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Nyni se budeme vénovat vztahu mezi Kurzweilovym a Perronovym integralem.
Prestoze jejich definice vychéazeji z odlisnych koncepci, nyni dokazeme, Ze jsou

ekvivalentni.

5.4 Véta. Bud a,b € R, a < b. Necht je ddna funkce f : [a,b] — R. Pak existuje

Perroniiv integral (P) fab f(z)dz pravé tehdy, kdyz existuje Kurzweiltiv integral

K) ff f(z)dz a plati
b b
K)/ flz)dx = (P)/ f(z)dz. (5.1)

Dikaz. 1) Nejprve predpokladejme, ze funkce f : [a,b] — R mé Perroniv
integrél (P) f; f(z)dz a bud déno £ > 0. Pak existuje majoranta M a minoranta
m k funkci f spliujici

£ b b £
=5 <) —m(a) — (P) [ Je)ds <0< M0) - M)~ (P) [ f)in <

Z definice majoranty vime, Ze pro libovolné dané 7 € [a, b] existuje o(7) > 0
takové, ze

2 M{y) — M(r)

‘10(7_)_2(b—a)S y—1

kde 0 < |y — 7| < d(7) ay € [a,b].

Déle necht D = {ag, 71, a1, ..., Tk, ax } je d-jemné déleni [a, b]. Potom

> )i — a0 / e

Il
(]~
| —

=
—~
A

N~—
—~
S

a1

N~—
—~
=

S

N
=
a
N~—
N~—
+
~
—~
I
~—r
—~
8
—
~—
~~
=
3
~—
=
£
|
_
N~—
N~—
|
+

s
Il
—_

k £ £ £ g
Z{ 20—a) T'”z(b_a)(”—‘“1>}+§:§+§:€-

Pf1i uziti minoranty zcela obdobné plati

Z fr)(a; —a;1) — (P) | f(x)de > —e.
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Odtud dostaneme nerovnost

k

b
> fr)a =) = (P) [ faydo

=1

<e,

¢imz jsme dokézali existenci Kurzweilova integralu a rovnost ([5.1)).

2) Nyni predpokladejme, Ze funkce f ma Kurzweiliv integral (K) fab f(z)dz
a bud dano ¢ > 0. Pak existuje kalibr § : [a,b] — (0,400) tak, zZe

sts0) - () | ' (e

9
- 5.2
<3 (5.2)

kde D je d-jemné déleni [a, b].

Necht x € [a, b] a necht D, je d-jemné déleni intervalu [a, z]. Definujme

Dy

me(a) =0, m(x)= ilr)lsz(f; D,).

Ukézeme, ze funkce M. je majoranta a funkce m. je minoranta k funkeci f v [a, b].
Predpokladejme tedy, ze 7, ¢, d € [a,b], ¢ <71 <d, |[c—7| < () a|d—T7| < d(7),

pak podle definice funkce M je
f()(d =) + Mc(c) < M.(d)
a pokud ¢ < d, pak

M.(d) — M.(c)
d—c

f(r) <

Jestlize nyni polozime ¢ = 7 nebo d = 7, dostaneme

f(7) < liminf Me(y) — Me(7)

y—=T y—r

)

funkce M. je tedy majorantou k funkci f. Podobné lze ukazat, ze funkce m. je

minorantou k f.

Z nerovnosti (5.2)) dostaneme, ze plati

M (b) — M(a) = (me(b) — me(a)) = Mc(b) — me(b) <e.
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Pak

odkud dostaneme

inf(M(b) — M(a)) = sup(m(b) — m(a)),

M m
¢imz jsme dokazali existenci Perronova integralu, pficemz rovnost (5.1) vyplyva
uz z prvni ¢asti dikazu. 0]

Poznamenejme, ze tedy konstruktivné definovany Kurzweiliv integral defi-
novany pomoci riemannovskych integralnich souctii je ekvivalentni deskriptivné

definovanému Perronovu integralu.
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6 McShaneuv integral

6.1 Edward James McShane

Edward James McShane se narodil v New Orleans 10. kvétna 1904. Studoval na
univerzité v Tulane a dale pokracoval ve studiu na univerzité v Chicagu. V letech
1928 — 29 musel z finan¢nich divodd sva studia pferusit a ucit na univerzité
ve Wichité. Béhem svého pobytu v Gottingenu roku 1932 — 33 prelozil do an-
glictiny knihy o diferencialnim a integralnim poctu. Po dvou letech na univerzité
v Princetonu presel McShane na katedru matematiky univerzity ve Virginii, kde
zustal po zbytek své kariéry. V dobé druhé svétové valky piisobil v ¢ele balistické
vyzkumné laboratofe v Marylandu. Béhem této doby napsal s dalsimi autory
knihu Exterior ballistics[| Roku 1983 vydal svazek Unified integrationf]| kde se
vénuje zobecnéné teorii integrace, spolu s fadou aplikaci ve fyzice, diferencialnich
rovnicich a pravdépodobnosti. McShane byl prezidentem Americké matematické
spolecnosti a ¢lenem Narodni akademie véd. E. J. McShane zemfel na srdecni

selhani 1. ¢ervna 1989 v Charlottesville ve Virginii.

E. J. McShane

"Cesky nazev: Pohled na balistiku.
8Cesky nazev: Jednotnd integrace.
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6.2 McShaneova definice integralu

Definice McShaneova integralu je velmi podobné definici Kurzweilova integralu.
Pouze pojem déleni s vyznacnymi body vystfidal pojem L-déleni, ktery si nyni

definujme.

6.1 Definice. (L-déleni) Bud a,b € R, a < b Mé&me dan kalibr
5 : Ja,b] = (0,400) a déleni D = {ag,ay,...,a;} intervalu [a,b]. Jestlize je

navic splnéna podminka
[Clifl, Cli] C (Ti - 5(7'1'),7'1' + 5(7’0), 1= 1, 2, ey k
nazyvame Dy = {ag, 1, a1, ..., Tk, a1} 6-jemnym L-délenim intervalu [a, b].

6.2 Poznamka. Vsimnéme si, Ze na rozdil od déleni s vyzna¢nymi body u L-
déleni nepozadujeme, aby platilo a; | <7, < a;,1=1,2,...,k.
Pro danou funkci f : [a,b] — R a L-déleni ozna¢me opét piislusny integralni

soucet S(f, D) = o, f(m)(a; — a;_1).

6.3 Definice. (McShanetiv integral) Bud a,b € R, a < b. Cislo I nazveme
McShaneovym integralem funkce f : [a,b] — R od a do b, jestlize pro kazdé ¢ > 0

existuje 0 : [a,b] — (0,+00) tak, Ze pro libovolné J-jemné L-déleni Dy, plati
1S(f, D) — 1| <e.

McShanetv integral fce f od a do b znacime (5) f; f(z) dz. Mnozinu vSech

funkei f, které maji McShanetv integral od a do b, znac¢ime S([a, b]).

Vzhledem k inkluzi
A(8, [a, b]) < AL(9, [a, b)),
kde A; je mnozina vSech L-déleni, kterd jsou d-jemna, dostaneme néasledujici

veétu.

6.4 Véta. Bud a,b € R, a < b. Necht funkce f : [a,b] — R md McShanetiv
integral (S) ff f(z)dz. Potom existuje také Kurzweiliiv integral (K) fabf(x)dx a
plati

%) [ oyt = () [
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Vztah Kurzweilova integralu k integralu McShaneovu je zfejmy. V této sou-

vislosti plati nasledujici véta, jejiz diikaz je mozno nalézt v [1].

6.5 Véta. Pro funkci f : [a,b] — R plati f, |f| € K([a,b]) pravé tehdy, kdyz
f € S([a,b]).

Tim nas ovSem pojem McShaneova integralu vede ke t¥idé absolutné inte-
grovatelnych funkci a k Lebesgueovu integralu. Bezprostiednim dtsledkem této
véty totiz je, ze McShaneiv integral a Lebesgueiv integral jsou ekvivalentni.

Podrobnéjsi informace mize ¢tenaf nalézt v knize [3].
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7 Kurzweil-Henstockuv integral a jeho objev

Kurzweiltiv integral, kterému se v této praci vénujeme, se dnes nazyva Kurzweil-
Henstockiiv a zabyva se jim mnoho matematiki na svété. Jméno britského
matematika Ralpha Henstocka se v této souvislosti vyskytuje proto, ze nezavisle
na J. Kurzweilovi zavedl v roce 1960 stejnym zptisobem novou definici Perronova
integralu v publikaci [9]. Proto se v nésledujici kapitole budeme vénovat témto

dvéma vyznamnym matematiktm.

Ralph Henstock a Jaroslav Kurzweil
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7.1 Ralph Henstock

Ralph Henstock se narodil 2. ¢ervna 1923 v anglické vesnici Newstead, pobliz
Nottinghamu. Podle rodinné tradice mél navstévovat Nottinghamskou univerzi-
tu jako jeho otec a stryc. Henstock ovSem ziskal stipendium, které mu umoznilo
studium matematiky na St. John College v Cambridge, kde studoval od fijna
1941 do listopadu 1943. Chvili pracoval v oddéleni statistickych metod a kon-
troly jakosti na ministerstvu v Londyné, tato prace ho ovSem neuspokojovala,
a tak se zapsal na Londynskou univerzitu. Zde se seznamil s profesorem Paulem
Dienesem, ktery v ném probudil zajem o teorii integrace. Roku 1944 zacal vyzkum
a v prosinci 1948 predlozil svou doktorskou praci s ndzvem Interval functions and
their integrals, jeho zkousejicimi byli tehdy J. C. Burkill a H. Kestelman. Roku
1960 zavedl stejnym zptisobem jako J. Kurzweil novou definici integralu, ktery je
dnes zndmy jako Kurzweil-Henstocktiv. V nasledujicich desetiletich se stale véno-
val teorii integrace, vydal ¢tyfi knihy o analyze El a publikoval mnoho ¢lankt v
odbornych casopisech. V roce 1958 byl jmenovan ¢lenem Krélovské spolecnosti.

Ralph Henstock zemfel 17. ledna 2007 po kratké nemoci.

Ralph Henstock

9Theory of Integration, 1963; Linear Analysis, 1967; Lectures on the Theory of Integration,
1988; The General Theory of Integration, 1991.
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7.2 Jaroslav Kurzweil

Jaroslav Kurzweil se narodil 7. kvétna 1926 v Praze. Po ukonceni stfedni skoly se
vénoval studiu matematiky a fyziky na prirodovédecké fakulté UK. Roku 1955 se
stal vedoucim oddéleni obycejnych diferencialnich rovnic Matematického ustavu
CSAV. Kromé jiného se vénoval otdzkam zavislosti feseni diferencidlnich rovnic
na parametrech, o ¢emz pojednava v jiz vySe zminéné praci [8]. Pravé zde se
setkavame s novou teorii integralu, kterd byla prostfedkem k vysvétleni jistych
konvergencnich jevi a k vytvoreni teorie zobecnénych diferencialnich rovnic.
K teorii integralu se J. Kurzweil vratil v sedmdesatych letech. Roku 1964 mu
byla udélena statni cena za matematiku a v roce 1981 mu CSAV udélila medaili
B. Bolzana. Témér ¢tyticet let prednasel na matematicko-fyzikalni fakulté zaklad-
ni kurz diferencidlnich rovnic. V letech 1990-96 byl J. Kurzweil feditelem Matema-
tického tstavu AV CR, ktera mu v roce 1996 udélila medaili za zasluhu o védu.
Od roku 1998 do roku 2002 byl predsedou Jednoty ¢eskych matematiki a fyziki
a v roce 2006 byl ocenén Narodni cenou vlady Ceska hlava za celozivotni dilo

v oblasti teorie integralnich a diferencialnich rovnic.

Jaroslav Kurzweil
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7.3 Okolnosti vzniku Kurzweilova integralu

Kurzweiltiv integral vznikl pro potfeby teorie obycejnych diferencidlnich rovnic.
V padesatych letech minulého stoleti se teorie obycejnych diferencialnich rovnic,
v souvislosti s vyzkumem nelinearnich oscilaci, zacala vice orientovat napiiklad
na zavislost Teseni diferencidlnich rovnic na parametru a rtzné podoby stabi-
lity TeSeni. Spojita zavislost na parametrech byla z hlediska aplikaci ve fyzice
a technickych védach zasadni, protoze matematicky popis jevu pomoci diferen-
cialnich rovnic je vzdy jen ptiblizny. Kurzweiliv integral umoznil popsat fyzikalni
jevy, které pred jeho vznikem nebylo mozno matematicky uchopit. Zaplnil prostor
diferencialnich rovnic, usnadnil popis obycejnych diferencialnich rovnic s impulsy,
napomohl k prizkumu integralnich rovnic v prostoru funkci s kone¢nou variaci,
apod.

J. Kurzweil se tehdy rozvojem integralu priliS nezaobiral, vedle praci
o diferencialnich rovnicich publikoval spolu s timto integralem jen kratkou
poznamku o integraci per partes. Specialisté v teorii integralu tomuto nové defi-
novanému integralu v té dobé také pozornost nevénovali. Podobny osud mély i
prace R. Henstocka, i kdyz Henstock sam v teorii integralu pracoval. Teprve poté,
co R. Henstock v roce 1963 uvefejnil knihu Theory of integration, T. H. Hilde-
brandt v ¢asopise Mathematical Reviews poprvé upozornil na vyznam a prednosti
tohoto nového integralu. A sice, Ze je k dispozici integral Riemannova typu, ktery
je stejné dobry jako integral Lebesguetv a v pfipadé integrovani realnych funkci
realné proménné jej i predci, protoze je ekvivalentni Perronovu integralu. Tak
vznikla nova teorie integrace, ktera se koncem 20. stoleti stala dilezitou soucasti

matematické analyzy.
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Zavér

Integral je jednim z ustfednich matematickych pojmui. Prvotni myslenky, které
motivovaly vznik integralniho poc¢tu je mozné nalézt uz v obdobi antiky. Zakla-
dem pro vznik ndm znamého integralu byly vypocty obsahu a objemu. V pribéhu
17. stoleti doslo k rozpracovani infinitezimalnich postupt na zakladé dvou obec-
nych problémt. Prvnim z nich bylo pravé ur¢ovani obsahu ploch omezenych danou
kiivkou a druhym bylo stanoveni tecny k dané kiivce v jejim daném bodé. Za za-
kladatele integralniho a diferencialniho poc¢tu jsou povazovani Isaac Newton a
G. W. Leibnitz. Bez Newtonova integralu se ani dnes neobejdeme, jelikoz ma
tu vyhodu, Ze oproti jinym integralim umozinuje snadny vypocet. Dalsi vy-
znamnou definici, kterd se po I. Newtonovi objevila, vychazela z Leibnitzova
zpusobem zobecnil H. L. Lebesgue. Lebesguetiv integral se stal zakladnim po-
jmem matematické analyzy 20. stoleti. Brzy se ovSem ukézalo, ze Lebesguetiv
integral neni schopen integrovat kazdou derivaci. A pravé tento nedostatek se po-
datilo odstranit O. Perronovi a J. Kurzweilovi. V definici Kurzweilova integralu si
navic vystacime s elementarnéjsimi prostiedky nez u integralu Lebesgueova nebo
Perronova.

V predlozené praci je rozvedena definice Kurzweilova integralu s upozornénim
na nékteré jeho uzitecné vlastnosti. Byly zde popsany nejznaméjsi urcité integraly,
se struénym objasnénim historickych souvislosti a poukazano na jejich vzajemné
vztahy. Podarilo se nam ukazat, ze Kurzweiltiv integral je zobecnénim Newtonovy,
Riemannovy, Lebesgueovy i McShaneovy teorie a je ekvivalentni Perronovu inte-
gralu. Tuto praci mohou vyuzit studenti matematiky se zajmem o matematickou
analyzu a historii matematiky. V seznamu literatury jsou uvedeny tituly, které
mohou ¢tenarii slouzit pro dalsi podrobnéjsi studium.

Svoji bakalaiskou praci bych chtéla zakoncit neobvykle, slovy Jaroslava
Kurzweila, a to proto, zZe se malokomu v zivoté podafi naplnit obsah jeho slov, ale
pro mé jsou velmi motivujici. ,,Jsem v celku spokojen s tim, Ze se mi podarilo néco

udélat a Ze se mi podaiilo n&jakym zptisobem ovlivnit béh véci kolem mé. . . “[19]

OKURZWEIL, J. Interwiew — televize Z1, odvysilano 8. 6. 2010.
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