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Uvod

Tato prace pojednava o teorii vicerovnicovych samustetnd souvisejiciho
modelu vektorové autoregrese, tedy o zakladech omah®rnych ¢asovychiad.
Ve finartni praxi se ¥tSinou setkdvame s daty ve fardasovychiad a to takovych,
které jsou ovliveny i fadami jinych dat. Proto je vyhodné tato data modlo
pomoci mnohorozrnych modei.

Prace se @i celkem na 3 kapitoly, kde je zprvu vyslena potebna teorie
vicerovnicovych soustav a zaklady vicerémné autoregresefigemz cela tat@ast
pievazré vychazi z knihy [5]. V seznamu literatury jsou deay i dalSi dogikovée
zdroje. Poté je vyloZena teorie aplikovana na @edbta z finagni praxe.

V prvni kapitole jsou popsany modely vicerovnicdvygoustav, které se dnes
v praxi staletasgji uplatiuji a rozvijeji. Je zde uvedenékolik raznych typi téchto
soustav pro analyzu tzpoolovych dat.

Ve druhé kapitole se pojednava o samotné vektoaot@regresi a zakladnich
vlastnostech mnohorozmych ¢asovychiad. Je vysétleno, jak se postupujeiip
konstrukci modelu a jeho spravné identifikaci afiaci.

Treti kapitola je aplikaci nastudované teorie nandaflata. V tétocasti
uvadime i aplikace teoretick€asti prace. V prvnich dvourigladech modelujeme
data pomoci dvouutenych vicerovnicovych soustav z prvni kapitoly a tietim
piikladu nazord ukazeme aplikaci vektorové autoregrese. Numeriskddie
prezentuje vysledky ziskané pomoci softwaru Mathiea8.0.



1. Vicerovnicové ekonometrické soustavy

1.1. Obecny model

Ve finartni a ekonomické analyze je mnohdy nutné pracovatasm s WtSim
poctem prongnnych najednou. Prainné vyjaduji rizné velEiny, které se navzajem
ovlivauji. Tyto vztahy Ize vyjaiit pomoci soustav rovnic.

V ekonometrii se &sSinou setkavame se specifickymi typy pozorovamérd
kombinuji informace jednotlivych prezovych dat (nap jednotlivé tituly cennych
papiit) s informacemiasovymi (nap jednotlivé obchodni dny). #tezovou slozku
budeme oznmvat indexen) = 1,2,.. macasovou slozku indexetr= 1,2,...T.

Takovato data setkdy ozn&uji jako poolova Lze je popsat soustavou rovnic

Vit = e + X Ve + e, j=1,..,m, t=1,..,T, var(e) = Q, (1)

kde: vy ... jedana vysitlovana prominna (nap. vynosj-téhotitulu cennych

papif v t-ty obchodni den),

x'j, ... jetadkovy vektor vysgtlujicich pronénnych (regresd) o k-1
slozkach,

T ... je délkatasové&ady,

m ... je paet jednotlivych pozorovanych pramnych,

& ... Jjerezidualni slozka s nulovodedni hodnotou

Q ... jerozptylova matice typmTxmT vektorue rezidualnich slozek;

a; ... je absolutnélen (dale intercept),

Yjt -.- j€ sloupcovy vektor neznamych regresnich pandmet

Ve vicerovnicovych soustavach vystupuji endogennéxagenni prognné.
Endogenni pro@nnéjsou vystupem ze soustavy. Alegpojedné z rovnic musi byt
vyswtlovanou prominnou, Vv rkterych rovnicich mohou byt vystjici
proménnou. Exogenni prornné mohou byt jedia vyswtlujici. Plati, Ze podmimé
rozc&klené promnnéy pri pevnych hodnotach exogennich pgsmych se negni pri
zmeénach procesu generujiciho tyto pramé.

Obecny model je vSak nevhodny pro praktické poubigba® obsahuje vice
parameti (kmT+mT(mT+1)/2, kde druhy &tanec je dan pidem prvikia dolniho
trojuhelniku symetrické rozptylové matice), nez pmocet pozorovani mT.
Proto se v praxi &né¢ pouzivaji jeho specialnifipady, jako jsou SUR soustava,



panelovd data, (dynamickd) soustava simultanniomicoa model vektorové
autoregrese VAR.

1.2. SUR soustava

Nejprve se podroliji podivame na prvni specialnfipad obecné soustavy - tzv.
SUR soustavu (Seemingly Unrelated Regression).ol&ydtém se sklada 2kolika
jednotlivych vztal, které jsou propojené tim, Ze jejich rezidualmzky jsou
korelované ve stejnétase, ale nejsou korelovanéizinych¢asech.

Model se da zapsat nasledujiciniiggbem

Vie = o + X'jt. ¥ + &0 E(eigje) = oy, E(eisgje) = 0 (2)

pro libovolna i,j,s # t.

Jelikoz se soustavy (1) a (2) lisi tim, ze v (2)nmea&; = o, vt =V;, Ize 0
SUR sousta¥ fici, Ze marginalni efekt vystiujicich pronénnych se liSi mezi
jednotlivymi rovnicemi, ale nezavisi kase.

V tomto modelu se dalefedpoklada, ze jednotlivé vystlujici proménnéx’;,.
jsou exogenni.

Maticovy zapis tohoto modelu ma tvar

b)-(o 2 ()

ol - oyl
var(e) = Q = < : : ), (€))

ol opml

kde: y; ...je vektor Tx1) pozorovanych hodngié vyswtlované proninneé,

.. je matice Txk) pozorovanych hodnot regrefqfté rovnice (jejiz
prvni sloupec je tvi@n jednékami),

B; ... je vektor kx1) regresnich paraméty-té rovnice s prvni slozkou,

&; ... je vektor Tx1) rezidualni slozky-té rovnice

I ...je jednotkova maticeTiT).

Zameéfme se dale na problém nalezeni nejlepSiho nestrarimearniho odhadu

parametii. Pokud byg; byly odhadnuty metodou nejmensi¢tverai individualre



pro kazdou rovnici zvla5 byla by ignorovana vzajemna korelace mezi jedngtli
rezidualnimi slozkami. Proto budeme na celou SUBS&wuU pohlizet jako na jednu
regresni rovnici vytvienou zmT pozorovaniy = X+ &, kdey, B a € jsou
sloupcové vektory délkgnTa X je blokow diagonalni matice z (3).

Prakticky se postupuje dvoustigyné za podminky, zem<T, tedy Ze ptet
priafezovych dat (pozorovaniiznych jewi v jednomcasovém obdobi) négsahne
délku casovychiad, nebé jinak by neexistovala inverzni matice k odhadnuté
matici Q .

(1) Nejprve odhadneme rezid@éa metodou nejmensiclitverai pro kazdou

rovnici SUR soustavy zvI&s
- ~ ro =1 o
& =y;—-¥;=y;—X;b;, kde b; = (XjX;) Xjy;.

Potom utime konzistentni odhady paranietr;; pro odhadQ variareni

matice reziduf) predpisem
T

1
Oij = TZ €it€jt -

t=1

(2) Vypcasitame pipustny Aitkeriv odhad ve tvaru
b= (x01x) X0y,

Lze dokazat, Ze tento odhad je z&itych v praxi dosazitelnychipdpoklad

konzistentni, asymptoticky eficientni a ma asymipkd& normalni rozéeni
N (g (xax)")

Poznamka: Parametryf; Ize optimal@ odhadnout metodou nejmenSich
¢tverai pro kazdou rovnici zvlaSve dvou specialnichifpadech:

(i) 0;j = 0 provSechnai # j,

(ii) vSechny rovnice maji stejné regresaky:= X provsechna j.
V téchto gipadech totiz nejsou jednotlivé rovnice propojeXgkorelovanost rezidui
se da statisticky testovat pomoci LM-testu s nuloviypotézou kt o;; = 0 pro

vSechna i # j. Jeho kriticky obor vypada nasledévn

m-1 m ( 1 R
mm — Oij
TZ Z 4> xi (—), kde r;; = —= (4)

i=1 j=i+1

a na prave str@&merovnosti je (Ix)-kvantil chi-kvadrat rozéleni.



1.3. Modely pro panelova data

V piipac, Ze m>T, tedy, Ze poet pfitfezovych jednotek fpsdhne délku
¢asovychiad, mluvime opanelovych dateclipanel data), ¢kdy nazyvanych také
longitudinalni data. Na data tohoto typu se poykiza. panelové modely.

Vyuziva se pedpokladu, Zze marginalni efekt vy¢sujicich pronénnych (krong
interceptu) #Astava konstantni &ase, ale i mezi jednotlivymi fifezovymi
jednotkami(a;; = a;,vj: = ).

V panelovém modelu Ize uvaZovat fixni nebo nahcefekty.
1.3.1. Panelovy model s fixnimi efekty

Formalre I1ze panelovy model s fixnimi efekty vyjadrovnici
yjtzaj+x'jty+ejt, j=1,...,m, t:1,...,T. (5)

Z rovnice je ihned viét, Ze parametr intercepty je konstanta reprezentujici
efekty, které jsou charakteristické proou rovnici. Redpoklada se, Ze rezidualni
slozky ;. jsou nezavislé stejnrozctlené s nulovou #dni hodnotou a rozptylem

a2. Symbolicky lze psat
ge~iid(0,0%), j=1,...m, t=1,..,T.

Maticovy zapis tohoto modelu vypada nasledovn

Y1 X, e - 0 &
< : ):( : )y+(2 5>a+( : ), & ~iid(0,0%0), j =1,..,m, (6)
Ym Xm 0 - e Em

kde: y; ...je vektor Tx1) pozorovanych hodngié vyswtlované proninneé,
X; ... je matice Tx(k-1)) hodnot regresarj-té rovnice (bez sloupce
jednicek),
Y ...]je vektor (k-1)x1) regresnich parameétr
e ... ]Je jednotkovy sloupcovy vektorbslozkach,
a=(ay, .., ay)

& ... je vektor Tx1) rezidualni slozky-té rovnice,

Opet se edpoklada, Ze vSechny vyshjici promEnné jsou exogenni.



Na zaklad vlastnosti rezidualni slozky,, dostavame, Ze nejlepSi nestranny
linearni odhad paraméty aa je odhad metodou nejmensSigierai.
(i) Odhad parameiry:

-1

c= iz(xft - %)) (x5 — %) iz(xft =%) (e = 3)

j=1t=1 j=1t=1

1% 1%
kde 7] =sz]t' )_/] =?Zy]t
t=1 t=1

Tento odhad je konzistentni, kdyaT — oo.
(i) Odhad parametra:
aj = _')_/] — fljc .

Tento odhad je konzistentni pfo— oo.
1.3.2. Panelovy model s ndhodnymi efekty

Nyni budeme pracovat s nasledujicim modelem:
Vie=a+x ¥ +wi, wi=¢g+n;, g~iid(0,02), nj~iid(0,02), (7)
j=1,..m, t=1,..,T,
piicemzw;, je chybovyclen sloZzeny ze dvou navzajem nezavislych kompopemt
vSechng at. V predchozim modelu jsme parametrychapali jako fixni konstanty,
kdezto v tomto modelu jsou jednotliva = a + w;; nahodne vetiny.
V modelu s ndhodnymi efekty navitepokladame, ze:
() E(w;e) =0,
(i) E(w}) = 02 + 07,
(iii) E(wjewjs) = o2 pros #t,
(iv) E(wiswjt) =0proi#j.
Jako eficientni odhad parameyr aa pouzijeme fipustny Aitkeriv odhad a to

dvoustumovrg, jako tomu bylo u SUR soustavy.

Poznamka: Panelovy model s nahodnymi efekty se cas§ji vyuZiva
v ptipadech, kdy mame velky pet piifezovych dat za krat§asova obdobi, nelbo

pocet paramefr nezavisi na pftu prirezovych jednotek. JelikoZz parametje pro



vSechny rovnice stejny;, an; maji fizné rozptyly a regresnich parantegr je opt

k-1, dostaneme celkem pougz€2 parameti.
1.4. Soustava simultannich rovnic

Soustava simultannich rovnic ma oprotegesSlym modém tu vlastnost, Ze
mezi vys\tlujicimi proménnymi mohou byt obsazeny i endogenni pone.

Formale muZe byt soustava simultannich rovnic popsana ngstéahu
predpisem

m k
y]'t = Z y]-iyl-t + Z,Bﬁxl-t + Ejt , ] = 1, ..,m, t= 1, ,T (8)
i=1 i=1
i#j
Celkem tedy mamm endogennich proénnychy;, ak exogennich progmnych
x; . Stejré jako tomu bylo u SUR soustavy, i nyni pro pro dedini slozky

piedpokladame, ze
E(sitel-t) = 0jj, E(sisal-t) = 0 prolibovolna i,j,s # t.

Navic se ale takéiedpoklada, Zey;; # 0 pro réjakéi # j — tedy, Ze alesio
jedna rovnice obsahuje vice nez jednu endogennigmuoou.

Proy;; =0, i,j = 1,...,m se (8) redukuje na SUR soustavu (2) rozepsanou pro
jednotlivé slozky,S;; jsou slozky vektory; zavedeneého ve vyjéeni (3) SUR
soustavy.

Maticovy zapis této soustavy ma nasledujici tvaz{wany takétrukturalnj:

YIT+XB+E=ZA+E=0, (9)
kde:
Y ... je matice {xm) pozorovanych hodnot vSech endogennich gromch,
I ... je matice parameii(mxm),
X ... je matice pozorovanych hodnot vSech exogennicingmnych ([xKk),
B ... je matice parameatr(kxm),
Z = (Y,X) je matice pozorovanych hodnot vSéetm promennych soustavy
(Tx (k+m)),
A =(I'",B")’ je odpovidajici matice paramétf(k+m) xm),

E =(gq, ..., &,) je matice rezidualnich slozekxm).



Za podminky regularity matice paramelt , |ze ze strukturalniho tvaruaggit na

tzv. redukovany tvar soustavy vynasobenim soustpvgva inverzni matidi !
Y=-XBIr'—Er'=Xm+V,tedyll =—BI'aV =—EIl" (10)

V redukovaném tvaru vyjddjeme endogenni pramné jako funkce pouze

exogennich progmnych a rezidualni slozky.
1.4.1. Odhady soustavy simultannich rovnic

Pro odhad soustavy simultannich rovnic ve struktima tvaru neni vhodné
pouzivat klasickou metodu nejmenSiihierai, neba takovyto odhad neni obetn

ani nestranny, ani konzistentni.
1.4.1.1. Nepimy odhad metodou nejmenSicktverci

Pokud pevedeme soustavu simultannich rovnic do redukovangfaru,
muzeme pro odhad pouZzit metodu nejmengisierai, neba@ v redukovaném tvaru
mame jednotlive endogenni prénmey; vyjadiene jako linearni funkci exogennich
proménnych a rezidualni slozky. Pjety sloupec maticového redukovaného zapisu,
dostaneme

yi=Xmj+v;, j=1,..,m,
kdey;, m; av;jsouj-té sloupce mati¥,ITaV.
Metoda nejmenSicttverai ndm dava nestranny a konzistentni odhad parametr

redukovaného tvaru. S pouzitim Zeai z (10) jej Ize zapsat ve tvaru
P=XX)"X'y.
Nicmére v pro praktickou analyzu &tého systému je zapebi odhadnout
pavodni strukturalni tvar soustavy simultannich ravitotebujeme tedy parametry
IT redukovaného tvaru transformovat jednazwa zpst na parametryl’, B

strukturalniho tvaru. Potom se pouzije stejna fansace na odhad P parameifia

ziskame nestranny a konzistentni odhaebpnich parameirl’ aB.



Zdali je mozné jednozia¢ vyjadit z parameti redukovaného tvaru, parametry
strukturalniho tvaru, zavisi na jejiathentifikaci

(i) Dana rovnice soustavy se nazyméidentifikovana jestlize z paramair
redukované rovnice nelze ziskat vSechny parametipiktaralni rovnice.

U takovychto rovnic nelze provést odhad metodomeegichitverai.

(i) Presre identifikovanédrovnice je takova, u které lze zredukovanych
parametii jednozn&né urcit strukturalni parametry. WE¢hto rovnic existuje prav
jeden OLS-odhad, ktery je navic i konzistentniyargsoticky eficientni.

(iii) Posledni typ rovnice j@reidentifikovanaTo jest z parametrredukované
soustavy lze ziskat dva a vicézmé soubory strukturalnich paranietiPro tyto
rovnice existuji dva a vice OLS-odhadteré jsou sice konzistentni, ale ani jeden
neni asymptoticky eficientni.

O identifikaci rovnice se rozhoduje na zaki&ipodminek:
a) hodnostni podminka (nutnd a pastpci), ktera je zaloZzena na hodnostech
matic parametr,
b) rozmerova podminka (nutnaje zaloZena na gtu zaazenych prornnych
v dané rovnici a je v praxi pouzivanaikyednoduché formulaci. Mame-in
endogennich proémnych soustavym; potet endogennich prainnych vj-té
rovnici (na praveé i levé stramovnice),k exogennich progmnych soustavy a
k; pacet exogennich proémnych vj-té rovnici, potom je dana rovnice
() neidentifikovana, pokud: k—ki<m;—1,
(i) presre identifikovana, pokud:  k—k; =m; — 1,

(i) preidentifikovana v fipack, ze: k—k; >m; — 1.
1.4.1.2. Dvoustugiovy odhad metodou nejmensSickitvercu

Dvoustupiovy odhad metodou nejmenSi¢tveral (dale jako 2SLS-odhad) je
pouzitelny jak pro fesre identifikované rovnice, tak i profgidentifikované rovnice.
Konstrukce se &tSinou provadi ve dvou stupnich, a to pro kazdewim zvlag'. Pro
j-tou rovnici pak mame

yi=Yiy;+XB;+¢, (12)
kde y; je vektor Tx1) hodnotj-té endogenni proénne,Y; ozn&uje matici

(Tx(m-1)) hodnot endogennich prémych na pravé stran-té rovnice v (8)y; je



vektor (Mm-1)x1) jejich gislusSnych paramelr X; je matice Txk) hodnot
exogennich progmnych j-té rovnice g8; je vektor kx1) paramefr exogennich

promennychX;.

(1) V prvnim stupni nejprve odhadneme endogennmpnmé na prave stran
rovnice pomoci jejich pozorovanych hodnot a hodrsetch exogennich pramnych
soustavy.

Y, =XP; = X(X'X)"'X'Y;.

(2) Druhy stupg spaiva v nahrazeni regresorv pavodni rovnici (11)

Y; vypccitanymi odhadf/]- z prvniho stup®

na ktery ot pouzijeme OLS-odhad a dostaneme koyeodhadc,s;s; @ b,gys;

parametit y; af;

(c25L5j>: Y X(X'X)7'X'Y; YX; -1 Y X(X'X)"'X'y; (13)
bsus; XY, XjX; Xy, .

Konzistentni odhad rozptylové matice rezidualnzkjodostaneme ve tvaru

< N (Y;X(X’X)-lx'yj YX; )‘1 .
2SLSj = O2s1sj / ' ,» Kde
! XjY; XjX;
A2 _ }’}}’j + CIZSLSjY],'Y]' CosLsj — ZCIZSLSjY;'yj - bIZSLSjX;'X]' b,sisj
O2sLsj = T .

Tento dvoustuppovy odhad metodou nejmenSiéiveral nam dava konzistentni,

asymptoticky normalni a asymptoticky eficientni adtparametr j-té rovnice.

Poznamka Odhad simultannich rovnic Ize provést takisttipiové metodou
nejmensichttveral (3SLS-odhad), ktery nam na rozdil od dvousty&ho odhadu
dava asymptoticky eficientni odhad nejen vzhledejrté rovnici, ale i vzhledem

k celé soustav
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1.4.2. Testovani exogenity

V praxi se velmic¢asto pouZzivaji tzviesty exogenityneb@ byva obtizgjsi

rozeznat, zda je dana prénma exogennii endogenni.

Nejcastji se pouziva Hausméau test, kde nulovou hypotézou v rovnici (11) je

HO: y] = 0.
Jeji zamitnuti znamena, Z¢-té rovnici se vyskytuj¥; jako exogenni progmné.
K testovani hypotézy pouzijeme LM-test s (asympigtn) kritickym oborem (na
hladirg «)
LM =T -R? >y} o(m; — 1), (14)

kde R? je koeficient determinace v modelu

pro OLS-rezidudg; = y; — X;b; vypoctena z modely; = X;B; + €; s odhadem

parameti b;.
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2. Vektorova autoregrese

DalSi moznosti pro modelovani vzajemnych souvislogitolika pronménnych
v ¢ase jsou modely mnohoroZmych ¢asovychiad. Velmi pouzivané a jednoduse
interpretovatelné jsou zejména linearni vektorowdoregresni modely. V této

kapitole tedy budeme studovatroznernécasovéradyy: = (Y1t Vatr «or Vimt) ' -
2.1. Zakladni vlastnosti vicerozrérnych ¢asovychiad

Slalk¥ stacionarniviceroznérnou fadou budeme rozufh ¢asovouiadu, ktera
spliuje nasledujici vlastnosti
() E(y;) = u = konstatnta pro libovolné t,

(i) var(y;) = konstatnta pro libovolné t,
(i) cov(ys, ¥:) = cov(Vsin, Yearn) Pro libovolnéh.

Maticova autokovariatni funkcepro stacionarni vicerozimé procesy ma pro

¢asoveé posunufi = ..., —1,0,1, ... tvar

Ty = cov(ye, Yi—r) = EQ@ — ) e — 11",

COV(}’lt;th—k) COV()’H:)’z,t—k) COV()’H:)’m,t—k)
I, = \COV()’ZDYLt—k) COV(thl YZ,t—k) COV(thl ym,t—k)) '

COV(ymt:yl,t—k) COV(}’mt;}’z,t—k) COV()’mt; ym,t—k)
amaticova autokorekni funkcee
Pr = D—1/2I'kD—1/2'

kde maticeD je diagonalni matice, na jejiz diagonale jsou hdognar(y,,),
var(y,e), ..., var(Yme)-

Prvek na pozicii(j) maticel, se nazyv&zajemna kovariafni funkcecasovych
fad{y;;} a{y]-t}, kterou oznéimey;;(k). Stejnym zfisobem se definujezajemna
korelacni funkcep;;(k), ktera nam udava korelai koeficient mezy;, ay; ..

I, ap, jsou prok = 0 symetrické matice, ale prk >1 jiz nikoli. Lze také
ukézat, Ze plati vztahyl, =T , a p, = p_, a proto nadale budeme uvazovat

pouzek >0.
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Odhad maticové autokovariam funkce z pozorované mnohorozmé rady

¥i, .., Y: lze prok =0,1,...,n — 1 vypctitat dle nasledujiciho vztahu

T T
1 B |
Cy =T Z @e—VNYe- =), y=72yt (16)
t=1

t=k+1
a odhad maticové autokorefda funkce

1

1 _—
Rk == D_ECkD 2, (17)

Rekneme, Z&asové&ady{y;} a{y;} jsou

(i) vzdjem@ nekorelovangjestlize pro libovolné& > 0 plati

pij(k) = pji(k) =0,

(ii) sowasre nekorelovangjestlize p;;(0) = 0,

(i) nesodasre nekorelovangjestlize p;;(k) = p;;(k) = 0 pro viechna k > 0.

Pokudp;;(k) = 0 pro vSechnd >0 ap;;(I) # 0 pro rgjakél > 0, potom
ifekneme, Ze existujgednostranna zévislo{tyjt} na{y;}. Pokudp;;(k) # 0 pro
alespa jednok >0 ap;;() # 0 pro rEgjakel > 0, potom existujezpetna vazba
mezi{y;.} a{yi:}.

Viceroznerny bily Sumf{e,} je casovarada, pro niz plati

E(g;) =0, E(g:€'y) =Y, E(gé€';) =0 pro s #t.

Tedy slozky tohoto vektoru jsou centrovanéaaow nekorelované, ale ve stejném

c¢ase mohou byt korelované a maji pozitidefinitni rozptylovou matic}..
2.2. Model vektorové autoregrese

Nyni se zarfime na samotny model vektorové autoregrese VARtoTemodel

fadup se da vyjatit nasledujici rovnici

Ve =@+ Py 1+ ..+ Py, + &, (18)

E=Ye =P PYr1— o —PpYtp = ®(B)y: — ¢o,

13



kde &; je mrozmerny bily Sum,®; jsou parametrické matice typum&m), ¢,

predstavujen-roznerny intercept a
®(B) =1-®,B— ®,B? — ... — ®,BP (19)

je maticovy polynom operatoru #&pého posunuti B definovanéhaegpisem
B*y, = yek -

Model vektorové autoregrese Ize charakterizovato jdombinaci modél
jednorozmérnych ¢asovychrad a soustav simultannich rovnic z kapitoly 1.4ces
tedy tvai soustava linearnich regresnich rovnic, kde sezti8uje mezi exogennimi
a endogennimi prognnymi. Kazda vysstlujici proménna se vyjatlije pomoci
bilého Sumu, svych zpo&dych hodnot, ale také pomoci zpeéidgch hodnot
ostatnich prornnych.

Pro jednoduchost si uvedeme obecny tvar soustadgimd/AR(1)

Ye =@+ Py, 1 + & (20)
Zapsanim po slozkach dostaneme nasledujici soustavu

Yit = @10 + PuaYie-1+ -+ PomYmi-1 + €110
Yor = @20 + Po1V1t-1 + o + PomVme—1 + 2t

Ymt = OPmo + PrmaVie-1 + o + Ponm¥Ymie—1 + Eme-

Rovnice (20) se nazywedukovany tvamodelu VAR. Steji jako tomu bylo
v kapitole 1.4., |ze tento tvargvést na tzvstrukturalni(viz [5]).

Rekneme, Ze model VAR] je stacionarni,jestlize viechny keny polynomu
®(B) lezi vre jednotkového kruhu v komplexni ro¥inTo zaji§uje moznost fepsat

model VAR() ve tvaru linearniho procesu

Ye =&+ P&+ P&+ .= A+ P B+YP,B2+ )&, = P(B)g,. (21)

V modelu VAR(1) Ize podminku stacionarity ekvivaieh vyjadit tak, Ze

vlastnicisla matice® lezi uvnit jednotkoveého kruhu.
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2.3. Konstrukce modelu VAR(E)

Konstrukce modelu vektorové autoregresecspove fazich identifikacgadup,
véetrg transformace k zaji&bi stacionarity, poté odhadu paranietn nakonec

verifikace odhadnutého modelu.
2.3.1. Identifikace modelu

V prvé ifackk se vizualg zkontroluje stacionarita dar@sovérady vykreslenim
grafu jejich hodnot. Pokud darfdda neni stacionarni, je pelba provést vhodné
transformace a tim proces stacionarizovat.

i) Diference logaritni fady In(y,) —In(y;_;) . PouZivh se zejména pro
finanéni casové&ady.

i) 1.Diferencey, — y,—, = D;. Ta zpravidla odstrani nestacionaritou viedi
hodnot (nekonstantni g¢dni hodnota).

iii) 2. DiferenceD, — D,_,. Tato transformace je vhodnarad, které porusuji

podminku stacionarity v rozptylu (nekonstantni itgPp

Pokud jiZ mame stacionarfddu, ale s nenulovouistini hodnotou, je¢bairadu
{y:} nahradittadou{y; — y}, kdey je aritmeticky pimér hodnot fivodnifady. Pro

mnohorozndrnétrady se transformace provgidpo slozkach.

K identifikaci ftadup naSeho VAR modelu je vhodné pouZitibstatistické testy
(nap. LR-test, viz [5]), nebo informai kritéria. Nefastji pouzivanym je AIC

kritérium prom-roznerné ¢asovérady. Ve zdroji [9] je uvedeno ve tvaru

2m?p

AIC(p) = In |Z,| + — (22)

kde |Z,| je determinant odhadnuté rozptylové matice residudlozky modelu

VAR(p). Volime takovy model, ktery ma minimalni hodn&tiC.
2.3.2. Odhad parametii modelu

Matice paramefr ®; a vektorp, odhadujeme Z pozorovaniadyy,. K tomu
lze pouzit bd metodou maximalni &rohodnosti (ML-metoda), nebo klasicky

OLS-odhad. Za fedpokladu normalniho rozkgni rezidui nam abmetody davaji
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stejny odhad, ktery je konzistentni. Odhadové piooe jsou popsany néilad
v knize [8]. Logaritmick& #rohodnostni funkce je vtomto zdroji uvedena

nasledova
T—p 1 1
InL(®,y) = — 3 In|2ry| — Etrz S(P), (23)
T
S@ =) &
t=p+1

pricemz prot < p + 1 je &, = 0. K vypoctu odhad parametit maximalizaci (23) se

pouziva vhodny software.

2.3.3. Verifikace modelu

Zanmetime se pouze nakteré typy o¥rovani adekvatnosti modelu.

(i) Kontrola stacionarity- owfuje se podminka stacionarity, tedy kontrolujeme,

zda kdeny ®(B) lezi vre jednotkové kruznice v komplexni roein

(i) Kontrola vysledného bilého Surmudilezitym nastrojem je vyptany bily
Sum{g,}, pomoci kterého se zejména testtigsova nekorelovanost teoretického
bilého Sumye,}.

Tu lze statisticky testovat pomatirozmerného Q-testu s kritickym oborem

K
1 . A A A
On =17 ) == tr(CGG G 2 xha(M* K =), (24)

kde C;, je odhad maticové autokovartam funkce (viz (16)). Za hodnotK se
doporuiuje volitvT.

Nekorelovanost |ze testovat také fiifad Bartlettovou aproximaci, ktera se
aplikuje na jednotlivé odhadnuté autokorelace gevadé autokorelace odhadnuté
rezidualni sloZzky s nenulovym zpa@rdmk, v praxi WtSinou p@itdme prok = 1.
Testujeme nulovou hypotézu nekorelovanosti s kijtic oborem

1
|rl-j(k)| > 2\/; pro k=12, .., (25)

kder;;(k) je prvek matice (17).
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2.4. Fredpowdi v ramci modelu VAR

V identifikovaném a osfeném VARp) modelu Ize konstruovatiedpowdi do

budoucna podlefpdpisu

Yern() = @+ P1Yeyn_1(t) + .. + PpYiin_p(t),
Yesj(t) = Yyj proj < 0.

Symbolemy,,, (t) zn&ime gedpowd’ v caset o h ¢asovych jednotek.

Pozndmka Specialg se také definujgektorovy proces klouzavych salVMA(q)
Yt = St + elst_l + ...+ eqSt_q = O(B)St,

avektorovy smisSeny proc¥e\RMA(p,q)

YVe=&+ Qo+ Py 1+ ...+ Py, + 0,184+ ..+ 0,84, tedy
®(B)y, = 6(B)e, .

Jejich vlastnosti jsou popsany tiap knihach [5] a [8].
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3. Zpracovani dat

V této kapitole nazokh ukazeme pouziti uvedené teorie na realnych datech.
V prvnim gikladu budeme analyzovat data pomoci SUR soustieynkrétrji
pujde o modelovani miry inflace &kolika zemich.

Poté budeme pouZzivat model soustav simultanniahicogZde se budeme snazit
urcit zavislost mezi endogennimi prémmymi, konkrét& mezi mirou inflace ve
Velké Britanii a ve Francii.

V poslednim pkladu ukazeme, jak modelovat ¢nové kurzy metodou
vektorové autoregrese. K vyia byl ve vSech fiikladech aplikovan software
Mathematica 8.0.

3.1. Modelovani inflace SUR soustavou

Nejprve se budeme zabyvat modelacinfomiry inflace v zavislosti na éim
HDP a pfimérné rani mite nezamstnanosti. Pouzijeme data@R, Francie, Velké
Britdnie a z USA a to od roku 1980 do roku 2008d®wse tedy pracovat s 12
¢asovymiradami o délce 29. Tato data zpracujeme pomoci SWBtavy z kapitoly
1.2.

Pritezovymi jednotkami jsou jednotlivé staty. VyH#evanou prominnou je
rocni mira inflace a vysitlujici proménné jsou zbylé charakteristiky. Data pro
jednotlivé staty jsou ziskana z webovych stranédrirational Monetary Fund [11].

Na néasledujicich obrazcich jsou vyvoje graflace v jednotlivych zemich.

(R FR

10+

et e S
1C 1 8 2
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USA

UK

10+ 8

Ozn&me nyni raéni miru inflacel;; v j-té zemi zat-ty rok, dale hruby domaci
produkt HPD; a razni miru nezamgstnanostiN;. Potom budeme modelovat SUR

soustavu tvaru (2)
Ijt = O(]' + HDP]t - Y] + th - 6] + Ejt, ] = 1, ...,4, t= 1, ,29 (26)
Maticovym zapisem dostaneme model
I=Xp +¢,

kdel je sloupcovy vektor inflaci, tedy 116 hodnitje blokow diagonalni matice

(116%29), v niZ jsou jednotlivé submatice tvarux2P Tedy

X, - 0
X =< R ),kde
0 - X,
1 HDP; N;
Xiz(i : : )proizl,...A.

1 HDPj39 Nipg

Matice B (12x1) ma nésledujici tvar

B1 Qi
B = ( : ),kdeﬁi = (Yi).
ﬁm 61

K jejimu odhadnuti budeme postupovat dvoustwp tak, jak bylo popsano
v kapitole 1.2.
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Odhad Q varianéni matice rezidui
Nejprve se odhadovala rezidua pro kazgkau rovnici zvlas. K tomu bylo

zapotebi vypaitat jednotliva prolozeni tvaru
o ro \—1 s
i =X;b; = X;(XjX;) X;y;.

Tyto hodnoty (oranzay) spolu s hodnotami inflace (fial®yjsou znazorény na
nésledujicich grafech, kde je mozné zkontrolovatyypaitané hodnoty prokladaji
skut&na data uspokoji

(R ) FR
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r al
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ik o %090 ° r [ ° °
F ) L Y o 2 Ceo® 0ee0® oo,
[ ° %, Sg00 °
| e o0 ._._.L_A_A_A_A_A_A_A_AL_A_A_._AL_A_;(;as I
E 5 1 1 x 2 5 1 1 > cas
UK
i USA
Fe i
[ °
15,
L L
[ ]
t wof ©
10}
L . .
..
6 [ )
5 e o °
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L] v. Y o . °
°
e, ® 4 ° .
sv°s, L o ® ° ° 00
¢ _ eoos 00 ,ef ° ° °
; . L das P L . L s
5 1 1 x 2 5 1 1 ex o x

Matice odhad parameti ;; vySla nasledowh

41.624 -0.814 -2.810 -0.825
—-0.814 7.624 2.621 2.492
—2.810 2.621 4.413 2.887
—0.825 2.492 2.887 4.533

Odhadnuta koretai matice vypoitanych rezidui ukazuje, Zze s@sna korelovanost

rezidui neni nezanedbatelna.

1. —0.045689 —0.20734 -0.06002925
—0.045689 1. 0.451907 0.423915
—0.20734 0.451907 1. 0.645493

—0.0600292 0.423915 0.645493 1.
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Testova statistika LM-testu (viz (4)) je v naSerippct rovna 24,629. Pro
hladinua = 0,05 je kvantil chi-kvadrat rozdeni o 6-ti stupnich volnosti roven
hodnot 12,592. Tedy jednoztia¢ zamitdme nulovou hypotézu o gasné
nekorelovanosti rezidualnich slozek. Proto OLS-oghab; konstruované
individualné pro kazdou rovnici SUR soustavy zwladejsou eficientni a je tudiz

nutné pouzit dvoustupvou metodu.

Vypoéet odhadub — Aitkeniv odhad

Pripustny Aitkeriiv odhad vySel nasledo¥n

9.616
—2.348
0.443

14.548 9.616 14.548
—0.653 B = <—2.348), B, = (—0.653),

—0.983 tedy 0.443 —0.983
—0.280

3.857 |’ 3.857 4.378
—1.008 B;=|-1.008], B, —0.280 |.

0.0482
0.0482

0.340 0.340
Dosazeniméchto parametr do rovnic (26) dostaneme kam& gibliZzeni, ktera

Sl
I

4.378

jsou znazoréna na nasledujicich grafechuyodni data jsou znazama fialow,

proloZeni oranzay).

R FR

L ° °
[ 2 °
or
[ 10
wf °
; 8 .
AL
[ 6 °
ol °
[ ar
[ e %o, °
L [ ° oo
10: ° ®ooe . 2k ®e 3 ..0"...
[ ° )
e e ° e0® . LX)
_ QA—CJ—A—‘—.—.L—A—A—A—A—A—A—A—AL—A—A—.—A—A—A—A—; cas cas
b 5 i 1 2« 2 5 1 1 2« 2
UK USA
i
e R
15,
L L
.
[ wf ©
10+
L . c
°®
6 °
5 eoe ° °
° vo. o ° °
e%e 4 ¢ ° ° °
° 0. PR s ¢ L3
'o...oo ®o 00 ° ° o
I sas I - I 'y (] &s
5 1C 1 . 2 5 1C 1! L8 e 2

21



3.2. Modelovani inflace soustavou simultannich rawc

Budeme modelovat miru inflace ve Velké Britanii earcii pomoci soustavy
simultannich rovnic. Byla pouZita stejnd datab&® jv kapitole 3.1. Jako exogenni

proménné budou vystupovat HDP a mira neamanosti v dané zemi.

Ozn&me nyni réni miru inflacel; v j-té zemi zat-ty rok, dale hruby domaci
produktHPD;; a raini miru nezagstnanostiN;;. Potom budeme uvazovat nasledujici

model ve tvaru odpovidajicimu vzorci (8)

Lit = Vi2lpt + P11 + B12HPDy + B13Nye + &4y,
Iyt = Vo111t + B21 + B2aHPDyt + BasNyp + &3¢

Necht’ tedy B je matice paramatrexogennich progmnych, tedy matice typu
(5%2),T nechl’ je matice (2x2) paramétrendogennich proénnych aE je matice
rezidualnich slozek. Oztine Y matici vSech endogennich prémmych aX matici
vSech exogennich pramnych etré sloupce jedriiek, ktery odpovida interceptu.

Potom niizeme zapsat soustavu ve strukturalnim tvaru (9)

YI+XB + E =0, kde

111 121
y=: )
IlT IZT
(1 HDP,, Ny, HDP,, N21>
X= . . . H M ,

1 HDP;y Ny HDP,r Nyr

P11 P21

Bz O

S
21 0 faa

0 B

Problém identifikace
V naSem pikladu mames = 5 exogennich prosmnych am = 2. Ok rovnice
jsou pgreidentifikované, nekibsphuji nasledujici podminku
k —k; >m; —1, vnaSempiipadé 5—-3>2—1.
Muzeme proto fistoupit k samotnému odhadu paramgtreba’ obs rovnice sphuji

podminku identifikovanosti.
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Odhad parametri
Odhad parameirprovedeme dvoustiipvou metodou nejmensicitverai, tedy

budeme postupovat pro kazdou rovnici z#7J&8z rovnice (11)
yi =Yy +X;B; t &

Nejprve tedy odhadneme teoretické hodnoty #sjicich endogennich
promennych v dané rovnici klasickou metodou nejmenstelral a poté pouzijeme

opet tuto metodu k odhadu strukturdlnich paradhédto rovnice.
(1) Odhadneme endogenni pramé na prave stranrovnice
Y, = X(X'X)7X'Y;.

Na nasledujicich grafech jsou znazom tyto hodnoty (zele¥) s pivodnimi

hodnotami inflaci (fialow)

R ; GB

15+

12f e

101

(2) Poté nahradime regresory dwvpdni rovniciY; vypocitanymi odhady¥ f
z prvniho kroku dle (12)
yi=Y;vi+X;B;+¢
a opEt pouzijeme OLS-odhad a dostaneme koiyeodhadc,,s; @ byss; parameti

y;ap; ze vzorce (13)

(CZSLSj>= Y;X(X'X)—l)('Y] Y;X] -1 Y],X(XIX)—lxly]
byssj X]'-Yj X;-X]- X}y]-
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Pro prvni rovnici, tedy pro modelaci miry inflace Velké Britanii jsme dostali
nésledujici odhady paramitr

0.629
(C25L51) _ | 2.687
b;sis1 —0.795 )
0.118
dostaneme tedy tvar pro prvni rovnici

I;; = 0,6291,, + 2,687 — 0,795HPD;, + 0,118N;; + €1,
Pro data Francie jsme dostali nasledujici vysledky

0.762
(CZSLSZ) _ 5.899
bysis2 —-0.285 J

—0.484

tedy odhadnuta rovnice ma nasledujici podobu
I,y = 0,7621;, + 5,899 — 0,285HPD,; — 0,484N,, + &5;.

Na nasledujicich grafech jsou zndzova pivodni data inflaci (fialo§) a
piislusné prolozeni (zel&h Z obou grai je vidét, Ze proloZeni fvodnich dat je

uspokojive.

GB ) R
i i
L]

1Cr

P Y S

Déle byl proveden Shapiro-Wilk test normality rezidui s nasledujicimi

vysledky.
Sowet étverci Odhad stredni
Vektor chyb p-hodnota chyb hodnoty chyb
£ 0,1334 56,413 —5.766 x 10715
£ 0,0204 87,672 2.906 x 10714

Na hladirg 1% se nezamita normalita rezidui obou rovnic, ladihé 5% bychom

normalitu rezidui druhé rovnice zamitali.
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V grafech vidime histogramy rezidui prvni a drubenice.

reziduaGB reziduaFR

.

-2 0 2 4 -2 0 2 4 6

Pfi testovani nulovosti paramétrjednotlivych rovnic se zamitla nulovost
parametit y,, i y,;. Byl pouzit postup z knihy [1] pro testovani nulstioregresnich
parameti.

Proy;, vySla testova statistika 5,857 a prg m¢la testova statistika hodnotu
6,206. U obou teét se statistika porovnavala s kvantilem Studentovaieni
t,5(0,95) = 1,708.

Testovani exogenityifslusnych prornnych bylo tedy zbytaé. JelikoZz ob
endogenni pro#nné na sob oboustran& zaviseji, je pouziti modelu soustav

simultannich rovnic opodstatme.
3.3. Modelovani kurai mén

Posledni zpracovanatadou jecasovaiada kurz meén ¢eské koruny k euru a
americkému dolaru. Data ttichodnoty ngsicnich pameéra od ledna 2003 do dubna
2011. Bude se tedy pracovat s dvourdamu casovou fadou o délce 100
pozorovani. Tato data budeme modelovat pomoci vektoautoregrese uvedené
v kapitole 2.

Na nésledujicich obrazcich jsou grafické zdznamyojey kurzuceské koruny

k euru ateské koruny k americkému dolaru.

CZKEUR CZKUSD
30 e
2 28F
0! 2% [
%L
2+ »E
20
2 |
18
L cas ‘ ‘ ‘ ‘ L cas
X a & & 100 20 40 60 80 10C

25



Z grafi Ize usoudit, Ze jvodni fady nejsou stacionarni a jgelba je nejtive
vhodre transformovat. V tomto ffpact je vhodné pouzit transformaci diferenci

logaritmi  In(y;) —In(y,_;). Nasledujici obrazky zobrazuji grafy jiz
transformovanycliad.
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Mezi okEma casovymi fadami je silnd pozitivni koretai vazba, nehd
odhadnuty korekni koeficient je roven hodn®0.943 u pivodnichtad a hodnat
0.681 u transformovanyckad.

Déle byla spoéitana vylrova maticova autokorelai funkce s nasledujicimi

vysledky. Vztah meziadami ma tedy tvar Zmé vazby.

Zpozdénik | p11(k) p12(k) p21(k) P22 (k)
0 1 0.681 0.681 1
1 0.263 0.153 0.244 0.285
2 —0.022 —0.101 0.042 —0.062

Konstrukce modelu VAR(p)

Systéem Mathematica 8.0 ma zabudovanou proceHlumnan — Rissanen,
ktera je zaloZena na odhadu metodou nejmen&ia@rai. Tento algoritmus nam
navrhl dva nejlepsi modely MA(1) a VAR(1), nicnéépri porovnani &chto model
informanim  kritériem AIC (viz (21)) vySly ob hodnoty velice podobné
(—15.9 pfi modelu MA(1) a — 15.882 pii modelu VAR(1)).  Proto jsme dale
pracovali s modelem VAR(1), kterému jgnovana teoretickdast prace.

Hannan-Rissanen odhadl parametrickou makiciasledova

0= (30 2T
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Vyvolani zabudované procedury odhadu metodou mdrinvdrohodnosti (23)
nam dalo stejny odhad parametrické madicelnterceptp, se neodhadoval, nebo
transformovana data maji nulovoiesini hodnotu.

RozepiSme si odhadnuty model VAR(1) po slozkach:

Vit = 0,219 - yl,t—l + 01078 ' yZ,t—l + €1t »
Y2e = =01 y16-1+ 0,469 -y, 4 + &3¢ .

Nejmensi koeficient 0,078 nazhge nevyraznou zavislost kurzu koruny k euru na
zpozdném kurzu koruny k dolaru, cozZ |ze pozorovat i dity p,,(k) = 0,153

vybérové maticové autokoreiai funkce.

Verifikace modelu

Vlastni ¢isla maticed® vySla rovna 0.272 + 0.049i a 0.272 — 0.049i. Jejich
absolutni hodnot@.276 lezi uvnit jednotkového kruhu, a tedy je podminka
stacionarity spléna.

Nekorelovanost vysledného bilého Sumu jsme testdvaina postupy.

(1) Nejdive jsme pouzilm-rozmsrny Q-test s kritickym oborem

K
1 ~ aaa A
Q,, = T? Z T ktr(c’kcglckcgl) > xi_.(m*(K —p)).

Testova statistika vysla55,429. Tuto hodnotu jsme porovnavali s
hodnotou kvantilu chi-kvadrat rodéni o 36-ti stupnich volnosti na hladin
a = 0,05, tedy s hodnoto30,999. Na hladig 5% zamitame nulovou hypotézu
nekorelovanosti.

Pti zvoleni hladinye = 0,01 je kvantil roven hodnét59,619 a tedy na hladin

1% jiz nekorelovanost rezidui nezamitame.

(2) Poté jsme provedli Bartlettovu aproximaci. Jatineé prvky odhadnuté
autokorelani funkce rezidualni slozky jsme porovnavali s hatdn 0,201
(viz vzorec (25)) a pr& = 1 Ize odhadnuta rezidug povazovat za nekorelovana.
Prok = 2,3 jiz ale vysly rekteré korelace statisticky vyznamné.

~+ _ (0,005 —0,012
pi@) = (0022 0,022 )

. _ (—0,095 —0,023
p2(8) = (—0,217 —0,187)'

27



~y _ (0,004 -0,023
ps(&) = (0,241 0,169 )
Jak je vidt, prekrateni hodnoty 0,201 se v obotigdech objevilo v maticich
p»(&,) a p3;(&,) na pozici (2,1) a tedy lze usoudit, Ze korelacezlgl é,; se
zpozdnymi hodnotamié; ., a & .3 neni zanedbatelna. Pgauyto korelace

nejspise zfisobily vySsi testovou statistika-rozmérného Q-testu.

Konstrukce piredpowedi
Zvoleny model VAR(1) pouZijeme ke konstrukditippiedpovdi do budoucna.
Nasledujici grafy znazowji poslednich 10 hodnot a Beplpowdi transformovanych

.

fad.
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Po zggtné transformaciigdpowdi jsme dostali 5 budoucichiguipowdi pivodni
casovérady. Tyto pedpowdi odhaduji ¢ekavany vyvoj pimérnych nesicnich
kurzit CZK/EUR a CZK/USD a jsou vykresleny spolu s posled deseti hodnotami

fady. Reprezentuji uroxiekolem které by rnové kurzy nily kolisat.
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Zavér

Cilem prace bylo vyloZit teorii o vicerovnicovycloustavach a vektorové
autoregresi a aplikovat ji na konkrétni fikaha ekonomicka data.

V teoretické c¢asti jsme se za#ili na odhady regresnich parametr
vicerovnicovych soustav a na zkoumani zavislostzireadogennimi prosmnymi.
Také byly vylozeny zéakladni vlastnosti viceraznych ¢asovychiad a model
vektorové autoregrese, kde jsme se &dmi na teoretickou konstrukci tohoto
modelu. Cela tatdast tedy pojednava o zakladech viceréaré finaréni analyzy.

V praktickécéasti jsou pomoci vylozenych modetkoumany iznécasovérady.
Nejprve Slo o vicerozsmnoutadu inflaci, kterou jsme modelovali s vyuzitim dieths
makroekonomickych ukazatelZ vysledK je patrné, Zze pouzité modely jsou vhodné
pro analyzudchto dat.

Druhou vicerozrérnou ¢asovouiadou bylafada kurz ¢eské koruny k euru a
americkému dolaru za poslednich 8 let. Podle visiéze soudit, Ze pravtakovéto
fady je vyhodné modelovat pomoci vektorovée autossgrslodel VAR(1) byl pouzit
na transformovana data diferenci logatfitrprotoze s rostoucimi hodnotami rostl i
jejich rozptyl, jako je tomu u&sSiny finartnich dat. Aplikovany model VAR(1)
vykazal uspokojivé vlastnosti. Software navrhl jakalternativni moznost
mnohorozndrny model VMA(2).

Veskeré vysledky byly ziskany pomoci softwaru Mathé&ca 8.0. Vytvéené
spustitelné programy jsou uvedeny na CD.
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