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Abstrakt: V tejto praci sa budeme zaoberat’ Brownovym pohybom a jeho zéklad-
nymi transforméaciami. Popiseme zakladné vlastnosti jeho trajektorii a ukazeme,
7e Brownov pohyb je martingal a self-similar proces. Dalej sa budeme venovat’
analyze casovych radov. Uvedieme grafické nastroje na skiimanie dat a popiseme
teoretické zaklady vybranych testov normality a nezavislosti. Nakoniec sa budeme
zaoberat’ hypotézou, ze z kratkodobého hl'adiska mozeme cenu finanénych aktiv
modelovat’ prave Brownovym pohybom. V statistickom programe R prevedieme
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Uvod

Predpokladé sa, ze ceny financénych derivatov sa daju z kratkodobého hl'adiska
modelovat’ pomocou Brownovho pohybu, resp. geometrického Brownovho pohy-
bu. Moja praca spociva v testovani tychto vlastnosti na realnych datach. Konkrét-
ne na cene podkladového aktiva, ktorého cena je zaznamenavana v priebehu pol-
roka kazdd sekundu od 8.00 hod do 22.00 hod (obrazok 1). Jedné sa o referencnu
urokovi sadzbu Euribor (Euro Interbank Offered Rate), ktord je obchodovana na
londynskej burze cennych papierov LIFFE (London International Financial Fu-
tures and Option Exchange). Euribor je aritmeticky priemer urokovych sadzieb z
individualne zjednané terminované kontrakty na budicu dodavku podkladového
aktiva - konkrétne sa jednd o trojmesacné futures. Euribor je na LIFFE jeden z
najlikvidnejsich kontraktov na svete, preto mozeme predpokladat’, ze je mozné
zabezpecit kontinudlne, prudké a adekvatne premietanie novych, neocakavanych
informacii do kurzov cennych papierov, co je jedna z klicovych vlastnosti efek-
tivneho trhu. Na testovanie som pouzival statisticky program R.

30 sekundovy vyber dat z jedného dna

vyber_30secf,]
98.80 9882
I

9878
|

9876

Obrézek 1: 30 sekundovy vyber z idajov jedného dna



1. Brownov pohyb

1.1 Zakladné definicie

Na zaciatok uvedieme zakladné definicie a pojmy potrebné na zavedenie Brow-
novho pohybu.

Definicia 1. Nech (Q, F, P) je pravdepodobnostny priestor a nech T C R. Potom
rodina redlnych nahodnych velicin X = {Xy,t € T} definovangch na (0, F, P) sa
nazyva stochasticky (ndhodny) proces.

Vo v8eobecnosti mnozina T' predstavuje ¢as. Mozeme rozlisit’ dva pripady. Ak
je T = Z mnozina vSetkych celych ¢isel, tak hovorime o procese s diskrétnym
¢asom alebo o ¢asovom rade. V druhom pripade, ak 7' = [a, b], —00 < a < b < o0,
hovorime o procese so spojitym ¢asom. Vo vécsine pripadov vSak pozorujeme
ndhodny proces od nejakého pociatoéného casu, vtedy za T volime RT.

Nandhodny proces X = {X;,t € R} teda mozeme pozerat’ ako na zobrazenie

X: OxR"— R
(w,t) — X(w,t),

kde X (w,t) := X¢(w).
Ak zafixujeme w € 2, tak sa funkcia

X(w, ) t— Xy(w) t>0,

nazyva trajektoria (realizdcia) ndhodného procesu pre dané w a skimame jej
analytické vlastnosti. Pre pevné ¢t € RT je naopak X (-,¢) ndhodnd veli¢ina.

Definicia 2. Bud’ (Q,F) meratel'ny priestor a ) # T C R. Neklesajici systém
(Fi,t € T) pod-o-algebier F sa nazyjva filtracia, ak plati

Vs, teT, s<t, FsCF CF.

Navyse definujeme limitni o-algebru

Fo=0 <U]—}>.

t>0

Zavedenie filtracie nam dava moznost’ vediet’, akd informaciu budeme mat’ v
budicnosti, t.j. v ¢ase t budeme o kazdom jave A zo o-algebry F; vediet’, ¢i nastal
alebo nie. Ak méme na (2, F) definovany ndhodny proces X, tak najjednoduchsia
vol'ba filtracie (F;,t € T') je takd, ktord je generovand samotnym procesom X.

Definicia 3. Kanonickou filtraciou ndhodného procesu X = (Xy,t € T) rozu-
mieme filtraciu (F{X,t € T), kde

FX=0(Xs;0<s<t,seT).

Kanonick filtraciu interpretujeme tak, ze F;X obsahuje vetky mozné varianty
nahodného procesu do casu t.



Definicia 4. Nech X = (Xy,t € T) je ndhodny proces a (Fy,t € T) je filtrdcia.
Povieme, Ze ndhodny proces X je adaptovany k filtrdcii F;, ak ndhodnd velicina
Xy je Fy-meratel'nd pre kazdé t € T'.

Definicia 5. Nech (Fi,t € T) je filtracia na (Q, F, P). PoloZme Fiy = (V,o; ser Fs-
Potom povieme, Ze filtracia (Fi,t € T)) je sprava spojitd, ak Fy = Fiy pre vietky
teT.

1.2 Brownov pohyb

Podrobnejsou konstrukciou Brownovho pohybu sa v tomto texte zaoberat’ ne-
budeme. Jeho existenciu dokézal Brown a neskor aj Lévy. Vznikne postupne z
modelu ndhodnej prechadzky, v ktorom sa casovy tsek priblizi limitne k nule.

Definicia 6. Bud’ (2, F, P) pravdepodobnostny priestor. Potom ndhodnyj proces
W = (Wt > 0) definovany na (2, F, P) nazveme Brownov pohyb, ak spliia
nasledugjice podmienky

4 WO = O;
o W, je P-s.i. spojity, t.j. W(w,.) : t = Wi(w),t > 0 je spojitd funkcia,

o pre vsetky 0 < 51 < 59 < t1 <ty < 00 su nahodné veliciny Wy, — Wy,
a Wy, — Wy, nezdvislé,

o L(W,—W,) = N(0,c%t — s|) pre vsetky t,s >0 a 0 > 0 je konstanta
a L oznacuje pravdebodobnostné rozdelenie.

Inymi slovami Brownov pohyb je ndhodny proces, ktory ma normaélne rozde-
lené nezavislé prirastky s nulovou strednou hodnotou a rozptylom rovnym dizke
casového tseku vynasobeného nejakou konstantou o. Ak je o = 1, hovorime o
tzv. standardnom Brownovom pohybe. K Brownovmu pohybu (W;, ¢t > 0) sa viaze
pojem Brownova filtricia (Fi,t € T). Je to filtracia, ku ktorej je Brownov po-
hyb (W;,t > 0) adaptovany a navyse pre kazdé 0 < ¢ < s je prirastok W, — W,
nezavisly na o-algebre F;. Od tejto chvile, ak budeme uvazovat’ Brownov pohyb
na nejakom pravdepodobnostnom priestore s filtraciou, tak mame na mysli prave
Brownovu filtraciu.

Veta 1. Nech W = (Wy,t > 0) je Brownov pohyb. Potom platia nasledujice
vlastnosti:

e (casovd homogenita). Pre kazdé s > 0, je proces (Wips—Ws, t > 0) Brownov
pohyb,

e (symetria). Proces (—Wy,t > 0) je Brownov pohyb,
e (scaling). Pre kazdé c > 0 je proces (cWye2,t > 0) Brownov pohyb,

e (Casovd inverzia). Proces X definovany ako Xo =0 a X; = tWy pret >0
je Brownov pohyb.

Procesy definované vyssie sa nazyvaju transformécie Brownovho pohybu. Vlast-
nost’ scaling sa vol'ne preklada ako zmena meritka.
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Déosledok 1. Nech W = (Wi, t > 0) je Brownov pohyb, potom

Dokaz. Vieme, ze proces X definovany v stvrtom bode predoslej vety je Brownov
pohyb. Po preznaceni potom plati

lim K = hm Xl/t =0.

t—oo

]

Tato vlastnost’ sa déd dokazat’ aj priamo pouzitim silného zakona vel'kych
cisel.

1.2.1 Kvadraticka variacia Brownovho pohybu

Dalej zavedieme pojem kvadraticka varidcia a ukédzeme, ze je pre Brownov pohyb
skoro iste nenulova.

Definicia 7. Nech f(t) je funkcia definovand pre 0 <t < T. Potom kvadratickd
variacia funkcie f do casu T je

n—1

(£ ANT) = dim > [F () = f(t)],
Imi—0 <=3
kde 11 = {tg,t1,...,t,} je delenie intervalu [0,T], 0 =to <t; <...<t, =T a
||H|| = max{tiﬂ - tZ,Z = 0, e, = 1}

Viésina funkcii, s ktorymi sa bezne stretavame, ma spojité derivacie. D4 sa
ukazat’, ze ak f je funkcia so spojitou prvou derivéciou, tak jej kvadratickd vari-
acia je nulova.

Tvrdenie 1. Ak md funkcia spojiti prvi derivdciu, tak jej kvadratickd varidcia
do casu T je nulova.
Dékaz. Budeme postupovat’ podl'a [6] str. 101. Uvazujme II delenie intervalu

[0,T]. Z Lagrangeovej vety o strednej hodnote, ktorej podmienky si trividlne
splnené, existuje v kazdom intervale (t;,%;,1) bod t; taky, ze plati

ftj) — f(tj)‘

PipxY
1) = tiv1 — 1
Potom mozeme pisat’
n—1 n—1
[f(tj1) — Z P E)P (1 — ) < T L EP (e — 1),
=0 =0
a preto

If, A7) < lim IIHIIZIf J+1—tj)]

[ITT)| —
= lim |(|II||]. lim = lim |[|II / dt = 0.
HHHH |- m Z\f (tj1 —t5) i - )



Pricom poslednd rovnost’ plynie z faktu, ze f'(t) je spojitéa funkcia, preto je in-
tegral konecny. O

Avsak pre trajektérie Brownovho pohybu plati, ze jeho kvadratickd variacia
cez nejaky interval je rovna jeho dlzke.

Veta 2. Bud’ W Brownov pohyb. Potom W, W|(T) =T pre vietky T > 0 skoro
1ste.

Dékaz. Postup je zalozeny na [6] str. 102. Nech IT = {t¢,ty,...,t,}. Pre lepsiu
orientaciu budeme v tomto dokaze pisat’ W (t) namiesto W;. Definujme ndhodnu
veli¢inu

—_

n—

Qu =) (W(tjy1) — W(t)*.

J

Il
o

Chceme dokézat’, ze Qn konverguje skoro iste k T, ked’ ||II|| — 0. Ak by sme
dokézali tiito konvergenciu v L?, tak z Cebysevovej nerovnosti a zo silného zakonu
vel'kych &isel plynie konvergencia skoro iste. Na dokézanie konvergencie v L2
potrebujeme dokazat’, ze E Qn = T a var Qn — 0, ked" [|II]] — 0. Ked'ze
z definice Brownovho pohybu mame E [W(t;41) — W (t;)] = 0, var [W(t;41) —
W(t;)] = tj+1 — tj a Qn je stctom nezavislych velicin, tak plati

B Qu= B W(ia) - W)

|
—

n

= ZVal" W(ti) = WE)] =) (tj1—t;) =T

J

Il
o

Dalej vieme, ze

E [W(ti) — W(t)]* =3t — t)°

var [(W(tja) = W) =B [(W(tea) = W(E)* = (01— 1)) ]
=2(tjn — 1))

Takze dostavame
n—1 n—1
var Qu = Y 2(tja1) — ;)7 <> 2|T||(tj4 — t;) = 2||TI|T.
§=0 =0

Teda sme dospeli k tomu, ze limymjovar (Qn) = 0, takze limm_o (Qn) =
EQu="T. 0

Tato zaujimava vlastnost’” Brownovho pohybu hovori, ze kvadraticka variacia
Brownovho pohybu nezavisi na vol'be trajektorie, resp. je pre vSetky trajektorie
na danom intervale rovnaka. Dalej z dokdzanych tvrdeni plati, Ze Brownov po-
hyb nema spojiti prvu derivaciu. Dokonca plati, ze Brownov pohyb nie je v
ziadnom bode diferencovatel'ny skoro iste. Narozdiel od kvadratickej variacie sa
dé dokazat’, ze na kazdom intervale ma Brownov pohyb nekonecni (totalnu) va-
ridciu.



Definicia 8. Nech f(t) je funkcia definovand pre 0 < t < T. Potom totalna
variacia funkcie f do casu T je
n—1
Vo' (f) = dim > [f(t) = ()],
0

ITT]|—0 <=
‘77

kde I1 = {to,t1,...,t,} je delenie intervalu [0,T], 0 =ta <t; < ... <t, =T a
ITI|| = max {t;yq —t;,i=0,...,n—1}.

Dosledok 2. Brownov pohyb md nekonecni totdlnu varidciu.

Dokaz. Predpokladajme pre spor konecnost’ kvadratickej variacie. Potom méme

WWNT) = 2 W(tr) — Wt

[y

< max |W(tjs1) — W ()| Z W (tj41) — W(t;)|

T 1<<n—1
)= -0

<V (W) max [W(tja) — W(t)l.

1<j<n—1

3

<

Ked'ze W ma spojité trajektorie skoro iste, tak

110

max |W(tj11) — W(t;)| — 0,

1<j<n—1

a z konecnosti prvej variacie vyplyva, ze
n—1
SO W (ter) ~ WP =0 s,
§=0
¢im sme dospeli k sporu a tym je tvrdenie dokazané. O]

1.2.2 Martingalova vlastnost’

Definicia 9. Nech (2, F, P) je pravdepodobnostny priestor s filtraciou (Fi,t €
T). Uvazujme integrovatelny adaptovany ndhodny proces X = (X;,t € T) vzhl’a-
dom k (Fy,t € T). Potom povieme, Ze proces X je

o Fi-martingal, ak E [X;|Fs] = X, pre vSetky s <t a s € T skoro iste,
o Fi-submartingal, ok E [X;|Fs] > X, pre vsetky s <t a s € T skoro iste,
o Fi-supermartingal, ak E [X;|Fs] < X, pre vSetky s <t a s € T skoro iste.

V definicii martingalu sa vyskytuje podmienka E [X;|Fs] = X, pre vietky
s <t as €T, ktoru interpretujeme tak, ze pri informacii v ¢ase s je X, vernym
odhadom veliciny X;. Ak na obe strany podmienky aplikujeme stredni hodnotu
E , tak vidime, ze v kazdom case t ma martingal konstantni strednii hodnotu
EX;, podobne supermartingaly nerastiicu a submartingaly neklesajticu.

Veta 3. Brownov pohyb W = (Wy,t > 0) definovany na pravdepodobnostnom
priestore (2, F, P) s filtraciou (Fy,t > 0) je Fy-martingal.
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Doékaz. V tomto dokaze vyuzijeme zakladné vlastnosti podmienenej strednej hod-
noty. Majme 0 < s < t. Potom

E Wi Fy] = E [(Wy = Ws) + W[ F]
= E [(W, = W)|F] + E W[ F]
=E [W, — W] + W,
=W,

Druhd rovnost’ plynie z linearity podmienenej strednej hodnoty, tretia rovnost’ vy-
plyva z toho, ze nahodna velicina W;—W; je nezavisla na F; a W je Fy-meratelné.
Poslednd rovnost’ je dana nulovou strednou hodnotou prirastkov Brownovho po-
hybu. O]

Pomocou kvadratickej variacie a martingalov sa da Brownov pohyb defino-
vat’ ekvivalentne s nasou definiciou. Takzvana Lévyho charakterizacia hovori, ze
Brownov pohyb W = (W;,t > 0) je skoro iste spojity martingal a plati Wy = 0 a
(W, W(T) =T pre vietky T' > 0.

1.2.3 Markovska vlastnost’

Definicia 10. Povieme, Ze redlny ndhodny proces (X, t € T') je Markovov proces,
ak pre lubovolné 0 <ty <ty <...<t, plati

P(th S .fZ'|th_l7 e 7Xt0) = P(th S SC|th_1) S.1. (11)
pre kazZdé x € R.

Podmienke (1.1) v definicii hovorime markovskd vlastnost’. Hovorime, Ze spra-
vanie sa Markovovho ret’azca je ,bezpaméat ové®, t.j. nezavisi na jeho predoslom
vyvoji. V kazdom stave je nastanie d’alsich stavov nezavislé od predoslych stavov.

Vo vete 1 sme zaviedli vlastnost’ ¢asovej homogenity, ze proces (W, s— Wi, t >
0) je Brownov pohyb, markovskd vlastnost’ navyse tvrdi, ze tento proces je
nezavisly na trajektériach Brownovho pohybu (W;, ¢t > 0) do casu s, t.j. na pro-
cese (W,.,0 < r < s. Aby nase tvrdenie bolo matematicky korektné, prevedieme
ho do reci filtracii.

Veta 4 (Markovskd vlastnost’). Nech (2, F, P) je pravdepodobnostny priestor
s filtrdciou (F;,t > 0) a na fiom definovany Standardny Brownov pohyb W =
(Wit > 0)). Pre kazdé s > 0, t > 0 definujme proces W) = Wy s — Wy a nech
(F;,t > 0 je jeho filtracia. Potom pre kazdé t > 0 si o-algebry Fy a F; nezdvislé.

Na to, aby sme mohli vyslovit’ silnejsie tvrdenie (silnid markovski vlastnost’),
musime zaviest’ ndhodny cas. Nahodny ¢as definovany na pravdepodobnostnom
priestore (2, F, P) je F-meratelnd redlna ndhodnd veli¢ina s hodnotami v [0, oo].
Teraz zavedieme dolezitt triedu ndhodnych ¢asov - markovsky cas.

Definicia 11. Nech (F;,t € T) je filtracia a T : Q@ — T U{oco}. Ndhodni velicinu
T nazveme markovsky c¢as (stopping time), ak [T < t] € F; pre vietky t € T.



Uz vieme, ze o-algebra JF; obsahuje vSetky nahromadené informécie do ¢asu
t. Z definicie markovského ¢asu teda vyplyva, ze o jave [r < t| vieme v Case t
povedat’; ¢i nastal alebo nie. Markovsky ¢as 7 je teda nahodna veli¢ina, ktora
vyjadruje Cas nastania nejakej udalosti (pocet zdkaznikov v obchode prekroci
urcity pocet, cena akcie dosiahne urcitd hladinu, atd’).

Dalej definujeme ¢as 7,,, kedy Brownov pohyb W prvykrat dosiahne hladinu
m (first passage time to level m) ako

T = min{t > 0, W; = m}.
Ak Brownov pohyb nikdy nedosiahne hladinu m, polozime 7, = oc.

Tvrdenie 2. Cas prvého dosiahnutia hladiny m, vyisie definovany T, je mar-
kovsky cas.

Dékaz. Mame ukézat’, ze jav |1, < t] je prvkom o-algebry F;. Definujme ndhodnu
veli¢inu
M; := max W;.

0<s<t

Potom jav [7,, < t] je totozny s javom [M; > m]. Ukdzeme, ze [M; > m] € F,.
Zo spojitosti Brownovho pohybu plynie

(M, >m]= ] [We>m]

SEQ, 0<s<t

Vieme, ze kazdy z javov [Ws > m] v spoc¢etnom zjednoteni (mnozina @ je spocet-
na) patri do F;. Preto aj spocetné zjednotenie patri do F;. O

Veli¢inu definovanu v dokaze

M, := max W.
<t

nazveme maximum Brownovho pohybu do ¢asu t.

Este dodajme, ze kazdému markovskému ¢asu 7 priradime o-algebru F.. ktoru
definujeme ako mnozinu vsetkych udalosti B takych, ze BN [T > t] € F;, t.j. Fr
obsahuje vSetky mozné udalosti do casu 7.

Veta 5 (Silnd markovska vlastnost’). Nech (2, F, P) je pravdepodobnostny pries-
tor s filtraciou (F;,t > 0) a na iom definovany Standardny Brownov pohyb W =
(Wi, t > 0). Nech T je markovsky cas definovany pomocou filtracie (Fy,t > 0).
Nech o-algebra prislicha k T, potom pre t > 0 definuyme proces

Wy =Wy, — W,
nech (F;',t > 0) je filtrdacia procesu (W;,t > 0). Potom
o (W} t >0 je standardny Brownov pohyb,
e o-algebry F; a F; su pre vsetky t > 0 nezduvislé.

Silna markovska vlastnost’ teda hovori, ze Brownov pohyb zacne v case 7
odznovu®, nezédlezi na tom, ako sa vyvijal do casu 7, t.j. d4 sa povedat’, ze
2 ? ? 9 ?
,hema pamat’®.



Z2b-c-

.y T, i

Obrazek 1.1: Princip reflexie Brownovho pohybu

1.2.4 Princip reflexie

Na tomto mieste si najprv intuitivne predstavime princip reflexie (zrkadlenia),
ako ho uvadzaji autori v [6] str. 100-101. Uvazujme Brownov pohyb W a nejaki
hladinu b. Zrejme plati

Plm, < t] = P, < t,W; > b] + P[n, < t,W; < }] (1.2)

Pretoze javy [m, < t,W; > b] a [W; > b] st totozné, z prvého ¢lenu na pravej
strane automaticky vyplyva Pln, < ¢t,W; > b] = P[W; > b]. V druhom ¢lene
mame situaciu 7, < t a W; < b, teda v nejakom case pred ¢t uz dosiahol bod b a
zvysok casu ,Siel“ do bodu ¢, kde ¢ < b. Zo symetrie Brownovho pohybu so za-
¢iatkom v bode b, je rovnako ,,pravdepodobné®, Ze v ¢ase t by sa Brownov pohyb
nachadzal v bode 2b — c. Intuitivne sme dospeli k zaveru, ze kazda trajektoria
Brownovho pohybu mé rovnaku ,,pravdepodnost’® ako jej zrkadlovy obraz (obra-
zok 1.1, ¢iarkovand krivka). Slova pravdepodobnost’ st v ivodzovkach preto, lebo
majui len intuitivny vyznam. Je zrejmé, ze kazdé trajektéria Brownovho pohybu
nastava s nulovou pravdepodobnost’ou. Teda mame

Plr, <t,W, <b] = [, < t,W; > b] = P[W; > b].
Z vyssie uvedenych vzt’ahov plynie na zaver konecny vzt’ah
Plm, < t] = 2P[W; > b).

To znamena, ze ak je 7, < t tak je rovnako pravedodobné, ze W; bude nad hladinou
b alebo pod hladinou b. Toto odvodenie ma vsSak len motivacny charakter. Nasa
argumentacia sa opierala o skuto¢nost’, ze Brownov pohyb ma silnt markovsku
vlastnost’, inymi slovami, ze Brownov pohyb W zacal v ¢ase 7, odznovu, resp.
nezavisi na vyvoji pred casom 7.

Tvrdenie 3. Nech W je Standardny Brownov pohyb, m > 0 a 7, cas prvého
dosiahnutia b. Potom plati

Plm, < t] = 2P[W; > b].

10



Dokaz. Vieme, ze W, = b. Potom
Pln, <t,Wy < bl = Pln, <t,Wp 1(4—r,) — Wr, <0],

Polozme s = (t—7,). Vieme uz, ze 7, je markovsky cas, potom zo silnej markovske;
vlastnosti Brownovho pohybu vyplyva, ze W, s —W,, je Brownov pohyb nezavis-
Iy na F,,. O prvom ¢lene vo vzt'ahu (1.2) sme uz pojednali v texte pred dokazom.
Vieme, ze ak [W; < b], tak 7, < t a preto ndhodnd veli¢ina W; — W,, ma nor-
malne rozdelenie so strednou hodnotou 0. Teda zo symetrie normélneho rozdelenia
plynie, ze

PW, — W,, < 0r < 1] = P[Wy — W, > 07 < ] = %
Z definicie podmienej strednej hodnoty dostaneme
Pln, < 1, W, < 8] = PIW, ~ Wy, < 0ln, < #)Pln, < ] = 5Pl < 1.
Dosadenim do vzt'ahu (1.2) dostaneme
Pl < t] = P[W, > b] + %P[Tb <],
z coho ihned’ plynie nase tvrdenie. O

Prave dokazané tvrdenie nam ukazuje vyznam markovského casu. Ak by sme
T, nahradili ndhodnym casom g, nie markovskym, tak tvrdenie stroskota na tom,
ze Wyys — W, nemusi byt" Brownov pohyb nezdvisly na F,. Takymto prikla-
dom moze byt’ napriklad cas prvého dosiahnutia maxima na nejakom intervale.
Jednoducho povedané informacia, ktorit mame do casu t, nesta¢i na to, aby sme
vedeli povedat’, ¢i bolo dosiahnuté maximum. Potrebujeme vediet’ aj, ¢o sa bude
ndiat’™ po case t.

Désledok 3. Pre b # 0 je P, < oo] = 1.

Dékaz. Zo spojitosti v ¢ plati, ze P[n, < t] = Pl < t|. Uz vieme, ze javy [M; > b]
a [, < t] st totozné. Potom

PM, > b = 2P[W, > b] — 2P {%>%} :2(1-@(%)). (13)

Ak t — oo, tak hodnota distribu¢nej funkcie bude konvergovat’ k 1/2, preto

lim P[M; > b] = 1.

t—o0
Jav [1, < o0] je zjednotenim javov, cez vsetky ¢, ze maximum do Casu t je vicsie
ako b. To je rastiica postupnost’ javov (kazdd mnozina je nadmnozinou tej pre-
doslej). Ked'ze [M; > b] je rastica postupnost’ javov, tak staci spravit’ zjednotenie
cez prirodzené ¢isla, lebo pre kazdé t existuje prirodzené ¢islo n také, ze n >t a
tym padom [M,, > b] je nadmnozinou [M; > b]. Preto mézeme pisat’

Plr, < o] = P (U[Mt > b]) =P (U (M, > b])

t>0 neN

11



a prejst’ k limite

P(U[Mn>b]> = lim P[M, >b] =1,

n—oo
neN

¢im sme dokézali naSe tvrdenie. O

Toto tvrdenie hovori, ze Brownov pohyb dosiahne aktikol'vek hladinu v konec-
nom ¢ase, resp. maximum M; do ¢asu ¢ prekro¢i 'ubovol'ni hranicu, ak t — oo.
Takisto mozeme zo vzt’ahu (1.3) vypocitat’ hustotu markovského ¢asu 7

[

F0 = gPn<d=2g0( ) = et tz0

ot ot \Vt) /2ot

Nie je t'azké ukazat’, ze sa princip reflexie da vyjadrit’ aj v tvare
PM; > b, W, <c|]=P[W,;>2b—¢] ¢<bb>0.

Na zéver uvedieme zakladny dosledok principu reflexie Brownovho pohybu
W . Proces W? definovany ako Wtb =Wypret <m,aW=2a—W,pret>mje
Brownov pohyb.

1.2.5 Vlastnost’ self-similarity

Definicia 12. Nech H > 0. Redlny nahodny proces (X, t € T')) nazgvame H -self-
similar, ak plati

£<CHXt17 CHXtQJ s 7CHth) - 'C(Wctla Wctz,...,Wctn)
pre vsetky ¢ >0, ne N at; >0, kdet=1,...,n.

Symbol £ znaé¢i konecne rozmerné rozdelenie a rovnost’ v definicii je rovnost’ou
rozdeleni nghodnych procesov. Cislu H sa hovori Hurstov parameter. Ako uz
nazov napoveda, tato trieda procesov vykazuje znamky akejsi ,,sebepodobnosti.
My ukézeme, ze aj Brownov pohyb je self-similar proces.

Tvrdenie 4. Brownov pohyb W = (W, t > 0) je :-self-similar proces.

Dokaz. 7 vety 1 vieme, ze pre kazdé ¢ > 0 je proces (cWy/2,t > 0) Brownov
pohyb. Teda aj proces (¢"'/2W,,t > 0) je Brownov pohyb. Vieme teda, ze veliciny
¢ 12W,, st pre kazdé ¢ > 0 a t > 0 normélne rozdelené so strednou hodnotou
0, a ako sa da rychlo ukazat’, s rozptylom ¢. Z toho plynie, ze W je %-self—similar
proces. 0

Tato vlastnost’” Brownovho pohybu hovori, ze ak budeme Brownov pohyb
sledovat’ v akychkol'vek malych ¢asovych intervaloch, jeho struktira (tvar tra-
jektorie) bude rovnaka . Vid'. obrazok 1.2.

12
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Obréazek 1.2: Vlastnost’ self-similarity Brownovho pohybu

1.2.6 Lévyho modul spojitosti

Veta 6 (Zakon iterovaného logaritmu (A. Hincin (1933))). Nech W; je Brownov
pohyb, potom pre skoro vsetky w € Q je
(Wi (w)]

lim sup =1
t—0 " /2tloglog(1/t)
Definicia 13. Funkcia g sa nazgva modul spojitosti pre funkciu f : [0,T] — R,
ak0<s<t<Tal|t—s| < implikuje |f(t)— f(s)| < g(d) pre dostatoéne malé
0 >0.

Vd'aka zakonu iterovaného logaritmu je kazdy modul spojitosti pre Brownov
pohyb W, na uzavretom itervale [0, 1] najmenej /26 loglog(1/§) a najviac ¢d7,
v > 0 a c je konstanta. Lévy vsak zaviedol presny modul spojitosti.

Veta 7 (Lévyho modul spojitosti). Nech g : (0,1] — (0,00) a g(6) = /26 1log(1/6),
potom

1
P (limsup — max |W;—W,|=1| =1.
s—0  g(9) 0<s<t<1

Obe vety a definicia si uvedené v [5] aj s dokazmi. Ak predpokladdme, ze
stubor dat sa riadi Brownovym pohybom, tak Lévyho modul spojitosti je uzitoény
nastroj na tzv. odfiltrovanie dat od skokov.

1.3 Geometricky Brownov pohyb

Pri modelovani ceny akcie musime pocitat’ s trenodovym vyvojom procesu (driftom)
a nejakym faktorom neistoty (volatilitou). Castokrat preto pracujeme s procesom

Y, = ut + oWy, t > 0.
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Takto definovany ndhodny proces nazveme Brownov pohyb s driftom p a volati-
litou 0. Ako sme ukézali v predchadzajucej kapitole, plati, ze

1

To znamen4, ze ak by sme chceli modelovat’ cenu akcie, mohla by byt’ aj zdporn4,
¢o na finanénom trhu mozné nie je. Preto potrebujeme zaviest’ transformaciu
Brownovho pohybu, ktord bude vsade kladna.

Definicia 14. Nech i1 a 0 > 0 su konstanty a nech Wy je Brownov pohyb. Potom

1
Sy = Spexp {O‘Wt + (p— 502)25}

nazveme geometricky Brownov pohyb. Cislo p nazgvame drift a ¢islo o nazvijvame
variancia geometrického Brownovho pohybu.

Geometricky Brownov pohyb S; je lognormélne rozdeleny s parametrami
E S, = Spet, var S; = 5862’“5 <e"2 — 1> .

Nech Sp,...,S, si namerané ceny podkladového aktiva v ¢asoch tg,ty,..., 5.
Predpokladajme, Ze tieto ceny sa riadia geometrickym Brownovym pohybom
Sy = Sopexp{oW; + (1 — 10?)t}. Potom definujme ndhodné veliciny R; tzv. log
returns, ako

S
Ry = log(St11) — log(S;) = log ( ‘t;l) .
t

Z tohto modelu vyplyva, ze

S, 1
log <f) = o(Wipy — W) + (M - 502> (tiyr — i),

Pri vysokofrekvencnych déatach sa vsak driftova zlozka vd’aka Lévyho modulu
spojitosti (u = %) zanedbava. Potom vidime, ze ndhodné veliciny R;, a o(Wt; 11—
Wt;) maji rovnaké konecne dimenzionalne rozdelenie, t.j.

Navyse su to pre kazdé ¢ nezavislé, rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s nor-
mélnym rozdelenim N(0,02(¢;,; — ¢;)). Toto tvrdenie vyplyva zo skuto¢nosti, ze
prirastky Brownovho pohybu W (¢) maji normalne rozdelenie N(0, ;1.1 —¢;). Vd'a-
ka tomuto faktu sa ¢asto namiesto skutocnych cien skimaju prave ich logaritmy,
teda log returns.

Zaved'me tzv. exponencidlny martingal vzhl'adom k o ako

1
Zy = exp {aWt — 50275} ,
kde W = (W,;,t > 0) je Brownov pohyb a ¢ je konstanta.

Tvrdenie 5 (Exponencidlny martingal). Nech W = (W;,t > 0) je Brownov
pohyb s filtrdciou (Fy,t € T'). Potom proces Z = (Zy,t > 0), definovany vyssie, je
martingal.

14



Dokaz. Pre 0 > s > ¢t mame

1
E [Z|F] =E {exp {cht - §J2t}

7]

1
=E {exp o(W, — Wy).exp {O'WS — 50%}

fs]
—exp{aW. = 3ot L B explo(W, - W17

pricom sme z podmienenej strednej hodnoty vynali F-meratelni nahodnu veli-
¢inu (vlastnost’ podmienenej strednej hodnoty). Z definicie Brownovho pohybu
vieme, ze ndhodnd veli¢ina exp{o(W; — W)} je nezavisla na o-algebre F; a vyuzi-
jeme d’alsiu vlastnost’ podmienenej strednej hodnoty

E [exp{o(W, — W,)}F,] = E [exp{a(W; — W,)}].

Vieme, ze nahodna velicina W;—W, ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou
0 a rozptylom t — s, preto 'ahko vypocitame strednii hodnotu na pravej strane.
Pre prehl'adnost’ ozna¢ime Y =W, —W,ac=1t — s.

1 22
E [e?Wi=We)] — /e” e 2dx
[ ] V2me

026/ 1 _(z—0c)? o2
— € 2 (& 2c — € 2 ,
V2me

posledna rovnost’ plynie z toho, ze argument integralu predstavuje hustotu nor-
mélneho rozdelenia N(oc,c?). Teda na zdver dostdvame podmienku z definicie
martingalu

1
E [Z|F,] = exp {O'WS — 50'28} = Z,.
]

Dosledok tohto tvrdenia je, zZe na vypocet strednej hodnoty nam staci znalost’
hodnoty v pociatoénom case.

E Sie# = E [E [Ste_“t

Foo]| =B [Soe ] = 55

15



2. Testy

Hypotézu, ze ceny nasho podkladového aktiva sa daji modelovat’ pomocou Brow-
novho pohybu, musime overit’. Preto by sme mali overit’, zZe pre vSetky ¢asové
useky 0 =ty < t; < ... < t,, suprirastky Wy, =Wy, =W, , W, =Wy, ..., W, —
W, nezavislé, stacionarne a maji normalne rozdelenie N(0,¢;41 — t;). Pojem
stacionarity bude uvedeny nizsie. V d’alsom texte uvediem postupne zakladné

principy fungovania testov:
e normality,
e stacionarity,

e nezavislosti.

2.1 Normalita

Uz nazov napovedda, ze normélne rozdelenie je jedno z najbeznejsich rozdeleni
v Statistike, ale aj v prirode. Normalne rozdelenie so strednou hodnotou u a
rozptylom o2 > 0 je definované hustotou

@) = \/%exp{—%}.

Castokrét statistici normalitu skumanych dat mléky predpokladaji kvoli jej
vyhodnym vlastnostiam. Ak sa ukéaze opak, ze data sa neriadia priamo normalnym
rozdelenim, snazime sa data nejakym sposobom transformovat’ (odfiltrovanie, log
returns a iné transformécie) tak, aby tieto transformdcie uz pochadzali z normal-
neho rozdelenia. Sposobov overovania, testovania normality je vel'mi vel'a, preto je
dolezité pristupovat’ ku kazdej vzorke dat zvlast’. Niektoré metody st vhodnejsie
pre rozsiahlejsie vybery, niektoré testuju ,,zhodu* rozdeleni, niektoré skimaju Sik-
most’, atd’. Avsak, ako sa ukdazalo, nie vSetky metddy st rovnako uéinné, niektoré
mozu dokonca viest” k chybnym zéverom.

2.1.1 Graficka analyza dat

Pri statistickej analyze déat je dolezité mat’ o datach nejaki vizualnu predstavu.
Na vytvorenie tejto predstavy nam posluzia grafy, ktoré ndm taktiez daju prvotnu
predstavu o tvare hustoty, o jej symetrii, resp. nesymetrii, o tom, kde je najviac
koncentrovand, takisto nam vel'a napovedia o Sikmosti a Spicatosti rozdelenia, z
ktorej data pochadzaji. Samotné testy normality st vel'mi dobrym néastrojom
pre formalne zamietnutie hypotézy o normalite na nejakej hladine spol’ahlivosti
a, avSak neposkytni nam ziadnu informéciu o dévode zamietnutia.

Histogram

Histogram je azda najbeznejsi typ grafu na modelovanie hustoty rozdelenia, z
ktorého data pochadzaju. Dava ndm prvy intuitivny ndhl'ad na rozlozenie dat,
na symetriu a Sikmost’. Konstruuje sa sposobom, ze ¢iselni os si rozdelime na
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Obrazek 2.1: Histogram zostaveny z 30 sekundového vyberu log returns

rovnako Siroké intervaly a nad kazdym z intervalov vykreslime stfpec, pricom
vyska stfpca je dana pocetnost’ou skimanych dat v danom intervale. Je dolezité
volit’ spravnu Sirku intervalu, lebo inak sa moéze vypovedna hodnota histogramu
stratit’. Z histogramu 2.1 vieme vycitat’, ze hlavné cast’ dat je koncentrovana okolo
nuly. Graf je symetricky az na druhy najvyssi stipec, prave ten ovplyvinuje na-
jviac sikmost’, ktord bude tym padom kladna (vyberova sikmost’ vysla 1.87688).
Rozdelenie, ktorého sikmost’ a3 = E(X —EX)3/0? je rozna od nuly, sa vola sikmé.
Normaélne rozdelenie mé Sikmost’ 0.

Odhad hustoty pomocou jadra

Nevyhodou histogramov je, ze nie su hladké a zavisia na dizke intervalu a jeho
koncovych bodoch. Prave pre tieto tri nevyhody je niekedy vyhodnejsie pouzit’
odhad hustoty pomocou jadra, resp. kernelovy odhad. Tento postup odhadu hus-
toty sa radi medzi neparametrické odhady hustoty. Je zalozeny na myslienke,
ze do kazdého nasho pozorovaného bodu je umiestnend symetricka funckia, tzv.
jadro K. Tym sa vyhneme problému s fixovanymi hranicami intervalov. Potom
je odhad nasej hustoty

foy = Sy k)

kde [ K(t)dt =1 a h je parameter.

Jadro K musi byt’ symetrickd funkcia. Najcastejsie pouzivané su jadra: troj-
uholnikové, rovnomerné a gaussovské (normdlne). Aj my budeme pouzivat’ prave
gaussovské jadro, ktoré ma tvar K (t) = \/%e’%"?. Priklad je uvedeny na obrazku
2.2, pre rovnaké data ako pre histogram. Problém spravneho zvolenia parametru

h je zlozitejsi, zaobera sa nim napriklad T. Duong v jeho préacach.
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Obrazek 2.2: Odhad hustoty pomocou jadra

Kvantil-kvantilovy graf

Ako ndm uz nézov napoveda, kvatil-kvantilovy graf (Q-Q graf) je graf, ktory
porovnava dve rozdelenia pomocou ich kvantilov. Q-Q graf patri medzi tzv. pravde-
podobnostné grafy, ktoré porovnavaji namerané hodnoty s teoretickymi hodnota-
mi nejakého rozdelenia. Jeho konstrukcia spociva v tom, Ze si vytvorime poradovi
Statistiku z nasich dat x(y), ..., z(,), teda ich usporiadame od najmensieho prvku
po najvicsi. Toto su tzv. empirické kvantily, uréuji y-ové suradnice. K nim este
potrebujeme pridat’ x-ovi zlozku. Preto si najprv musime zaviest’ pojem kvantilu.

Nech je distribu¢né funkcia F' spojité a rydzo monoténna a nech 5 € (0, 1), tak
¢islo F~1(8) sa nazyva SB-kvantil tohto rozdelenia. N4s pripad sa tyka distribucne;
funkcie normdlneho rozdelenia ®(x) = \/%7 ffoo exp{—%}dt. Na prvy pohlad je
najprirodzenejsie vziat’ za x-ovi zlozku kvantily normélneho rozdelenia v bodoch
pi = i/n, kde i = 1,...,n. Avak pre n/n = 1 sa kvantil blizi k nekoneénu.
Aby sme sa tomu vyhli, Kimball (1960) navrhuje pocitat’ kvantily v bodoch p; =
(¢ —0.5)/n alebo i/(n + 1). Potom Q-Q graf zobrazuje dvojice (®~1(p;), z¢;)).

Ak je teoretické rozdelenie podobné tomu empirickému, tak graf by mal lezat’
priblizne na priamke y = x. Ak je medzi rozdeleniami nejakd linearna zavislost’,
tak graf bude lezat’ na priamke, nie nutne na y = z. Ak pozorujeme na grafe
nejaku systematicki odchylku od priamky, tak s najvéicsou pravdepodobnost’ou
sa empirické rozdelenie nebude zhodovat’ s tym teoretickym.

Dalej vieme z Q-Q grafu pojednat’ aj o ,chvostoch® rozdelenia. Rozdelenie
moze mat’ t'azké (dlhé) alebo Tahké (krétke) chvosty. Tato vlastnost’ je dana
Spicatost’ou grafu. Spicatost’ ay = E(X — EX)*/0* normalneho rozdelenia je 3.
Ak ma rozdelenie Spicatost’ vacsiu ako 3, tak povieme, ze toto rozdelenie ma
t'azké chvosty, v opa¢nom pripade ay < 3, ma 'ahké chvosty. Samozrejme, ze ak
ma nejaké rozdelenie ay = 3, neznamena to v ziadnom pripade, ze toto rozdelenie
je normalne. V pripade I'ahkych chvostov ma Q-Q graf tvar pismena S. V pripade
t’azkych chvostov ma rozdelenie tvar ako na obrazku 2.3, ktory znazornuje Q-Q
graf pre nase déta.
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Obrazek 2.3: Kvantil - kvantilovy graf

2.1.2 Testy normality

Grafy nam davaji len urcitt indiciu o distribicii, preto v statistike potrebujeme
formalnejsie a objektivnejsie metody na overovanie normality. Toto nam pontikaju
testy normality. Je ich vel'mi vel'a a delia sa do viacerych kategorii, napr. testy
zalozené na regresii, momentové testy, testy dobrej zhody atd’.

Shapirov-Wilkov test normality

U7 konstrukcia Q-Q grafu nam kladie otdzku, ¢i je medzi hodnotami z; a ®~1(p;)
linearna zavislost’. Shapirov-Wilkov test patri medzi regresné testy, ktoré su tvaru
S < k, kde S je statistika a ¢ je vhodna konstanta. V podstate je zalozeny na
porovnani odhadu smerodatnej odchylky nasich dat oproti teoretickému odhadu
smerodatnej odchylky norméalneho rozdelenia. Ak nase data x; pochadzaju z nor-
malneho rozdelenia N(u, 0?), tak potom

Z; :M+0-ZZ)

kde z; pochadzaji z normovaného normalneho rozdelenia. Thode (vid’. [4]) uvédza
nasledovny postup konstrukcie statistiky W. Po utvoreni poradovej statistiky
T(i), - -, T(n) utvorime vektor strednych hodnot w, kde w; = E (x(i)). f)alej nech
V' je variancna matica poradovej statistiky ;, ..., z(@), tak potom najlepsi nes-
tranny linéarny odhad o urceny metodou najmensich stvorcov je

b=dz,

kde a = (w'V=Y)/(w'V='V~w)/? a a’a = 1. Potom je statistika W definovans
takto:

b2

W=_->
(n—1)s?’

kde s? je vyberovy rozptyl. Castejsi tvar statistiky W sa uvadza
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(i @iz)?

(z@ —7)* 7
kde z je vybovy priemer dat. Problémom tejto Statistiky vSak je, ze prvky V su
presne zname len do rozsahu 20, pre rozsah 21 az 50 odhadli prvky a; Shapiro
a Wilk (1965). Royston (1982a, 1982c) zas pontka transformaciu W pre rozsah
vyberu 7 < n < 2000

W:

2= (1=W) =)/

Momentové testy

Majme nahodny vyber z1, ..., x,. Potom definujeme k-ty vyberovy moment
my = li(w—f)k
i l

Najpouzivanejsie momentové testy su odvodené od statistiky

gk‘ - k/2 .
my
Ak k zvolime neparne, tak test nazveme neparny momentovy test. Tieto testy
meraji nesymetriu rozdelenia, najbeznejsie volime k£ = 3 a velic¢inu ag = g3
nazveme vyberova Sikmost’. Pre najpouzivanejsi parny momentovy test sa voli
k = 4, meria symetrické ochylky od normélneho rozdelenia. Veli¢inu a4 := g4
nazyvame vyberova Spicatost’. Ak je xq,...,x, vyber z normalneho rozdelenia,
potom
E 0 E 3 0
ag =0, a; =3 — ,
3 4 1
6(n —2 24n(n —2)(n — 3
var ag = ( ) var ay = ( I )

(n+1)(n+3)’ (n+1)2(n+3)(n+5)

Andel, vid'. [1] str. 275, uvadza, ze a3 a a4 maji asymptoticky normaélne rozdele-
nie.

Test sitkmosti. Test proti alternative, ze vyber pochadza z nejakého nesymet-
rického rozdelenia, je zalozeny na as. Pre vel'ké n vyuzijeme asymptotick nor-
malitu. Vypocitame veli¢inu

as

J/var as
Ako Andél d’alej uvadza, ak |Us| > u(%), kde u(-) je kvantil normélneho rozdele-
nia, tak zamietame hypotézu, Ze sa jedna o vyber z normélneho rozdelenia.

Us =

Test spicatosti je zalozeny na Statistike a4. Pre malé hodnoty n nijdeme zase
kritické hodnoty v tabul'’kach. Pre vel'ké hodnoty n sa zase vyuzije asymptoticka
normalita. Vypocita sa veli¢ina

a4—Ea4

U, =
4 y/var ay
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a hypotézu normality zase zamietneme ak |Us| > u(§). D’Agostino (1990) uvadza
d’alsie vylepsenia tohto postupu.

Andersonov - Darlingov test normality

Dalej budeme pouzivat’ na testovanie normality nasich dét Andersonov - Darlin-
gov test. Patri medzi tzv. testy dobrej zhody. Je zalozeny na Statistike

n

1
n—— ;[ i — 1[In(pg)) + (1 — pr—it1))]

kde p;y = CID(:IJ(%_E), ® je distribucénd funckia normovaného normélneho rozdelenia
N(0,1), Z je vyberovy priemer a s smerodatnd odchylka nasich dat. Casto sa vsak
pouziva modifikovand statistika Z = A(1 + 0.75/n + 2,25/n?).

2.2 Stacionarita

Definicia Brovnovho pohybu hovori, ze jednotlivé prirastky maju byt’ stacionarne.
Vo vSeobecnosti existuji dva druhy stacionarity. V analyze casovych radov je
(re,t > 0) casovy rad silno staciondrny, ak zdruzené rozdelenie (ry,,...,r;, ) ma
totozné rozdelenie ako (74,1, ..., 7t 4¢), pre véetky t a k a ty, ..., t, t.j. zdruzené
rozdelenie (ry,,...,7, ) je v case nemenné. Casovy rad (r;,t > 0) sa nazyva slabo
staciondrny, ak E ry = p a cov(ry, m4_g) = 7y, kde p je konstanta a ¢ je prirodzené
¢islo. Inymi slovami slabé stacionarita znamena, ze je strednd hodnota r, v Case
nemennd a kovariancia medzi ry a r;_p zavisi len na ¢ (nie na t), teda cov(ry, r4_y)
sa tiez v ¢ase nemeni. Cislo ¢ sa nazyva lag a v, je lag-¢ autokovariancia r,.

7 oboch definicii priamo vyplyva, ze ak r, ma konecné prvé dva momenty a je
silno staciondrny, tak je aj slabo staciondrny. Dalej ak méa r, normélne rozdelenie,
da sa ukazat’, ze slaba a silna stacionarita si ekvivalentné.

My vieme, ze pre Brownov pohyb (W;,t > 0) plati, Ze pre ¢asovy priras-
tok A ma velicina W normalne rozdelenie. Inymi slovami zdruzené rozdele-
nie prirastkov mé vlastnost’ silnej stacionarity. V literatire sa pri analyze cien
finanénych derivatov takmer vzdy predpoklada ich slaba stacionarita. My sa
pokisime tento predpoklad overit’ na prirastkoch nasich dat. Na testovanie pouzi-
jeme najpopulérnejsi KPSS test, ktorého blizsi teoreticky zaklad popisovat’ ne-
budeme.

2.3 Nezavislost’

Mieru linedrnej zavislosti medzi dvomi ndhodnymi velicinami X a Y vyjadruje
korelacny koeficient

_ ov(X,Y) B(X —EX)(X —EX)
Pru Vvar(X)var(Y) /E(X —EX)2(Y —EY)?’

D4 sa ukazat’, ze —1 < p,, < 1, pricom ak p,, = 0 st nahodné velic¢iny neko-
relované. Ak su nahodné veliciny X a Y nezavislé, tak su taktiez nekorelované,
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naopak to ale neplati. Da sa dokazat’, ze ak X a Y maji normalne rozdelenie,
tak nekorelovanost’ je ekvivalentnd s nezavislost'ou.

Predpokladajme, ze mame nédhodny vyber (x1,41), ..., (zr,yr), potom vybe-
rovy korela¢ny koefient definujeme

S (@ — T)(y — 7)
\/Z;f:l (xt - 5)2 Z;f:l (yt - Q)Q

kde z a y su vyberové priemery xy,...,xp resp. Yy, ..., yr.

Py =

)

Autokorelaéna funkcia ACF

Predpokladajme teraz, ze mame ¢asovy rad {r;}, ktory je slabo staciondrny. Ak
chceme skumat’ zavislost’” medzi r; a r;_y, vypocitame ich korelaény koeficient,
ktory sa nazyva lag-¢ autokoreldcia r; a ¢asto sa znaci py. Pri predpoklade slabej
stacionarity je

B cov(re, re—p) ~cov(ry, Tiee) Ve
Pe = = =
V/var (ry)var (ri_y) var (r;) Yo

Y

kde sa vyuzila vlastnost’ slabej stacionarity, pre £ = 0 je vo = cov(ry, r4_o) = var ry
avar r, = cov(ry, 1) = cov(ri_g,ri_g) = var r,_y = 7o. Potom pq, pa, ... sa nazyva
autokorelacnd funkcia - ACF. M4 tri zrejmé vlastnosti: a) po = 1, b)p, = p_y, ¢)
—1 < py < 1. Z toho vyplyva, Ze slabo stacionarny rad {r;} je sériovo nekorelovany
prave vtedy, ked’ p, = 0 pre vSetky ¢ > 0.

Konzistentny odhad p, je definovany nasledovne ako

A::Ziuﬂﬁ—ﬂﬁwr47

Z;f:l (re —7)2

Funkcia pq, po, ... sa potom nazyva vyberova autokorelacna funkcia. Jej graf sa
¢asto pouziva na subjektivne vyhodnotenie autokorelacie radu. Graf funkcie ACF
je tvoreny bodmi (¢, py) (vid'. obrdzok 2.4, na obrazku si spracované rovnaké déta,
ako v kapitole 2.1).

Na obrazku su okrem hodnot p, zobrazené aj dve rovnobezné priamky, ktoré
zobrazuju 95%-ny interval spol'ahlivosti, Ze rad pre dané ¢ vykazuje signifikantné
znamky autokorelacie. Z grafu sa da teda vycitat’, ze okrem ¢ = 17, nevykazuje
rad ziadne vyznamnejsie znamky autokorelacie.

, 0</i<T-1.

Boxov - Piercov test

Pre formadlnejsi postup pouzijeme test nezavislosti v ¢asovom rade, ktory pred-
stavili Box a Pierce v roku 1970. Zaobera sa testovanim nulovosti autokoreldcii
v ry. Testuje hypotézu Hy : py = ... = p,, = 0, proti Hy : p; # 0, pre nejaké
i€ {1,...,m}. Je zalozeny na Statistike

Qn=T> /.
=1
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Funkcia ACF

Obrédzek 2.4: Graf funkcie ACF

Potom QF m4 asymptoticky rozdelenie x2,. Box a Ljung (1978) modifikovali
statistiku @);,, ktora je silnejsia pre testovanie konec¢nych vyberov

m A~

Qu=T(T+2)) A
=1

A

n

2.4 Testovanie self-similarity pre Brownov po-
hyb

Ako sme ukazali v prvej kapitole Brownov pohyb je %—self—simﬂar proces. Ukézeme,
ze je uplne popisany v ¢ase 1. Podmienku pre self-similarity mozme napisat’ v
tvare

LW, t >0) = L(cH"W,,t>0).

Ak zvolime ¢ = 1/t, tak dostaneme
LAWY = L(W).
Pre distribuéni funkciu potom plati
Fi(z) = P[W, < z] = P[t"W, < 2] = P[W, < a/t"] = Fy(z/t").

Ak F, ma hustotu p;, tak po derivovani dostaneme

0 0 1
p(w) = 5o Fia) = - Fi(aft) = (/1)
Teda pre z = 0 mame
0
pi(0) = p;(q) vt > 0. (2.1)

Testovat’ self-similarity pomocou odvodenych vzt’ahov budeme nasledovne.
Ked'ze zo stacionarity prirastkov Brownovho pohybu vieme, ze L(W;, — W;) =
L(Wa), tak hustotu budeme odhadovat’ iba z Wx. Najprv odhadneme pomocou
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kernelového odhadu hustoty p; pre rozne ¢ v nule. Potom zafixujeme jeden z casov
A. Po zlogaritmovani rovnice (2.1), dostdvame

. A .
log p1(0) = H log — +1log pa(0).

Na zaver pomocou linearnej regresie budeme skimat’ tuto zavislost’ a odhadneme
parameter H pomocou metddy najmensich stvorcov, ktory by mal vyjst’ priblizne
0.5. Za maticu X zvolime maticu zlozent z dvoch stlpcov. Prvy bude log % a druhy

log pa(0). Potom regresny koeficnient pri prvom stipci je odhadovany parameter
H.
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3. Testovanie statistickych
vlastnosti

3.1 Prvé spracovanie dat

Nage data su ulozené v textovom sibore, ktory obsahuje dvajstfpce: vV prvom
je casovy udaj a v druhom je cena aktiva. My budeme nase testy aplikovat’ na
jednotlivé dni. Testy budeme robit’ na 9 ndhodne vybranych diioch. V kazdy den
sa cena meria kazdi sekundu od 8.00 hod do 22.00 hod, ¢o ¢ini 50400 pozorovani
na jeden den. Skuimané vlastnosti vsak nebudeme testovat’ len na celom dni, ale
aj na roznych vyberoch. V prvom rade to budi vybery z dlhsich ¢asovych isekov,
konkrétne: 1, 2, 15 a 30 sekundové vybery. Musime si pri kazdom teste davat’
pozor, aby rozsah nasho vyberu neklesol pod miniméalny rozsah vyberu daného
testu. Dalej si musime uvedomit’, Ze v ¢ase 14.30 hod (eurépskeho ¢asu) sa otvéra
burza v USA, kedy moze prist’ k vykyvom cien. Preto budeme testovat’ aj vybery
v casoch od 8.00 hod do 14.30 hod a od 14.30 hod do 22.00 hod. Preto si v
programe R najprv nac¢itame ceny po dnoch.

pocet_dni <- 9
den <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 50400)

>

>

> den[1, ] <- fp[6634231:6684630]
> den[2, ] <- fp[5341833:5392232]
> den[3, ] <- fp[1576847:1627246]
> den[4, ] <- fpl[1324850:1375249]
> den[5, ] <- fp[1375250:1425649]
> den[6, ] <- fp[1425650:1476049]
> den[7, ] <- fp[2271643:2322042]
> den[8, ] <- fp[2322043:2372442]
> den[9, ] <- fp[2372442:2422841]

Jednotlivé vybery budu ulozene do matic typu vyber_ésec_xx, kde ¢ znamena,
kol'ko sekundovy vyber uskutociujeme, a na mieste xx je bud’ eu, ¢o znameng
vyber do 14.30 hod, usa po 14.30 hod, alebo ni¢, ¢o znamend cely dei.

> vyber_lsec <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 50399)
> vyber_2sec <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 25200)
> vyber_15sec <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 3360)
> vyber_30sec <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 1680)
> vyber_lsec_eu <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 23400)
> vyber_2sec_eu <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 11700)
>
>
>
>
>
>

vyber_15sec_eu <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol 1560)
vyber_30sec_eu <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol 780)

vyber_lsec_usa <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 26999)
vyber_2sec_usa <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 13500)
vyber_15sec_usa <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 1800)
vyber_30sec_usa <- matrix(nrow = pocet_dni, ncol = 900)
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Na ulozenie jednotlivych vyberov do matice, pouzivame vektory wvyber_ésec_xx.
Vybery z celého dia (Analogicky ulozime vybery do 14.30 hod a po 14.30 hod.):

> for (i in 1:pocet_dni) vyber_1lsec[i, ] <- den[i, ][v_1sec]
> for (i in 1:pocet_dni) vyber_2sec[i, ] <- den[i, ][v_2sec]
> for (i in 1:pocet_dni) vyber_15sec[i, ] <- den[i, ][v_15sec]
> for (i in 1:pocet_dni) vyber_30sec[i, ] <- den[i, ][v_30sec]

3.2 Stacionarita a nezavislost’

Ako prvu otestujeme stacionaritu prirastkov pomocou KPSS testu. Vsetky p-
hodnoty vo vSetkych vyberoch ndm vychadzaju priblizne 0.1, ¢o znamena, ze
mozme na hladine 5% predpokladat’, Ze sa jedna o vyber zo stacionarneho rozde-
lenia.

Pri testovani nezavislosti ¢asového radu pouzijeme Boxov-Piercov test. Pri
testovani vyberov pri frekvenciach 1 a 2 sekundy dosiahnuta p-hodnota nepod-
poruje vo vSetkych pripadoch nulovi hypotézu, ze ¢asovy rad je nezavisle rozde-
leny, t.j. ze jednotlivé koeficienty korelacie sa pohybuju okolo 0. Avsak pri vybere s
frekvenciou 30 sekind uz z tabul’ky 3.1 vidime, Ze uz vo viacerych dnoch prekroci-
la p-hodnota predpisanti hranicu 5%.

Den 1 2 3 4 5 6 7 8 9
p-hod. | 0.88 | 0.051 | 4.3e-06 | 0.022 | 0.64 | 0.002 | 0.057 | 1.093e-08 | 0.40

Tabulka 3.1: P-hodnoty Box-Pierce testu pre 30 sekundovy vyber

3.3 Normalita

V tejto casti sa budeme zaoberat’ normalitou prirastkov. Skimat’ budeme hned’
log-returns. Pre predstavu si nechdme vykreslit’ Q-Q grafy (obrdzok 3.1). Uve-
dieme len 2 grafy z 30 sekundového vyberu z celého dna.

Obrazek 3.1: Q-Q grafy
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Tvar grafov nam hovori, ze sa s vel'kou pravdepodobnost’ou bude jednat’ o
vyber z rozdelenia s t’azkymi chvostami. Dalej si zobrazime odhad hustoty po-
mocou jadra (obrdzok 3.2).

—10 —s o = 10 —= o = 1o 1s =zo

Obrazek 3.2: Odhady hustoty pomocou jadra

Teraz prevedieme testy normality. Konkrétne sa bude jednat’ o testy Anderson-
Darling a Shapiro-Wilk. Od skimanych prirastkov log-returns odé¢itame aj nes-
tranny odhad strednej hodnoty a vydelime vyberovou smerodatnou odchylkou
vynasobenou odmocninou dfiky casového intervalu a ocakavame, ze pojde o vyber
z rozdelenia N(0,1). Konstatujeme, ze neboli dosiahnuté ziadne signifikantné p-
hodnoty v roznych vyberoch. Testovali sa vSetky vybery vo vSetkych dnoch.

Skusime preto odfiltrovat’ skoky, ktoré by mohli zapricinit’, Ze testy normality
nasu hypotézu nepotvrdzuji. Budeme postupovat’ nasledovne.

> for (i in c(1:pocet_dni)) {

+ for (j in c(1:6)) {

+ hladina <- (alphall[j] * cas_int~0.47)

+ odfiltrovane <- which(abs(logreturn(vyber_30sec[i, ]))>
+ hladina)

+ neodfiltrovane <- which(abs(logreturn(vyber_30sec[i,
+ 1)) <= hladina)

+ plot(logreturn(vyber_30sec[i, 1), type = "1")

+ points(odfiltrovane, logreturn(vyber_30sec[i, ])

+ [odfiltrovane],col = "red")
+ abline(h = c(hladina, -hladina))

+ }

+ }

Hladinu sme urcili z vety 7. Odfiltrované data zobrazuje obrézok 3.3. Ani
po pokuse odfiltrovat’ data nedostdvame pri testovani na ziadnej hladine ani pri
ziadnom vybere ziadny signifikantny vysledok o tom, ze ddta pochadzaji z nor-
malneho rozdelenia. Odfiltrovanych bolo vo vacsine pripadov 10 - 20 % ddajov.
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Obrézek 3.3: Odflitrované data

3.4 Vyberové momenty

V predchédzajicej casti sme zistili, ze normalitu predpokladat’ nemozeme. Skisime
preto skumat’ ako sa nas vyber 1isi od norméalneho. Porovname preto vyberové
momenty s teoretickymi momentmi normalneho rozdelenia a skiisime odhadnut’
ich vyvoj. Pre jednotlivé dni a vybery sme vypocitali prvych 50 momentov a po-
mocou regresie sme sa snazili zachytit’ trend ich vyvoju. Vo vSetkych pripadoch
so zvysujucim sa radom momentu klesa hodnota momentu prudko k 0. Ako naj-
vhodnejsie sa javi aproximovat’ trend kubickou regresiou. V tomto pripade sa
koeficient determinacie pohybuje okolo 0.5, odhad parametru pri kubickom ¢lene
je zaporny a zamietame jeho nulovost’ na 95% hladine spol'ahlivosti.

Pre zaujimavost’ uvedieme (tabul'’ka 3.2) porovnanie prvych siestich vyberovych
momentov a teoretickych momentov z normélneho rozdelenia s parametrami: vy-
berovy priemer, vyberovy rozptyl z dat.

Moment 1. 2. 3. 4. 5. 6.
Vyb. mom. | 1.8e-07 | 1.01e-10 | 2.3e-16 | 1.7e-19 | 1.7e-24 | 6.8e-28
Teor. mom. | 1.8e-07 | 1.01e-10 | 5.7e-17 | 3.07e-20 | 2.9e-26 | 1.5e-29

Tabulka 3.2: Vyberové a teoretické momenty pre 30 sekundovy vyber
Momenty boli priblizne rovnaké aj pre vyssie rady.

3.5 Self-similarity

Asi najzaujimavejsi vysledok sme dostali pri skiimani self-similarity. Postupovali
sme podl'a postupu uvedeného v kapitole 2. Za ¢asy ¢ sme zvolili casy: 5, 10, 15,
20, 25, ..., 120 sekund. Testovali sme celodenné vybery vSetkych dni pri fixovanych
casoch A, ktoré sme zvolili 30, 60 a 90 sekund. Testovali sme nasledovne:

> casy <- seq(from = 5, to = 120, by = 5)
>i=2

28



for (j in c(1:24)) {

rhot[j] <- kernel(vyber_1sec[i, 1, j)
}
k=6

for (j in c(1:24)) {
logt[j] <- log(casylk]/casyl[jl)
}
regrese <- 1lm(log(rhot) - log(rhot[k]) ~ logt - 1)
summary (regrese)

vV Vv + + VvV + + V

Call:
Im(formula = log(rhot) - log(rhot[k]) ~ logt - 1)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.054013 -0.017371 -0.000818 0.037111 0.112229

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
logt 0.728477 0.009229 78.94 <2e-16 **x*

Signif. codes: 0O “*xx’ 0.001 ‘**x’ 0.01 ‘x’ 0.06 ‘.’ 0.1 “ > 1

Residual standard error: 0.04294 on 23 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9963, Adjusted R-squared: 0.9962
F-statistic: 6231 on 1 and 23 DF, p-value: < 2.2e-16

Uviedli sme jeden z vysledkov, konkrétne sa jedna o druhy den pri A = 60.
Ostatné vysledky su vel'mi podobné - koeficient determinacie sa blizi k 1 a odhad
parametru H kolise okolo 0.7. To znamend, Ze do velkej miery sa potvrdila hy-
potéza self-similarity.
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Zaver

Tato praca bola predovsetkym zamerana na blizsie priblizenie teoretickych vlast-
nosti Brownovho pohybu a ich testovani. V mnohych teoretickych pracach sa
stretavame s predpokladom, Ze na vysoko likvidnom trhu sa proces cien da mo-
delovat’ nejakou transformaciou Brownovho pohybu. My sme sa toto tvrdenie
pokusili overit’ na realnej vzorke dat. Konkrétne sme sa zaoberali log returns a
ukazali sme, ze predpoklad normality prirastkov nie je v nasom pripade tplne
spravny. Skusali sme testovat’ rozne vybery, no dospeli sme k zaveru, ze rozde-
lenie prirastkov ma vyrazne ,t’azsie chvosty“ ako normalne. Taktiez nase testy
nepotvrdili nezavislost’ prirastkov. Vysvetlit’ tieto zédvery by sa dalo tym, ze pro-
ces obsahuje signifikantny Sum, t.j. nejakid nahodnu zlozku, ktora nie je systema-
tickd a je t'azko rozpoznatelnd. Dalsim cielom préce by bola snaha tito zlozku
nejakym sposobom odfiltrovat’.

Dospeli sme vsak aj k zaujimavym vysledkom. Empirické momenty do znacnej
miery odpovedali tym teoretickym. Takisto sa ndam do znacnej miery podarilo
potvrdit’ hypotézu, ze proces ma vlastnost’ self-similarity a odhad koeficientu sa
pohyboval v intervale (0.5,1), pricom vieme, ze pre Brownov pohyb je rovny 0.5.
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