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This thesis deals with the statistical method k-means, which is a part of an
extensive set of methods and algorithms designed for cluster analysis of data.
Results of the cluster analysis are widely used in other scientific activities, but
also in marketing, management or in insurance etc. Statistical methods for cluster
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objects. Similarity of two objects is expressed by dis-/similarity measure.
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Uvod

Kazdodenny zivot ndm prinasa akysi ,,siboj“ s mnozstvom informacii a skupin
dat, ktoré k ndm prudia z roznych merani ¢i pozorovani. V dobe, kedy su Inter-
net a pocita¢ dolezitou stcastou nasho Zivota, je uz len samotné surfovanie na
Internete prikladom, kde sa stretdvame s mnozstvom dat, v ktorych vyhladdvame,
ktoré separujeme a z ktorych selektujeme to, ¢o je pre nas potrebné. Samotné roz-
lisovanie a delenie do skupin ako jedna z najprimitivnejsich aktivit Tudstva hra
dolezit rolu v histérii ludského vyvoja. Rui Xu a Donald C. Wunsch [1] uvddzaji
ako priklad v prirode delenie vsetkych prirodnych objektov na tri skupiny: rast-
linstvo, Zivo¢isstvo a minerdly. Zvierat4 st na zdklade biologickej taxonémie d'alej
rozdelené do kategérif na zaklade druhu, triedy atd. Na konci mame pomenovanie
kazdého zvierata, teda rozlisujeme macku od psa, Zraloka od delfina, ¢i kacicu od
sliepky. Pomocou tohto delenia vieme interpretovat vlastnosti jednotlivych skupin
(tried), ktoré vznikli skiimanim podobnosti charakteristik jednotlivych zvierat.

Mnozstvo dat v roznych oblastiach vedy si vyziadalo potrebu ich analyzy
v zmysle redukcie a segmentacie. Prave tieto témy st predmetom zhlukovej analy-
zy (Cluster analysis), ktord skiima a analyzuje podobnost sledovanych dat. Naj-
znamejsie algoritmy zhlukovej analyzy si predstavime v kapitoldch tejto prace.
Algoritmy zhlukovej analyzy maju Siroké vyuzitie napriklad v oblastiach ako
marketing, bioldgia a zdravotnictvo, poistovnic tvo, pldnovanie vystavby miest
a infrastruktury, analyza a progndza spotreby vody v domaéacnostiach, definicia
cielovych skupin spotrebitelov, typizdcia spravania mladistvych vo volnom ¢ase,
studie zemetraseni alebo klasifikdcia elektronickych dokumentov.[2]

Prva kapitola tejto bakalarskej prace sa venuje ivodu do zhlukovej analyzy.
Predstavuje pojem a vyznam zhlukovej analyzy ako Statistického oboru. V tivode
kapitoly su vysvetlené miery podobnosti, pripadne nepodobnosti, ktoré sa vyu-
zivaju pri urcovani podobnosti objektov a premennych. Jednotlivé metody zhlu-
kovej analyzy su popisované na zaklade ich klasifikacie, pricom v popise kazdej
metédy pojedndvame o jej matematickej formulacii a sposobe, akym sa pouziva.

V Kapitole 2 sa zameriavame podrobnejsie na jednu z najznamejsich zhluko-
vacich metéd, ktorou je metéda k-priemerov. Vysvetlujeme jej zaradenie v rdmci
klasifikacie metéd z predoslej kapitoly a uvadzame jej vSeobecny algoritmus.
Nasledne su predstavené modifikované algoritmy metédy k-priemerov, ktoré su
prikladmi efektivnejsich implementacii. V zavere kapitoly je predstaveny algorit-
mus k-medoidov, ktory je zalozeny na podobnom principe zhlukovania dat.

Kapitola 3 je zamerana na prakticki aplikaciu metédy k-priemerov na realne
a simulované data. Na prikladoch simulovanych dat je aplikovany algoritmus k-
priemerov a jeho modifikovany algoritmus k-priemerov™*. Druhd cast kapitoly
je zamerand na aplikdciu tradi¢ného algoritmu na finanéné data, kde podrobne
vysvetlujeme spracovanie dat spolu s interpretdciou vysledkov.



1. Uvod do zhlukovej analyzy

Termin zhlukova analyza a jej definicia boli prvy krat sformulované roku 1939
Robertom C. Tryonom, profesorom psycholdégie. Zhlukové analyza je pojmom
pre stibor met6d (procedur), vytvarajucich logicky postup riesenia nasledujuceho
problému: Méme siibor dat o ktorych ni¢ nevieme. V tomto stibore chceme najst
mnoziny déat, v rdmci ktorych mozeme hovorit o podobnosti dat v danej mnozine
a zdroven docielit heterogenitu tychto mnozin navzdjom. Zhlukova analyza teda
umoziuje vyhladdvat zoskupenia podobnych dat, teda zaradit objekty do skupin
(zhlukov) tak, aby si dva objekty rovnakého zhluku boli viac podobné, nez dva
objekty z roznych zhlukov.

Zakladnym cielom zhlukovej analyzy je zjednodusovanie, redukcia d4t. Na
zéklade spolo¢nych charakteristik jednotlivych mnozin dat sa vytvara typologia.
Vytvaraju sa typy, ktoré su charakterizované urcitymi vlastnostami. Podla nich
dokdzeme dané sledované idaje zaradit do tried, ktoré st jednoduchsie popisatel-
né. Klasifikacia tychto tried je zalozenda na viacerych premennych, teda ide o viac-
dimenzionalne charakterizovanie tried. Samotnda vizualizédcia n-dimenzionalnych
dat ako aj urcenie zhlukov su pri vacsich dimenziach pre ¢loveka narocné. Preto
boli vytvorené metddy, ktoré to ulahcuji. Nesmieme takisto zabudat na to, ze
pouzitim roznych postupov zhlukovej analyzy na rovnaké data mozeme niekedy
docielit vytvorenie roznej typolégie, pretoZze typy objektov nie st predom znidme
a vytvaraji sa pocas samotného zhlukovania. Tym teda moze dochadzat k roznej
interpretacii dat.

S rozvojom matematicky orientovanych vednych odborov je analyza dat rozne
zarad ovand, rozne klasifikovand a teda pre rovnaki problematiku st pouZivané
rozne terminologie.

Zhlukovanim budeme rozumiet postup, pri ktorom nie je predom znama prislu-
snost Ziadneho objektu, takisto nie je zndmy ani pocet skupin. Cielom bude kla-
sifikovat vsetky objekty zahrnuté do analyzy.

Postup zhlukovania moZeme zhrnut do niekolkych délezitych bodov:

1. Volba miery podobnosti dat
2. Volba metddy (kritéria) zhlukovej analyzy
3. Stanovenie poctu zhlukov

4. Interpretacia vysledkov

1.1 Miery podobnosti

Prvym problémom pri zhlukovej analyze je urc¢enie podobnosti dvoch objektov. Aby
mohla byt podobnost merand, musi byt kazdy objekt charakterizovany pomocou
svojich vlastnosti. Napriklad rastlina je charakterizovana tvarom listov, farbou
kvetov atd.

Ako bolo vyssie spomenuté, cielom zhlukovania je vytvorif zhluky objek-
tov, ktoré su si najviac podobné. Preto doleziti tlohu zohrava urcenie, akym



sposobom bude zistovanid podobnost. Na to slizia miery podobnosti, ktorych
volba zavisi od typu d4t.

Miery podobnosti v idedlnom pripade nadobiidaji hodnoty z intervalu (0, 1).
Metody zhlukovej analyzy st vSak casto zalozené na mierach nepodobnosti, pri-
padne vzdialenosti. Kazdi mieru podobnosti moZeme previest na mieru nepo-
dobnosti a to nasledujicim sposobom:

Uvazujme mieru podobnosti S € (0,1). Potom mieru nepodobnosti D > 0
ziskame odpoc¢itanim miery S od jednicky, tj. D =1 —S.

1.1.1 Kvantitativne data
Podobnost objektov

Podobnost objektov x; a x; budeme zapisovat ako S(x;,%;), skratene S;;. Plati

Mieru nepodobnosti objektov x; a x; budeme zapisovat ako D(x;, X;), pripadne
skratene D;;. Ak by sme usporiadali jednotlivé hodnoty miery nepodobnosti sle-
dovanych objektov do matice, islo by o symetricki maticu s nasledujicimi vlast-
nostami:

e D;; > 0 (prvky matice st nezaporné)
e D;; =0 (diagondlne prvky st nulové)

V pripade kvantitativnych dat sa na vyjadrenie podobnosti dvoch objektov
vyuzivaju miery vzdialenosti. Tie su zalozené na reprezentécii objektu v priestore,
teda jednotlivymi premennymi su siuradnice daného objektu v priestore.

Uvedieme najznamejsie typy vzdialenosti a sposob ich vypoctu. Uvazujme
dva n-dimenziondlne body x; = [%i1, Ti2, ..., Tin] & X; = [Tj1, Zj2, ..., Tjn), ktorych
vzdjomnu vzdialenost zistujeme.

Najznédmejsim a najbeznejsie pouzivanym vyjadrenim vzdialenosti dvoch viac-
rozmernych objektov je euklidovskd vzdialenost.

n

Di(xi%;) = | D (@i — w502 (1.1)

k=1
Ak je splnend trojuholnikova nerovnost, tj.
Diy < Dy + Djy,

hovorime o metrike.

Dalsimi pouzivanymi typmi vzdialenosti su:

Minkowského vzdialenost

n

Dy (xi,%;) = () (i — 1)")

k=1

S =

(1.2)

Je zovseobecnenim predchadzajicej metriky (r = 2).

4



manhattanskd vzdialenost (mestskijch blokov)
Dp(xi,x;) = Y | — (1.3)
k=1

Redukuje vplyv extrémnych vzdialenosti.
Cebysevova vzdialenost

De(xi, %) = maxg(|zi — xjxl)

Podobnost premennych

Zatial ¢o vzdialenost predstavuje vztah objektov kvantitativnych dat, v pripade
vyjadrenia vztahu medzi premennymi hovorime o zdvislosti. Miery intenzity vza-
jomnej Statistickej zdvislosti teda vyjadruji podobnost dvoch premennych.

Ako zékladna miera podobnosti dvoch kvantitativnych premennych sa pouziva
vyberovy Pearsonov korelaény koeficient, ktory je pre k-t a -t premennu
dany predpisom

_ > iy (T = Tp) (T — )
Ve @ — )2 (g — @)%

kde 7, je aritmeticky priemer hodnot k-tej premennej, analogicky z; je priemer
l-tej premennej. Hodnoty korela¢ného koeficientu sa nachddzaja v intervale od -1
do 1. Hovorime, ze premenné su nezavislé, ak je hodnota korelacného koeficientu
rovna 0.

Interpretacia posudenia podobnosti nie je jednozna¢na. V knihe ,Shlukova
analyza dat® [6] autori uvddzaji dva sposoby interpretécie, ktoré zavisia na cha-
raktere hodnot a pohlade analytika.

V prvom pripade hodnota -1 znamena maximélny nestihlas. Potom prevod na
mieru nepodobnosti je dany predpisom Dy; = 1 — 7y, teda rovnakym sposobom
ako bolo spomenuté pri prevodoch medzi mierami podobnosti a nepodobnosti.

V druhom pripade uvazujeme ekvivalentne obe hodnoty -1 a 1 ako maximalny
stihlas medzi dvomi premennymi. Potom pre vypocet nepodobnosti volime bud
vztah Dy =1 — 13, alebo vztah Dy = 1 — |ry.

Tkl

V pripade, ze rp = 0 a x; = 0, ziskavame kosinovi mieru

21-11 ikl
Sk(x;,X;) = = 1.4
K( 2 \/Z?ﬂ 3, > et T -4

1.1.2 Binarne data

V tychto pripadoch sa na urcenie podobnosti vyuzivaju asocia¢né koeficienty,
pricom vzorce budi uvddzané pomocou pocetnosti v kontingenénej tabulke. V na-
Som pripade budeme uvazovat 4-polni kontingenéni tabulku, ktord v literatire
najdeme aj pod ndzvom asociacnd tabulka (od toho potom odvodeny ndzov ko-
eficienty asocidcie). Predstavime si niektoré z nich.[3]

Uvazujme objekty A a B a ich asociacni tabulku 2 x 2, kde 1 znamend
pritomnost premennej a 0 opak.
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Miery podobnosti, nepodobnosti a vzdialenosti

V pripade bindrnych premennych je potrebné rozlisovat symetrické a asymetrické
premenné.

Nepodobnost dvoch symetrickijch premennych mozeme zistit pomocou koefi-
cientu nezhody. Vyjadruje podiel poctu objektov, pri ktorych si odlisné hodnoty
dvoch sledovanych premennych, k celkovému poctu objektov.

Podobnost moézeme merat pomocou Sokalovho a Michenerovho koefi-
cientu prostej zhody (simple matching), ktory vyjadruje podiel objektov
so zhodnymi hodnotami k celkovému poctu objektov.

a+d
SsM = T e d (1:5)
kde Ssys je z intervalu (0,1). Potom vzdialenost objektov (miera nepodobnosti)
je vyjadrend vztahom
D=1-5 SM

Nepodobnost dvoch asymetrickijch premennych mozeme vyjadrit pomocou Jac-
cardovho koeficientu, kde jeho hodnotu ziskame podielom poctu objektov,
u ktorych st odlisné hodnoty dvoch sledovanych premennych, k poc¢tu objektov,
u ktorych sa aspon pri jednej premennej vyskytuje hodnota 1.

b+c

Dj=——
I at+b+c

Je pouzivany aj Jaccardov koeficient podobnosti dany vzorcom
a

S;=—
J a+b+c

)

kde S; je takisto z intervalu (0,1).
Opit mieru nepodobnosti ziskame odpocitanim od jednicky, tj.

D=1-25,

Kosinova miera pre dve binarne premenné vyjadrena pomocou pocetnosti sa
nazyva Ochataov koeficient. Vypocet prebieha pomocou vzorca

a a

Sp = .
© a+b a+t+c

Ako mieru vzdialenosti uvedieme $tvorcovi euklidovskid vzdialenost, o
predstavuje sti¢et pocetnosti b+ c. Rovnako Hammingova vzdialenost (man-
hattanskd vzdialenost aplikovana na bindrne déta) je vyjadrend tym istym stictom.
Teda platia vztahy

D ES — D B — b +c
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Teda z toho plynie vzorec pre euklidovski vzdialenost, ktorti mozeme taktiez
pouzit ako mieru vzdialenosti bindrnych dat.

DE': Vb—+c

Medzi euklidovskou vzdialenostou a koeficientom prostej zhody plat{ vzajomny
vztah

Dg=+/(a+b+c+d)(1—Ssy)

Miery zavislosti

V tejto podkapitole spomenieme len niektoré z pouzivanych mier. Jednou zo
zakladnych mier vyjadrenia zavislosti je pomer Sanci. Je vyjadrenim krizovych
sucinov, to znamena, ze

_ad _a/b

~be c/d

Tento pomer nadobida hodnoty od nula do nekonecna, v pripade nezavislosti
medzi premennymi nadobtda hodnotu 1. Hodnota bliziaca sa nule indikuje silnt
zévislost.

Na zaklade pomeru krizovych stc¢inov je navrhnuta aj miera Yuleovo Q, pre
ktoru plati

Q_ad—bc_ad/bc—l U -1
Cad+be  ad/bc+1  9+1

Hodnoty tohto koeficientu sa pohybujui v intervale (—1, 1), pricom krajné hodno-
ty nadobtda vtedy, ak je niektora z hodnét v asocia¢nej tabulke nulova.

DalSou mierou intenzity zavislosti je Pearsonov korela¢ny koeficient vy-

jadreny pomocou pocetnosti vztahom

ad — be
V(a+b)(a+c)(b+d)(c+d)

r =

Korelaény koeficient moze nadobidat krajné medze intervalu (—1,1) v pripade,
7e obe hodnoty na diagondle asociacnej tabulky st nulové.
Na tomto koeficiente je zalozeny koeficient o, pocitany podla vztahu

XQ

Y= at+b+c+d

Rozdielom je obor hodnot, ktorym je v tomto pripade interval (0, 1).

Dalsie miery st uvedené napriklad v knihe [6].



1.2 Klasifikacia metod zhlukovania

Metédy zhlukovej analyzy nebyvaji klasifikované podla matematickych pros-
triedkov, ktoré pouzivaji. Ide o klasifikdciu podla cielov, ku ktorym smerujt.
Standardne sa stretdvame s delenim podla sposobu organizécie objektov do zhlu-
kov:

e Hierarchické metody

e Nehierarchické metody

1.2.1 Hierarchické metédy

Hierarchické zhlukovacie metédy st zalozené na postupnom zhlukovani objek-
tov do hierarchického systému zhlukov, pricom ide o systém neprazdnych dis-
junktnych mnozin povodnej mnoziny. Podla toho, ako ttto Struktiru zhlukov
tvorime, delime hierarchické zhlukovacie metédy na:

e Aglometativne hierarchické metédy

e Divizne hierarchické metody.

Grafickému znazorneniu vytvorenej hierarchickej struktiry hovorime dendro-
gram (stromovy diagram). Prednostou dendrogramu je prehladnost nad celkovou
stavbou skiimaného materidlu. V rdmci neho mozeme v kazdom kroku odsledovat
postupné spajanie sa jednotlivych zhlukov, ako je zndzornené na obrazku [l

a0

0

&0

&0

2 ﬁﬁﬁ

o

Obr. 1.1: Dendrogram

Aglomerativne hierarchické metédy (postupy zdola nahor)

Proces zhlukovania zacina od jednotlivych objektov. Teda na zaciatku tvoria sa-
motné data jednotlivé zhluky. Postupne sa vytvara stromova struktira, pri ktorej
sa zmensuje pocet zhlukov zjednotenim zhlukov predchadzajucich. Zjednocuju sa
najpodobnejsie zhluky, pricom prvy zhluk je vytvoreny z objektov na zaklade
matice (ne)podobnosti (vid miery vzdialenosti v podkapitole [LT.I]). Stcastou
algoritmu aglomerativnych hierarchickych metéd je stanovenie hodnoty D,,.z,
ktord predstavuje uzivatelom zvolent maximélnu vzdialenost dvoch spéjajicich
sa zhlukov a podla ktorej sa nédsledne v kazdej iterdcii urcuje, ¢i sa dané zhluky
zlucia. Ak hodnota vzdialenosti dvoch uvazovanych zhlukov presahuje hodnotu
D pas, algoritmus predcasne konéi, ¢o znamenad, ze pozadovany pocet zhlukov nie
je dosiahnuty. V takom pripade je potrebné prahovii hodnotu D, zvysit.



Algoritmus 1 Aglomerativne hierarchické metody

Vstup: Déta Xy, ..., X,,.
Vstup: C (pozadovany pocet zhlukov ; ak C=1 dostavame dendrogram)
Vstup: D, (mazimdlna zvolend vzdialenost dvoch zhlukov pri zlicend)

1:

2:

3:
4:

6:

Inicializacia C', X; = C; pre kazdé i = 1,...,n (Symbolom C; oznacime i-l3j
zhluk)
temp = n (temp pomocnd premennd predstavuje aktudlny pocet zhlukov)
repeat
Pre jednotlivé dvojice zhlukov C; a C; napocitame maticu vzdialenosti
s prvkami D;; (Vzdialenost D;; dvoch zhlukov uréime pomocou jednej
z metdd popisanijch nizsie)
Néjdeme dva najblizsie zhluky C; a C; a zistime, ¢i D;; < Do, (ak presa-
huje hodnotu D,y , algoritmus koncq).
Zlucime zhluky C; a C; a temp = temp — 1.

7. until temp = C
Vystup: Jednotlivé ziskané zhluky, pripadne dendrogram, vzdialenosti medzi

centrami kazdého zhluku a informéciu, ¢i skonéil algoritmus predcasne.

Vzdialenost ((ne)podobnost) zhlukov moze byt stanovend pomocou réznych

aglomerativnych algoritmov:

e Metéda najbliziieho suseda (Single linkage method)

Ide o jednu z najjednoduchsich metéd zhlukovania. Principom tejto metody
je, ze vzdialenost medzi dvomi zhlukmi je definovand ako vzdialenost medzi
najblizsim parom objektov, kde su do iivahy brané pary pozostavajtice z ob-
jektov dvoch roznych zhlukov. Ozna¢me D(r, s) vzdialenost dvoch zhlukov.
Potom

D(r,s) =min{d,;; :i €r,j € s}

V dalsej fazi zhlukovania sa spdjaji zhluky s najmensou D(r,s). Grafické
znazornenie ponuka obrazok [L.2

Obr. 1.2: Single linkage
e Metéda najvzdialenejsieho suseda (Complete linkage method)

Metéda Complete linkage (obrazok [[3)), nazyvand aj metédou najvzdia-
lenejsicho suseda je opakom predchadzajicej metédy. Vzdialenost medzi



zhlukmi je teraz definovans ako vzdialenost medzi najvzdialenejsou dvoji-
cou objektov. Kazd4 dvojica je op#t tvorend z dvoch objektov navzdjom
roznych zhlukov.

Predpokladajme opit, ze D(r,s) je vzdialenost dvoch zhlukov. Potom
D(r,s) =max{d;; :i €r,j € s}

Maximalna hodnota dvoch objektov roznych zhlukov je prehlasena za vzdia-
lenost D(r,s) zhlukov r a s. V dalsej féze hierarchického zhlukovania st
zlicené zhluky pre ktoré je D(r, s) minimélna.

Obr. 1.3: Complete linkage

Metéda priemernej vizby suseda (Average linkage method)

Tu je vzdialenost D(r,s) medzi dvoma zhlukmi definovand ako priemer
vzdialenosti medzi vSetkymi parmi objektov, pricom kazdy par je tvoreny
objektami dvoch réznych zhlukov.

Oznacme:

— 1 a s su dve skupiny objektov (zhluky)
— N, a Ny je pocet objektov v jednotlivych zhlukoch r a s

— d;; vzdialenost dvoch objektov i €7 aj € s

Potom
1 N, N,
D = d
A

K zliceniu zhlukov dochadza v pripade, kde D(r, s) je minimalna pre zhluky

r a s (Obrazok [L4)).

Obr. 1.4: Average linkage
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e Centroidnd metéda (Centroid linkage method))
Pri tejto metdde je vzdialenost dvoch zhlukov definovand ako euklidovska
vzdialenost centroidov (,,priemerny prvok“) dvoch disjunktnych zhlukov.
Oznacme

— centroid zhluku r
1 &
Ty = VT ; Li
— centroid zhluku s analogicky

Vzdialenost D(r,s) je definovana predpisom

D(r,s) = ||z, — Tl

Vylepsenim tejto metédy je VdzZend pdrovd metoda (Weighted pair-group
centroid) , ktord definuje vzdialenost D(r,s) ako euklidovski vzdialenost
vazenych centroidov.
Potom plati

D(r,s) = |7 = Tall2

kde Z, = N% ZZN:rl w;x,; je vazeny centroid zhluku r, w; >0, w; = 1. Ak
zhluk 7 vznikol zjednotenim zhlukov p a ¢, potom
_ 1

Z, = 5(@, +z,).

Analogicky definujeme vazeny centroid zhluku s.

e Wardova metéda (Ward’s hierarchical clustering method)

Wardov algoritmus (Ward, 1963) je bezne pouzivany postup, ktory je urceny
pre data metrickych priestorov. Ward navrhol zhlukovaci postup smerujuci
k vytvoreniu mnozin spésobom, ktory minimalizuje straty spojené s kazdym
zhlukovanim. Mame zadanych n skupin. Tento postup ich pocet znizi na n—
1 navzajom disjunktnych skupin tak, ze uvazuje spojenie vSetkych moznych
% dvojic a v kazdom kroku zjednoti dva zhluky, ktorych zlicenie ma
za nasledok minimalne zvysenie ,straty informacie*. Tato strata informacie
je matematicky vyjadrend ako chyba sictu stvorcov ESS (error sum-of-

squares). Pre zhluk r plati:

ESS, = Zixz - %(i Tir)*
=1

ler =1

Podla Wardovej metddy st v kazdom kroku spajané zhluky, pre ktoré je
narast £.SS minimalny. Vzdialenost dvoch zhlukov 7 a s je dand predpisom

Hfr — i8|’%

(Ne +N;)

kde ||.||2 je euklidovska metrika a Z, a T4 su definované ako v predchddzajice;
metode.

D(r,s) = N, Nj
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Divizne hierarchické metédy

Postup zhlukovania moze byt aj opa¢ny ako pri aglomerativnych hierarchickych
metddach. Vytvarame rozklad povodnej mnoziny, ktory je postupnym zjemnenim
predchédzajiceho zhluku a iterativne zvysujeme pocet jednotlivych zhlukov. Na
konci by sme mali dojst k samotnym jednoprvkovym zhlukom.

Algoritmus 2 Divizne hierarchické metody
Vstup: Déta x4, ..., x,, tvoriace jeden zhluk.
Vstup: C (pozadovany pocet zhlukov)
1: Inicializacia C.
2: temp = 1 (temp pomocnd premennd predstavuje aktudlny pocet zhlukov)
3: repeat
4:  Pre jednotlivé dvojice objektov x; a x;, 4,7 = 1,...,n napocitame maticu
vzdialenost{ s prvkami D;; (Vzdialenost D;; dvoch objektov vid' podkapitola
[L11)
5. Néjdeme dva najvzdialenejsie objekty x; a x; (Tieto objekty budi repre-
zentantmi dvoch podmnozin, na ktoré pévodni mnozZinu rozdelime)

6: for all x; také, zel=1,...,n,l #i,5 do

T: if vzdialenost D(x;,x;) < D(x;,x;) then
8: prvok x; patri do zhluku reprezentanta x;
9: else

10: prvok x; patri do zhluku reprezentanta x;
11: end if

12:  end for

13: until temp = C

Vystup: Jednotlivé ziskané zhluky, pripadne dendrogram, vzdialenosti medzi
centrami kazdého zhluku.

1.2.2 Nehierarchické metody

Nehierarchické zhlukovacie metody nevytvaraji na rozdiel od hierarchického pri-
stupu spominani stromovu Struktiru. Tieto metdédy zac¢inaji z nahodne vy-
braného alebo uzivatelom definovaného rozdelenia, pricom povodné rozdelenie je
iterativne optimalizované. Sndd’ najbeznejsim nehierarchickym algoritmom je al-
goritmus k-priemerov (k-means). Tento algoritmus si blizsie popiSeme v nasledu-
jucej kapitole.

Algoritmy nehierarchickych metdd si lahsie implementovatelné a oproti hie-
rarchickym metédam velmi efektivne. Jedinou nevyhodou je, Ze predom musi byt
pevne urceny pocet zhlukov. Zalezi aj na pociatocnej inicializacii jednotlivych
centier zhlukov, ktoré sa sice pocas vypoc¢tu menia, ale pri neidealnych datach
mozu byt vysledné pozorovania rozdielne.

V poslednej dobe bolo navrhnutych mnoho novych algoritmov, ktoré bud mo-
difikuju tradiécné metody alebo sa vydavaji novymi smermi. Z toho dévodu vznika
terminologicky problém. Takisto aj v pripade nehierarchickych metod zhlukovej
analyzy nie je jednoznacne urcena ich klasifikdcia. Je mnoho deleni z roznych

12



pohladov, preto pontkneme skor prehlad skupin nehierarchickych zhlukovacich
metdd, ktord vsak nepredstavuje pevne stanovenu klasifikaciu tychto metod:

Jedno-priechodové metédy (Single-pass methods)

Ide o jednoducht metédu, pri ktorej je stiibor dat spracovavany len raz. Nevyhodou
tejto metddy je, Ze vysledkom mozu byt velké zhluky a takisto to, Ze vytvorené
zhluky st zavislé na poradi, v ktorom bol stibor dat spracovany. Tento algoritmus
je predovsetkym vyuzivany na zhlukovanie dokumentov, pricom na toto zhluko-
vanie sa vyuzivajui aj hierarchické zhlukovacie metddy. Ich vyhodou je, ze stéle
su vysledkom rovnaké zhluky.

Pri tomto zhlukovani sa napocitava matica podobnosti, pricom miery podob-
nosti st odlisné ako pri numerickych zhlukovacich metédach. Uvedieme priklad
z knihy [6] pre dva textové dokumenty, u ktorych je sledovany vyskyt piatich
slov. Ak zaznamename jednotlivé pocetnosti vyskytu sledovanych slov v stano-
venom poradi ako vektor, mozu byt oba dokumenty charakterizované napriklad
nasledujicim sposobom:

x; =1[20103],

x5 =1[01020].

Vidime, ze ziadne slovo sa nevyskytuje v oboch dokumentoch sucasne, teda pred-
pokladame, ze koeficient podobnosti sa rovna nule. Tomuto predpokladu vyhovuje
napriklad kosfnova miera, vid vzorec

Jednoduchy popis algoritmu mézeme zhrnit do nédsledujtcich krokov:

Algoritmus 3 Jedno-priechodové metédy
Vstup: Déta Dy, ..., D, (predpokladajme, Ze dané objekty si napriklad dokumen-
ty)
Vstup: Sy (prahovd hodnota podobnosti dvoch objektov)
1: Dy = Cy (Dy dokument bude reprezentovat prvy zhluk C1)
2: for all D;,i=1,...,ndo
3:  vypo&itame podobnost S k danému reprezentantovi existujticeho zhluku.
if podobnost S < S,,,. then
objekt D; prehlasime reprezentantom nového zhluku.
else
prvok D; priradime existujicemu zhluku a ur¢ime centroid tohto zhluku
(v prvom kroku je to centroid zhluku pozostdvagiceho z objektov D; a Dy)
8 end if
9: end for
Vystup: Objekty zaradené do zhlukov.

Metédy vyuzivajice premiestinovanie (Relocation methods)

Ide o metdédy, ktoré optimdalne urcuju rozlozenie a organizaciu objektov, ale
vyzaduju inicializaciu poctu zhlukov. Priradenie k zhlukom je jednoznacné. Do
tejto kategorie patri algoritmus k - priemerov, ktory podrobne opiseme v Kapi-
tole 2.

Tato skupina metdd takisto zahina jeho modifikacie, teda metédy k-medoidov,
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k-modov a k-histogramov. Prvé dva algoritmy maju vyuzitie pri datovych siboroch
obsahujucich len kvantitativne premenné.

Met6dy k-modov a k-histogramov [6] vychadzaji z toho, ze kazdy zhluk
je reprezentovany m-rozmernym vektorom tdajov, ktory obsahuje bud modalne
(najcastejsie zastupené) kategdrie jednotlivych premennych (metéda k-modov)
alebo tidaje o pocetnostiach kategorii jednotlivych premennych (metéda k-histo-
gramov). Pritom si vyuzivané specidlne miery nepodobnosti. Napriklad pri algo-
ritme k-modov vyuZzivame koeficient prostej zhody, vid vzorec (L)), pripadne od
neho odvodent mieru nepodobnosti. Vtedy je m-rozmerny vektor modalnych ka-
tegérii Specidlnym typom centroidu, obdobne ako vektor priemerov, ¢i medianov.

Algoritmus k-modov nie je vhodny pre asymetrické binarne déta.

Fuzzy zhlukova analyza

Ide o takzvané prekryvajuce sa zhlukovanie, teda v pripade metéd tejto zhlukovej
analyzy nedostavame disjunktné zhluky dat. Fuzzy zhlukova analyza je omno-
ho obsirnejsia ako si ju predstavime v nasledujicom texte. Na priklade jedného
z algoritmov si ukdzeme vypocet mier prislusnosti, uréujicich prislusnost prvku
k danému zhluku.

Ozna¢me x; lubovolny objekt a O} zhluk. Oznaéme wu,, mieru prislusnosti
objektu x;, i« = 1,...,n ku zhluku C}%, h = 1,...,k. Tato miera je zakladnym
vystupom fuzzy zhlukovej analyzy. Musia platit ndsledujice podmienky [6]:

1. 0 < uy, <1 pre vietky i = 1,...,n a vetky h = 1,...., k (teda prislusnost
prvku nemoze byt negativna)

2. 22:1 u;, = 1 pre vietky ¢« = 1,...,n (celkové prislusnost (membership) je
suc¢tom jednotlivych mier prislusnosti)

Ak méa kazdy objekt rovnakd mieru prislusnosti vo vsetkych zhlukoch, ho-
vorime o uplnom fuzzy zhlukovani. Na druhej strane, ak ma kazdy objekt mieru
prislusnosti 1 v niektorom zo zhlukov a nulovid mieru prislusnosti vo vsetkych
ostatnych zhlukoch, hovorime o pevnom (disjunktnom) zhlukovan.

Uvedieme stanovenie tychto mier pomocou algoritmu FANNY, ktory vyvinuli
Kaufman and Rousseeuw. Podobne ako vsetky algoritmy zhlukovania, FANNY
mé tiez svoje silné a slabé stranky, ktoré je potrebné brat do tvahy pri inter-
pretacii ziskanych vysledkov.

FANNY je rozsirenim zhlukovacej metédy fuzzy k-priemerov, a preto je nehie-
rarchickym algoritmom, ktory vyzaduje, aby bol vopred stanoveny pocet zhlukov.
Okrem toho nevyhodou moéze byt zavislost vysledného rozmiestnenia zhlukov
a poradi spracovavanych prvkov.

Co sa tyka vyhod tohto algoritmu, vystupom nie je len zoskupenie prvkov
do roznych zhlukov a stanovenie ich miery prislusnosti, ale aj informacie o sirke
obrysového grafu (silhouette). O obrysovych grafoch blizsie pojedndvame v pod-
kapitole B.1.1l Tento graf ndm poskytuje informaciu o kvalite zaradenia daného
objektu a mozeme ho vyuzit aj pri inych metédach zhlukovej analyzy.
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Hodnoty grafu sa pohybuji v intervale (—1, 1), pricom hodnoty blizke 1 uka-
zuju, ze prvky maju najvhodnejsie zaradenie do zhluku, hodnoty blizke 0 ukazuju,
7e dané prvky mozu byt zaradené aj v inom zhluku a hodnoty bliZiace sa zdpornej
krajnej hodnote indikuji nespravne zaradenie.[7]

Algoritmus FANNY vychddza z matice nepodobnosti (vid miery nepodobnos-
ti v podkapitole [LTT]). Pozitivom je, Ze je pouzitelny na ¢iselné premenné (vtedy
vychédza z matice vzdialenosti) ako aj na kategoridlne premenné (vychadza z ma-
tice nepodobnosti), pripadne na kombinéciu oboch.

Miery prislusnosti ziskame minimalizaciou funkcie

k 2 ,,2
fe Z D ic1 Z?:l g sy Dij
h=1

n 2 )
2 Ej:l Uip,
kde D;; je miera nepodobnosti (znama) a w;p, u;, st miery prislusnosti (nezname).

Pre ohodnotenie fuzzy zhlukovania sa pocita Dunnov koeficient rozkladu

FR) =3

i=1 h=1

ktory nadobiida hodnoty z intervalu <%, 1), k je pocet zhlukov.
Rozlisime dve situacie, popisané vyssie:

V pripade, ze ide o uplné fuzzy zhlukovanie dostavame: vSetky w;, = %, 1=

1,....,.nah=1,.. k Potom

Druhou extrémnou moznostou, ktord bola spomenutd, bolo pevné (disjunktné)
zhlukovanie, pre ktoré plati:
miera prislusnosti u;, prvku x;, ¢ = 1,...,n ku zhluku C, h =1, ..., k je rovnd 1,
pre ¢« = 1,....,n st vSetky ostatné miery prislusnosti u; = 0, kde | = 1,...,k
a | # h. Potom .
F(k) = — = 1

Normalizovany tvar koeficientu rozkladu ma tvar

F.—3 kF,—1

1 )
-1 k-1

Fy =

ktorého hodnoty sa pohybuju v intervale (0, 1).
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2. Metoédy k-priemerov
a k-medoidov

Najznamejsou a najpouzivanejsou metodou v ramci nehierarchickych zlukovacich
metdd je metéda k-priemerov. Algoritmus tejto metddy casto nadvézuje na uz
vopred predspracované data. Teda casto krat sa stretavame s kombindciou hie-
rarchickej metédy a ndsledného pouzitia metédy k- priemerov (k-means). Pozme-
nenou verziou tohto algoritmu je metoda k-medoids, ktort si spolu s metédou k-
priemerov (a jej modifikdciami) podrobne predstavime v tejto kapitole. V oboch
pripadoch ide o iterativne metddy, ktoré vytvaraju disjunktné zhluky dat.

2.1 Metdda k-priemerov (k-means method)

Metéda k-priemerov je jednoduchym sposobom, ako triedit dany sibor déat na
urcity pocet zhlukov (predpokladdme k zhlukov). Hlavnou myslienkou je defino-
vat k centroidov, teda jeden pre kazdy zhluk. Centroid je definovany vseobecne
ako vektor, pre ktory plati, ze stucet vzdialenosti jednotlivych objektov v zhluku
k tomuto vektoru je minimdlny. Pouzitim euklidovskej vzdialenosti (L)) je cen-
troidom vektor priemerov a ide o metédu k-priemerov (pri pouziti manhattanskej
vzdialenosti ([L3)), je centroidom vektor medidnov a ide o metédu k-medidnov).

2.1.1 Popis algoritmu

Vstupnym parametrom pre tento algoritmus je k, ¢o predstavuje pocet zhlu-
kov, do ktorych sa maji objekty nasho détového siboru X C R™ rozdelit. Kazdy
objekt je charakterizovany hodnotami premennych, ktoré tvoria m-rozmerné vek-
tory. Tieto zhluky sa maji vyznacovat vysokou podobnostou v rdmci objektov,
ktoré ich tvoria a nepodobnostou zhlukov navzijom. Podobnost objektov, vy-
jadrend ako ich vzdialenost, je pocitand vzhladom k centru zhluku (centroidu).
Treba poznamenat, Ze centrum zhluku nemusi byt tvorené datovym objektom
skiimaného stiboru d4t. Snahou je zaradit objekty do zhlukov tak, aby bola mi-
nimalizovand variabilita vnutri zhluku.

Nech mnozina n objektov {x;,7 = 1,...,n} si m-rozmerné vektory, kde x;
oznacuje hodnotu l-tej premennej i-tého objektu a ¢j; predstavuje hodnotu I-tej
premennej centroidu c;, zhluku Cy, h =1, ..., k.

Vnitornd variabilita h-tého zhluku je potom definovand [6] ako funkcia

5B = 3 (o - eul?

x,€Ch =1

a celkova vnutrozhlukové variabilita zhlukov (total within cluster variance) ako

k

S = ZS(h) = Z Z Z(ﬂle — )’ (2.1)

h=1 h=1 x;€C}, I=1
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Cielom je minimalizovat stucet Stvorcov vzdialenosti objektov v zhlukoch od ich
centroidov, a to cez k zhlukov, tj.

S* =min{S } (2.2)

Algoritmus 4 Metoda k-priemerov

Vstup: Mnozina n objektov {x;, i =1, ...,n}.

Vstup: k (poZadovany pocet zhlukov)
1. Inicializdcia cp, h = 1,....,k (en = [cp1, -, Chm)] j€ centroid h-tého zhluku)
2: repeat
33 forallhe{l,.. k}do

4: for alli € {1,...,n} do
5: Vypocet vzdialenosti objektu x; od centroidov ¢;, (vzdialenost pocitand

pomocou euklidovskej vzdialenosti, vid vzorec (I.1]))
6: Priradenie prvku x; k najblizsiemu centroidu c; (oznac¢me Cj h-tyj

zhluk s centrom cy,)
7 end for
8: Aktualizujeme centra c;, novovzniknutych zhlukov Cj pomocou

1
Cp = — xj
ey, z;€C,
(ne, je pocet objektov x; priradenyjch do zhluku Cj)

9: end for
10: until je splnené optimalizacné kritérium 2.2, pripadne mnozina centroidov je

nemenna
Vystup: priradenie objektov datového suboru do k zhlukov

Je zndme, 7e algoritmus k-priemerov je vSeobecne v praxi velmi vyuzivany
hlavne kvoli rychlosti a jednoduchosti. Problémom vsak moze byt to, Ze neza-
rucuje najdenie globalneho optima, tj. casto konci v niektorom lokalnom minime,
¢o nemusi byt vo véetkych pripadoch postacujtce.

Pri vSeobecnom algoritme inicializujeme pociatoéné centra zhlukov ndhodne.
Preto moze niekedy dojst k situdcii, Ze nedostaneme optimdlne rieSenie a je
odportucané, aby sa algoritmus aplikoval viackrat s roznou pociato¢nou inicia-
lizaciou. Jednym zo sposobov, ktory minimalizuje vplyv nevhodného pociatoéného
vyberu centier je algoritmus k-priemerovtt. Tento algoritmus sa zameriava na
optimalne, ¢o najviac rovnomerné, umiestnenie pociatocnych centier medzi datové
objekty:.
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2.2 Algoritmus k-priemerov'™

Postup metody pozostava z dvoch casti. Prvou je inicializacny proces, ktorym sa
metdda odlisuje od vieobecnej metédy k-priemerov a druhou ¢astou je samotny
klasicky algoritmus popisany v kapitole 2. 1.1l Optimalizaciu klasického algorit-
mu k-priemerov skimali a analyzovali David Arthur a Sergei Vassilvitskii [4] zo
Standfordskej univerzity. Ich experimenty ukazali, ze tento sposob inicializacie
nielen zrychluje klasicky algoritmus, ale prindSa aj lepSie a presnejsie vysledky
z hladiska optimalneho riesenia.

Algoritmus 5 Metdda k-priemerovt™

Vstup: Mnozina n objektov X = {x;, i =1, ...,n}.
Vstup: k (pozZadovany pocet zhlukov)

1: Vyber inicializaénych centier pomocou inicializaéného algoritmu ()

2: Aplikécia klasického algoritmu k-priemerov () s vynechanim prvého kroku.
Vystup: priradenie objektov datového siboru do k zhlukov

Vyhodou tohoto algoritmu je moznost zamenit druht ¢ast za akikolvek int
variantu algoritmu k-priemerov a pripadne docielit este lepsiu rychlost.

2.2.1 Inicializacny algoritmus

Tento algoritmus bol vyvinuty na zvysenie efektivity a presnosti zhlukovania po-
mocou metody k-priemerov. Teraz sa pozrieme na sposob inicializacie centier
zhlukov.

Oznatme D(z) ako minimalnu vzdialenost prvku z od centra z mnoziny C do-
posial vybranych centier. Vzdialenost medzi objektom a centrom zhluku pocitame
pomocou euklidovskej vzdialenosti, vid vzorec (IL1]). V priebehu algoritmu je po-
stupne vytvarand mnozina C. Vzdy je vybrany objekt ' € X s najvysSou hod-
notou pravdepodobnosti
D ( :E/)2

Pl = Dy

(2.3)

Algoritmus 6 Inicializacny algoritmus metdédy k-priemerov™™

Vstup: Mnozina n objektov X = {x;, i =1, ...,n}.
Vstup: k (pozZadovany pocet zhlukov)

1: Vyberieme nahodne centrum c; z mnoziny X.

2: Vytvorme mnozinu C = {¢;} (C je mnoZina inicializacnijch centier )
3: for i =2 to k do

4:  Vyberdme centrum ¢; = 2/, kde 2’ = arg max,cx P(x)

5: C=CuU {Cz}

6: end for

Vystup: C mnozina k vybranych inicializacnych centier
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2.3 Dvojfazovy algoritmus k-priemerov

Dalsim problémom standardného algoritmu k-priemerov je jeho citlivost na od-
lahlé osamotené objekty v ramci ddtového stiboru. Tento problém riesi dvojfazovy
algoritmus k-priemerov, ktory odhali dané objekty. Ide vlastne o modifikovany
algoritmus, ktory v prvej faze vyuziva heuristiku: ,, Ak je vkladany objekt velmi
vzdialeny od vsetkych doterajsich centier zhlukov, je nasledne prehlaseny za cen-
trum nového zhluku.“ Autori ¢lanku [5] zistili, ze vysledkom tejto fazy algoritmu
je stav, kedy vsetky objekty zhluku, st bud’ odlahlé objekty alebo nie je odlahly
ani jeden. Teda dostdavame presné zaradenie prvkov.

Ak vychddzame z definicie zhlukovej analyzy, vieme, ze objekty priradené do
spoloéného zhluku st si podobné. Zhluk, ktory je vytvarany pocas prvej fazy
tohto algoritmu vSak takéto vlastnosti nema. Ide o zhluk, ktory je oznaceny ako
tzv. zbytkovy, pozostavajici z par prvkov znacne sa odlisujicich od ostatnych
zhlukov. Anglickym pomenovanim tychto prvkov je termin outliers. V praxi sa pri
zhlukovani tieto objekty bud zanedbdvaju alebo je im priradend minimalna véha,
¢im neovplyvinuju zhlukovaci proces. Pri vysokom pocte dat je vsak tento sposob
dost obtiazny a len tazko by sme odhalili, ktoré prvky mdme zanedbat. Preto
bol vytvoreny dvojfazovy algoritmus, ktory pomerne jednoducho tento pripad
vyriesi.

Autori pritom upozornuju na boc¢ny efekt, ktorym je vyssi pocet zhlukov
vzniknutych v prvej faze algoritmu ako je pocet zhlukov standardného algorit-
mu k-priemerov. Druh4 fiza algoritmu sa zameriava na presné urcenie odlahlych
prvkov a nadvézuje na vysledné zhluky prvej fazy.

Ako vyplyva z nazvu, algoritmus pozostava z dvoch faz:

e Modifikovany proces metddy k-priemerov (Modified k-means process (MKP))

e Proces detekcie odlahlych prvkov (Outliers-finding process (OFP))

2.3.1 FAZA 1: Modifikovany proces algoritmu k-priemerov

Ako sme popisovali vyssie, je obtiazne najst odlahlé objekty vo velkych datovych
suboroch. Teraz si podrobnejsie zadefinujeme proces ich zhlukovania.

Prva faza algoritmu sa odlisuje tym, ze nevytvara predom pevny pocet zhlukov,
ale ich koneény pocet sa pohybuje v urc¢itom rozmedzi.

Algoritmus za¢ina rovnako ako standardnd metéda k-priemerov. Oznacme k'
ako nastavitelny pocet zhlukov a polozme k' = k. Inicializaénd mnozinu centier
zhlukov C = {cy, ..., cxr} € R" vytvorime napriklad ndhodnym vyberom &’ objek-
tov. V ramci iterdcii nebudeme pocitat len aktualizovani polohu nového centra,
ale zameriame sa aj na najkratsiu vzdialenost medzi dvomi lubovolnymi centrami
zhlukov dant predpisom

Dinin(ci, ch) i7h£n--1}cl’7i7éh{2(cw Chj) o (2.4)
j:

Pre kazdy objekt x; vypocitame vzdialenost k najblizsiemu centru zhluku
vztahom

h=1,...k'yi=1,...n

Doin (X4, €1) = min {Z(xij—chjf}, (2.5)
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V niektorych pripadoch moze dojst k rozdeleniu détového siboru do &' = n
zhlukov, preto sa definuje hodnota maximélne povoleného poctu zhlukov k..
a plati k < kjoe < n.

Algoritmus pozostava z nasledujicich krokov:

Algoritmus 7 Modifikovany proces algoritmu k-priemerov (MKP)

Vstup: Mnozina n objektov X = {x;,i = 1,...,n}.

Vstup: %, knaee (nastavitelny pocet zhlukov)
1: Nahodne urcime k' centier zhlukov (polozme na zaciatku k' = k)
2: repeat
3. Vypocitame D, (c;,cp) (vid vzoree [27))

4: fori=1ton do

5: Vypocitame D, (x;, i) (vid vzorec (2.3))
6: if Din(Xi, €1) > Dpin(cj, ¢i) then

7: EF=kK+1

8: X; = g (x; je centrom nového zhluku Cy)
9: if k' > k.. then

10: dva najblizsie zhluky Cj; a Cje sa spajaju do jedného zhluku C}
11: k' = Ekpax

12: end if

13: else

14: Priradime x; do najblizsieho zhluku.

15: end if

16: end for

17: until dosiahneme predom daného poctu iteracii alebo je splnené kritérium
pre zastavenie (stabilizuju sa centra zhlukov, tj. ich pozicie sa v podstate
nemenia)

Vystup: k' centier spolu s rozdelenim datového stiboru X do k&’ zhlukov.

2.3.2 FAZA 2: Proces detekcie odlahlych prvkov

V tejto faze algoritmu najdeme odlahlé prvky a nésledne rozdelime objekty do
pozadovanych k zhlukov. Mozeme pouzit niektori z hierarchickych zhlukovacich
metéd, popisané v kapitole [L2.1]), ktoré na zdklade velkej vzdialenosti odha-
lia odlahlé prvky. K ndjdeniu odlahlych prvkov je vhodnd zhlukovacia metdda
zaloZend na principe minimélnej kostry. KedZe je celkova ¢asova zlozitost hierar-
chickych metdéd vyssia ako pri metode zalozenej na konstrukeii minimalnej kostry,
budeme sa v tejto ¢asti zaoberat druhou moznostou detekcie. Potrebné zékladné
pojmy z tedrie grafov su definované v prilohe [Al

7 prvej fazy sme obdrzali k' centier zhlukov, ktoré budeme povazovat za
k" uzlov. Z nich sa stant vrcholy tplného ohodnoteného grafu nazyvaného strom
a budu vyuzité pri konstrukecii minimalnej kostry. Kazda hrana daného grafu je
ohodnotend vzdialenostou danych dvoch centier, ktoré spéja.
Vstupom algoritmu je mnozina C = {cy, ..., ¢} € R" centrier zhlukov obdrzanych
v prvej faze. Nech les F' je prazdny.
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Pripomenieme, Ze plati vztah
k S k/ S kmam S n )

kde n je pocet objektov datového stiboru a hodnoty &', k, k4. sme definovali v 1.
faze algoritmu.

Algoritmus 8 Proces detekcie odlahlych prvkov

Vstup: Mnozina C centrier zhlukov (ich pocet je k')

Vstup: Nech les F' je prazdny.

Vstup: k (pozZadovany pocet zhlukov)

: Vytvorime minimélnu kostru z prvkov mnoziny C (vznikol strom)

: Vytvoreny strom vlozime do lesa F

repeat
Zrusime hranu s najvacsim ohodnotenim v ramci vSetkych stromov v lese
F' a nahradime povodny strom obsahujici danti hranu dvoma novovznik-
nutymi podstromami

5. Objekty z podstromov s velmi malym poc¢tom uzlov oznacime za odlahlé

(pripadne ich vylicime z dalsieho spracovdvania)
6: until pocet stromov v lese F' je rovny hodnote k

Vystup: rozdelenie datového stuboru X do k zhlukov, pripadne mnozina
odlahlych objektov
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2.4 Metdda k-medoidov (k-medoids method)

Metoda k-medoidov patri do skupiny nehierarchickych metéd a taktiez vytvara
v ramci sledovanych dat k disjunktnych zhlukov, ktoré vzniknu z n objektov
skiimaného datového stboru X = {xi,...,X,}, x; € R% Rovnako ako metdda
k-priemerov je urceny pre kvantitativne premenné a vychadza z pociatocného
rozdelenia objektov do k zhlukov. Ako centrda zhlukov berieme priamo objekty
m; € X,i = 1,...,k, nazyvané medoidy. Medoid mozeme definovat ako kon-
krétny objekt stuboru dét, ktory sa vyznacuje tym, Ze jeho pozicia je vzhladom
ku vsetkym objektom daného stiboru dat najviac centralizovana.

2.4.1 Popis algoritmu

Algoritmus k-medoidov, v anglickej literatire ho ndjdeme pod nazvom Partiti-
oning Around Medoids (PAM) algorithm, bol navrhnuty Kaufmanom a Rous-
seeuwom. Ich metdda je obzvlast vyhodnd, ak chceme z nahodnych dét ziskat
reprezentativne objekty, charakterizujice jednotlivé zhluky. To moze byt velmi
vhodné pri naslednej interpretacii vysledkov.

Algoritmus PAM mozeme rozdelit do dvoch féz:
1. Faza ,budovania® (building phase)

2. Féaza ,vymeny“ (swap phase)

Postup prvej fazy

Prva faza spociva v prvotnom rozklade datového siboru X. Rozklad suboru X je
v priebehu fazy budovania uskutocneny postupnym vyberom k reprezentativnych
objektov. Najprv vyberieme pociatocny medoid, ktory je urceny tak, aby sucet
vzdialenosti jednotlivych objektov od tohoto vybraného bol miniméalny. Pre spre-
hladnenie ndsledujiceho pseudokédu vysvetlime volbu pociatoéného medoidu vo-
pred.

Volba poéiatoéného medoidu

Pociatoénym medoidom budeme rozumiet vektor m; € X, ktory moze byt
zaroven centroidom x datovej matice X. V pripade, ze nespliia tieto vlastnosti,
to znamend, ze centroid datovej matice nie je jej prvkom, potom za pociatocny
medoid volime prvok, pre ktory plati:

m; = arg min {D(m;,X)} (2.6)
m;eX
kde D(m;, %) predstavuje vzdialenost objektu m; od centroidu X vypocitani
podla niektorej zo vzdialenosti definovanych v podkapitole [LT.1l
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Algoritmus 9 Metoda k-medoidov, faza 1
Vstup: Datova matica X
Vstup: k (poZadovany pocet zhlukov)
1: Uréenie pociatoéného medoidu m; podla vztahu
2: M = {m, } (mnozina doposial vybrangch medoidov)
3: pocet = 1 (pocet vybraniych medoidov)
4: repeat
5. fori,je{2,...,n}, j#1 do
Vypocitame hodnotu minimélnej vzdialenosti D(my, x;), m; € M
Vypocitame hodnoty vzdialenost! D(x;,x;)
Uréime velicinu Z; = ), Cy;, kde Cy; = |D(my,x;) — D(x;,%;)| (Z; je
celkovy zisk, ktory dosiahneme tym, Ze zaradime objekt x; do M)
9: Vyberieme prvok x;, ktorého celkovy zisk je maximélny a prehldsime ho
za dalsf z vybranych medoidov m;
10: MU {m;}
11: pocet = pocet + 1
12:  end for
13: until pocet = k
Vystup: Mnozina M = [my, ..., my]

Postup druhej fazy

Po urceni k reprezentativnych objektov za¢ina druhd faza. V nej sa snazime zlepsit
povodny rozklad datovej matice X. Chceme teda néjst podmnozinu {my, ..., my} C
{x1, ..., X}, aby bolo dosiahnuté minimum funkcie

ZD(mli,Xl-) : (2.7)

kde my; predstavuje medoid l-tého zhluku, ku ktorému je priradeny i-ty objekt,
vid [6] strana 86.

V tejto fdze teda budeme zistovat, aky vplyv na (27) md vymena prvku
X; € M za prvok xy,, ktory nie je sticastou mnoziny M.

Efekt vymeny x; za objekt x,, vzhladom k doposial nevybranému prvku x;,
oznac¢ime Cj;. Vypocet Cip, mozeme ndjst v popise algoritmu [I0, pretoze zdvis
od viacerych skutocnosti.
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Algoritmus 10 Metéda k-medoidov, faza 2
Vstup: Mnozina M = [my, ..., my]

1: repeat
2. forall jhe{l,...,n}and i€ {l,.. k} do
3 if (D(x;,m;) < D(xj,%x;) and D(x;,my) < D(x;,Xp), m; # X;,Xp)
then
: Cjih =0
5: else if D(x;,x;) < D(x;,m;) then

if D(x;,x;) < D(x;,m,),m, € M\ {my} (m, je druhy najblizsi
medidn) then

7. Cjin = D(x;,xn) — D(x;,%;)

8- else

9: Cjin = D(xj, m,) — D(x;, m;)

10: end if

11: else if D(x;, m;) < D(x;,x;)and D(x;,x;) < D(x;, m;) then
12: Cjih = D(Xj7 Xh) - D<Xj’ ml)

13: end if

14:  end for
15:  forallie {1,...,k} and h € {1,...,n} do

16:
T, = Z Cjin
J

(T3, je vyjadrenim celkového efektu)
17:  end for
18: if minT};, < 0 then
19: Vymenime prvky x; a x;,
20:  end if
21: until min 7}, > 0
Vystup: aktualizovand mnozina M, priradenie objektov datového suboru do k
zhlukov
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3. Praktické vyuzitie metody
k-priemerov

Prakticku ¢ast aplikdcie algoritmu k-priemerov sme sa rozhodli robit pomocou
matematického programu Matlab, ktory poskytuje uzivatelsky prijemne prostre-
die pre pracu s datovymi subormi.

3.1 Simulované data

V prvej casti sa zamerame na aplikaciu algoritmu na simulované data. Zvolili sme
generovanie dat z dvojrozmerného normalneho rozdelenia s vektorom strednych
O'2 PO102
hodnot p = (uy, po)? a kovarianénou maticou ¥ = L 5 |, ktoré je
pPO102 0y

definované hustotou

1
xZ, =
o) = e
1 (x — p)? T— gy —po (Y — pa2)? 2
- —2 : y) ER
X GXp{ 2(1 _ pz){ 0_% p o1 o9 + O'% }} (:E y)

Ukazka kodu Bl ukazuje vytvorenie jedného zhluku, pozostavajiceho z 500

objektov generovanych pomocou dvojrozmerného normalneho rozdelenia so stred-

nou hodnotou p = (4.5,5.9) a kovarian¢nou maticou ¥ = (8? 83) V programe

Matlab spolu s vykreslenim bodov v dvojrozmernom priestore.

mi = [4.5, 5.9]; Sigma = [0.9 0.5; 0.5 0.9];
r2 = mvnrnd (mi, Sigma, 500);
plot(r2(:,1),r2(:,2),7¢c.’);

Ukazka kédu 3.1: Generovanie zhlukov

Déta sme generovali s cielom vytvorit v dvojrozmernom priestore par graficky
viditelnych zhlukov, vid obrazok[3.Ila pomocou grafickych vystupov sledovat, ako
sa algoritmus sprava pri zmene niektorych parametrov. Ako vidime na obrazku,
vytvorili sme 6 zhlukov, ktorych hraniéné objekty sa v niektorych miestach pre-
kryvaja. Pozrieme sa na to, ako sa lisi priradenie objektov do zhlukov pri zmene
miery vzdialenosti (vid kapitola [LT.T]).

3.1.1 Aplikacia algoritmu k-priemerov
Implementacia pouzitej funkcie

Pre dany experiment bol vytvoreny cyklus, ktory aplikoval algoritmus k-priemerov
pre rozne k, k € {1,...,8} na generované ddta, vid ukazka kédu V cykle sme
vyuzili funkciu kmeans, ktord pontka program Matlab. Ukazka kédu zobrazuje
pouzitie kmeans na datovi maticu r s danym poc¢tom pozadovanych zhlukov k.
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Obr. 3.1: Nagenerované dvojrozmerné déata

Ako miera vzdialenosti je v ukazke urcend euklidovskd vzdialenost. Parameter
replicates udava pocet roznych inicializaénych rozmiestneni & zhlukov. V nasom
pripade sa funkcia k-priemerov spusti 100 krat pre dané k. Pri behu funkcie
sme na konci kazdej iteracie vykreslili stavy vypoctov, pricom v premennej rC
sme si uchovavali siradnice jednotlivych centroidov. Suradnice centroidov boli
dalsim vystupom implementovanej funkcie, ktoré sme nechali vykreslit do gra-
fického vystupu spolu s farebne odlisenymi zhlukmi. Na vypocet vzdialenosti sme
v prvom pripade pouzili euklidovskt vzdialenost, vid vzorec (L) a jeho graficky
vystup sme porovnali s grafickym vystupom pri pouziti manhattanskej vzdiale-
nosti, vid vzorec (L3).

ptsymb = {’bs’,’r"’,’'md’,’go’,’c+’,’yo’,’'m.’,’rx’};
for k=1:8
[rIDs, rC]=kmeans(r, k,’ Distance’,’sqeuclidean’,’replicates’
,100)
gplotmatrix(r, r, rIDs);
for x=1:k
s = sprintf ("%f %f’ ,rC(x,1), rC(x,2));
disp(s);
end
disp(’ 7);
for i = 1:k
clust = find (rIDs==i);
plot (r(clust ,1) ,r(clust ,2) ,ptsymb{i});
hold on;
end
plot(rC(:,1),rC(:,2),’ko’, 'MarkerSize’, 14, ’LineWidth’,2);
plot(rC(:,1),rC(:,2),’kx’, 'MarkerSize’, 14, ’LineWidth’,2);
grid on
pause;
end

Ukézka kédu 3.2: Implementacia pouzitej funkcie
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Vysledky predvadzanych vypoctov

Grafické vystupy centier zhlukov a rozdelenie objektov do samotnych zhlukov

boli nasledovné:

1. iteracia: Vidime, ze datovy subor v oboch pripadoch tvori jeden zhluk,
pretoze k = 1. Stradnice ich centroidov su vsak odlisné, ako ukazuje nasledujtca

tabulka.

Dg

Dpg

’I“Cl

[5.319214, 3.746849)]

[5.492739, 3.642884]

Obr. 3.2: euklidovska vzdialenost

Obr. 3.3: manhattanska vzdialenost

Dalsie grafy uvddzame stdle analogicky s prvou iterdciou, teda nalavo graf
s pouzitim euklidovskej metriky a napravo graf pre manhattanski vzdialenost.

2. iterdcia: Pre k = 2 sme dostali dva zhluky, ktoré sa opit odlisuji ako ukazu-
je tabulka centroidov. Pripominame, Ze centroidy zhlukov nemusia byt stcastou

datového suboru.

Dg

Dpg

’I“Cl

[8.172932, 2.488015]

[7.776040, 1.619744]

’I“CQ

[2.469299, 5.004000]

[2.183861, 5.713812)]

12

Obr. 3.4: Rozdelenie na dva zhluky pri danych vzdialenostiach
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3. iterdcia: Tentokrat pre predom urcené k& = 3 uz moZzeme pozorovat znacné
rozdiely v priradeni prvkov do jednotlivych zhlukov. Opét pre porovnanie, su-
radnice centroidov sa nachddzaji v tabulke niZSie, pricom centroidy zdanlivo

rovnakych zhlukov si uvadzané v rovnakom riadku.

DE DB
rC; | [3.064176, 6.569619] | [3.894394, 6.387330]
rCs | [8.305299, 2.486924] | [7.824595, 1.348487]
rCs | [1.744527, 1.728845] | [1.529269, 1.856788]

12

12

Obr. 3.5: Tri zhluky pri euklidovskej a manhattanskej vzdialenosti

4. iterdcia: V tomto pripade, kedy k& = 4, st rozdelenia objektov do zhlukov na
obrézkoch skoro totozné. Vidno niekolko objektov na hraniciach zhlukov, ktoré
su zaradené rozne.

Stradnice centroidov:

Dr Dg

rC; | [6.641229, 5.560357] | [6.406809, 5.505064]
rCy | [2.095862, 6.825713] | [1.678904, 7.185717]
rCs | [1.718911, 1.787909] | [1.642511, 1.830500]
rCy | [8.623260, 1.108283] | [9.017823, 1.105554]

12

Obr. 3.6: Rozdelenie na styri zhluky pri euklidovskej a manhattanskej vzdialenosti
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5. iteracia: Vidime, ze na obrazkoch je rozdielne najmé rozdelenie hornych
splyvajucich ,troch* zhlukov, do dvoch zhlukov. Celkovo sa vSak rozlozenie cen-
troidov skoro zhoduje.

DE DB
rC; | [1.533061, 1.922236] | [1.557759, 1.883460]
rCy | [6.655655, 5.507244] | [6.356996, 5.518841]
rCs | [10.506313, 1.279960] | [10.461705, 1.284008]
rCy | [6.463715, 0.911274] | [6.509043, 0.936033]
rCs | [2.101606, 6.836357] | [1.678706, 7.188527]

12

10n

Obr. 3.7: Rozdelenie do 5-tich zhlukov pri danych vzdialenostiach

6. iterdcia: Vidime, ze aj v tomto pripade je trochu rozdiel v priradeni objektov

12

do zhlukov.
DE DB
rCy | [7.577947, 5.367653] | [7.533426, 5.285296]
rCy | [4.442112, 5.848289] | [4.472114, 5.790735]
rC3 | [6.468563, 0.902947] | [6.476683, 0.939083]
rCy | [1.480049, 1.866707] | [1.526487, 1.856788]
rCs | [1.430746, 7.269655] | [1.530887, 7.266252]
rCs | [10.506313, 1.279960] | [10.463303, 1.273382]

12

10r

Obr. 3.8: Rozdelenie do 6-tich zhlukov pri danych vzdialenostiach

7. iteracia: V tomto pripade je pocet pozadovanych zhlukov nadhodnoteny.

12

Vidime, Ze niektory zo zhlukov je rozdeleny na dva mensie.
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Dg Dy

rCy | [6.5058 0.8416] | [ 6.5050 0.7647]
rCs | [10.5263 1.3675] | [10.4865 1.3616]
rCs | [0.9826 1.4072] | [ 1.0688 1.5147]
rCy | [ 4.6069 5.9945] | | 4.5653 5.9135]
rCs | [L.4483 7.2711] | [ L.4132 7.2925]
rCe | [ 2.3211 2.9949] | [2.3696 2.9354]
rCy | [7.5633 5.4330] | [7.5453 5.4189)]

12 T T T T T T T 12

10

I I I
2 0 2 4 6 8 10 12 14

Obr. 3.9: Rozdelenie do 7-mich zhlukov pri danych vzdialenostiach

8. iteracia: Po aplikécii k-priemerov s roznymi mierami vzdialenosti vidime,
ze sa rozdelenie lisi podstatne, najméa vyberom zhlukov, ktoré rozdeli na mensie.
V tomto pripade uvedieme len hodnoty 4 centroidov vzniknutych mensich zhlu-
kov. Ostatné hodnoty centroidov su skoro totozné s predchadzajicim umiest-
nenim centroidov rovnakych zhlukov.

Dr Dp

rC; | [0.9826, 1.4072] | [1.068831 1.514656]
rCs | [2.3190, 2.9857] | [2.359467 2.935425)]
rCs | [6.9193, 4.4518] | [5.972957 0.228027
rCy | [7.9207, 6.1010] | [7.042229 1.516902]

12 T T T T T T T 12

Obr. 3.10: Rozdelenie do 8-mich zhlukov pri danych vzdialenostiach
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Velmi vyhodnym pri urcovani kvality zaradenia danych objektov do uréitého
poctu zhlukov je obrysovy graf (angl. silhouette). Obrysové grafy vyjadruji mie-
ry prislusnosti jednotlivych objektov ku zhlukom (vid Fuzzy zhlukovd analyza
v podkapitole [L2.2)), pricom hodnoty sa pohybuji v rozmedzi od -1 do 1. Hodno-
ta miery prislugnosti (silhouette value) s(i) pre kazdy objekt vyjadruje podobnost
objektu s objektmi v spolocnom zhluku v porovnani s ostatnymi objektmi inych
zhlukov. Je definovand vztahom

N b(i) —a(d)
"0 Dnax{ai) b}
kde a(i) = i > uca d(a, ) je priemernd vzdialenost objektu i od ostatnych ob-
jektov a spoloéného zhluku A a b(i) = min{% Y eec d(c,i); C # A} predstavuje
najmensiu priemerni vzdialenost objektu i od objektov ¢ iného zhluku C.

Uvedieme par prikladov obrysovych grafov na generovanych datach z pred-
chadzajuicej aplikdcie. Napriklad pre £ = 3 pri danom datovom sibore s pouzitim
danych vzdialenosti dostavame:

Cluster

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Silhouette Value Silhouette Value

Obr. 3.11: Obrysové grafy pri danych mierach vzdialenosti pre k = 3

Vieme, ze datovy stubor pozostava zo 6 zhlukov a pozadovany pocet centro-
idov sme v tomto pripade podhodnotili. Vidime, ze hodnoty mier prislusnosti
v jednotlivych zhlukoch nedosahujui ani krajni hodnotu 1. Ak by sa priblizovali
krajnej hodnote, islo by o pevné disjunktné zhlukovanie, vid obrizok

20

15

100

5 0 5 10 15 20 0 0.2 0.4 0.8 1

0.6
Silhouette Value

Obr. 3.12: Obrysovy graf disjunktnych zhlukov pri euklidovskej vzdialenosti pre
k=6
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Miery prislugnosti blizke hodnote 0 vyjadruju, ze objekty mozu byt zaradené
do iného zhluku, teda priradenie nie je jednozna¢né. Ako vidime (obrazok BIT]),
v pripade mannhattanskej vzdialenosti si miery prislusnosti mensie v porovnani
s obrysovym grafom euklidovskej vzdialenosti, teda pri danej volbe po¢tu zhlukov
st vysledky fazsie interpretova telné. Sirka danych obrysov je takisto rozdielna,
¢o moze byt dalsim ukazovatelom nesprdvneho zaradenia.

Zaporné hodnoty indikuji nespravne zaradenie danych objektov. V tomto
pripade mozu predstavovat nespravnu volbu poctu zhlukov. Ako ukazuje nasle-
dujtice porovnanie (obrdzok B.I3)), pri volbe & = 6 sa hodnoty mier priblizuji
hodnote 1, ¢o predstavuje skoro jednoznacné priradenie objektov do zhlukov.
Analogicky pri volbe mannhattanskej vzdialenosti st miery prislusnosti mensie,
dokonca v niektorych pripadoch je hodnota miery prislusnosti zaporna.

Rovnaka sirka danych obrysov je vyjadrenim toho, ze vzniknuté zhluky ob-

Cluster

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Silhouette Value Silhouette Value

Obr. 3.13: Obrysové grafy pri danych mierach vzdialenosti pre k = 6

sahuju priblizne rovnaky pocet objektov. V nasom pripade vieme, ze data boli
generované z rovnakych zhlukov, ktoré boli ndhodne posunuté a v pripade volby
k by sme za kvalitné a spravne rozdelenie vybrali obrysovy graf, ktory ma nielen
nadpriemerné hodnoty mier prislusnosti, ale aj priblizne rovnaké sirky obrysov,
¢o potvrdzuje obrazok B.13l Vseobecne vsak neplati, Zze kazdé optimélne rozde-
lenie do zhlukov by malo pozostdvat zo zhlukov s rovnakym poctom objektov.
Prikladom st nésledujtce disjunktné data s réznym poctom objektov v zhluku:

201

151

10

-5 20 0 02 04 06 08 1
Silhouette Value

Obr. 3.14: Obrysové grafy pri danych mierach vzdialenosti pre k = 6
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V pripade, ked sme dany pocet k& nadhodnotili na k = 8, pozorovali sme
rozdelenie dvoch generovanych zhlukov na dva mensie. Z obrysového grafu na
obrazku jasne vidime, ze vzniknuté zhluky su tzke a ich miery prislusnosti
st nizsie v obidvoch pripadoch.

0 0.2 0.4 0.6 08 1 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Silhouette Value Silhouette Value

Obr. 3.15: Obrysové grafy pri danych mierach vzdialenosti pre k = 6

3.1.2 Aplikdcia algoritmu k-priemerov’™

Metdda k-priemerov, ktord je stcastou mnoziny v Matlabe implementovanych
funkcif, pontka ako svoju sticast funkciu replicates, ktori sme vyuzivali pri ddtach
v predoslej aplikacii algoritmu. Podstatou tejto funkcie je, ze v nami ur¢enom
pocte opakovani uréi mnozinu inicializacnych centrier a z nich vyberie tie, ktorych
tcelova funkcia S, vid vzorec (2.1)), je minimélna.

V kapitole 2 sme predstavili algoritmus k-priemerovt™ (vid Algoritmus [,
ktory je ur¢eny na eliminovanie vplyvu nevhodného vyberu inicializacnych cen-
tier. V nasledujtucich prikladoch si ukdzeme ako tento algoritmus pracuje na ge-
nerovanych datach.

Implementéacia algoritmu k-priemerov*™™"

Algoritmus tvoria dve funkcie. Prva vytvara mnozinu inicializacnych centier a do
prostredia Matlabu bola implementovand inym uzivatelom. Zdrojovy kéd je mozné
stiahnut na stranke [8]. Druhé funkcia rozdeluje objekty do zhlukov a ide o sa-
motny algoritmus k-priemerov, ktory vychddza z mnoziny inicializacnych centier
prvej funkcie.

Algoritmus uzivatela predstavoval kompletnii implementdciu algoritmu k-prie-
merovt™ z ktorej sme vynali len inicializacni fadzu. Povodny algoritmus bol im-
plementovany tak, ze oproti Standardnej implementacii algoritmu k-priemerov
v Matlab-e, vyzadoval na vstupe transponovant maticu dat. Preto sa v kéde obja-
vuje pri vstupe a vystupe inicializa¢nej fazy transponovanie vstupnej a vystupnej
matice. Uvedieme aj zdrojovy kdéd (vid Ukdzka kédu B.3), pomocou ktorého sme
dospeli k vytvoreniu mnoziny inicializa¢nych centier. Mnozina je oznacena pre-
mennou C'. Datova matica je oznacend premennou X a premennou D je oznacend
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matica vzdialenosti medzi objektami z X a najbliz§im centrom z mnoziny C'. Os-
tatné premenné su len pomocné.

function [C] = inicializacia (X,k)

C = X(:,14round (rand *(size (X,2)-1)));
temp = ones(1,size(X,2));

for i = 2:k
D = X-C(:,temp);
D = sqrt(dot(D,D));
C(:,i) = X(:,find (rand < cumsum(D) /sum(D) ,1));
[tmp, temp]| = max(bsxfun (@minus,2*real (C’*X) ,dot(C,C)."));

end

c=C’;

Ukéazka kédu 3.3: Inicializaény algoritmus

Ukézka kédu B4 zobrazuje implementéciu algoritmu k-priemerovt™. Vystu-
pom z nasej implementacie je grafické znazornenie rozdelenia inicializacnych cen-
tier prvej fazy spolu s vypisom ich stradnic. Dalsim vystupom je farebne rozlisené
znazornenie rozdelenia objektov do zhlukov a opdtovny vypis suradnic iniciali-
zacnych centier, pri ktorom sme zistili, ze inicializa¢né centra su vyberané tak
optimalne, ze centra zhlukov v druhej faze algoritmu sa liSia len v minimalnom
pocte pripadov a to dokonca len v stotinach alebo tisicinach.

Inicializacny algoritmus je vhodny nielen pre aplikdciu k-priemerov, ale vo
vsetkych pripadoch, kedy je potrebné predom urcit & pociatoénych centier.

) b ) ) ) ) ) )

_ ) ) ) ~ ) ) ) ) ) ) ~ ) ) ) ) )
ptsymb = {’bs’,’r"’,’'md’,’go’,’¢c"’,’yo’,’b.’ ’r." ;’'m. ", ’g.  ,c.”,y.
7,7bX777I,X7,7m777gx7,7CX777yX7,7b+7,7r+777HH_7,7g+777c+7,7y+7};

k=21;
[rC]=inicializacia (r’ k);

clf;

plot(r(:,1),r(:,2),%¢c.”);
hold on;

plot(rC(:,1),rC(:,2),’ko’, 'MarkerSize’, 14, ’LineWidth’,2);
plot(rC(:,1),rC(:,2),’kx’, 'MarkerSize’, 14, ’LineWidth’,2);
grid on

for x=1:k
s = sprintf("%f %f’ ,rC(x,1), rC(x,2));
disp(s);
end
disp(’ 7);
pause;
[rIDs, rC]=kmeans(r, k, ’Distance’,’sqeuclidean’, ’start’, rC);

gplotmatrix(r, r, rIDs);

for x=1:k
s = sprintf("%f %f’> ,rC(x,1), rC(x,2));
disp(s);

end
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disp(’ ");

clf;
for i = 1:k

clust = find (rIDs==i);

plot(r(clust ,1) ,r(clust ,2) ,ptsymb{i});

hold on;
end
plot (rC(:,1) ,rC(:,2),’ko’, *MarkerSize’, 14, ’LineWidth’ 2);
plot (rC(:,1) ,rC(:,2),’kx’, *MarkerSize’, 14, ’LineWidth’ 62);
grid on

Ukéazka kédu 3.4: Algoritmus k-priemerov™ ™"

Generovanie datového siboru

Pre algoritmus k-priemerov*™™t sme vytvorili novy stbor umelo vytvorenych dét.
Kazdy objekt je popisany dvomi kvantitativnymi premennymi a je rozsSirenim
povodného stboru (Obrazok B.1]).

Vysledny datovy subor pozostava z 21 zhlukov. Kazdy zhluk je tvoreny 500
objektmi a bol vytvoreny pomocou skriptu 3.1l V nasej implementécii je vyslednd
matica dat oznacovana premennou r. Graficky vystup datového suboru zobrazuje
obréazok B.16. Stubor tvoreny dvojrozmernymi ddtami sme vybrali z dovodu pre-
hladného grafického znézornenia.

251
20+
151

10

Obr. 3.16: Datovy sibor
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Vysledné pozorovania

Na obrazku je zachyteny postupny vyvoj vytvarania mnoziny inicializa¢nych cen-
tier. Vidime, Ze inicializacny algoritmus rozmiestiuje centrda rovnomerne medzi
vsetky objekty. Vysledky sme porovnali s metédou k-priemerov, pricom bola
pouzitd funkcia replicates a dospeli sme k tomu, Ze k-priemerov potrebuje vykonat
vzdy viac iterdcii, aby bola tcelové funkcia minimélna, pri metdde k-priemerov™™
je pocet iterdcii v druhej faze, kedy je aplikovany klasicky algoritmus k-priemerov,
podstatne nizsi. MoZzeme povedat, Ze vysledky zhlukovania pomocou tohto algo-
ritmu patria k najkvalitnejsim vzhladom k vyslednej ticelovej funkeii S, vid' vzorec
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Obr. 3.17: Inicializa¢né rozmiestnenie centier pri metéde k-priemerov’™
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Takto vytvorené mnoziny inicializaénych centier boli vstupom pre druht fazu
algoritmu k-priemerov™ ™. Na vyslednych obrézkoch dochadza k obcasnym
posunom centier oproti pociato¢nému rozmiestneniu, hlavne pri nizSom pocte
pozadovanych pociatocnych centrach. Posun nastava z dovodu, ze inicializacné
rozmiestenie centier vychéddza vzdy z ndhodne voleného prvého centra.

(e) pre 20 zhlukov (f) pre 21 zhlukov

Obr. 3.18: Findlne rozmiestnenie centier pri metéde k-priemerov’™
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3.2 Realne data

3.2.1 Popis datového siiboru

Détovy subor s ndzvom BANK pozostava zo 600 objektov, ktoré su charakterizo-
vané 11-timi atributmi. Kazdy objekt predstavuje zdkaznika banky. O zakaznikovi
mame k dispozicii nasledujice tdaje:

vek (age) udava vek daného zdkaznika banky. Ide o kvantitativnu premennu.

pohlavie (sex) uddva pohlavie dan¢ho zdkaznika banky. Ide o kategoridlnu pre-
mennt, rozlisuje pohlavie MUZ (MALE) alebo ZENA (FEMALE).

regién (region) udéva oblast, v ktorej méa dany zakaznik trvalé bydlisko. Dany
udaj rozlisuje 4 typy oblasti: CENTRUM MESTA (INNER-CITY), MES-
TO (TOWN), VIDIEK (RURAL), PREDMESTIE (SUBURBAN)

prijem (income) udava objem prijmu v USD.

rodinny stav (married) vyjadruje, ¢ je dany zdkaznik/-¢ka zenaty/vydaté.
deti (children) udava pocet deti. Ide o hodnoty z mnoziny {0, 1,2, 3}.

auto (car) vyjadruje, ¢i je dany zakaznik vlastnikom auta alebo nie.

sporiaci Gcet (save account) vyjadruje, ¢i dany zakaznik vlastni tento typ
uctu.

bezny ucet (current account) vyjadruje, ¢i dany zdkaznik vlastni tento typ
uctu.

hypotéka (mortage) vyjadruje, ¢i uz banka poskytla tomuto zékaznikovi hy-

potekarny uver.

PEP (personal equity plan) ide o danovo privilegovany investi¢ny akciovy
ucet, ktory slizi ako podpora vlastnictva akcii medzi SirSou populaciou.
Udaj vyjadruje, ¢i dany zédkaznik vlastni tento typ uctu.

3.2.2 Predspracovanie dat

Dany déatovy siibor bolo potrebné predspracovat, pretoze obsahoval kategoridlne
premenné. Upravy bolo potrebné urobit na vsetkych atribitoch okrem veku,
prijmu a poctu deti. Pouzili sme nasledujtice numerické oznacenie:

FEMALE=1, MALE=2
INNER-CITY=1, TOWN=2, RURAL=3, SUBURBAN=4
binarne hodnoty YES=1, NO=0
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3.2.3 Priebeh aplikacie algoritmu

Na predpripravené data sme aplikovali algoritmus k-priemerov pre rozne hodnoty
k, ktoré sme postupne volili z mnoziny {2,...,9}. Pri kazdej aplikdcii sme volili
ako vystup obrysovy graf, ktory je pri viac ako trojrozmernych datach jedinou
moznou grafickou interpretaciou vyslednych zhlukov. Zaroven nam poskytuje in-
forméaciu o kvalite zaradenia jednotlivych objektov.

Pre k = 2,...,4 obrysové grafy ukézali znacné rozdiely vo vytvorenych zhlu-
koch. Tie bud obsahovali zdporné hodnoty mier prislusnosti vo velkom mnoZstve,
¢o naznacovalo zlé zaradenie objektov alebo obsahovali mnozstvo objektov s pod-
priemernou mierou prislusnosti, ¢o naznacovalo, Ze dané objekty mozu byt za-
radené v inom zhluku, teda v tomto pripade bolo potrebné zvysit pocet iniciali-
zacnych centier.

Pre k =5 (obréazok [3.19(a))) vidime, ze dané zhluky obsahuji nerovnomerné

Cluster

. . . . I I I . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Silhouette Value Silhouette Value

(a) pre k=5 (b) pre k=7
Obr. 3.19: Obrysové grafy

rozdelenie objektov, pricom zhluk 3 je prilis maly v porovnani s ostatnymi zhluk-
mi. Navyse zhluky 2 a 4 obsahuji velké mnoZstvo podpriemernych hodnét mier
prislugnosti, ¢o nds vedie k domneniu, ze dané hodnoty mozu tvorit dalsi zhluk.

Pre k = 7 (obrazok|3.19(b)|) vidime, ze zhluky 6 a 7 st v porovnani s ostatnymi
zhlukmi prili§ malé, pricom pri detailnejsej analyze danych objektov sme dospeli
k tomu, Ze st vysledkom rozdelenia jedného zhluku na dva mensie a velmi po-
dobné zhluky.

Predchddzajice pozorovania ukdzali, Ze optimdlnou volbou poctu iniciali-
zacnych centier je & = 6. Oproti predchadzajicim rozdeleniam nedostavame
najvyssie priemerné hodnoty mier prislusnosti, avSsak obrysovy graf poukazuje
na rovnomerné rozdelenie jednotlivych objektov do zhlukov. Zhluky neobsahuji
vela objektov s nizkou hodnotou miery prislusnosti, ¢o by naznacovalo, Ze zhluk
je nutné rozdelit na dva mensie. Na druhej strane neexistuji dva zhluky, ktoré
by bolo nutné spojit. Vhodnost tohto vyberu moézeme ukdzat aj na priklade si-
mulovanych dat. Ak porovname obrysové grafy a 313 vidime podobnosti
v separécii zhlukov. Graf simulovanych dat predstavuje urcité optimum a graf
realnych dét pre k = 6 predstavuje priblizenie sa tomuto optimu.

Zaporné hodnoty sa vyskytuju aj v pripade rozdelenia do Siestich zhlukov.
Ked'7ze sa jednd o redlne ddta, musime ocakdvat, ze jednotlivé vysledné zhluky
nebudi natolko homogénne ako pri simulovanych datach. Déta z redlneho sveta
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Obr. 3.20: Obrysovy graf pre k =6

obsahuju casto odlahlé hodnoty, ktoré sa prejavuji v deformécii jednotlivych ob-
rysov a zapornych hodnotach miery prislusnosti.

V pripade redlnych dét je v niektorych pripadoch nevyhnutnou stcastou zhlu-
kovania dét ich normalizacia. Ide bud’ o normalizaciu jednotlivych atribitov alebo
normalizaciu celého datového suboru. Aj v nasom pripade sme vyskusali norma-
lizdciu najprv jednotlivych atribttov, kde sme sktsali normalizovat vek, prijem
a pocet deti, potom sme vyskusali normalizaciu celého datového suboru.

Experimenty ukazali, ze normalizdcia atributov vek a pocet deti s pone-
chanim ostatnych hodnot dat vobec neovplyviuje rozdelenie do zhlukov, ktoré
sme prezentovali.

Normalizacia atribitu prijem dosiahla priblizne rovnaké rozdelenie ako pri
normalizécii celého stboru. Tento fakt vyjadruje dolezitost atribitu prijem,
ktory je hlavnym atribitom ovplyvnujticim rozdelenie do jednotlivych zhlukov.

Normalizaciou celého datového siiboru sme dosiahli horsie rozdelenie v po-
rovnani s povodnym datovym suborom, ako vidime na obrazku B.21l Vidime, ze
miery prislusnosti v jednotlivych zhlukoch st znacne rozdielne. Takisto, ¢o sa
tyka interpretacie vzniknutych zhlukov, vzidjomna heterogenita zhlukov nebola
vyrazna. V kone¢nom dosledku sme pre interpretaciu vysledkov zvolili rozdelenie
do zhlukov povodného stiboru.

. . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Silhouette Value

Obr. 3.21: Obrysovy graf pre normalizovany datovy subor, k = 6
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(c) pre 5 zhlukov (d) pre 6 zhlukov
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(e) pre 7 zhlukov (f) pre 8 zhlukov

Obr. 3.22: Obrysové grafy pri normalizovani atribitu plat vydelenim hodnoét
atribitu hodnotou 1000 (vyjadrenie platu v desiatkach tisicov)

Ako dalsi experiment sme skusili normalizovat hodnoty atribtitu plat vy-
delenim hodnotou 1000, ¢im sme dostali vyjadrenie platov v desiatkach tisicov.
Obréazok zobrazuje obrysové grafy pre vysktsané hodnoty k. MoZeme vidiet,
podobne ako pri normalizacii celého détoveho suboru, deformaciu jednotlivych
obrysov. V porovnani s povodnymi détami, aj v tomto pripade sa ukazuje byt
optiméalnou hodnotou k£ = 6. Dovodom, preco sme sa rozhodli tieto vysledky
nepouzit pri vyslednej interpretdcii je, Ze vysledné obrysy obsahuji ¢asto viac
ako polovicu prvkov s podpriemernou mierou prislusnosti k zhluku, v ktorom sa
nachadzaju. Tieto hodnoty priemernych mier prislusnosti sa pohybujui v okoli
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hodnoty 0.6. To sa na jednotlivych grafoch (8.22)) prejavuje ostro skosenymi ob-
rysmi, ¢o odporuje optimalnemu tvaru obrysov.

3.2.4 Interpretacia vysledkov

Rozdelenie do siestich zhlukov prinieslo viacero zaujimavych pozorovani. Ako bolo
spomenuté, vyraznym separacnym atribtitom bol prijem, ktory je vyznamnym
ukazovatelom v charakterizdcii jednotlivych zhlukov. Vysledné rozdelenie zhlukov
mozeme oznacit za rozdelenie do platovych skupin. Rozdelenie poctu jednotlivych
objektov do zhlukov je navyse pomerne rovnomerné ako zobrazuje graf na obrazku
9. 20)

m1
m2

m4
m5

Obr. 3.23: Graf poctu objektov priradenych do zhlukov

Zhluk 1

Dany zhluk predstavuje skupinu 118 zakaznikov banky, ktorych prijem sa po-
hybuje v intervale (13950.4,20114). Reprezentant tohto zhluku (centroid) ma
nasledujice hodnoty:

age sex region income | married | children
32.82 1.49 1.75 16826.54 0.73 0.32
car | save account | current account | mortage pep

0.48 0.59 0.75 0.36 0.41

Vek o0sob prislichajicich tomuto zhluku je roznorody, minimélny vek je 18
rokov, najstarsim klientom je 58 ro¢ny zakaznik. V priblizne rovnakom pomere
su zastupené obe pohlavia, zien je 60, muzov je 58.

Ako vidime z hodnot reprezentanta pri regiéne, mozeme predpokladat, Ze
zhluk pozostdva prevazne z obyvatelov miest a ich centier. Pocetnosti jednotlivych
oblasti potvrdzuju naSe pozorovanie, 64 klientov pochaddza z centier miest, 30
klientov je vSeobecne z miest, 14 klientov pochadza z vidieka a 10 klientov mé
trvalé bydlisko na predmesti.

86 klientov ma zalozené rodiny a len 32 klientov mé rodinny stav slobodny.
Co sa tyka poctu deti, tam aj naprieck vysokému poétu manzelstiev je pomer
bezdetnych klientov a klientov s poctom deti 1 az 3 porovnatelny. 66 klientov ma
aspoii jedno dieta, zvysok je bezdetnych. Tato informécia moze stvisief prave
s nizkym prijmom, kde vidime, Ze priemerny prijem je okolo 16000, ¢o predstavuje
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s/

Priblizne polovica, 61 klientov, vlastni auto, 57 klientov ho nevlastni. Sporiaci
ucet vyuziva len 48 klientov, ale bezny ucet vyuziva 80 klientov. 75 klientov este
nevyuzilo hypotekdrny tver, ktory banka poskytuje a porovnatelné je to aj s pep
uctom, ktory vyuziva len 48 klientov.

Zhluk 2

[Roys

prijmom. Jeho hodnoty sa pohybuju v intervale (5014.21, 13864.6).

age sex region income | married | children
24.90 1.53 1.88 11000.85 0.58 0.36
car | save account | current account | mortage pep

0.37 0.65 0.81 0.30 0.27

Reprezentant zhluku zastupuje mladu generaciu klientov vo veku okolo 24 rokov,
¢o skutocne vystihuje tito skupinu. Na rozdiel od predoslého zhluku mozeme po-
vedat, Ze tentokrat pozorujeme vicsiu homogenitu vekovej kategérie. Keby sme
to interpretovali pomocou najnizsej a najvyssej hodnoty, nebolo by to spravne,
pretoze zhluk zahtia aj klienta s vekom 50 rokov, ¢o je hodnota vyrazne sa od-
lisujtica od ostatnych. Miera prislusnosti tohoto klienta je vsak 0.8138. Teda opét
sa potvrdzuje, ze atribit vek nehra najdolezitejsiu rolu v rozdeleni do zhlukov.

Mensie zastipenie v tomto zhluku maju zeny, je ich 38. Muzov je 43. Oproti
zhluku 1 priemerna hodnota vyjadrujica zastipenie oblasti trvalého bydliska je
vysSia, o com svedcia aj pocetnosti jednotlivych oblasti: len % klientov byva bud
na vidieku alebo v predmestskych ¢astiach, zatial ¢o v pripade prvého zhluku to
bola len é klientov. Porovnatelny fakt je v rozdeleni klientov v mestéch, tak ako
aj v prvom zhluku, % klientov byva v centrach miest.

Viac ako polovica klientov je v manzelskom zvézku, 47 klientov. Zaujimavé
v tomto pripade su tudaje o pocte deti, kde 33 klientov je bezdetnych, pricom
neplati rovnost slobodny = bezdetny, 20 klientov m4 2 deti a 1 dieta m4 len 18
klientov. Zékaznikov s 3 detmi je iba 10.

Vzhladom k nizkemu prijmu je ocakdvané, Ze vicsina klientov nevlastni au-
tomobil. Z 81 klientov vlastni auto len 30 klientov.

Priblizne % klientov ma zriadeny sporiaci ucet, ¢o predstavuje 53 klientov
a len 15 z tejto skupiny klientov nevyuziva bezny tucet v banke. Hypotekarne
uvery vyuzilo len 25 klientov, vsetci vsak vyuzivaji obidva typy predoslych tuctov
a vicsinou ide o klientov, ktorf maji asponn jedno diefa. Posledny typ tétu
vyuzivaji prevazne slobodni klienti, pocet klientov je vsak velmi nizky, len 22
z 81 vyuziva tento typ uctu.

Zhluk 3

Tret{ zhluk je tvoreny skupinou 105 I'udi, ktorych prijem sa pohybuje v inter-
vale (27417.6,35263.5). V ramci rozdelenia do platovych skupin, ide o skupinu
s priemernou vyskou prijmu.
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age sex region income | married | children
45.74 1.42 1.95 30858.03 0.63 0.37
car | save account | current account | mortage pep

0.58 0.68 0.75 0.39 0.51

Ide o starsiu generdciu prevazne klientov okolo 40 az 50 rokov, i ked opét
tu najdeme odlahlejsie hodnoty veku. Minimdlny vek tejto skupiny je 30 rokov
a maximdlny aZ 67 rokov. MéZeme vsak potvrdit, Ze centroid zhluku dostatocne
vekovo vystihuje tuto skupinu.

V tejto skupine klientov dominuji najmé zeny, v porovnani s muzmi je ich
pocet 66. Rovnako ako v zhluku 2, i klientov byva na vidieku a na predmesti,
pomer klientov v mesteckach a v centrach miest je vSsak v tomto pripade skoro
porovnatelny. 42 klientov uddva INNER-CITY ako ich regién a 36 klientov TO-
WN.

Rodinny stav Zenaty/vydatd uvadzaji takmer % klientov. V priblizne rovna-
kom pomere sa v tejto skupine nachddzaju klienti s aspon jednym dietatom. 27
klientov mé jedno dieta a klientov s dvomi a tromi detmi je rovnako 18. Teda
skupina pozostdva najmi z rodin s viac ako 1 dietatom. Bezdetnych klientov je
42.

Vidime, ze priemerna hodnota vyjadrujica vlastnictvo automobilu je 0.5809.
Predpokladédme, ze tento tidaj suvisi s vyssim poctom klientov s aspon jednym
dietatom. Takisto je tento tidaj ovplyvneny vy$$im prijmom v porovnani s pre-
doslymi zhlukmi.

V tejto skupine klientov pozorujeme vyssi zaujem o vyuzivanie sporiacich
uctov. 71 klientov vyuziva tento typ uctu a 79 klientov ma zriadeny bezny tucet
v banke. Takisto v porovnani s predoslymi zhlukmi st vyuzivané vo vyssej miere
hypotekarne uvery. O posledny typ tc¢tu ma zaujem viac ako polovica klientov.

Zhluk 4

Thto skupinu 91 klientov mozeme charakterizovat ako skupinu s nadpriemernym
prijmom v ramci nasich zhlukov. Prijem danych klientov sa pohybuje v intervale

(35610.5,46633).

age sex region income | married | children
52.86 1.55 1.91 40308.17 0.66 0.34
car | save account | current account | mortage pep

0.53 0.82 0.79 0.32 0.46

Vekové kategéria tohoto zhluku je generdciou prevazne péatdesiatnikov. Veko-
vo aj prijmovo by sme hierarchicky mohli tento zhluk zaradit za skupinu klientov
z tretieho zhluku. Ak si vSimneme interval prijmu, skoro uplne nadvézuje na pre-
dosly interval.

V tomto zhluku maji vicsie zasttipenie muzi. Rozdiel vsak nie je velky, 50
klientov st muzi a 41 klientov predstavuju zeny. Hodnoty oboch centroidov pri
atribite regién st porovnatelné, dokonca zasttipenie klientov na vidieku a v pred-
mestskych castiach je rovnaké. Tato skupina klientov preferuje viac centra miest.

Aj v tomto zhluku je len % slobodnych klientov. Celkovo 43 klientov nema
dieta a pocet klientov s dvomi detmi je 19, ¢o je viac ako klientov s jednym
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dietatom, ich pocet je 16 a viac ako klientov s tromi detmi, ich pocet je 13.

Automobil vlastni 48 klientov, pricom 43 klientov auto nema. Pozorujeme
vsak, ze skoro vo vSetkych pripadoch klienti vlastniaci automobil maju zriadeny
aj sporiaci uc¢et v banke. V tomto pripade vsak vobec tito hodnotu neovplyviuje
pocet deti a nemozeme tvrditf, Ze kazdy klient s asponn jednym dietatom auto
vlastni.

Sporiaci ticet je vyuzivany vo velmi velkej miere. Tento zhluk je druhym zhlu-
kom spomedzi vsetkych, ktori najviac vyuziva tieto sluzby banky. Podobne je to
aj s vyuzitim bezného uctu, o com svedéi aj hodnota atribitu centroidu 0.7912.
Hodnota vyuZitia hypotekdrnych tiverov je porovnatelnd so zhlukom 2. Priblizne
% klientov nevyuzilo tento produkt. Zaujem o posledny typ t¢tu méa menej ako
polovica klientov tejto skupiny.

Zhluk 5

Tento zhluk tvori najvacsiu skupinu klientov banky, ide o 141 klientov, ktorych
prijem sa pohybuje v intervale (20236.2,27056.5).

age sex region income | married | children
42.40 1.53 1.97 23607.25 0.67 0.29
car | save account | current account | mortage pep

0.47 0.57 0.70 0.35 0.43

Podla veku nemozeme presne charakterizovat tito skupinu, pretoze klienti
tohoto zhluku zastupuju vsetky vekové kategérie. Minimélny vek klienta je 23 ro-
kov, maximalny 67 rokov. Skor by sme mohli povedat, Ze ide o pracujicu vrstvu
s mierne podpriemernym prijmom.

Obidve pohlavia maju skoro rovnaké zastipenie, muzov je 74 a zien 67, ¢o
nepredstavuje velky rozdiel. Zaujimavym faktom vsak je, Ze pocet skupin klien-
tov s bydliskom v centrdch miest (INNER-CITY) je 53, ¢o je rovnakd hodnota
ako pocet klientov s bydliskom v mestach (TOWN). Na vidieku zije 21 klientov
a v predmestskych castiach len 14.

Opit okolo % klientov je v manzelskom zvézku. Zhluk sa vyznacuje najnizsou
hodnotou atributu deti centroidu. 70 klientov mé viac ako jedno dieta a az 71 je
bezdetnych.

Analogicky predpokladame s vyskou prijmu pokles poctu klientov, ktori vlast-
nia automobil, ¢o je podobny ukazovatel ako v pripade zhlukov 1 a 2.

Sporiaci ucet vyuzivaju % klientov tejto skupiny. V rdmci vsetkych zhlukov
mozeme charakterizovat tiito skupinu ako klientov, ktorf maji najmensi zdujem
o bezné ucty ponikané bankou. Hypotekarne uvery vyuziva % z nich. PEP tucet
vyuziva 61 klientov.

Zhluk 6

Tento zhluk tvori 64 klientov banky a patri medzi najmensi zhluk. Prijem kli-
entov tejto skupiny je nadpriemerny a najvyssi. Hodnoty prijmov sa pohybuju
v intervale (46870.4,63130.1).
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age sex region income | married | children
61.80 1.48 2.13 53141.55 0.66 0.39
car | save account | current account | mortage pep

0.53 1 0.80 0.33 0.73

Vekové kategoria tohoto zhluku je velmi dobre popisatelnd aj pomocou hra-
ni¢nych hodnot. Minimalny vek klienta tejto skupiny dét je 52 rokov, maximalny
67. V tomto pripade dostdvame presne definovatelni vekovi skupinu, ktort mo-
zeme nazvat generaciou klientov pred dochodkovym vekom alebo v déchodku.

Pohlavie je opéf skoro rovhomerne zastipené. Zien je 33 a muzov 31. Regién
sa tiez podstatne odlisuje od predoslych zhlukov, viac ako % klientov dava pred-
nost byvaniu na vidieku a v predmestskych castiach.

Pomer rodinnych stavov je rovnaky ako u predoslych zhlukov. Opét % je slo-
bodnych a % maju zalozené rodiny.

V porovnani s ostatnymi zhlukmi, tento sa vyznacuje najvyssim pomerom
klientov s aspon jednym dietatom v porovnani s bezdetnymi klientmi. Prevazne
tu patria klienti s dvomi detmi.

Viac ako polovica vlastni automobil, ¢o je zaujimavé v porovnani s inter-
pretaciou poctu vlastnikov aut v predoslych zhlukoch. Prijem klientov je vysoky,
ale zjavne si peniaze radsej nechavaju na sporiacom tcte, pretoze ako jediny zhluk
ma 100% klientov vyuzivajucich tento typ uctu.

Priblizne % mé zriadeny bezny ucet a % vyuzila hypotekarny tuver. Vyrazne
vysoky zaujem tejto skupiny klientov je o PEP tcet, az 47 klientov.

Zhrnutie

Analyza BANK datového suboru priniesla zaujimavé pozorovania. Jednoznacéné
rozdelenie mozeme sledovat v rozdeleni prijmov. Jednotlivé intervaly charakteri-
zujice prijmy siestich skupin na seba nadvizuji a na prvy pohlad je aj z vysledkov
jasné, 7ze atribit prijem zohral v zhlukovani najpodstatnejsiu rolu. Podla pla-
tovych skupin by sme dostali nasledujice usporiadanie zhlukov: 2,1,5,3,4,6.

Dalsim atribitom, podla ktorého by sme mohli vytvorif ur¢itd hierarchiu
tychto zhlukov je atribut vek. V tomto pripade uz rozdelenie nie je az tak jed-
noznacné. Vidime, ze zhluky 3 a 5 zahfnaju skoro podobné vekové skupiny, ak
porovname hodnoty centroidov. V skutocnosti vsak zhluk 5, ako sme popiso-
vali, zahfna vSetky vekové kategoérie a rozdiel medzi najmladsim a najstarsim
klientom tohoto zhluku je 44 rokov. Ostatné vekové skupiny zahfnaju priblizne
klientov v rozmedzi 10 rokov. Usporiadanie podla vekovych skupin je totozné
s predchadzajicim, ¢o ukazuje, ze vek zohral tiez urcitu rolu v zhlukovani.

Ostatné atributy dotvarali konecné vysledky zhlukovania, ale neboli zanedba-
telné. Pri interpretdcii jednotlivych zhlukov sme nasli niektoré stvislosti, ktoré
sme vysSie popisali. Zaujimavym pozorovanim je, ze sporiace Ucty vyuzivaju
najmé skupiny s nizkym prijmom alebo skupiny z najvyssim prijmom. V najvacse;
miere vSak sporiace ucty vyuziva skupina 24 roc¢nych klientov, ktord predstavu-
je studentov, pripadne zac¢inajiice rodiny a je pochopitelné, ze takéto produkty
preferuju.
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Zaver

Zhlukové analyza, ako statistickd disciplina, zahina Siroké spektrum metéd a al-
goritmov pouzivanych pri zhlukovani dat. S postupom casu vznikaju stale novsie
metddy, ktoré bud uréitym sposobom nadvizuji na tradiéné algoritmy, teda vzni-
kaju rozne modifikacie, ktoré su efektivnejsie a rychlejsie, alebo vznikaji celkom
nové algoritmy.

V tejto bakalarskej praci som sa zamerala na tradicni metédu k-priemerov,
ktora je jednou z najbeznejsich a najznamejsich metéd zhlukovej analyzy. Mojim
cieflom bolo uviest ¢itatela do problematiky zhlukovej analyzy, ktord je vsak
omnoho obsirnejsia, nez zahina tato praca. Uvodné kapitoly by mali predsta-
vit rozne postupy zhlukovania, ktoré sa v praxi pouzivaji a umoziujt na zaklade
teoretického podkladu lepsie porozumiet praktické aplikdcie algoritmov zhluko-
vej analyzy. Pre uplné pochopenie prace algoritmu som zvolila aplikdciu na si-
mulovanych datach, ktoré su pre grafické znazornenie najvhodnejsie. Vhodnym
prinosom su aj ukazky kédu implementované v prostredi matematického softvéru
Matlab, ktoré dOpiﬁajﬁ zrozumitelnost popisovanych vysledkov.

V redlnom svete moze zhlukovd analyza dat odhalit zaujimave pozorova-
nia a necakané stvislosti, ktoré beZnym skiimanim nie st pozorovatelné. Na
finan¢énych datach som demonstrovala postup zhlukovania, ktorého vysledkom
bolo niekolko zaujimavych skutocnosti, ktoré su interpretované a diskutované
v predchadzajicej kapitole.

Téma bakalarskej prace bola zaujimava, pretoze teoretické znalosti dopiﬁa
praktickou aplikdciou metédy, ktord celej praci dodéva zrozumitelnost a pomdha
pochopit dant problematiku. So spracovdvanou problematikou som bola nako-
niec velmi spokojnd a myslim si, Ze vyslednd praca predstavuje uceleny pohlad
na metédu ,k-means“ a jej aplikaciu v praxi.
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A. Teoéria grafov - zakladné
pojmy

Graf ako matematicku struktiru vyuziva v zhlukovej analyze mnozstvo aplikacii.
V tejto kapitole zadefinujeme najdolezitejsie pojmy z tedrie grafov, s ktorymi sme
sa stretli v predchadzajucich kapitolach.

Definicia. Grafom G = (V, E) nazgvame usporiadani dvojicu mnozin V = {v;}
a E = {e;}, kde V' je neprdazdna koneénd mnozina vrcholov v; grafu a E je
mnoZina dvojprokovijch podmnozin (v;,v;) mnoziny V, kde i,5 =1,...,n ai # j.
Prvky mnoziny V' nazijvame vrcholy grafu a prvky mnoZiny E nazgvame hrany
grafu.

V zhlukovej analyze je mnozina V' = {v;} najcastejsie reprezentovana objek-
tami zhlukovania. V nasom pripade to budu centra zhlukov.

Definicia. Graf G = (V, E) nazveme orientovany, ak E je mnoZina usporia-
dangjch dvogic typu (v;,v;), kde v; # v;, nazyvanych orientované hrany grafu.

Definicia. Graf G = (V, E) nazveme neorientovany, ak E je mnoZina neusporia-
danych dvojic typu {v;,v;}, kde v; # v;, nazgvanych hrany grafu.

Dolezitym druhom grafu je strom. Tuto struktidru vyuzivaji mnohé zhlu-
kovacie metédy. Stromy sa vyuzivaju na reprezentaciu hierarchickych datab&z
a v mnohych komunika¢nych, ¢i distribuénych sietach za ti¢elom zobrazenia stro-
movej Struktiry.

Definicia. Strom T' = (V, E) je neprdzdny sivisly graf bez kruznic.
Definicia. Les je graf, ktorého komponentmi siu stromy.

Definicia. Stvislym grafom nazjvame (neorientovany) graf, v ktorom plati, Ze
pre kazdé dva vrcholy v, v; existuje aspori jedna cesta z v; do v;.

Definicia. Kruznica je graf C,, = (V, E), kde V = {vy,...,v,} a E = {ey, ..., e,}
a plati:

e orientovany graf
ei = (vi,vip1),i=1,..,n—1 ae, = (v,,v1)
kazdy vrchol orientovanej kruznice md vstupny i vystupny stupen rovny 1

e ncorientovany graf
ei ={vi,vit,i=1,...,n—1ae, ={v,, v}
kazdy vrchol neorientovanej kruznice md stupen 2

Definicia. Graf neobsahujici Ziadnu kruznicu nazyvame acyklickym grafom.

Definicia. Graf G sa nazjva ohodnoteny, ak kazdej hrane e; je priradené nejaké
cislo w; € R
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Definicia. Uplny graf oznacuje taky neorientovany graf, v ktorom su kazdé dva
vrcholy spojené hranou.

Definicia. Kostra grafu G = (V, E) je taky jeho podgraf H, ktory je stromom
a zdroven, mnozina vrcholov grafu H je totoznd s mmnoZinou vrcholov grafu G
a V(H)=V(G). Vgrafe G = (V,E) existuje kostra prave vtedy, ak G je sivisly.

Definicia. Minimalna kostra grafu je kostra ohodnoteného grafu, ktord md naj-
mensie ohodnotenie hran spomedzi vsetkych kostier grafu.
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