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Praha 2011



Chcela by som pod’akovat’ všetkým, ktoŕı mi akýmkol’vek spôsobom pomohli
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a reálne dáta a výsledky interpretovali pomocou grafických a č́ıselných výstupov.
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Abstract:

This thesis deals with the statistical method k-means, which is a part of an
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Úvod

Každodenný život nám prináša akýsi
”
súboj“ s množstvom informácíı a skuṕın

dát, ktoré k nám prúdia z rôznych merańı či pozorovańı. V dobe, kedy sú Inter-
net a poč́ıtač dôležitou súčast’ou nášho života, je už len samotné surfovanie na
Internete pŕıkladom, kde sa stretávame s množstvom dát, v ktorých vyhl’adávame,
ktoré separujeme a z ktorých selektujeme to, čo je pre nás potrebné. Samotné roz-
lǐsovanie a delenie do skuṕın ako jedna z najprimit́ıvneǰśıch aktiv́ıt l’udstva hrá
dôležitú rolu v histórii l’udského vývoja. Rui Xu a Donald C. Wunsch [1] uvádzajú
ako pŕıklad v pŕırode delenie všetkých pŕırodných objektov na tri skupiny: rast-
linstvo, živoč́ı̌sstvo a minerály. Zvieratá sú na základe biologickej taxonómie d’alej
rozdelené do kategóríı na základe druhu, triedy atd’. Na konci máme pomenovanie
každého zvierat’a, teda rozlǐsujeme mačku od psa, žraloka od delf́ına, či kačicu od
sliepky. Pomocou tohto delenia vieme interpretovat’ vlastnosti jednotlivých skuṕın
(tried), ktoré vznikli skúmańım podobnosti charakterist́ık jednotlivých zvierat.

Množstvo dát v rôznych oblastiach vedy si vyžiadalo potrebu ich analýzy
v zmysle redukcie a segmentácie. Práve tieto témy sú predmetom zhlukovej analý-
zy (Cluster analysis), ktorá skúma a analyzuje podobnost’ sledovaných dát. Naj-
známeǰsie algoritmy zhlukovej analýzy si predstav́ıme v kapitolách tejto práce.
Algoritmy zhlukovej analýzy majú široké využitie napŕıklad v oblastiach ako
marketing, biológia a zdravotńıctvo, poist’ovńıc tvo, plánovanie výstavby miest
a infraštruktúry, analýza a prognóza spotreby vody v domácnostiach, defińıcia
ciel’ových skuṕın spotrebitel’ov, typizácia správania mladistvých vo vol’nom čase,
štúdie zemetraseńı alebo klasifikácia elektronických dokumentov.[2]

Prvá kapitola tejto bakalárskej práce sa venuje úvodu do zhlukovej analýzy.
Predstavuje pojem a význam zhlukovej analýzy ako štatistického oboru. V úvode
kapitoly sú vysvetlené miery podobnosti, pŕıpadne nepodobnosti, ktoré sa vyu-
ž́ıvajú pri určovańı podobnosti objektov a premenných. Jednotlivé metódy zhlu-
kovej analýzy sú popisované na základe ich klasifikácie, pričom v popise každej
metódy pojednávame o jej matematickej formulácii a spôsobe, akým sa použ́ıva.

V Kapitole 2 sa zameriavame podrobneǰsie na jednu z najznámeǰśıch zhluko-
vaćıch metód, ktorou je metóda k-priemerov. Vysvetl’ujeme jej zaradenie v rámci
klasifikácie metód z predošlej kapitoly a uvádzame jej všeobecný algoritmus.
Následne sú predstavené modifikované algoritmy metódy k-priemerov, ktoré sú
pŕıkladmi efekt́ıvneǰśıch implementácíı. V závere kapitoly je predstavený algorit-
mus k-medoidov, ktorý je založený na podobnom prinćıpe zhlukovania dát.

Kapitola 3 je zameraná na praktickú aplikáciu metódy k-priemerov na reálne
a simulované dáta. Na pŕıkladoch simulovaných dát je aplikovaný algoritmus k-
priemerov a jeho modifikovaný algoritmus k-priemerov++. Druhá čast’ kapitoly
je zameraná na aplikáciu tradičného algoritmu na finančné dáta, kde podrobne
vysvetl’ujeme spracovanie dát spolu s interpretáciou výsledkov.
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1. Úvod do zhlukovej analýzy

Termı́n zhluková analýza a jej defińıcia boli prvý krát sformulované roku 1939
Robertom C. Tryonom, profesorom psychológie. Zhluková analýza je pojmom
pre súbor metód (procedúr), vytvárajúcich logický postup riešenia následujúceho
problému: Máme súbor dát o ktorých nič nevieme. V tomto súbore chceme nájst’

množiny dát, v rámci ktorých môžeme hovorit’ o podobnosti dát v danej množine
a zároveň docielit’ heterogenitu týchto množ́ın navzájom. Zhluková analýza teda
umožňuje vyhl’adávat’ zoskupenia podobných dát, teda zaradit’ objekty do skuṕın
(zhlukov) tak, aby si dva objekty rovnakého zhluku boli viac podobné, než dva
objekty z rôznych zhlukov.

Základným ciel’om zhlukovej analýzy je zjednodušovanie, redukcia dát. Na
základe spoločných charakterist́ık jednotlivých množ́ın dát sa vytvára typológia.
Vytvárajú sa typy, ktoré sú charakterizované určitými vlastnost’ami. Podl’a nich
dokážeme dané sledované údaje zaradit’ do tried, ktoré sú jednoduchšie poṕısatel’-
né. Klasifikácia týchto tried je založená na viacerých premenných, teda ide o viac-
dimenzionálne charakterizovanie tried. Samotná vizualizácia n-dimenzionálnych
dát ako aj určenie zhlukov sú pri väčš́ıch dimenziách pre človeka náročné. Preto
boli vytvorené metódy, ktoré to ul’ahčujú. Nesmieme takisto zabúdat’ na to, že
použit́ım rôznych postupov zhlukovej analýzy na rovnaké dáta môžeme niekedy
docielit’ vytvorenie rôznej typológie, pretože typy objektov nie sú predom známe
a vytvárajú sa počas samotného zhlukovania. Tým teda môže dochádzat’ k rôznej
interpretácii dát.

S rozvojom matematicky orientovaných vedných odborov je analýza dát rôzne
zarad’ovaná, rôzne klasifikovaná a teda pre rovnakú problematiku sú použ́ıvané
rôzne terminológie.

Zhlukovańım budeme rozumiet’ postup, pri ktorom nie je predom známa pŕıslu-
šnost’ žiadneho objektu, takisto nie je známy ani počet skuṕın. Ciel’om bude kla-
sifikovat’ všetky objekty zahrnuté do analýzy.

Postup zhlukovania môžeme zhrnút’ do niekol’kých dôležitých bodov:

1. Vol’ba miery podobnosti dát

2. Vol’ba metódy (kritéria) zhlukovej analýzy

3. Stanovenie počtu zhlukov

4. Interpretácia výsledkov

1.1 Miery podobnosti

Prvým problémom pri zhlukovej analýze je určenie podobnosti dvoch objektov. Aby
mohla byt’ podobnost’ meraná, muśı byt’ každý objekt charakterizovaný pomocou
svojich vlastnost́ı. Napŕıklad rastlina je charakterizovaná tvarom listov, farbou
kvetov atd’.

Ako bolo vyššie spomenuté, ciel’om zhlukovania je vytvorit’ zhluky objek-
tov, ktoré sú si najviac podobné. Preto dôležitú úlohu zohráva určenie, akým
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spôsobom bude zist’ovaná podobnost’. Na to slúžia miery podobnosti, ktorých
vol’ba záviśı od typu dát.

Miery podobnosti v ideálnom pŕıpade nadobúdajú hodnoty z intervalu 〈0, 1〉.
Metódy zhlukovej analýzy sú však často založené na mierach nepodobnosti, pŕı-
padne vzdialenosti. Každú mieru podobnosti môžeme previest’ na mieru nepo-
dobnosti a to následujúcim spôsobom:

Uvažujme mieru podobnosti S ∈ 〈0, 1〉. Potom mieru nepodobnosti D ≥ 0
źıskame odpoč́ıtańım miery S od jedničky, tj. D = 1− S.

1.1.1 Kvantitat́ıvne dáta

Podobnost’ objektov

Podobnost’ objektov xi a xj budeme zapisovat’ ako S(xi,xj), skrátene Sij . Plat́ı
Sij = Sji.

Mieru nepodobnosti objektov xi a xj budeme zapisovat’ akoD(xi,xj), pŕıpadne
skrátene Dij . Ak by sme usporiadali jednotlivé hodnoty miery nepodobnosti sle-
dovaných objektov do matice, ǐslo by o symetrickú maticu s následujúcimi vlast-
nost’ami:

• Dij ≥ 0 (prvky matice sú nezáporné)

• Dii = 0 (diagonálne prvky sú nulové)

V pŕıpade kvantitat́ıvnych dát sa na vyjadrenie podobnosti dvoch objektov
využ́ıvajú miery vzdialenosti. Tie sú založené na reprezentácii objektu v priestore,
teda jednotlivými premennými sú súradnice daného objektu v priestore.

Uvedieme najznámeǰsie typy vzdialenost́ı a spôsob ich výpočtu. Uvažujme
dva n-dimenzionálne body xi = [xi1, xi2, ...., xin] a xj = [xj1, xj2, ...., xjn], ktorých
vzájomnú vzdialenost’ zist’ujeme.

Najznámeǰśım a najbežneǰsie použ́ıvaným vyjadreńım vzdialenosti dvoch viac-
rozmerných objektov je euklidovská vzdialenost’.

DE(xi,xj) =

√

√

√

√

n
∑

k=1

(xik − xjk)2 (1.1)

Ak je splnená trojuholńıková nerovnost’, tj.

Diy ≤ Dij +Djy,

hovoŕıme o metrike.

Ďaľśımi použ́ıvanými typmi vzdialenost́ı sú:

Minkowského vzdialenost’

DM(xi,xj) = (
n

∑

k=1

(xik − xjk)
r)

1

r (1.2)

Je zovšeobecneńım predchádzajúcej metriky (r = 2).
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manhattanská vzdialenost’ (mestských blokov)

DB(xi,xj) =
n

∑

k=1

|xik − xjk| (1.3)

Redukuje vplyv extrémnych vzdialenost́ı.

Čebyševova vzdialenost’

DC(xi,xj) = maxk(|xik − xjk|)

Podobnost’ premenných

Zatial’ čo vzdialenost’ predstavuje vzt’ah objektov kvantitat́ıvnych dát, v pŕıpade
vyjadrenia vzt’ahu medzi premennými hovoŕıme o závislosti. Miery intenzity vzá-
jomnej štatistickej závislosti teda vyjadrujú podobnost’ dvoch premenných.

Ako základná miera podobnosti dvoch kvantitat́ıvnych premenných sa použ́ıva
výberový Pearsonov korelačný koeficient , ktorý je pre k-tú a l-tú premennú
daný predpisom

rkl =

∑n

i=1(xik − x̄k)(xil − x̄l)
√

∑n

i=1(xik − x̄k)2
∑n

i=1(xil − x̄l)2
,

kde x̄k je aritmetický priemer hodnôt k-tej premennej, analogicky x̄l je priemer
l-tej premennej. Hodnoty korelačného koeficientu sa nachádzajú v intervale od -1
do 1. Hovoŕıme, že premenné sú nezávislé, ak je hodnota korelačného koeficientu
rovná 0.

Interpretácia posúdenia podobnosti nie je jednoznačná. V knihe
”
Shluková

analýza dat“ [6] autori uvádzajú dva spôsoby interpretácie, ktoré závisia na cha-
raktere hodnôt a pohl’ade analytika.

V prvom pŕıpade hodnota -1 znamená maximálny nesúhlas. Potom prevod na
mieru nepodobnosti je daný predpisom Dkl = 1 − rkl, teda rovnakým spôsobom
ako bolo spomenuté pri prevodoch medzi mierami podobnosti a nepodobnosti.

V druhom pŕıpade uvažujeme ekvivalentne obe hodnoty -1 a 1 ako maximálny
súhlas medzi dvomi premennými. Potom pre výpočet nepodobnosti voĺıme bud’

vzt’ah Dkl = 1− r2kl, alebo vzt’ah Dkl = 1− |rkl|.

V pŕıpade, že x̄k = 0 a x̄l = 0, źıskavame kośınovú mieru

SK(xi,xj) =

∑n

i=1 xikxil
√

∑n

i=1 x
2
ik

∑n

i=1 x
2
il

(1.4)

1.1.2 Binárne dáta

V týchto pŕıpadoch sa na určenie podobnosti využ́ıvajú asociačné koeficienty,
pričom vzorce budú uvádzané pomocou početnost́ı v kontingenčnej tabul’ke. V na-
šom pŕıpade budeme uvažovat’ 4-polnú kontingenčnú tabul’ku, ktorú v literatúre
nájdeme aj pod názvom asociačná tabul’ka (od toho potom odvodený názov ko-
eficienty asociácie). Predstav́ıme si niektoré z nich.[3]

Uvažujme objekty A a B a ich asociačnú tabul’ku 2 × 2, kde 1 znamená
pŕıtomnost’ premennej a 0 opak.
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B

A
1 0

1 a b
0 c d

Miery podobnosti, nepodobnosti a vzdialenosti

V pŕıpade binárnych premenných je potrebné rozlǐsovat’ symetrické a asymetrické
premenné.

Nepodobnost’ dvoch symetrických premenných môžeme zistit’ pomocou koefi-
cientu nezhody. Vyjadruje podiel počtu objektov, pri ktorých sú odlǐsné hodnoty
dvoch sledovaných premenných, k celkovému počtu objektov.

Podobnost’ môžeme merat’ pomocou Sokalovho a Michenerovho koefi-
cientu prostej zhody (simple matching), ktorý vyjadruje podiel objektov
so zhodnými hodnotami k celkovému počtu objektov.

SSM =
a+ d

a+ b+ c+ d
, (1.5)

kde SSM je z intervalu (0,1). Potom vzdialenost’ objektov (miera nepodobnosti)
je vyjadrená vzt’ahom

D = 1− SSM

Nepodobnost’ dvoch asymetrických premenných môžeme vyjadrit’ pomocou Jac-
cardovho koeficientu , kde jeho hodnotu źıskame podielom počtu objektov,
u ktorých sú odlǐsné hodnoty dvoch sledovaných premenných, k počtu objektov,
u ktorých sa aspoň pri jednej premennej vyskytuje hodnota 1.

DJ =
b+ c

a+ b+ c

Je použ́ıvaný aj Jaccardov koeficient podobnosti daný vzorcom

SJ =
a

a + b+ c
,

kde SJ je takisto z intervalu (0,1).
Opät’ mieru nepodobnosti źıskame odpoč́ıtańım od jedničky, tj.

D = 1− SJ

Kośınova miera pre dve binárne premenné vyjadrená pomocou početnost́ı sa
nazýva Ochaiaov koeficient . Výpočet prebieha pomocou vzorca

SO =

√

a

a+ b
· a

a+ c

Ako mieru vzdialenosti uvedieme štvorcovú euklidovskú vzdialenost’, čo
predstavuje súčet početnost́ı b+ c. Rovnako Hammingova vzdialenost’ (man-
hattanská vzdialenost’ aplikovaná na binárne dáta) je vyjadrená tým istým súčtom.
Teda platia vzt’ahy

DES = DB = b+ c
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Teda z toho plynie vzorec pre euklidovskú vzdialenost’, ktorú môžeme taktiež
použit’ ako mieru vzdialenosti binárnych dát.

DE =
√
b+ c

Medzi euklidovskou vzdialenost’ou a koeficientom prostej zhody plat́ı vzájomný
vzt’ah

DE =
√

(a+ b+ c+ d)(1− SSM)

Miery závislosti

V tejto podkapitole spomenieme len niektoré z použ́ıvaných mier. Jednou zo
základných mier vyjadrenia závislosti je pomer šanćı . Je vyjadreńım kŕıžových
súčinov, to znamená, že

ϑ =
ad

bc
=

a/b

c/d

Tento pomer nadobúda hodnoty od nula do nekonečna, v pŕıpade nezávislosti
medzi premennými nadobúda hodnotu 1. Hodnota bĺıžiaca sa nule indikuje silnú
závislost’.

Na základe pomeru kŕıžových súčinov je navrhnutá aj miera Yuleovo Q , pre
ktorú plat́ı

Q =
ad− bc

ad+ bc
=

ad/bc− 1

ad/bc+ 1
=

ϑ− 1

ϑ+ 1

Hodnoty tohto koeficientu sa pohybujú v intervale 〈−1, 1〉, pričom krajné hodno-
ty nadobúda vtedy, ak je niektorá z hodnôt v asociačnej tabul’ke nulová.

Ďaľsou mierou intenzity závislosti je Pearsonov korelačný koeficient vy-
jadrený pomocou početnost́ı vzt’ahom

r =
ad− bc

√

(a + b)(a+ c)(b+ d)(c+ d)

Korelačný koeficient môže nadobúdat’ krajné medze intervalu 〈−1, 1〉 v pŕıpade,
že obe hodnoty na diagonále asociačnej tabul’ky sú nulové.

Na tomto koeficiente je založený koeficient ϕ, poč́ıtaný podl’a vzt’ahu

ϕ =

√

χ2

a + b+ c + d

Rozdielom je obor hodnôt, ktorým je v tomto pŕıpade interval 〈0, 1〉.

Ďaľsie miery sú uvedené napŕıklad v knihe [6].

7



1.2 Klasifikácia metód zhlukovania

Metódy zhlukovej analýzy nebývajú klasifikované podl’a matematických pros-
triedkov, ktoré použ́ıvajú. Ide o klasifikáciu podl’a ciel’ov, ku ktorým smerujú.
Štandardne sa stretávame s deleńım podl’a spôsobu organizácie objektov do zhlu-
kov:

• Hierarchické metódy

• Nehierarchické metódy

1.2.1 Hierarchické metódy

Hierarchické zhlukovacie metódy sú založené na postupnom zhlukovańı objek-
tov do hierarchického systému zhlukov, pričom ide o systém neprázdnych dis-
junktných množ́ın pôvodnej množiny. Podl’a toho, ako túto štruktúru zhlukov
tvoŕıme, deĺıme hierarchické zhlukovacie metódy na:

• Aglometat́ıvne hierarchické metódy

• Div́ızne hierarchické metódy .

Grafickému znázorneniu vytvorenej hierarchickej štruktúry hovoŕıme dendro-
gram (stromový diagram). Prednost’ou dendrogramu je prehl’adnost’ nad celkovou
stavbou skúmaného materiálu. V rámci neho môžeme v každom kroku odsledovat’

postupné spájanie sa jednotlivých zhlukov, ako je znázornené na obrázku 1.1

Obr. 1.1: Dendrogram

Aglomerat́ıvne hierarchické metódy (postupy zdola nahor)

Proces zhlukovania zač́ına od jednotlivých objektov. Teda na začiatku tvoria sa-
motné dáta jednotlivé zhluky. Postupne sa vytvára stromová štruktúra, pri ktorej
sa zmenšuje počet zhlukov zjednoteńım zhlukov predchádzajúcich. Zjednocujú sa
najpodobneǰsie zhluky, pričom prvý zhluk je vytvorený z objektov na základe
matice (ne)podobnosti (vid’ miery vzdialenosti v podkapitole 1.1.1). Súčast’ou
algoritmu aglomerat́ıvnych hierarchických metód je stanovenie hodnoty Dmax,
ktorá predstavuje už́ıvatel’om zvolenú maximálnu vzdialenost’ dvoch spájajúcich
sa zhlukov a podl’a ktorej sa následne v každej iterácii určuje, či sa dané zhluky
zlúčia. Ak hodnota vzdialenosti dvoch uvažovaných zhlukov presahuje hodnotu
Dmax, algoritmus predčasne konč́ı, čo znamená, že požadovaný počet zhlukov nie
je dosiahnutý. V takom pŕıpade je potrebné prahovú hodnotu Dmax zvýšit’.
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Algoritmus 1 Aglomerat́ıvne hierarchické metódy

Vstup: Dáta X1, ..., Xn.
Vstup: C (požadovaný počet zhlukov ; ak C=1 dostávame dendrogram)
Vstup: Dmax (maximálna zvolená vzdialenost’ dvoch zhlukov pri zlúčeńı)
1: Inicializácia C, Xi = Ci pre každé i = 1, ..., n (Symbolom Ci označ́ıme i-tý

zhluk)
2: temp = n (temp pomocná premenná predstavuje aktuálny počet zhlukov)
3: repeat
4: Pre jednotlivé dvojice zhlukov Ci a Cj napoč́ıtame maticu vzdialenost́ı

s prvkami Dij (Vzdialenost’ Dij dvoch zhlukov urč́ıme pomocou jednej
z metód poṕısaných nǐzšie)

5: Nájdeme dva najbližšie zhluky Ci a Cj a zist́ıme, či Dij ≤ Dmax (ak presa-
huje hodnotu Dmax, algoritmus konč́ı).

6: Zlúčime zhluky Ci a Cj a temp = temp− 1.
7: until temp = C

Výstup: Jednotlivé źıskané zhluky, pŕıpadne dendrogram, vzdialenosti medzi
centrami každého zhluku a informáciu, či skončil algoritmus predčasne.

Vzdialenost’ ((ne)podobnost’) zhlukov môže byt’ stanovená pomocou rôznych
aglomerat́ıvnych algoritmov:

• Metóda najblǐzšieho suseda (Single linkage method)

Ide o jednu z najjednoduchš́ıch metód zhlukovania. Prinćıpom tejto metódy
je, že vzdialenost’ medzi dvomi zhlukmi je definovaná ako vzdialenost’ medzi
najbližš́ım párom objektov, kde sú do úvahy brané páry pozostávajúce z ob-
jektov dvoch rôznych zhlukov. Označme D(r, s) vzdialenost’ dvoch zhlukov.
Potom

D(r, s) = min{dij : i ∈ r, j ∈ s}
V d’aľsej fázi zhlukovania sa spájajú zhluky s najmenšou D(r, s). Grafické
znázornenie ponúka obrázok 1.2.

Obr. 1.2: Single linkage

• Metóda najvzdialeneǰsieho suseda (Complete linkage method)

Metóda Complete linkage (obrázok 1.3), nazývaná aj metódou najvzdia-
leneǰsieho suseda je opakom predchádzajúcej metódy. Vzdialenost’ medzi
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zhlukmi je teraz definovaná ako vzdialenost’ medzi najvzdialeneǰsou dvoji-
cou objektov. Každá dvojica je opät’ tvorená z dvoch objektov navzájom
rôznych zhlukov.

Predpokladajme opät’, že D(r, s) je vzdialenost’ dvoch zhlukov. Potom

D(r, s) = max{dij : i ∈ r, j ∈ s}

Maximálna hodnota dvoch objektov rôznych zhlukov je prehlásená za vzdia-
lenost’ D(r, s) zhlukov r a s. V daľsej fáze hierarchického zhlukovania sú
zlúčené zhluky pre ktoré je D(r, s) minimálna.

Obr. 1.3: Complete linkage

• Metóda priemernej väzby suseda (Average linkage method)

Tu je vzdialenost’ D(r, s) medzi dvoma zhlukmi definovaná ako priemer
vzdialenost́ı medzi všetkými pármi objektov, pričom každý pár je tvorený
objektami dvoch rôznych zhlukov.

Označme:

– r a s sú dve skupiny objektov (zhluky)

– Nr a Ns je počet objektov v jednotlivých zhlukoch r a s

– dij vzdialenost’ dvoch objektov i ∈ r a j ∈ s

Potom

D(r, s) =
1

Nr ×Ns

Nr
∑

i=1

Ns
∑

j=1

dij

K zlúčeniu zhlukov dochádza v pŕıpade, kdeD(r, s) je minimálna pre zhluky
r a s (Obrázok 1.4).

Obr. 1.4: Average linkage
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• Centroidná metóda (Centroid linkage method))
Pri tejto metóde je vzdialenost’ dvoch zhlukov definovaná ako euklidovská
vzdialenost’ centroidov (

”
priemerný prvok“) dvoch disjunktných zhlukov.

Označme

– centroid zhluku r

x̄r =
1

Nr

Nr
∑

i=1

xri

– centroid zhluku s analogicky x̄s

Vzdialenost’ D(r, s) je definovaná predpisom

D(r, s) = ‖x̄r − x̄s‖2

Vylepšeńım tejto metódy je Vážená párová metóda (Weighted pair-group
centroid) , ktorá definuje vzdialenost’ D(r, s) ako euklidovskú vzdialenost’

vážených centroidov.
Potom plat́ı

D(r, s) = ‖¯̄xr − ¯̄xs‖2 ,

kde ¯̄xr =
1
Nr

∑Nr

i=1wixri je vážený centroid zhluku r, wi ≥ 0,
∑

i wi = 1. Ak
zhluk r vznikol zjednoteńım zhlukov p a q, potom

x̄r =
1

2
(x̄p + x̄q).

Analogicky definujeme vážený centroid zhluku s.

• Wardova metóda (Ward’s hierarchical clustering method)

Wardov algoritmus (Ward, 1963) je bežne použ́ıvaný postup, ktorý je určený
pre dáta metrických priestorov. Ward navrhol zhlukovaćı postup smerujúci
k vytvoreniu množ́ın spôsobom, ktorý minimalizuje straty spojené s každým
zhlukovańım. Máme zadaných n skuṕın. Tento postup ich počet zńıži na n−
1 navzájom disjunktných skuṕın tak, že uvažuje spojenie všetkých možných
n∗(n−1)

2
dvoj́ıc a v každom kroku zjednot́ı dva zhluky, ktorých zlúčenie má

za následok minimálne zvýšenie
”
straty informácie“. Táto strata informácie

je matematicky vyjadrená ako chyba súčtu štvorcov ESS (error sum-of-
squares). Pre zhluk r plat́ı:

ESSr =
∑

l∈r

n
∑

i=1

x2
il −

1

n
(

n
∑

i=1

xir)
2

Podl’a Wardovej metódy sú v každom kroku spájané zhluky, pre ktoré je
nárast ESS minimálny. Vzdialenost’ dvoch zhlukov r a s je daná predpisom

D(r, s) = NrNs

‖x̄r − x̄s‖22
(Nr +Ns)

,

kde ‖.‖2 je euklidovská metrika a x̄r a x̄s sú definované ako v predchádzajúcej
metóde.
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Div́ızne hierarchické metódy

Postup zhlukovania môže byt’ aj opačný ako pri aglomerat́ıvnych hierarchických
metódach. Vytvárame rozklad pôvodnej množiny, ktorý je postupným zjemneńım
predchádzajúceho zhluku a iterat́ıvne zvyšujeme počet jednotlivých zhlukov. Na
konci by sme mali dôjst’ k samotným jednoprvkovým zhlukom.

Algoritmus 2 Div́ızne hierarchické metódy

Vstup: Dáta x1, ...,xn, tvoriace jeden zhluk.
Vstup: C (požadovaný počet zhlukov)
1: Inicializácia C.
2: temp = 1 (temp pomocná premenná predstavuje aktuálny počet zhlukov)
3: repeat
4: Pre jednotlivé dvojice objektov xi a xj , i, j = 1, ..., n napoč́ıtame maticu

vzdialenost́ı s prvkami Dij (Vzdialenost’ Dij dvoch objektov vid’ podkapitola
1.1.1)

5: Nájdeme dva najvzdialeneǰsie objekty xi a xj (Tieto objekty budú repre-
zentantmi dvoch podmnož́ın, na ktoré pôvodnú množinu rozdeĺıme)

6: for all xl také, že l = 1, ..., n, l 6= i, j do
7: if vzdialenost’ D(xl,xi) < D(xl,xj) then
8: prvok xl patŕı do zhluku reprezentanta xi

9: else
10: prvok xl patŕı do zhluku reprezentanta xj

11: end if
12: end for
13: until temp = C
Výstup: Jednotlivé źıskané zhluky, pŕıpadne dendrogram, vzdialenosti medzi

centrami každého zhluku.

1.2.2 Nehierarchické metódy

Nehierarchické zhlukovacie metódy nevytvárajú na rozdiel od hierarchického pŕı-
stupu spomı́nanú stromovú štruktúru. Tieto metódy zač́ınajú z náhodne vy-
braného alebo už́ıvatel’om definovaného rozdelenia, pričom pôvodné rozdelenie je
iterat́ıvne optimalizované. Snád’ najbežneǰśım nehierarchickým algoritmom je al-
goritmus k-priemerov (k-means). Tento algoritmus si bližšie poṕı̌seme v následu-
júcej kapitole.

Algoritmy nehierarchických metód sú l’ahšie implementovatel’né a oproti hie-
rarchickým metódam vel’mi efekt́ıvne. Jedinou nevýhodou je, že predom muśı byt’

pevne určený počet zhlukov. Zálež́ı aj na počiatočnej inicializácii jednotlivých
centier zhlukov, ktoré sa śıce počas výpočtu menia, ale pri neideálnych dátach
môžu byt’ výsledné pozorovania rozdielne.

V poslednej dobe bolo navrhnutých mnoho nových algoritmov, ktoré bud’ mo-
difikujú tradičné metódy alebo sa vydávajú novými smermi. Z toho dôvodu vzniká
terminologický problém. Takisto aj v pŕıpade nehierarchických metód zhlukovej
analýzy nie je jednoznačne určená ich klasifikácia. Je mnoho deleńı z rôznych
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pohl’adov, preto ponúkneme skôr prehl’ad skuṕın nehierarchických zhlukovaćıch
metód, ktorá však nepredstavuje pevne stanovenú klasifikáciu týchto metód:

Jedno-priechodové metódy (Single-pass methods)

Ide o jednoduchú metódu, pri ktorej je súbor dát spracovávaný len raz. Nevýhodou
tejto metódy je, že výsledkom môžu byt’ vel’ké zhluky a takisto to, že vytvorené
zhluky sú závislé na porad́ı, v ktorom bol súbor dát spracovaný. Tento algoritmus
je predovšetkým využ́ıvaný na zhlukovanie dokumentov, pričom na toto zhluko-
vanie sa využ́ıvajú aj hierarchické zhlukovacie metódy. Ich výhodou je, že stále
sú výsledkom rovnaké zhluky.

Pri tomto zhlukovańı sa napoč́ıtava matica podobnosti, pričom miery podob-
nosti sú odlǐsné ako pri numerických zhlukovaćıch metódach. Uvedieme pŕıklad
z knihy [6] pre dva textové dokumenty, u ktorých je sledovaný výskyt piatich
slov. Ak zaznamenáme jednotlivé početnosti výskytu sledovaných slov v stano-
venom porad́ı ako vektor, môžu byt’ oba dokumenty charakterizované napŕıklad
následujúcim spôsobom:

x1 = [2 0 1 0 3],

x2 = [0 1 0 2 0].

Vid́ıme, že žiadne slovo sa nevyskytuje v oboch dokumentoch súčasne, teda pred-
pokladáme, že koeficient podobnosti sa rovná nule. Tomuto predpokladu vyhovuje
napŕıklad kośınova miera, vid’ vzorec
Jednoduchý popis algoritmu môžeme zhrnút’ do následujúcich krokov:

Algoritmus 3 Jedno-priechodové metódy

Vstup: Dáta D1, ..., Dn (predpokladajme, že dané objekty sú napŕıklad dokumen-
ty)

Vstup: Smax (prahová hodnota podobnosti dvoch objektov)
1: D1 = C1 (D1 dokument bude reprezentovat’ prvý zhluk C1)
2: for all Di, i = 1, ..., n do
3: vypoč́ıtame podobnost’ S k danému reprezentantovi existujúceho zhluku.
4: if podobnost’ S < Smax then
5: objekt Di prehlásime reprezentantom nového zhluku.
6: else
7: prvok Di prirad́ıme existujúcemu zhluku a urč́ıme centroid tohto zhluku

(v prvom kroku je to centroid zhluku pozostávajúceho z objektov Di a D1)
8: end if
9: end for

Výstup: Objekty zaradené do zhlukov.

Metódy využ́ıvajúce premiestňovanie (Relocation methods)

Ide o metódy, ktoré optimálne určujú rozloženie a organizáciu objektov, ale
vyžadujú inicializáciu počtu zhlukov. Priradenie k zhlukom je jednoznačné. Do
tejto kategórie patŕı algoritmus k - priemerov, ktorý podrobne oṕı̌seme v Kapi-
tole 2.

Táto skupina metód takisto zahŕňa jeho modifikácie, teda metódy k-medoidov,
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k-modov a k-histogramov. Prvé dva algoritmy majú využitie pri dátových súboroch
obsahujúcich len kvantitat́ıvne premenné.

Metódy k-modov a k-histogramov [6] vychádzajú z toho, že každý zhluk
je reprezentovaný m-rozmerným vektorom údajov, ktorý obsahuje bud’ modálne
(najčasteǰsie zastúpené) kategórie jednotlivých premenných (metóda k-modov)
alebo údaje o početnostiach kategóríı jednotlivých premenných (metóda k-histo-
gramov). Pritom sú využ́ıvané špeciálne miery nepodobnosti. Napŕıklad pri algo-
ritme k-modov využ́ıvame koeficient prostej zhody, vid’ vzorec (1.5), pŕıpadne od
neho odvodenú mieru nepodobnosti. Vtedy je m-rozmerný vektor modálnych ka-
tegóríı špeciálnym typom centroidu, obdobne ako vektor priemerov, či mediánov.

Algoritmus k-modov nie je vhodný pre asymetrické binárne dáta.

Fuzzy zhluková analýza

Ide o takzvané prekrývajúce sa zhlukovanie, teda v pŕıpade metód tejto zhlukovej
analýzy nedostávame disjunktné zhluky dát. Fuzzy zhluková analýza je omno-
ho obš́ırneǰsia ako si ju predstav́ıme v následujúcom texte. Na pŕıklade jedného
z algoritmov si ukážeme výpočet mier pŕıslušnosti, určujúcich pŕıslušnost’ prvku
k danému zhluku.

Označme xi l’ubovol’ný objekt a Ch zhluk. Označme uih mieru pŕıslušnosti
objektu xi, i = 1, ..., n ku zhluku Ch, h = 1, ..., k. Táto miera je základným
výstupom fuzzy zhlukovej analýzy. Musia platit’ následujúce podmienky [6]:

1. 0 ≤ uih ≤ 1 pre všetky i = 1, ..., n a všetky h = 1, ..., k (teda pŕıslušnost’

prvku nemôže byt’ negat́ıvna)

2.
∑k

h=1 uih = 1 pre všetky i = 1, ..., n (celková pŕıslušnost’ (membership) je
súčtom jednotlivých mier pŕıslušnosti)

Ak má každý objekt rovnakú mieru pŕıslušnosti vo všetkých zhlukoch, ho-
voŕıme o úplnom fuzzy zhlukovańı. Na druhej strane, ak má každý objekt mieru
pŕıslušnosti 1 v niektorom zo zhlukov a nulovú mieru pŕıslušnosti vo všetkých
ostatných zhlukoch, hovoŕıme o pevnom (disjunktnom) zhlukovańı.

Uvedieme stanovenie týchto mier pomocou algoritmu FANNY, ktorý vyvinuli
Kaufman and Rousseeuw. Podobne ako všetky algoritmy zhlukovania, FANNY
má tiež svoje silné a slabé stránky, ktoré je potrebné brat’ do úvahy pri inter-
pretácii źıskaných výsledkov.

FANNY je rozš́ıreńım zhlukovacej metódy fuzzy k-priemerov, a preto je nehie-
rarchickým algoritmom, ktorý vyžaduje, aby bol vopred stanovený počet zhlukov.
Okrem toho nevýhodou môže byt’ závislost’ výsledného rozmiestnenia zhlukov
a porad́ı spracovávaných prvkov.

Čo sa týka výhod tohto algoritmu, výstupom nie je len zoskupenie prvkov
do rôznych zhlukov a stanovenie ich miery pŕıslušnosti, ale aj informácie o š́ırke
obrysového grafu (silhouette). O obrysových grafoch bližšie pojednávame v pod-
kapitole 3.1.1. Tento graf nám poskytuje informáciu o kvalite zaradenia daného
objektu a môžeme ho využit’ aj pri iných metódach zhlukovej analýzy.
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Hodnoty grafu sa pohybujú v intervale 〈−1, 1〉, pričom hodnoty bĺızke 1 uka-
zujú, že prvky majú najvhodneǰsie zaradenie do zhluku, hodnoty bĺızke 0 ukazujú,
že dané prvky môžu byt’ zaradené aj v inom zhluku a hodnoty bĺıžiace sa zápornej
krajnej hodnote indikujú nesprávne zaradenie.[7]

Algoritmus FANNY vychádza z matice nepodobnost́ı (vid’ miery nepodobnos-
ti v podkapitole 1.1.1). Pozit́ıvom je, že je použitel’ný na č́ıselné premenné (vtedy
vychádza z matice vzdialenost́ı) ako aj na kategoriálne premenné (vychádza z ma-
tice nepodobnost́ı), pŕıpadne na kombináciu oboch.

Miery pŕıslušnosti źıskame minimalizáciou funkcie

f =

k
∑

h=1

∑n

i=1

∑n

j=1 u
2
ihu

2
jhDij

2
∑n

j=1 u
2
jh

,

kde Dij je miera nepodobnosti (známa) a uih, ujh sú miery pŕıslušnosti (neznáme).

Pre ohodnotenie fuzzy zhlukovania sa poč́ıta Dunnov koeficient rozkladu

F (k) =
1

n

n
∑

i=1

k
∑

h=1

uih ,

ktorý nadobúda hodnoty z intervalu 〈 1
k
, 1〉, k je počet zhlukov.

Rozĺı̌sime dve situácie, poṕısané vyššie:

V pŕıpade, že ide o úplné fuzzy zhlukovanie dostávame: všetky uih = 1
k
, i =

1, ..., n a h = 1, ..., k. Potom

F (k) = nk
1

nk2
=

1

k

Druhou extrémnou možnost’ou, ktorá bola spomenutá, bolo pevné (disjunktné)
zhlukovanie, pre ktoré plat́ı:
miera pŕıslušnosti uih prvku xi, i = 1, ..., n ku zhluku Ch, h = 1, ..., k je rovná 1,
pre i = 1, ..., n sú všetky ostatné miery pŕıslušnosti uil = 0, kde l = 1, ..., k
a l 6= h. Potom

F (k) =
n

n
= 1

Normalizovaný tvar koeficientu rozkladu má tvar

F́ k =
Fk − 1

k

1− 1
k

=
kFk − 1

k − 1
,

ktorého hodnoty sa pohybujú v intervale 〈0, 1〉.
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2. Metódy k-priemerov
a k-medoidov

Najznámeǰsou a najpouž́ıvaneǰsou metódou v rámci nehierarchických zlukovaćıch
metód je metóda k-priemerov. Algoritmus tejto metódy často nadväzuje na už
vopred predspracované dáta. Teda často krát sa stretávame s kombináciou hie-
rarchickej metódy a následného použitia metódy k- priemerov (k-means). Pozme-
nenou verziou tohto algoritmu je metóda k-medoids, ktorú si spolu s metódou k-
priemerov (a jej modifikáciami) podrobne predstav́ıme v tejto kapitole. V oboch
pŕıpadoch ide o iterat́ıvne metódy, ktoré vytvárajú disjunktné zhluky dát.

2.1 Metóda k-priemerov (k-means method)

Metóda k-priemerov je jednoduchým spôsobom, ako triedit’ daný súbor dát na
určitý počet zhlukov (predpokladáme k zhlukov). Hlavnou myšlienkou je defino-
vat’ k centroidov, teda jeden pre každý zhluk. Centroid je definovaný všeobecne
ako vektor, pre ktorý plat́ı, že súčet vzdialenost́ı jednotlivých objektov v zhluku
k tomuto vektoru je minimálny. Použit́ım euklidovskej vzdialenosti (1.1) je cen-
troidom vektor priemerov a ide o metódu k-priemerov (pri použit́ı manhattanskej
vzdialenosti (1.3), je centroidom vektor mediánov a ide o metódu k-mediánov).

2.1.1 Popis algoritmu

Vstupným parametrom pre tento algoritmus je k, čo predstavuje počet zhlu-
kov, do ktorých sa majú objekty nášho dátového súboru X ⊂ R

m rozdelit’. Každý
objekt je charakterizovaný hodnotami premenných, ktoré tvoria m-rozmerné vek-
tory. Tieto zhluky sa majú vyznačovat’ vysokou podobnost’ou v rámci objektov,
ktoré ich tvoria a nepodobnost’ou zhlukov navzájom. Podobnost’ objektov, vy-
jadrená ako ich vzdialenost’, je poč́ıtaná vzhl’adom k centru zhluku (centroidu).
Treba poznamenat’, že centrum zhluku nemuśı byt’ tvorené dátovým objektom
skúmaného súboru dát. Snahou je zaradit’ objekty do zhlukov tak, aby bola mi-
nimalizovaná variabilita vnútri zhluku.

Nech množina n objektov {xi, i = 1, ..., n} sú m-rozmerné vektory, kde xil

označuje hodnotu l-tej premennej i-tého objektu a chl predstavuje hodnotu l-tej
premennej centroidu ch zhluku Ch, h = 1, ..., k.

Vnútorná variabilita h-tého zhluku je potom definovaná [6] ako funkcia

S(h) =
∑

xi∈Ch

m
∑

l=1

(xil − chl)
2

a celková vnútrozhluková variabilita zhlukov (total within cluster variance) ako

S =

k
∑

h=1

S(h) =

k
∑

h=1

∑

xi∈Ch

m
∑

l=1

(xil − chl)
2 , (2.1)
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Ciel’om je minimalizovat’ súčet štvorcov vzdialenosti objektov v zhlukoch od ich
centroidov, a to cez k zhlukov, tj.

S⋆ = min{S } (2.2)

Algoritmus 4 Metóda k-priemerov

Vstup: Množina n objektov {xi, i = 1, ..., n}.
Vstup: k (požadovaný počet zhlukov)
1: Inicializácia ch, h = 1, ..., k (ch = [ch1, ..., chm] je centroid h-tého zhluku)
2: repeat
3: for all h ∈ {1, ..., k} do
4: for all i ∈ {1, ..., n} do
5: Výpočet vzdialenosti objektu xi od centroidov ch (vzdialenost’ poč́ıtaná

pomocou euklidovskej vzdialenosti, vid’ vzorec (1.1))
6: Priradenie prvku xi k najbližšiemu centroidu ch (označme Ch h-tý

zhluk s centrom ch)
7: end for
8: Aktualizujeme centrá ch novovzniknutých zhlukov Ch pomocou

ch =
1

nCh

∑

xj∈Ch

xj

(nCh
je počet objektov xj priradených do zhluku Ch)

9: end for
10: until je splnené optimalizačné kritérium 2.2, pŕıpadne množina centroidov je

nemenná
Výstup: priradenie objektov dátového súboru do k zhlukov

Je známe, že algoritmus k-priemerov je všeobecne v praxi vel’mi využ́ıvaný
hlavne kvôli rýchlosti a jednoduchosti. Problémom však môže byt’ to, že neza-
ručuje nájdenie globálneho optima, tj. často konč́ı v niektorom lokálnom minime,
čo nemuśı byt’ vo všetkých pŕıpadoch postačujúce.

Pri všeobecnom algoritme inicializujeme počiatočné centrá zhlukov náhodne.
Preto môže niekedy dôjst’ k situácii, že nedostaneme optimálne riešenie a je
odporúčané, aby sa algoritmus aplikoval viackrát s rôznou počiatočnou inicia-
lizáciou. Jedným zo spôsobov, ktorý minimalizuje vplyv nevhodného počiatočného
výberu centier je algoritmus k-priemerov++. Tento algoritmus sa zameriava na
optimálne, čo najviac rovnomerné, umiestnenie počiatočných centier medzi dátové
objekty.
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2.2 Algoritmus k-priemerov++

Postup metódy pozostáva z dvoch čast́ı. Prvou je inicializačný proces, ktorým sa
metóda odlǐsuje od všeobecnej metódy k-priemerov a druhou čast’ou je samotný
klasický algoritmus poṕısaný v kapitole 2.1.1. Optimalizáciu klasického algorit-
mu k-priemerov skúmali a analyzovali David Arthur a Sergei Vassilvitskii [4] zo
Standfordskej univerzity. Ich experimenty ukázali, že tento spôsob inicializácie
nielen zrýchl’uje klasický algoritmus, ale prináša aj lepšie a presneǰsie výsledky
z hl’adiska optimálneho riešenia.

Algoritmus 5 Metóda k-priemerov++

Vstup: Množina n objektov X = {xi, i = 1, ..., n}.
Vstup: k (požadovaný počet zhlukov)
1: Výber inicializačných centier pomocou inicializačného algoritmu (6)
2: Aplikácia klasického algoritmu k-priemerov (4) s vynechańım prvého kroku.

Výstup: priradenie objektov dátového súboru do k zhlukov

Výhodou tohoto algoritmu je možnost’ zamenit’ druhú čast’ za akúkol’vek inú
variantu algoritmu k-priemerov a pŕıpadne docielit’ ešte lepšiu rýchlost’.

2.2.1 Inicializačný algoritmus

Tento algoritmus bol vyvinutý na zvýšenie efektivity a presnosti zhlukovania po-
mocou metódy k-priemerov. Teraz sa pozrieme na spôsob inicializácie centier
zhlukov.

Označme D(x) ako minimálnu vzdialenost’ prvku x od centra z množiny C do-
posial’ vybraných centier. Vzdialenost’ medzi objektom a centrom zhluku poč́ıtame
pomocou euklidovskej vzdialenosti, vid’ vzorec (1.1). V priebehu algoritmu je po-
stupne vytváraná množina C. Vždy je vybraný objekt x′ ∈ X s najvyššou hod-
notou pravdepodobnosti

P (x′) =
D(x′)2

∑

x∈X D(x)2
(2.3)

Algoritmus 6 Inicializačný algoritmus metódy k-priemerov++

Vstup: Množina n objektov X = {xi, i = 1, ..., n}.
Vstup: k (požadovaný počet zhlukov)
1: Vyberieme náhodne centrum c1 z množiny X .
2: Vytvorme množinu C = {c1} (C je množina inicializačných centier )
3: for i = 2 to k do
4: Vyberáme centrum ci = x′, kde x′ = arg maxx∈XP (x)
5: C = C ∪ {ci}
6: end for

Výstup: C množina k vybraných inicializačných centier
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2.3 Dvojfázový algoritmus k-priemerov

Ďaľśım problémom štandardného algoritmu k-priemerov je jeho citlivost’ na od-
l’ahlé osamotené objekty v rámci dátového súboru. Tento problém rieši dvojfázový
algoritmus k-priemerov, ktorý odhaĺı dané objekty. Ide vlastne o modifikovaný
algoritmus, ktorý v prvej fáze využ́ıva heuristiku:

”
Ak je vkladaný objekt vel’mi

vzdialený od všetkých doteraǰśıch centier zhlukov, je následne prehlásený za cen-
trum nového zhluku.“ Autori článku [5] zistili, že výsledkom tejto fázy algoritmu
je stav, kedy všetky objekty zhluku, sú bud’ odl’ahlé objekty alebo nie je odl’ahlý
ani jeden. Teda dostávame presné zaradenie prvkov.

Ak vychádzame z defińıcie zhlukovej analýzy, vieme, že objekty priradené do
spoločného zhluku sú si podobné. Zhluk, ktorý je vytváraný počas prvej fázy
tohto algoritmu však takéto vlastnosti nemá. Ide o zhluk, ktorý je označený ako
tzv. zbytkový, pozostávajúci z pár prvkov značne sa odlǐsujúcich od ostatných
zhlukov. Anglickým pomenovańım týchto prvkov je termı́n outliers. V praxi sa pri
zhlukovańı tieto objekty bud’ zanedbávajú alebo je im priradená minimálna váha,
č́ım neovplyvňujú zhlukovaćı proces. Pri vysokom počte dát je však tento spôsob
dost’ obtiažny a len t’ažko by sme odhalili, ktoré prvky máme zanedbat’. Preto
bol vytvorený dvojfázový algoritmus, ktorý pomerne jednoducho tento pŕıpad
vyrieši.

Autori pritom upozorňujú na bočný efekt, ktorým je vyšš́ı počet zhlukov
vzniknutých v prvej fáze algoritmu ako je počet zhlukov štandardného algorit-
mu k-priemerov. Druhá fáza algoritmu sa zameriava na presné určenie odl’ahlých
prvkov a nadväzuje na výsledné zhluky prvej fázy.

Ako vyplýva z názvu, algoritmus pozostáva z dvoch fáz:

• Modifikovaný proces metódy k-priemerov (Modified k-means process (MKP))

• Proces detekcie odl’ahlých prvkov (Outliers-finding process (OFP))

2.3.1 FÁZA 1: Modifikovaný proces algoritmu k-priemerov

Ako sme popisovali vyššie, je obtiažne nájst’ odl’ahlé objekty vo vel’kých dátových
súboroch. Teraz si podrobneǰsie zadefinujeme proces ich zhlukovania.
Prvá fáza algoritmu sa odlǐsuje tým, že nevytvára predom pevný počet zhlukov,
ale ich konečný počet sa pohybuje v určitom rozmedźı.

Algoritmus zač́ına rovnako ako štandardná metóda k-priemerov. Označme k′

ako nastavitel’ný počet zhlukov a položme k′ = k. Inicializačnú množinu centier
zhlukov C = {c1, ..., ck′} ∈ R

n vytvoŕıme napŕıklad náhodným výberom k′ objek-
tov. V rámci iterácíı nebudeme poč́ıtat’ len aktualizovanú polohu nového centra,
ale zameriame sa aj na najkratšiu vzdialenost’ medzi dvomi l’ubovol’nými centrami
zhlukov danú predpisom

Dmin(ci, ch) = min
i,h=1,..,k′,i 6=h

{
n

∑

j=1

(cij − chj)
2} , (2.4)

Pre každý objekt xi vypoč́ıtame vzdialenost’ k najbližšiemu centru zhluku
vzt’ahom

Dmin(xi, ch) = min
h=1,...,k′;i=1,...,n

{
n

∑

j=1

(xij − chj)
2} , (2.5)
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V niektorých pŕıpadoch môže dôjst’ k rozdeleniu dátového súboru do k′ = n
zhlukov, preto sa definuje hodnota maximálne povoleného počtu zhlukov kmax

a plat́ı k ≤ kmax ≤ n.
Algoritmus pozostáva z následujúcich krokov:

Algoritmus 7 Modifikovaný proces algoritmu k-priemerov (MKP)

Vstup: Množina n objektov X = {xi, i = 1, ..., n}.
Vstup: k′, kmax (nastavitel’ný počet zhlukov)
1: Náhodne urč́ıme k′ centier zhlukov (položme na začiatku k′ = k)
2: repeat
3: Vypoč́ıtame Dmin(cj , ch) (vid’ vzorec (2.4))
4: for i = 1 to n do
5: Vypoč́ıtame Dmin(xi, ch) (vid’ vzorec (2.5))
6: if Dmin(xi, ch) > Dmin(cj, ch) then
7: k′ = k′ + 1
8: xi = ck′ (xi je centrom nového zhluku Ck′)
9: if k′ > kmax then

10: dva najbližšie zhluky Ck1 a Ck2 sa spájajú do jedného zhluku C∗
k

11: k′ = kmax

12: end if
13: else
14: Prirad́ıme xi do najbližšieho zhluku.
15: end if
16: end for
17: until dosiahneme predom daného počtu iterácíı alebo je splnené kritérium

pre zastavenie (stabilizujú sa centrá zhlukov, tj. ich poźıcie sa v podstate
nemenia)

Výstup: k′ centier spolu s rozdeleńım dátového súboru X do k′ zhlukov.

2.3.2 FÁZA 2: Proces detekcie odl’ahlých prvkov

V tejto fáze algoritmu nájdeme odl’ahlé prvky a následne rozdeĺıme objekty do
požadovaných k zhlukov. Môžeme použit’ niektorú z hierarchických zhlukovaćıch
metód, poṕısané v kapitole 1.2.1), ktoré na základe vel’kej vzdialenosti odha-
lia odl’ahlé prvky. K nájdeniu odl’ahlých prvkov je vhodná zhlukovacia metóda
založená na prinćıpe minimálnej kostry. Ked’že je celková časová zložitost’ hierar-
chických metód vyššia ako pri metóde založenej na konštrukcii minimálnej kostry,
budeme sa v tejto časti zaoberat’ druhou možnost’ou detekcie. Potrebné základné
pojmy z teórie grafov sú definované v pŕılohe A.

Z prvej fázy sme obdržali k′ centier zhlukov, ktoré budeme považovat’ za
k′ uzlov. Z nich sa stanú vrcholy úplného ohodnoteného grafu nazývaného strom
a budú využité pri konštrukcii minimálnej kostry. Každá hrana daného grafu je
ohodnotená vzdialenost’ou daných dvoch centier, ktoré spája.
Vstupom algoritmu je množina C = {c1, ..., ck′} ∈ R

n centrier zhlukov obdržaných
v prvej fáze. Nech les F je prázdny.
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Pripomenieme, že plat́ı vzt’ah

k ≤ k′ ≤ kmax ≤ n ,

kde n je počet objektov dátového súboru a hodnoty k′, k, kmax sme definovali v 1.
fáze algoritmu.

Algoritmus 8 Proces detekcie odl’ahlých prvkov

Vstup: Množina C centrier zhlukov (ich počet je k′)
Vstup: Nech les F je prázdny.
Vstup: k (požadovaný počet zhlukov)
1: Vytvoŕıme minimálnu kostru z prvkov množiny C (vznikol strom)
2: Vytvorený strom vlož́ıme do lesa F
3: repeat
4: Zruš́ıme hranu s najväčš́ım ohodnoteńım v rámci všetkých stromov v lese

F a nahrad́ıme pôvodný strom obsahujúci danú hranu dvoma novovznik-
nutými podstromami

5: Objekty z podstromov s vel’mi malým počtom uzlov označ́ıme za odl’ahlé
(pŕıpadne ich vylúčime z d’aľsieho spracovávania)

6: until počet stromov v lese F je rovný hodnote k
Výstup: rozdelenie dátového súboru X do k zhlukov, pŕıpadne množina

odl’ahlých objektov
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2.4 Metóda k-medoidov (k-medoids method)

Metóda k-medoidov patŕı do skupiny nehierarchických metód a taktiež vytvára
v rámci sledovaných dát k disjunktných zhlukov, ktoré vzniknú z n objektov
skúmaného dátového súboru X = {x1, ...,xn}, xi ∈ R

d. Rovnako ako metóda
k-priemerov je určený pre kvantitat́ıvne premenné a vychádza z počiatočného
rozdelenia objektov do k zhlukov. Ako centrá zhlukov berieme priamo objekty
mi ∈ X , i = 1, ..., k, nazývané medoidy. Medoid môžeme definovat’ ako kon-
krétny objekt súboru dát, ktorý sa vyznačuje tým, že jeho poźıcia je vzhl’adom
ku všetkým objektom daného súboru dát najviac centralizovaná.

2.4.1 Popis algoritmu

Algoritmus k-medoidov, v anglickej literatúre ho nájdeme pod názvom Partiti-
oning Around Medoids (PAM) algorithm, bol navrhnutý Kaufmanom a Rous-
seeuwom. Ich metóda je obzvlášt’ výhodná, ak chceme z náhodných dát źıskat’

reprezentat́ıvne objekty, charakterizujúce jednotlivé zhluky. To môže byt’ vel’mi
vhodné pri následnej interpretácii výsledkov.

Algoritmus PAM môžeme rozdelit’ do dvoch fáz:

1. Fáza
”
budovania“ (building phase)

2. Fáza
”
výmeny“ (swap phase)

Postup prvej fázy

Prvá fáza spoč́ıva v prvotnom rozklade dátového súboru X . Rozklad súboru X je
v priebehu fázy budovania uskutočnený postupným výberom k reprezentat́ıvnych
objektov. Najprv vyberieme počiatočný medoid, ktorý je určený tak, aby súčet
vzdialenost́ı jednotlivých objektov od tohoto vybraného bol minimálny. Pre spre-
hl’adnenie následujúceho pseudokódu vysvetĺıme vol’bu počiatočného medoidu vo-
pred.

Vol’ba počiatočného medoidu

Počiatočným medoidom budeme rozumiet’ vektor m1 ∈ X , ktorý môže byt’

zároveň centroidom x̄ dátovej matice X. V pŕıpade, že nesṕlňa tieto vlastnosti,
to znamená, že centroid dátovej matice nie je jej prvkom, potom za počiatočný
medoid voĺıme prvok, pre ktorý plat́ı:

m1 = arg min
mi∈X

{D(mi, x̄)} , (2.6)

kde D(mi, x̄) predstavuje vzdialenost’ objektu mi od centroidu x̄ vypoč́ıtanú
podl’a niektorej zo vzdialenost́ı definovaných v podkapitole 1.1.1.
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Algoritmus 9 Metóda k-medoidov, fáza 1

Vstup: Dátová matica X
Vstup: k (požadovaný počet zhlukov)
1: Určenie počiatočného medoidu m1 podl’a vzt’ahu 2.6
2: M = {m1} (množina doposial’ vybraných medoidov)
3: pocet = 1 (počet vybraných medoidov)
4: repeat
5: for i, j ∈ {2, ..., n}, j 6= i do
6: Vypoč́ıtame hodnotu minimálnej vzdialenosti D(ml,xi), ml ∈ M
7: Vypoč́ıtame hodnoty vzdialenost́ı D(xj ,xi)
8: Urč́ıme veličinu Zj =

∑

iCij , kde Cij = |D(ml,xi) − D(xj,xi)| (Zj je
celkový zisk, ktorý dosiahneme tým, že zarad́ıme objekt xj do M)

9: Vyberieme prvok xj , ktorého celkový zisk je maximálny a prehlásime ho
za d’aľśı z vybraných medoidov mj

10: M∪ {mj}
11: pocet = pocet+ 1
12: end for
13: until pocet = k
Výstup: Množina M = [m1, ...,mk]

Postup druhej fázy

Po určeńı k reprezentat́ıvnych objektov zač́ına druhá fáza. V nej sa snaž́ıme zlepšit’

pôvodný rozklad dátovej maticeX. Chceme teda nájst’ podmnožinu {m1, ...,mk} ⊂
{x1, ...,xn}, aby bolo dosiahnuté minimum funkcie

n
∑

i=1

D(mli,xi) , (2.7)

kde mli predstavuje medoid l-tého zhluku, ku ktorému je priradený i-tý objekt,
vid’ [6] strana 86.

V tejto fáze teda budeme zist’ovat’, aký vplyv na (2.7) má výmena prvku
xi ∈ M za prvok xh, ktorý nie je súčast’ou množiny M.

Efekt výmeny xi za objekt xh, vzhl’adom k doposial’ nevybranému prvku xj,
označ́ıme Cjih. Výpočet Cjih môžeme nájst’ v popise algoritmu 10, pretože záviśı
od viacerých skutočnost́ı.
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Algoritmus 10 Metóda k-medoidov, fáza 2

Vstup: Množina M = [m1, ...,mk]
1: repeat
2: for all j, h ∈ {1, ..., n} and i ∈ {1, ..., k} do
3: if (D(xj ,ml) < D(xj,xi) and D(xj,ml) < D(xj ,xh), ml 6= xi,xh)

then
4: Cjih = 0
5: else if D(xj ,xi) < D(xj,ml) then
6: if D(xj ,xi) < D(xj,mw),mw ∈ M \ {ml} (mw je druhý najblǐzš́ı

medián) then
7: Cjih = D(xj ,xh)−D(xj ,xi)
8: else
9: Cjih = D(xj ,mw)−D(xj ,ml)

10: end if
11: else if D(xj ,ml) < D(xj,xi)and D(xj,xh) < D(xj,ml) then
12: Cjih = D(xj,xh)−D(xj,ml)
13: end if
14: end for
15: for all i ∈ {1, ..., k} and h ∈ {1, ..., n} do
16:

Tih =
∑

j

Cjih

(Tih je vyjadreńım celkového efektu)
17: end for
18: if minTih < 0 then
19: Vymeńıme prvky xi a xh

20: end if
21: until minTih ≥ 0
Výstup: aktualizovaná množina M, priradenie objektov dátového súboru do k

zhlukov
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3. Praktické využitie metódy
k-priemerov

Praktickú čast’ aplikácie algoritmu k-priemerov sme sa rozhodli robit’ pomocou
matematického programu Matlab, ktorý poskytuje už́ıvatel’sky pŕıjemne prostre-
die pre prácu s dátovými súbormi.

3.1 Simulované dáta

V prvej časti sa zameráme na aplikáciu algoritmu na simulované dáta. Zvolili sme
generovanie dát z dvojrozmerného normálneho rozdelenia s vektorom stredných

hodnôt µ = (µ1, µ2)
T a kovariančnou maticou Σ =

(

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)

, ktoré je

definované hustotou

f(x, y) =
1

2π
√

σ2
1σ

2
2(1− ρ2)

× exp{− 1

2(1− ρ2)
{(x− µ1)

2

σ2
1

− 2ρ
x− µ1

σ1

y − µ2

σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

}}, (x, y) ∈ R2

Ukážka kódu 3.1 ukazuje vytvorenie jedného zhluku, pozostávajúceho z 500
objektov generovaných pomocou dvojrozmerného normálneho rozdelenia so stred-

nou hodnotou µ = (4.5, 5.9) a kovariančnou maticou Σ =

(

0.9 0.5
0.5 0.9

)

v programe

Matlab spolu s vykresleńım bodov v dvojrozmernom priestore.

1 mi = [ 4 . 5 , 5 . 9 ] ; Sigma = [ 0 . 9 0 . 5 ; 0 . 5 0 . 9 ] ;
r2 = mvnrnd (mi , Sigma , 500) ;

3 plot ( r2 ( : , 1 ) , r2 ( : , 2 ) , ’ c . ’ ) ;

Ukážka kódu 3.1: Generovanie zhlukov

Dáta sme generovali s ciel’om vytvorit’ v dvojrozmernom priestore pár graficky
viditel’ných zhlukov, vid’ obrázok 3.1 a pomocou grafických výstupov sledovat’, ako
sa algoritmus správa pri zmene niektorých parametrov. Ako vid́ıme na obrázku,
vytvorili sme 6 zhlukov, ktorých hraničné objekty sa v niektorých miestach pre-
krývajú. Pozrieme sa na to, ako sa ĺı̌si priradenie objektov do zhlukov pri zmene
miery vzdialenosti (vid’ kapitola 1.1.1).

3.1.1 Aplikácia algoritmu k-priemerov

Implementácia použitej funkcie

Pre daný experiment bol vytvorený cyklus, ktorý aplikoval algoritmus k-priemerov
pre rôzne k, k ∈ {1, ..., 8} na generované dáta, vid’ ukážka kódu 3.2. V cykle sme
využili funkciu kmeans, ktorú ponúka program Matlab. Ukážka kódu zobrazuje
použitie kmeans na dátovú maticu r s daným počtom požadovaných zhlukov k.
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Obr. 3.1: Nagenerované dvojrozmerné dáta

Ako miera vzdialenosti je v ukážke určená euklidovská vzdialenost’. Parameter
replicates udáva počet rôznych inicializačných rozmiestneńı k zhlukov. V našom
pŕıpade sa funkcia k-priemerov spust́ı 100 krát pre dané k. Pri behu funkcie
sme na konci každej iterácie vykreslili stavy výpočtov, pričom v premennej rC
sme si uchovávali súradnice jednotlivých centroidov. Súradnice centroidov boli
d’aľśım výstupom implementovanej funkcie, ktoré sme nechali vykreslit’ do gra-
fického výstupu spolu s farebne odĺı̌senými zhlukmi. Na výpočet vzdialenosti sme
v prvom pŕıpade použili euklidovskú vzdialenost’, vid’ vzorec (1.1) a jeho grafický
výstup sme porovnali s grafickým výstupom pri použit́ı manhattanskej vzdiale-
nosti, vid’ vzorec (1.3).

1 ptsymb = { ’ bs ’ , ’ r ˆ ’ , ’md ’ , ’ go ’ , ’ c+’ , ’ yo ’ , ’m. ’ , ’ rx ’ } ;
for k=1:8

3 [ rIDs , rC]=kmeans ( r , k , ’ Di s tance ’ , ’ s q euc l i dean ’ , ’ r e p l i c a t e s ’
,100)

gp lo tmatr ix ( r , r , rIDs ) ;
5

for x=1:k
7 s = sprintf ( ’%f %f ’ , rC(x , 1 ) , rC(x , 2 ) ) ;

disp ( s ) ;
9 end

disp ( ’ ’ ) ;
11

for i = 1 : k
13 c l u s t = find ( rIDs==i ) ;

plot ( r ( c lu s t , 1 ) , r ( c lu s t , 2 ) , ptsymb{ i }) ;
15 hold on ;

end

17 plot ( rC ( : , 1 ) , rC ( : , 2 ) , ’ ko ’ , ’ MarkerSize ’ , 14 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
plot ( rC ( : , 1 ) , rC ( : , 2 ) , ’ kx ’ , ’ MarkerSize ’ , 14 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;

19 grid on
pause ;

21 end

Ukážka kódu 3.2: Implementácia použitej funkcie
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Výsledky predvádzaných výpočtov

Grafické výstupy centier zhlukov a rozdelenie objektov do samotných zhlukov
boli následovné:

1. iterácia: Vid́ıme, že dátový súbor v oboch pŕıpadoch tvoŕı jeden zhluk,
pretože k = 1. Súradnice ich centroidov sú však odlǐsné, ako ukazuje následujúca
tabul’ka.

DE DB

rC1 [5.319214, 3.746849] [5.492739, 3.642884]
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Obr. 3.2: euklidovská vzdialenost’
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Obr. 3.3: manhattanská vzdialenost’

Ďaľsie grafy uvádzame stále analogicky s prvou iteráciou, teda nal’avo graf
s použit́ım euklidovskej metriky a napravo graf pre manhattanskú vzdialenost’.

2. iterácia: Pre k = 2 sme dostali dva zhluky, ktoré sa opät’ odlǐsujú ako ukazu-
je tabul’ka centroidov. Pripomı́name, že centroidy zhlukov nemusia byt’ súčast’ou
dátového súboru.

DE DB

rC1 [8.172932, 2.488015] [7.776040, 1.619744]
rC2 [2.469299, 5.004006] [2.183861, 5.713812]
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Obr. 3.4: Rozdelenie na dva zhluky pri daných vzdialenostiach
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3. iterácia: Tentokrát pre predom určené k = 3 už môžeme pozorovat’ značné
rozdiely v priradeńı prvkov do jednotlivých zhlukov. Opät’ pre porovnanie, sú-
radnice centroidov sa nachádzajú v tabul’ke nižšie, pričom centroidy zdanlivo
rovnakých zhlukov sú uvádzané v rovnakom riadku.

DE DB

rC1 [3.064176, 6.569619] [3.894394, 6.387330]
rC2 [8.305299, 2.486924] [7.824595, 1.348487]
rC3 [1.744527, 1.728845] [1.529269, 1.856788]
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Obr. 3.5: Tri zhluky pri euklidovskej a manhattanskej vzdialenosti

4. iterácia: V tomto pŕıpade, kedy k = 4, sú rozdelenia objektov do zhlukov na
obrázkoch skoro totožné. Vidno niekol’ko objektov na hraniciach zhlukov, ktoré
sú zaradené rôzne.
Súradnice centroidov:

DE DB

rC1 [6.641229, 5.560357] [6.406809, 5.505064]
rC2 [2.095862, 6.825713] [1.678904, 7.185717]
rC3 [1.718911, 1.787909] [1.642511, 1.830500]
rC4 [8.623260, 1.108283] [9.017823, 1.105554]
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Obr. 3.6: Rozdelenie na štyri zhluky pri euklidovskej a manhattanskej vzdialenosti
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5. iterácia: Vid́ıme, že na obrázkoch je rozdielne najmä rozdelenie horných
splývajúcich

”
troch“ zhlukov, do dvoch zhlukov. Celkovo sa však rozloženie cen-

troidov skoro zhoduje.

DE DB

rC1 [1.533061, 1.922236] [1.557759, 1.883460]
rC2 [6.655655, 5.597244] [6.356996, 5.518841]
rC3 [10.506313, 1.279960] [10.461705, 1.284008]
rC4 [6.463715, 0.911274] [6.509043, 0.936033]
rC5 [2.101606, 6.836357] [1.678706, 7.188527]
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Obr. 3.7: Rozdelenie do 5-tich zhlukov pri daných vzdialenostiach

6. iterácia: Vid́ıme, že aj v tomto pŕıpade je trochu rozdiel v priradeńı objektov
do zhlukov.

DE DB

rC1 [7.577947, 5.367653] [7.533426, 5.285296]
rC2 [4.442112, 5.848289] [4.472114, 5.790735]
rC3 [6.468563, 0.902947] [6.476683, 0.939083]
rC4 [1.480049, 1.866707] [1.526487, 1.856788]
rC5 [1.430746, 7.269655] [1.530887, 7.266252]
rC6 [10.506313, 1.279960] [10.463303, 1.273382]
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Obr. 3.8: Rozdelenie do 6-tich zhlukov pri daných vzdialenostiach

7. iterácia: V tomto pŕıpade je počet požadovaných zhlukov nadhodnotený.
Vid́ıme, že niektorý zo zhlukov je rozdelený na dva menšie.
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DE DB

rC1 [6.5058 0.8416] [ 6.5050 0.7647]
rC2 [10.5263 1.3675] [10.4865 1.3616]
rC3 [0.9826 1.4072] [ 1.0688 1.5147]
rC4 [ 4.6069 5.9945] [ 4.5653 5.9135]
rC5 [1.4483 7.2711] [ 1.4132 7.2925]
rC6 [ 2.3211 2.9949] [2.3696 2.9354]
rC7 [7.5633 5.4380] [7.5453 5.4189]
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Obr. 3.9: Rozdelenie do 7-mich zhlukov pri daných vzdialenostiach

8. iterácia: Po aplikácii k-priemerov s rôznymi mierami vzdialenost́ı vid́ıme,
že sa rozdelenie ĺı̌si podstatne, najmä výberom zhlukov, ktoré rozdeĺı na menšie.
V tomto pŕıpade uvedieme len hodnoty 4 centroidov vzniknutých menš́ıch zhlu-
kov. Ostatné hodnoty centroidov sú skoro totožné s predchádzajúcim umiest-
neńım centroidov rovnakých zhlukov.

DE DB

rC1 [0.9826, 1.4072] [1.068831 1.514656]
rC2 [2.3190, 2.9857] [2.359467 2.935425]
rC3 [6.9193, 4.4518] [5.972957 0.228027]
rC4 [7.9207, 6.1010] [7.042229 1.516902]
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Obr. 3.10: Rozdelenie do 8-mich zhlukov pri daných vzdialenostiach
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Vel’mi výhodným pri určovańı kvality zaradenia daných objektov do určitého
počtu zhlukov je obrysový graf (angl. silhouette). Obrysové grafy vyjadrujú mie-
ry pŕıslušnosti jednotlivých objektov ku zhlukom (vid’ Fuzzy zhluková analýza
v podkapitole 1.2.2), pričom hodnoty sa pohybujú v rozmedźı od -1 do 1. Hodno-
ta miery pŕıslušnosti (silhouette value) s(i) pre každý objekt vyjadruje podobnost’

objektu s objektmi v spoločnom zhluku v porovnańı s ostatnými objektmi iných
zhlukov. Je definovaná vzt’ahom

s(i) =
b(i)− a(i)

max{a(i), b(i)} ,

kde a(i) = 1
nA

∑

a∈A d(a, i) je priemerná vzdialenost’ objektu i od ostatných ob-

jektov a spoločného zhluku A a b(i) = min{ 1
nC

∑

c∈C d(c, i); C 6= A} predstavuje

najmenšiu priemernú vzdialenost’ objektu i od objektov c iného zhluku C.

Uvedieme pár pŕıkladov obrysových grafov na generovaných dátach z pred-
chádzajúcej aplikácie. Napŕıklad pre k = 3 pri danom dátovom súbore s použit́ım
daných vzdialenost́ı dostávame:
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Obr. 3.11: Obrysové grafy pri daných mierach vzdialenost́ı pre k = 3

Vieme, že dátový súbor pozostáva zo 6 zhlukov a požadovaný počet centro-
idov sme v tomto pŕıpade podhodnotili. Vid́ıme, že hodnoty mier pŕıslušnosti
v jednotlivých zhlukoch nedosahujú ani krajnú hodnotu 1. Ak by sa približovali
krajnej hodnote, ǐslo by o pevné disjunktné zhlukovanie, vid’ obrázok 3.12
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Obr. 3.12: Obrysový graf disjunktných zhlukov pri euklidovskej vzdialenosti pre
k = 6
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Miery pŕıslušnosti bĺızke hodnote 0 vyjadrujú, že objekty môžu byt’ zaradené
do iného zhluku, teda priradenie nie je jednoznačné. Ako vid́ıme (obrázok 3.11),
v pŕıpade mannhattanskej vzdialenosti sú miery pŕıslušnosti menšie v porovnańı
s obrysovým grafom euklidovskej vzdialenosti, teda pri danej vol’be počtu zhlukov
sú výsledky t’ažšie interpretova tel’né. Š́ırka daných obrysov je takisto rozdielna,
čo môže byt’ d’aľśım ukazovatel’om nesprávneho zaradenia.

Záporné hodnoty indikujú nesprávne zaradenie daných objektov. V tomto
pŕıpade môžu predstavovat’ nesprávnu vol’bu počtu zhlukov. Ako ukazuje nasle-
dujúce porovnanie (obrázok 3.13), pri vol’be k = 6 sa hodnoty mier približujú
hodnote 1, čo predstavuje skoro jednoznačné priradenie objektov do zhlukov.
Analogicky pri vol’be mannhattanskej vzdialenosti sú miery pŕıslušnosti menšie,
dokonca v niektorých pŕıpadoch je hodnota miery pŕıslušnosti záporná.

Rovnaká š́ırka daných obrysov je vyjadreńım toho, že vzniknuté zhluky ob-
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Obr. 3.13: Obrysové grafy pri daných mierach vzdialenost́ı pre k = 6

sahujú približne rovnaký počet objektov. V našom pŕıpade vieme, že dáta boli
generované z rovnakých zhlukov, ktoré boli náhodne posunuté a v pŕıpade vol’by
k by sme za kvalitné a správne rozdelenie vybrali obrysový graf, ktorý má nielen
nadpriemerné hodnoty mier pŕıslušnosti, ale aj približne rovnaké š́ırky obrysov,
čo potvrdzuje obrázok 3.13. Všeobecne však neplat́ı, že každé optimálne rozde-
lenie do zhlukov by malo pozostávat’ zo zhlukov s rovnakým počtom objektov.
Pŕıkladom sú následujúce disjunktné dáta s rôznym počtom objektov v zhluku:
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Obr. 3.14: Obrysové grafy pri daných mierach vzdialenost́ı pre k = 6
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V pŕıpade, ked’ sme daný počet k nadhodnotili na k = 8, pozorovali sme
rozdelenie dvoch generovaných zhlukov na dva menšie. Z obrysového grafu na
obrázku 3.15 jasne vid́ıme, že vzniknuté zhluky sú úzke a ich miery pŕıslušnosti
sú nižšie v obidvoch pŕıpadoch.
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Obr. 3.15: Obrysové grafy pri daných mierach vzdialenost́ı pre k = 6

3.1.2 Aplikácia algoritmu k-priemerov++

Metóda k-priemerov, ktorá je súčast’ou množiny v Matlabe implementovaných
funkcíı, ponúka ako svoju súčast’ funkciu replicates, ktorú sme využ́ıvali pri dátach
v predošlej aplikácii algoritmu. Podstatou tejto funkcie je, že v nami určenom
počte opakovańı urč́ı množinu inicializačných centrier a z nich vyberie tie, ktorých
účelová funkcia S, vid’ vzorec (2.1), je minimálna.

V kapitole 2 sme predstavili algoritmus k-priemerov++ (vid’ Algoritmus 5),
ktorý je určený na eliminovanie vplyvu nevhodného výberu inicializačných cen-
tier. V následujúcich pŕıkladoch si ukážeme ako tento algoritmus pracuje na ge-
nerovaných dátach.

Implementácia algoritmu k-priemerov++

Algoritmus tvoria dve funkcie. Prvá vytvára množinu inicializačných centier a do
prostredia Matlabu bola implementovaná iným už́ıvatel’om. Zdrojový kód je možné
stiahnut’ na stránke [8]. Druhá funkcia rozdel’uje objekty do zhlukov a ide o sa-
motný algoritmus k-priemerov, ktorý vychádza z množiny inicializačných centier
prvej funkcie.

Algoritmus už́ıvatel’a predstavoval kompletnú implementáciu algoritmu k-prie-
merov++, z ktorej sme vyňali len inicializačnú fázu. Pôvodný algoritmus bol im-
plementovaný tak, že oproti štandardnej implementácii algoritmu k-priemerov
v Matlab-e, vyžadoval na vstupe transponovanú maticu dát. Preto sa v kóde obja-
vuje pri vstupe a výstupe inicializačnej fázy transponovanie vstupnej a výstupnej
matice. Uvedieme aj zdrojový kód (vid’ Ukážka kódu 3.3), pomocou ktorého sme
dospeli k vytvoreniu množiny inicializačných centier. Množina je označená pre-
mennou C. Dátová matica je označená premennou X a premennou D je označená
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matica vzdialenost́ı medzi objektami z X a najbližš́ım centrom z množiny C. Os-
tatné premenné sú len pomocné.

1 function [C] = i n i c i a l i z a c i a (X, k )

3 C = X(: ,1+round (rand∗( s ize (X, 2 )−1) ) ) ;
temp = ones (1 , s ize (X, 2 ) ) ;

5 for i = 2 : k
D = X−C( : , temp) ;

7 D = sqrt (dot (D,D) ) ;
C( : , i ) = X( : , find (rand < cumsum(D) /sum(D) , 1 ) ) ;

9 [ tmp , temp ] = max( bsxfun (@minus , 2∗ real (C’∗X) ,dot (C,C) . ’ ) ) ;
end

11
C=C’ ;

Ukážka kódu 3.3: Inicializačný algoritmus

Ukážka kódu 3.4 zobrazuje implementáciu algoritmu k-priemerov++. Výstu-
pom z našej implementácie je grafické znázornenie rozdelenia inicializačných cen-
tier prvej fázy spolu s výpisom ich súradńıc. Ďaľśım výstupom je farebne rozĺı̌sené
znázornenie rozdelenia objektov do zhlukov a opätovný výpis súradńıc iniciali-
začných centier, pri ktorom sme zistili, že inicializačné centrá sú vyberané tak
optimálne, že centrá zhlukov v druhej fáze algoritmu sa ĺı̌sia len v minimálnom
počte pŕıpadov a to dokonca len v stotinách alebo tiśıcinách.

Inicializačný algoritmus je vhodný nielen pre aplikáciu k-priemerov, ale vo
všetkých pŕıpadoch, kedy je potrebné predom určit’ k počiatočných centier.

ptsymb = { ’ bs ’ , ’ r ˆ ’ , ’md ’ , ’ go ’ , ’ c ˆ ’ , ’ yo ’ , ’ b . ’ , ’ r . ’ , ’m. ’ , ’ g . ’ , ’ c . ’ , ’ y .
’ , ’ bx ’ , ’ rx ’ , ’mx ’ , ’ gx ’ , ’ cx ’ , ’ yx ’ , ’ b+’ , ’ r+’ , ’m+’ , ’ g+’ , ’ c+’ , ’ y+’ } ;

2
k=21;

4 [ rC]= i n i c i a l i z a c i a ( r ’ , k ) ;

6 c l f ;
plot ( r ( : , 1 ) , r ( : , 2 ) , ’ c . ’ ) ;

8 hold on ;

10 plot ( rC ( : , 1 ) , rC ( : , 2 ) , ’ ko ’ , ’ MarkerSize ’ , 14 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
plot ( rC ( : , 1 ) , rC ( : , 2 ) , ’ kx ’ , ’ MarkerSize ’ , 14 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;

12 grid on

14 for x=1:k
s = sprintf ( ’%f %f ’ , rC(x , 1 ) , rC(x , 2 ) ) ;

16 disp ( s ) ;
end

18 disp ( ’ ’ ) ;
pause ;

20 [ rIDs , rC]=kmeans ( r , k , ’ Di s tance ’ , ’ s q euc l i dean ’ , ’ s t a r t ’ , rC) ;
gp lo tmatr ix ( r , r , rIDs ) ;

22
for x=1:k

24 s = sprintf ( ’%f %f ’ , rC(x , 1 ) , rC(x , 2 ) ) ;
disp ( s ) ;

26 end
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disp ( ’ ’ ) ;
28 c l f ;

for i = 1 : k
30 c l u s t = find ( rIDs==i ) ;

plot ( r ( c lu s t , 1 ) , r ( c lu s t , 2 ) , ptsymb{ i }) ;
32 hold on ;

end

34 plot ( rC ( : , 1 ) , rC ( : , 2 ) , ’ ko ’ , ’ MarkerSize ’ , 14 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;
plot ( rC ( : , 1 ) , rC ( : , 2 ) , ’ kx ’ , ’ MarkerSize ’ , 14 , ’ LineWidth ’ , 2 ) ;

36
grid on

Ukážka kódu 3.4: Algoritmus k-priemerov++

Generovanie dátového súboru

Pre algoritmus k-priemerov++ sme vytvorili nový súbor umelo vytvorených dát.
Každý objekt je poṕısaný dvomi kvantitat́ıvnymi premennými a je rozš́ıreńım
pôvodného súboru (Obrázok 3.1).

Výsledný dátový súbor pozostáva z 21 zhlukov. Každý zhluk je tvorený 500
objektmi a bol vytvorený pomocou skriptu 3.1. V našej implementácii je výsledná
matica dát označovaná premennou r. Grafický výstup dátového súboru zobrazuje
obrázok 3.16. Súbor tvorený dvojrozmernými dátami sme vybrali z dôvodu pre-
hl’adného grafického znázornenia.
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Obr. 3.16: Dátový súbor
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Výsledné pozorovania

Na obrázku je zachytený postupný vývoj vytvárania množiny inicializačných cen-
tier. Vid́ıme, že inicializačný algoritmus rozmiestňuje centrá rovnomerne medzi
všetky objekty. Výsledky sme porovnali s metódou k-priemerov, pričom bola
použitá funkcia replicates a dospeli sme k tomu, že k-priemerov potrebuje vykonat’

vždy viac iterácíı, aby bola účelová funkcia minimálna, pri metóde k-priemerov++

je počet iterácíı v druhej fáze, kedy je aplikovaný klasický algoritmus k-priemerov,
podstatne nižš́ı. Môžeme povedat’, že výsledky zhlukovania pomocou tohto algo-
ritmu patria k najkvalitneǰśım vzhl’adom k výslednej účelovej funkcii S, vid’ vzorec
2.1.
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Obr. 3.17: Inicializačné rozmiestnenie centier pri metóde k-priemerov++
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Takto vytvorené množiny inicializačných centier boli vstupom pre druhú fázu
algoritmu k-priemerov++. Na výsledných obrázkoch 3.18 dochádza k občasným
posunom centier oproti počiatočnému rozmiestneniu, hlavne pri nižšom počte
požadovaných počiatočných centrách. Posun nastáva z dôvodu, že inicializačné
rozmiestenie centier vychádza vždy z náhodne voleného prvého centra.
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Obr. 3.18: Finálne rozmiestnenie centier pri metóde k-priemerov++
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3.2 Reálne dáta

3.2.1 Popis dátového súboru

Dátový súbor s názvom BANK pozostáva zo 600 objektov, ktoré sú charakterizo-
vané 11-timi atribútmi. Každý objekt predstavuje zákazńıka banky. O zákazńıkovi
máme k dispoźıcii následujúce údaje:

vek (age) udáva vek daného zákazńıka banky. Ide o kvantitat́ıvnu premennú.

pohlavie (sex) udáva pohlavie daného zákazńıka banky. Ide o kategoriálnu pre-
mennú, rozlǐsuje pohlavie MUŽ (MALE) alebo ŽENA (FEMALE).

región (region) udáva oblast’, v ktorej má daný zákazńık trvalé bydlisko. Daný
údaj rozlǐsuje 4 typy oblast́ı: CENTRUM MESTA (INNER-CITY), MES-
TO (TOWN), VIDIEK (RURAL), PREDMESTIE (SUBURBAN)

pŕıjem (income) udáva objem pŕıjmu v USD.

rodinný stav (married) vyjadruje, či je daný zákazńık/-čka ženatý/vydatá.

deti (children) udáva počet det́ı. Ide o hodnoty z množiny {0, 1, 2, 3}.

auto (car) vyjadruje, či je daný zákazńık vlastńıkom auta alebo nie.

sporiaci účet (save account) vyjadruje, či daný zákazńık vlastńı tento typ
účtu.

bežný účet (current account) vyjadruje, či daný zákazńık vlastńı tento typ
účtu.

hypotéka (mortage) vyjadruje, či už banka poskytla tomuto zákazńıkovi hy-
potekárny úver.

PEP (personal equity plan) ide o daňovo privilegovaný investičný akciový
účet, ktorý slúži ako podpora vlastńıctva akcíı medzi širšou populáciou.
Údaj vyjadruje, či daný zákazńık vlastńı tento typ účtu.

3.2.2 Predspracovanie dát

Daný dátový súbor bolo potrebné predspracovat’, pretože obsahoval kategoriálne
premenné. Úpravy bolo potrebné urobit’ na všetkých atribútoch okrem veku,
pŕıjmu a počtu det́ı. Použili sme následujúce numerické označenie:

FEMALE=1, MALE=2
INNER-CITY=1, TOWN=2, RURAL=3, SUBURBAN=4

binárne hodnoty YES=1, NO=0
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3.2.3 Priebeh aplikácie algoritmu

Na predpripravené dáta sme aplikovali algoritmus k-priemerov pre rôzne hodnoty
k, ktoré sme postupne volili z množiny {2, ..., 9}. Pri každej aplikácii sme volili
ako výstup obrysový graf, ktorý je pri viac ako trojrozmerných dátach jedinou
možnou grafickou interpretáciou výsledných zhlukov. Zároveň nám poskytuje in-
formáciu o kvalite zaradenia jednotlivých objektov.

Pre k = 2, ..., 4 obrysové grafy ukázali značné rozdiely vo vytvorených zhlu-
koch. Tie bud’ obsahovali záporné hodnoty mier pŕıslušnosti vo vel’kom množstve,
čo naznačovalo zlé zaradenie objektov alebo obsahovali množstvo objektov s pod-
priemernou mierou pŕıslušnosti, čo naznačovalo, že dané objekty môžu byt’ za-
radené v inom zhluku, teda v tomto pŕıpade bolo potrebné zvýšit’ počet iniciali-
začných centier.

Pre k = 5 (obrázok 3.19(a)) vid́ıme, že dané zhluky obsahujú nerovnomerné
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Obr. 3.19: Obrysové grafy

rozdelenie objektov, pričom zhluk 3 je pŕılǐs malý v porovnańı s ostatnými zhluk-
mi. Navyše zhluky 2 a 4 obsahujú vel’ké množstvo podpriemerných hodnôt mier
pŕıslušnosti, čo nás vedie k domneniu, že dané hodnoty môžu tvorit’ d’aľśı zhluk.

Pre k = 7 (obrázok 3.19(b)) vid́ıme, že zhluky 6 a 7 sú v porovnańı s ostatnými
zhlukmi pŕılǐs malé, pričom pri detailneǰsej analýze daných objektov sme dospeli
k tomu, že sú výsledkom rozdelenia jedného zhluku na dva menšie a vel’mi po-
dobné zhluky.

Predchádzajúce pozorovania ukázali, že optimálnou vol’bou počtu iniciali-
začných centier je k = 6. Oproti predchádzajúcim rozdeleniam nedostávame
najvyššie priemerné hodnoty mier pŕıslušnosti, avšak obrysový graf poukazuje
na rovnomerné rozdelenie jednotlivých objektov do zhlukov. Zhluky neobsahujú
vel’a objektov s ńızkou hodnotou miery pŕıslušnosti, čo by naznačovalo, že zhluk
je nutné rozdelit’ na dva menšie. Na druhej strane neexistujú dva zhluky, ktoré
by bolo nutné spojit’. Vhodnost’ tohto výberu môžeme ukázat’ aj na pŕıklade si-
mulovaných dát. Ak porovnáme obrysové grafy 3.20 a 3.13, vid́ıme podobnosti
v separácii zhlukov. Graf simulovaných dát predstavuje určité optimum a graf
reálnych dát pre k = 6 predstavuje pribĺıženie sa tomuto optimu.

Záporné hodnoty sa vyskytujú aj v pŕıpade rozdelenia do šiestich zhlukov.
Ked’že sa jedná o reálne dáta, muśıme očakávat’, že jednotlivé výsledné zhluky
nebudú natol’ko homogénne ako pri simulovaných dátach. Dáta z reálneho sveta
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Obr. 3.20: Obrysový graf pre k = 6

obsahujú často odl’ahlé hodnoty, ktoré sa prejavujú v deformácii jednotlivých ob-
rysov a záporných hodnotách miery pŕıslušnosti.

V pŕıpade reálnych dát je v niektorých pŕıpadoch nevyhnutnou súčast’ou zhlu-
kovania dát ich normalizácia. Ide bud’ o normalizáciu jednotlivých atribútov alebo
normalizáciu celého dátového súboru. Aj v našom pŕıpade sme vyskúšali norma-
lizáciu najprv jednotlivých atribútov, kde sme skúšali normalizovat’ vek, pŕıjem
a počet det́ı, potom sme vyskúšali normalizáciu celého dátového súboru.

Experimenty ukázali, že normalizácia atribútov vek a počet det́ı s pone-
chańım ostatných hodnôt dát vôbec neovplyvňuje rozdelenie do zhlukov, ktoré
sme prezentovali.

Normalizácia atribútu pŕıjem dosiahla približne rovnaké rozdelenie ako pri
normalizácii celého súboru. Tento fakt vyjadruje dôležitost’ atribútu pŕıjem,
ktorý je hlavným atribútom ovplyvňujúcim rozdelenie do jednotlivých zhlukov.

Normalizáciou celého dátového súboru sme dosiahli horšie rozdelenie v po-
rovnańı s pôvodným dátovým súborom, ako vid́ıme na obrázku 3.21. Vid́ıme, že
miery pŕıslušnosti v jednotlivých zhlukoch sú značne rozdielne. Takisto, čo sa
týka interpretácie vzniknutých zhlukov, vzájomná heterogenita zhlukov nebola
výrazná. V konečnom dôsledku sme pre interpretáciu výsledkov zvolili rozdelenie
do zhlukov pôvodného súboru.
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Obr. 3.21: Obrysový graf pre normalizovaný dátový súbor, k = 6
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Obr. 3.22: Obrysové grafy pri normalizovańı atribútu plat vydeleńım hodnôt
atribútu hodnotou 1000 (vyjadrenie platu v desiatkach tiśıcov)

Ako d’aľśı experiment sme skúsili normalizovat’ hodnoty atribútu plat vy-
deleńım hodnotou 1000, č́ım sme dostali vyjadrenie platov v desiatkach tiśıcov.
Obrázok 3.22 zobrazuje obrysové grafy pre vyskúšané hodnoty k. Môžeme vidiet’,
podobne ako pri normalizácii celého dátoveho súboru, deformáciu jednotlivých
obrysov. V porovnańı s pôvodnými dátami, aj v tomto pŕıpade sa ukazuje byt’

optimálnou hodnotou k = 6. Dôvodom, prečo sme sa rozhodli tieto výsledky
nepoužit’ pri výslednej interpretácii je, že výsledné obrysy obsahujú často viac
ako polovicu prvkov s podpriemernou mierou pŕıslušnosti k zhluku, v ktorom sa
nachádzajú. Tieto hodnoty priemerných mier pŕıslušnosti sa pohybujú v okoĺı
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hodnoty 0.6. To sa na jednotlivých grafoch (3.22) prejavuje ostro skosenými ob-
rysmi, čo odporuje optimálnemu tvaru obrysov.

3.2.4 Interpretácia výsledkov

Rozdelenie do šiestich zhlukov prinieslo viacero zauj́ımavých pozorovańı. Ako bolo
spomenuté, výrazným separačným atribútom bol pŕıjem, ktorý je významným
ukazovatel’om v charakterizácii jednotlivých zhlukov. Výsledné rozdelenie zhlukov
môžeme označit’ za rozdelenie do platových skuṕın. Rozdelenie počtu jednotlivých
objektov do zhlukov je navyše pomerne rovnomerné ako zobrazuje graf na obrázku
3.23.
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Obr. 3.23: Graf počtu objektov priradených do zhlukov

Zhluk 1

Daný zhluk predstavuje skupinu 118 zákazńıkov banky, ktorých pŕıjem sa po-
hybuje v intervale 〈13950.4, 20114〉. Reprezentant tohto zhluku (centroid) má
následujúce hodnoty:

age sex region income married children
32.82 1.49 1.75 16826.54 0.73 0.32
car save account current account mortage pep
0.48 0.59 0.75 0.36 0.41

Vek osôb prislúchajúcich tomuto zhluku je rôznorodý, minimálny vek je 18
rokov, najstarš́ım klientom je 58 ročný zákazńık. V približne rovnakom pomere
sú zastúpené obe pohlavia, žien je 60, mužov je 58.

Ako vid́ıme z hodnôt reprezentanta pri regióne, môžeme predpokladat’, že
zhluk pozostáva prevažne z obyvatel’ov miest a ich centier. Početnosti jednotlivých
oblast́ı potvrdzujú naše pozorovanie, 64 klientov pochádza z centier miest, 30
klientov je všeobecne z miest, 14 klientov pochádza z vidieka a 10 klientov má
trvalé bydlisko na predmest́ı.

86 klientov má založené rodiny a len 32 klientov má rodinný stav slobodný.
Čo sa týka počtu det́ı, tam aj napriek vysokému počtu manželstiev je pomer
bezdetných klientov a klientov s počtom det́ı 1 až 3 porovnatel’ný. 66 klientov má
aspoň jedno diet’a, zvyšok je bezdetných. Táto informácia môže súvisiet’ práve
s ńızkym pŕıjmom, kde vid́ıme, že priemerný pŕıjem je okolo 16000, čo predstavuje
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druhý najnižš́ı pŕıjem klientov v rámci 6-tich zhlukov.
Približne polovica, 61 klientov, vlastńı auto, 57 klientov ho nevlastńı. Sporiaci

účet využ́ıva len 48 klientov, ale bežný účet využ́ıva 80 klientov. 75 klientov ešte
nevyužilo hypotekárny úver, ktorý banka poskytuje a porovnatel’né je to aj s pep
účtom, ktorý využ́ıva len 48 klientov.

Zhluk 2

Tento zhluk pozostáva z 81 klientov banky, ktoŕı predstavujú skupinu s najnižš́ım
pŕıjmom. Jeho hodnoty sa pohybujú v intervale 〈5014.21, 13864.6〉.

age sex region income married children
24.90 1.53 1.88 11000.85 0.58 0.36
car save account current account mortage pep
0.37 0.65 0.81 0.30 0.27

Reprezentant zhluku zastupuje mladú generáciu klientov vo veku okolo 24 rokov,
čo skutočne vystihuje túto skupinu. Na rozdiel od predošlého zhluku môžeme po-
vedat’, že tentokrát pozorujeme väčšiu homogenitu vekovej kategórie. Keby sme
to interpretovali pomocou najnižšej a najvyššej hodnoty, nebolo by to správne,
pretože zhluk zahŕňa aj klienta s vekom 50 rokov, čo je hodnota výrazne sa od-
lǐsujúca od ostatných. Miera pŕıslušnosti tohoto klienta je však 0.8138. Teda opät’

sa potvrdzuje, že atribút vek nehrá najdôležiteǰsiu rolu v rozdeleńı do zhlukov.
Menšie zastúpenie v tomto zhluku majú ženy, je ich 38. Mužov je 43. Oproti

zhluku 1 priemerná hodnota vyjadrujúca zastúpenie oblast́ı trvalého bydliska je
vyššia, o čom svedčia aj početnosti jednotlivých oblast́ı: len 1

4
klientov býva bud’

na vidieku alebo v predmestských častiach, zatial’ čo v pŕıpade prvého zhluku to
bola len 1

5
klientov. Porovnatel’ný fakt je v rozdeleńı klientov v mestách, tak ako

aj v prvom zhluku, 2
3
klientov býva v centrách miest.

Viac ako polovica klientov je v manželskom zväzku, 47 klientov. Zauj́ımavé
v tomto pŕıpade sú údaje o počte det́ı, kde 33 klientov je bezdetných, pričom
neplat́ı rovnost’ slobodný = bezdetný, 20 klientov má 2 deti a 1 diet’a má len 18
klientov. Zákazńıkov s 3 det’mi je iba 10.

Vzhl’adom k ńızkemu pŕıjmu je očakávané, že väčšina klientov nevlastńı au-
tomobil. Z 81 klientov vlastńı auto len 30 klientov.

Približne 2
3
klientov má zriadený sporiaci účet, čo predstavuje 53 klientov

a len 15 z tejto skupiny klientov nevyuž́ıva bežný účet v banke. Hypotekárne
úvery využilo len 25 klientov, všetci však využ́ıvajú obidva typy predošlých účtov
a väčšinou ide o klientov, ktoŕı majú aspoň jedno diet’a. Posledný typ účtu
využ́ıvajú prevažne slobodńı klienti, počet klientov je však vel’mi ńızky, len 22
z 81 využ́ıva tento typ účtu.

Zhluk 3

Tret́ı zhluk je tvorený skupinou 105 l’ud́ı, ktorých pŕıjem sa pohybuje v inter-
vale 〈27417.6, 35263.5〉. V rámci rozdelenia do platových skuṕın, ide o skupinu
s priemernou výškou pŕıjmu.
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age sex region income married children
45.74 1.42 1.95 30858.03 0.63 0.37
car save account current account mortage pep
0.58 0.68 0.75 0.39 0.51

Ide o staršiu generáciu prevažne klientov okolo 40 až 50 rokov, i ked’ opät’

tu nájdeme odl’ahleǰsie hodnoty veku. Minimálny vek tejto skupiny je 30 rokov
a maximálny až 67 rokov. Môžeme však potvrdit’, že centroid zhluku dostatočne
vekovo vystihuje túto skupinu.

V tejto skupine klientov dominujú najmä ženy, v porovnańı s mužmi je ich
počet 66. Rovnako ako v zhluku 2, 1

4
klientov býva na vidieku a na predmest́ı,

pomer klientov v mestečkách a v centrách miest je však v tomto pŕıpade skoro
porovnatel’ný. 42 klientov udáva INNER-CITY ako ich región a 36 klientov TO-
WN.

Rodinný stav ženatý/vydatá uvádzajú takmer 2
3
klientov. V približne rovna-

kom pomere sa v tejto skupine nachádzajú klienti s aspoň jedným diet’at’om. 27
klientov má jedno diet’a a klientov s dvomi a tromi det’mi je rovnako 18. Teda
skupina pozostáva najmä z rod́ın s viac ako 1 diet’at’om. Bezdetných klientov je
42.

Vid́ıme, že priemerná hodnota vyjadrujúca vlastńıctvo automobilu je 0.5809.
Predpokladáme, že tento údaj súviśı s vyšš́ım počtom klientov s aspoň jedným
diet’at’om. Takisto je tento údaj ovplyvnený vyšš́ım pŕıjmom v porovnańı s pre-
došlými zhlukmi.

V tejto skupine klientov pozorujeme vyšš́ı záujem o využ́ıvanie sporiacich
účtov. 71 klientov využ́ıva tento typ účtu a 79 klientov má zriadený bežný účet
v banke. Takisto v porovnańı s predošlými zhlukmi sú využ́ıvané vo vyššej miere
hypotekárne úvery. O posledný typ účtu má záujem viac ako polovica klientov.

Zhluk 4

Túto skupinu 91 klientov môžeme charakterizovat’ ako skupinu s nadpriemerným
pŕıjmom v rámci našich zhlukov. Pŕıjem daných klientov sa pohybuje v intervale
〈35610.5, 46633〉.

age sex region income married children
52.86 1.55 1.91 40308.17 0.66 0.34
car save account current account mortage pep
0.53 0.82 0.79 0.32 0.46

Veková kategória tohoto zhluku je generáciou prevažne pät’desiatnikov. Veko-
vo aj pŕıjmovo by sme hierarchicky mohli tento zhluk zaradit’ za skupinu klientov
z tretieho zhluku. Ak si všimneme interval pŕıjmu, skoro úplne nadväzuje na pre-
došlý interval.

V tomto zhluku majú väčšie zastúpenie muži. Rozdiel však nie je vel’ký, 50
klientov sú muži a 41 klientov predstavujú ženy. Hodnoty oboch centroidov pri
atribúte región sú porovnatel’né, dokonca zastúpenie klientov na vidieku a v pred-
mestských častiach je rovnaké. Táto skupina klientov preferuje viac centrá miest.

Aj v tomto zhluku je len 1
3
slobodných klientov. Celkovo 43 klientov nemá

diet’a a počet klientov s dvomi det’mi je 19, čo je viac ako klientov s jedným
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diet’at’om, ich počet je 16 a viac ako klientov s tromi det’mi, ich počet je 13.
Automobil vlastńı 48 klientov, pričom 43 klientov auto nemá. Pozorujeme

však, že skoro vo všetkých pŕıpadoch klienti vlastniaci automobil majú zriadený
aj sporiaci účet v banke. V tomto pŕıpade však vôbec túto hodnotu neovplyvňuje
počet det́ı a nemôžeme tvrdit’, že každý klient s aspoň jedným diet’at’om auto
vlastńı.

Sporiaci účet je využ́ıvaný vo vel’mi vel’kej miere. Tento zhluk je druhým zhlu-
kom spomedzi všetkých, ktoŕı najviac využ́ıva tieto služby banky. Podobne je to
aj s využit́ım bežného účtu, o čom svedč́ı aj hodnota atribútu centroidu 0.7912.
Hodnota využitia hypotekárnych úverov je porovnatel’ná so zhlukom 2. Približne
2
3
klientov nevyužilo tento produkt. Záujem o posledný typ účtu má menej ako

polovica klientov tejto skupiny.

Zhluk 5

Tento zhluk tvoŕı najväčšiu skupinu klientov banky, ide o 141 klientov, ktorých
pŕıjem sa pohybuje v intervale 〈20236.2, 27056.5〉.

age sex region income married children
42.40 1.53 1.97 23607.25 0.67 0.29
car save account current account mortage pep
0.47 0.57 0.70 0.35 0.43

Podl’a veku nemôžeme presne charakterizovat’ túto skupinu, pretože klienti
tohoto zhluku zastupujú všetky vekové kategórie. Minimálny vek klienta je 23 ro-
kov, maximálny 67 rokov. Skôr by sme mohli povedat’, že ide o pracujúcu vrstvu
s mierne podpriemerným pŕıjmom.

Obidve pohlavia majú skoro rovnaké zastúpenie, mužov je 74 a žien 67, čo
nepredstavuje vel’ký rozdiel. Zauj́ımavým faktom však je, že počet skuṕın klien-
tov s bydliskom v centrách miest (INNER-CITY) je 53, čo je rovnaká hodnota
ako počet klientov s bydliskom v mestách (TOWN). Na vidieku žije 21 klientov
a v predmestských častiach len 14.

Opät’ okolo 2
3
klientov je v manželskom zväzku. Zhluk sa vyznačuje najnižšou

hodnotou atribútu deti centroidu. 70 klientov má viac ako jedno diet’a a až 71 je
bezdetných.

Analogicky predpokladáme s výškou pŕıjmu pokles počtu klientov, ktoŕı vlast-
nia automobil, čo je podobný ukazovatel’ ako v pŕıpade zhlukov 1 a 2.

Sporiaci účet využ́ıvajú 4
7
klientov tejto skupiny. V rámci všetkých zhlukov

môžeme charakterizovat’ túto skupinu ako klientov, ktoŕı majú najmenš́ı záujem
o bežné účty ponúkané bankou. Hypotekárne úvery využ́ıva 1

3
z nich. PEP účet

využ́ıva 61 klientov.

Zhluk 6

Tento zhluk tvoŕı 64 klientov banky a patŕı medzi najmenš́ı zhluk. Pŕıjem kli-
entov tejto skupiny je nadpriemerný a najvyšš́ı. Hodnoty pŕıjmov sa pohybujú
v intervale 〈46870.4, 63130.1〉.
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age sex region income married children
61.80 1.48 2.13 53141.55 0.66 0.39
car save account current account mortage pep
0.53 1 0.80 0.33 0.73

Veková kategória tohoto zhluku je vel’mi dobre poṕısatel’ná aj pomocou hra-
ničných hodnôt. Minimálny vek klienta tejto skupiny dát je 52 rokov, maximálny
67. V tomto pŕıpade dostávame presne definovatel’nú vekovú skupinu, ktorú mô-
žeme nazvat’ generáciou klientov pred dôchodkovým vekom alebo v dôchodku.

Pohlavie je opät’ skoro rovnomerne zastúpené. Žien je 33 a mužov 31. Región
sa tiež podstatne odlǐsuje od predošlých zhlukov, viac ako 1

3
klientov dáva pred-

nost’ bývaniu na vidieku a v predmestských častiach.
Pomer rodinných stavov je rovnaký ako u predošlých zhlukov. Opät’ 1

3
je slo-

bodných a 2
3
majú založené rodiny.

V porovnańı s ostatnými zhlukmi, tento sa vyznačuje najvyšš́ım pomerom
klientov s aspoň jedným diet’at’om v porovnańı s bezdetnými klientmi. Prevažne
tu patria klienti s dvomi det’mi.

Viac ako polovica vlastńı automobil, čo je zauj́ımavé v porovnańı s inter-
pretáciou počtu vlastńıkov áut v predošlých zhlukoch. Pŕıjem klientov je vysoký,
ale zjavne si peniaze radšej nechávajú na sporiacom účte, pretože ako jediný zhluk
má 100% klientov využ́ıvajúcich tento typ účtu.

Približne 1
5
má zriadený bežný účet a 1

3
využila hypotekárny úver. Výrazne

vysoký záujem tejto skupiny klientov je o PEP účet, až 47 klientov.

Zhrnutie

Analýza BANK dátového súboru priniesla zauj́ımavé pozorovania. Jednoznačné
rozdelenie môžeme sledovat’ v rozdeleńı pŕıjmov. Jednotlivé intervaly charakteri-
zujúce pŕıjmy šiestich skuṕın na seba nadväzujú a na prvý pohl’ad je aj z výsledkov
jasné, že atribút pŕıjem zohral v zhlukovańı najpodstatneǰsiu rolu. Podl’a pla-
tových skuṕın by sme dostali následujúce usporiadanie zhlukov: 2,1,5,3,4,6.

Ďaľśım atribútom, podl’a ktorého by sme mohli vytvorit’ určitú hierarchiu
týchto zhlukov je atribút vek. V tomto pŕıpade už rozdelenie nie je až tak jed-
noznačné. Vid́ıme, že zhluky 3 a 5 zahŕňajú skoro podobné vekové skupiny, ak
porovnáme hodnoty centroidov. V skutočnosti však zhluk 5, ako sme popiso-
vali, zahŕňa všetky vekové kategórie a rozdiel medzi najmladš́ım a najstarš́ım
klientom tohoto zhluku je 44 rokov. Ostatné vekové skupiny zahŕňajú približne
klientov v rozmedźı 10 rokov. Usporiadanie podl’a vekových skuṕın je totožné
s predchádzajúcim, čo ukazuje, že vek zohral tiež určitú rolu v zhlukovańı.

Ostatné atribúty dotvárali konečné výsledky zhlukovania, ale neboli zanedba-
tel’né. Pri interpretácii jednotlivých zhlukov sme našli niektoré súvislosti, ktoré
sme vyššie poṕısali. Zauj́ımavým pozorovańım je, že sporiace účty využ́ıvajú
najmä skupiny s ńızkym pŕıjmom alebo skupiny z najvyšš́ım pŕıjmom. V najväčšej
miere však sporiace účty využ́ıva skupina 24 ročných klientov, ktorá predstavu-
je študentov, pŕıpadne zač́ınajúce rodiny a je pochopitel’né, že takéto produkty
preferujú.
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Záver

Zhluková analýza, ako štatistická discipĺına, zahŕňa široké spektrum metód a al-
goritmov použ́ıvaných pri zhlukovańı dát. S postupom času vznikajú stále novšie
metódy, ktoré bud’ určitým spôsobom nadväzujú na tradičné algoritmy, teda vzni-
kajú rôzne modifikácie, ktoré sú efekt́ıvneǰsie a rýchleǰsie, alebo vznikajú celkom
nové algoritmy.

V tejto bakalárskej práci som sa zamerala na tradičnú metódu k-priemerov,
ktorá je jednou z najbežneǰśıch a najznámeǰśıch metód zhlukovej analýzy. Moj́ım
ciel’om bolo uviest’ čitatel’a do problematiky zhlukovej analýzy, ktorá je však
omnoho obš́ırneǰsia, než zahŕňa táto práca. Úvodné kapitoly by mali predsta-
vit’ rôzne postupy zhlukovania, ktoré sa v praxi použ́ıvajú a umožňujú na základe
teoretického podkladu lepšie porozumiet’ praktické aplikácie algoritmov zhluko-
vej analýzy. Pre úplné pochopenie práce algoritmu som zvolila aplikáciu na si-
mulovaných dátach, ktoré sú pre grafické znázornenie najvhodneǰsie. Vhodným
pŕınosom sú aj ukážky kódu implementované v prostred́ı matematického softvéru
Matlab, ktoré doṕlňajú zrozumitel’nost’ popisovaných výsledkov.

V reálnom svete môže zhluková analýza dát odhalit’ zauj́ımave pozorova-
nia a nečakané súvislosti, ktoré bežným skúmańım nie sú pozorovatel’né. Na
finančných dátach som demonštrovala postup zhlukovania, ktorého výsledkom
bolo niekol’ko zauj́ımavých skutočnost́ı, ktoré sú interpretované a diskutované
v predchádzajúcej kapitole.

Téma bakalárskej práce bola zauj́ımavá, pretože teoretické znalosti doṕlňa
praktickou aplikáciou metódy, ktorá celej práci dodáva zrozumitel’nost’ a pomáha
pochopit’ danú problematiku. So spracovávanou problematikou som bola nako-
niec vel’mi spokojná a mysĺım si, že výsledná práca predstavuje ucelený pohl’ad
na metódu

”
k-means“ a jej aplikáciu v praxi.
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ha: Profesional Publishing, 2007. ISBN 978-80-86946-26-9

[7] Bassi, I., De Poi, P. Measuring multifunctional (agritouristic) characteri-
zation of the territory.
http://infoagro.net/shared/docs/a5/19.pdf, stav z 8. 11. 2010

[8] Laurent, S. k-means++.
http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/28804-k-
means++, stav z 24. 7. 2011

48



A. Teória grafov - základné
pojmy

Graf ako matematickú štruktúru využ́ıva v zhlukovej analýze množstvo aplikácíı.
V tejto kapitole zadefinujeme najdôležiteǰsie pojmy z teórie grafov, s ktorými sme
sa stretli v predchádzajúcich kapitolách.

Defińıcia. Grafom G = (V,E) nazývame usporiadanú dvojicu množ́ın V = {vi}
a E = {ei}, kde V je neprázdna konečná množina vrcholov vi grafu a E je
množina dvojprvkových podmnož́ın (vi, vj) množiny V , kde i, j = 1, ..., n a i 6= j.
Prvky množiny V nazývame vrcholy grafu a prvky množiny E nazývame hrany

grafu.

V zhlukovej analýze je množina V = {vi} najčasteǰsie reprezentovaná objek-
tami zhlukovania. V našom pŕıpade to budú centrá zhlukov.

Defińıcia. Graf G = (V,E) nazveme orientovaný, ak E je množina usporia-
daných dvoj́ıc typu (vi, vj), kde vi 6= vj, nazývaných orientované hrany grafu.

Defińıcia. Graf G = (V,E) nazveme neorientovaný, ak E je množina neusporia-
daných dvoj́ıc typu {vi, vj}, kde vi 6= vj, nazývaných hrany grafu.

Dôležitým druhom grafu je strom. Túto štruktúru využ́ıvajú mnohé zhlu-
kovacie metódy. Stromy sa využ́ıvajú na reprezentáciu hierarchických databáz
a v mnohých komunikačných, či distribučných siet’ach za účelom zobrazenia stro-
movej štruktúry.

Defińıcia. Strom T = (V,E) je neprázdny súvislý graf bez kružńıc.

Defińıcia. Les je graf, ktorého komponentmi sú stromy.

Defińıcia. Súvislým grafom nazývame (neorientovaný) graf, v ktorom plat́ı, že
pre každé dva vrcholy vi, vj existuje aspoň jedna cesta z vi do vj.

Defińıcia. Kružnica je graf Cn = (V,E), kde V = {v1, ..., vn} a E = {e1, ..., en}
a plat́ı:

• orientovaný graf
ei = (vi, vi+1), i = 1, ..., n− 1 a en = (vn, v1)
každý vrchol orientovanej kružnice má vstupný i výstupný stupeň rovný 1

• neorientovaný graf
ei = {vi, vi+1}, i = 1, ..., n− 1 a en = {vn, v1}
každý vrchol neorientovanej kružnice má stupeň 2

Defińıcia. Graf neobsahujúci žiadnu kružnicu nazývame acyklickým grafom.

Defińıcia. Graf G sa nazýva ohodnotený, ak každej hrane ei je priradené nejaké
č́ıslo wi ∈ R
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Defińıcia. Úplný graf označuje taký neorientovaný graf, v ktorom sú každé dva
vrcholy spojené hranou.

Defińıcia. Kostra grafu G = (V,E) je taký jeho podgraf H, ktorý je stromom
a zároveň množina vrcholov grafu H je totožná s množinou vrcholov grafu G
a V (H) = V (G). V grafe G = (V,E) existuje kostra práve vtedy, ak G je súvislý.

Defińıcia. Minimálna kostra grafu je kostra ohodnoteného grafu, ktorá má naj-
menšie ohodnotenie hrán spomedzi všetkých kostier grafu.
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