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1. Uvod

1. Uvod

Otazka rozhodnutelnosti, tj. otdzka, zda existuje algoritmus, ktery by byl
schopen rozhodnout o platnosti kazdé prvotddové predikatové formule, se
dostala na vyslun{ pozornosti matematikd ve dvacatych letech minulého sto-
leti. Spolu s ni byla zkoumana i rozhodnutelnost druhofddovych formuli
a obecné jakéhokoli matematického tvrzeni. Souhrnné byly tyto otazky ozna-
Covany jako Hilberttv Entscheidungsproblem a jesté roku 1930 Hilbert véfil
v jejich kladné feseni. Roku 1936 vSak Alonzo Church ukdzal, Zze samotnd
predikdtova logika prvniho fddu je nerozhodnutelnd, a téhoz roku pak Alan
Turing pfedstavil dnes jiz klasicky nerozhodnutelny problém, problém zasta-
veni. Oba pfi tom ve svych pracech vyuzili myslenek, které formuloval Kurt
Godel ve svém ditkazu netplnosti aritmetiky.

V otdzce rozhodnutelnosti zakladnich aritmetickych struktur pfinesl prvni
vyznamny vysledek Mojzesz Presburger, ktery roku 1929 dokazal rozhod-
nutelnost pfirozenych Cisel s operaci s¢itani a konstantami 0 a 1. Nicméné
hned nasledujiciho roku vyplynulo z Godelovych vysledki, Ze tatdz struk-
tura vletné operace nasobeni jiz rozhodnutelnd byt nemize. Tim byla zaro-
veni vyfesena i otazka rozhodnutelnosti &isel celych, nebot’ pojem pfirozeného
Cisla je v této struktufe definovatelny (viz kapitolu 4.2), a tak je mozno v ce-
lych &islech reformulovat kazdou aritmetickou sentenci. Na druhou stranu
roku 1939 dokazal Alfred Tarski, ze teorie redlnych Cisel pripousti eliminaci
kvantifikatord a prislusna struktura redlnych &isel je rozhodnutelnd. Racio-
nalni &isla, lezici alesponi co do inkluze mezi Cisly pfirozenymi a redlnymi,
tak zistala poslednim elementarnim Ciselnym oborem s otevienou otazkou
rozhodnutelnosti. Negativni odpovéd na tuto otazku pak pfinesla ve své di-
sertaci Julia Robinson [Robg49], kterd ukizala formuli definujici mnozinu
prirozenych Cisel ve struktufe raciondlnich &isel s nulou, jednic¢kou, s¢itdnim
a nasobenim,

Robinsonové konstrukce je nicméné zalozena na platnosti nékolika teorému
z vysoce pokrocilé teorie Cisel. Cilem této prace je tedy dokazat co mozna
nejvetsi ¢dst této konstrukce za pouZiti pouze elementarnich prostfedk, na-
znacit mozné zpusoby dikazu zbylé neelementdrni Cisti a popsat k tomu
potfebny matematicky aparat.

V kapitolach 2-5 budou vybudoviny jednotlivé prerekvizity potfebné
k celkovému dikazu. Vlastni konstrukce pak je obsahem 6. kapitoly, pfi-




1. Uvod

tems dvé lemmata zde budou dokézéna jen z poloviny. Nésledujici kapitola
pak nabizi nékolik moznosti doplnéni ditkazu a zavéreéna 8. kapitola nazna-
Zuje jednu z cest k plnému dikazu nerozhodnutelnosti struktury raciondlnich

Cisel.
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2. Struktury a definovatelnost

2.1. Struktury

Strukturou nad jazykem L (zkrdcené L-strukturou) budeme rozumét libo-
volnou neprdzdnou mnoZinu spolu s realizacemi viech relaénich a operaé-
nich symbolii jazyka L na této mnoziné. V dal3im textu budou hrat ustfedni
roli struktury nad tzv. aritmetickym jazykem {0,1,+,}, tj. struktury s kon-
stantami nula a jedna a s operacemi s¢itani a ndsobeni. Jde zejména o Ctyfi
zakladni ¢iselné obory: strukturu N ptirozenych Cisel véetné nuly, Z celych,
Q raciondlnich a R redlnych ¢isel. Dulezitou tlohu v tomto textu textu pak

také sehraji dvé obecné tfidy struktur nad aritmetickym jazykem.

Definice. Strukturu nad aritmetickym jazykem nazveme obor integrity, jestlize
operace scitdni a nasobeni jsou komutativni a asociativni, O je neutrdlni pr-
vek viiéi s¢itdani, 1 viici ndsobeni, ndsobeni je distributivni vzhledem ke scitdni

a ddle plati ndsledujici t¥i formule.

0#1
(Va)(3bja+b =0
(Va,b}(a-b=0—(a=0Vb=0))

Definice. Strukturu nad aritmetickym jazykem nazveme téleso, jestlize je obo-

rem integrity a navic v ni plati formule
(Va #0)(3b)a-b=1.

Inverzni prvek k prvku a vzhledem ke s¢itdni budeme znacit —a a inverzni
prvek vzhledem k nasobeni a=' nebo ‘:1'

Z definic je patrné, Ze struktury Q a R jsou télesa, Z téleso neni, ale je
oborem integrity, a N nenfi ani obor integrity. Dal§im klasickym ptikladem
téles jsou napf. struktury Z/pZ zbytkovych té{id vzhledem k prvociselnému

modulu p.

2.2. Definovatelnost ve strukturach

Definice. Necht’ S je L-struktura s nosicem S. Mnozina A C S je defino-
vatelnd v S, existuje-li L-formule s jednou volnou promeénnou @(x) takovd,

ze

(Vae Si{ae A=Sk pld]).
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Jako priklady definovatelnych mnozin a prislunych definujicich formuli
lze uvést formuli (3y)x =y -y, kterd definuje nezdpornd isla v R, formuli

(Vy)x +y = y definujici mnoZinu {0} ve strukturach N, Z, Q i R ¢&i formuli
Fy)x=1+1+y) &VW)((F)x=2-y) = y=1Vy=x)),

ktera definuje prvocisla v N.
V dalsim textu bude ptedvedena formule definujici pfirozend Cisla ve
struktute celych &isel a zejména pak formule, kterd definuje ptirozena cisla

v &slech racionalnich a ktera bude pointou celé prace.
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3. Kvadraticka rezidua

3.1. Umluva o znaceni

V tomto textu bude pouzivano klasické aritmetické znaceni. a = b (mod m)
oznacuje skutenost, Ze a je kongruentni s b modulo m, tj. Ze existuje celé
&slo n takové, e plati a = b+nm. a | b vyjadiuje, ze b je délitelné Cislem a,
tedy Ze existuje celé &islo n tak, Ze plati b = na. Tradicnim symbolem (a,b)
budeme oznacovat nejvétsi spoleény délitel &isel a a b, tedy specidlné formule
(a,b) = 1 vyjadtuje fakt, ze &isla a a b jsou nesoudélna. Stejnym symbolem
budou nicméné znaleny i vektory a oteviené intervaly. Z kontextu viak bude
vidy ziejmé, v jakém smyslu je tento symbol pravé uZit, a nemélo by tak
nikdy dojit k nedorozuméni. Pod pojmem prvodislo budeme rozumét vidy
pouze pfirozené &islo vétsi nez 1, jehoZ délitelem je pouze jednicka a ono
samo, a to i kdyZ se budeme pohybovat v oboru celych ¢isel nebo v jakékoli

jiné &iselné struktufe.

Ve zbytku této kapitoly vybudujeme pojem kvadratického rezidua a doka-
seme nékolik souvisejicich vét, které povedou k zékonu kvadratické recipro-
city.

Tato kapitola spolu s kapitolou nésledujici vychazi ze znaéné miry z knihy
[Davsz].

3.2. Kvadraticka rezidua

P#i studiu kvadratickych rezidui se budeme zabyvat otdzkou, pro jakéd a pri

pevné zvoleném prvociselném modulu p existuje x takové, ze plati

x> =a (mod p),
tedy jaka &isla jsou &tverci v télese Z/pZ. Takova &isla oznadime za kvadra-
tickd rezidua, pfi¢em? z praktickych divodd se v naSich dvahach nebudeme
zabyvat &slem 0, ackoli je pro néj vyse uvedend rovnice trivialné Fesitelna.

Nisledujici tabulka uvadi jako pfiklad vSechny mozné Ctverce modulo 11.

x 12345678910
x2 1 4 9533594 1

Je tedy patrné, ze &isla 1, 3,4, 5 a 9 jsou kvadratickymi rezidui modulo 11,
naproti tomu &isla 2, 6,7, 8 a 10 jsou tzv. kvadratickd nonrezidua.




3. Kvadratickd rezidua

Pfi studiu feSitelnosti vyse uvedené rovnice se ukdze jako velmi uZite¢ny
nastroj pojem primitivniho kofene. Pfipomenime tedy nejprve nékolik za-
kladnich pojmi. Rddem nenulového prvku a v télese Z/pZ budeme rozumét
nejmensi prirozené Cislo n takové, ze a™ = 1 (mod p). Je zfejmé, ze tad kaz-
dého ¢&isla je nejvyse p—1, nebot’ dle malé Fermatovy véty a®~! = 1 (mod p).
Navic pro kazdé prvocislo existuje tzv. primitivni koren, jehoZ fdd je pravé
p — 1. Primitivni kofeny budeme déle oznacovat pismenem g. Lze snadno na-

hlédnout, 7e v posloupnosti g, g%, g3,...,g? !

(mod p) jsou kazda dvé ¢isla
rizn, jelikoz gP~! je prvnim prvkem z této posloupnosti, ktery je kongru-
entni s 1. Zaroven se v ni nemlze objevit Cislo 0. Tato posloupnost je tedy
permutaci posloupnosti 1,2,...,p—1akazdému ¢islu 1 € a < p—1 tak mi-
zeme jednoznacné pridélit index « vzhledem k primitivnimu kofenu g tak,
aby platilo a = g* (mod p). Jednim z primitivnich kofeni pro prvocislo 11
je 2, a rezidua modulo 11 tak miZeme oindexovat nasledujicim zptsobem.

¢islo 12 3 4567 8 9 10
index 10 1 8 2 4 9 7 3 6 5

Za pomoci indexil nyni miizeme zredukovat operaci ndsobeni modulo p na
pouhé sCitani (indexy tak funguji podobné jako logaritmy). Méjme Cisla a
sindexem cca b s indexem B. Pak a-b = g*-gP = g*+# (mod p). Plati tedy
ziejmé, Ze index soudinu je souctem indexy, piipadné se lisi o p—1. Chceme-li
tedy vynasobit libovolny pocet Cisel, stadi vzit jejich indexy (v literatufe lze
nalézt tabelované hodnoty), selist je, vhodnym odectenim nasobku p — 1
zmenSit vysledek tak, aby lezel v intervalu [1,p — 1] (tim se vyslednd hodnota

nezmeéni, nebot’ gP~!

= 1), a na zavér vyhledat Cislo, jehoz je takto ziskany
vysledek indexem.

Kdyz se nyni vratime k nasemu problému s fesitelnosti rovnice x? = a
(mod p), pak jestlize oznacime index ¢isla a jako « a index x jako &, mu-
zeme tuto kongruenci piepsat do tvaru (g%)? = g* (mod p). Dvé &isla jsou
kongruentni, maji-li stejné indexy, tedy se stadi zabyvat otdzkou, pro jak4 ¢
se 2§ a « lisi o ndsobek p — 1, ¢ili kongruenci

26, =a (modp-—1). (1)

Otdzka kvadratickych rezidui modulo 2 je trividlni. 1 je kvadratickym
reziduem a nulou se dle shora uvedené imluvy nezabyvame. Pfedpokladejme

tedy v dal$im textu, ze p je liché prvocislo. Pak p — 1 je sudé, a rovnice (1)
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tak muZe mit feSeni, pouze pokud je « také sudé. Necht tedy dile o« = 2.

Pak mizeme rovnici upravit na tvar
— —1
£=p (mod B5-),

¢im7 ziskame pravé jedno feSeni (mod P;—]), a pravé dvé feSeni modulo p—1
(to druhé lze ziskat pfi¢tenim P—E—1). Shrneme-li celou tvahu, ukazali jsme, Ze
nenulové &islo a je kvadratickym reziduem pro liché prvocislo p pravé tehdy,
kdyz ma sudy index. Rovnice x2 = a (mod p) ma pak pravé dvé fesent,
jejichz indexy se navic lisi o p_;l Dile ze vztahu x2 = (—x)? je zfejmé, Ze se
tato dvé fedeni lisi pouze ve znaménku.

Dokaézali jsme tedy, ze z &isel 1,2,...,p—1 je pravé polovina (ta se sudymi
indexy) kvadratickymi rezidui a druha polovina jsou nonrezidua. Navic plati,
se soudin dvou rezidui nebo dvou nonrezidui je kvadratickym reziduem, ne-
bot’ soucet dvou indext se stejnou paritou vzhledem k sudému modulup —1
je sudym &islem. Naopak soucin rezidua s nonreziduem dava nonreziduum.
Pravé tato multiplikativni vlastnost zfejmé vedla Adriena-Marie Legendra
k zavedeni nasledujiciho symbolu vyjadfujiciho kvadraticky charakter ¢isla a

vzhledem k prvogiselnému modulu p.

(g) B { 1, je-li a kvadratickym reziduem (mod p)

p) | -1, je-li a kvadratickym nonreziduem (mod p)

Jinym zptsobem, jak vyjadfit tuto definici, je polozit (%) = (=1)%, kde «
je indexem a. Vy$e uvedenou multiplikativni vlastnost pak mizeme vyjadrit

(5)-6)G)

Poznamenejme, Ze Casto byva technicky vyhodné dodefinovat Legendriiv

jako

symbol i pro a soudélna s p a poloZit v tomto ptipadé %) =0.

3.3. Eulerovo kritérium

Podle malé Fermatovy véty plati pro kazdé a nesoudélné s p kongruence
a?~! = 1 (mod p). JelikoZ je p — 1 sudé, mazeme rovnici prepsat jako
(ap_i'])2 — 1 (mod p). A déle vzhledem k tomu, Ze jedinymi feSenimi rov-

nice x2 = 1 (mod p) jsou &isla 1 a —1, musi pro kazdé takové a platit

o’ = 1, nebo Q= (mod p).
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Leonhard Euler pak dokazal, Ze rozdil mezi témito dvéma moZnostmi presné
koresponduje se skutecnosti, zda a je nebo neni kvadratickym reziduem, tedy

ze plati

<E> =o' (mod p).
P

Dukaz tohoto tzv. Eulerova kritéria uz je pomérné snadny. Je-li a kvadratic-
kym reziduem, pak a = g?# (mod p), kde g je primitivni kofen prvocisla p,
a tedy 0’7 = ¢g»~ 1B = 18 = 1 (mod p). Je-li naopak a nonreziduem,
a jeho index o je tedy lichy, pak ocE”z'—1 nemize byt ndsobkem p — 1, a proto
QT = g"“pi‘] # 1, procez musi byt kongruentni s —1.

Na zakladé pravé dokazaného kritéria miZeme snadno rozhodnout, pro
kterd prvocisla je —1 kvadratickym reziduem. Plati totiz (—“19—1) = (—1)19_5“,
a &slo —1 tedy bude reziduem prévé pro ta prvocisla p, pro néz je p_;l sudé.
To nastdva pro prvoéisla tvaru 4k + 1. Naopak pro prvocisla tvaru 4k + 3

bude —1 kvadratickym nonreziduem.

3.4. Gaussovo lemma

Dalif jednoduché pravidlo pro zjisfovéan{ kvadratického charakteru libovol-
ného a # 0 vzhledem k modulu p nabizi tzv. Gaussovo lemma, které nyni
vyslovime a dokdzeme.

Vezméme Cisla

a,Za,Sa,...,%a

a odectenim vhodného nasobku p je zredukujme tak, aby leZela v intervalu
(—%,%). Ozna¢me vyslednou mnozinu R a necht’ v je pocet zdpornych ¢i-

sel v této mnoziné. Gaussovo lemma pak tvrdi, ze (%) = (—=1)Y, tzn. a je

kvadratické reziduum, je-li v sudé, a nonreziduum, je-li liché.

Diikaz je pomérné snadny. Je zfejmé, ze kazdé z ¢isel z mnoziny R je rovno

jednomu z ¢isel £1, 42, £3,... ,j:p;—], nebot’ tak bylo R definovano. Zaro-
veni plati, Ze kazdé z ¢isel 1,2,..., P—;l se v R vyskytuje nejvyse jednou, a to

bud’ s kladnym, nebo zdpornym znaménkem. Nebot’ pokud by se vyskytlo
dvakrat se stejnym znaménkem, znamenalo by to, Ze pro néjakd dvé riznd
m a n z intervalu [1, P—E—]] plati ma = na (mod p), tedy (m —nja = 0
(mod p). Co? neni mozné, nebot’ Z/pZ je obor integrity a a i (m —n) # 0.
Podobné kdyby se n&jaké z ¢isel vyskytlo v R zdroven s kladnym i zdpornym

znaménkem, pak ma = —na, &ili (m+n)a = 0, coZ opét nemiZe nastat, jeli-
kozmin < p%]— Mnozina R je tedy rovna mnoziné £1,+2,£3,... ,iL;l,

I0
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v niz mé kazdé z &sel jedno urcité znaménko. Pokud vzajemné vynasobime
prvky obou mnozin, dostaneme

a-2a-3a-...-}’—;—]azi1-:t2-i3~...-i%] (mod p).

Obé strany pak miZeme vydélit p—;—]!, &imz ziskdme
e B R e )

kde v je podet negativnich znamének v mnoziné R. Tim je na zdkladé Eulerova
kritéria lemma dokdzano.

Podobné jako jsme v minulé kapitole na zakladé Eulerova kritéria ur¢ili,
pro kterd prvocisla je —1 kvadratickym reziduem, miizeme nyni na zakladé
Gaussova lemmatu rozhodnout o kvadratickém charakteru isla 2. Pokud

vezmeme a = 2, dostavame posloupnost
2,4,6,...,p— 1.

Nyni mame uréit, kolik z téchto tisel bude zapornych po zredukovani do in-
tervalu (—%, £) odecitinim nasobkd p. Viechna &isla jsou zintervalu [1,p — 1],
a je tedy ziejmé, Ze zdpornd budou po redukci pravé ta, kterd jsou vetsi
nez 5. Stali ndm tedy pouze ziistit, kolik sudych Cisel 2x spliiuje nerovnost
B < 2x < p, tedy ekvivalentng, pro kolik pfirozenych &isel x plati Pax<§.
Prvodislo p je jednoho z tvar( 8k + T, kde r = 1,3,5, nebo 7. Dosazenim do
rovnice tedy ziskavame

.

T
2k+Z<X<4k+2

Vzhledem k tomu, Ze nds zajima, pouze zda je pocet x vyhovujicich této
nerovnosti sudy, nebo lichy, mizeme z obou stran nerovnice odstranit suda
&isla 2k a 4k, nebot’ tato zména paritu poctu feseni neovlivni. Dostavame tedy
T <x < 5. Tato nerovnost nema 7adné fedeni pro v = 1, jedno fedeni ma pro
r = 3,5 a dvé feSeni pro v = 7. V prvnim a poslednim p¥ipadé tedy dvojka
je kvadratickym reziduem a ve dvou prostiednich ptipadech reziduem neni.
Celkové tak miZeme uzaviit, ze 2 je kvadratickym reziduem pro prvocisla
tvaru 8k + 1 a nonreziduem pro prvocisla typu 8k + 3.

Zcela stejnou Gvahou miiZeme stanovit, Ze 3 je kvadratickym reziduem
pro prvodisla tvaru 12k £ 1 a nonreziduem pro prvocisla tvaru 12k 5 nebo
ye &islo 5 je kvadratickym reziduem pro prvodisla tvaru 20k £ 1 a 20k £+ 9
a naopak nonreziduem pro prvocisla typu 20k & 3a20k+7.

II




3. Kvadraticka rezidua

Mezi pravé uvedenymi nutnymi a postacujicimi podminkami pro to, aby
gslo a (zde ¢isla 2,3 a 5) bylo kyadratickym reziduem modulo p, lze vysledo-
vat jeden spolecny rys. Paklize jsou prvodislapaq kongruentni (mod 4a),
pak (%) = (% _Navic a ma stejny kvadraticky charakter prop ad iv pri-
padé, kdy p = —d (mod 4a). Tato vlastnost plati obecn€ a je predmétem

nasledujiciho lemmatu.

Lemma. Necht’ a je libovolné pFirozené cislo. Vyjadieme p ve tvar 4ak+T,
kde pro zbytek v plati 0 <7 < 4q. Pak kvadraticky charakter a (mod p) je
stejny pro vSechna p, jejichz hodnoty zbytku T se rovnaji, a tento charakter

je navic stejny i pro prvocisla se zbytkyrada—T.

Toto lemma dokazeme postupem scela obdobnym tomu, ktery jsem pou-
3ili pfi vySetfovani kvadratického charakteru Cisla 2.

Vezméme tedy dle Gaussova lemmatu posloupnost
a,2a,3a,...,p—%la

a ptejme se, kolik z téchto &sel bude po redukci do intervalu (=5, %) za-
pornych. Zjevne to budou pravé ta isla, kterad nyni lezi mezi £ ap, mezi
%p a 2p a tak déle. Polozme b rovno tomu nejmensimu pfirozenému Cislu,
pro néz plati E—Ela < bp (chceme, aby bp majorizovalo shora uvedenou po-
sloupnost). Gislo b bude rovno §, nebo 32—1 podle toho, zda je a sudé, nebo
liché. Poslednim intervalem, kterym je se tfeba zabyvat, je tak zfejmé interval
od (b— 17)19 do bp. Otdzka tedy zni, kolik nasobku ¢&isla a lezi v intervalech

(2,9), (39,29) 1+ (b= 3)P,bP) -

Tyto intervaly mizeme vzit oteviené, nebot’ Zadné z jejich hrani¢nich &isel
nemtze byt samo nasobkem Ysla a. Levé meze totiZz vibec nejsou celymi
&sly a pravé meze jsou viechny tvaru mp, kde m < 4. Pokud nyni cely
tadek vydélime Cislem a, prevedeme tak problém na otdzku kolik celych Zisel

se nachazi v intervalech

(1) (. 28) - (4522
2a'a /'\2a’ a )" 2a Y a )

Nyni vyjadiime p ve tvaru 4ak + r. JelikoZ se ve viech jmenovatelich vy-

skytuje a, lze nahlédnout, se nahrazeni p vyrazem 4ak + 7 je totéz, jako

kdybychom nahradili véechny vyskyty p Cislem v, pouze s tim rozdilem, Ze




3. Kvadratickd rezidua

k hrani¢nim bodam intervalt jsou pfictena jista suda Cisla. Jelikoz nas ale za-
jima pouze parita poctu celych Cisel v téchto intervalech, miZeme tato suda

Cisla ignorovat. Dostdvame tak

(3 8) (%) (P ) @
2a’ a /P \2a a Jr " 2a ' a )
Oznacime-li si jako v pocet celych Cisel v téchto intervalech, pak dle Gaussova
lemmatu je a kvadratickym reziduem, pravé kdyz je v sudé. Tato skuteCnost
zfejmé nezdvisi na pivodni hodnoté p, ale pouze na r. Tim je dokdzana prvni
¢ast lemmatu.

Nyni zvazme situaci, kdyz by zbytek prvodéisla p byl 4a — r misto r. Do-
spéli bychom pak misto (2) k intervalim

2b—1
(z—ga,z;—g),( ~ 3 —%),...,(4b—2—(—:,_?£,4b—%r>. (3)

Nyni si jiz jen stadi vSimnout, Ze parita poltu celych Cisel v libovolném
i-tém intervalu z (3) je stejnd jako u i-tého intervalu z (2). Vezméme jako
T

piiklad prvni interval (2 — 55,4 — L}, Odeltenim irelevantnich sudych &i-

sel dostaneme interval (—5=, —%) (vhodnéj$im zapisem by samoziejmé bylo

(—%, _’zr_a), nebot’ —5= > —1I). Zrcadlovym prevricenim tohoto intervalu
na Ciselné pfimce podle pocatku pak ziskame interval, ktery bude zfejmé
obsahovat stejny pocet celych isel a ktery navic bude identicky prvnimu in-
tervalu z (2). Tim je dle Gaussova lemmatu celé tvrzeni dokdzdno.

3.5. Kvadraticka reciprocita

Zakon kvadratické reciprocity, ktery v této podkapitole dokazeme, je klasic-
kym a nepostradatelnym ndstrojem pfi vypoctu hodnot Legendrova symbolu.
Zaroven jde o jednu z nejslavnéjsich vét celé teorie Cisel. Pro libovolna rizna
licha prvodisla p a q dava do souvislosti hodnoty (%) a (%). Rikd, Ze tato
Cisla jsou vidy stejnd az na ptipad, kdy p i q jsou tvaru 4k + 3, kdy jsou
opacna. Formalné tedy mizeme tento teorém vyslovit nasledovné.

Véta (zakon kvadratické reciprocity). Necht'p a q jsou riiznd lichd prvocisla.

Pak
Q)
q/) \p

Exponent na pravé strané rovnice je lichy (a (%) a (%) jsou tedy rtiznd
Cisla) pouze v pripadé, kdy }32;1 i 9—;—1 jsou lichd, coz nastdva pravé tehdy,

kdyz jsou obé prvocisla tvaru 4k + 3.
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3. Kvadratickd rezidua

Zakon kvadratické reciprocity nyni jiz snadno odvodime z vysledku ze
zévéru predchozi podkapitoly o kvadratickém charakteru libovolného pevné
zvoleného &isla vidi riznym prvodiselnym modulim.

Predpokladejme nejprve, ze p = q (mod 4). Existuje tedy a takové, ze
p=q-+4aaq=p—4a. Pak plati

(3)-()-(3)-(0)
3)-(59-G)-G)6)

Pokud obé rovnice vynasobime, ziskavame

(-GGG

Jeliko? &isla p a g nechavaji stejny zbytek po déleni Cislem 4a, budou dle lem-

Podobné plati

matu z predchozi podkapitoly (%) a (%) stejné, a jejich soudin tak bude 1.
Jelikoz —1 je kvadratickym reziduem pouze pro prvocisla tvaru 4k + 1, vyraz

() 6)-G)

bude roven &islu 1, paklize p (a s nim i q) je tvaru 4k +1,a ¢islu —1v pripadé,
ze p a q jsou tvaru 4k + 3.

Necht naopak p # q (mod 4). V tom pfipadé p = —q (mod 4), a exis-
tuje tedy a, pro néZ plati p =4a —q a g = 4a — p. Pak plati

(5)-(25)-(2)-()
)-(59-()-6)

Vyrazy (%) a (E) si jsou nyni opét rovny, nebot’ hodnoty p a g modulo 4a
se lidi pouze ve znaménku. Tedy (%): (ﬂ>.

P

A&koli v dalsim textu pravé dokdzany zdkon nikdy nepouzijeme ke konkrét-

nim vypoctim, ilustrujme si jeho silu napt. pfi vypoctu hodnoty ( 3] ).

B () (9-()(2)
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3. Kvadratickd rezidua

A dale jelikoz 31 = —1 (mod 8), a 2 je tak kvadratickym reziduem mo-

dulo 31, dostdvame

)G

31 je tedy kvadratickym nonreziduem modulo 103.
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4. Sumy ctvercti

4. Sumy {tvercl

V této kapitole se budeme zabyvat otazkou, kterd piirozend Cisla jsou repre-
zentovatelna jako suma dvou, resp. Ctyf &tverci, tedy otdzkou, pro jakd n
maji rovnice

n =x%+y?

n:a2+b2+cz+d2

feSenf v oboru celych &sel. Odpovéd na prvni otdzku bude v dal$im textu
nékolikrat vyuZita, fefeni druhé otdzky pak povede k formuli definujici mno-

7inu ptirozenych Cisel v Z.

4.1. Soucet dvou ctvercl

Je snadné ukazat, 7e néktera Cisla nemohou byt reprezentovatelna jako sou-
et dvou &tverct. Druha mocnina kazdého sudého &isla je kongruentni s 0
modulo 4, druh4 mocnina kazdého lichého ¢isla pak s 1. x% + y? tedy mizZe
byt kongruentni pouze s 0, 1 nebo 2 (mod 4). Proto je patrné, ze Cisla tvaru
4k + 3 reprezentovat nelze.

V této Gvaze mizeme jit je§té o néco dale. Necht' n je reprezentovatelné
jako x2 4+-y? a necht' p je prvodislo tvaru 4k + 3, které déli n. Pak x2 +y2 =0
(mod p), tedy x> = —y? (mod p). Jestlize p { y, mizeme rovnici déle upravit
na x2(y~1)2 = —1 (mod p). JelikoZ je ale p tvaru 4k + 3, —1 nemize byt
kvadratickym reziduem. Proto nutné p | y, a potazmo tak ip | x, a tedy
p? | n a celou rovnici tak mizeme vydélit p2. Plati tedy n = p*n’, a pokud
je 1/ stile délitelné p, miZeme celou dvahu opakovat, dokud nedojdeme
k nejvy$si mocniné p, kterd déli n a kterd tak musi byt sud4. Je-li tedy n
reprezentovatelné jako suma dvou Ctverci, kazdy prvoliselny délitel tvaru
4k + 3 &sla n se musi vyskytovat v jeho prvociselném rozkladu pravé na
sudou mocninu.

Tato podminka zahrnuje i podminku pfedchozi, nebot prvocisla tvaru
4k + 3 na sudou mocninu jsou kongruentni s 1 (mod 4), stejné jako prvocisla
tvaru 4k + 1 na libovolnou mocninu. Jejich souéin spolu s libovolnou moc-
ninou dvojky tedy nemiize byt kongruentni s 3 modulo 4. Kazdé Cislo tvaru
4k + 3 tedy musi ve svém rozkladu obsahovat néjaké prvocislo tvaru 4k +3
na lichou mocninu.
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4. Sumy crverct

Ve zbytku podkapitoly ukdzeme, %e pravé ziskand podminka pro repre-
sentovatelnost souctem dvou &tverct uz je postalujici. Sméfujeme tedy k du-

kazu nasledujiciho tvrzeni.

Véta (o souctu dvou Ctvercl). Libovolné prirozené Cislo Ize zapsat ve tvaru
souctu dvou ctvercii pravé tehdy, RdyZ kazdé prvocislo tvaru 4k + 3, které je

jeho délitelem, se v jeho rozkladu objevuje pravé na sudou mocninu.

Nasim vychodiskem bude tzv. Brahmagupta-Fibonacciho identita
(a2 + b2)(c? + d2) = (ac + bd)? + (ad = be)?,

ktera zarucuje, Ze Cislo, které vznikne postupnym vynasobenim Cisel repre-
zentovatelnych jako sumy dvou tverci, je samo souctem dvou étverct.

Kazdé &slo n, v jehoz rozkladu se prvodisla tvaru 4k + 3 vyskytuji pouze
na sudou mocninu, lze ziskat jako soudin, jehoz kazdy jednotlivy Clen je
bud’ 2, nebo prvodislo tvaru 4k + 1, nebo prvodislo tvaru 4k + 3 umocnéné na
druhou. Pokud ukéZeme, Ze Cisla ze viech téchto ti skupin lze vyjadfit jako
soudin dvou Cétvercl, mizeme na zékladé vyse uvedené identity uzaviit, Ze
i 1 je reprezentovatelné jako soucet dvou ¢everct. Cislo 2 lze snadno zapsat
jako 12 + 12, stejné tak druhou mocninu prvocisla p tvaru 4k + 3 lze zapsat
jako p? -+ 02. Stadi tedy pouze ukazat, e pro kazdé prvocislo p tvaru 4k + 1
existuji celd ¢islaxay takova, Ze p = x2 +y2.

Diikaz bude proveden ve dvou krocich. Nejprve ukazeme, ze existuje né-
jaky nasobek ¢isla p reprezentovatelny jako z2 + 1, a ve druhém kroku pak
, tohoto odvodime, Ze i p samo lze zapsat jako x? + uZ.

Otizka, zda existujima z takova, aby platilomp = 22 +1, je ekvivalentni
fesitelnosti rovnice

2241=0 (modp).

7 minulé kapitoly vime, Ze pro prvolisla tvaru 4k + 1 je &islo —1 kvadra-
tickym reziduem, a proto takové z zfejmé existuje. Fixujme jedno takové z
z intervalu [——p—;—]—, R;—l] a k nému pifsluiné m tak, ze mp = z% + 1. Plati
tedy
2
2+1 B4
<A —<p.
P p

Pro uéely daliho postupu mézeme tento vysledek ponékud oslabit a vyjit

m =

pouze z toho, Ze mame m < P, pro néz plati

mp:x2+g2. (1)
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4. Sumy Ctvercii

Myglenka dalsiho ditkazu je takova, Ze pokud m > 1, pak miZeme najit
m/ < m, m’ # 0 se stejnymi vlastnostmi. Po konetném poctu kroka tak
dorazime az k jedniéce, coz znamend, Ze i samo p je reprezentovatelné jako
soucet dvou ¢tvercu.

Vyjdéme z rovnice (1) a vezmeme Cisla u, v z intervalu (——%, —'}] (interval

bereme zprava uzavreny, nebot’ m miize byt sudé) takova, ze

u=x (modm)

v=y (mod m). (2)

Pak plati

¢ili existuje r takové, Ze

mr = u? +v2. (3)

Gislo T nemiize byt nula, nebot’ pak by i hodnoty uav byly nula, ¢ilixay
by byly délitelné &islem m. Rovnice (1) by pak byla délitelna m?2, coz by byl
spor se skute¢nosti, Ze p je prvodislo. Dale plati

2 2
w4+v: B+ m

T = < = — <M.
m m 2

Pokud nyni vzdjemné vynasobime rovnice (1) a (3) a pouzijeme Brahmagupta—

Fibonacciho identitu, ziskame
m’rp = (x? + yz)(u2 +v2) = (xu+ yv)2 + (xv —yu)z. (4)

Nyni je dalezité si vSimnout, 7e jak xu + yv, tak xv —yu jsou délitelné &is-

lem m, nebot’ dle (2) plati

xu+yvzx2+y2 =0 (mod m)

xv—yu=xy—yx=0 (modm).
Rovnici (4) tedy mazeme vydélit &islem m? a ziskdme tak
TP = X/2 + ylz

pro néjaka cela Cisla x’ a y’, co spolu s faktem, Zer <mar #0, stadi, jak

bylo fe¢eno vyse, k dokonceni dakazu.
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4. Sumy Crverct

4.2. Véta o Ctyfech Ctvercich

Zatimco ne kazdé prirozené Cislo lze zapsat jako soucet dvou Ctverct, u sumy
Ctyt Crvercd jiz 7Zadné omezujici podminky nejsou, a plati tedy nasledujici
véta.

Véta (o Ctyfech Cevercich). KaZdé prirozené cislo Ize zapsat jako soucet ctyr
ctvercu. Tedy rovnice
n=a?+b?+c? 4 d?

ma celociselné reseni pro kaZdé pFirozené Cislo n.

Tuto vétu dokdzal Joseph-Louis Lagrange kolem roku 1770. My zde viak
podame o néco snaz$i Eulertiv dikaz, jehoz postup bude navic zcela obdobny
tomu z pfedchazejici podkapitoly.

Tentokrat vyjdeme z identity

(@ +b% +c? + d?)(w? + x2 +y? +22) = (aw + bx + cy + dz)?
2

ay +bz—cw —dx

(
{ax —bw —cz + dy
(
( 2

)
]2
az — by + cx — dw)

5

kterou objevil Euler a kterd — podobné jako Brahmagupta-Fibonacciho iden-
tita v minulém pfipadé — redukuje problém na otdzku reprezentovatelnosti
prvocisel. V predchozi kapitole bylo ukdzano, ze &islo 2 a prvodisla tvaru
4k + 1 lze vyjadrit jako soucet dvou, a tim padem snadno i Ctyf ¢tvercd, ne-
bot’ za tieti a Ctvrty Ctverec lze vzit 02, K dokazani véty tedy stadf ukdzat, Ze
i kazdé prvocislo p tvaru 4n + 3 lze zapsat jako soucet Ctyf Ctvercu.

Stejné jako v pfedchozi kapitole nejprve dokdzeme, Ze existuje ndsobek
mp Cisla p, kde 0 < m < p, ktery lze zapsat jako sumu ¢tyf Ctverci, a na-
sledné ukdzeme, ze toto m lze zredukovat na jednicku.

Pro dikaz prvni ¢asti staci dokdzat, Ze rovnice
2.,.2 _
x“+y“+1=0 {modp) (5)

ma feSeni, nebot’ pak staci vzit pfislusna x a y z intervalu {—3—5—1, E;—]} a plati
mp =x% +y? + 12 + 02, kde
2,212 P2LP
X +1 + 5+ 1
m= XY S S P

=4+ —<p.
p p 2 p
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4. Sumy Ctverct

Rovnici (5) mizeme piepsat do tvaru

2

x2 +1=—y~ (mod p).

7 minulé kapitoly vime, Ze —1 je kvadratické nonreziduum pro kazdé prvo-
&slo tvaru 4k +3. Cislo —y? tedy bude také kvadratickjm nonreziduem a na-
vic kazdé nonreziduum lze zapsat v tomto tvaru. Naproti tomu jakékoli ne-
nulové x2 je reziduem. Staéi tedy nalézt takové reziduum r a nonreziduum n,
7en = r+1. Vyjdéme tedy od jednicky, ktera je reziduem, a postupné procha-
zejme Cisla 1,2,...p — 1, dokud nenarazime na prvni nonreziduum, kterych
je p—zi. Predchiidce prvniho nonrezidua je zjevné reziduum a tim je prvni cast
dikazu hotova.

Nyni jiZ jen sta&i ukdzat, Ze jestlize mp je reprezentovatelné jako
mp = a? + b2 4 % +d%, (6)

kde 1 < m < p, pak existuje nenulové m’ mensi nez m, které ma tutéz

vlastnost. Vezméme &isla e, f, g, h z intervalu (—%, %] takova, Ze

a (mod m)

b (mod m)

e
f

fll

Il

g=c (modm)

d (mod m). (7)

il

Stejné jako minule plati
e 42+ g2+h? =a?+b2+c2+d?2=0 (mod m),
¢ili existuje T takové, ze
mr = e + 12 + g2 + h2. (8)

Cislo T opét nemdze byt nula, nebot’ pak by i hodnoty e, f, g, h byly nula,
Gli a, b, ¢, d by byly délitelné Cislem , a celd rovnice (6) by pak byla deli-
telna m2, coz by byl spor se skutecnosti, Ze p je prvodislo.
Dale plati
e+ frgith? m? g omlyomlyom

T S =m.
m m

My vak potrebujeme, aby r bylo ostie menii nez m. Rovnost r = m nastavd

pouze v pripadé, kdy m je sudé a viechna &isla e, f, g, h jsou rovna 3t. Tedy
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4. Sumy ctvercu

dle (7) a = ml+ Bt pro néjaké 1. Tudiz aZ = m?1? + m?l+ mTZ, COZ znamena
ac = —4—2 (mod m?). Totéz pak plati i pro b, ¢ a d. Ve vysledku tedy

2 mZ m2 2

a rovnice (6) by byla délitelna m?, coz by opét bylo ve sporu s prvocisel-
nosti p. Plati tedy 0 < T < m.
Pokud nyni vzdjemné vynasobime rovnice (6) a (8) a pouZijeme Eulerovu

identitu ze zacatku podkapitoly, ziskame

m2rp = (a2 + b2 + ¢ + d?)(e? + f2 + g% + h?) = (ae + bf + cg + dh)?

N

N

(

(af —be—ch+dg)

(ag + bh — ce — df)

(ah —bg + cf — de)?
(9)

_I..
._+_
+

Viechny &ty séitance na pravé strané rovnice (9) jsou délitelné cislem m?,

nebot’ dle (7) plati

ae+bf+cg+dh =a?+b>+c2+d? =0 ( )
af —be—ch+dg =ab—ba—-cd+dc =0 ( )
ag+bh—ce—df =act+bd—ca—db =0 (modm)
ah—bg+cf—de =ad—bc+cb—da =0 )
a tedy miiZe rovnici (9) ¢islem m? vydélit a ziskat tak
= Cl/2 +b/2 +C/2 + dl?_,
kde a’, b’, ¢/, d’ jsou cela &isla, coZ spolu s faktem, Ze v < mar # 0,

dokoncéuje dukaz.

Ukazali jsme tedy, Ze kazdé nezdporné celé islo lze vyjadfit jako soudet Ctyf
celodiselnych &tverci. Vzhledem ke skuteCnosti, Ze Cislo vyjadritelné jako
soucet &tverch je jisté nezaporné, ziskali jsem tak i formuli, kterd definuje
mnoZinu pfirozenych &isel ve struktuie celych Cisel s operacemi scitdni a na-
sobeni. Pro kazdé celé &islo x plati, Ze pati{ do mnoziny pfirozenych Cisel,

pravé kdyz spliuje formuli

{3a,b,c,d)x = a? +b? +c? +d%
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5. Kvadratické formy

V tomto oddilu zavedeme tfidu polynomi oznacovanou jako kvadratické
formy. Nas budou piedeviim zajimat kvadratické formy definované nad struk-
turou Q (tzv. racionalni kvadratické formy), nicméné vzhledem k tomu, Ze
n4s to nebude stat zadné usili navic, budeme se v této kapitole zabyvat kva-
dratickymi formami obecné nad libovolnym télesem.

Tato kapitola zavadi zdkladni pojmy pottebné pfi ditkazu neelementarni
asti véty o nerozhodnutelnosti racionalnich &sel. Pfi ditkazu elementdrni
&asti pouzijeme z této kapitoly pouze zavérecné lemma, navic jen jeho spe-
cialni ptipad, ktery je snadno dokazatelny bez jakychkoli definic. Zjedno-
duseny diakaz tohoto lemmatu proto bude na pfislusném misté poddn v po-
znamce pod &arou, a tuto kapitolu je tak mozné preskotit a pfipadné se k ni

yratit pred ¢tenim rozsitujici 8. kapitoly.

Definice. Kvadratickou formou n proménnych nad télesem F rozumime li-

bovolnou funkci danou predpisem

n
Q(X])"')XT‘L) = Z aijXiXj,

i,j=1
kde koeficienty aij jsou prvky F.

Tlustrujme si nejprve tuto definici na nékolika piikladech. Realna funkce
f(x,y) = x? + 2xy + y? ptifazujici libovolnym dvéma &islim Etverec jejich
souétu je piikladem kvadratické formy dvou proménnych nad télesem R.
Klasickou euklidovskou metriku pfifazujici dvéma bodtim v roviné jejich

vzajemnou vzdélenost definovanou jako

dist([x1,u1], [x2,y21) = \ﬂm —x2)2 + (y1 —y2)?

pak lze chdpat jako odmocninu z kvadratické formy Qgist Ctyf proménnych
dané predpisem

Quaist(x1,%2,Y1,Y2) = X3 — 2x1%2 +x3 4+ Y3 —2y1u2 +vy3.

Definici kvadratickych forem pak vyhovuje napt. i funkce tii proménnych
Q(x,y,z) = 0, ackoli je zfejmé, Ze tato kvadraticka forma je ponékud ,de-
generovand “ (tento pojem zahy zpfesnime).

Pfi prozkoumani definice a pohledu na ilustracni priklady si lze vSim-

nout, e kvadratické formy jsou prave takové polynomy, jejichZ kazdy ¢len
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5. Kvadratické formy

(monom) obsahuje pravé dva vyskyty proménnych. Vsechny ¢leny tak maji
stejny, druhy stuperi. Polynomy, jejichZ v§echny ¢leny maji stejny stuperi, jsou
oznacovany jako homogenni, a kvadratické formy lze tedy ekvivalentné de-
finovat jako homogenni polynomy druhého stupné.

Uvazujeme-li koeficienty ay;j jako ¢tvercovou matici A typu nxn a vektor
proménnych x = (x1,...,%xy) jako matici typu n x 1, mizeme kvadratickou
formu Q(x1,...,xn) vyjadfit jako soucin matic x7 - A - x, kde xT je transpo-

novana matice k matici x, tj. jako soucin
aly ... An X1
X1 ... Xn } :
ni ... Gnn Xn

Matice koeficientd pfislusna k vyse uvedené kvadratické formé

Qaist(x1,%2,Y1,y2) by tedy méla nasledujici tvar.

1 -20 0
0 0
0 0 1 =2
0 0 0 1

Obratme nyni pozornost k obecnému télesu F, nad nimz jsme na zac¢itku
kapitoly definovali kvadratické formy. Jednim ze zakladnich tfidicich znakd
pro télesa je jejich takzvana charakteristika. Charakteristika télesa F je defi-

novana jako to nejmensi pfirozené Cislo n, pro néz plati

n-krit
———
FET+1+---+1=0.

Pro télesa, ve kterych nelze s¢itinim jednicek ziskat nulu, se charakreristika
pokldda rovna 0. Takovymi télesy jsou napfiklad struktury Q a R. Pro ilu-
straci tohoto pojmu si je§t€ uvédomme, Ze charakteristikou télesa zbytkovych
tfid Z/pZ je Cislo p a Ze zddné téleso nemuze mit charakteristiku 1, nebot’
musi dle definice télesa spliiovat formuli 0 # 1.

Paklize téleso F neni charakteristiky 2, tj. neplati v ném 141 = 0, existuje
k Cislu 141 (kterézto budeme ddle znadit jednoduse jako 2) inverzn{ prvek %

Z vlastnosti s¢itani a nasobeni je pak zfejmé, Ze pro kazd4d rdznd i, j plati
_ 1 1
AijXiX; + qjixixy = j(aﬁ + aﬁ)xixj + z(ai,- + a,-i)xixj.
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5. Kvadratické formy

Ptislusnou matici koeficientii A tedy mizeme predpisem

Qaij proi=j
7laij + aj1) proi#j

by =
pfevést na matici B, kterd bude symetricka podle tzv. blavni diagondly (tvo-
fené prvky a1, a22,..., ann) a kterd bude odpovidat téze kvadratické formé.

Aplikujeme-li tento postup na matici koeficientd formy Qgist, ziskdvime

matici
1 =10 0
-1 1 0 0
0 0 1 4
0 0 -1 1

Zaroven je zfejmé, ze kazda symetrickd matice fddu n odpovida jedné kvad-
ratické formé n proménnych. V dal$im textu se tedy omezime pouze na télesa
charakteristiky rizné od 2, ¢imz ziskdme (aZ na pfejmenovani proménnych)
vzdjemné jednoznanou korespondenci mezi kvadratickymi formami n pro-
ménnych a symetrickymi maticemi fadu n.

V transformaci kvadratickych forem do jednodussiho tvaru pak lze jit
jesté o krok dale. Je mozné ukazat, ze kazdou formu lze pomoci linedrni
substituce proménnych pfevést do tzv. kanonického tvaru, tj. takového tvaru,
kdy vSechny koeficienty aij pro i # j jsou rovny nule. Formu v kanonickém
tvaru pak lze vyjadrit jako

2
Qx1,...,xn) = a1X] +a2x%+---+anx,21

a ji odpovidajici symetrickd matice bude mit na vSech pozicich mimo hlavni
diagondlu nuly. Takovéto matice se oznaluji jako diagondlni. Napf. racio-
nalni formu x2 + xy + y? lze zapsat jako x'2 4+ 3y’2, kde x’ = x + %y
ay' = %y. Tato transformace vs$ak jiZz neni ekvivalentni v tom smyslu, zZe
by Q a Q/, kde Q' je transformovana forma Q, byly stejnymi funkcemi
(v pravé uvedeném prikladu pfifazuje napt. puvodni forma dvojici (1, 1) hod-
notu 3, kdezto transformovand forma ma na stejném argumentu hodnotu 4).
Nicméné zdkladni charakteristiky kvadratickych forem, tj. determinant (viz
déle) a zejména pak obor hodnot, budou mit Q a Q’ stejné.

Pravé obor hodnot kvadratické formy Q bude hlavnim pfedmétem na-
$eho zajmu. Budeme zkoumat, zda urcitd forma Q tzv. reprezentuje néjaké
dané cislo T, tj. jestli existuje vektor x takovy, aby Q(x) = . Jinymi slovy,
budeme zkoumat fesitelnost rovnice Q(x) = .
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5. Kvadrarické formy

Jestlize Q a transformovand Q’ tedy maji stejny obor hodnot, je otazka
fesitelnosti Q(x) = v ekvivalentni otdzce feSitelnosti Q’(x) = r. V dal$im
textu uz proto budeme bez ujmy na obecnosti pracovat pouze s kanonickymi
formami.

Determinant kvadratické formy je definovan jako determinant ji pfislu-

Sejici matice koeficientli. Pro kanonickou formu Q{x1,...,xn) = a1x12 +

ax4 + -+ anx? je tedy determinantem &islo [ 1%, ay, ¢ili soucin prvka na
hlavni diagondle matice ptislusné ke Q.

Kvadratickou formu ndsledné nazveme degenerovanou, je-li jeji determi-
nant roven nule. V opa¢ném pfipadé nazveme formu nedegenerovanou. Kva-
dratickd forma je tedy degenerovand pravé tehdy, je-li néktery z jejich ko-
eficientd roven nule, coz znamend, ze hodnota této funkce je nezdvisld na
hodnoté jedné ze vstupnich proménnych.

Ustfedni roli p¥i vy$etfovani reprezentovatelnosti &isel kvadratickymi for-
mami ve smyslu Q(x) = r bude hrdt ¢islo 0 a zkoumani feSitelnosti rovnice
Q(x) = 0. Je zfejmé, Ze jedno takové feSeni ziskame vidy, vezmeme-li za x nu-
lovy vektor (0,0, ...,0). Toto feseni proto prohlasime za trivialni a budeme
se dale zabyvat pouze netrividlni fesitelnosti takovéto rovnice.

Kvadratické formy Q(x), pro néz existuje netrividlni feseni rovnice Q(x) =0,
oznalime jako izotropni. Ptislusny nenulovy vektor x, ktery je feSenim této
rovnice, pak budeme nazyvat izotropnim vektorem pro formu Q.

[zotropni kvadratické formy jsou tedy pravé ty formy, které netrivialné
reprezentuji nulu. Lze snadno nahlédnout, Ze kazdd degenerovand forma je
izotropni. (Necht’ napf. koeficient a; = 0, pak vektor (0,1,0,0...,0) je izo-
tropni pro danou formu.) Je tedy pfirozené, Ze nds v dal$im textu bude zaji-
mat izotropie pouze u nedegenerovanych forem. Pro nedegenerované kvad-

ratické formy navic plati ndsledujici lemma.

Lemma. Necht’ Q je nedegenerovand kvadratickd forma nad télesem F. Jestlize
Q je izotropni, pak reprezentuje vsechny prvky z nosice F (je tzv. univerzalni).

Dukaz tohoto lemmatu je ryze numericky. Necht’ Q(x1,x2,...,xn) =
ajxy + azxy + «-+ + anXxy je nedegenerovand kvadratickd forma a necht
v = (U1,Y2,...,un) je nenulovy vektor takovy, ze Q(y) = 0. Bez tjmy na
obecnosti miizeme predpokladat, Ze yy # 0. Zavedme nyni novou promén-
nou t a dosadme do Q za x; vyraz y;(1 +t)azax; proi=2,...,n vyraz
yi(1 —t). Dostavame tak funkci Q' jedné proménné definovanou jako

Q'(t) = a1 (W21 + 2t +t2)) + a2 (U3 (1 =2t +t3)) 4+ - -+ an (Y2 (1 =2t +t2)).
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5. Kvadratické formy

Z pravé strany nyn{ mizeme vytknout vyraz (1 + %), ¢ili
Q'(t)= (1+t2)(a1y%+azy%+- : -+anyﬁ)+(2ta1y%—2ta2y%—. ..—2tany?).

Prvni &len je roven nule, nebot’ predpokladdme Q(y) =0,az druhého ma-
seme vytknout 2t. Dostavame tak

Q'(t) = 2t(a1y% —ays—...— anyZ).

Jelikoz a1y% + azy% + .+ apyd =0, je zfejmé, Ze —azy% L —apyi =
a1y?, a tedy ve vysledku
Q'(t) = 4taryi.

Zvolime-li nyni libovolné m prvek F, pak Q’ (ﬁ) = m. Podivdme-li se
1

zpét na zpasob, jakym byla Q' definovana, je patrné, ze pak i

Q <U1(1 + 47:—]“5]2),92(1 - ﬁg;),-.-,yn(1 - ﬁg}z)) =m,

a Q je tedy univerzalni.

Na zakladé pravé dokazaného lemmatu jiz neni obt{zné ukazat, Ze pfi studiu
reprezentovatelnosti libovolného nenulového ¢&isla m formou n proménnych

se lze omezit na otazku izotropie jisté formy n + 1 proménnych.

Lemma. Nedegenerovand kvadratickd forma Q(x1,%2,...Xn) reprezentuje
nenulové cislo m tebdy a jen tehdy, kdyZ kvadratickd forma

2
Q(x1,X2, - - Xn) — MXp 41
je izotropni.

Dikaz jiz je pomérné snadny. Méjme feseni rovnice Q(x1,%2,...Xn) = M.
Pak stali prevést Cislo m na levou stranu, ¢mz ziskame Q{x1,%X2,...Xn) —
m12 =0,a(x1,X2,...%n, 1) je tedy pfislusny izotropni vektor. Necht’ naopak
Q(x1,%X2,+-Xn) — mxiﬂ — 0 mé netrivialni feSeni. Jestlize xn41 # 0, mul-
eme pievést mx2 , ; na pravou stranu a nasledné vydélit celou rovnici vyra-
zem X2, ; a ziskat tak reprezentaci &isla m. Je-li naproti tomu xn 41 = 0, pak
(x1,X2,...%n) nemize byt nulovy vektor a navic plati Q(x1,%2,...Xn) =0.
Forma Q je tim padem izotropni a dle piedchoziho lemmatu reprezentuje
libovolné m.
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6. Definovatelnost ptirozenych Cisel vQ

6. Definovatelnost piirozenych isel v Q

6.1. Umluva o znaceni

V této a nasleduijici kapitole budeme pracovat se smiSenymi aritmetickymi
formulemi hovoficimi o celych i raciondlnich &islech. Pfijméme tedy kon-
venci, 7e v takovychto formulich budou pro cel &sla pouzivany proménné
psané malymi pismeny, velka pismena pak budou vyluéné pouzivana pro
oznadeni racionalnich &sel. Formule (¥x)(3Y)x =Y tedy naptiklad vyjadtuje,
se kazdé celé &islo je raciondlni.

Dile budeme-li hovofit o zakladnim tvaru racionalniho &isla M, budeme
vzdy mit na mysli uspofddanou dvojici celych &isel n a d, kde M = T
(n,d)=1ad>0. Zminime-li pouze ,necht M = 3%, budeme tim vzdy

myslet zakladni tvar ¢isla M.

6.2. Uvodni lemmata

Nejprve zformulujme dvé lemmata, z nich# bude vychazet celd konstrukce
vedouci k definici piirozenych &isel v Q, kterazto bude podana v nasledujici

podkapitole.

Lemma 1. Nech? p je prvocislo kongruentni s 3 (mod 4) a m je libovolné
nenulové prirozené cislo. Pak m je reprezentovatelné jako

m=X2+Y2-pZ? (1)

pravé kdyZ m neni tvaru m = ks2, kde k = p (mod 8), ani tvaru m = pks?,
k) _
kde (%) =1.
Lemma 2. Necht' p a q jsou licha prvocisla, p =1 (mod 4) a (%) = -1
a necht’ m je libovolné nenulové prirozené gislo. Pak m je reprezentovatelné
jako
m= X2+ qY? —pZ?%, (2)

pravé kdyz m neni tvaru m = pksZ, kde (%) = —1, ani tvaru M = gks?, kde
k) _
(5)=-1

Obé lemmata nyni pfevedeme do tvaru vhodnéjsiho k dikazu. Nejprve
prevedeme levé strany obou ekvivalenci (tedy zda je m reprezentovatelné jis-

tymi kvadratickymi formami) do prithledngjstho tvaru a posléze provedeme
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podobné zjednodusujici, nicméné ekvivalentni dpravy i s pravymi stranami
(tj. zda je m jednoho z uvedenych tvara). Dokdzeme-li pak, ze leva a prava
strana jsou po téchto dpravach ekvivalentni, ziskdme z tranzitivity ekviva-
lence i dikazy lemmat 1 a 2.

Obratme tedy pozornost nejprve na levé strany pravé vyslovenych lem-
mat. Z minulé kapitoly vime, Ze otdzka reprezentovatelnosti Cisla ternarnimi
racionélnimi formami je ekvivalentni otdzce izotropie jistych kvaternarnich
forem. Resitelnost rovnic (1) a (2) je tak ekvivalentni netrividlni fesitelnosti
rovnic

X2 4+Y2—pZ2 —mwW? =0 (3)

X2 4+ qY2 —pZ? —mw? =0." (4)

Navic je mozné si vSimnout, Ze tyto rovnice jsou fesitelné v oboru racio-
nalnich &sel, pravé kdyz jsou fesitelné i v oboru celych Cisel, nebot’ kazdé
celociselné fedeni je i raciondlni, a na druhou stranu médme-li raciondlni fe-
$eni napt. rovnice (3) vektorem (%‘dl, 5—3, %, %—:) , pak mtizeme celou rovnici
2,2..2

vynasobit &islem x3y4z3w3, tedy druhymi mocninami véech jmenovateli,

a ziskat tak

2,222 2,222 2,222 2.2.2.2y _
(xZuazaws) + (Unxgzawa) — p(zaxgyawa) — m(wyxgyaza) = 0,
co? je fedeni v oboru celych &isel a bude netrivialni pravé tehdy, kdyz pavodni
racionalni fedeni bylo netrivialni. TotéZz samoziejmé plati i pro (4). Rovnice

tedy mZeme pfepsat do tvaru

x2+y2—pzz—mw2:0 {s)

'Poznamka pro ty, co predchozi kapitolu pfeskotili. Mame-li feSeni rovnice m = X2 4+Y2—
pZ2, mizeme od jejich obou stran odegist m a ziskat tak X* +Y? — pZ? —mi? = 0. Vektor
(X,Y,Z,1) je pak zfejmé netrividlnim FeSeni rovnice (3). Méjme naopak netrividlni feseni
(X,Y,Z, W) rovnice (3). Jestlize W # 0, miZeme mW? pfevést na pravou stranu a nasledné
celou rovnici vydélit W2, &imz ziskdme reprezentaci &isla m ve tvaru (1). Jestlize W = 0, pak
alespofi jedno z &isel X, Y, Z neni nula — necht’ je to napf. X — a zdroven plati X2 + Y2 —
pZ? = 0. Pak (X2(1 + 725)4) + (Y2(1 ~ = )?) —p(Z2(1 — 727)?) je hledana reprezentace
&sla m. Pokud totiZ roznasobime zdvorky, ziskame (X*(1 + 737 + T‘;—‘Xi;)) + (Y21 — 2 +
%;—4)) —p(Z?(1 — axr + %;7)), dile mazeme vytknout vyraz (1 + %) a ziskdvame tak
1+ "6“)(24 J(X?+ Y2 —pZ?)+ By (X2 Y2 +pZ2). Jelikoz piedpokladiame X% + Y2 —pZ? =0,
je prvni séitanec roven nule a zdrovefi —Y? + pZ? = X?. Konené tedy 737 (X2 4+ X%) =m.

Zcela stejnou dvahu lze pouzit pro ukdzan{ ekvivalence netrividlni feSitelnosti (4) s tesitel-
nosti (2), pficem? pro diikaz reprezentovatelnosti ¢isla m Ize pouzit vyraz (X*(1 + &7)2) +

a(Y2(1 — 325)2) = p(Z2() — %))
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6. Definovatelnost pfirozenych Cisel v Q

X% + qy2 — pzz — mw? =0. (6)

Posledni Gvaha, kterou provedeme, je redukce &sla m. Pokud m neni tzv.
square-free, tzn. pokud je tvaru m = m/n2, kde n je néjaky netrivialni déli-
tel, mizeme v rovnicich nahradit m jeho square-free faktorem m’ a otdzka
fesitelnosti vysledné rovnice bude ckvivalentni fesitelnosti rovnice pivodni.
Necht’ je totiz opét napiiklad rovnice (5) tetitelna vektorem (x,y,z,w), ¢ili
plati

X2ty —pz® — m/n?w? =0.

Pak (x,y,z,nw) je fedenim pro rovnici, v niz je koeficient m nahrazen svou

i square-free Casti m’. A naopak necht’ mame fedeni (x,y,z, W) pro
X2 +y?—pz? - m'w? = 0.

Pak mtZeme celou rovnici vynasobit n2 a ziskame feseni (xn,yn, zn, w) pro
pavodni rovnici s koeficientem m.

Celou pravé provedenou sérii ekvivalentnich dprav nyni mizZeme shrnout
tak, 7e chceme-li se zabyvat reprezentovatelnosti celych &isel ve smyslu (1)

a (2), stali se omezit pouze na netrivialni Fesitelnost celoCiselnych rovnic

x2+y2—pz7‘—mw2 =0

x% + qy2 —pzz —mw? =0,

pki¢emZ staCi uvaZovat pouze square-free Cisla m, jelikoz kazdé Cislo je re-
prezentovatelné, pravé kdy? je jeho square-free st reprezentovatelnd. Na-
vic u feeni téchto rovnic se staci omezit pouze na tzv. primitivni Tesent, tj.
takova, pro néz (x,y,z,w) = 1. Mame-li toti? feSeni x, y, z, W, kde vsechna
&tyFi &isla maji spolecny faktor, pak mGZeme celou rovnici vydélit ¢tvercem
tohoto faktoru.

Zaméfme nyni pozornost na podminky reprezentovatelnosti, tak jak je
stanovuji lemmata 1 a 2, tedy na pravé strany obou ekvivalenci. | zde udé-

lame patfi¢né upravy, abychom se mohli v daliim textu omezit vylucné na

r square-free Cisla.

Lemma 1 pravi, ze libovolné &slo m je reprezentovatelné, neni-li ani jed-
noho z tvart m = ks?, kdek =p (mod 8), nebo m = pks?, kde (%) =1.
Necht' m = m/n?, kde m’ je jeho square-free ¢dst. UkdZeme, 7e m neni ani
jednoho z vyse uvedenych tvard pravé tehdy, kdyz m’ # p (mod 8) a zdro-
| vefi m’ nenf tvaru m’ = pk, kde (%) =1.
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6. Definovatelnost prirozenych Cisel v Q

Necht'm’ je kongruentnis p (mod 8), pak m je evidentné tvaru m = ks?,
, kdek = p (mod 8), nebot stali vzit za k ¢islo m’ aza s &slo n. Stejné tak je-li
| m’ tvaru m’ = pk, kde (%) =1, pakm= m'n? je zfejmé tvaru m = pks?,
kde (%) — 1. Stadi se tedy zabyvat opaénymi implikacemi.

Necht m = ks, kde k = p {mod 8). Chceme ukazat, ze pak i square-
_free &ast m/ &isla m je kongruentni s p (mod 8). Necht' k = k12, kde k' je
square-free Cast Cisla k, pak zjevné m’ = k’. p je kongruentni s 3 (mod 4),
tedy s 3 nebo 7 (mod 8), v obou piipadech je viak liché modulo 8. Z rovnice
m’12 = p (mod 8) pak plyne, Ze 12 nemtzZe byt sudé. JelikoZ jediné Ctverce
modulo 8 jsou 0, 1 a 4, musi byt 12 kongruentni s 1. Tim pidem m’ = p
(mod 8).

Dale nech? m je tvaru m = pks?, kde (%) = 1. Je zfejmé, Ze p { k, nebot’
k je kvadratickym reziduem modulo p. Square-free &ast m” Cisla m tak bude
rovna pk’, kde k’ je square-free Cast isla k. Necht tedy k = k/12. Pak

K\ (KB (KN (B (K
4)-(5)-G)5)-(5);
a m' je tedy tvaru m’ = pk’, kde <%) =1.

Zcela obdobnou tvahu pak lze provést i pro obé dve podminky z lem-
matu 2.

Celou véc tedy mizeme shrnout tak, Ze lemmata 1 a 2 lze reformulovat

v nasledujici ekvivalentni podobg.

Lemma 3. Necht’ p je prvocislo kongruentni s 3 (mod 4) a m je libovolné

kladné square-free cislo. Pak celociselnd rovnice
x2+y2—pzz—mw2:0 (s)

je netrividlné fesitelnd, pravé kdyZ m # p (mod 8) a m neni tvaru m = pk,
k) —

kde <B> =1

Lemma 4. Necht' p a q jsou lichd prvocisla, p = 1 (mod 4) a (%) = —1

a necht’ m je libovolné kladné square-free Cislo. Pak celociselnd rovnice

‘ >c‘7'—{—qyz—pzz—111w2 =0 (6)
je netrividlné fesitelnd, pravé kdyz m neni tvaru m = Pk, kde (%) =—1,ani
tvaru m = gk, kde (%) =—1.
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6. Definovatelnost pfirozenych Cisel vQ

Pristupme nyni k dikazu téchto dvou lemmat. Omezime se nicméné pouze
na dikaz nutnosti piisluinych podminek, tj. ukdzeme, Ze je-li m jednoho ze
ze dvou zminénych ,kritickjch“ tvart, pak dana rovnice nemuize mit feseni.
Diikaz postacitelnosti pro obé lemmata vyzaduje vybudovani pokrocilého
matematického aparatu a nékolik vysoce netrividlnich vét z teorie Cisel. Po-
stup diikazu bude nicméné naznacen v 8. kapitole.

Zaénéme tedy s lemmatem 3 a uvazujme situaci, kdy m = p (mod 8).
p je kongruentni s 3 modulo 4, a je tedy kongruentni s 3 nebo 7 modulo 8.
Se stejnym &islem je pak kongruentni i 1m. Je-li rovnice (5) fesitelna v oboru
celych &isel, pak zjevné musi byt felitelnd modulo libovolné n. Sta¢i nam
tedy ukézat jeden konkrétni modul, pro ktery rovnice nemize mit feSeni.
Postupujme tedy sporem. Necht’ x, y, z, w jsou primitivnim celociselnym
feSenim rovnice (5) a necht’ napf. p = m = 3 (mod 8) (pro sedmicku by byl
postup identicky). Uvazujme kongruenci

x* +y?— 322 -3w? =0 (mod 8).

Druhd mocnina kazdého lichého &isla je kongruentni s jednickou modulo 8.
Na druhou stranu étverec sudého &isla mize byt kongruentni s 0 nebo 4.
Jelikoz ptredpokladdme, Ze feSeni je primitivni, je zfejmé, Ze vSechna isla
nemohou byt suda. Alespon jedno z Cisel x2, y2, 22, w? tedy musi byt 1.
Pokud by zbylé &tverce byly sudé, 1ze nahlédnout, ze pak by soucet levé strany
byl nutné lichy, a nemohl by tak byt kongruentni s nulou. Proto alesponi dvé

z &isel x2, y2, z2, w? jsou kongruentni s 1. Rozeberme jednotlivé tfi mozné
pripady.
Necht z2 = w? = 1. Pak lze vySe uvedenou kongruenci upravit na

x? +y? = 6 (mod 8), coz vzhledem ke skute¢nosti, Ze soucet dvou Etvercu
modulo 8 maZe byt pouze 0, 1,2, 4 nebo 5, neni mozné.

Paklize x2 = y2 = 1, pak 2 = 3(z2 + w?) (mod 8). A tato kongruence
nent ze stejného dfivodu Fesitelna.

Necht' tedy koneéné x? = 22 =1, pak y2 — 3w? =2 (mod 8) a pro-
branim moznych hodnot y? a w? se lze presvédtit, Ye i tato kongruence neni
fegitelnd, a rovnice (5) tedy nemizZe mit primitivn{ fedeni v oboru celych &isel.

Uvazme nyni druhou podminku, tj. situaci kdy m = pk, kde (%) =1.
Rovnici (5) pak mizeme pfepsat do tvaru

2 +y? = p(z? + kw?).
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6. Definovatelnost pfirozenych Cisel v Q

Postupujme opét sporem a piedpokladejme, Ze mame takové nenulové &islo 1,
které je reprezentovatelné zaroven jakon = x% + yZan=p(z*+ kw?), pfi-
Cem? navic (x,y,z,w) = 1. Je zfejmé, Ze p [ n. Z kapitoly 4.1 vime, Ze n je
reprezentovatelné ve tvaru n = x% +y2, tj. jako suma dvou ¢tvercd, tehdy
a jen tehdy, kdyZ kazdé prvocislo tvaru 4k+3 se v jeho rozkladu vyskytuje na
sudou mocninu. p = 3 (mod 4) a zdroveii zjevn€ p | n, proto nutné i p? | n,

co¥ znamena, e p | 22 + kw?. Plati tak

22 +kw? =0 (modp).

Tedy z2 = —kw? (mod p), a jestlize p ¥ w, muZeme tuto kongruenci dile
upravit na z2(w~')? = —k (mod p). To by znamenalo, Ze (—Tk> = 1. Pro-

toe ale jednicka je kvadratické nonreziduum modulo kazdé prvocislo tvaru

4k + 3, plati, ze
P P P p/)’

coz by byl spor s pfedpokladem, ze (%) — 1. Z toho plyne, Ze p | w, a tedy
ip|z. Pokudw=pw'az= pw/, plati, Zen = p(z2+kw?) = p3 (22 +kw'?).
Pokud by p jesté dale délilo 2’2 + kw’2, mohli bychom pfislusnou tGvahu
s kvadratickym charakterem k dale opakovat a postupné odebirat dalsi fak-
tory p2. p se tedy musi v rozkladu ¢islan vyskytovat na lichou mocninu, coz

je spor s predpokladem, Ze n je reprezentovatelné jako suma dvou &tverc.

Diikaz nutnosti obou podminek v lemmatu 4 se ponese ve velmi podobném
duchu jako diikaz druhé &asti diikazu predchoziho. To ostatné jiz ddva tusit
tvar téchto podminek. Necht’ tedy nejprve m = pk, kde (%) = —1. Zaroven

predpoklddame, Ze p = 1 (mod 4) a (%) = —1. Ze zikona kvadratické

reciprocity pak plyne, Ze i (%) = —1. Rovnici (6) mizeme pfepsat do tvaru
X% + qy2 = pz2 +pkw2.

Uvazujme opét takové nenulové n, které€ je reprezentovatelné vyrazy na obou
stranach rovnice. Navic miizeme predpokladat, Ze (x,y,z,w) = 1. Plati tedy
x2 4+ quy? = n a zfejmé p | n, coZ znamena, zZe x2 +qy? = 0 (mod p). Paklize

p 1y, mizZeme rovnici dale upravit na tvar

—x?(y~")?=q (modp).
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6. Definovatelnost prirozenych Cisel v Q

Vzhledem k tomu, Ze p je tvaru 4k + 1, je —1 kvadratickym reziduem, a tedy
i g by bylo kvadratickym reziduem, coz je spor s pfedpokladem (%) =—1.
p tedy musi byt délitelem y, a tim padem i Cisla x. Necht’' x = px’ ay=py’

Celou rovnici pak mizeme vydélit ¢islem p a ziskdvame
pXIZ + gpy 2 _ Z,Z T sz’

pficemz n' = 3 je reprezentovatelné vyrazy na obou stranich rovnice. Tedy

n = 22 + kw? a ziejmé opét p | n'. Tedy z2 + kw? = 0 (mod p). Jestlize

p f w mizeme rovnici dale upravit na
22w )2 =% (mod p).

Podobné jako pred okamzikem q by nyni &islo k bylo kvadratickym reziduem

modulo p, a to by byl spor s pfedpokladem (%) = —1.p tedy déli w i z,

a je tak spole¢nym délitelem vsech ¢isel x, y, z, w, ¢imz dostdvime spor

s predpokladem, Ze (x,y,z,w) = 1, tj. Ze tato Cisla byla primitivnim feSenim
rovnice (6).
Situaci, kdy m = gk, kde (%) = —1, uz mazeme pojednat jen heslovité.

Rovnici (6) miZeme zapsat jako

x? —pz? = —qy? + qkw?,
a mame tedy n takové, ze x2—pzf =naq|n Cili x2—pz? =0 (mod q), tj.
x2 = pz? (mod q). Predpoklad q { z vede k x%(z7 12 = p (mod q), a tedy
ke sporu s (%) = —1.Proto q | zi q | x. Délme celou rovnici Cislem q
a ziskavame

ax'2 —pqz? =y + w2,

Mime tedy n' = ¢, n = —y2 + kw? a zfejmé q | n'. Tedy y? = kw?
(mod q) a predpoklad p f w vede k y2(w=")? = k (mod q) a ke sporu
s (%) = —1. Tedy q vedle x a z déli i w a y dostdvame spor s vzajemnou

nesoudélnosti &isel x, y, z, w.

6.3. Robinsonové véta

Nyni jiz mézeme pfistoupit k vlastnimu diikazu Robinsonové véty, ktera
bude hrat stfedni dlohu pii hledani formule definujici mnoZzinu pfirozenych

&isel v Q. Nejprve ale dokazme tfi pomocnd lemmata.
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6. Definovatelnost pfirozenych Cisel v Q

Lemma 5. Necht'p je prvocislo kongruentni s 3 (mod 4). Pak pro libovolné
raciondlni &islo M, jehoZ zdkladnim tvarem je M = g, plati

(3X,Y,Z2)(2+pME=X2 + Y2 —pZ?) = (21 d&p1{d).

Leva strana ekvivalence vypovidd o feSitelnosti jisté rovnice. Necht’ je
fesitelna, a existuji tedy takova X, Y, Z, pro n€z plati
2

_y2 2 2
z+pdz X2 + Y2 —pZ2.

Tuto rovnici nyni miizeme vynasobit ¢islem d? a ziskavame tak
2d% + pn? = A2x? + d?v? —pd?Z?,
co7 kdy? polozime X’ = dX, Y’ =dYa Z' =dZ, Ize piepsat do tvaru
22 + pn2 = X2+ Y2 —pZ2'.

To jinymi slovy znamen4, Ze Cislo 2d2 +pn? je reprezentovatelné ve tvaru (1)
ve smyslu lemmatu 1 z Gvodu této kapitoly. Na druhou stranu pokud lze Cislo
2d? + pn? zapsat jako

2d2 + pn? = X% + Y2 —pZ?,
ziskame vydélenim rovnice Cislem a2

X2 y? Zz2

2
2+pM- = z + Frie Frl

X/Z Y/Z _ .pzll.
Otazka platnosti formule z levé strany ekvivalence je tedy ekvivalentni repre-
sentovatelnosti &isla 2d2 +pn? ve smyslu (1). Pro dikaz lemmatu 5 ndm tedy
stali ukdzat, 7e podminky z jeho pravé strany, ¢ili2Z{dap ¥ 4, jsou ekviva-
lentni podminkdm reprezentovatelnosti isla m = 2d% + pn? dle lemmatu 1,
tzn. 7e m neni tvaru m = ks?, kde k = p (mod 8), ani tvaru m = pks?, kde
(%) =1

Necht tedy d nen{ sudé a p 1 d. JelikoZ p nedéli d, nedéli ani m = 2d? +
pn?, a m tedy zcela jisté nelze vyjadrit ve tvaru m = pks?.

Dale piedpoklddejme pro spor, Ze m = 2d? + pn? je vyjadritelné ve tvaru
ks2, kde k = p (mod 8). Pak by samoziejmé musela platit i kongruence

242 +pn? = ks? (mod 4).
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6. Definovatelnost pfirozenych Cisel v Q

Jelikoz d je liché, plati d?> = 1 (mod 4). Zéaroven piedpoklddime, Ze p =
—1 (mod 4). Navic k = p (mod 8), a tedy i k = p (mod 4), tzn. k = -1
(mod 4). Rovnici tedy mlizeme prepsat jako

2—n?=—s? (mod4),
coz muzeme dile upravit na
n?—s?2=2 (mod 4).

Cisla n? a s? vsak mohou mit coby ¢tverce modulo 4 hodnotu pouze 0
nebo 1. Jejich rozdil tak nemuze byt 2. Cislo m tedy neni ani tvaru m = ks?,
kde k = p (mod 8).

V dtikazu druhého sméru pak staéi ukdzat, ze jestlize p | d nebo je d sudé,
pak m = 2d? + pn? je jednoho ze dvou ,kritickych tvart“.

Necht tedy p | d, tj. d = pr. Pak m = 2p2r2 4+ pn2 = p(2prZ + n?).
Polozme k = 2pr?+n?. p nemize délit n, jelikoz pak by n a d byla soudélna,
coz by byl spor, Ze M = 3 je v zdkladnim tvaru. p tedy nedéli ani k =
2pr? + n? a mizZeme se ptat na kvadraticky charakter k modulo p.

0 5) -

Cislo m je tedy tvaru m = pk12, kde (%) =1,
Necht' d je sudé, tj. d = 2r. Pak m = 8r2+pn?,atedy m = pn? (mod 8).
Navic jisté 2 { n, nebot’d je sudé a (n,d) = 1. Proto nf=1(mod 8am=p

(mod 8). Tedy m = m12, kde m = p (mod 8).

Lemma 6. Necht'p a q jsou lichd prvocisla,p =1 (mod 4) a <% = —1. Pak
pro libovolné raciondlni &islo M, jehoZ zdkladnim tvarem je M = 3, plati

(3X,Y,2)2 +paM? =X? + qY? —pZ¥) = (ptd &qtd).

Postup ditkazu bude obdobny tomu z lemmatu 5. Ma-li rovnice na levé

strané ekvivalence fedeni, miizeme jej opét vynasobit Cislem d? a ziskat tak
2d% + pgn? = d?X? + qd?Y? — pd?Z2 = X"? + qv'? —pZ27?,

co? znamena, ze &islo m = 2d% + pgn? je reprezentovatelné ve smyslu (2)
lemmatu 2. Naopak reprezentovatelnost &sla m = 2d? +pgn? ve smyslu (2)

vede k fesitelnosti rovnice z levé strany ekvivalence (pfislu$nou rovnici staci
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6. Definovatelnost pfirozenych cisel v Q

vydélit Cislem d?). Na zdkladé lemmatu 2 tedy stadi dokdzat, ze p { d a za-
roven q 1 d pravé tehdy, kdyz pfirozené &islo m = 2d2 + pqn? neni tvaru
m = pks?, kde <%> = —1, ani tvaru m = qks?, kde (%) =-—1.

Jedna strana je zcela evidentni. Nebot jestlize pfdaqtd, pakpanig
nemohou byt déliteli ¢isla m = 2d% + pan?, a m tak nelze zapsat ve tvaru
m = pks?Z, resp. m = qks?.

Naopak necht’ p | d, tedy d = pr. Pak m = 2p2r? + pgn? = p(2pr? +
aqn?). Polozme k = 2pr2 + qn?.ptn,nebo’p|da(n,d)=1. Tedy také

p 1 k. Pro kvadraticky charakter ¢isla k plati

(5)- (=) = (5) - () ()=
p P p p/\p/)
a m je tedy tvaru pk12, kde (%) =-1.

Nakonec necht q | d, &ili d = gr. Pak m = 2¢%1? + pqn? = q(2qr? +

2), Polozme k = 2qr2 + pn?. JelikoZ q | d, q nedéli n, a tedy ani k. Pro
) pak plati

(5)- ()= () -(3) () - ()= () =
q q q a/\p a/ \p/ 7
pri¢emz v pfedposlednim kroku jsme vyuzili skuteénosti, ze p = 1 (mod 4),

a tedy dle zdkona kvadratické reciprocity maji <E> a (%) stejnou hodnotu.

q
m je tedy tvaru qk1?, kde (%) =-—1.

alx 3

(

Lemma 7. Pro kazdé liché prvocislo p existuje liché prvocislo q takové, Ze

5

Dtikaz tohoto lemmatu je pomérné snadny. Vezméme libovolné kvadra-
tické nonreziduum s modulo p. (Pfipomenme, ze kvadratickych nonrezidui
modulo p je pravé P—E—].) Jedno z &isel s a s + p, které je ziejme také kvadra-
tickym nonreziduem, je jisté liché. Vezméme jeho prvoéiselny rozklad. V ném
musi byt alespon jedno prvodislo, které je kvadratickym nonreziduem. Kdyby
totiz viechna &sla v rozkladu byla rezidui, byl by reziduem i jejich soucin.

Zavedme nyni novy predikat R, ktery bude mit centralni dlohu ve zbytku

této kapitoly. Definujme ho tak, Ze pro kazdé M, A, B plati

R(M,A,B) = (3X,Y,Z)(2+ ABM?Z = X2 + BYZ — AZ?).
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¢. Definovatelnost piirozenych Cisel v Q

V pivodnim nezbohaceném aritmetickém jazyce mizeme formuli R(M, A, B)
formulovat jako (3X,Y,Z)(V + 1 + ABMM + AZZ = XX + BYY). Ve svétle
této definice se objasiiuje smysl dvou predchozich lemmat. Lemma 5 stano-
vuje, pro ktera racionalni &sla M plati R(M,p, 1) pii néjakém pevné zvo-
leném prvocisle p tvaru 4k + 3. Naproti tomu lemma 6 se zabyva platnosti
formule R(M,p, q) pro pevné zvolena prvocisla p a q, kde p = 1 (mod 4)
a (5) = —1.
P& hledani formule definujici pfirozena Cisla v Q se mizeme inspirovat ve
zpiisobu, jakym se pfirozena &sla definuji v teorii mnozin. Zde je mnoZina w
viech prirozenych &isel definovana jako prinik vsech induktivnich mnozin,
tj. takovych mnoZin, které obsahuji prazdnou mnozinu a s kazdym prvkem
obsahuiji i jeho naslednika, kde naslednikem x rozumime mnozinu x U {x}.
Budeme-li prazdnou mnoZzinu znacit 0 a operaci nislednika jako +1, pak

mazeme formuli @(x) definujici pfirozena isla v teorii mnoZin zapsat jako
(Vy)((0 ey &(vz)(zey —z+ 1€ y)) — x € y).

Aritmetick4 formule definujici pfirozend ¢isla v Q pak bude mit ¢astecné tutéz
strukturu. Nahradme mnozinovy predikat ndleZeni pravé zavedenym predi-
kitem R a kvantifikujme misto pies viechny mnoZiny y pres viechny dvo-
jice A, B racionalnich &isel. Na misté volné proménné x pak radéji pouzijme
velké N, abychom vyhovéli typografické konvenci pro aritmetické formule

2 tvodu této kapitoly. Ziskavame tak formuli

(YA, B)((R(0, A, B) & (YM)(R(M,A,B) = R(M +1,A,B)}) = R(N, A, B)).
Tato formule sice jeété neni onou definici piirozenych Cisel, ke které sméfu-
jeme, plati viak nasledujici véra.

Véta (Robinson). Pro kaZdé raciondlni gislo N plati, Ze spliiuje formuli

(VA, B)((R(0, A, B) & (YM)(R(M, A, B) — R(M + 1,A,B))) — R(N,A,B))
(7)

pravé tehdy, kdyZ je celym Cislem.

Jeden smér diikazu, a sice Ze kaydé celé &islo tuto formuli spliiuje, je
ztejmy. Necht’ N je pfirozené &islo a A, B jsou raciondlni &isla takova, Ze
je splnén antecedent formule (7). Pak z indukce plyne, Ze je splnén i konsek-

vent, a tedy kazdé pfirozené &islo splituje (7). Podivame-li se dile na definici
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6. Definovatelnost pfirozenych Cisel v Q

predikatu R, je mozné si viimnout, Ze M se v ni objevuje pouze na druhou
mocninu. Ziejmé tedy plati (YM, A, B)(R(M,A,B) = R(—M,A,B)), a jeli-
ko kazdé prirozené &islo splfiuje formuli (7), spliuje ji 1 kaZzdé celé Cislo.

Pristupme nyni k ditkazu opalného sméru, tedy k dakazu, ze kazdé ra-
cionalni &islo spliujici (7) je celé. Necht’ N je tedy takové raciondlni Cslo,
které spliiuje formuli (7).

Zvolme za A libovolné prvodislo p tvaru 4k + 3 a za B vezméme Cislo 1.
Z lemmatu 5 vime, Ze pro libovolné M = F formule R(M, p, 1) plati pravé
tehdy, kdyz 2 1 d a p { d. Ziejmé tedy plati R(0,p,1), nebot’ jmenovatel
&isla 0 je 1, a pro kazdé M také plati formule R(M,p,1) = R(M +1,p,1),
nebot’ &isla M a M + 1 v zakladnim tvaru maji stejné jmenovatele. Paklize
totiz M = 5, pak M+ 1 = ntd, Jelikoz M je v zdkladnim tvaru, pak
(n,d) = 1. Zadny délitel &isla d tedy neni délitelem &islam, a tedy anin +d.
ntd je proto zakladnim tvarem &isla M+ 1. Pro parametry A =paB=1]je
tedy spinén antecedent implikace (7), a musi tak platit i zavér, tj. R(N, p, 1).
7 lemmatu 5 nyni plyne, Ze jmenovatel &isla N neni délitelny Cislem dvé,
a jelikoz jsme &islo p zvolili libovolng, ani zadnym prvocislem tvaru 4k + 3.

Ve druhém kroku zvolme za A libovolné prvocislo p tvaru 4k + lazaB
k nému vezméme liché prvolislo g takové, ze (%) = —1. Existenci tako-
vého q garantuje lemma 7. Z lemmatu 6 déle vime, 7e libovolné M = § spl-
fiuje formuli R(M, p, q), pravé kdyZ p ani g nedéli d. Opét tedy zfejmé plati
formule R(0,p, q) i formule (YM){R(M,p, q) - RM +1,p,9)). Jelikoz N
spliiuje formuli (7) 1 jeji antecedent, spliiuje nutné i zaver, tedy R(N,p,q).
A jelikoz bylo p zvoleno libovolng, miZeme na zakladé lemmatu 6 odvo-
dit, ze jmenovatel ¢isla N neni délitelny Zadnym prvodislem tvaru 4k + 1.
V minulém odstavci jsme ukdzali, Ze nemiize byt délitelny ani &islem dva ¢

jakymkoli prvolislem tvaru 4k + 3. Jmenovatel &isla N tedy musi byt1,a N

je celé Cislo.

6.4. Definovatelnost pfirozenych Cisel

Je patrné, Ze je nyni zcela na misté oznadit si formuli (7) z predchozi véty jako
Int(N) a predikat Int pak chipat jako byt celym &islem“. V kapitole 4.2
jsme navic ukdzali, Ze libovolné celé &islo je piirozené pravé tehdy, kdyZ jej
ize zapsat jako soudet Ctyf &tverci. Kombinaci téchto vysledkd uz mizeme
snadno sestavit formuli definujici mnoZinu prirozenych &isel ve struktufe Q:

Libovolné racionalni &slo N je pfirozené tehdy a jen tehdy, kdyZz spliuje
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7. Pozndmka

Robinsonové formuli Int(N) a zdrovei je souctem ¢&tyf Ctverch. PrisluSna
formule tedy vypada takto.

Int(N) & (3A, B, C,D)(N = A? + B2 + C? + D?)

7. Poznamka

V konstrukei z pfedchozi kapitoly jsme u dvou vychozich lemmat vynechali
ditkazy jednoho sméru ekvivalence. Pfislusnd tvrzeni jsou totiz dasledkem
hiubokého &iselnéteoretického teorému, ktery bude pfedstaven v nésledujici
kapitole.

Tato kapitola ma za cil zd@raznit mista, na kterych bylo téchto dvou ne-
dokazanych implikaci uzito, a zaroveii vzhledem k tomu, Ze ani jedna z nich
nebyla ve vysledné vété aplikovana v plné sile, také formulovat tvrzeni o néco
slabi, ktera by nicméné postacovala k Gplnému dikazu Robinsonové véty.

Predné tedy ptipomeiime ony dvé zminéné nedokazané implikace.

Tvrzeni 1 (Implikace < lemmatu 1). Necht’ p je prvocislo kongruentni s 3
(mod 4). Pak kazdé nenulové pfirozené Cislo m, které neni tvaru m = ks?,
kde k = p (mod 8), ani tvaru m = pks2, kde <%) =1, je reprezentovatelné
ve tvaru

m:X2+Y2—pZZ.
Tvrzeni 2 (Implikace < lemmatu 2). Necht'p a q jsou lichd prvocisla, p = 1
(mod 4) a (%) — —1. Pak kazdé nenulové prirozené Cislo m, které neni
tvaru m = pks?, kde (%) — —1, ani tvaru m = qks?, kde (%) =—1,je
reprezentovatelné ve tvaru

m = X2+ qY? —pZ°.

Poznamenejme, e jsme tato dvé tvrzeni dale ptevedli do nasledujici ekvi-

valentn{ podoby.

Tvrzeni 3 (Implikace < lemmatu 3). Necht' p je prvocislo kongruentni s 3
(mod 4). Pak pro kazdé kladné square-free cislo m, které neni kongruentni
sp (mod 8) a zdroveri neni tvaru m = pk, kde (%) =1, md rovnice

x2 +y2 zpzz + mw?

netrividlni reseni.
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Tvrzeni 4 (Implikace < lemmatu 4). Necht'p a q jsou lichd prvocisla, p = 1

(mod 4) a ( g) = —1. Pak pro kaZdé kladné square-free cislo m, které neni
tvaru m = pk, kde (%) = —1, ani tvaru m = gk, kde (%) = —1, md rovnice

X% + qy2 = pzz + mw?

netrividlni feseni.

V nédsledném dikazu lemmatu s jsme vysli ze skuteénosti, ze pro libo-
volné prvoéislo p typu 4k + 3 je pro kazdé M = 5 formule R(M,p, 1) ekvi-
valentn{ reprezentovatelnosti &isla 2d2 + pn? ve smyslu lemmatu 1. Podobné
dtkaz lemmatu 6 vychazel z ekvivalence formule R(M, p, q) a reprezento-
vatelnosti ¢isla 2d? + pqn? ve smyslu lemmatu 2 pro libovolné M = %,
prvocislo p = 1 (mod 4) a liché prvoéislo q, pro néz (%) = —1. JelikoZ po-
loviny lemmat 1 a 2 nebyly dokdzany, nejsou plnym diikazem podloZeny ani
tyto dvé ¢asti lemmat 5 a 6.

Tvrzeni 5 (Implikace <= lemmatu 5). Nech?' p je prvocislo kongruentni s 3
(mod 4) a M = § je libovolné raciondlni cislo. Pak

(2td&ptd) = R(M,p,1).

Tvrzeni 6 (Implikace < lemmatu 6). Necht'p a q jsou lichd prvocisla, p = 1
(mod 4), (%) = —1a M = % je libovolné raciondlni ¢éislo. Pak

(pfd&qgtd) — R(M,p,q).

Ve findlni konstrukci reprezentované Robinsonové vétou viak nebylo ani
jedno z lemmat 5 a 6 pouZito v plné sile. Pouze jsme ukézali, 7e jisté plati
R(0,p,1), resp. R(0,p, q), a déle pro kazdé M také implikace R(M,p,1) —
RM +1,p,1), resp. RIM,p,q) — RIM +1,p, q). Na zikladé téchto faktt
jsme za predpokladu, ze N spliiovalo Robinsonové definujici formuli Int(N),
dosli k zdvéru, ze N spliiuje i formule R(N,p,1) a R(N,p, q), procez jeho
jmenovatel nemohl byt délitelny Zadnym prvocislem, a N tak muselo byt
celym ¢islem. Tento zdvérecny Gsudek se viak zakladal na plné dokazanych
smérech lemmat 5 a 6.

Nedokdzané ¢asti lemmat 1 a 2 tak bylo pouzity pouze k dokazani &tyi
vySe uvedenych formuli R(0,p, 1), R(0,p, q), (YM)(R(M,p,1) - R(M + 1,
P, 1)), (YM)(R(M,p,q) = R(M + 1,p, q)). Jadro neelementarni &asti kon-
strukce tedy spocivd v nésledujicich ¢tyfech tvrzenich (pro vétsi prehlednost
je v nich predikat R rozepsan dle své definice).
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Tvrzeni 7 (R(0,p,1)). Necht' p je prvocislo kongruentni s 3 (mod 4). Pak
plati
(3X,Y,Z)(2 = X? + Y2 —pZ?).

Tvrzeni 8 (R(0,p,q)). Necht' p a q jsou lichd prvocisla, p = 1 (mod 4),
<%) = —1. Pak plati

(3IX,Y,2)(2 = X* + qY? —pZ?).

Tvrzeni 9 (YM)(R(M,p,1) — R(M + 1,p,1))). Necht’ p je prvocislo kon-
gruentni s 3 (mod 4). Pak pro kazdé M plati, Ze je-li rovnice

2+ pMZ =X2 + Y2 —pz?
resitelnd, pak je Fesitelnd i rovnice
24pM+1)2=X2+Y2—pZ2.

Tvrzeni 1o ((YM)(R(M,p,q) — R(M + 1,p,q))). Necht’ p a q jsou lichd
prvocisla, p =1 (mod 4), <%) = —1. Pak pro kazdé M plati, Ze je-li rovnice

24+ pgM? = X2 4+ qY? —pZ?
resitelnd, pak je FeSitelnd i rovnice
24pqM+1)2 =X2+qY2 —pZ2.
Navic je patrné, Ze tvrzeni 7 je trividlné dokazatelné, nebot’ staci vzit za
X,Y,Z¢isla1,1,0.
Ke zkompletovani dikazu korektnosti celé konstrukce by tedy postaco-

valo dokdzat pouze tvrzeni 8—10. Na né se totiz redukuje uZiti neelementar-

nich ¢asti lemmat 1 a 2 (uvedenych vyse jako tvrzeni 1 a 2).

V niésledujici zavérecné kapitole, jejimz cilem je pfedstavit apardt potfebny
k dokonceni dukazu, se nicméné zaméfime pfimo na tvrzeni 1 a 2. Navic
bude pfedstavena véta, jejimz jsou lemmata 1 a 2 pouhym velmi specidlnim
pfipadem.
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8. p-adicka cisla a Hasse-Minkowského véta

Na konci 19. stoleti zavedl Kurt Hensel do teorie ¢isel novy prostfedek, tzv.
p-adickd cisla, ktery umoznoval vysetfovat klasické, ryze aritmetické pro-
blémy prostfedky matematické analyzy. Ukazme si zde tedy pfislusnou ana-
lytickou motivaci.

8.1. Absolutni hodnota a metriky

Absolutni hodnota |.| pro raciondlni &isla je dobfe zndma funkce, jejimz smys-
lem je urcovat velikost jednotlivych cisel. Jde o zobrazeni || : Q — Ry

definované jednoduchym pfedpisem

X| = X proX =0
] =X pro X < Q.

Je snadno patrné, Ze tato funkce splriuje nasledujici tfi pfedpoklady.

(i) |X| =0, pravé kdyz X =0
(1) XY= [X]-]Y]
(1i1) X+ Y] <X +1V]

Zaroven je mozné souhlasit s ndzorem, Ze tyto tfi vlastnosti by méla spl-
riovat jakakoli funkce, kterd by méla rozumnym zplisobem stanovovat veli-
kost raciondlnich éisel. Definujme tedy pojem zobecnéné absolutni hodnoty
jako libovolnou funkci |.| : @ — Ry spliiujici pravé uvedené podminky
(1)—(iii). Nejjednodussim piikladem takového zobrazeni je funkce ptifazujici
nule nulu a viem ostatnim &islim jednic¢ku. Vypovédni hodnota této funkce
je vSak velmi mald, a proto se touto tzv. trividlni absolutni hodnotou dile
nebudeme zabyvat. Velkého vyznamu jsou vsak tzv. p-adické absolutni hod-
noty.

Fixujme libovolné prvoéislo p. Kazdé nenulové celé ¢islo m pak lze jed-
noznacné vyjadrit jako m = p™m’, kde p  m’. MlZeme tedy zavést funkci
vy (x), kterd kazdému nenulovému celému ¢islu x pfidéluje pocet, kolikrat se
prvocislo p vyskytuje v jeho faktorizaci. Aby byla tato funkce totilni, po-
lozme dale v,(0) = +oo (divodem pro tuto definici je skuteénost, Ze nulu
Ize jisté vydélit Cislem p, pficemz vysledkem bude opét 0, a tu lze dale délit
¢islem p a takto az do nekonec¢na). Funkei vy, lze tedy chdpat jako miru dé-

litelnosti prvocislem p a navic ji lze rozsifit i pro libovolnd raciondlni {isla.
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Necht’ M = %. Pak polozime v, (M) = v, (n) — v (d). Lze snadno ovéfit, Ze
pro tuto definici neni podstatné, aby § bylo zikladnim tvarem Cisla M, ne-
bot’ spolecné nasobky p se vyrusi a ostatni faktory jsou irelevantni. Hodnota
jmenovatel, a zdpornd v opac¢ném pripadé. Lze také nahlédnout, Ze funkce v,

pro kazdé nenulové raciondlni ¢islo M je uréena formuli

n‘I

M=po M

kdeptn’aptd.

Jestlize nyni polozime
Xlp =p~*7 ™,

ziskame tzv. p-adickou absolutni hodnotu pro racionalni &isla. PakliZe in-
terpretujeme hodnotu p~ jako 0, je moiné se presvédit, ze |0, = 0 a Ze
l.lp dale spliuje vSechny vySe uvedené podminky (i)-(iii). Ziskdvame tak pro
kazdé prvocislo p nestandardni, tzv. p-adickou absolutni hodnotu |.|,. Tu
klasickou pak budeme tradi¢né oznacovat jako |.|o, a budeme ji nazjvat ab-
solutni hodnotou v nekonecnu.

Pojem metriky, tedy funkce pfifazujici libovolnym dvéma &islim jejich
vzajemnou vzdalenost, byva na raciondlnich &islech definovan jednoduchym
zpusobem jako

d(X,Y)=X-Y|.

Pro libovolna dvé ¢isla tedy vezmeme jejich rozdil a pomoci absolutni hod-
noty stanovime jeho velikost. Pokud vSak pouZijeme nestandardni absolutni
hodnotu, dostaneme i nestandardni metriku. Vedle klasické euklidovské me-
triky, vychazejici z klasické absolutni hodnoty |.|o, tedy miiZeme uvazovat
i p-adické metriky, vyjdeme-li z pravé piedstavenych p-adickych absolutnich
hodnort.

8.2. Lokalni télesa

Teleso realnych Cisel byvd obvykle definovano jako ziplnéni racionalnich &i-
sel, tak aby kazda cauchyovskd posloupnost méla limitu. PakliZe v§ak misto
klasické euklidovské metriky pouzijeme metriku p-adickou, ziskime jinou
topologii na Q, a tedy i jinou mnoZinu cauchyovskych posloupnosti. Stej-
nou procedurou zipliiovani jako redlnd &isla tak miizeme ziskat pro kazdé

prvocislo p téleso @, coby ziiplnéni raciondlnich &isel vzhledem k p-adické
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metrice. V souladu s nasi pfedchozi konvenci, kdy jsme znadili klasickou ab-
solutni hodnotu [.|, budeme ¢asto oznacovat R jako Qu. VSechna télesa Qp
a Qu pak budeme souhrnné oznadovat jako Q,, a budeme je nazyvat lokdl-

nimi télesy, kdezto pivodni struktura Q bude oznacovana jako globdlni.

8.3. Lokalné-globalni princip

Pti zkoumani fesitelnosti libovolné polynomidlni rovnice nad télesem raci-
onalnich Cisel je zfejmé, ze teSitelnost v Q implikuje feSitelnost v kazdém
lokdlnim télese Q. Diivodem k tomu je ta prostd skutecnost, ze globdlni té-
leso @ je podstrukturou vSech svych zuplnéni, a raciondlni feseni tak bude
feSenim ve vsech lokdlnich télesech. Pro nékteré rovnice se vSak stava, ze
plati i opacny smér, tedy Ze FeSitelnost ve vSech lokalnich télesech implikuje
fesitelnost v télese globalnim. Takovato situace byvad oznacovidna jako tzv.
lokdlné-globalni (téz Hasseho) princip.

Ziejmé nejdulezitéjsi skupinou polynomd, pro néz Hasseho princip plati,
jsou kvadratické formy libovolného poc¢tu proménnych. Lokalné-globalni
vlastnost pro tuto tfidu dokazal Helmut Hasse v ¢lanku [Has23]. Tento
slavny vysledek byva oznacovan jako Hasse-Minkowského véta a $lo tehdy
o prvni velmi vyznamnou aplikaci p-adickych téles. Na zdkladé tohoto te-
orému se totiz mizeme pfi zkoumdni izotropie libovolné raciondlni kvad-
ratické formy zaméfit pouze na otazku izotropie téze formy nad lokalnimi
ziplnénimi télesa Q. Otdzka izotropie kvadratické formy nad libovolnym
lokdlnim télesem je vSak pomérné snadno rozhodnutelna a navic vzhledem
k tomu, Ze se pti aplikaci Hasse-Minkowského véty na libovolnou kvadra-
tickou formu staci zabyvat izotropii pouze nad kone¢nym poctem lokalnich
téles (ve zbylych bude totiz izotropni trividlné), pfedstavuje tento teorém al-
goritmus schopny v koneéném poctu krokl rozhodnout o izotropii libovolné
raciondlni kvadratické formy.

Pfipomerime, Ze jsme v 5. kapitole ukdzali, Ze otdzka reprezentovatel-
nosti libovolného raciondlniho ¢isla libovolnou n-4rni formou je ekvivalentni
otazce izotropie jisté n + 1-arni formy. Na zdkladé Hase-Minkowského véty
tedy lze rozhodovat i o reprezentovatelnosti raciondlnich ¢isel racionalnimi
formami.

Rozhodovani o izotropii libovolné kvadratické formy ma rtzny, Casto
zna¢né odlisny charakter podle po¢tu proménnych pfislusné formy. Zaméfme

se postupné na formy jedné, dvou, tfi, tyf a vice nez ¢tyf proménnych.
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Kvadraticka forma jedné proménné zfejmé izotropni byt nemize, nebot’
rovnice AX? = 0, kde A # 0, ma pouze trivialni feSeni X = 0.

P¥i feseni izotropie binarni formy AX? 4 BY? = 0 miiZzeme predpokladat,
7e X 1Y # 0. Pokud by totiz napt. Y = 0, dostali bychom rovnici AX? =0,
ktera je fesitelnd pouze pro X = 0, nds vsak zajimaji pouze netrivialni feseni
rovnice AX? + BY? = 0. Tu tedy miaZeme pfepsat do tvaru é; = —% a na-
sledné rozhodnout o jeji fesitelnosti na zakladé pouhého prozkoumani, zda
je —% Etvercem v Q, ¢i nikoli.

[ otdzku izotropie terndrnich forem je mozné fesit bez odvolani na Hasse—
Minkowského teorém. Vétu stanovujici nutné a postacujici podminku pro
netrividlni fesitelnost rovnic tvaru AX2 +BY?2 + CZ?2 = 0 dokazal bez pouziti
konceptu p-adickych Cisel jiz Legendre.

Naopak pro kvadratické formy péti a vice proménnych bylo dokdzano, ze
jsou izotropni nad vSemi lokalnimi télesy Q. Pro jejich izotropii nad télesem
raciondlnich &isel tak staci, aby byly izotropni i nad R. Otdzka izotropie
nad R je vSak pro formy libovolného poctu proménnych trividlni. Mdme-li
rovnici Aq X% + A2X§ + ...+ AnX3% = 0, pak pro jeji netrividlni fesitelnost
v oboru redlnych Cisel staéi, aby koeficienty Ay, Az, ..., Ay nebyly véechny
zdroven kladné, resp. zdporné. Nicméné i tato véta, stanovujici, Ze racionalni
kvadraticka forma péti a vice proménnych je izotropni nad Q, pravé kdyz je
izotropni nad R, byla dokazana A. Meyerem jesté pfed zavedenim p-adickych
Cisel.

Hlavni vyznam Hasse-Minkowského teorému tedy lezi ve stanoveni pod-
minek izotropie kvaterndrnich forem. Poznamenejme, Ze pravé tato otazka je
predmétem nedokdzanych ¢asti lemmat 1 a 2. Pfi dikazu lokalné-globalniho
principu pro formy {tyf proménnych se vychdzi z dikazu téze vlastnosti pro
terndrni formy. Zcela integrédlni roli v dikazu pro kvaternarni formy vsak
také hraje Dirichletova véta o aritmetickych posloupnostech. Dirichletova
véta zaruluje, ze v kazdé posloupnosti ptirozenych ¢isel a,a+b,a+2b,a +
3b,..., kde a a b jsou nesoudélna, se vyskytuje nekoneéné mnozstvi prvo-

Cisel, tedy jinymi slovy, Ze existuje nekoneéné mnozstvi prvocisel kongruent-

nich s a modulo b (pro dukaz Hasse-Minkowského nicméné postaduje pouze
i jedno takové prvocislo). Ackoli je Dirichletova véta pomérné jednoduse for-
| mulovatelné Ciselnéteoretické tvrzeni, jeji diikaz je velmi netrividlni a je v ném
vyuzivano mnoha analytickych prostfedki (funkci spojitych proménnych, li-

mit, nekone¢nych sum).
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8.4. Odkazy

Velice ¢tivym tvodem do teorie p-adickych &isel je kniha [Goug7], na dikaz
Hasse-Minkowského véty zde vsak nedojde. Klasické dukazy této véty lze
nalézt napt. v knihach [B-566], [Cas78] & v praci [Gamoé]. Prvni jmeno-
vana kniha pfitom obsahuje i dikaz Dirichletovy véty. Dikazy obou téchto
teorému lze také nalézt v knize [Ser73]. Zde je Hasse-Minkowského véta vy-
vrcholenim prvni poloviny knihy, Dirichletova véta je pak jednim z hlavnich
vysledkd druhé ¢asti.

Dosud jsme vyslovné nezminili, Ze se pfi studiu netrividlni feSitelnosti
libovolné raciondlni rovnice tvaru A1X% + AZX% + o+ ApXZ = 0 lze
omezit na celd &isla, nebot’ staéi rovnici vyndsobit jmenovateli vsech koefi-
cienth Ay,A7,...,An a vyslednd rovnice bude netrividlné Fesitelnd v oboru
| raciondlnich &isel, pravé kdyz bude mit netrividlni celodiselné feseni (tato
tivaha byla provedena na zadatku 6. kapitoly). Navic fesitelnost v lokalnim
} p-adickém télese je v izkém vztahu s fesitelnosti téze rovnice modulo vsechny
mocniny prvocisla p. Hasse~Minkowského vétu lze tedy ekvivalentné vyslo-
vit také tak, Ze libovolna celociselna rovnice a; x% + azx% +...+anx? =0je
netrividlné fesitelnd, pravé kdyz je netrividlné feSitelnd modulo p™ pro kazdé
prvocislo p a vechna prirozena Cisla r a kdyz je zdroven netrividlné feSitelna
v oboru redlnych ¢isel. Dikaz takto formulované véty (ktery se tedy pfimo
neodvoldva na koncept p-adickych ¢isel) lze nalézt v knize [Mor69].

Na zdvér je$té poznamenejme, Ze obecny dlikaz Hasse-Minkowského
véty je konstruktivni a umoziiuje na zakladé kombinace lokalnich feseni pfi-
slusné kvadratické formy sestrojovat globdlni, racionalni feSeni. Algoritmus
takové konstrukce byl také implementovan do matematického softwarového
baliku Magma a je popsan v ¢lanku [S-Pog].
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