Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Frantisek Strupl

Einsteinova gravitace

ve vice dimenzich

Ustav teoretické fyziky

Vedouci diplomové prace: Prof. RNDr. Jiii Podolsky, CSc., DSc.

Studijni program: Fyzika

Studijni obor: Teoreticka fyzika

Praha 2011



Podékovani

Rad bych na tomto misté podékoval zejména svému vedoucimu diplomové prace
Prof. RNDr. Jitimu Podolskému, CSc., DSc., a to nejen za odborné vedeni a radu
cennych pfipominek, ale predevsim za trpélivost a neutuchajici motivaci dotahnout
praci do zdarného konce.

Veliky dik patii také mé rodiné, kterd mé pii studiu plné podporovala, a v nepo-

sledni tadé i ptitelkyni Petie, ktera mi poskytovala tolik potfebné zazemi.



Prohlasuji, ze jsem tuto diplomovou praci vypracoval samostatné a vyhradné s

pouzitim citovanych pramenu, literatury a dalsich odbornych zdroju.

Beru na védomi, ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zdkona v platném znéni, zejména skutecnost, ze
Univerzita Karlova v Praze mé pravo na uzavieni licenéni smlouvy o uziti této préace

jako skolniho dila podle § 60 odst. 1 autorského zakona.

V Praze dne 05.08.2011 Frantisek Strupl



Ndzev prace: Einsteinova gravitace ve vice dimenzich

Autor: Frantisek Strupl

Katedra (istav): Ustav teoretické fyziky

Vedouci diplomové prdace: Prof. RNDr. Jiifi Podolsky, CSc., DSc., Ustav teoretické

fyziky

Abstrakt: Predlozena prace zkoumad nékteré aspekty Einsteinovy gravitace v obecnych
prostorocasech libovolné dimenze. V prvni kapitole jsou shrnuty zaklady pouzitého
geometrického aparatu a zejména odvozen obecny tvar rovnice geodetické deviace
reprezentujici vztah mezi relativnim zrychlenim a Riemannovym tenzorem. Druhd
kapitola pak predstavuje ruzné zpusoby algebraické klasifikace Weylova tenzoru ve
¢tytech a vice dimenzich. Tteti ¢ast je vénovana zkoumani relativnich pohybu testo-
vacich ¢astic a interpretaci ruznych clenu v obecném tvaru rovnice geodetické devi-
ace. Ctvrta édst podrobnéji zkoums vhodnou volbu interpretaéni béze a soufadnic.
Zavérecna pata kapitola je pak zasvécena rozboru pohybu testovacich castic v Ro-

binsonové-Trautmanové prostorocase libovolné vyssi dimenze.

Klicovd slova: rovnice geodetické deviace, Weyluv tenzor, obecné prostorocasy libo-

volné dimenze, Robinsonuv-Trautmanuv prostorocas



Title: Einstein gravitation in higher dimensions

Author: Frantisek Strupl

Department: Institute of Theoretical Physics

Supervisor: Prof. RNDr. Jiti Podolsky, CSc., DSc., Institute of Theoretical Physics

Abstract: In the present work, we study some aspects of Einstein’s theory of gra-
vitation in general spacetimes with an arbitrary number of dimensions. In the first
chapter we summarize the foundations of used geometric formalism and we derive
the equation of goedesic deviation representing the relation between relative accele-
ration and the Riemann tensor. Second chapter presents different types of algebraic
classification of the Weyl tensor in four and higher dimensions. Third chapter is
devoted to a detailed examination of the test particle motions and also to the inter-
pretation of different terms in the general equation of geodesic deviation. The fourth
section examines appropriate choice of the interpretation frame and the coordinates.
The final fifth chapter contains an analysis of the motion of test particles in the

Robinson-Trautman spacetime with an arbitrary higher number of dimensions.

Keywords: equation of geodesic deviation, Weyl tensor, general spacetimes of an

arbitrary dimension, Robinson-Trautman spacetime



Obsah

Uvod 1

Notace a konvence 5

1 Zaklady geometrického aparatu 6
1.1 Derivovani na obecné varieté . . . . . . . . .. ... 6
1.2 Paralelni ptenos . . . . . . . . . .. 8
1.3 Kiivost . . . . o Lo 9
1.4 Geodetické krivky a geodeticka deviace . . . . . . .. ... ... .. 10

2 Algebraicka klasifikace Weylova tenzoru 13
2.1 Petrovova klasifikace Weylova tenzoru v D=4 . . ... .. ... ... 13
2.2 Klasifikace Weylova tenzoru ve vice dimenzich . . . . . .. ... ... 16

2.2.1 Klasifikace s uzitim baze k,L,m; . . . . . . . .. ... ... .. 17
2.2.2 Klasifikace s uzitim baze lL,n,m; . . . . . . . ... ... ... 19

3 Relativni pohyb ¢astic v obecném prostorocase libovolné dimenze 21
3.1 Odvozeni invariantniho tvaru rovnice geodetické deviace . . . . . .. 21

3.2 Rozbor clenu v rovnici geodetické deviace pro rizné typy prostorocasu 29

3.2.1 Cleny obsahujici kosmologickou konstantu A . . . . . . .. .. 30

3.2.2  Cleny obsahujici komponenty Weylova tenzoru Uy . . . . . . . 32

4 Volba vhodné interpretacni baze a prirozenych souradnic 36
4.1 Jednoznacnost nulové referenéni baze . . . . . . . . .. ... ... .. 36

4.2 Paralelni pfenos nulové referencni baze . . . . . . . . ... ... ... 38



4.3 Prirozené soutadnice pro netwistujici prostorocasy . . . . . . . . . .. 39

4.4 Explicitni tvar vektoru nulové referencni baze . . . . . . .. ... .. 40

5 Relativni pohyby castic ve vicerozmérném RT prostorocase 42
5.1 RT teseni a vakuova metrika ve vice dimenzich . . . . . . . .. .. .. 43
5.2 Pohyb ¢astic v prostorocase typu RTO(A) . . ... . ... ... ... 45
5.3 Pohyb ¢astic v prostorocase typu RTD(A) . . . ... ... ... ... 46
5.3.1 Vakuova teseni pro pripad p 0 . . . . . ... ... ... .. 47

5.3.2  Vakuova teSeni pro pripad p=0 . . .. ... ... ... ... 48

Zaveér 48
Dodatky 51

A Nezavislé slozky Riemannova a Weylova tenzoru v obecné dimenzi 52

A.1 Riemannuv tenzor . . . . . . . . . . ... ... 52
A2 Weyluv tenzor . . . . . . . . .. 53
B Rozklad Weylova tenzrou uzitim baze 1,n,m; a C;,.; koeficienta 55
B.1 Vztah mezi komponentami Weylova tenzoru Cppeqg @ Wq . . . . . . .. 56

C Vztah realné a komplexni notace

pro slozky Weylova tenzoru v D=4 58
Literatura 59
Seznam obrazkua 63

Seznam tabulek 64



Uvod

Jednou z nejvétsich vyzev teoretické fyziky v poslednich nékolika dekadéach je nale-
zeni sjednocujici teorie, ktera by dokazala popsat zaroven vsechny ¢tyti zakladni sily
— gravitaci, elektromagnetickou silu, slabou interakci a silnou interakci. V ptipadé
elektromagnetické sily a slabé interakce se to jiz koncem 60. let 20. stoleti podafrilo fy-
zikum Sheldonu Glashowovi, Abdusu Salamovi a Stevenu Weinbergovi, ktetri prisli s
takzvanou elektroslabou interakci a byli za to v roce 1979 ocenéni Nobelovou cenou za
fyziku. V prubéhu 70. let minulého stoleti pak byla za pfispéni mnoha vyznamnych
osobnosti ze svéta fyziky vypracovana jednotna kvantova teorie popisujici spolu s
elektromagnetickou a slabou interakei i silnou interakei. Tato teorie je dnes vSeobécné
znama jako Standardni model.

Ani pres velikou snahu mnozstvi fyziku z celého svéta se vSak do dnesni doby
nepodarilo zahrnout do Standardniho modelu gravitaci nebo nalézt néjakou konzis-
tentni kvantovou teorii gravitace. Ukazuje se pritom, Ze gravitace je na subatomarni
skédle velmi odlisnd od ostatnich interakci a pro jejich sjednoceny popis tak bude
potieba teorie nova.

Zhavym a dominantnim kandidétem je jiz od 80. let minulého stolet{ teorie strun,
ktera vsak stale zustava pouze na tirovni teoretickych spekulaci a zatim neméd zadnou
piimou experimentalni podporu. Ta uvazuje o elementarnich casticich jakozto jedno-
dimenziondalnich objektech, napiiklad malych strunach [1], pficemz jednotlivé typy
castic jsou pouze ruznymi jejich vibracnimi médy. Aby vsSak tato teorie byla ma-
tematicky konzistentni, je potfeba zavést supersymetrii a 6 dalsich rozmért, neboli
prostorocas musi mit 10 dimenzi. Strunova teorie je tak vyznamnou, avsak zdaleka

ne jedinou motivaci pro zkoumani a porozumeéni teorii gravitace ve vice dimenzich.
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Myslenka vice dimenzi m4 jiz pomérné dlouhou tradici. Uz ve dvacéatych letech
minulého stoleti se Kaluza a Klein pokouseli sjednotit elektromagnetismus a gravitaci
zavedenim patého rozmeéru [2], [3]. V posledni dobé se pak s vice dimenzemi muzeme
mimo vlastni teorie strun setkat tfeba v kontextu AdS/CFT korespondence [4], u
bréanovych kosmologii [5] nebo u raznych kvantovych teorii gravitace. Nase préace
se pritom primo nezabyva zadnou z vyse uvedenych teorii, ale zustava na poli ¢isté
klasické verze obecné teorie ralitivity a zkouma nékteré jeji aspekty ve vice dimenzich.

Existuji totiz ptrirozenda vicerozmérna zobecnéni Einsteinovy teorie gravitace, kte-
ra primo nestanovi zadny pocet dimenzi. Na obvykle uvazovaném poctu tii respektive
¢tyt (jedna ¢asové a tii prostorové) dimenzi tak z jeji pozice neni na prvni pohled
v podstaté nic vyjimeéného. Piesto mnohd badani z posledni doby naznacuji, ze ve
vice nez ¢tyfech dimenzich ptinasi kvalitativné nové a odlisné fyzikalni jevy, jejichz
studium muze dosavadni pozici preferovanych ¢tyr dimenzi oslabit, ale i vyrazné
posilit. V predlozené praci se proto snazime na nékteré vlastnosti vicedimenzionalni
gravitace poukazat a zaroven dosazené vysledky srovnavame s jiz difve ziskanymi
a znamymi vysledky platnymi pravé ve ¢tyrech dimenzich. Konkrétné nas zajima
zejména pohyb testovacich ¢astic dany vicerozmérnou rovnici geodetické deviace, jeji

zakladni interpretace a chovani v prostoro¢asech Robinsonova-Trautmanova typu.

Prvni kapitola je vénovana zdkladum geometrického aparatu. Jsou zde uvedeny
zakladni vlastnosti kovariantni derivace a s jeji pomoci je pak definovan paralelni
prenos tenzoru. Pomoci ného déale zavadime kiivost, Riemannuv tenzor kiivosti,
ktery ji popisuje, a odvozené entity Ricciho tenzor, skalarni kiivost a Weyluv tenzor.
V zavéru kapitoly pak definujeme v cisté geometrické podobé geodetické kiivky a
odvozujeme rovnici geodetické deviace vyjadiujici fakt, ze testovaci castice se vuci
sobé po geodetikach pohybuji s nenulovym relativnim zrychlenim, které je urceno

Riemannovym tenzorem.

Druhd kapitola se podrobné zabyva algebraickou klasifikaci Weylova tenzoru ve

vice dimenzich. Na zacatku vychazime z velmi dobfe znamé Petrovovy klasifikace
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Weylova tenzoru ve ¢tyfech dimenzich a nasledné ukazujeme, jak ji zobecnit do vice
dimenzi. Poukazujeme pritom na skutec¢nost, ze v literature jsou pro klasifikaci Wey-
lova tenzoru ve vice dimenzich nejcastéji pouzity dvé volby redlné baze vektoru lisici
se normovanim. Ve zbytku kapitoly se tedy vénujeme obéma a ukazujeme, jaky je

mezi nimi vztah.

Treti kapitola zacind obecnym rozborem invariantni rovnice geodetické deviace
ve vice dimenzich popisujici relativni pohyb volnych testovacich ¢astit a dosazené
vysledky zaroven srovnava se zndmymi vysledky platnymi pro ¢tyfi dimenze. Je
v ni ukazano, ze diky volbé vhodné unikatni ortonormalni béze realnych vektoru
lze rovnici geodetické deviace rozlozit na soucet clenu zodpovédnych za ruzné spe-
cifické efekty: cleny obsahujici kosmologickou konstantu A reprezentujici izotropni
vliv maximalné symetrického kosmologického pozadi, ¢leny obsahujici tenzor energie
a hybnosti Ty, popisujici interakci s hmotou a ¢leny obsahujici kmponenty Weylova

tenzoru ¥, odpovidajici lokdlnimu volnému gravitacnimu poli.

Ve ¢tvrté kapitole nejprve podrobnéji zkoumame nékteré dulezité vlastnosti nu-
lové referencni (interpretacni) baze. Konkrétné poukazujeme na jeji jednoznacnost a
také deklarujeme, jaké podminky jsou nutné pro jeji paralelni prenos. Déle ukazu-
jeme, jak volit prirozené souradnice obecnych netwistujicich prostorocasu, a nakonec

uvadime, jaky v nich maji explicitni tvar jednotlivé vektory nulové referenéni baze.

V paté kapitole predstavujeme metriku obecného Robinsonova-Trautmanova te-
Seni v libovolné vyssi dimenzi, dale zkoumame specifické relativni pohyby testo-
vacich ¢astic v obecném vakuovém Robinsonoveé-Trautmanové prostorocase. Konkré-
tné se vénujeme pohybum testovacich ¢éstic v konformé plochém Robinsonoveé-Trau-

tmanové prostorocase (typu 0) a v prostorocasech typu D.

Soucasti prace jsou také tfi dodatky. Prvni z nich, Dodatek A, se vénuje nezavis-

Iym slozkam Riemannova a Weylova tenzoru a jejich poc¢tu v obecném prostorocase
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dimenze D. Dodatek B je zasvécen rozkladu Weylova tenzoru uzitim baze vektoru
1, n, m; a Cp.q koeficientt véetné jejich vztahu ke koeficientum ¥4 pouzitym v hlavni
¢asti textu. Posledni, Dodatek C, ukazuje, jaky je vztah mezi redlnou a komplexni

notaci pro slozky Weylova tenzoru v ¢tytech dimenzich.



Notace a konvence

1. V ramci této diplomové prace oznacujeme proménnou D, pokud neni explicitné

uvedeno jinak, obecny pocet dimenzi prostorocasu.

2. Déle pouzivame stejnou znaménkovou konvenci, jako Misner, Thorne a Wheeler
v [6]. Signatura metriky ma tedy pro libovolny pocet dimenzi D obecny tvar

(— 4, ..., +).
3. Tenzory znacime tuénym pismem a slozky tenzoru oby¢ejnym pismem.

4. Pismena tecké abecedy pouzitd jako tenzorové indexy znaci, jak je obvyklé,

piislusné souradnicové komponenty tnezoru.

5. Vyuzivame notace abstraktnich indexu, coz znamena, ze k tenzorum priddvame
sadu tucné psanych indexu, pro které vyuzivame pismena latinské abecedy.
Tyto indexy maji stejnou strukturu jako soutadnicové indexy, avSak nejsou
svazany s zadnou béazi v prostoru tenzoru, neprobihaji zadné konkrétni ciselné

hodnoty a neméni vyznam tenzoru.

6. Mala pismena fecké i latinské abecedy a ¢isla uzaviena v kulatych zavorkach
pouzita jako indexy oznacuji komponenty fyzikalnich velic¢in vyjadiené v orto-

normalni bazi D nezavislych vektoru.

7. Einsteinovy rovnice maji tvar R, — %Rgab + Agap = KT ap.



1 Zaklady geometrického aparatu

Uvazujme situaci, kdy mame prostoro¢asovou varietu M obecné dimenze D a sy-
metrickou metriku gap, s Lorentzovou signaturou (—,+,...,4). Nyni chceme defi-
novat vnitini kfivost v feci paralelniho prenosu. Definice paralelniho prenosu ovsem
vyzaduje vice nez jen strukturu variety — potfebujeme navic védét, jak derivovat vek-
torova pole. Zavedeme proto standardnim postupem operator kovariantni derivace,

viz napf. strana 30 v [7], ktery ndm umozni paralelni pfenos definovat.

1.1 Derivovani na obecné varieté

Kovariantni derivace V na varieté M je zobrazeni, které kazdému hladkému ten-
zorovému poli typu (k, 1) pritazuje hladké tenzorové pole typu (k,l + 1) a spliuje
pritom pét zékladnich vlastnosti uvedenych nize.

V feci abstraktnich indexu oznac¢ime tenzorové pole T, které je typu (k, 1), jako
T2ty b, € T(k,l) a pusobeni kovariantni derivace na toto tenzorové pole tak
muzeme zapsat V T2 . Pomoci této notace abstraktnich indexu lze pét

pozadovanych vlastnosti kovariantni derivace vyjadrit jako:
1. Linearita: Pro kazdé A,B € T (k,l) a o, 5 € R,

Vc (OéAalmakbl...bl + BBal'“akbl...bl) — aVcAal'"akbl...bl + BVcBal"'akbl...bl-
(1.1)

2. Leibnizovo pravidlo: Pro kazdé A € T (k,1), B € T(K,l'),

Vo (Amay, g Boew ) = (1:2)

o aj...a C1...C ai...a C1...C
= (VA ¥y b)) B g, a, + A% b (VeB %4, ) -
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3. Komutativita s kontrakei: Pro kazdé A € T (k,1),

Va (A8 Cofiey b)) = V@A =C8y by (1.3)

4. Konzistence s notaci tecnyjch vektoriu jakozto derivaci ve sméru na skaldrnich

polich: Pro kazdé skalarni pole f € F a kazdy tecny vektor t* € V,,
t(f) =t*Vaf. (1.4)
5. Absence torze: Pro kazdé skalarni pole f € F,

VoVif = Vi Vaf. (1.5)

Témito vlastnostmi neni ovSem kovariantni derivace jesté urcena jednoznacné.
Pouzitim vyse uvedenych vlastnosti kovariantni derivace lze ukézat, viz napft. strana
32-33 v [7], ze pro vztah mezi dvéma ruznymi kovariantnimi derivacemi V, a V,

splnujicimi tyto vlastnosti plati

k
bi...b - bi...b b; bi...d...b
Va’]:‘ ! kcl...c = VaT b kcl...cl + E C ladr:[‘ ! kcl...cl

1
i=1
1
- Z CdaCj Tblmbkcl...d...cl- (16)
j=1

Je tedy ziejmé vidét, ze rozdil mezi nimi je plné charakterizovan hladkym pseudo-

tenzorovym! polem C¢,y.
operator parcidlni derivace 8,. Potom pseudotenzorové pole C€,;, oznacujeme I'®,,

a nazyvame ho Christoffelovy symboly. Napiiklad pro vektor t* muzeme tedy psat

VatP = 9,t° + TP, t° (1.7)

!Pseudotenzory zde nazyvame objekty, které se na rozdil od tenzorti nefidi obvyklymi trans-
formacénimi zdkony, a jejichz forma se méni v zavislosti na zvoleném soufadnicovém systému. Po-
kud tedy zménime soufadnice napiiklad z necarkovanych na ¢arkované, zmeéni se rovnéz operator

.z ’ . / 7 ~ . ’
parcidlni derivace z 8, na 8, a také pseudotenzor I',p na I'V®,p,. Soufadnicové komponenty
I, v nec¢arkovanych soutradnicich tedy nejsou spojeny se soufadnicovymi komponentami I, v

carkovanych soufadnicich tenzorovou transformaci.
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1.2 Paralelni prenos

S danym operatorem kovariantni derivace V, muzeme nyni asociovat paralelni pre-
nos vektoru v® podél kiivky 7 s teénym vektorem t® . Rekneme, ze vektor v de-
finovany v kazdém bodé krivky ~ je podél této kiivky paralelné prendsen, pokud
plati

t2V,vP = 0. (1.8)

Obecnéji muzeme definovat paralelni pfenos tenzoru libovolného stupné podminkou
t2V, TPrPe =0, (1.9)

Jak jsme ukézali dfive, pouze sama struktura variety nestaci k tomu, abychom
z mnoha moznych tvaru operatoru kovariantni derivace vybrali jeden, ktery by byl
prirozené preferovany pred ostatnimi. Takovy tvar ale muzeme najit, pokud vezmeme
navic v tvahu konkrétni metriku g,, na varieté. Ta nam totiz umoznuje nalozit
na kovariantni derivaci dalsi pfirozenou podminku, a to: mame-li dva vektory v
b

a w2, budeme navic pozadovat, aby se jejich skalarni souc¢in g,,v®*w" neménil pii

paralelnim pfenosu podél libovolné kiivky. Pozadujeme tedy, aby platilo
t2V o (ghevPWE) = 0 (1.10)

pro vP a w® splitujici (1.8). Vztah (1.10) lze uZitim Leibnizova pravidla upravit na
tvar

t*vPWV agpe = 0, (1.11)

ktery bude platit pro vSechny kiivky a paralelné prenasené vektory prave tehdy, kdyz
Vagbe = 0. (1.12)

Diky existenci metriky tak pro kovariantni derivaci dostavame dalsi prirozenou pod-
minku vyjadienou vztahem (1.12). Ta jiz urcuje tvar kovariantni derivace jedno-
znacné, viz napiiklad strana 35 v [7]. Zejména lze ukézat, ze pomoci ,obycejné*

derivace 9, muzeme vyjadrit Christoffelovy symboly dobfe znamym vztahem

1
I'“ap = §g6d (0a8ba + ObBad — OdSab) - (1.13)
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1.3 Krivost

V predchozi ¢asti jsme ukézali, ze mame-li dany operator kovariantniho derivovani,
vime také, jak paralelné prenaset vektory podél kiivek. Vektor ziskany paralelnim
prenosem obecné zavisi na kiivce, podél které ho prenasime. Pravé této zavislosti
muzeme vyuzit pii definovani kfivosti a Riemannova tenzoru, ktery ktivost chrakte-
rizuje.

Necht tedy V, je kovariantni derivace a w, je pole 1-forem (dudlni vektorové

pole), potom Riemannuv tenzor kiivosti Rabc? je ddn vztahem
Rabe? wa = VaVpwe — Vi Vawe. (1.14)

Lze se presvedcit, ze takto definovany Riemannuv tenzor v podstaté vyjadiuje miru
zavislosti paralelniho prenosu na cesté, podle které probiha.
Pro obecné tenzorové pole T¢ %y, 4, je Riemannuv tenzor dan vztahem

k
(Vavb _ vaa)TCI"'del...dl - Z Ropo® TCl"'e'"ckdl...dl (1.15)

=1

Pro Riemannuv tenzor plati nasledujici zakladni vlastnosti:

Rabcd = _Rbacda (116)
R[abc]d = 0, (117)
Rabcd = _Rabdm (118)
ViaRbga® = 0 (Bianchiho identita). (1.19)
Casto se mezi vlastnostmi uvadi také
Rabea = Redab, (1.20)

kterd je vak trividlnim dusledkem rovnic (1.16) a (1.18). Déle obvyklym zptsobem

definujeme Ricctho tenzor Rap jako kontrakei Riemannova tenzoru

Rac = RPape (1.21)
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a skalarni ktivost R jako stopu Ricciho tenzoru
R = R,* (1.22)

Zavadime také Weyluv tenzor Caneq, ktery predstavuje bezestopou ¢ast Riemannova
tenzoru a pro pocet dimenzi D > 3 je dan vztahem

2
D—1)(D-2)

Rga[cgd]b' (123>

2
Rac :Cac ~ o acR - cRa -
bed bd+D_2(g[ db — 8b| d]) (

Pro Weylav tenzor plati stejné jako pro Riemannuv tenzor vlastnosti (1.16), (1.17)

a (1.18).

1.4 Geodetické krivky a geodeticka deviace

Geodetikami, neboli geodetickymi krivkami, intuitivné myslime ,nejptiméjsi mozné
krivky*, které lze v zakfivené geometrii vytvorit. Mame-li dan operator kovariantni
derivace V,, muzeme je definovat jako kfivky, jejichz teény vektor u® se podél nich

prenasi paralelnim pfenosem. Musi pro né tedy platit rovnice?
u*V,u® =0, (1.24)
kterou lze uzitim vztahu (1.7) prevést do podoby
d,uP + TP .u = 0. (1.25)

V soutadnicich pak muzeme pro geodetickou kiivku z*(7) zapsat rovnici (1.25) ve

tvaru
% + T suu” =0, (1.26)
pficemz D-rychlost® je u# = % a pro ['*,5 plati dobfe znamy vztah
Map = %g‘” (98v.0 + Gaws = Gopw) - (1.27)

2Neékdy se lze setkat také s definici, kdy geodetika musi spliiovat misto toho rovnici u2Vu? =
au®, jejiz splnéni implikuje pouze zachovani sméru pienaseného vektoru, nikoliv jeho velikosti. Lze

vsak ukdzat, ze takovou kiivku lze vzdy reparametrizovat tak, aby spliiovala i rovnici (1.24).
3Pojmem D-rychlost zde ozna¢ujeme piirozené zobecnéni dobfe zndmé &tyirychlosti do vice

dimenzi.
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Nakonec tedy v soufadnicich dostavame

d2z# dz® dz?
d7'2 + F'ualg?? - 0 (128)

Nyni uvazujme jednoparametrickou mnozinu geodetickych krivek 4, takze pro
kazdé s € R je kiivka v5(7) geodetikou s afinnim parametrem 7 a zobrazeni (7, s) —
vs(7) je difeomorfni*. Ozna¢me déle 3 dvoudimenzionalni nadplochu, kterd vechny
kiivky =, obsahuje. Pak muzeme vybrat 7 a s jako soutfadnice na Y. Vektorové pole

u? = (8%)"‘ = (0,)? je tetné ke geodetikam a spliuje tedy rovnici

u?V,u® = 0. (1.29)

Vektorové pole Z* = (£)* = (8,) reprezentuje posunuti k infinitesimalné blizké

geodetice - vektory tohto pole se nazyvaji vektory posunuti.

a

u 7a

~—

Ys(7)

Obrazek 1.1: Jednoparametrickd mnozina geodetik ~4(7) se zobrazenym teénym vek-

torem u?® a vektorem posunuti Z2.

Protoze u® a Z* jsou (lokdlné) souradnicové vektorova pole, plati, ze spolu

navzajem komutuji,®> neboli

uPV,Z%* = Z°Viu?. (1.30)

4Difeomorfismem nazyvame zobrazeni, které je hladké, na a existuje k nému hladnké inverzni

zobrazeni.

5Tedy vysledek paralelniho pienosu jednoho podle druhého nezévisi na jejich pofadi.
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V disledku toho lze bez tjmy na obecnosti volit Z2 kolmé na uP (viz strana 46 v
[7]), neboli
Z?u, = 0. (1.31)

Veli¢ina v = uPVZ2 udava rychlost zmény vektoru posunuti podél geodetiky.
Muzeme tedy v? interpretovat jako relativni rychlost dvou infinitesimalné blizkych

geodetik a ddle muzeme také interpretovat
a?* =u°V.v* =uV, (ubeZa) (1.32)

jako relativni zrychleni dvou infinitesimalné blizkych geodetik.
Nyni lze jiz odvodit rovnici ukazujici vztah mezi relativnim zrychlenim a® a Rie-
mannovym tenzorem. Vyjdeme z rovnice (1.32), kterou diky komutativité D-rychlosti

s vektorem posunuti, viz vztah (1.30), upravime do tvaru
a® =u°V, (u’V,Z%) = u°V, (Z°V,u?). (1.33)
Ten muzeme uzitim Leibnizova pravidla prepsat na
a® = (u°V.Z’) (Vpu?) + Z°u°V V,u? (1.34)
a déle aplikaci vztahu (1.14) pro Riemannuv tenzor dostdvame
a* = (Z°V.u®) (Vpu?) + ZPu°V, Veu® — Repa®ZPuu’. (1.35)
Rovnici muzeme opét diky Leibnizovu pravidlu déle upravit
a® =7, (ubeua) — Repa®ZPuu? = —Repg® ZP uc ul, (1.36)

takze konecné dostavame finalni vztah mezi relativnim zrychlenim a Riemannovym

tenzorem

a® = —Repg® ZP u®ud. (1.37)

Tato rovnice je znama jako rovnice geodetické deviace a vyjadiuje fakt, ze testo-
vaci ¢astice pohybujici se po geodetikach se vuci sobé pohybuji s nenulovym rela-
tivnim zrychlenim, které je ur¢eno Riemannovym tenzorem. Zrychleni pfitom vymizi

jen a pouze tehdy, kdyz je Riemannuv tenzor nulovy.



2 Algebraicka klasifikace Weylova tenzoru

Abychom mohli dale podrobné zkoumat a klasifikovat pohyby volnych testovacich
castic v obecném prostorocase, je dobré se nejprve na ivod seznamit s algebraickou
klasifikaci Weylova tenzoru ve vice dimenzich, ktera se ndm pro tento ticel bude hodit.
Ta vychézi ze znamé Petrovovy klasifikace Weylova tenzoru ve ¢tyfech dimenzich a

je jejim zobecnénim.

2.1 Petrovova klasifikace Weylova tenzoru v D =4

Petrovova klasifikace, poprvé predstavend A. Z. Petrovem v poloviné 50. let [8],
predstavuje zpusob, jak invariantné urcit typ a tedy moznou algebraickou strukturu
Weylova tenzoru v daném bodé uvazovaného prostorocasu. Pokud je navic tento typ
stejny pro vSechny body zminéného prostorocasu, rikame, ze tento prostorocas je
urcitého Petrovova typu. Existuje pritom nékolik zptisobu, jak ke klasifikaci dojit. V
nasledujici pasazi pouzijeme jeden z nejelegantnéjsich a také nejpouzivanéjsich, a to
Newmanuv-Penroseuv formalismus.

Uvazujme nulovou komplexni tetradu (k, 1, m, m), pro kterou plati
k-1=-1, m-m=1 (2.1)

a vSechny ostatni kombinace jsou nulové. Potom promitnutim Weylova tenzoru na

vektory této tetrady dostaneme pét komplexnich koeficientu, které jsou znamy jako

13
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Newmanovy-Penroseovy koeficienty

Uy = Capeak®mPkm?, (2.2)
U, = Capeak®Pk°m?, (2.3)
Uy = Capeak®mPmel?, (2.4)
Uy = Capeal®kP1°m?, (2.5)
T, = Capeal®mPIm?. (2.6)

Tyto koeficienty plné popisuji Weyluv tenzor, a tedy i volné gravitacni pole.

Vime pritom (viz [9]), ze v kazdém bodé kazdého prostorocasu existuji ¢tyii
takzvané hlavni nulové sméry,' tedy sméry, kdy jestlize vektor k nulové tetrady
(k,1, m, m) identifikujeme s nékterym z nich, tak koeficient ¥y vymizi, neboli ¥ = 0.
Tyto sméry jsou obecné ruzné, avsak ve specialnich pripadech mohou koincidovat,
pak mluvime o jejich degeneraci.

Podle degenerace hlavnich nulovych sméru definujeme tzv. algebraické typy pro-

storocasu:

e I ={1111} : ¢tyfi ruzné nulové sméry,

IT = {211} : jeden dvojndsobny a dva odlisné jednondsobné nulové smery,

D = {22} : dva ruzné dvojndsobné nulové sméry,

ITI = {31} : jeden trojnasobny a jeden odlisny jednondsobny nulovy smeér,

N = {4} : ¢tyindsobny nulovy smeér,

O = {-} : Weyluv tenzor vymizi, coz odpovidd konformé plochému pro-

storocasu.

Vsechny Petrovovy typy vyjma typu O a I jsou nazyvany algebraicky specialnimi.
Jednotlivym typum prostorocasu pak odpovidaji také prislusné ekvivalentni podmin-

ky pro Newmanovy-Penroseovy koeficienty, viz obrazek 2.1 a tabulka 2.1.

17 anglického principal null direction. V literatuie se viéak éasto setkdvame pouze se zkratkou

PND.
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I‘IIBD
N\

[II——N——-0

Obrazek 2.1: Penroseovo schéma nazorné zobrazuje vztahy mezi jednotlivymi al-
gebraickymi typy prostorocasu. Kazda Sipka v diagramu naznacuje degeneraci

nékterych hlavnich nulovych sméru.

I Uy=0,0, #0
ILD Uy=0T, =0T, +£0
I Uy=0,0, =0,Vy =0,V #0
N  Uy=0,0,=0,y=0,0;=0,0, #£0

Tabulka 2.1: Vztah mezi jednotlivymi algebraickymi typy a ekvivalentnimi
podminkami pro komplexni komponenty Weylova tenzoru v Newmanové-Penroseové
formalismu. Je vidét, ze existuji takové nulové tetrady, ve kterych dané komponenty

zcela vymizi.

Jak bylo feceno jiz v ivodu této ¢asti, ve ctyfdimenzionalnich prostorocasech exis-
tuje nékolik ruznych zpusobu jak dospét k Petrovové algebraické klasifiakci. Avsak
pouze nékteré z nich mohou byt zobecnény také do vyssich dimenzi. Pojdmeé se tedy
jesté na zaver této casti kratce ve ¢tyrech dimenzich podivat na zpusob, ktery lze
pozdéji pouzit i pro vice dimenzi.

Jiz diive jsme uvedli, ze ve standardni nulové komplexni tetradé (k,1, m, m) ma
Weyluv tenzor pét komplexnich komponent Wy, Uy, Uy, W3 Uy, Boost v roviné uréené

vektory k a1 je popsan rovnicemi
k = Bk, (2.7)

1=B71, (2.8)
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pricemz jednotlivé komponenty se transformuji jako

U, = B>V, (2.9)
U, = B, (2.10)
Uy, = Uy, (2.11)
Uy = B\, (2.12)
U, = B2y, (2.13)

Je tedy vidét, ze komponenty Weylova tenzoru g, ¥, Wy, Us. U, maji boostové vihy?
2,1,0,—1,—2. Pokud ovsem k koinciduje s nékterym hlavnim nulovym smérem,
vime, ze Vo vymizi. Ostatni komponenty mohou byt nulové pouze v algebraicky
specidlnich piipadech. Konkrétné je vidét, ze pro typ I 1ze vhodnou transformaci
vynulovat komponenty s boostovou vahou vétsi nebo rovnou dvéma, pro typ II lze
vynulovat komponenty s boostovou vahou vétsi nebo rovnou jedné, pro typ III lze
vynulovat komponenety s boostovou vahou vétsi nebo rovnou nule, a konecné pro typ
N Ize vynulovat komponenty s boostovou vahou vétsi nebo rovnou -1. Typ D, ktery
je specialnim pripadem typu II, pak odpovida situaci, kdy mohou byt vynulovany
vSechny komponenty s nenulovou boostovou vahou.

V nasledujici ¢asti popiseme obdobny piistup pro klasifikaci Weylova tenzoru ve

vice dimenzich.

2.2 Klasifikace Weylova tenzoru ve vice dimenzich

Na rozdil od ¢tyfrozmérného prostorocasu, ve vicerozmérnych prostorocasech pouzi-
vame pro klasifikaci Weylova tenzoru realnou bazi vektoru. V literatute se lze pritom

nejcastéji setkat s témito dvéma volbami, jez se lisi znaménkem normovéni:

e Biéze tvorend vektory k, 1, m;, kterd je pouzita napiiklad v [10], [11] a [12]. Této
bazi se budeme v dalsim textu vénovat pfednostné, nebot cilem piedlozené
prace je mimo jiné také porovnani ziskanych vysledku s vysledky uvedenymi v

[12] platnymi pro ¢tyfi dimenze.

2Rikéme, ze veli¢ina ¢ ma boostovou véhu b, jestlize se pii boostu transformuje jako § = B®q.
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e Béze tvorena vektory 1, n, m;, kterd se v soucasné literatuie vyskytuje castéji,
viz napiiklad [9]. Pro tplnost tedy budeme nékteré dulezité vysledky prezen-

tovat i s pouzitim této baze.

V nésledujicich dvou ¢astech rozebereme podrobnéji obé z nich a ukazeme, jak v

nich klasifikace Weylova tenzoru ve vice dimenzich probihé.

2.2.1 Klasifikace s uzitim baze k,1, m;

Uvazujeme bazi D redlnych vektoru
my = k, m; =1, mi, i=2,...,D—1, (2.14)
kde vektory k a I jsou nulové vektory splinujici nasledujici podminky
k-k=0, 1-1=0, k-1=-1 (2.15)

a D — 2 vektori m; jsou realné prostorové vektory, pro néz plati nasledujici norma-
lizace

k-m; =0, l1-m; =0, m; - my = 0;;. (2.16)
Metrika, kterd ma tvar
Gab = —2k(alyy + 6i5(mi)a(m;)s, (2.17)
tak zustava nezménéna v pripadé nasledujicich Lorentzovsych transformaci:
e Nulova rotace s pevhym k parametrizovand® prostorovym vektorem L = L‘my;:

K=k  U'=1+V2L'm;+|L’k, m]=m;+V2Lk. (2.18)

e Nulova rotace s pevnym 1 parametrizované prostorovym vektorem K = K‘my;:

K =k+V2K'm; + K, U=l m|=m;+ V2Kl (2.19)

3Na tomto misté poznamenejme, Ze ndmi pouzitd parametrizace nulovych rotaci se lisf od té

pouzité napiiklad v [13] faktorem /2.
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e Boost v roviné dané vektory k — 1 parametrizovany realnym ¢islem B:

k' = Bk, =B, m; = m;. (2.20)

e Rotace v prostoru daném vektory m; parametrizovand ortogonalni matici ®;’:

kK =k, I =1, m; = &;/m;, kde — ®7®.'5 = 0. (2.21)

Nyni definujeme boostovyj #dd Weylova tenzoru* Cupeq jako maximalni boostovou
vahu jeho komponent. Da se pak snadno ukazat, ze boostovy fad zavisi pouze na
volbé nulového sméru k, a tak ho spin ani boost neovliviiuji. Déle budeme tedy
znacit boostovy tad b(k), ¢imz davame najevo jeho zavislost pravé na volbé k, a
binae maximalni hodnotu b(q) vzatou pres viechny nulové vektory q. Rikdme pak, ze
nulovy vektor q je sousmérny s Weylovym tenzorem pravé tehdy, kdyz b(q) < biaz,
a Cislo byae — b(q) — 1 nazyvame stupném sousmeérnosti.

Pro Weyluv tenzor maji sousmérné nulové vektory (sméry) vyznam piirozeného
zobecnéni hlavnich nulovych smeéru ze ¢tyfrozmérného pripadu a dale je budeme
nazyvat WANDy (z anglického Weyl Aligned Null Directions).

Klasifikace Weylova tenzoru ve vyssich dimenzich muze byt zalozena pravé na
existenci téchto WAND1 s riznym stupném sousmérnosti. Weyluv tenzor v libovolné
dimenzi méa obecné komponenty s boostovymi vahami —2 < b < 2, a tak stupen
sousmérnosti WANDu nemuze prekrocit 3.

Rikdme, ze primarni typ sousmérnosti Weylova tenzoru je G, pokud neexistuji
zadné WANDy a dale ho nazyvam 1, 2, 3, resp. 4 pokud maximalné sousmérny
nulovy vektor ma stupen sousmérnosti 0, 1, 2, resp. 3.

Daéle jestlize mame zafixované dané k jako WAND s maximéalnim stupném sou-
smérnosti, pak muzeme hledat 1 s maximalnim stupném sousmérnosti tak, aby za-
chovéavalo pozadovanou vazbu

k-1=-1 (2.22)

a obdobné tak definovat sekundarni typ sousmérnosti. Typ sousmérnosti je tak péar

sestavajici z primarniho a sekundérniho typu sousmérnosti. VSechny mozné typy

4Tato definice vsak plati i pro obecny tenzor.
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sousmeérnosti, jejich oznaceni tzv. Weylovymi typy a vztah k Petrovovym typum ve
c¢tyfech dimenzich jsou shrnuty v tabulce 2.2, ktera byla publikovana napiiklad v
[14] a [9].

Zasadni rozdil mezi ¢tyfmi a vice dimenzemi je tedy v tom, ze zatimco ve
¢tyfdimenzionalnim prostorocase WANDy vzdy existuji a koinciduji s hlavnimi nu-
lovymi sméry znamymi ze standardni ¢tyfrozmérné algebraické klasifikace, ve vice

dimenzich v obecném piipadé WANDy existovat nemusi.

2.2.2 Klasifikace s uzitim baze 1, n, m;

Stejné jako v [9] zavedeme bézi D redlnych vektoru
mgy =1, m; = n, mi, i=2,...,D—1. (2.23)
Vektory 1 a n jsou ptitom obdobné jako v predchozim ptipadé nulovymi vektory
1-1=0, n-n=0, l'n=1 (2.24)

a D — 2 vektoru my; jsou redlné prostorové vektory, pro néz plati nasledujici norma-
lizace

1-m; =0, n-m; =0, m; - mj = 0;;. (2.25)

Metrika m& v tomto pripadé tvar
Gab = 21(alb) + 0ij(mi)a(m))s, (2.26)

a opét zustava nezménéna v pripadé nulovych rotaci s pevnym 1, nulovych rotaci s
pevnym n, spinu i boostu.

Je tedy vidét, ze rodil mezi obéma bazemi spociva ve znaménku pro vzajemnou
normalizaci nulovych vektoru. Algebraicka klasifikace Weylova tenzoru tedy v této
béazi probiha obdobné jako v ptipadé baze k, 1, m; az na to, ze pii hledani sekundar-

niho typu sousmeérnosti pozadujeme zachovani vazby
l-n=1 (2.27)

misto (2.22).
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Vice dimenzi Ctyri dimenze

Weylav typ Typ sousmérnosti  Petrovuv typ Typ sousmérnosti

G G

I (1)

I, (1,1) I (1,1,1,1)
11 (2)

1, (2,1) 11 (2,1,1)
D (2,2) D (2,2)
111 (3)
111, (3,1) 111 (3,1)
N (4) N (4)

Tabulka 2.2: Klasifikace Weylova tenzoru ve ¢tyfech dimenzich a vice dimenzich.
Povsimnéme si, ze ve ¢tyfech dimenzich je typ sousmérnosti (1) nezbytné ekvivalentni
typu (1,1), typ (2) typu (2,1) a typ (3) typu (3,1). Déle je také vidét, ze vzhledem
k existenci alespon jednoho hlavniho nulového sméru ve ¢tyfech dimenzich typ G

vubec neexistuje.



3 Relativni pohyb c¢astic v obecném

prostorocase libovolné dimenze

K fyzikalni interpretaci ruznych feSeni Einsteinovych rovnic lze pouzit rovnici ge-
odetické deviace popisujici relativni pohyby sousednich testovacich c¢éstic. Proto v
této kapitole nejprve podrobné odvodime rovnici geodetické deviace v obecném pro-

storocase libovolné dimenze, a poté se budeme vénovat jeji interpretaci.

3.1 Odvozeni invariantniho tvaru rovnice geode-
tické deviace

Uvazujeme volnou testovaci ¢dstici pohybujici se podél casupodobné geodetiky (1) =
x#(7), tedy splaujici rovnici

2,4 « I5)
d°zx n dz® dx _ 0, (3.1)

aVa b: wf———
v v dr2 * A ar dr

viz (1.24), (1.28), kde 7 je vlastni ¢as uvazované ¢astice. D-rychlost u® je normali-
zovana

gap U 1P = u u® = —1. (3.2)

Daéle uvazujeme dalsi infinitesimalné blizkou volnou testovaci castici pohybujici se po
geodetice 7(7) = 7#(7), jejiz pozice je v libovolném Case T prirozené déna vektorem
posunuti Z*(1) = Z*(7)0d,. Rovnici geodetické deviace (1.37) odvozenou jiz diive
muzeme prepsat do tvaru

a® = —R%,cq uP Z°uf, (3.3)

21
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coz lze v soutadnicovych slozkach zapsat jako

% = —R%su’ 727, (3.4)
Tato rovnice muze byt v zdsadé vyfesena pro Z%(7) a poskytnout nam tak informace
o lokdlnich relativnich pohybech uvazovanych testovacich ¢astic. Problémem ovsem
je, ze velicina Z je zavisla na volbé konkrétnich souradnic. Abychom ziskali vysledky,
které na volbé soutadnic zavislé nejsou, a hodi se tak 1épe pro fyzikalni interpretaci,
zavedeme ddle bazi D nezavislych ortonormélnich vektoru {e,} = {€(),...,em—-1)}
Nejpfirozenéjsi volba je takova, kdy ey = u a D — 1 vektoru {e(),...,em—1)}
jsou prostorupodobné jednotkové vektory tvotici kartézskou béazi v privilegované

lokélni (D — 1)-dimenzionalni prostorupodobné nadplose ortogondlni k u. Jinymi

slovy, uvazujeme mnozinu ortonormélnich bézi podél geodetiky (3.1)

{ea} = {e0), -, em-1)}, €,-ep = gaﬁeg‘ef = Nab, (3.5)

kde 1, = diag(—1,1,...,1). Duélni bize mé pak tvar e® = —u a e® = eg),! =

1,...,D — 1. Projekei rovnice geodetické deviace (3.1) na zavedenou bézi (3.5)
dostavame
29 = =R 05027, (36)
kde
70 = elZ2 (3.7)

je D — 1 prostorupodobnych komponent vektoru posunuti Z urcujictho vzdéalenost

mezi testovacimi ¢asticemi a
2r7a
50 — g P74
a dr2?

je D — 1 relativnich zrychleni. Casovou komponentu pritom uvazovat nemusime,

(3.8)

nebot ta je v dusledku skuteénosti, Ze u se pfendsi podél geodetiky paralelné, a diky
symetrii Riemannova tenzoru rovna nule

D270 D2zn

A uuRuaﬁvuazﬁuv =0. (3.9)

V dtsledku toho pro Z(© plati

ZO = agr + by, (3.10)
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kde ag, by jsou konstanty. Prirozenou volbou pocatecnich podminek tak muzeme zvo-
lit Z(0 = 0, takze viechny testovaci édstice jsou ,synchronizovéany“ pomoci 7 a vzdy
zustavaji ve stejné lokalni prostorupodobné nadplose. Vidime tedy, ze komponenta
ZO) (1) neobsahuje zadnou fyzikélné dilezitou informaci a volba, ep) = u je tak
vyhodn4, nebot redukuje fyzikdlné nevyznamné veliciny.

Déle spocteme bazové komponenty Riemannova tenzoru R)))(0), diky cemuz
dostaneme explicitni vyraz pro rovnici geodetické deviace ve tvaru (3.6), ktery nam
poskytne dulezité informace o charakteru pohybu testovacich ¢astic. Jiz drive jsme

uvedli, ze pro rozklad Riemannova tenzoru plati

2
(D—1)(D—-2)

2
Rabcd = Cabcd + = (ga[cRd]b - gb[cRd]a) - Rga[cgd]b7 (311)

D -2

pricemz skalarni kiivost a Ricciho tenzor vyjadiené z Einsteinovych rovnic

1
R., — éR Sab + Agab =rkTuw (312)
lze zapsat jako
= T —-AD 1
R= 2 (xT ~AD), (313)
Ry = ——A gap + #(T L o) (3.14)
ab_D_2 8ab K ab D_2gab . .

V nulové tetradé tak rozklad Riemannova tenzoru muzeme vyjadiit vztahem

1 1
Boowo = Coowo + 53000 — Fou) + popypog s (319)

ktery lze ddle s vyuzitim vztahu (3.13) a (3.14) pfevést do tvaru

2
Roomo = Caoo)o — (D= 1)(D = 2)% (3.16)

K

2
D3 [T(w(j) — 0jj (T<0)<o> + D—_T)] :

Pro rovnici geodetické deviace tak dostavame vyraz

- 2A ; K 2 ;

A - (D_1)<D_2)Z()—D_2 (T(O)(O)"‘mT) AL (3.17)
K . i .

5—5Ton 2" = Vom0 27

+
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Ten se ve ¢tyfech dimenzich redukuje na tvar

Ainzgzm—g(ﬂwm+§T)Zm+gQMﬁﬂ”—C@@m@Z@7 i,j=1,2,3,
(3.18)

ktery je zndm napiiklad z [12], [15].
Abychom mohli blize zkoumat prispévky od jednotlivych slozek Weylova tenzoru,

zavedeme bazi redlnych vektoru vztahy

1
k = —(u+e , 3.19
\/5( (1)) ( )

1
l = —(u—=e , 3.20
¢§( ) (3.20)
m; = e, 1=2,....,D—1. (3.21)

Vektory k a1 jsou pritom nulovymi vektory a vektory m; jsou realné prostorové

vektory, pricemz pro vSechny vektory plati nasledujici normalizace:
k-1=-1 k-mi:O, l-mi:O, mi-mjzéij. (322)

Inverzni vztahy ke vztahum (3.19)-(3.21) jsou pak

1

1
e = —(k-1, 3.24
(1) \/5( ) ( )
eqy = my, i=2...,D—1 (3.25)

Pripomenme zde, zZe u je ¢tyffychlost geodetického pozorovatele, ey je prostorovy
vektor reprezentujici longitudindlni (podélny) smér a eg),i = 2,...,D — 1 jsou

transverzalni (pticné) vektory.
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e(o):u
1 k

/-

Obrézek 3.1: Ilustrativni zobrazeni ortonormalni baze vektoru eg;) a baze redlnych

vektoru k, 1, mgj).

Dale definujeme stejné jako v [11] nezdvislé redlné komponenty Weylova tenzoru!

Ups = Capeak®mPkmy, (3.26)
Upik = Cabeak®m]mSmy, (3.27)
Woijk = Cabcdm?m}omﬁm?, (3.28)
Uoij = Cabcdkalbmfmf, (3.29)
Ugie = Capeal®mym{mg, (3.30)
Uy = Capeal®m{1°m], (3.31)
Uiri = Capeak®’k°my, (3.32)
Tys = 2Capeak®P1kY, (3.33)
Uorii = 2Capeak®m;1°my, (3.34)
Usri = Capeal®k1°m. (3.35)

Vsechny ostatni komponenty Weylova tenzoru lze ziskat diky jeho symetriim z vyse

uvedenych komponent. Ani tyto komponenty vsak nejsou jesté zcela nezavislé. Vzhle-

! Alternativni zpiisob pro vyjddieni Weylova tenzoru pomoci jeho komponent v bazi n,1, m; je

podrobné popsan v dodatku B.
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dem k vlastnostem Weylova tenzoru totiz plati nasledujici vazby

Wy = 0, Wy = 0, (3.36)
Wiy = 0, W yiry = 0, (3.37)
Ut = Ut Uy = Unig = 0, Uy =0, (3.38)
Wy = 0, - (3.39)
Wy = 0, Wk = 0. (3.40)

Diky vyse uvedenym vazbam jsou naprosto nezavislé pouze komponenty Wi, Wik,

Woikt, Waijn, Wyi; a zbyvajici komponenty lze vyjadrit

Uipe = Uk, (3.41)
Uog = Wypnh = Wyt (3.42)
Uops = Wyus® + Uoys, (3.43)
Ugpe = Waehs, (3.44)

Pomoci nezavislych realnych komponent muzeme tedy pro Weyluv tenzor psat

1

Cayom© = Cabeaelyyu’efu® = —Capea(k — Dk +1)°(k —1)°(k 4 1)
S () 1
1
= Tt (3.45)
1
= _5\1}257
1
Coou© = Cabeaefyu’efu’ = —=Capca(k —1)*(k +1)"m] (k + 1)
2v/2
1
= ——(qjlkkj — \Ijgkkj) (346)
V2
1 1

——=Viri + =Y,

V2 V2
a b_c d 1 a k l b k l c k l d
Coxomo = Cabea€pu’epyus = mcademi( +1°(k =Dk +1)

1
1 1
= —— Uy + —= Ty,

V2 V2
1 C
Ciyoumo = Capeaclyuefyu® = 2 Capeamy (k +1)°mj (k +1)¢
1 1 1 1

5‘1101‘]' =+ ZL\IJQTij + Z\IJQT]‘Z‘ + §\If4ij
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a specialné ve ctyfech dimenzich tak s vyuzitim vztahu (C.2)-(C.6) z dodatku C

dostavame znamé vyrazy (viz strana 13 v [12])

1
C(l)(O)(l)(O) = _5‘1125': —Wy2323

= 2Rel,, (3.48)

1 1 1 1
Cooeo = 5%+ Varz + Vo + SV

1 1 1
= —\I/ 22 _‘P 22 _‘P 22
50 + 5 or + 54

1 1
= éRe\Ifo — Re\Ifg + §R€\IJ4, (349)

1 1
Coo@o = _E‘Pnﬂ +E\I/3T2

= —Re\Ifl + Re\Ifg, (350)

1 1
Cayo@o = —E%Twﬁ\pm

= —ImV¥, — ImUs, (3.51)

1 1 1 1
Coomo = 5% + 3 Vares + 7 Vors + SV
1 1
- 5\:[’023 + 5\11423

1 1

1 1 1 1
0(3)(0)(3)(0) = 5\11033 + Z‘IJQT&; + Z‘I’QT% + 5\11433

1 1 1
— —5\11022 + E\IJQTSS - 5\1[422

1 1
= —§Re\110 — Re\Ijg — §R€\D4. (353)

Konecné tedy muzeme zapsat explicitni tvar invariantni rovnice geodetické devi-

ace pro relativni pohyby testovacich ¢astic v obecném prostorocase libovolné dimenze

.. 2A K 2 K ,
71— zO __ " (T = 7\zO L= 7. 70)

(D—1)(D - 2) D2\ 00T 5T D2 0w

1 1 .

+§x1/2klklz<1> + 7 (Tyik, — Waek,) 29, (3.54)
.. 2A . K 2 - K ,
AQ - z@O _ _~ [T I o I/ AC) Ty Z9

(D—1)(D —2) D2 00Ty T Rtow

1 1 1 .
+ﬁ (\Ijlkki — \Ifgkki) Z(l) — 5 (\Ifoij + \1’41'1' + 5(\I/2Tij + \Ingji)> Z(]),
(3.55)
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kde ¢ nabyva hodnot ¢ = 2,..., D — 1, a ktery lze s vyuzitim kontrahovanych veli¢in

vyjadienych rovnicemi (3.41)-(3.44) zapsat jako

2A K 2 K ,
zO __* (T = 7\ 70 RINAY
(D—1)(D—2) D—2((0)(0)+D—1 ) T2
1 1 .
+§‘I’2SZ(1) + /2 (Wigs — Wapy) 29, (3.56)

2A ; K 2 ; K ,
(D—1)(D — z)Z() " D—2 <T<O><O> D1 ) Z0+ D— 2T<i>@ZU)
1
+_
V2

1 1 .
(\Ilez‘ - \I’3Ti) Z(l) - 5 (\Ijoij + \P4ij + 5(\1127%'3' + \IJQTji)> Z('J) (357)

Specialné ve ctyrrozmérném prostorocase plati

A K 2 K ,
32V -5 <T(o><0) + gT) 20 + STy 27
1 1 |
+§‘PQSZ(1) + 7 (Uygs — Wapy) Z9) (3.58)
A K 2 K ,
gZ(l) —3 <T<0)(0> + gT) AR §T<1><j>Z(”)

1 1 1
+§\IJQSZ<1) % (Uipe — Ugpe) Z3) + 7 (U5 — Uypa) Z3),

A K 2 K ,
270 (T ST 7@ L 2 7 G)
3 9 < ©© T 3 ) T 5120)
1 1 .
+E (U2 — Wypo) ZW) — 5 (oo + Wazs + Tgay — Uoy) zZ) (3.59)
éz(Z) _5 T ET 7@ B 70) 1 Uomo — VAS)
3 5 (oo *3 +5Ton2™ + \/5( 172 — WU3r2)

1 1
—5 (\11022 4+ Wy2o + Wopo2 — \11222) A 5 (\11023 4+ Wy2s + Woyposz — \11223) Z(g),

A K 2 K ,
329 =3 <T(o><o> + §T> 7% + ST 27
1 1 .
+E (\Ile3 - \IngS) Z(l) - 5 (\1103]' —|— \1141']' + \I/2T3j - quBj) Z(J) (360)
A

K 2 K , 1
329 =5 <T<o><o> + §T> 2% + ST 29 + 75 (Wirs = Var) ZW.

1 1
3 (\1’032 + Wys2 + Wopse — \1’232) A 3 (\11033 + Wyss + Wopss — \11233) AR
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S vyuzitim vztahu z dodatku C tak dostdvame
Z %Z(l) - g (T(o)(o) + §T) ZM 4 gT@)(j)Z(j) (3.61)
—2Re¥, ZW + (ReW; — ReWs) ZP) + (Im¥; + ImW3) 2O,
A %Z @~ g (T<o>(o> + ;T) Z® + gT@)u)Z 2
+ (ReW; — Rely) ZzW — % (ReWq 4 ReV,) Z? (3.62)
+ReW, 2% — % (Im¥y — ImWy) 23,
50 % 20" (T@ 0+ %T) 29 4+ 5Ty, 20)
+ (Im¥y + Im¥y) ZM — % (Im¥y — Im¥y) 2> (3.63)

1
+5 (ReWo + Rewy) Z® 4 ReW,Z®,

coz je opét ve shodé s vysledky uvedenymi v [12].

3.2 Rozbor ¢lenti v rovnici geodetické deviace pro

ruzné typy prostorocasiu

Rovnice ve tvaru (3.56)-(3.57) jsou vhodné pro fyzikalni interpretaci relativnich po-

hybu testovacich castic. Tyto pohyby, jak je vidét, zavisi na tfech typech ¢lenu:

1. Cleny obsahujici kosmologickou konstantu A zptisobujici celkové izotropni po-

hyby zapti¢inéné pozadim.

2. Cleny obsahujici tenzor energie a hybnosti Tap, popisujici interakei s hmotou.

3. Cleny obsahujici komponenty Weylova tenzoru ¥4 odpovidajicich lokélnimu

volnému gravitacnimu poli.

Pro dalsi analyzu se omezime pouze na vakuova teseni, tedy piipad, kdy

Tab = 07

(3.64)
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takze vztahy (3.56)—(3.57) se zjednodusi do podoby

. 2A 1 . 1

A ZW 4 — (Uypy — Uypy) ZY) 4 — Wy 7D 3.65
(D—l)(D—2) +\/§( 179 3T) +2 25 ) ( )

. 2A . 1

A - 79 4+ (Ui — W) ZW) 3.66
(D— )(D—Q) +\/§( 17 3T) ( )

1 1 ,
—5 (\Ijoij + \1141']' + 5(@2]%’]’ + \IIQTji)) Z(J), Z - 27 cee 7D - 1

3.2.1 Cleny obsahujici kosmologickou konstantu A

Predpokladejme, ze plati vakuovd podminka dand vyrazem (3.64) a dale také, ze
vSechny slozky Weylova tenzoru W, jsou nulové, tedy ze prostorocas je konforme

plochy. Pak se rovnice (3.65) a (3.66) redukuji na

. 2A

7 A :
(D —1)(D —2) (3.67)

. 2A 4

Z0 = AR i =2.....D—1. .
(D_1>(D_2> 9 1 9 ) (368)

Je vidét, ze rovnice pro longitudinalni slozku (1) je stejnd, jako rovnice pro trans-
verzalni slozky (7). Tento systém D — 1 rovnic muzeme tedy jednoduse piepsat do

kompaktniho tvaru

2A

=)

ACH i=1,...,D—1, (3.69)

ktery lze v geometrické podobé zapsat jako

D*Z 27
= 1-7Z .
i D-nD-2) (3.70)

kde I je tenzor identitiy definovany
I= eq)®en)+... +em-1) ®e€em-1)- (3.71)
Je pritom vidét, ze relativni pohyby castic jsou evidentné izotropnsi.

Opravdu: Uvazujeme-li sféru testovacich ¢astic, pricemz pozice kazdé z nich je
oproti referencni ¢éstici uprostied dédna vektorem posunuti Z, pak z rovnic danych
vztahem (3.69) vyplyvé, ze zrychleni % kazdé z nich m4 stejny smeér jako jako jejf

vektor posunuti Z, a proto je jejich pohyb izotropni.
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Je vidét, ze tento zavér je zcela nezavisly na poctu dimenzi D uvazovaného

prostorocasu a odpovida skutec¢nosti, ze jedinymi konformé plochymi vakuovymi

feSenimi Einsteinovych rovnic jsou prostorocasy konstantni kiivosti R = (gf)z)A,

konkrétné
e Minkowského prostor pro A = 0,
e de Sitteruv prostor pro A > 0,
e anti-de Sitteruv prostor pro A < 0.

Tyto prostory jsou maximalné symetrické, homogenni a izotropni.
Navic muzeme vyjadrit presné rovnice pro charakteristické pohyby odpovidajici

jednotlivym hodnotam kosmologické konstanty A. Uvazujme bézi D — 1 vektoru

{ew), .., em-1)} paralelné pfendsenou podél geodetiky, takze plati
Dey)
= 0. 3.72
dr ( )

Potom pro jednotlivé komponenty relativniho zrychleni dostavame

o D272 D? g)za D2z(z) d2z(z)
70 = _ Di(ea 27) _ - (3.73)

A dr2? dr2 dr?

a Feseni soustavy rovnic (3.69) tak je

e A=0
Z9(r) = AT + By, (3.74)
e A>0
; B 2A 2A
Z()(T)_Aiexp\/(D_D(D_z)T—i-BieXp (_\/(D—l)(D—Q) 7'),
(3.75)
e A<O

() 2[A| . 2|A
Z()(T)—AiCOS\/(D_l)(D_Q)T—f—BiSlH (\/(D—l)(D—2) T> , (3.76)
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pricemz A; a B; jsou integra¢ni konstanty.

Na zaveér tedy muzeme konstatovat, ze stejné jako ve ¢tyfech dimenzich, viz
napiiklad strana 19 v [12], také v obecnédimenzionalnich prostorocasech cleny ob-
sahujici kosmologickou konstantu A reprezentuji izotropni vliv maximalné symet-

rického kosmologického pozadi.

3.2.2 Cleny obsahujici komponenty Weylova tenzoru U4

Nyni uvazujme vakuovy prostorocas, tedy platnost podminky Ta, = 0, a dale také
A = 0. Pro jednotlivé ¢leny obsahujici komponenty Weylova tenzoru W, pak plati

nasledujici vztahy a jejich fyzikalni interpretace:

Komponenta ¥,

Predpokladejme navic ¥; = Uy = W3 = ¥, = 0. Pak se vztahy (3.65) a (3.66)

redukuji na soustavu rovnic

ZzM = o, (3.77)

. 1 A
70 = _éqjoﬁzm, i,j=2,...,D—1. (3.78)

Rovnici lze dale prepsat do geometrického tvaru

D7 1=
2~ 3 Z Woises5 - Z, (3.79)

1,j=2

kde ej; jsou tenzory reprezentuji jednotlivé polarizacni médy definované jako
eij = €(i) @ €() (3.80)

a —%qloij prislusné amplitudy.

Na zakladé téchto rovnic lze ¢leny obsahujici koeficienty Wi interpretovat jako
transverzdlni gravitacni vinu. Pokud totiz uvazime jejich vliv na krouzek testovacich
castic, ktré jsou na pocatku v klidu a lezi v nadplose dané ,pricnymi® vektory e,

kde7=2,..., D — 1, pak z uvedenych rovnic vyplyva, ze na ¢astice nepusobi zadné
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zrychleni ve sméru e(;) a ¢éstice tedy v dané nadplose ziistavaji — neexistuje zadny
longitudinédlni efekt. Samotné koeficienty W:; pritom urcuji amplitudy viny v jed-

notlivych smérech.

Komponenta WV,

Uvazujme nyni ¥y = Wy = U3 = U, = (. Pak se vztahy (3.65) a (3.66) redukuji na

.. 1 .

Z0 = 0,20, i =2,...,D—1, 3.81
\/§ 1T J ( )

. 1

Z0 = — 05,20, i=2,....,D—1, 3.82
\/§ 1T ( )

pricemz tuto soustavu rovnic lze opét prepsat do jednoduchého geometrického tvaru
DZ 1 =
—_— = — U, riel - Z (3.83)
2 Z 1r 1 Y
dr V2 —
kde e{" jsou tenzory reprezentujici jednotlivé longitudindlni médy definované jako
eiL =en) D eq) + e Qe (3.84)
a koeficienty \/ii\lflTi maji vyznam amplitud ptislusnych efektu.

Komponenta ¥,

Predpokladejme Wy = ¥y = W3 = U, = (. Pak se vztahy (3.65) a (3.66) redukuji na

.. 1

zZW = 5\1/%2(1), (3.85)
. 1 .

29 = =5 (Waps + Vo) 29, i j=2,...,D -1 (3.86)

a v geometrické podobé je tentokrat muzeme zapsat jako

Dz [1 1=
arz 5\1125 e~ 7 232 (Uoris + Wori) €5 - Z, (3.87)
,]=
pricemz plati
€11 = eq)®eq, (3.88)

eij = e(i)®e(j). (389)
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Efekt zpusobeny ¢leny obsahujicimi komponenty ¥, je zobecnénim coulombickych
slapovych jevi a proto muzeme tyto Cleny oznacit za coulombickou slozku gra-
vita¢niho pole. Jiz nyni je pfitom jasné, ze v pripadé pozorovatele statického v
Schwarzschildové prostorocase budou pouze komponenty W, # 0 a vSechny ostatni

komponenty ¥, vymizi, stejné jako je tomu ve 4D, viz [12] strana 21.

Komponenta V3

Predpoklddejme tentokrat Wg = ¥y = ¥y = W, = 0. Pak se vztahy (3.65) a (3.66)
redukuji do podoby

. 1 .

AR _E%sz(])’ j=2,....,D—1, (3.90)
o 1

Z0 = —— Wy zW, =2 D-1 (3.91)

V2

a v geometrické podobé je muzeme zapsat jako

D*Z 1 «—
a2 = _ﬁ Z ‘Ileie? : Z, (392)
=2

kde e} jsou opét tenzory reprezentujici jednotlivé longitudinalni médy a rovnéz koe-
ficienty —\%\Ilgm maji vyznam amplitud ptislusnych efektu.

Ze tvaru rovnic je na prvni pohled vidét, ze vliv ¢lent obsahujicich koefeicient
Wsri je velmi podobny jako v pripadé ¢lenu s koeficientem W, 7., ale pusobi opacné
ve sméru ey, coz plyne ze skutecnosti, Ze zdiména k <+ 1 je analogickd Wypi <> Wapi.
Oba vektory k a 1 jsou nulovymi vektory, jejichz souradnicové komponenty jsou
kay = (%, 0,... ,O) aly = (_\/Li’ 0,... ,O) = —k(;). Proto cleny s Wsp: koeficienty
reprezentuji longitudinalni efekt gravita¢niho pole spojeného s prostorovym smérem
k, tj. eq), zatimco cleny obsahujici koeficienty Wyp: odpovidaji longitudindlnimu

efektu piislusicimu prostorovému sméru 1, tj. —e(q).

Komponenta ¥,

Nyni pojdme zkoumat vliv posledni z ¥, komponent. Uvazujme ¥y = ¥ = U, =

U3 = 0. Pak se vztahy (3.65) a (3.66) redukuji na
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0 — (3.93)
. 1 ;
S0 _ _5\1;4ijz<a), i.j=2,...,D—1, (3.94)

pricemz tyto rovnice lze stejné jako v ptipadé ¥y upravit do geometrického tvaru

DZ 1
=3 > Ve -2, (3.95)

1,j=2

s tenzory odpovidajicimi dvéma polarizacnim médum definovanymi vztahy
eij = eq) @ () (3.96)

a prislusnymi amplitudami —%\Ifw.

Interpretace téchto rovnic je velmi podobnd jako v ptipadé ¢lenu obsahujicich
komponenty Wy, — opét jde o transverzalni gravitacni vinu §itici se v prostorovém
Smeru e(y).

Navic ze skutecnosti Wyi; <> Wy, pii zdméné k <+ 1 muzeme vyvodit, ze ¢leny
obsahujici koeficienty W,i; reprezentuji transverzalni efekt gravitacniho pole asocio-
vaného se smérem k - gravitacni vlnu §ifici se v prostoru ve sméru vektoru +e(y),
zatimco cleny obsahujici koeficienty Wqi; odpovidaji transverzalnimu efektu gra-

vitacniho pole spojenému se smérem 1 - tedy gravitacni viné sifici se ve sméru —e(y).



4 Volba vhodné interpretac¢ni baze a

prirozenych souradnic

V této ¢asti se blize podivame na nékteré vlastnosti ortonormélni béaze (3.5) a od-
povidajici nulové tetrady (3.19)-(3.21), které jsme pouzili v kapitole 3.1. Ukazeme,
ze jsou v jistém smyslu dany jednoznacné a ze je lze pouzit pro interpretaci presnych
prostorocasu ruznych typu. My je vyuzijeme v nasledujici kapitole, kde se budeme

podrobnéji zabyvat Robinsonovym-Trautmanovym prostorocasem ve vice rozmeérech.

4.1 Jednoznacnost nulové referencéni baze

Jiz. drive, v kapitole 2.2, jsme uvedli, Ze v prostorocase obecné dimenze mohou,
avSsak nemusi, existovat privilegované nulové sméry nazyvané Weyl Aligned Null
Directions, zkrdcené WANDy. Pomoci nich Ize invariantné klasifikovat Weyluv tenzor
v libovolném bodé, a to na zdkladé jejich sousmérnosti [9], [13]. Pokud WANDy
existuji, zvolime vektor k redlné referencni baze (3.19)-(3.21) ve sméru WANDu s
maximalnim stupném sousmérnosti. Pro komponenty k vzhledem k bazi e(;y zavedené

v (3.5) navic plati
ko =0, i=2..D—1, (4.1)

neboli vektor k sméfuje pouze do sméru prostorupodobného vektoru e(y). Na zaklade
toho muZzeme e(;) oznacit jako longitudindlni smér a eg),7 = 2,..., D — 1 za sméry
transverzalni.

Po volbé k jakozto WANDu je jedina netrividlni volnost ve volbé realné referenéni

béze (3.19)-(3.21) dédna Lorentzovymi transformacemi (2.18) a (2.20). Navic lze vsak
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podobneé jako ve étyfech dimenzich ukazat [12], Ze diky podminkdam (4.1) jsou k a
1 unikatni. Presnéji, pokud u je D-rychlost volné testovaci ¢éstice (u-u = —1) a k
je WAND, pak existuje prostorupodobny jednotokovy vektor e(y), ktery je projekci
nulového sméru daného k do (D — 1)-dimenzionalni prostorupodobné nadplochy
ortogonalni k u. Tento vektor ey je pfitom unikdntni (az na zaménu ey — —e())
a je dan vztahem

eq) =—u+ V2Kk, (4.2)

pricemz k je normovano tak, ze plati

k-u=——. (4.3)
Vzhledem k tomu, Ze pro 1 navic plati

1=+v2u—k, (4.4)

jedinou zbyvajici volnosti ve volbé béze jsou rotace (2.21) v prostoru daném vektory
m;.

Vyse uvedené tvrzeni lze pritom snadno dokézat. Vektor k totiz muzeme rozlozit
na ¢ast ve smeéru vektoru u, kterou budeme oznacovat k||, a ¢ast kolmou k u, jiz dale

oznac¢ime k. Vektor k tak muzeme zapsat jako

kde ki = —(k - u)u, neboli
k, =k+ (k-u)u. (4.6)
Vektor k, definuje jedinecny smeér, do kterého musi vektor ey sméfovat, ey =

V2k | (koeficient V2 je pouze konvence). Podminka ey - e1) = 1 pak implikuje

1
kK-u=-+—. (4.7)

V2

Daéle uvazujeme pouze zapornou hodnotu, tj. —\/iﬁ, pricemz kladna hodnota pouze

reprezentuje zdmeénu k — —k respektive e;y — —e(q). Dostavdme tedy

eq) = V2(k + (k- u)u) = —u + 2k (4.8)
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Pokud déle pozadujeme, aby 1 lezelo v roviné u-—e(y), tj.
l=au+beq = (a—b)u—v2bk, (4.9)
pak z podminky k -1 = —1 plyne
a—b=+2 (4.10)
a podminka 1-1= 0 dava
b= —%. (4.11)
Diky tomu Ize vektor 1 zapsat jako
1=v2u—k. (4.12)

Vektor e(q) také definuje jedine¢nou ortogonalni (D — 2)-dimenzionalni nadplo-

chu v (D — 1)-dimenziondlnim prostoru kolmém k u. (D — 2) vzdjemné kolmych

jednotkovych vektori eg;y,7 = 1,..., D — 2, pfitom mus{ lezet v této nadplose, takze

jedind volnost v jejich volbé je dédna rotacemi v prostoru (2.21) a trividln{ reflexivni

zménou jejich smeéru.

4.2 Paralelni prenos nulové referencni baze

Obecné baze D nezavislych ortonormalnich vektort (3.5) neni paralelné prendsena

podél geodetik generovanych pozorovatelovou D-rychlosti u. Ortonormalni baze a

ji odpovidajici nulovd referenéni baze definovand vztahy (3.19)-(3.21) jsou paralelné

prenaseny, neboli plati

De,

=0
dr ’
pravé tehdy, kdyz jsou splnény podminky
dr 7 dr

Z rovnic (3.19)-(3.21) totiz vyplyva, ze

e(l):\/gk—u:u—\@l

(4.13)

(4.14)

(4.15)



4.3 Prirozené souradnice pro netwistujici prostorocasy 39

a vzhledem k tomu, Ze vektor u = e(q) je paralelné piendSen podél geodetik, protoze

u je tecny vektor D-rychlosti, musi platit

De(l)—o — Dk—() — bh_

- - — =0 (4.16)

Dm; __

Nutnost podminky =7

0 pro redlné vektory m;) je evidentni.

4.3 Prirozené souradnice pro netwistujici prosto-
rocasy

V obecném netwistujicim prostorocase je vzdy mozné [16], [17] zavést tiidu nulovych
nadploch u = konst. tak, ze g"’u ,u, = 0. Nulové vektory n = n*0,, definované jako
nt = g"u, jsou tecné ke tiidé nulovych geodetik lezicich v nadplose u = konst. a
splitujicich n#.,n® = 0. Pokud zvolime jako soufadnice u = z”~! parametr r = z°
podél prislusnych nulovych geodetik a D — 2 redlnych prostorupodobnych soutadnic

2t = 1,...,D — 2, které oznacuji geodetiky na kazdé plose u = konst., metrika

nabyva tvaru

0 0 . 9o (D-1)
0 J11 e d1(D-1)
Juw = : : : . (4.17)
0 9o-2)1 --- Y(D-2)(D-1)
do-10 9mo-1)1 --- G(b-1)(D-1)

Pokud uvazujeme prostorocas, ve kterém nulové vektorové pole k generuje ne-
twistujici mnozinu geodetik, pak je toto vektorové pole k také ortogonalni ke tiidé
nulovych nadploch, napiiklad u = const. Je tedy vidét, ze k je imérné n a v
soufadnicich z# = (r,z',..., 2”72 u) méa vektor k = k"9, nenulovou pouze nul-

tou slozku, neboli ho 1ze zapsat

k" = (k°,0,...,0) (4.18)
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a D-rychlost u = u#0, volné testovaci ¢astice pohybujici se podél geodetiky z#(7) =

(7’(7'), (1), ..., 2P7%(7), u(T)) Ize pak vyjadiit jako

w' = (v, 3t 2P ), (4.19)

kde 7 je vlastni cas a - = <.

4.4 Explicitni tvar vektoru nulové referen¢ni baze

Nyni ukazeme, ze v soutadnicich zavedenych v predchozi ¢asti ma referencni nulova

béaze podél casupodobné geodetiky nasledujici tvar

1 1
A= ———,,O,...,O , 4.20
( \/§QOD 1) ) ( )

o= (\/§r+790(;1 V2 \/§u) (4.21)

1 . . _
ml = (——, (gklxk + 9(p—1)1 u) mi',my, ..., mP72 O) . (4.22)
Jdo(D-1)U

Abychom ziskali nultou slozku vektoru k, pfipomenme, ze jiz diive jsme v kapitole

4.1 zavedli pro k normalizaci k - u = g, k*u” = —\%. Diky tomu pro kY dostédvame

1 1
V2 90(p-1) U

pticemz ostatni slozky k jsou vzhledem k (4.18) nulové. Vyjadieni vektoru 1 pak

K0 = — (4.23)

snadno ziskdme diky vztahu (4.4), ktery muzeme zapsat jako

" =\2u" — k" (4.24)
a pro jednotlivé slozky 1 tak plati
. S S/, S S (4.25)
\/_90 D-1) \/_QO(D 1)
I = Vou =v2i', i=1,...,D—2, (4.26)

P = V24P = V24 (4.27)

V pifpadé vektortt m; mizeme explcitné vyjadrit slozky m,° = m;” a m;(P~Y = m;*,

k ¢emu? vyuZijeme normalizaci zavedenou v (2.16). Ostatn{ slozky, tj. m;* pro k =
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1

k-m; = g k"m” = gop_1)k"m;”""' =0

a tedy plati

0

Pro vyjadieni m;” = m;"” vyuzijeme normalizaci 1 - m; = 0. Plat{

l-my = g,l"m"

= V2guitmi' +v2gop-nim’ +V2gp-ryimi’ =0,

kil=1,....D—2

takze pro m,;° muzeme psét

do(D-1)U

Normalizace m; - m; = §;; ndm pak dava podminky pro vektory m;:

gklmikmil:@j, k‘,l:L...,D—Z.

1 _ .
m; = —— (gklwk-i-g(p—mu) mz‘l, l=1,....,D—2.

, D — 2 zustanou nezavislymi parametry. Z normalizace k - m; = 0 dostavame

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)



5 Relativni pohyby castic ve

vicerozmérném RT prostorocase

Ve ¢tyrdimenzionalni obecné teorii relativity je Robinsonova-Trautmanova tiida fe-
Seni [16], [18] objevena pocatkem 60. let jednou ze zdkladnich tiid presnych feseni
Einsteinovych rovnic. Tato velka skupina algebraicky specidlnich prostorocasu zahr-
nuje mnoho vyznamnych, zejména vakuovych, feseni, jako jsou schwarzschildovské
cerné diry, akcelerujici ¢erné diry popsané C-metrikou a dalsi zarivé prostorocasy
ruznych algebraickych typu. Pripousti také kosmologickou konstantu, elektromagne-
tické pole nebo c¢isté zateni jako v pripadé Vaidayovy metriky.

7 geometrického pohledu je pak Robinsonova-Trautmanova tfida charakteristickd
tim, ze pripousti kongruenci nulovych geodetik generovanych polem k, které je bez
zkresleni (shear-free), nerotujici (twist-free), ale expandujici. Tato invariantni defi-
nice zalozena na optickych skalarech muze byt aplikovana na jakoukoliv teorii gra-
vitace reprezentovanou Lorentzovskou metrikou na D-dimenzionalni varieté.

V nésledujicich ¢astech bude nejprve nasim cilem pfipomenout, jak vypadd met-
rika obecného Robinsonova-Trautmanova prostorocasu libovolné dimenze, a dale pak
poukazat na nékteré vlastnosti relativnich pohybtu testovacich castic popsané inva-
riantni rovnici geodetické deviace v obecném vakuovém Robinsonové-Trautmanove
(RT) prostorocase s kosmologickou konstantou, aniz bychom dopfedu specifikovali
jeho algebraicky typ. Nésledné se pak podivame na dva algebraicky specidlni typy

samostatné — konformé plochy prostorocas typu O a na vakuové prostorocasy typu D.
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5.1 RT reseni a vakuova metrika ve vice dimenzich

Uvazujme obecny D-dimenzionalni prostorocas, ve kterém mohou existovat kongu-
rence nulovych geodetik generovanych vektorovym polem k. Pii affinni parametrizaci

lze vyuzit dobfe znamé optické skalary

1
0 = ——k“,, 5.1
D3 (5.1)

1
2 _ B (k@ )2 2
o kap k™ — 55— (k%a)", (5.2)
A? = kg k™P. (5.3)

V nasem piipadé se omezujeme pouze na feseni nerotujici (twist-free), z ¢ehoz plyne
A =0, a bez zkresleni (shear-free), tedy také o = 0. Pokud by platilo také § = 0, pak
by vymizela i expanze a jednalo by se o feSeni patiici do Kundtovy tiidy. Podrobnou
charakteristiku téchto velmi dulezitych tiid presnych feseni ve ¢tyfech dimenzich lze
nalézt napiiklad v [19]. Zde se vsak déle soustfedime na zobecnéni pro libovolny
pocet vyssich dimenzi. Metrika vSech takovych prostorocasu muze byt zapsana [20],

[21] ve tvaru
ds? = gi;(da’ + ¢g"'du)(d2? + ¢ du) — 2dudr — ¢""du?, (5.4)

kde r je affinni parametr podél nulovych geodetik generovanych vektorovym polem

k = 0,, u = const. jsou nulové nadplochy ortogonalni ke k a x = (x!,..., 2P72)

jsou
prostorové soufadnice transverzalni (D —2)-dimenzionalni Riemannovské variety M.
Abychom zjistili, jakou konkrétni podobu méa metrika, aplikujeme vakuové Ein-

steinovy rovnice s kosmologickou konstantou
1
Rag = 51gap + Agag = 0 (5.5)

na element prostorocasového intervalu (5.4). Dostdvame tak, viz napiiklad [20], [22],
ze pro obecny pocet dimenzi lze metriku Robinsonovy-Trautmanovy tiidy feseni
splnujici vakuové Einsteinovy rovnice s kosmologickou konstatntou A zapsat ve tvaru

2
ds? = %%j dz'da? — 2dudr — 2H du?, (5.6)
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kde 7;; je unimodularni (D — 2)-dimenzionalni prostorova metrika definovana

Yij = D Gij» PP = det gi; = —det gag, det;; =1, (5.7)
a funkce 2H = ¢'" = —g,, je dédna vztahem
2A
o = — R —27(InP), — z_ & (5.8)

(D —2)(D - 3) (D—2)(D—1) b3’

kde R je skalarni kiivost odvozend od Ricciho tenzoru R;; asociovaného s prostorovou

metrikou h;; = P~%y;; a p je libovolnd konstanta. Metrika 7;;(z) a funkce P(x,u)

musi pritom stale spliovat rovnice pole

R

Ri=p3

;. (5.9)

Zajimavé pritom je, ze vSechny takto popsané Robinsonovy—Trautmanovy pro-
storocasy jsou nutné typu D (nebo O), takze nepiipoustéji ¢isté gravitaéni viny (typu
N, III nebo IT). Navic, diky tomu, zZe H je nezdvislé na = a v, mnoho dulezitych reseni
typu D je také vylouceno, napiiklad vicedimenzionalni zobecnéni C-metriky. Ve vice
nez ¢tyrech dimenzich se tak Robinsonova-Trautmanova tiida feSeni znacné lisi od
jeji klasické a dobie znamé podoby ve ¢tyfech dimenzich.

V dodatku A v [20] se také dozvidame, ze jediné nenulové komponenty Rieman-

nova tenzoru kiivosti pro RT metriku jsou

Rywpw = Hgy,

Ruj = 7 |Hy+(0P),| by,

Rijm = TQRijkl — 472 [H +r (lnP)’u] P,

Rewi = —Hq+r7"H, (5.10)
Ruje = 2r’hi(InP) jj, + 2rHpH j,

Ruwj = 7 H2H +r(nP), | Hy+ Hy =7 |[(P), i (lnP)w} i

+H i — H ",

kde T'*;; respektive R;jx jsou Christoffelovy symboly respektive Riemannuv tenzor

asociované s prostorovou metrikou h;; a v piipadé Weylova tenzoru se nenulové
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komponenty redukuji na

(D —2)(D —3)
Cruru = —H 9y D—1 )
(D-3)
Crivj = M5, 55 hijs (5.11)
R(u) p
Cijkl = T’ZRijkl — o ((D — 2)<D — 3) — TD?’) hi[kh”j,

Ouiuj = 2HC’I"ZU]

5.2 Pohyb castic v prostorocase typu RTO(A)

Konformé plochd vakuové RT feseni (typ O) s kosmologickou konstantou odpovidaji

nutné prostorocasum konstantni kfivosti R = %A, konkrétné

e Minkowského prostoru pro A = 0,
e de Sitterovu prostoru pro A > 0,
e anti-de Sitterovu prostoru pro A < 0.

Tyto prostory jsou maximalné symetrické, homogenni a izotropni. Rovnice geode-

tické deviace (3.65), (3.66) se tak redukuje do tvaru

2A 7(0)

N R

i=1,....,D—1, (5.12)

takze phyb volnych testovacich ¢astic je dan, jak jsme jiz diive uvedli v kapitole 3.2.1

na strané 31, vztahy

e A=0
ZO(r) = A; T + B;, (5.13)

e A>0

; B 2A 2\
Z()(T)—Aiexp\/(D_D(D_Q)T—i-Biexp (_\/(D—l)(D—Z) 7'),
(5.14)
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e A<O

() — 2|A| . 2|A
Z9D(7) _AiCOS\/(D—l)(D—2)T+BiSIH (\/(D—l)(D—Q) 7‘) , (5.15)

pricemz A; a B; jsou integracni konstanty, viz také (3.74)-(3.76).

5.3 Pohyb castic v prostorocase typu RTD(A)

Vakuova Robinsonova-Trautmanova feseni typu D s kosmologickou konstantou jsou
déna vztahy (5.6) a (5.8), takze nenulové slozky metriky jsou

2

.
gij = ﬁ%’j;
gop-1) = —1L, (5.16)
do-1(p-1) = —2H
R(u) 2A ) i
- _ 2r(lnP), .
D-nm-3 WPt pypon” T

Jejich dosazenim do soutadnicové podoby vektoru nulové referenéni baze (4.20)-
(4.22) a se znalosti explicitniho tvaru nenulovych komponent Weylova tenzoru (5.11)
tak muzeme spocitat presny tvar jednotlivych nenulovych nezavislych realnych kom-
ponent Weylova tenzoru ¥, danych vztahy (3.26)-(3.35). Dalsi zkouméni pfitom
rozdélime na obecny pripad p # 0 a specialni ptipad g = 0, kdy se nenulové kom-

ponenty Weylova tenzoru redukuji na Cjjx.
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5.3.1 Vakuova teSeni pro pripad p # 0

Pro p # 0 jsou nenulové ctyti typy koeficientu W4, a to Wount, Waijk, Wiz a Wopij.

Konkrétné pro né plati

R(u ! s
LT [TQquSt — 22 ((D — 2)<(l)) —3 TDB) hp[sht]q] mymimgmy,
(5.17)
R(u ) <
Uaije = V2 [r272pqst — or? <(D — 2)((1)) 3 — 7“5—3) hp[sht]q] xpm?mjmi,
(5.18)
D — ..
Uy = ,umhqt(%u — 1)m{m/,
R(u . s
+2 [rszqst — 2r? ((D — 2)((1)) 3 7“53) hp[sht]q} aPmiitm
D-3 .
D -3
\IJQTij = umhqtmfmz (520)
Koeficient ¥, i; muzeme déle upravit, pokud uvazime, ze plati normalizace u-u = —1.
7 ni lze vyjadrit
2
25— 1= %qpsf%s — 2H. (5.21)
Pro U,; tak dostavame
D-3 . 2R(u)
\If4ij = H,umhqtumem; + 27’2 |:qu5,5 — (D — 2)(D _ 3) hp[sht}q
D-3 . s
—i—rD'u_?) <Thpshqt -2 hp[sht]q)] wPmli mz, (5.22)
D-3
\IIQTij = umhqtmgmé-, (523)
a invariantni rovnici geodetické deviace (3.56), (3.57) lze zapsat jako
. 2A
ASEES AS 5.24
(D—-1)(D—-2) ' ( )
. 2A . 2R
Z(Z) - (D _ 1)(D N 2) Z(Z) + 2T2 {R’qut - (D — 2)((?))_ 3) hP[sht]q

D-3 R

+7“I/f_3 (Thpshqt —2 hp[sht}q)] &Pmi mé'Z(j)
D -3 ] .

_TTDL_ghqt (m?imz-) + Hu2m§m§-> A
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7 téchto rovnic je zfejmé, Ze v obecném piipadé pohybu éastic ve vakuovém
Robinsonové-Trautmanové prostorocase vstupuji do hry jak ¢leny zpusobujici cel-
kové izotropni pohyby pozadi, tak ¢leny coulombického charakteru a konecéné také
kinematické ¢leny s charakterem transverzalni gravitacni viny.

Daéle stoji za povsimnuti, ze nenulové koeficienty Wyix a Wi nemaji na vysledny
tvar rovnic Zaddny vliv, nebot v nich vystupuji pouze ve své kontrahované podobé,

ktera je vSsak v tomto ptripadé nulova.

5.3.2 Vakuova reSeni pro pripad u =0

Pokud je g = 0 jediné nenulové komponenty Weylova tenzoru! jsou ve tvaru

R(u)
C%wt:72F%%t—2ral)_2)u)_*ﬂhMqu (5.25)
a nenulovymi koeficienty ¥ 4 jsou
2 2 R(u) Doy 8.t

Woisi = |[r"Rpgst — 21 TEDE 3)hp[shﬂq mymimgm, (5.26)

V2 |12 2 R(u) o4, 8,
Uaiie = V2 [rRpgst — 2r PEDEE) hpishaq | @Pmimimy, — (5.27)

2R(u . s

Uy = 212 {'qust — DE 2)((D)— 3) hp[sht]q} Pmli mz-. (5.28)

Rovnice geodetické deviace ma tedy tvar

70 = 71) 5
(D-1)(D—-2)" (5.29)

/G 24 ‘ 2R (u) N
O = @ — y2 - Pindismt 70)
AL (D—l)(D—2)Z r |:qu31‘, (D_2>(D_3>hp[sht}q}xmlx UOVALS

(5.30)

Toto Feseni, jehoz podrobnéjsi rozbor obecné geometrie 1ze najit napiiklad v [23],
je piitom dilezité, nebot diky nému bychom mohli bliZze zkoumat ¢isté kinematické

efekty pusobici na pohybujici se ¢astice. Ostatni ¢leny kromé pozadi totiz vymizi.

'Pokud by bylo i Cpyst = 0, pak by feseni degenerovalo na typ 0, tedy na prostoro¢as konstantni
kiivosti popsany v kapitole 5.2.



Z.aver

Cilem predlozené diplomové prace bylo odvodit explicitni tvar invariantni rovnice
geodetické deviace v obecném prostorocase libovolné dimenze a blize prozkoumat
nékteré jeji vlastnosti. Dale jsme méli aplikovat tyto obecné vysledky na nékteré
vyznamné tiidy vicerozmérnych prostorocasu Einsteinovy gravitace, zejména na va-
kuovy Robinsonuv-Trautmanuv prostoroc¢as. Tohoto cile se nam v zdsadé podatilo
dosahnout.

Konkrétné jsme v diplomové praci nejprve popsali zdklady geometrického apa-
ratu, ktery umoznuje velmi elegantni zpusob pristupu k interpretaci obecné teorie
relativity a ktery jsme vyuzili v dalsich pasazich textu. Néasledné jsme také shr-
nuli dobfe znamou Petrovovu klasifikaci Weylova tenzoru ve ¢tyfech dimenzich a
predstavili jeji rozsiteni na prostorocasy libovolné dimenze.

Stézejni cast prace, kterou tvori 3. kapitola, se vénuje relativnimu pohybu tes-
tovacich c¢astic v obecném prostorocase libovolné dimenze popsanému invariantni
rovnici geodetické deviace. Soucasti této kapitoly je téz interpretace nékterych ¢lent
rovnice geodetické deviace, konkrétné clenu obsahujicich kosmologickou konstantu A
zpusobujicich celkové izotropni pohyby dané pozadim a ¢lenu obsahujicich kompo-
nenety Weylova tenzoru W, odpovidajicich lokdlnimu volnému gravitacnimu poli.

Ctvrtou kapitolu jsme zasvétili volbé baze vhodné pro interpretaci presnych pro-
storoc¢asu ruznych typu. Poukazali jsme zejména na jeji jednoznacnost a stanovili,
jaké jsou podminky pro jeji paralelni prenos. V zavéru kapitoly jsme navic ukazali,
jaka je prirozena volba souradnic pro netwistujici prostorocasy a jaky v nich ma
nulova referencni baze prenasenda podél casupodobné geodetiky explicitni tvar.

V posledni paté kapitlole jsme vysledky ziskané v ptredchozich ¢astech apliko-
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vali na vicerozmérny vakuovy Robinsontuv-Trautmanuv prostorocas a ukazali, jaky
konkrétni tvar mé rovnice geodetické deviace. Zjistili jsme pritom, ze i v tomto
specialnim piipadé jsou v ni obsazeny cleny zodpovédné za izotropni pohyb dany
kosmologickym pozadim, cleny coulombického typu a rovnéz kinematické ¢leny od-

povidajici svym charakterem transverzalni gravitacni viné.



Dodatky

o1



A Nezavislé slozky Riemannova a

Weylova tenzoru v obecné dimenzi

V nasledujicim textu ukazeme, kolik nezavislych komponent mé Riemannuv respek-

tive Weyluv tenzor v obecném prostorocase dimenze D.

A.1 Riemannuv tenzor

Riemannuv tenzor je tenzor typu (0,4), pro néjz obecné plati vlastnosti reprezen-
tované rovnicemi (1.16)—(1.20). Pro zjisténi poctu jeho nezavislych slozek musime

uvazovat ty z nich, které se tykaji jeho symetrie, tedy

Rabcd = - Rbacd )
Rabcd - _Rabdm <A1>
Rabcd - Rcdab )

a dale také cyklickou identitu vyjadienou vztahem
Rabcd + Racdb + Radbc =0. <A2)

Vezméme tedy nejprve v tvahu symetrie vyjadiené vztahem (A.1) a spoctéme
zbyvajici nezavislé komponenty. Protoze je tenzor antisymetricky v indexech ab,
reprezentuji tyto indexy n = D(D — 1)/2 nezavislych komponent. Tyto komponenty
muzeme pro piehlednost oznacit jako I = 1,...,n. Déle také pro indexy cd plati
stejna antisymetrie jako pro indexy ab a oznacuji proto stejné mnozstvi nezavislych

komponent, které muzeme oznacit jako J = 1, ..., n. Nakonec uvazme, ze tenzor Ry,
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je symetricky v nové zavedenych indexech I a J, takze ma n(n + 1)/2 nezéavislych

komponent a plati
1 1 1
§n(n +1) = ZD<D -1) ED(D -1+ 1} : (A.3)

Nyni vezmeme v potaz také cyklickou identitu danou vztahem (A.2). Nejjed-
nodussi je, pokud si uvédomime, ze tato identita je za predpokladu platnosti vlast-

nosti (A.1) ekvivalentni vztahu

R[abcd] =0 (A4)

Tento fakt vyplyva ze skutecnosti, ze diky symetriim (A.1) plati
8P{'abcd - Rabcd - Rabdc + Rbadc - Rbacd + Rcdab - Rdcab + Rdcba - Rcdba <A5)

a obdobné pro 8Rcdp @ 8Ragpe. Pokud kazdy ¢len v rovnici (A.2) takto rozepiseme,
pak vyslednd rovnice obsahujici 24 ¢lentu odpovida pravé identité (A.4).

V rovnici (A.4) madme moznost volby pro ¢tyfi ruzné neusporadané indexy, takze
pocet nezavislych vazeb je roven poctu kombinaci ¢tvrté tiidy z D prvku bez opa-
kovani. To znamend, ze vysledny pocet nezavislijch komponent Riemannova tenzoru
Ng(D) je dén vztahem

Ng(D) = %lD(D _ ) BD(D 1+ 1} - (Z) (A6)

ktery lze jednoduchymi algebraickymi tipravami prevést do tvaru

Ng(D) = 1—121)2(1)2 —1). (A7)

Pro D = 4 dostavame Ng(4) = 20.

A.2 Weyluv tenzor

Weyluv tenzor mé stejné symetrie jako Riemannuv tenzor, ale navic musi spliiovat

jesté D(D + 1)/2 rovnic vyplyvajicich z jeho bezestoposti

Cabe” = 0. (A.8)
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Pocet nezdvisljch komponent Weylova tenzoru Ny (D) je tak dan vztahem
1 o, 1
Nw (D) = ED (D*—1)— §D(D + 1), (A.9)
neboli plati
1
Nw (D) = E(D +2)(D+1)D(D —3). (A.10)

Ve ¢tyfrozmérném prostorocase Ny (4) = 10.



B Rozklad Weylova tenzrou uzitim

baze 1,n,m; a C,.4 koeficientu

Abychom vyjadrili Weyliv tenzor pomoci jeho komponent v bazi n,1, m;, muzeme
postupovat i jinym zpusobem, nez je rozklad pomoci nezavislych realnych komponent
Weylova tenzoru ¥, definovanych vztahy (3.26)—(3.35).

Stejné jako napiiklad v [9] nebo [14] zavedeme operaci { } definovanou nésledu-
jicim zpusobem

1

WiaTpYeZdy = §(w[a$b}y[czd] + W q)Y[a2s))- (B.1)

Diky ni muzeme Weyluv tenzor v obecné dimenzi zapsat jako

2 1

A\ A\

f i j S i i ok
Cabea = 4Coip; nam'pnem’ gy + 8Cp10; N{alpnem’qy + 4Ch;j; nam'ym’ m” gy
0

+ 4Chno1 n{anbncld} + COlij n{albmicmjd}
0

r 7\
i j i j k l
+ 8001'1]' n{am blcmjd} + Cijkl m {amjbm cIn d}
-1 -2

A A

+ 8Ci01; Lahplem'aqy + 4C) 55 Lampym? cm” gy + 4C1 ;15 Lam'plem? gy,

kde s¢itame pres indexy 1, 7, k, [ a ¢isla uvedend nad jednotlivymi skupinami kompo-
nent vyjadiuji jejich boostovou vahu.

Rozdéleni komponent podle jejich boostovych vah prehledné shrnuje tabulka B.1
a souvislost s ruznymi algebraicky specialnimi typy tabulka B.2, které jsou na strané
57.

Pocet nezavislych souradnicovych komponent odpovidajicich jednotlivym boos-

tovym vaham je podle [14]

25



B.1 Vztah mezi komponentami Weylova tenzoru Cy,.q a ¥4 56

=2 1,—1

A A

) <D(D — 3))‘+’2 ((D — 1)(D3— 2)(D — 3)>

0

(D —2)*(D*—4D %) (D-2)(D—=3) 1 ., 1
> + 5 = SDXD*—1) = SD(D + 1),

+

coz souhlasi s jiz difve odvozenym vztahem pro pocet nezavislych komponent Wey-

lova tenzoru (A.9).

B.1 Vztah mezi komponentami Weylova tenzoru
Cabcd a \DA

Nezavislé komponenty Weylova tenzoru C' definované v kapitole 2.2.2 pomoci baze
vektoru 1, n, m; jsou obdobou nezavislych komponent Weylova tenzoru definovanych
vztahy (3.26)—(3.35) pouzitim baze k,1, m;. Nésledujici vztahy vyjadiuji souvislost

mezi jednotlivymi komponentami

Coioj =~ Yo, (B.2)
Coij =~ Wyijr, (B.3)
Cijkl >~ Woijn, (B‘4>
Corij ~ Vi, (B.5)
Chije = Ysin, (B.6)
Criij ~ Uy, (B.7)
Cowi ~ Viri, (B.8)
Coior = Wag, (B.9)
Coirj =~ Vori, (B.10)
Cioti =~ Vapi (B.11)
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2 1 0 -1 -2
Coioj  Co0i, Coij Coror, Corijs Coirjy Cijii Chrori, Crige Chij

Tabulka B.1: Boostové vahy jednotlivych nezavislych komponent Weylova tenzoru.

Algebraicky typ Podminka pro komponenty Weylova tenzoru

I Coinj = 0
II Coioj = Coijr = 0
111 Coioj = Coijr. = Cijtr = Corig = 0
N Coioj = Coiji = Cijin = Corij = Chijr, = 0

Tabulka B.2: Algebraické typy Weylova tenzoru.



C Vztah realné a komplexni notace

pro slozky Weylova tenzoru v D=4

V kapitole 2.1 jsme pro potteby klasifikace Weylova tenzoru ve ¢tyfech dimenzich
zavedli komplexni nulovou tetrddu a Weyluv tenzor jsme pak klasifikovali pomoci od-
povidajicich komplexnich komponent, tzv. Newmanovych-Penroseovych koeficientu.
Ty jsou pritom v tzkém vztahu k redlnym komponentam Weylova tenzoru, které
jsme pouzili pro klasifikaci Weylova tenzoru ve vice dimenzich v kapitole 2.2. Déle
tedy pro prehlednost uvadime, jaky je vztah mezi témito dvéma notacemi.

Ve étyfrech dimenzich nabyva index i pouzity pro oznaceni vektoru béze (2.23)
respektive (2.14) pouze hodnot ¢ = 2, 3. Kombinaci redlnych vektoru mg a mg pritom

muzeme dostat komplexni vektory

1 1
m = — (my + img3), m=— (my — imgs), (C.1)

V2 2

pouzité ve ctyfrozmérné bazi (2.1).
Navic ve ¢tyfech dimenzich existuji pouze dvé nezavislé realné komponenty Wey-

lova tenzoru pro kazdou boostovou vahu, konkrétné

\11022 == —‘;[/0337 \11023 - \1/032, (C2)
\Ifsz = \111332 = —\111323, \IJIT?’ = \111223 = —\111232, (C?))
1
\1122323 = ‘1/23232 = —\1123223 = —\1122332 = \I/2T22 = \I/2T33 = 5\1125,
\11223 - —‘11232 - \I[2T23 = _\I[2T327 (C4)
\I’3T2 = @3332 = —\113323, WBTS = \113223 = —‘113232, (C5)
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\11422 — —\11433, \11423 - \IJ432. (CG)

Jejich kombinaci pak dale dostavame dobie znamé Newmanovy-Penroseovy kompo-

nenty
Uy = Woez + iWpes, (C.7)
S %(xpmﬂqu), (C.8)
v, — _%(\pzm_wg%), (C.9)
U3 = %(WsTZ—i‘I’?)TS)a (C.lO)
Uy = Wy —iWys. (C.11)

zavedené jiz diive, viz rovnice (2.2)—(2.6), vztahy

v, = Cabcdkambkcmda

U, = Capeak®lPk®m9,

(C.12)

(C.13)

Uy = Capeak®mPmeld, (C.14)
U3 = Capeal®k”1°m9, (C.15)
(C.16)

U, = Capegl?mPlcm.
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