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Abstrakt: Předložená práce zkoumá některé aspekty Einsteinovy gravitace v obecných
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2 Algebraická klasifikace Weylova tenzoru 13

2.1 Petrovova klasifikace Weylova tenzoru v D = 4 . . . . . . . . . . . . . 13

2.2 Klasifikace Weylova tenzoru ve v́ıce dimenźıch . . . . . . . . . . . . . 16
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Úvod

Jednou z největš́ıch výzev teoretické fyziky v posledńıch několika dekádách je nale-

zeńı sjednocuj́ıćı teorie, která by dokázala popsat zároveň všechny čtyři základńı śıly

– gravitaci, elektromagnetickou śılu, slabou interakci a silnou interakci. V př́ıpadě

elektromagnetické śıly a slabé interakce se to již koncem 60. let 20. stolet́ı podařilo fy-

zik̊um Sheldonu Glashowovi, Abdusu Salamovi a Stevenu Weinbergovi, kteř́ı přǐsli s

takzvanou elektroslabou interakćı a byli za to v roce 1979 oceněni Nobelovou cenou za

fyziku. V pr̊uběhu 70. let minulého stolet́ı pak byla za přispěńı mnoha významných

osobnost́ı ze světa fyziky vypracována jednotná kvantová teorie popisuj́ıćı spolu s

elektromagnetickou a slabou interakćı i silnou interakci. Tato teorie je dnes všeoběcně

známa jako Standardńı model.

Ani přes velikou snahu množstv́ı fyzik̊u z celého světa se však do dnešńı doby

nepodařilo zahrnout do Standardńıho modelu gravitaci nebo nalézt nějakou konzis-

tentńı kvantovou teorii gravitace. Ukazuje se přitom, že gravitace je na subatomárńı

škále velmi odlǐsná od ostatńıch interakćı a pro jejich sjednocený popis tak bude

potřeba teorie nová.

Žhavým a dominantńım kandidátem je již od 80. let minulého stolet́ı teorie strun,

která však stále z̊ustává pouze na úrovni teoretických spekulaćı a zat́ım nemá žádnou

př́ımou experimentálńı podporu. Ta uvažuje o elementárńıch částićıch jakožto jedno-

dimenzionálńıch objektech, např́ıklad malých strunách [1], přičemž jednotlivé typy

částic jsou pouze r̊uznými jejich vibračńımi módy. Aby však tato teorie byla ma-

tematicky konzistentńı, je potřeba zavést supersymetrii a 6 daľśıch rozměr̊u, neboli

prostoročas muśı mı́t 10 dimenźı. Strunová teorie je tak významnou, avšak zdaleka

ne jedinou motivaćı pro zkoumáńı a porozuměńı teorii gravitace ve v́ıce dimenźıch.
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ÚVOD 2

Myšlenka v́ıce dimenźı má již poměrně dlouhou tradici. Už ve dvacátých letech

minulého stolet́ı se Kaluza a Klein pokoušeli sjednotit elektromagnetismus a gravitaci

zavedeńım pátého rozměru [2], [3]. V posledńı době se pak s v́ıce dimenzemi můžeme

mimo vlastńı teorie strun setkat třeba v kontextu AdS/CFT korespondence [4], u

bránových kosmologíı [5] nebo u r̊uzných kvantových teoríı gravitace. Naše práce

se přitom př́ımo nezabývá žádnou z výše uvedených teoríı, ale z̊ustává na poli čistě

klasické verze obecné teorie ralitivity a zkoumá některé jej́ı aspekty ve v́ıce dimenźıch.

Existuj́ı totiž přirozená v́ıcerozměrná zobecněńı Einsteinovy teorie gravitace, kte-

rá př́ımo nestanov́ı žádný počet dimenźı. Na obvykle uvažovaném počtu tř́ı respektive

čtyř (jedna časová a tři prostorové) dimenźı tak z jej́ı pozice neńı na prvńı pohled

v podstatě nic výjimečného. Přesto mnohá bádáńı z posledńı doby naznačuj́ı, že ve

v́ıce než čtyřech dimenźıch přináš́ı kvalitativně nové a odlǐsné fyzikálńı jevy, jejichž

studium může dosavadńı pozici preferovaných čtyř dimenźı oslabit, ale i výrazně

pośılit. V předložené práci se proto snaž́ıme na některé vlastnosti v́ıcedimenzionálńı

gravitace poukázat a zároveň dosažené výsledky srovnáváme s již dř́ıve źıskanými

a známými výsledky platnými právě ve čtyřech dimenźıch. Konkrétně nás zaj́ımá

zejména pohyb testovaćıch částic daný v́ıcerozměrnou rovnićı geodetické deviace, jej́ı

základńı interpretace a chováńı v prostoročasech Robinsonova-Trautmanova typu.

Prvńı kapitola je věnována základ̊um geometrického aparátu. Jsou zde uvedeny

základńı vlastnosti kovariantńı derivace a s jej́ı pomoćı je pak definován paralelńı

přenos tenzoru. Pomoćı něho dále zavád́ıme křivost, Riemann̊uv tenzor křivosti,

který ji popisuje, a odvozené entity Ricciho tenzor, skalárńı křivost a Weyl̊uv tenzor.

V závěru kapitoly pak definujeme v čistě geometrické podobě geodetické křivky a

odvozujeme rovnici geodetické deviace vyjadřuj́ıćı fakt, že testovaćı částice se v̊uči

sobě po geodetikách pohybuj́ı s nenulovým relativńım zrychleńım, které je určeno

Riemannovým tenzorem.

Druhá kapitola se podrobně zabývá algebraickou klasifikaćı Weylova tenzoru ve

v́ıce dimenźıch. Na začátku vycháźıme z velmi dobře známé Petrovovy klasifikace
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Weylova tenzoru ve čtyřech dimenźıch a následně ukazujeme, jak ji zobecnit do v́ıce

dimenźı. Poukazujeme přitom na skutečnost, že v literatuře jsou pro klasifikaci Wey-

lova tenzoru ve v́ıce dimenźıch nejčastěji použity dvě volby reálné báze vektor̊u lǐśıćı

se normováńım. Ve zbytku kapitoly se tedy věnujeme oběma a ukazujeme, jaký je

mezi nimi vztah.

Třet́ı kapitola zač́ıná obecným rozborem invariantńı rovnice geodetické deviace

ve v́ıce dimenźıch popisuj́ıćı relativńı pohyb volných testovaćıch částit a dosažené

výsledky zároveň srovnává se známými výsledky platnými pro čtyři dimenze. Je

v ńı ukázáno, že d́ıky volbě vhodné unikátńı ortonormálńı báze reálných vektor̊u

lze rovnici geodetické deviace rozložit na součet člen̊u zodpovědných za r̊uzné spe-

cifické efekty: členy obsahuj́ıćı kosmologickou konstantu Λ reprezentuj́ıćı izotropńı

vliv maximálně symetrického kosmologického pozad́ı, členy obsahuj́ıćı tenzor energie

a hybnosti Tab popisuj́ıćı interakci s hmotou a členy obsahuj́ıćı kmponenty Weylova

tenzoru ΨA odpov́ıdaj́ıćı lokálńımu volnému gravitačńımu poli.

Ve čtvrté kapitole nejprve podrobněji zkoumáme některé d̊uležité vlastnosti nu-

lové referenčńı (interpretačńı) báze. Konkrétně poukazujeme na jej́ı jednoznačnost a

také deklarujeme, jaké podmı́nky jsou nutné pro jej́ı paralelńı přenos. Dále ukazu-

jeme, jak volit přirozené souřadnice obecných netwistuj́ıćıch prostoročas̊u, a nakonec

uvád́ıme, jaký v nich maj́ı explicitńı tvar jednotlivé vektory nulové referenčńı báze.

V páté kapitole představujeme metriku obecného Robinsonova-Trautmanova ře-

šeńı v libovolné vyšš́ı dimenzi, dále zkoumáme specifické relativńı pohyby testo-

vaćıch částic v obecném vakuovém Robinsonově-Trautmanově prostoročase. Konkré-

tně se věnujeme pohyb̊um testovaćıch částic v konformě plochém Robinsonově-Trau-

tmanově prostoročase (typu 0) a v prostoročasech typu D.

Součást́ı práce jsou také tři dodatky. Prvńı z nich, Dodatek A, se věnuje nezávis-

lým složkám Riemannova a Weylova tenzoru a jejich počtu v obecném prostoročase
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dimenze D. Dodatek B je zasvěcen rozkladu Weylova tenzoru užit́ım báze vektor̊u

l,n,mi a Cabcd koeficient̊u včetně jejich vztahu ke koeficient̊um ΨA použitým v hlavńı

části textu. Posledńı, Dodatek C, ukazuje, jaký je vztah mezi reálnou a komplexńı

notaćı pro složky Weylova tenzoru v čtyřech dimenźıch.



Notace a konvence

1. V rámci této diplomové práce označujeme proměnnou D, pokud neńı explicitně

uvedeno jinak, obecný počet dimenźı prostoročasu.

2. Dále použ́ıváme stejnou znaménkovou konvenci, jako Misner, Thorne a Wheeler

v [6]. Signatura metriky má tedy pro libovolný počet dimenźı D obecný tvar

(−,+, . . . ,+).

3. Tenzory znač́ıme tučným ṕısmem a složky tenzor̊u obyčejným ṕısmem.

4. Ṕısmena řecké abecedy použitá jako tenzorové indexy znač́ı, jak je obvyklé,

př́ıslušné souřadnicové komponenty tnezoru.

5. Využ́ıváme notace abstraktńıch index̊u, což znamená, že k tenzor̊um přidáváme

sadu tučně psaných index̊u, pro které využ́ıváme ṕısmena latinské abecedy.

Tyto indexy maj́ı stejnou strukturu jako souřadnicové indexy, avšak nejsou

svázány s žádnou báźı v prostoru tenzor̊u, neprob́ıhaj́ı žádné konkrétńı č́ıselné

hodnoty a neměńı význam tenzoru.

6. Malá ṕısmena řecké i latinské abecedy a č́ısla uzavřená v kulatých závorkách

použitá jako indexy označuj́ı komponenty fyzikálńıch veličin vyjádřené v orto-

normálńı bázi D nezávislých vektor̊u.

7. Einsteinovy rovnice maj́ı tvar Rab − 1
2
Rgab + Λgab = κTab.

5



1 Základy geometrického aparátu

Uvažujme situaci, kdy máme prostoročasovou varietu M obecné dimenze D a sy-

metrickou metriku gab s Lorentzovou signaturou (−,+, . . . ,+). Nyńı chceme defi-

novat vnitřńı křivost v řeči paralelńıho přenosu. Definice paralelńıho přenosu ovšem

vyžaduje v́ıce než jen strukturu variety – potřebujeme nav́ıc vědět, jak derivovat vek-

torová pole. Zavedeme proto standardńım postupem operátor kovariantńı derivace,

viz např. strana 30 v [7], který nám umožńı paralelńı přenos definovat.

1.1 Derivováńı na obecné varietě

Kovariantńı derivace ∇ na varietě M je zobrazeńı, které každému hladkému ten-

zorovému poli typu (k, l) přǐrazuje hladké tenzorové pole typu (k, l + 1) a splňuje

přitom pět základńıch vlastnost́ı uvedených ńıže.

V řeči abstraktńıch index̊u označ́ıme tenzorové pole T, které je typu (k, l), jako

Ta1...ak
b1...bl

∈ T (k, l) a p̊usobeńı kovariantńı derivace na toto tenzorové pole tak

můžeme zapsat ∇cT
a1...ak

b1...bl
. Pomoćı této notace abstraktńıch index̊u lze pět

požadovaných vlastnost́ı kovariantńı derivace vyjádřit jako:

1. Linearita: Pro každé A,B ∈ T (k, l) a α, β ∈ R,

∇c (αAa1...ak
b1...bl

+ βBa1...ak
b1...bl

) = α∇cA
a1...ak

b1...bl
+ β∇cB

a1...ak
b1...bl

.

(1.1)

2. Leibnizovo pravidlo: Pro každé A ∈ T (k, l), B ∈ T (k′, l′),

∇e

(
Aa1...ak

b1...bl
Bc1...ck′

d1...cl′

)
= (1.2)

= (∇eA
a1...ak

b1...bl
) Bc1...ck′

d1...dl′ + Aa1...ak
b1...bl

(
∇eB

c1...ck′
d1...dl′

)
.

6



1.1 Derivováńı na obecné varietě 7

3. Komutativita s kontrakćı: Pro každé A ∈ T (k, l),

∇d (Aa1...c...ak
b1...c...bl

) = ∇dAa1...c...ak
b1...c...bl

. (1.3)

4. Konzistence s notaćı tečných vektor̊u jakožto derivaćı ve směru na skalárńıch

poĺıch: Pro každé skalárńı pole f ∈ F a každý tečný vektor ta ∈ Vp,

t(f) = ta∇af. (1.4)

5. Absence torze: Pro každé skalárńı pole f ∈ F ,

∇a∇bf = ∇b∇af. (1.5)

Těmito vlastnostmi neńı ovšem kovariantńı derivace ještě určena jednoznačně.

Použit́ım výše uvedených vlastnost́ı kovariantńı derivace lze ukázat, viz např. strana

32-33 v [7], že pro vztah mezi dvěma r̊uznými kovariantńımi derivacemi ∇a a ∇̃a

splňuj́ıćımi tyto vlastnosti plat́ı

∇aT
b1...bk

c1...cl = ∇̃aT
b1...bk

c1...cl +
k∑
i=1

Cbi
adTb1...d...bk

c1...cl

−
l∑

j=1

Cd
acjT

b1...bk
c1...d...cl . (1.6)

Je tedy zřejmě vidět, že rozd́ıl mezi nimi je plně charakterizován hladkým pseudo-

tenzorovým1 polem Cc
ab.

Nejd̊uležitěǰśım př́ıpadem vztahu (1.6) je situace, kdy za ∇̃ vezmeme běžný

operátor parciálńı derivace ∂a. Potom pseudotenzorové pole Cc
ab označujeme Γc

ab

a nazýváme ho Christoffelovy symboly. Např́ıklad pro vektor ta můžeme tedy psát

∇at
b = ∂at

b + Γb
act

c. (1.7)

1Pseudotenzory zde nazýváme objekty, které se na rozd́ıl od tenzor̊u neř́ıd́ı obvyklými trans-

formačńımi zákony, a jejichž forma se měńı v závislosti na zvoleném souřadnicovém systému. Po-

kud tedy změńıme souřadnice např́ıklad z nečárkovaných na čárkované, změńı se rovněž operátor

parciálńı derivace z ∂a na ∂a
′ a také pseudotenzor Γc

ab na Γ′c
ab. Souřadnicové komponenty

Γc
ab v nečárkovaných souřadnićıch tedy nejsou spojeny se souřadnicovými komponentami Γ′c

ab v

čárkovaných souřadnićıch tenzorovou transformaćı.
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1.2 Paralelńı přenos

S daným operátorem kovariantńı derivace ∇a můžeme nyńı asociovat paralelńı pře-

nos vektoru va podél křivky γ s tečným vektorem ta . Řekneme, že vektor va de-

finovaný v každém bodě křivky γ je podél této křivky paralelně přenášen, pokud

plat́ı

ta∇av
b = 0. (1.8)

Obecněji můžeme definovat paralelńı přenos tenzoru libovolného stupně podmı́nkou

ta∇aT
b1...bk

c1...cl = 0. (1.9)

Jak jsme ukázali dř́ıve, pouze sama struktura variety nestač́ı k tomu, abychom

z mnoha možných tvar̊u operátor̊u kovariantńı derivace vybrali jeden, který by byl

přirozeně preferovaný před ostatńımi. Takový tvar ale můžeme naj́ıt, pokud vezmeme

nav́ıc v úvahu konkrétńı metriku gab na varietě. Ta nám totiž umožňuje naložit

na kovariantńı derivaci daľśı přirozenou podmı́nku, a to: máme-li dva vektory va

a wa, budeme nav́ıc požadovat, aby se jejich skalárńı součin gabvawb neměnil při

paralelńım přenosu podél libovolné křivky. Požadujeme tedy, aby platilo

ta∇a(gbcv
bwc) = 0 (1.10)

pro vb a wc splňuj́ıćı (1.8). Vztah (1.10) lze užit́ım Leibnizova pravidla upravit na

tvar

tavbwc∇agbc = 0, (1.11)

který bude platit pro všechny křivky a paralelně přenášené vektory právě tehdy, když

∇agbc = 0. (1.12)

Dı́ky existenci metriky tak pro kovariantńı derivaci dostáváme daľśı přirozenou pod-

mı́nku vyjádřenou vztahem (1.12). Ta již určuje tvar kovariantńı derivace jedno-

značně, viz např́ıklad strana 35 v [7]. Zejména lze ukázat, že pomoćı
”
obyčejné“

derivace ∂a můžeme vyjádřit Christoffelovy symboly dobře známým vztahem

Γc
ab =

1

2
gcd (∂agbd + ∂bgad − ∂dgab) . (1.13)
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1.3 Křivost

V předchoźı části jsme ukázali, že máme-li daný operátor kovariantńıho derivováńı,

v́ıme také, jak paralelně přenášet vektory podél křivek. Vektor źıskaný paralelńım

přenosem obecně záviśı na křivce, podél které ho přenáš́ıme. Právě této závislosti

můžeme využ́ıt při definováńı křivosti a Riemannova tenzoru, který křivost chrakte-

rizuje.

Necht’ tedy ∇a je kovariantńı derivace a ωa je pole 1-forem (duálńı vektorové

pole), potom Riemann̊uv tenzor křivosti Rabc
d je dán vztahem

Rabc
dωd = ∇a∇bωc −∇b∇aωc. (1.14)

Lze se přesvědčit, že takto definovaný Riemann̊uv tenzor v podstatě vyjadřuje mı́ru

závislosti paralelńıho přenosu na cestě, podle které prob́ıhá.

Pro obecné tenzorové pole Tc1...ck
d1...dl

je Riemann̊uv tenzor dán vztahem

(∇a∇b −∇b∇a)Tc1...ck
d1...dl

= −
k∑
i=1

Rabe
ci Tc1...e...ck

d1...dl
(1.15)

+
l∑

j=1

Rabdj

e Tc1...ck
d1...e...dl

.

Pro Riemann̊uv tenzor plat́ı následuj́ıćı základńı vlastnosti:

Rabc
d = −Rbac

d, (1.16)

R[abc]
d = 0, (1.17)

Rabcd = −Rabdc, (1.18)

∇[aRbc]d
e = 0 (Bianchiho identita). (1.19)

Často se mezi vlastnostmi uvád́ı také

Rabcd = Rcdab, (1.20)

která je však triviálńım d̊usledkem rovnic (1.16) a (1.18). Dále obvyklým zp̊usobem

definujeme Ricciho tenzor Rab jako kontrakci Riemannova tenzoru

Rac = Rb
abc (1.21)
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a skalárńı křivost R jako stopu Ricciho tenzoru

R = Ra
a. (1.22)

Zavád́ıme také Weyl̊uv tenzor Cabcd, který představuje bezestopou část Riemannova

tenzoru a pro počet dimenźı D ≥ 3 je dán vztahem

Rabcd = Cabcd +
2

D − 2

(
ga[cRd]b − gb[cRd]a

)
− 2

(D − 1)(D − 2)
Rga[cgd]b. (1.23)

Pro Weyl̊uv tenzor plat́ı stejně jako pro Riemann̊uv tenzor vlastnosti (1.16), (1.17)

a (1.18).

1.4 Geodetické křivky a geodetická deviace

Geodetikami, neboli geodetickými křivkami, intuitivně mysĺıme
”
nejpř́ıměǰśı možné

křivky“, které lze v zakřivené geometrii vytvořit. Máme-li dán operátor kovariantńı

derivace ∇a, můžeme je definovat jako křivky, jejichž tečný vektor ua se podél nich

přenáš́ı paralelńım přenosem. Muśı pro ně tedy platit rovnice2

ua∇au
b = 0, (1.24)

kterou lze užit́ım vztahu (1.7) převést do podoby

∂au
b + Γb

acu
c = 0. (1.25)

V souřadnićıch pak můžeme pro geodetickou křivku xµ(τ) zapsat rovnici (1.25) ve

tvaru
duµ

dτ
+ Γµαβu

αuβ = 0, (1.26)

přičemž D-rychlost3 je uµ = dxµ

dτ
a pro Γµαβ plat́ı dobře známý vztah

Γµαβ =
1

2
gµν (gβν,α + gαν,β − gαβ,ν) . (1.27)

2Někdy se lze setkat také s definićı, kdy geodetika muśı splňovat mı́sto toho rovnici ua∇aub =

αub, jej́ıž splněńı implikuje pouze zachováńı směru přenášeného vektoru, nikoliv jeho velikosti. Lze

však ukázat, že takovou křivku lze vždy reparametrizovat tak, aby splňovala i rovnici (1.24).
3Pojmem D-rychlost zde označujeme přirozené zobecněńı dobře známé čtyřrychlosti do v́ıce

dimenźı.
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Nakonec tedy v souřadnićıch dostáváme

d2xµ

dτ 2
+ Γµαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0. (1.28)

Nyńı uvažujme jednoparametrickou množinu geodetických křivek γs, takže pro

každé s ∈ R je křivka γs(τ) geodetikou s afinńım parametrem τ a zobrazeńı (τ, s)→

γs(τ) je difeomorfńı4. Označme dále Σ dvoudimenzionálńı nadplochu, která všechny

křivky γs obsahuje. Pak můžeme vybrat τ a s jako souřadnice na Σ. Vektorové pole

ua = ( ∂
∂τ

)a = (∂τ )
a je tečné ke geodetikám a splňuje tedy rovnici

ua∇au
b = 0. (1.29)

Vektorové pole Za = ( ∂
∂s

)a = (∂s)
a reprezentuje posunut́ı k infinitesimálně bĺızké

geodetice - vektory tohto pole se nazývaj́ı vektory posunut́ı.

Obrázek 1.1: Jednoparametrická množina geodetik γs(τ) se zobrazeným tečným vek-

torem ua a vektorem posunut́ı Za.

Protože ua a Za jsou (lokálně) souřadnicová vektorová pole, plat́ı, že spolu

navzájem komutuj́ı,5 neboli

ub∇bZa = Zb∇bua. (1.30)

4Difeomorfismem nazýváme zobrazeńı, které je hladké, na a existuje k němu hladnké inverzńı

zobrazeńı.
5Tedy výsledek paralelńıho přenosu jednoho podle druhého nezáviśı na jejich pořad́ı.
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V d̊usledku toho lze bez újmy na obecnosti volit Za kolmé na ub (viz strana 46 v

[7]), neboli

Zaua = 0. (1.31)

Veličina va = ub∇bZa udává rychlost změny vektoru posunut́ı podél geodetiky.

Můžeme tedy va interpretovat jako relativńı rychlost dvou infinitesimálně bĺızkých

geodetik a dále můžeme také interpretovat

aa ≡ uc∇cv
a = uc∇c

(
ub∇bZa

)
(1.32)

jako relativńı zrychleńı dvou infinitesimálně bĺızkých geodetik.

Nyńı lze již odvodit rovnici ukazuj́ıćı vztah mezi relativńım zrychleńım aa a Rie-

mannovým tenzorem. Vyjdeme z rovnice (1.32), kterou d́ıky komutativitěD-rychlosti

s vektorem posunut́ı, viz vztah (1.30), uprav́ıme do tvaru

aa = uc∇c

(
ub∇bZa

)
= uc∇c

(
Zb∇bua

)
. (1.33)

Ten můžeme užit́ım Leibnizova pravidla přepsat na

aa =
(
uc∇cZ

b
)

(∇bua) + Zbuc∇c∇bua (1.34)

a dále aplikaćı vztahu (1.14) pro Riemann̊uv tenzor dostáváme

aa =
(
Zc∇cu

b
)

(∇bua) + Zbuc∇b∇cu
a −Rcbd

aZbucud. (1.35)

Rovnici můžeme opět d́ıky Leibnizovu pravidlu dále upravit

aa = Zc∇c

(
ub∇bua

)
−Rcbd

aZbucud = −Rcbd
a Zb uc ud, (1.36)

takže konečně dostáváme finálńı vztah mezi relativńım zrychleńım a Riemannovým

tenzorem

aa = −Rcbd
a Zb uc ud. (1.37)

Tato rovnice je známá jako rovnice geodetické deviace a vyjadřuje fakt, že testo-

vaćı částice pohybuj́ıćı se po geodetikách se v̊uči sobě pohybuj́ı s nenulovým rela-

tivńım zrychleńım, které je určeno Riemannovým tenzorem. Zrychleńı přitom vymiźı

jen a pouze tehdy, když je Riemann̊uv tenzor nulový.



2 Algebraická klasifikace Weylova tenzoru

Abychom mohli dále podrobně zkoumat a klasifikovat pohyby volných testovaćıch

částic v obecném prostoročase, je dobré se nejprve na úvod seznámit s algebraickou

klasifikaćı Weylova tenzoru ve v́ıce dimenźıch, která se nám pro tento účel bude hodit.

Ta vycháźı ze známé Petrovovy klasifikace Weylova tenzoru ve čtyřech dimenźıch a

je jej́ım zobecněńım.

2.1 Petrovova klasifikace Weylova tenzoru v D = 4

Petrovova klasifikace, poprvé představená A. Z. Petrovem v polovině 50. let [8],

představuje zp̊usob, jak invariantně určit typ a tedy možnou algebraickou strukturu

Weylova tenzoru v daném bodě uvažovaného prostoročasu. Pokud je nav́ıc tento typ

stejný pro všechny body zmı́něného prostoročasu, ř́ıkáme, že tento prostoročas je

určitého Petrovova typu. Existuje přitom několik zp̊usob̊u, jak ke klasifikaci doj́ıt. V

následuj́ıćı pasáži použijeme jeden z nejelegantněǰśıch a také nejpouž́ıvaněǰśıch, a to

Newman̊uv-Penrose̊uv formalismus.

Uvažujme nulovou komplexńı tetrádu (k, l,m, m̄), pro kterou plat́ı

k · l = −1, m · m̄ = 1 (2.1)

a všechny ostatńı kombinace jsou nulové. Potom promı́tnut́ım Weylova tenzoru na

vektory této tetrády dostaneme pět komplexńıch koeficient̊u, které jsou známy jako

13
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Newmanovy-Penroseovy koeficienty

Ψ0 = Cabcdkambkcmd, (2.2)

Ψ1 = Cabcdkalbkcmd, (2.3)

Ψ2 = Cabcdkambm̄cld, (2.4)

Ψ3 = Cabcdlakblcm̄d, (2.5)

Ψ4 = Cabcdlam̄blcm̄d. (2.6)

Tyto koeficienty plně popisuj́ı Weyl̊uv tenzor, a tedy i volné gravitačńı pole.

Vı́me přitom (viz [9]), že v každém bodě každého prostoročasu existuj́ı čtyři

takzvané hlavńı nulové směry,1 tedy směry, kdy jestliže vektor k nulové tetrády

(k, l,m, m̄) identifikujeme s některým z nich, tak koeficient Ψ0 vymiźı, neboli Ψ0 = 0.

Tyto směry jsou obecně r̊uzné, avšak ve speciálńıch př́ıpadech mohou koincidovat,

pak mluv́ıme o jejich degeneraci.

Podle degenerace hlavńıch nulových směr̊u definujeme tzv. algebraické typy pro-

storočas̊u:

• I = {1111} : čtyři r̊uzné nulové směry,

• II = {211} : jeden dvojnásobný a dva odlǐsné jednonásobné nulové směry,

• D = {22} : dva r̊uzné dvojnásobné nulové směry,

• III = {31} : jeden trojnásobný a jeden odlǐsný jednonásobný nulový směr,

• N = {4} : čtyřnásobný nulový směr,

• O = {−} : Weyl̊uv tenzor vymiźı, což odpov́ıdá konformě plochému pro-

storočasu.

Všechny Petrovovy typy vyjma typ̊u O a I jsou nazývány algebraicky speciálńımi.

Jednotlivým typ̊um prostoročas̊u pak odpov́ıdaj́ı také př́ıslušné ekvivalentńı podmı́n-

ky pro Newmanovy-Penroseovy koeficienty, viz obrázek 2.1 a tabulka 2.1.

1Z anglického principal null direction. V literatuře se však často setkáváme pouze se zkratkou

PND.
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Obrázek 2.1: Penroseovo schéma názorně zobrazuje vztahy mezi jednotlivými al-

gebraickými typy prostoročas̊u. Každá šipka v diagramu naznačuje degeneraci

některých hlavńıch nulových směr̊u.

I Ψ0 = 0,Ψ1 6= 0

II, D Ψ0 = 0,Ψ1 = 0,Ψ2 6= 0

III Ψ0 = 0,Ψ1 = 0,Ψ2 = 0,Ψ3 6= 0

N Ψ0 = 0,Ψ1 = 0,Ψ2 = 0,Ψ3 = 0,Ψ4 6= 0

Tabulka 2.1: Vztah mezi jednotlivými algebraickými typy a ekvivalentńımi

podmı́nkami pro komplexńı komponenty Weylova tenzoru v Newmanově-Penroseově

formalismu. Je vidět, že existuj́ı takové nulové tetrády, ve kterých dané komponenty

zcela vymiźı.

Jak bylo řečeno již v úvodu této části, ve čtyřdimenzionálńıch prostoročasech exis-

tuje několik r̊uzných zp̊usob̊u jak dospět k Petrovově algebraické klasifiakci. Avšak

pouze některé z nich mohou být zobecněny také do vyšš́ıch dimenźı. Pojdmě se tedy

ještě na závěr této části krátce ve čtyřech dimenźıch pod́ıvat na zp̊usob, který lze

později použ́ıt i pro v́ıce dimenźı.

Již dř́ıve jsme uvedli, že ve standardńı nulové komplexńı tetrádě (k, l,m, m̄) má

Weyl̊uv tenzor pět komplexńıch komponent Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4. Boost v rovině určené

vektory k a l je popsán rovnicemi

k̂ = B k, (2.7)

l̂ = B−1l, (2.8)
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přičemž jednotlivé komponenty se transformuj́ı jako

Ψ̂0 = B2Ψ0, (2.9)

Ψ̂1 = B1Ψ1, (2.10)

Ψ̂2 = Ψ2, (2.11)

Ψ̂3 = B−1Ψ3, (2.12)

Ψ̂4 = B−2Ψ4. (2.13)

Je tedy vidět, že komponenty Weylova tenzoru Ψ0,Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4 maj́ı boostové váhy2

2, 1, 0,−1,−2. Pokud ovšem k koinciduje s některým hlavńım nulovým směrem,

v́ıme, že Ψ0 vymiźı. Ostatńı komponenty mohou být nulové pouze v algebraicky

speciálńıch př́ıpadech. Konkrétně je vidět, že pro typ I lze vhodnou transformaćı

vynulovat komponenty s boostovou váhou větš́ı nebo rovnou dvěma, pro typ II lze

vynulovat komponenty s boostovou váhou větš́ı nebo rovnou jedné, pro typ III lze

vynulovat komponenety s boostovou váhou větš́ı nebo rovnou nule, a konečně pro typ

N lze vynulovat komponenty s boostovou váhou větš́ı nebo rovnou -1. Typ D, který

je speciálńım př́ıpadem typu II, pak odpov́ıdá situaci, kdy mohou být vynulovány

všechny komponenty s nenulovou boostovou váhou.

V následuj́ıćı části poṕı̌seme obdobný př́ıstup pro klasifikaci Weylova tenzoru ve

v́ıce dimenźıch.

2.2 Klasifikace Weylova tenzoru ve v́ıce dimenźıch

Na rozd́ıl od čtyřrozměrného prostoročasu, ve v́ıcerozměrných prostoročasech použ́ı-

váme pro klasifikaci Weylova tenzoru reálnou bázi vektor̊u. V literatuře se lze přitom

nejčastěji setkat s těmito dvěma volbami, jež se lǐśı znaménkem normováńı:

• Báze tvořená vektory k, l,mi, která je použita např́ıklad v [10], [11] a [12]. Této

bázi se budeme v daľśım textu věnovat přednostně, nebot’ ćılem předložené

práce je mimo jiné také porovnáńı źıskaných výsledk̊u s výsledky uvedenými v

[12] platnými pro čtyři dimenze.

2Ř́ıkáme, že veličina q má boostovou váhu b, jestliže se při boostu transformuje jako q̂ = Bbq.



2.2 Klasifikace Weylova tenzoru ve v́ıce dimenźıch 17

• Báze tvořená vektory l,n,mi, která se v současné literatuře vyskytuje častěji,

viz např́ıklad [9]. Pro úplnost tedy budeme některé d̊uležité výsledky prezen-

tovat i s použit́ım této báze.

V následuj́ıćıch dvou částech rozebereme podrobněji obě z nich a ukážeme, jak v

nich klasifikace Weylova tenzoru ve v́ıce dimenźıch prob́ıhá.

2.2.1 Klasifikace s užit́ım báze k, l,mi

Uvažujeme bázi D reálných vektor̊u

m0 = k, m1 = l, mi, i = 2, . . . , D − 1, (2.14)

kde vektory k a l jsou nulové vektory splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky

k · k = 0, l · l = 0, k · l = −1 (2.15)

a D − 2 vektor̊u mi jsou reálné prostorové vektory, pro něž plat́ı následuj́ıćı norma-

lizace

k ·mi = 0, l ·mi = 0, mi ·mj = δij. (2.16)

Metrika, která má tvar

gab = −2k(alb) + δij(mi)a(mj)b, (2.17)

tak z̊ustává nezměněna v př́ıpadě následuj́ıćıch Lorentzovsých transformaćı:

• Nulová rotace s pevným k parametrizovaná3 prostorovým vektorem L = Limi:

k′ = k, l′ = l +
√

2Limi + |L|2k, m′i = mi +
√

2Lik. (2.18)

• Nulová rotace s pevným l parametrizovaná prostorovým vektorem K = Kimi:

k′ = k +
√

2Kimi + |K|2l, l′ = l, m′i = mi +
√

2Kil. (2.19)

3Na tomto mı́stě poznamenejme, že námi použitá parametrizace nulových rotaćı se lǐśı od té

použité např́ıklad v [13] faktorem
√

2.
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• Boost v rovině dané vektory k− l parametrizovaný reálným č́ıslem B:

k′ = Bk, l′ = B−1l, mi
′ = mi. (2.20)

• Rotace v prostoru daném vektory mi parametrizovaná ortogonálńı matićı Φi
j:

k′ = k, l′ = l, mi
′ = Φi

jmj, kde Φi
jΦk

lδjl = δik. (2.21)

Nyńı definujeme boostový řád Weylova tenzoru4 Cabcd jako maximálńı boostovou

váhu jeho komponent. Dá se pak snadno ukázat, že boostový řád záviśı pouze na

volbě nulového směru k, a tak ho spin ani boost neovlivňuj́ı. Dále budeme tedy

značit boostový řád b(k), č́ımž dáváme najevo jeho závislost právě na volbě k, a

bmax maximálńı hodnotu b(q) vzatou přes všechny nulové vektory q. Ř́ıkáme pak, že

nulový vektor q je sousměrný s Weylovým tenzorem právě tehdy, když b(q) < bmax,

a č́ıslo bmax − b(q)− 1 nazýváme stupněm sousměrnosti.

Pro Weyl̊uv tenzor maj́ı sousměrné nulové vektory (směry) význam přirozeného

zobecněńı hlavńıch nulových směr̊u ze čtyřrozměrného př́ıpadu a dále je budeme

nazývat WANDy (z anglického Weyl Aligned Null Directions).

Klasifikace Weylova tenzoru ve vyšš́ıch dimenźıch může být založena právě na

existenci těchto WANDů s r̊uzným stupněm sousměrnosti. Weyl̊uv tenzor v libovolné

dimenzi má obecně komponenty s boostovými vahami −2 ≤ b ≤ 2, a tak stupeň

sousměrnosti WANDů nemůže překročit 3.

Ř́ıkáme, že primárńı typ sousměrnosti Weylova tenzoru je G, pokud neexistuj́ı

žádné WANDy a dále ho nazývám 1, 2, 3, resp. 4 pokud maximálně sousměrný

nulový vektor má stupeň sousměrnosti 0, 1, 2, resp. 3.

Dále jestliže máme zafixované dané k jako WAND s maximálńım stupněm sou-

směrnosti, pak můžeme hledat l s maximálńım stupněm sousměrnosti tak, aby za-

chovávalo požadovanou vazbu

k · l = −1 (2.22)

a obdobně tak definovat sekundárńı typ sousměrnosti. Typ sousměrnosti je tak pár

sestávaj́ıćı z primárńıho a sekundárńıho typu sousměrnosti. Všechny možné typy

4Tato definice však plat́ı i pro obecný tenzor.
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sousměrnosti, jejich označeńı tzv. Weylovými typy a vztah k Petrovovým typ̊um ve

čtyřech dimenźıch jsou shrnuty v tabulce 2.2, která byla publikována např́ıklad v

[14] a [9].

Zásadńı rozd́ıl mezi čtyřmi a v́ıce dimenzemi je tedy v tom, že zat́ımco ve

čtyřdimenzionálńım prostoročase WANDy vždy existuj́ı a koinciduj́ı s hlavńımi nu-

lovými směry známými ze standardńı čtyřrozměrné algebraické klasifikace, ve v́ıce

dimenźıch v obecném př́ıpadě WANDy existovat nemuśı.

2.2.2 Klasifikace s užit́ım báze l,n,mi

Stejně jako v [9] zavedeme bázi D reálných vektor̊u

m0 = l, m1 = n, mi, i = 2, . . . , D − 1. (2.23)

Vektory l a n jsou přitom obdobně jako v předchoźım př́ıpadě nulovými vektory

l · l = 0, n · n = 0, l · n = 1 (2.24)

a D − 2 vektor̊u mi jsou reálné prostorové vektory, pro něž plat́ı následuj́ıćı norma-

lizace

l ·mi = 0, n ·mi = 0, mi ·mj = δij. (2.25)

Metrika má v tomto př́ıpadě tvar

gab = 2n(alb) + δij(mi)a(mj)b, (2.26)

a opět z̊ustává nezměněna v př́ıpadě nulových rotaćı s pevným l, nulových rotaćı s

pevným n, spin̊u i boost̊u.

Je tedy vidět, že rod́ıl mezi oběma bázemi spoč́ıvá ve znaménku pro vzájemnou

normalizaci nulových vektor̊u. Algebraická klasifikace Weylova tenzoru tedy v této

bázi prob́ıhá obdobně jako v př́ıpadě báze k, l,mi až na to, že při hledáńı sekundár-

ńıho typu sousměrnosti požadujeme zachováńı vazby

l · n = 1 (2.27)

mı́sto (2.22).
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Vı́ce dimenźı Čtyři dimenze

Weyl̊uv typ Typ sousměrnosti Petrov̊uv typ Typ sousměrnosti

G G

I (1)

Ii (1,1) I (1,1,1,1)

II (2)

IIi (2,1) II (2,1,1)

D (2,2) D (2,2)

III (3)

IIIi (3,1) III (3,1)

N (4) N (4)

Tabulka 2.2: Klasifikace Weylova tenzoru ve čtyřech dimenźıch a v́ıce dimenźıch.

Povšimněme si, že ve čtyřech dimenźıch je typ sousměrnosti (1) nezbytně ekvivalentńı

typu (1,1), typ (2) typu (2,1) a typ (3) typu (3,1). Dále je také vidět, že vzhledem

k existenci alespoň jednoho hlavńıho nulového směru ve čtyřech dimenźıch typ G

v̊ubec neexistuje.



3 Relativńı pohyb částic v obecném

prostoročase libovolné dimenze

K fyzikálńı interpretaci r̊uzných řešeńı Einsteinových rovnic lze použ́ıt rovnici ge-

odetické deviace popisuj́ıćı relativńı pohyby sousedńıch testovaćıch částic. Proto v

této kapitole nejprve podrobně odvod́ıme rovnici geodetické deviace v obecném pro-

storočase libovolné dimenze, a poté se budeme věnovat jej́ı interpretaci.

3.1 Odvozeńı invariantńıho tvaru rovnice geode-

tické deviace

Uvažujeme volnou testovaćı částici pohybuj́ıćı se podél časupodobné geodetiky γ(τ) ≡

xµ(τ), tedy splňuj́ıćı rovnici

ua∇au
b =

d2xµ

dτ 2
+ Γµαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0, (3.1)

viz (1.24), (1.28), kde τ je vlastńı čas uvažované částice. D-rychlost ua je normali-

zována

gab ua ub = uαu
α = −1. (3.2)

Dále uvažujeme daľśı infinitesimálně bĺızkou volnou testovaćı částici pohybuj́ıćı se po

geodetice γ̃(τ) ≡ x̃µ(τ), jej́ıž pozice je v libovolném čase τ přirozeně dána vektorem

posunut́ı Za(τ) = Zµ(τ)∂µ. Rovnici geodetické deviace (1.37) odvozenou již dř́ıve

můžeme přepsat do tvaru

aa = −Ra
bcd ub Zc ud, (3.3)

21
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což lze v souřadnicových složkách zapsat jako

D2Zα

dτ 2
= −Rα

βγδu
βZγuδ. (3.4)

Tato rovnice může být v zásadě vyřešena pro Zα(τ) a poskytnout nám tak informace

o lokálńıch relativńıch pohybech uvažovaných testovaćıch částic. Problémem ovšem

je, že veličina Zα je závislá na volbě konkrétńıch souřadnic. Abychom źıskali výsledky,

které na volbě souřadnic závislé nejsou, a hod́ı se tak lépe pro fyzikálńı interpretaci,

zavedeme dále bázi D nezávislých ortonormálńıch vektor̊u {ea} = {e(0), . . . , e(D−1)}.

Nejpřirozeněǰśı volba je taková, kdy e(0) = u a D − 1 vektor̊u {e(1), . . . , e(D−1)}

jsou prostorupodobné jednotkové vektory tvoř́ıćı kartézskou bázi v privilegované

lokálńı (D − 1)-dimenzionálńı prostorupodobné nadploše ortogonálńı k u. Jinými

slovy, uvažujeme množinu ortonormálńıch báźı podél geodetiky (3.1)

{ea} = {e(0), . . . , e(D−1)}, ea · eb = gαβe
α
ae

β
b = ηab, (3.5)

kde ηab = diag(−1, 1, . . . , 1). Duálńı báze má pak tvar e(0) = −u a e(i) = e(i), i =

1, . . . , D − 1. Projekćı rovnice geodetické deviace (3.1) na zavedenou bázi (3.5)

dostáváme

Z̈(i) = −R(i)
(0)(j)(0)Z

(j), (3.6)

kde

Z(i) = e(i)
a Za (3.7)

je D − 1 prostorupodobných komponent vektoru posunut́ı Z určuj́ıćıho vzdálenost

mezi testovaćımi částicemi a

Z̈(i) = e(i)
a

D2Za

dτ 2
(3.8)

je D − 1 relativńıch zrychleńı. Časovou komponentu přitom uvažovat nemuśıme,

nebot’ ta je v d̊usledku skutečnosti, že u se přenáš́ı podél geodetiky paralelně, a d́ıky

symetrii Riemannova tenzoru rovna nule

D2Z(0)

dτ 2
= −uµ

D2Zµ

dτ 2
= uµR

µ
αβγu

αZβuγ = 0. (3.9)

V d̊usledku toho pro Z(0) plat́ı

Z(0) = a0τ + b0, (3.10)
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kde a0, b0 jsou konstanty. Přirozenou volbou počátečńıch podmı́nek tak můžeme zvo-

lit Z(0) ≡ 0, takže všechny testovaćı částice jsou
”
synchronizovány“ pomoćı τ a vždy

z̊ustávaj́ı ve stejné lokálńı prostorupodobné nadploše. Vid́ıme tedy, že komponenta

Z(0)(τ) neobsahuje žádnou fyzikálně d̊uležitou informaci a volba e(0) = u je tak

výhodná, nebot’ redukuje fyzikálně nevýznamné veličiny.

Dále spočteme bázové komponenty Riemannova tenzoru R(i)(0)(j)(0), d́ıky čemuž

dostaneme explicitńı výraz pro rovnici geodetické deviace ve tvaru (3.6), který nám

poskytne d̊uležité informace o charakteru pohyb̊u testovaćıch částic. Již dř́ıve jsme

uvedli, že pro rozklad Riemannova tenzoru plat́ı

Rabcd = Cabcd +
2

D − 2

(
ga[cRd]b − gb[cRd]a

)
− 2

(D − 1)(D − 2)
Rga[cgd]b, (3.11)

přičemž skalárńı křivost a Ricciho tenzor vyjádřené z Einsteinových rovnic

Rab −
1

2
R gab + Λ gab = κTab (3.12)

lze zapsat jako

R =
2

2−D
(κT− ΛD), (3.13)

Rab =
2

D − 2
Λ gab + κ(Tab −

1

D − 2
gabT). (3.14)

V nulové tetrádě tak rozklad Riemannova tenzoru můžeme vyjádřit vztahem

R(i)(0)(j)(0) = C(i)(0)(j)(0) +
1

D − 2
(δijR(0)(0) −R(i)(j)) +

1

(D − 1)(D − 2)
Rδij, (3.15)

který lze dále s využit́ım vztah̊u (3.13) a (3.14) převést do tvaru

R(i)(0)(j)(0) = C(i)(0)(j)(0) −
2Λ

(D − 1)(D − 2)
δij (3.16)

− κ

D − 2

[
T(i)(j) − δij

(
T(0)(0) +

2

D − 1
T

)]
.

Pro rovnici geodetické deviace tak dostáváme výraz

Z̈(i) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(i) − κ

D − 2

(
T(0)(0) +

2

D − 1
T

)
Z(i) (3.17)

+
κ

D − 2
T(i)(j)Z

(j) − C(i)
(0)(j)(0)Z

(j).
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Ten se ve čtyřech dimenźıch redukuje na tvar

Z̈(i) =
Λ

3
Z(i)− κ

2

(
T(0)(0) +

2

3
T

)
Z(i) +

κ

2
T(i)(j)Z

(j)−C(i)
(0)(j)(0)Z

(j), i, j = 1, 2, 3,

(3.18)

který je znám např́ıklad z [12], [15].

Abychom mohli bĺıže zkoumat př́ıspěvky od jednotlivých složek Weylova tenzoru,

zavedeme bázi reálných vektor̊u vztahy

k =
1√
2

(
u + e(1)

)
, (3.19)

l =
1√
2

(
u− e(1)

)
, (3.20)

mi = e(i), i = 2, . . . , D − 1. (3.21)

Vektory k a l jsou přitom nulovými vektory a vektory mi jsou reálné prostorové

vektory, přičemž pro všechny vektory plat́ı následuj́ıćı normalizace:

k · l = −1, k ·mi = 0, l ·mi = 0, mi ·mj = δij. (3.22)

Inverzńı vztahy ke vztah̊um (3.19)-(3.21) jsou pak

e(0) = u =
1√
2

(k + l) , (3.23)

e(1) =
1√
2

(k− l) , (3.24)

e(i) = mi, i = 2, . . . , D − 1. (3.25)

Připomeňme zde, že u je čtyřřychlost geodetického pozorovatele, e(1) je prostorový

vektor reprezentuj́ıćı longitudinálńı (podélný) směr a e(i), i = 2, . . . , D − 1 jsou

transverzálńı (př́ıčné) vektory.
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Obrázek 3.1: Ilustrativńı zobrazeńı ortonormálńı báze vektor̊u e(i) a báze reálných

vektor̊u k, l,m(i).

Dále definujeme stejně jako v [11] nezávislé reálné komponenty Weylova tenzoru1

Ψ0ij = Cabcdkamb
i kcmd

j , (3.26)

Ψ1ijk = Cabcdkamb
i mc

jm
d
k, (3.27)

Ψ2ijkl = Cabcdma
i m

b
j mc

km
d
l , (3.28)

Ψ2ij = Cabcdkalbmc
i m

d
j , (3.29)

Ψ3ijk = Cabcdlamb
i mc

jm
d
k, (3.30)

Ψ4ij = Cabcdlamb
i lcmd

j , (3.31)

Ψ1T i = Cabcdkalbkcmd
i , (3.32)

Ψ2S = 2 Cabcdkalblckd, (3.33)

Ψ2T ij = 2 Cabcdkamb
i lcmd

j , (3.34)

Ψ3T i = Cabcdlakblcmd
i . (3.35)

Všechny ostatńı komponenty Weylova tenzoru lze źıskat d́ıky jeho symetríım z výše

uvedených komponent. Ani tyto komponenty však nejsou ještě zcela nezávislé. Vzhle-

1Alternativńı zp̊usob pro vyjádřeńı Weylova tenzoru pomoćı jeho komponent v bázi n, l,mi je

podrobně popsán v dodatku B.
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dem k vlastnostem Weylova tenzoru totiž plat́ı následuj́ıćı vazby

Ψ0[ij] = 0, Ψ0k
k = 0, (3.36)

Ψ1i(kl) = 0, Ψ1[ikl] = 0, (3.37)

Ψ2ijkl = Ψ2klij , Ψ2(ij)kl = Ψ2i[jkl] = 0, Ψ2(ij) = 0, (3.38)

Ψ3i(kl) = 0, Ψ3[ikl] = 0, (3.39)

Ψ4[ij] = 0, Ψ4k
k = 0. (3.40)

Dı́ky výše uvedeným vazbám jsou naprosto nezávislé pouze komponenty Ψ0ij , Ψ1ijk ,

Ψ2ijkl , Ψ3ijk , Ψ4ij a zbývaj́ıćı komponenty lze vyjádřit

Ψ1T i = Ψ1k
k
i , (3.41)

Ψ2S = Ψ2Tk
k = Ψ2kl

kl , (3.42)

Ψ2T ij = Ψ2ikj
k + Ψ2ij , (3.43)

Ψ3T i = Ψ3k
k
i . (3.44)

Pomoćı nezávislých reálných komponent můžeme tedy pro Weyl̊uv tenzor psát

C(1)(0)(1)(0) = Cabcdea
(1)u

bec
(1)u

d =
1

4
Cabcd(k− l)a(k + l)b(k− l)c(k + l)d

= −1

2
Ψ2kl

kl (3.45)

≡ −1

2
Ψ2S,

C(1)(0)(j)(0) = Cabcdea
(1)u

bec
(j)u

d =
1

2
√

2
Cabcd(k− l)a(k + l)bmc

j (k + l)d

= − 1√
2

(Ψ1k
k
j −Ψ3k

k
j) (3.46)

≡ − 1√
2

Ψ1T j +
1√
2

Ψ3T j ,

C(i)(0)(1)(0) = Cabcdea
(i)u

bec
(1)u

d =
1

2
√

2
Cabcdma

i (k + l)b(k− l)c(k + l)d

= − 1√
2

(Ψ1k
k
i −Ψ3k

k
i) (3.47)

≡ − 1√
2

Ψ1T i +
1√
2

Ψ3T i ,

C(i)(0)(j)(0) = Cabcdea
(i)u

bec
(j)u

d =
1

2
Cabcdma

i (k + l)bmc
j (k + l)d

≡ 1

2
Ψ0ij +

1

4
Ψ2T ij +

1

4
Ψ2T ji +

1

2
Ψ4ij
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a speciálně ve čtyřech dimenźıch tak s využit́ım vztah̊u (C.2)-(C.6) z dodatku C

dostáváme známé výrazy (viz strana 13 v [12])

C(1)(0)(1)(0) = −1

2
Ψ2S = −Ψ22323

= 2 ReΨ2, (3.48)

C(2)(0)(2)(0) =
1

2
Ψ022 +

1

4
Ψ2T 22 +

1

4
Ψ2T 22 +

1

2
Ψ422

=
1

2
Ψ022 +

1

2
Ψ2T 22 +

1

2
Ψ422

=
1

2
ReΨ0 − ReΨ2 +

1

2
ReΨ4, (3.49)

C(1)(0)(2)(0) = − 1√
2

Ψ1T 2 +
1√
2

Ψ3T 2

= −ReΨ1 + ReΨ3, (3.50)

C(1)(0)(3)(0) = − 1√
2

Ψ1T 3 +
1√
2

Ψ3T 3

= −ImΨ1 − ImΨ3, (3.51)

C(2)(0)(3)(0) =
1

2
Ψ023 +

1

4
Ψ2T 23 +

1

4
Ψ2T 32 +

1

2
Ψ423

=
1

2
Ψ023 +

1

2
Ψ423

=
1

2
ImΨ0 −

1

2
ImΨ4, (3.52)

C(3)(0)(3)(0) =
1

2
Ψ033 +

1

4
Ψ2T 33 +

1

4
Ψ2T 33 +

1

2
Ψ433

= −1

2
Ψ022 +

1

2
Ψ2T 33 − 1

2
Ψ422

= −1

2
ReΨ0 − ReΨ2 −

1

2
ReΨ4. (3.53)

Konečně tedy můžeme zapsat explicitńı tvar invariantńı rovnice geodetické devi-

ace pro relativńı pohyby testovaćıch částic v obecném prostoročase libovolné dimenze

Z̈(1) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(1) − κ

D − 2

(
T(0)(0) +

2

D − 1
T

)
Z(1) +

κ

D − 2
T(1)(j)Z

(j)

+
1

2
Ψ2kl

klZ(1) +
1√
2

(Ψ1k
k
j −Ψ3k

k
j)Z(j), (3.54)

Z̈(i) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(i) − κ

D − 2

(
T(0)(0) +

2

D − 1
T

)
Z(i) +

κ

D − 2
T(i)(j)Z

(j)

+
1√
2

(Ψ1k
k
i −Ψ3k

k
i)Z(1) − 1

2

(
Ψ0ij + Ψ4ij +

1

2
(Ψ2T ij + Ψ2T ji)

)
Z(j),

(3.55)
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kde i nabývá hodnot i = 2, . . . , D− 1, a který lze s využit́ım kontrahovaných veličin

vyjádřených rovnicemi (3.41)-(3.44) zapsat jako

Z̈(1) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(1) − κ

D − 2

(
T(0)(0) +

2

D − 1
T

)
Z(1) +

κ

D − 2
T(1)(j)Z

(j)

+
1

2
Ψ2SZ

(1) +
1√
2

(Ψ1T j −Ψ3T j)Z
(j), (3.56)

Z̈(i) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(i) − κ

D − 2

(
T(0)(0) +

2

D − 1
T

)
Z(i) +

κ

D − 2
T(i)(j)Z

(j)

+
1√
2

(Ψ1T i −Ψ3T i)Z
(1) − 1

2

(
Ψ0ij + Ψ4ij +

1

2
(Ψ2T ij + Ψ2T ji)

)
Z(j). (3.57)

Speciálně ve čtyřrozměrném prostoročase plat́ı

Z̈(1) =
Λ

3
Z(1) − κ

2

(
T(0)(0) +

2

3
T

)
Z(1) +

κ

2
T(1)(j)Z

(j)

+
1

2
Ψ2SZ

(1) +
1√
2

(Ψ1T j −Ψ3T j)Z
(j) (3.58)

=
Λ

3
Z(1) − κ

2

(
T(0)(0) +

2

3
T

)
Z(1) +

κ

2
T(1)(j)Z

(j)

+
1

2
Ψ2SZ

(1) +
1√
2

(Ψ1T 2 −Ψ3T 2)Z(2) +
1√
2

(Ψ1T 3 −Ψ3T 3)Z(3),

Z̈(2) =
Λ

3
Z(2) − κ

2

(
T(0)(0) +

2

3
T

)
Z(2) +

κ

2
T(2)(j)Z

(j)

+
1√
2

(Ψ1T 2 −Ψ3T 2)Z(1) − 1

2
(Ψ02j + Ψ42j + Ψ2T 2j −Ψ22j)Z

(j) (3.59)

=
Λ

3
Z(2) − κ

2

(
T(0)(0) +

2

3
T

)
Z(2) +

κ

2
T(2)(j)Z

(j) +
1√
2

(Ψ1T 2 −Ψ3T 2)Z(1)

−1

2
(Ψ022 + Ψ422 + Ψ2T 22 −Ψ222)Z

(2) − 1

2
(Ψ023 + Ψ423 + Ψ2T 23 −Ψ223)Z

(3),

Z̈(3) =
Λ

3
Z(3) − κ

2

(
T(0)(0) +

2

3
T

)
Z(3) +

κ

2
T(3)(j)Z

(j)

+
1√
2

(Ψ1T 3 −Ψ3T 3)Z(1) − 1

2
(Ψ03j + Ψ4ij + Ψ2T 3j −Ψ23j)Z

(j) (3.60)

=
Λ

3
Z(3) − κ

2

(
T(0)(0) +

2

3
T

)
Z(3) +

κ

2
T(3)(j)Z

(j) +
1√
2

(Ψ1T 3 −Ψ3T 3)Z(1).

−1

2
(Ψ032 + Ψ432 + Ψ2T 32 −Ψ232)Z

(2) − 1

2
(Ψ033 + Ψ433 + Ψ2T 33 −Ψ233)Z

(3)
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S využit́ım vztah̊u z dodatku C tak dostáváme

Z̈(1) =
Λ

3
Z(1) − κ

2

(
T(0)(0) +

2

3
T

)
Z(1) +

κ

2
T(1)(j)Z

(j) (3.61)

−2 ReΨ2Z
(1) + (ReΨ1 − ReΨ3)Z

(2) + (ImΨ1 + ImΨ3)Z
(3),

Z̈(2) =
Λ

3
Z(2) − κ

2

(
T(0)(0) +

2

3
T

)
Z(2) +

κ

2
T(2)(j)Z

(j)

+ (ReΨ1 − ReΨ3)Z
(1) − 1

2
(ReΨ0 + ReΨ4)Z

(2) (3.62)

+ReΨ2Z
(2) − 1

2
(ImΨ0 − ImΨ4)Z

(3),

Z̈(3) =
Λ

3
Z(3) − κ

2

(
T(0)(0) +

2

3
T

)
Z(3) +

κ

2
T(3)(j)Z

(j)

+ (ImΨ1 + ImΨ3)Z
(1) − 1

2
(ImΨ0 − ImΨ4)Z

(2) (3.63)

+
1

2
(ReΨ0 + ReΨ4)Z

(3) + ReΨ2Z
(3).

což je opět ve shodě s výsledky uvedenými v [12].

3.2 Rozbor člen̊u v rovnici geodetické deviace pro

r̊uzné typy prostoročas̊u

Rovnice ve tvaru (3.56)-(3.57) jsou vhodné pro fyzikálńı interpretaci relativńıch po-

hyb̊u testovaćıch částic. Tyto pohyby, jak je vidět, záviśı na třech typech člen̊u:

1. Členy obsahuj́ıćı kosmologickou konstantu Λ zp̊usobuj́ıćı celkové izotropńı po-

hyby zapř́ıčiněné pozad́ım.

2. Členy obsahuj́ıćı tenzor energie a hybnosti Tab popisuj́ıćı interakci s hmotou.

3. Členy obsahuj́ıćı komponenty Weylova tenzoru ΨA odpov́ıdaj́ıćıch lokálńımu

volnému gravitačńımu poli.

Pro daľśı analýzu se omeźıme pouze na vakuová řešeńı, tedy př́ıpad, kdy

Tab = 0, (3.64)
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takže vztahy (3.56)–(3.57) se zjednoduš́ı do podoby

Z̈(1) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(1) +

1√
2

(Ψ1T j −Ψ3T j)Z
(j) +

1

2
Ψ2SZ

(1), (3.65)

Z̈(i) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(i) +

1√
2

(Ψ1T i −Ψ3T i)Z
(1) (3.66)

−1

2

(
Ψ0ij + Ψ4ij +

1

2
(Ψ2T ij + Ψ2T ji)

)
Z(j), i = 2, . . . , D − 1.

3.2.1 Členy obsahuj́ıćı kosmologickou konstantu Λ

Předpokládejme, že plat́ı vakuová podmı́nka daná výrazem (3.64) a dále také, že

všechny složky Weylova tenzoru ΨA jsou nulové, tedy že prostoročas je konformě

plochý. Pak se rovnice (3.65) a (3.66) redukuj́ı na

Z̈(1) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(1) (3.67)

Z̈(i) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(i), i = 2, . . . , D − 1. (3.68)

Je vidět, že rovnice pro longitudinálńı složku (1) je stejná, jako rovnice pro trans-

verzálńı složky (i). Tento systém D − 1 rovnic můžeme tedy jednoduše přepsat do

kompaktńıho tvaru

Z̈(i) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(i), i = 1, . . . , D − 1, (3.69)

který lze v geometrické podobě zapsat jako

D2Z

dτ 2
=

2Λ

(D − 1)(D − 2)
I · Z, (3.70)

kde I je tenzor identitiy definovaný

I = e(1) ⊗ e(1) + . . .+ e(D−1) ⊗ e(D−1). (3.71)

Je přitom vidět, že relativńı pohyby částic jsou evidentně izotropńı.

Opravdu: Uvažujeme-li sféru testovaćıch částic, přičemž pozice každé z nich je

oproti referenčńı částici uprostřed dána vektorem posunut́ı Z, pak z rovnic daných

vztahem (3.69) vyplývá, že zrychleńı D2Z
dτ2

každé z nich má stejný směr jako jako jej́ı

vektor posunut́ı Z, a proto je jejich pohyb izotropńı.
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Je vidět, že tento závěr je zcela nezávislý na počtu dimenźı D uvažovaného

prostoročasu a odpov́ıdá skutečnosti, že jedinými konformě plochými vakuovými

řešeńımi Einsteinových rovnic jsou prostoročasy konstantńı křivosti R = 2D
(D−2)Λ,

konkrétně

• Minkowského prostor pro Λ = 0,

• de Sitter̊uv prostor pro Λ > 0,

• anti-de Sitter̊uv prostor pro Λ < 0.

Tyto prostory jsou maximálně symetrické, homogenńı a izotropńı.

Nav́ıc můžeme vyjádřit přesné rovnice pro charakteristické pohyby odpov́ıdaj́ıćı

jednotlivým hodnotám kosmologické konstanty Λ. Uvažujme bázi D − 1 vektor̊u

{e(1), . . . , e(D−1)} paralelně přenášenou podél geodetiky, takže plat́ı

De(i)

dτ
= 0. (3.72)

Potom pro jednotlivé komponenty relativńıho zrychleńı dostáváme

Z̈(i) ≡ e(i)
a

D2Za

dτ 2
=
D2(e

(i)
a Za)

dτ 2
=
D2Z(i)

dτ 2
=

d2Z(i)

dτ 2
(3.73)

a řešeńı soustavy rovnic (3.69) tak je

• Λ = 0

Z(i)(τ) = Ai τ +Bi, (3.74)

• Λ > 0

Z(i)(τ) = Ai exp

√
2Λ

(D − 1)(D − 2)
τ +Bi exp

(
−

√
2Λ

(D − 1)(D − 2)
τ

)
,

(3.75)

• Λ < 0

Z(i)(τ) = Ai cos

√
2|Λ|

(D − 1)(D − 2)
τ +Bi sin

(√
2|Λ|

(D − 1)(D − 2)
τ

)
, (3.76)
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přičemž Ai a Bi jsou integračńı konstanty.

Na závěr tedy můžeme konstatovat, že stejně jako ve čtyřech dimenźıch, viz

např́ıklad strana 19 v [12], také v obecnědimenzionálńıch prostoročasech členy ob-

sahuj́ıćı kosmologickou konstantu Λ reprezentuj́ı izotropńı vliv maximálně symet-

rického kosmologického pozad́ı.

3.2.2 Členy obsahuj́ıćı komponenty Weylova tenzoru ΨA

Nyńı uvažujme vakuový prostoročas, tedy platnost podmı́nky Tab = 0, a dále také

Λ = 0. Pro jednotlivé členy obsahuj́ıćı komponenty Weylova tenzoru ΨA pak plat́ı

následuj́ıćı vztahy a jejich fyzikálńı interpretace:

Komponenta Ψ0

Předpokládejme nav́ıc Ψ1 = Ψ2 = Ψ3 = Ψ4 = 0. Pak se vztahy (3.65) a (3.66)

redukuj́ı na soustavu rovnic

Z̈(1) = 0, (3.77)

Z̈(i) = −1

2
Ψ0ijZ

(j), i, j = 2, . . . , D − 1. (3.78)

Rovnici lze dále přepsat do geometrického tvaru

D2Z

dτ 2
= −1

2

D−1∑
i,j=2

Ψ0ijeij · Z, (3.79)

kde eij jsou tenzory reprezentuj́ı jednotlivé polarizačńı módy definované jako

eij = e(i) ⊗ e(j) (3.80)

a −1
2
Ψ0ij př́ıslušné amplitudy.

Na základě těchto rovnic lze členy obsahuj́ıćı koeficienty Ψ0ij interpretovat jako

transverzálńı gravitačńı vlnu. Pokud totiž uváž́ıme jejich vliv na kroužek testovaćıch

částic, ktré jsou na počátku v klidu a lež́ı v nadploše dané
”
př́ıčnými“ vektory e(i),

kde i = 2, . . . , D − 1, pak z uvedených rovnic vyplývá, že na částice nep̊usob́ı žádné
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zrychleńı ve směru e(1) a částice tedy v dané nadploše z̊ustávaj́ı – neexistuje žádný

longitudinálńı efekt. Samotné koeficienty Ψ0ij přitom určuj́ı amplitudy vlny v jed-

notlivých směrech.

Komponenta Ψ1

Uvažujme nyńı Ψ0 = Ψ2 = Ψ3 = Ψ4 = 0. Pak se vztahy (3.65) a (3.66) redukuj́ı na

Z̈(1) =
1√
2

Ψ1T jZ
(j), j = 2, . . . , D − 1, (3.81)

Z̈(i) =
1√
2

Ψ1T iZ
(1), i = 2, . . . , D − 1, (3.82)

přičemž tuto soustavu rovnic lze opět přepsat do jednoduchého geometrického tvaru

D2Z

dτ 2
=

1√
2

D−1∑
i=2

Ψ1T ie
L
i · Z, (3.83)

kde eL
i jsou tenzory reprezentuj́ıćı jednotlivé longitudinálńı módy definované jako

eL
i = e(1) ⊗ e(i) + e(i) ⊗ e(1) (3.84)

a koeficienty 1√
2
Ψ1T i maj́ı význam amplitud př́ıslušných efekt̊u.

Komponenta Ψ2

Předpokládejme Ψ0 = Ψ1 = Ψ3 = Ψ4 = 0. Pak se vztahy (3.65) a (3.66) redukuj́ı na

Z̈(1) =
1

2
Ψ2SZ

(1), (3.85)

Z̈(i) = −1

4
(Ψ2T ij + Ψ2T ji)Z

(j), i, j = 2, . . . , D − 1 (3.86)

a v geometrické podobě je tentokrát můžeme zapsat jako

D2Z

dτ 2
=

[
1

2
Ψ2S e11 −

1

4

D−1∑
i,j=2

(Ψ2T ij + Ψ2T ji) eij

]
· Z, (3.87)

přičemž plat́ı

e11 = e(1) ⊗ e(1), (3.88)

eij = e(i) ⊗ e(j). (3.89)
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prostoročas̊u 34

Efekt zp̊usobený členy obsahuj́ıćımi komponenty Ψ2 je zobecněńım coulombických

slapových jev̊u a proto můžeme tyto členy označit za coulombickou složku gra-

vitačńıho pole. Již nyńı je přitom jasné, že v př́ıpadě pozorovatele statického v

Schwarzschildově prostoročase budou pouze komponenty Ψ2 6= 0 a všechny ostatńı

komponenty ΨA vymiźı, stejně jako je tomu ve 4D, viz [12] strana 21.

Komponenta Ψ3

Předpokládejme tentokrát Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 = Ψ4 = 0. Pak se vztahy (3.65) a (3.66)

redukuj́ı do podoby

Z̈(1) = − 1√
2

Ψ3T jZ
(j), j = 2, . . . , D − 1, (3.90)

Z̈(i) = − 1√
2

Ψ3T iZ
(1), i = 2, . . . , D − 1. (3.91)

a v geometrické podobě je můžeme zapsat jako

D2Z

dτ 2
= − 1√

2

D−1∑
i=2

Ψ1T ie
L
i · Z, (3.92)

kde eL
i jsou opět tenzory reprezentuj́ıćı jednotlivé longitudinálńı módy a rovněž koe-

ficienty − 1√
2
Ψ3T i maj́ı význam amplitud př́ıslušných efekt̊u.

Ze tvaru rovnic je na prvńı pohled vidět, že vliv člen̊u obsahuj́ıćıch koefeicient

Ψ3T i je velmi podobný jako v př́ıpadě člen̊u s koeficientem Ψ1T i , ale p̊usob́ı opačně

ve směru e(1), což plyne ze skutečnosti, že záměna k↔ l je analogická Ψ1T i ↔ Ψ3T i .

Oba vektory k a l jsou nulovými vektory, jejichž souřadnicové komponenty jsou

k(i) =
(

1√
2
, 0, . . . , 0

)
a l(i) =

(
− 1√

2
, 0, . . . , 0

)
= −k(i). Proto členy s Ψ3T i koeficienty

reprezentuj́ı longitudinálńı efekt gravitačńıho pole spojeného s prostorovým směrem

k, tj. e(1), zat́ımco členy obsahuj́ıćı koeficienty Ψ1T i odpov́ıdaj́ı longitudinálńımu

efektu př́ısluš́ıćımu prostorovému směru l, tj. −e(1).

Komponenta Ψ4

Nyńı pojd’me zkoumat vliv posledńı z ΨA komponent. Uvažujme Ψ0 = Ψ1 = Ψ2 =

Ψ3 = 0. Pak se vztahy (3.65) a (3.66) redukuj́ı na
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Z̈(1) = 0 (3.93)

Z̈(i) = −1

2
Ψ4ijZ

(j), i, j = 2, . . . , D − 1, (3.94)

přičemž tyto rovnice lze stejně jako v př́ıpadě Ψ0 upravit do geometrického tvaru

D2Z

dτ 2
= −1

2

D−1∑
i,j=2

Ψ4ijeij · Z, (3.95)

s tenzory odpov́ıdaj́ıćımi dvěma polarizačńım mód̊um definovanými vztahy

eij = e(i) ⊗ e(j) (3.96)

a př́ıslušnými amplitudami −1
2
Ψ4ij .

Interpretace těchto rovnic je velmi podobná jako v př́ıpadě člen̊u obsahuj́ıćıch

komponenty Ψ0ij – opět jde o transverzálńı gravitačńı vlnu š́ı̌ŕıćı se v prostorovém

směru e(1).

Nav́ıc ze skutečnosti Ψ0ij ↔ Ψ4ij při záměně k ↔ l můžeme vyvodit, že členy

obsahuj́ıćı koeficienty Ψ4ij reprezentuj́ı transverzálńı efekt gravitačńıho pole asocio-

vaného se směrem k - gravitačńı vlnu š́ı̌ŕıćı se v prostoru ve směru vektoru +e(1),

zat́ımco členy obsahuj́ıćı koeficienty Ψ0ij odpov́ıdaj́ı transverzálńımu efektu gra-

vitačńıho pole spojenému se směrem l - tedy gravitačńı vlně š́ı̌ŕıćı se ve směru −e(1).



4 Volba vhodné interpretačńı báze a

přirozených souřadnic

V této části se bĺıže pod́ıváme na některé vlastnosti ortonormálńı báze (3.5) a od-

pov́ıdaj́ıćı nulové tetrády (3.19)-(3.21), které jsme použili v kapitole 3.1. Ukážeme,

že jsou v jistém smyslu dány jednoznačně a že je lze použ́ıt pro interpretaci přesných

prostoročas̊u r̊uzných typ̊u. My je využijeme v následuj́ıćı kapitole, kde se budeme

podrobněji zabývat Robinsonovým-Trautmanovým prostoročasem ve v́ıce rozměrech.

4.1 Jednoznačnost nulové referenčńı báze

Již dř́ıve, v kapitole 2.2, jsme uvedli, že v prostoročase obecné dimenze mohou,

avšak nemuśı, existovat privilegované nulové směry nazývané Weyl Aligned Null

Directions, zkráceně WANDy. Pomoćı nich lze invariantně klasifikovat Weyl̊uv tenzor

v libovolném bodě, a to na základě jejich sousměrnosti [9], [13]. Pokud WANDy

existuj́ı, zvoĺıme vektor k reálné referenčńı báze (3.19)-(3.21) ve směru WANDu s

maximálńım stupněm sousměrnosti. Pro komponenty k vzhledem k bázi e(i) zavedené

v (3.5) nav́ıc plat́ı

k(1) =
1√
2
, k(i) = 0, i = 2, . . . , D − 1, (4.1)

neboli vektor k směřuje pouze do směru prostorupodobného vektoru e(1). Na základě

toho můžeme e(1) označit jako longitudinálńı směr a e(i), i = 2, . . . , D − 1 za směry

transverzálńı.

Po volbě k jakožto WANDu je jediná netriviálńı volnost ve volbě reálné referenčńı

báze (3.19)-(3.21) dána Lorentzovými transformacemi (2.18) a (2.20). Nav́ıc lze však

36
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podobně jako ve čtyřech dimenźıch ukázat [12], že d́ıky podmı́nkám (4.1) jsou k a

l unikátńı. Přesněji, pokud u je D-rychlost volné testovaćı částice (u · u = −1) a k

je WAND, pak existuje prostorupodobný jednotokový vektor e(1), který je projekćı

nulového směru daného k do (D − 1)-dimenzionálńı prostorupodobné nadplochy

ortogonálńı k u. Tento vektor e(1) je přitom unikántńı (až na záměnu e(1) → −e(1))

a je dán vztahem

e(1) ≡ −u +
√

2 k, (4.2)

přičemž k je normováno tak, že plat́ı

k · u = − 1√
2
. (4.3)

Vzhledem k tomu, že pro l nav́ıc plat́ı

l ≡
√

2 u− k, (4.4)

jedinou zbývaj́ıćı volnost́ı ve volbě báze jsou rotace (2.21) v prostoru daném vektory

mi.

Výše uvedené tvrzeńı lze přitom snadno dokázat. Vektor k totiž můžeme rozložit

na část ve směru vektoru u, kterou budeme označovat k||, a část kolmou k u, již dále

označ́ıme k⊥. Vektor k tak můžeme zapsat jako

k = k|| + k⊥, (4.5)

kde k|| = −(k · u)u, neboli

k⊥ = k + (k · u)u. (4.6)

Vektor k⊥ definuje jedinečný směr, do kterého muśı vektor e(1) směřovat, e(1) ≡
√

2k⊥ (koeficient
√

2 je pouze konvence). Podmı́nka e(1) · e(1) = 1 pak implikuje

k · u = ± 1√
2
. (4.7)

Dále uvažujeme pouze zápornou hodnotu, tj. − 1√
2
, přičemž kladná hodnota pouze

reprezentuje záměnu k→ −k respektive e(1) → −e(1). Dostáváme tedy

e(1) =
√

2(k + (k · u)u) = −u +
√

2k. (4.8)
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Pokud dále požadujeme, aby l leželo v rovině u–e(1), tj.

l = au + b e(1) = (a− b) u−
√

2 bk, (4.9)

pak z podmı́nky k · l = −1 plyne

a− b =
√

2 (4.10)

a podmı́nka l · l = 0 dává

b = − 1√
2
. (4.11)

Dı́ky tomu lze vektor l zapsat jako

l =
√

2 u− k. (4.12)

Vektor e(1) také definuje jedinečnou ortogonálńı (D − 2)-dimenzionálńı nadplo-

chu v (D − 1)-dimenzionálńım prostoru kolmém k u. (D − 2) vzájemně kolmých

jednotkových vektor̊u e(i), i = 1, . . . , D− 2, přitom muśı ležet v této nadploše, takže

jediná volnost v jejich volbě je dána rotacemi v prostoru (2.21) a triviálńı reflexivńı

změnou jejich směru.

4.2 Paralelńı přenos nulové referenčńı báze

Obecně báze D nezávislých ortonormálńıch vektor̊u (3.5) neńı paralelně přenášena

podél geodetik generovaných pozorovatelovou D-rychlost́ı u. Ortonormálńı báze a

j́ı odpov́ıdaj́ıćı nulová referenčńı báze definovaná vztahy (3.19)-(3.21) jsou paralelně

přenášeny, neboli plat́ı
Dea

dτ
= 0, (4.13)

právě tehdy, když jsou splněny podmı́nky

Dk

dτ
= 0 =

Dmi

dτ
. (4.14)

Z rovnic (3.19)-(3.21) totiž vyplývá, že

e(1) =
√

2k− u = u−
√

2 l (4.15)
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a vzhledem k tomu, že vektor u = e(0) je paralelně přenášen podél geodetik, protože

u je tečný vektor D-rychlosti, muśı platit

De(1)

dτ
= 0 ⇐⇒ Dk

dτ
= 0 ⇐⇒ Dl

dτ
= 0. (4.16)

Nutnost podmı́nky Dmi

dτ
= 0 pro reálné vektory m(i) je evidentńı.

4.3 Přirozené souřadnice pro netwistuj́ıćı prosto-

ročasy

V obecném netwistuj́ıćım prostoročase je vždy možné [16], [17] zavést tř́ıdu nulových

nadploch u = konst. tak, že gµνu,µu,ν = 0. Nulové vektory n = nµ∂µ definované jako

nµ ≡ gµνu,ν jsou tečné ke tř́ıdě nulových geodetik lež́ıćıch v nadploše u = konst. a

splňuj́ıćıch nµ;αn
α = 0. Pokud zvoĺıme jako souřadnice u = xD−1, parametr r = x0

podél př́ıslušných nulových geodetik a D− 2 reálných prostorupodobných souřadnic

xi, i = 1, . . . , D − 2, které označuj́ı geodetiky na každé ploše u = konst., metrika

nabývá tvaru

gµν =



0 0 . . . g0 (D−1)

0 g11 . . . g1 (D−1)
...

...
. . .

...

0 g(D−2) 1 . . . g(D−2) (D−1)

g(D−1) 0 g(D−1) 1 . . . g(D−1) (D−1)


. (4.17)

Pokud uvažujeme prostoročas, ve kterém nulové vektorové pole k generuje ne-

twistuj́ıćı množinu geodetik, pak je toto vektorové pole k také ortogonálńı ke tř́ıdě

nulových nadploch, např́ıklad u = const. Je tedy vidět, že k je úměrné n a v

souřadnićıch xµ = (r, x1, . . . , xD−2, u) má vektor k = kµ∂µ nenulovou pouze nul-

tou složku, neboli ho lze zapsat

kµ = (k0, 0, . . . , 0) (4.18)
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a D-rychlost u = uµ∂µ volné testovaćı částice pohybuj́ıćı se podél geodetiky xµ(τ) =(
r(τ), x1(τ), . . . , xD−2(τ), u(τ)

)
lze pak vyjádřit jako

uµ = (ṙ, ẋ1, . . . , ẋD−2, u̇), (4.19)

kde τ je vlastńı čas a · ≡ d
dτ

.

4.4 Explicitńı tvar vektor̊u nulové referenčńı báze

Nyńı ukážeme, že v souřadnićıch zavedených v předchoźı části má referenčńı nulová

báze podél časupodobné geodetiky následuj́ıćı tvar

kµ =

(
− 1√

2

1

g0 (D−1) u̇
, 0, . . . , 0

)
, (4.20)

lµ =

(√
2 ṙ +

1√
2

1

g0 (D−1) u̇
,
√

2 ẋi,
√

2 u̇

)
, (4.21)

mµ
i =

(
− 1

g0 (D−1)u̇

(
gklẋ

k + g(D−1) l u̇
)
mi

l,m1
i , . . . ,m

D−2
i , 0

)
. (4.22)

Abychom źıskali nultou složku vektoru k, připomeňme, že již dř́ıve jsme v kapitole

4.1 zavedli pro k normalizaci k · u = gµνk
µuν = − 1√

2
. Dı́ky tomu pro k0 dostáváme

k0 = − 1√
2

1

g0 (D−1) u̇
, (4.23)

přičemž ostatńı složky k jsou vzhledem k (4.18) nulové. Vyjádřeńı vektoru l pak

snadno źıskáme d́ıky vztahu (4.4), který můžeme zapsat jako

lµ =
√

2uµ − kµ, (4.24)

a pro jednotlivé složky l tak plat́ı

l0 =
√

2u0 +
1√
2

1

g0 (D−1) u̇
≡
√

2 ṙ +
1√
2

1

g0 (D−1) u̇
, (4.25)

li =
√

2ui ≡
√

2 ẋi, i = 1, . . . , D − 2, (4.26)

lD−1 =
√

2uD−1 ≡
√

2 u̇. (4.27)

V př́ıpadě vektor̊u mi můžeme explcitně vyjádřit složky mi
0 = mi

r a mi
(D−1) = mi

u,

k čemuž využijeme normalizaci zavedenou v (2.16). Ostatńı složky, tj. mi
k pro k =
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1, . . . , D − 2, z̊ustanou nezávislými parametry. Z normalizace k ·mi = 0 dostáváme

k ·mi = gµνk
µmi

ν = g0 (D−1)k
0mi

D−1 = 0 (4.28)

a tedy plat́ı

mi
D−1 = mi

u = 0. (4.29)

Pro vyjádřeńı mi
0 = mi

r využijeme normalizaci l ·mi = 0. Plat́ı

l ·mi = gµνl
µmi

ν

=
√

2 gklẋ
kmi

l +
√

2 g0 (D−1)u̇mi
0 +
√

2 g(D−1) lu̇mi
l = 0, (4.30)

k, l = 1, . . . , D − 2,

takže pro mi
0 můžeme psát

mi
0 = − 1

g0 (D−1)u̇

(
gklẋ

k + g(D−1) l u̇
)
mi

l, l = 1, . . . , D − 2. (4.31)

Normalizace mi ·mj = δij nám pak dává podmı́nky pro vektory mi:

gklmi
kmi

l = δij, k, l = 1, . . . , D − 2. (4.32)



5 Relativńı pohyby částic ve

v́ıcerozměrném RT prostoročase

Ve čtyřdimenzionálńı obecné teorii relativity je Robinsonova-Trautmanova tř́ıda ře-

šeńı [16], [18] objevená počátkem 60. let jednou ze základńıch tř́ıd přesných řešeńı

Einsteinových rovnic. Tato velká skupina algebraicky speciálńıch prostoročas̊u zahr-

nuje mnoho významných, zejména vakuových, řešeńı, jako jsou schwarzschildovské

černé d́ıry, akceleruj́ıćı černé d́ıry popsané C-metrikou a daľśı zářivé prostoročasy

r̊uzných algebraických typ̊u. Připoušt́ı také kosmologickou konstantu, elektromagne-

tické pole nebo čisté zářeńı jako v př́ıpadě Vaidayovy metriky.

Z geometrického pohledu je pak Robinsonova-Trautmanova tř́ıda charakteristická

t́ım, že připoušt́ı kongruenci nulových geodetik generovaných polem k, které je bez

zkresleńı (shear-free), nerotuj́ıćı (twist-free), ale expanduj́ıćı. Tato invariantńı defi-

nice založená na optických skalárech může být aplikována na jakoukoliv teorii gra-

vitace reprezentovanou Lorentzovskou metrikou na D-dimenzionálńı varietě.

V následuj́ıćıch částech bude nejprve naš́ım ćılem připomenout, jak vypadá met-

rika obecného Robinsonova-Trautmanova prostoročasu libovolné dimenze, a dále pak

poukázat na některé vlastnosti relativńıch pohyb̊u testovaćıch částic popsané inva-

riantńı rovnićı geodetické deviace v obecném vakuovém Robinsonově-Trautmanově

(RT) prostoročase s kosmologickou konstantou, aniž bychom dopředu specifikovali

jeho algebraický typ. Následně se pak pod́ıváme na dva algebraicky speciálńı typy

samostatně – konformě plochý prostoročas typu O a na vakuové prostoročasy typu D.

42
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5.1 RT řešeńı a vakuová metrika ve v́ıce dimenźıch

Uvažujme obecný D-dimenzionálńı prostoročas, ve kterém mohou existovat kongu-

rence nulových geodetik generovaných vektorovým polem k. Při affinńı parametrizaci

lze využ́ıt dobře známé optické skaláry

θ =
1

D − 2
kα;α, (5.1)

σ2 = k(α;β)k
α;β − 1

D − 2
(kα;α)2 , (5.2)

A2 = −k[α;β]kα;β. (5.3)

V našem př́ıpadě se omezujeme pouze na řešeńı nerotuj́ıćı (twist-free), z čehož plyne

A = 0, a bez zkresleńı (shear-free), tedy také σ2 = 0. Pokud by platilo také θ = 0, pak

by vymizela i expanze a jednalo by se o řešeńı patř́ıćı do Kundtovy tř́ıdy. Podrobnou

charakteristiku těchto velmi d̊uležitých tř́ıd přesných řešeńı ve čtyřech dimenźıch lze

nalézt např́ıklad v [19]. Zde se však dále soustřed́ıme na zobecněńı pro libovolný

počet vyšš́ıch dimenźı. Metrika všech takových prostoročas̊u může být zapsána [20],

[21] ve tvaru

ds2 = gij(dx
i + gridu)(dxj + grjdu)− 2 dudr − grrdu2, (5.4)

kde r je affinńı parametr podél nulových geodetik generovaných vektorovým polem

k = ∂r, u = const. jsou nulové nadplochy ortogonálńı ke k a x ≡ (x1, . . . , xD−2) jsou

prostorové souřadnice transverzálńı (D−2)-dimenzionálńı Riemannovské varietyM.

Abychom zjistili, jakou konkrétńı podobu má metrika, aplikujeme vakuové Ein-

steinovy rovnice s kosmologickou konstantou

Rαβ −
1

2
Rgαβ + Λgαβ = 0 (5.5)

na element prostoročasového intervalu (5.4). Dostáváme tak, viz např́ıklad [20], [22],

že pro obecný počet dimenźı lze metriku Robinsonovy-Trautmanovy tř́ıdy řešeńı

splňuj́ıćı vakuové Einsteinovy rovnice s kosmologickou konstatntou Λ zapsat ve tvaru

ds2 =
r2

P 2
γij dxidxj − 2 dudr − 2H du2, (5.6)
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kde γij je unimodulárńı (D − 2)-dimenzionálńı prostorová metrika definovaná

γij = p2gij, p2(2−D) ≡ det gij = −det gαβ, det γij = 1, (5.7)

a funkce 2H ≡ grr = −guu je dána vztahem

2H =
R(u)

(D − 2)(D − 3)
− 2 r(lnP ),u −

2Λ

(D − 2)(D − 1)
r2 − µ

rD−3
, (5.8)

kdeR je skalárńı křivost odvozená od Ricciho tenzoruRij asociovaného s prostorovou

metrikou hij = P−2γij a µ je libovolná konstanta. Metrika γij(x) a funkce P (x, u)

muśı přitom stále splňovat rovnice pole

Rij =
R

D − 2
hij. (5.9)

Zaj́ımavé přitom je, že všechny takto popsané Robinsonovy–Trautmanovy pro-

storočasy jsou nutně typu D (nebo O), takže nepřipouštěj́ı čisté gravitačńı vlny (typu

N, III nebo II). Nav́ıc, d́ıky tomu, že H je nezávislé na x a u, mnoho d̊uležitých řešeńı

typu D je také vyloučeno, např́ıklad v́ıcedimenzionálńı zobecněńı C-metriky. Ve v́ıce

než čtyřech dimenźıch se tak Robinsonova-Trautmanova tř́ıda řešeńı značně lǐśı od

jej́ı klasické a dobře známé podoby ve čtyřech dimenźıch.

V dodatku A v [20] se také dozv́ıdáme, že jediné nenulové komponenty Rieman-

nova tenzoru křivosti pro RT metriku jsou

Rruru = H,rr,

Rriuj = r
[
H,r + (lnP ),u

]
hij,

Rijkl = r2Rijkl − 4r2
[
H + r (lnP ),u

]
hi[khl]j,

Rruui = −H,ri + r−1H,i, (5.10)

Ruijk = 2r2hi[k(lnP ),j]u + 2rHi[kH,j],

Ruiuj = r

[[
2H + r (lnP ),u

]
H,r +H,u − r

[
(lnP ),u

]2
+ r (lnP ),uu

]
hij

+H,ij −H,kΓ
k
ij,

kde Γkij respektive Rijkl jsou Christoffelovy symboly respektive Riemann̊uv tenzor

asociované s prostorovou metrikou hij a v př́ıpadě Weylova tenzoru se nenulové
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komponenty redukuj́ı na

Cruru = −µ(D − 2)(D − 3)

2rD−1
,

Criuj = µ
(D − 3)

2rD−3
hij, (5.11)

Cijkl = r2Rijkl − 2r2
(

R(u)

(D − 2)(D − 3)
− µ

rD−3

)
hi[khl]j,

Cuiuj = 2HCriuj.

5.2 Pohyb částic v prostoročase typu RTO(Λ)

Konformě plochá vakuová RT řešeńı (typ O) s kosmologickou konstantou odpov́ıdaj́ı

nutně prostoročas̊um konstantńı křivosti R = 2D
(D−2)Λ, konkrétně

• Minkowského prostoru pro Λ = 0,

• de Sitterovu prostoru pro Λ > 0,

• anti-de Sitterovu prostoru pro Λ < 0.

Tyto prostory jsou maximálně symetrické, homogenńı a izotropńı. Rovnice geode-

tické deviace (3.65), (3.66) se tak redukuje do tvaru

Z̈(i) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(i), i = 1, . . . , D − 1, (5.12)

takže phyb volných testovaćıch částic je dán, jak jsme již dř́ıve uvedli v kapitole 3.2.1

na straně 31, vztahy

• Λ = 0

Z(i)(τ) = Ai τ +Bi, (5.13)

• Λ > 0

Z(i)(τ) = Ai exp

√
2Λ

(D − 1)(D − 2)
τ +Bi exp

(
−

√
2Λ

(D − 1)(D − 2)
τ

)
,

(5.14)
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• Λ < 0

Z(i)(τ) = Ai cos

√
2|Λ|

(D − 1)(D − 2)
τ +Bi sin

(√
2|Λ|

(D − 1)(D − 2)
τ

)
, (5.15)

přičemž Ai a Bi jsou integračńı konstanty, viz také (3.74)-(3.76).

5.3 Pohyb částic v prostoročase typu RTD(Λ)

Vakuová Robinsonova-Trautmanova řešeńı typu D s kosmologickou konstantou jsou

dána vztahy (5.6) a (5.8), takže nenulové složky metriky jsou

gij =
r2

P 2
γij,

g0(D−1) = −1, (5.16)

g(D−1)(D−1) = −2H

= − R(u)

(D − 2)(D − 3)
+ 2 r(lnP ),u +

2Λ

(D − 2)(D − 1)
r2 +

µ

rD−3
.

Jejich dosazeńım do souřadnicové podoby vektor̊u nulové referenčńı báze (4.20)-

(4.22) a se znalost́ı explicitńıho tvaru nenulových komponent Weylova tenzoru (5.11)

tak můžeme spoč́ıtat přesný tvar jednotlivých nenulových nezávislých reálných kom-

ponent Weylova tenzoru ΨA daných vztahy (3.26)-(3.35). Daľśı zkoumáńı přitom

rozděĺıme na obecný př́ıpad µ 6= 0 a speciálńı př́ıpad µ = 0, kdy se nenulové kom-

ponenty Weylova tenzoru redukuj́ı na Cijkl.
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5.3.1 Vakuová řešeńı pro př́ıpad µ 6= 0

Pro µ 6= 0 jsou nenulové čtyři typy koeficient̊u ΨA, a to Ψ2ijkl , Ψ3ijk , Ψ4ij a Ψ2T ij .

Konkrétně pro ně plat́ı

Ψ2ijkl =

[
r2Rpqst − 2r2

(
R(u)

(D − 2)(D − 3)
− µ

rD−3

)
hp[sht]q

]
mp
im

q
jm

s
km

t
l ,

(5.17)

Ψ3ijk =
√

2

[
r2Rpqst − 2r2

(
R(u)

(D − 2)(D − 3)
− µ

rD−3

)
hp[sht]q

]
ẋpmq

im
s
jm

t
k,

(5.18)

Ψ4ij = µ
D − 3

2rD−3
hqt(2ṙu̇− 1)mq

im
t
j

+2

[
r2Rpqst − 2r2

(
R(u)

(D − 2)(D − 3)
− µ

rD−3

)
hp[sht]q

]
ẋpmq

i ẋ
smt

j

+2Hµ
D − 3

rD−3
hqtu̇

2mq
im

t
j, (5.19)

Ψ2T ij = µ
D − 3

rD−3
hqtm

q
im

t
j. (5.20)

Koeficient Ψ4ij můžeme dále upravit, pokud uváž́ıme, že plat́ı normalizace u·u = −1.

Z ńı lze vyjádřit

2 ṙu̇− 1 =
r2

P 2
γpsẋ

pẋs − 2Hu̇2. (5.21)

Pro Ψ4ij tak dostáváme

Ψ4ij = Hµ
D − 3

rD−3
hqtu̇

2mq
im

t
j + 2r2

[
Rpqst −

2R(u)

(D − 2)(D − 3)
hp[sht]q

+
µ

rD−3

(
D − 3

4
hpshqt − 2hp[sht]q

)]
ẋpmq

i ẋ
smt

j, (5.22)

Ψ2T ij = µ
D − 3

rD−3
hqtm

q
im

t
j, (5.23)

a invariantńı rovnici geodetické deviace (3.56), (3.57) lze zapsat jako

Z̈(1) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(1), (5.24)

Z̈(i) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(i) + 2r2

[
Rpqst −

2R(u)

(D − 2)(D − 3)
hp[sht]q

+
µ

rD−3

(
D − 3

4
hpshqt − 2hp[sht]q

)]
ẋpmq

i ẋ
smt

jZ
(j)

−D − 3

2

µ

rD−3
hqt

(
mq

(im
t
j) +Hu̇2mq

im
t
j

)
Z(j).
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Z těchto rovnic je zřejmé, že v obecném př́ıpadě pohyb̊u částic ve vakuovém

Robinsonově-Trautmanově prostoročase vstupuj́ı do hry jak členy zp̊usobuj́ıćı cel-

kové izotropńı pohyby pozad́ı, tak členy coulombického charakteru a konečně také

kinematické členy s charakterem transverzálńı gravitačńı vlny.

Dále stoj́ı za povšimnut́ı, že nenulové koeficienty Ψ2ijkl a Ψ3ijk nemaj́ı na výsledný

tvar rovnic žádný vliv, nebot’ v nich vystupuj́ı pouze ve své kontrahované podobě,

která je však v tomto př́ıpadě nulová.

5.3.2 Vakuová řešeńı pro př́ıpad µ = 0

Pokud je µ = 0 jediné nenulové komponenty Weylova tenzoru1 jsou ve tvaru

Cpqst = r2Rpqst − 2r2
R(u)

(D − 2)(D − 3)
hp[sht]q (5.25)

a nenulovými koeficienty ΨA jsou

Ψ2ijkl =

[
r2Rpqst − 2r2

R(u)

(D − 2)(D − 3)
hp[sht]q

]
mp
im

q
jm

s
km

t
l , (5.26)

Ψ3ijk =
√

2

[
r2Rpqst − 2r2

R(u)

(D − 2)(D − 3)
hp[sht]q

]
ẋpmq

im
s
jm

t
k, (5.27)

Ψ4ij = 2r2
[
Rpqst −

2R(u)

(D − 2)(D − 3)
hp[sht]q

]
ẋpmq

i ẋ
smt

j. (5.28)

Rovnice geodetické deviace má tedy tvar

Z̈(1) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(1), (5.29)

Z̈(i) =
2Λ

(D − 1)(D − 2)
Z(i) − r2

[
Rpqst −

2R(u)

(D − 2)(D − 3)
hp[sht]q

]
ẋpmq

i ẋ
smt

jZ
(j).

(5.30)

Toto řešeńı, jehož podrobněǰśı rozbor obecné geometrie lze naj́ıt např́ıklad v [23],

je přitom d̊uležité, nebot’ d́ıky němu bychom mohli bĺıže zkoumat čistě kinematické

efekty p̊usob́ıćı na pohybuj́ıćı se částice. Ostatńı členy kromě pozad́ı totiž vymiźı.

1Pokud by bylo i Cpqst = 0, pak by řešeńı degenerovalo na typ 0, tedy na prostoročas konstantńı

křivosti popsaný v kapitole 5.2.



Závěr

Ćılem předložené diplomové práce bylo odvodit explicitńı tvar invariantńı rovnice

geodetické deviace v obecném prostoročase libovolné dimenze a bĺıže prozkoumat

některé jej́ı vlastnosti. Dále jsme měli aplikovat tyto obecné výsledky na některé

významné tř́ıdy v́ıcerozměrných prostoročas̊u Einsteinovy gravitace, zejména na va-

kuový Robinson̊uv-Trautman̊uv prostoročas. Tohoto ćıle se nám v zásadě podařilo

dosáhnout.

Konkrétně jsme v diplomové práci nejprve popsali základy geometrického apa-

rátu, který umožňuje velmi elegantńı zp̊usob př́ıstupu k interpretaci obecné teorie

relativity a který jsme využili v daľśıch pasáž́ıch textu. Následně jsme také shr-

nuli dobře známou Petrovovu klasifikaci Weylova tenzoru ve čtyřech dimenźıch a

představili jej́ı rozš́ı̌reńı na prostoročasy libovolné dimenze.

Stěžejńı část práce, kterou tvoř́ı 3. kapitola, se věnuje relativńımu pohybu tes-

tovaćıch částic v obecném prostoročase libovolné dimenze popsanému invariantńı

rovnićı geodetické deviace. Součást́ı této kapitoly je též interpretace některých člen̊u

rovnice geodetické deviace, konkrétně člen̊u obsahuj́ıćıch kosmologickou konstantu Λ

zp̊usobuj́ıćıch celkové izotropńı pohyby dané pozad́ım a člen̊u obsahuj́ıćıch kompo-

nenety Weylova tenzoru ΨA odpov́ıdaj́ıćıch lokálńımu volnému gravitačńımu poli.

Čtvrtou kapitolu jsme zasvětili volbě báze vhodné pro interpretaci přesných pro-

storočas̊u r̊uzných typ̊u. Poukázali jsme zejména na jej́ı jednoznačnost a stanovili,

jaké jsou podmı́nky pro jej́ı paralelńı přenos. V závěru kapitoly jsme nav́ıc ukázali,

jaká je přirozená volba souřadnic pro netwistuj́ıćı prostoročasy a jaký v nich má

nulová referenčńı báze přenášená podél časupodobné geodetiky explicitńı tvar.

V posledńı páté kapitlole jsme výsledky źıskané v předchoźıch částech apliko-
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vali na v́ıcerozměrný vakuový Robinson̊uv-Trautman̊uv prostoročas a ukázali, jaký

konkrétńı tvar má rovnice geodetické deviace. Zjistili jsme přitom, že i v tomto

speciálńım př́ıpadě jsou v ńı obsaženy členy zodpovědné za izotropńı pohyb daný

kosmologickým pozad́ım, členy coulombického typu a rovněž kinematické členy od-

pov́ıdaj́ıćı svým charakterem transverzálńı gravitačńı vlně.



Dodatky
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A Nezávislé složky Riemannova a

Weylova tenzoru v obecné dimenzi

V následuj́ıćım textu ukážeme, kolik nezávislých komponent má Riemann̊uv respek-

tive Weyl̊uv tenzor v obecném prostoročase dimenze D.

A.1 Riemann̊uv tenzor

Riemann̊uv tenzor je tenzor typu (0,4), pro nějž obecně plat́ı vlastnosti reprezen-

tované rovnicemi (1.16)–(1.20). Pro zjǐstěńı počtu jeho nezávislých složek muśıme

uvažovat ty z nich, které se týkaj́ı jeho symetrie, tedy

Rabcd = −Rbacd,

Rabcd = −Rabdc, (A.1)

Rabcd = Rcdab,

a dále také cyklickou identitu vyjádřenou vztahem

Rabcd + Racdb + Radbc = 0. (A.2)

Vezměme tedy nejprve v úvahu symetrie vyjádřené vztahem (A.1) a spočtěme

zbývaj́ıćı nezávislé komponenty. Protože je tenzor antisymetrický v indexech ab,

reprezentuj́ı tyto indexy n = D(D− 1)/2 nezávislých komponent. Tyto komponenty

můžeme pro přehlednost označit jako I = 1, . . . , n. Dále také pro indexy cd plat́ı

stejná antisymetrie jako pro indexy ab a označuj́ı proto stejné množstv́ı nezávislých

komponent, které můžeme označit jako J = 1, . . . , n. Nakonec uvažme, že tenzor RIJ
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je symetrický v nově zavedených indexech I a J , takže má n(n + 1)/2 nezávislých

komponent a plat́ı

1

2
n(n+ 1) =

1

4
D(D − 1)

[
1

2
D(D − 1) + 1

]
. (A.3)

Nyńı vezmeme v potaz také cyklickou identitu danou vztahem (A.2). Nejjed-

nodušš́ı je, pokud si uvědomı́me, že tato identita je za předpokladu platnosti vlast-

nost́ı (A.1) ekvivalentńı vztahu

R[abcd] = 0 (A.4)

Tento fakt vyplývá ze skutečnosti, že d́ıky symetríım (A.1) plat́ı

8Rabcd = Rabcd−Rabdc + Rbadc−Rbacd + Rcdab−Rdcab + Rdcba−Rcdba (A.5)

a obdobně pro 8Racdb a 8Radbc. Pokud každý člen v rovnici (A.2) takto rozeṕı̌seme,

pak výsledná rovnice obsahuj́ıćı 24 člen̊u odpov́ıdá právě identitě (A.4).

V rovnici (A.4) máme možnost volby pro čtyři r̊uzné neuspořádané indexy, takže

počet nezávislých vazeb je roven počtu kombinaćı čtvrté tř́ıdy z D prvk̊u bez opa-

kováńı. To znamená, že výsledný počet nezávislých komponent Riemannova tenzoru

NR(D) je dán vztahem

NR(D) =
1

4
D(D − 1)

[
1

2
D(D − 1) + 1

]
−
(
D

4

)
, (A.6)

který lze jednoduchými algebraickými úpravami převést do tvaru

NR(D) =
1

12
D2(D2 − 1). (A.7)

Pro D = 4 dostáváme NR(4) = 20.

A.2 Weyl̊uv tenzor

Weyl̊uv tenzor má stejné symetrie jako Riemann̊uv tenzor, ale nav́ıc muśı splňovat

ještě D(D + 1)/2 rovnic vyplývaj́ıćıch z jeho bezestoposti

Cabc
b = 0. (A.8)
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Počet nezávislých komponent Weylova tenzoru NW (D) je tak dán vztahem

NW (D) =
1

12
D2(D2 − 1)− 1

2
D(D + 1), (A.9)

neboli plat́ı

NW (D) =
1

12
(D + 2)(D + 1)D(D − 3). (A.10)

Ve čtyřrozměrném prostoročase NW (4) = 10.



B Rozklad Weylova tenzrou užit́ım

báze l,n,mi a Cabcd koeficient̊u

Abychom vyjádřili Weyl̊uv tenzor pomoćı jeho komponent v bázi n, l,mi, můžeme

postupovat i jiným zp̊usobem, než je rozklad pomoćı nezávislých reálných komponent

Weylova tenzoru ΨA definovaných vztahy (3.26)–(3.35).

Stejně jako např́ıklad v [9] nebo [14] zavedeme operaci { } definovanou následu-

j́ıćım zp̊usobem

w{axbyczd} ≡
1

2
(w[axb]y[czd] + w[cxd]y[azb]). (B.1)

Dı́ky ńı můžeme Weyl̊uv tenzor v obecné dimenzi zapsat jako

Cabcd =

2︷ ︸︸ ︷
4C0i0j n{am

i
bncm

j
d}+

1︷ ︸︸ ︷
8C010i n{albncm

i
d} + 4C0ijk n{am

i
bmj

cm
k
d}

+

0︷ ︸︸ ︷
4C0101 n{anbncld} + C01ij n{albmi

cm
j
d}

+

0︷ ︸︸ ︷
8C0i1j n{am

i
blcm

j
d} + Cijkl m

i
{am

j
bmk

cm
l
d}

+

−1︷ ︸︸ ︷
8C101i l{anblcm

i
d} + 4C1ijk l{am

i
bmj

cm
k
d}+

−2︷ ︸︸ ︷
4C1i1j l{am

i
blcm

j
d},

kde sč́ıtáme přes indexy i, j, k, l a č́ısla uvedená nad jednotlivými skupinami kompo-

nent vyjadřuj́ı jejich boostovou váhu.

Rozděleńı komponent podle jejich boostových vah přehledně shrnuje tabulka B.1

a souvislost s r̊uznými algebraicky speciálńımi typy tabulka B.2, které jsou na straně

57.

Počet nezávislých souřadnicových komponent odpov́ıdaj́ıćıch jednotlivým boos-

tovým vahám je podle [14]
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2,−2︷ ︸︸ ︷
2

(
D(D − 3)

2

)
+

1,−1︷ ︸︸ ︷
2

(
(D − 1)(D − 2)(D − 3)

3

)

+

0︷ ︸︸ ︷
(D − 2)2(D2 − 4D − 5)

12
+

(D − 2)(D − 3)

2
=

1

12
D2(D2 − 1)− 1

2
D(D + 1),

což souhlaśı s již dř́ıve odvozeným vztahem pro počet nezávislých komponent Wey-

lova tenzoru (A.9).

B.1 Vztah mezi komponentami Weylova tenzoru

Cabcd a ΨA

Nezávislé komponenty Weylova tenzoru C definované v kapitole 2.2.2 pomoćı báze

vektor̊u l,n,mi jsou obdobou nezávislých komponent Weylova tenzoru definovaných

vztahy (3.26)–(3.35) použit́ım báze k, l,mi. Následuj́ıćı vztahy vyjadřuj́ı souvislost

mezi jednotlivými komponentami

C0i0j ' Ψ0ij , (B.2)

C0ijk ' Ψ1ijk , (B.3)

Cijkl ' Ψ2ijkl , (B.4)

C01ij ' Ψ2ij , (B.5)

C1ijk ' Ψ3ijk , (B.6)

C1i1j ' Ψ4ij , (B.7)

C010i ' Ψ1T i , (B.8)

C0101 ' Ψ2S, (B.9)

C0i1j ' Ψ2T ij , (B.10)

C101i ' Ψ3T i . (B.11)



B.1 Vztah mezi komponentami Weylova tenzoru Cabcd a ΨA 57

2 1 0 -1 -2

C0i0j C010i, C0ijk C0101, C01ij, C0i1j, Cijkl C101i, C1ijk C1i1j

Tabulka B.1: Boostové váhy jednotlivých nezávislých komponent Weylova tenzoru.

Algebraický typ Podmı́nka pro komponenty Weylova tenzoru

I C0i0j = 0

II C0i0j = C0ijk = 0

III C0i0j = C0ijk = Cijkl = C01ij = 0

N C0i0j = C0ijk = Cijkl = C01ij = C1ijk = 0

Tabulka B.2: Algebraické typy Weylova tenzoru.



C Vztah reálné a komplexńı notace

pro složky Weylova tenzoru v D=4

V kapitole 2.1 jsme pro potřeby klasifikace Weylova tenzoru ve čtyřech dimenźıch

zavedli komplexńı nulovou tetrádu a Weyl̊uv tenzor jsme pak klasifikovali pomoćı od-

pov́ıdaj́ıćıch komplexńıch komponent, tzv. Newmanových-Penroseových koeficient̊u.

Ty jsou přitom v úzkém vztahu k reálným komponentám Weylova tenzoru, které

jsme použili pro klasifikaci Weylova tenzoru ve v́ıce dimenźıch v kapitole 2.2. Dále

tedy pro přehlednost uvád́ıme, jaký je vztah mezi těmito dvěma notacemi.

Ve čtyřech dimenźıch nabývá index i použitý pro označeńı vektor̊u báze (2.23)

respektive (2.14) pouze hodnot i = 2, 3. Kombinaćı reálných vektor̊u m2 a m3 přitom

můžeme dostat komplexńı vektory

m =
1√
2

(m2 + im3) , m̄ =
1√
2

(m2 − im3) , (C.1)

použité ve čtyřrozměrné bázi (2.1).

Nav́ıc ve čtyřech dimenźıch existuj́ı pouze dvě nezávislé reálné komponenty Wey-

lova tenzoru pro každou boostovou váhu, konkrétně

Ψ022 = −Ψ033 , Ψ023 = Ψ032 , (C.2)

Ψ1T 2 = Ψ1332 = −Ψ1323 , Ψ1T 3 = Ψ1223 = −Ψ1232 , (C.3)

Ψ22323 = Ψ23232 = −Ψ23223 = −Ψ22332 = Ψ2T 22 = Ψ2T 33 =
1

2
Ψ2S,

Ψ223 = −Ψ232 = Ψ2T 23 = −Ψ2T 32 , (C.4)

Ψ3T 2 = Ψ3332 = −Ψ3323 , Ψ3T 3 = Ψ3223 = −Ψ3232 , (C.5)
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Ψ422 = −Ψ433 , Ψ423 = Ψ432 . (C.6)

Jejich kombinaćı pak dále dostáváme dobře známé Newmanovy-Penroseovy kompo-

nenty

Ψ0 = Ψ022 + iΨ023 , (C.7)

Ψ1 =
1√
2

(Ψ1T 2 + iΨ1T 3) , (C.8)

Ψ2 = −1

2
(Ψ22323 − iΨ223) , (C.9)

Ψ3 =
1√
2

(Ψ3T 2 − iΨ3T 3) , (C.10)

Ψ4 = Ψ422 − iΨ423 . (C.11)

zavedené již dř́ıve, viz rovnice (2.2)–(2.6), vztahy

Ψ0 = Cabcdkambkcmd, (C.12)

Ψ1 = Cabcdkalbkcmd, (C.13)

Ψ2 = Cabcdkambm̄cld, (C.14)

Ψ3 = Cabcdlakblcm̄d, (C.15)

Ψ4 = Cabcdlam̄blcm̄d. (C.16)
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