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Kapitola 1

Uvod

V nezivotnom poisteni ¢asto dochadza k tomu, Ze medzi vznikom poistnej udalosti
a vyplatenim poistného plnenia je vyznamny casovy posun. To je dovod, preco
poistovne maji povinnost vytvarat tzv. rezervy na poistné plnenia, oznac¢ované aj
ako skodné rezervy.

Skodné rezerva sa v praxi typicky stanovuje vo vyske suctu dvoch hodnét a to
odhadov rezerv RBNS a IBNR. Nézov rezervy RBNS je skratkou z anglického
spojenia ,reported but not settled”, co napoveda, ze vyska tejto rezervy pokryva
poistné plnenia za Skody poistovni nahlasené, ale doposial nezlikvidované. Rezerva
IBNR je urcena k pokrytiu poistnych plneni za skody v minulosti vzniknuté, ale
doposial nenahlasené, comu odpoveda jej nédzov ,incurred but not reported®.

Rezerva RBNS je tvorend odhadmi, ktoré uréuju likvidatori zvlast pre jednot-
livé poistné udalosti. Naproti tomu vyska IBNR rezervy sa stanovuje pomocou
matematicko-Statistickych metéd (napr. Chain—Ladder, Bornheutter—Fergusonova
metdda, ... ). Tieto metédy odhaduji vysku rezervy na zaklade informacii o mi-
nulych poistnych plneniach, ktoré su reprezentované bud kumulativnymi, alebo
nekumulativnymi vyvojovymi trojuholnikmi.

V tejto praci sa zameriame prave na tvorbu zmienovanej IBNR rezervy tzv. sto-
chastickou metodou. Stochastickd metdda alebo model je néastroj na odhadnutie
rozdelenia pravdepodobnosti s pripustenim jednej, alebo viacerych nahodnych pre-
mennych. Nahodna premennad je obvykle zalozena na kolisani pozorovanych hodnét
v historickych datach. Rozdelenie je potom odvodené z velkého mnozstva simulécii,
ktoré odrazaju tuto ndhodnost. Konkrétne budeme v praci studovat stochasticky



CNB model (z anglického Compound Negative Binomial distribution - zlozené ne-
gativne binomické rozdelenie). Jedné sa o model, ktory vytvoril Glenn G. Meyers
pouzitim velkého mnozstva dat od viac ako 200 poistovni a prvykrat ho predstavil
v ¢lanku [5]. Vdaka tomu, ze mal k dispozicii také mnoZstvo trénovacich dat, bol
schopny vytvorit model, ktory vyuZiva bayesovskii metodolégiu, kedy sa model
yhatrénuje” na datach a tym dospeje k ¢o najpresnejsiemu vysledku.

V nasledujucej kapitole popiseme podrobne tedriu a postupy pouzivané v CNB
modely. Jedna sa o zlozitti metddu, ktora vyuziva netrivialne matematické postupy.
Najprv upresnime, pre aké data je model vhodny a popiseme zakladny model Cape
Cod, ktory bude popisovat o¢akéavané ihrny skod. V dalSom popiSeme rozdelenie
vysky a poctu §kod, kedZe tihrny §kod sa budi riadit kolektivnym modelom rizika.
Uvedieme postup pre odhadnutie neznamych parametrov v Cape Cod modele,
¢omu bude predchadzat teoreticky popis diskretizacie rozdelenia vysky skod a
rychlej Fourierovej transformacie. Nakoniec vysvetlime ako s pouzitim Bayesovej
vety dospiet ku konecnej vyske rezervy.

V tretej kapitole sa uz budeme venovat praktickému pouzitiu skor popisaného
modelu. Stucastou prace bude funkény program simulujici CNB model na tvorbu
skodnych rezerv. Hlavnou castou kapitoly bude postup pri vytvarani programu a
popis zdrojového kédu. Predtym este uvedieme na akych datach budeme model
testovat a za tym ucdelom vytvorime generator vyvojovych trojuholnikov. Nako-
niec spocitame vysku rezervy znamou metédou Chain-Ladder a tento vysledok
porovname s vysledkom pri pouziti CNB modelu.

V poslednej kapitole, a teda v zavere prace, zhrnieme vysledky, ku ktorym sme sa
v jej priebehu dopracovali.



Kapitola 2

CNB model

Bayesovsky CNB model je stochasticky model, prostrednictvom ktorého doka-
zeme odhadnuf rozdelenie budicich poistnych plneni a nasledne aj vysku skodnej
rezervy. K jeho pouzitiu je potrebné poznat viacero matematickych postupov a
tedrii, ktoré postupne v praci popiseme. Este predtym ale objasnime, pre aké data
je model vhodny.

2.1 Analyzované data

Data potrebné k odhadu vysky rezervy musia obsahovat informéacie o vyskach
nastanych skod, pripadne vyplatenych poistnych plneniach. Tieto data by mali
byt usporiadané do tzv. nekumulativneho vyvojového trojuholnika. Rozdiel me-
dzi kumulativnym a nekumulativnym trojuholnikom je v tom, ze v kumulativhom
trojuholniku sa vysky poistnych plneni za jeden rok postupne sé¢itaji po vyvojo-
vych rokoch, zatial ¢o v nekumulativnom trojuholniku uvidzame len prirastkové
hodnoty.

Vyvojovy trojuholnik uvedeny v tabulke 2.1. obsahuje informéacie o tihrne $kéd
vzniknutych v roku i a uhradenych v j—tom roku od vzniku skody, oznac¢enych
Xij, kdei=1,2,--- ' maj=12,---,m—i+ 1. Budeme teda predpokladat, ze
vyvoj skod monitorujeme do m rokov od vzniku skody.

Rok vzniku (accident year) i oznacuje rok, kedy doslo k vzniku poistnej udalosti.
Vgvojovy rok (development/settlement year) j uréuje pocet rokov od vzniku po-
istnej udalosti, kedy bolo poistné plnenie za tito skodu uhradené.



Rok vzniku | Poistné Vyvojovy rok
1 2 J m-1 m
1 Py X11 X12 X1 Xim—1 Xim
2 Py Xa1 Xa2 Xoa Xom-1
1 P Xi,l Xi72 Xi7j
m—1 P Xm—1,1 Xm—l,z
m Pm Xm,l

Tabulka 2.1: Nekumulativny vyvojovy trojuholnik

Poistngm (premium) sa mysli zaslizené poistné za rok vzniku skody.

Poznamka (vypocéet rezervy): Jednoducho povedané, vypocet skodnej re-
zervy znamena, ze vyvojovy trojuholnik doplnime na Stvorec odhadmi budicich
uhrnov §kod. Vysledna rezerva vznikne sc¢itanim tychto hodndt, teda

m m
rezerva = g g Xij

i=2 j=m+2—i

2.2 Metoda Cape Cod

Prvy krok potrebny k urcovaniu a odhadovaniu ocakavanych skdd je vyber za-
kladnej metddy pre ich modelovanie. Oc¢akavané skody v nami popisovanom CNB
modely uré¢ime pomocou tzv. Cape Cod metody. Ide o metédu nezévisle vyvinutt
vedcami Jamesom Stanardom a Hansom Biihlmannom, a preto byva v literattare
uvedena aj pod nazvom Stanard-Biihlmannova metéda. Na rozdiel od znamejsej
metody Chain—Ladder berie do ivahy mimo vyvojovych koeficientov aj tzv. skodny
pomer, ktory vyjadruje vztah medzi vzniknutou Skodou a zasliZenym poistnym.
Ocakavané skody modelované Cape Cod metédou maja tvar

E[Xi;] =P - L Fj, (2.1)

kde P; je poistné pre dany rok vzniku skody, L je oznacenie pre ocakavany skodny
pomer a I} je vyvojovy faktor zavisly na vyvojovom roku.
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Parametre L a {F}} st nezname, a preto musia byt odhadnuté z poskytnutych
dat. Na odhad oboch parametrov pouzijeme metédu maximéalnej vierohodnosti.
Tato metoda bude popisana nizsie v samostatnej podkapitole, pretoze jej aplika-
cia v pripade CNB modelu je zlozitejsia. Pre zaujimavost uvedieme v poznamke
jednoduchy spdsob odhadu nezndmych parametrov pouZitelny pre kumulativne
trojuholniky.

Poznamka (odhad parametrov v metéde Cape Cod pre kumulativne
trojubholniky): Medzi Skodami v kumulativnom trojuholniku a prirastkovymi
Sskodami v nekumulativnom trojuholniku existuje jednoduchy vztah prevadzania
jedného typu na druhy. Je preto v koneé¢nom dosledku jedno, ktory typ vyvojo-
vého trojuholnika modelujeme. Nech Y;; st kumulované skody a X, ; st skody

prirastkové. Potom plati
J
Yij=Y Xin
k=1

- Y;’j akj = 1,
Xi’j - { Y;’j — }/@j—l inak.

a naopak

Jeden z popisov metody Cape Cod aplikovanej na kumulativne trojuholniky je
uvedeny v [1], str. 201. Popisany model predpokladé, Ze pozname vysku poistného
P; pre jednotlivé roky vzniku poistnych udalosti a ich kumulativne hodnoty za jed-
notlivé obdobia Y; ;. Skodny pomer L sa berie do tivahy dlhodoby (jednotny pre
v8etky roky trvania poistenia) a je uréeny podielom celkového poistného plnenia a
celkového poistného za vSetky pozorované roky. Poistné je este vynasobené o tzv.
inverzné koeficienty, aby bolo porovnatelné s poistnym plnenim. Tieto koeficienty
st inverznymi hodnotami k vyvojovym koeficientom f; metédy Chain-Ladder spo-
¢itané ako

S Vi
fm—j = %7 j:17"'7m_17
Yij
i=1
fo= 1L

Odhad thrnu skod metédou Cape Cod pre kumulativne trojuholniky mé teda tvar

. o 1
Vi, =PL-(1-+).
! ( fj)
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kde .
)/;,m—i+1
I: _ =1
> Pifi
=1

a odhady vyvojovych faktorov {F;} pre Cape Cod maji tvar

A 1
Fi=1—=, j=1,-,m.
J fj

2.3 Kolektivny model rizika

Zakladnou metédou modelovania rizika je kolektivny model. Ten nachadza uplat-
nenie v $irSom popise ¢innosti poistovni, zékladom ktorého je modelovanie celko-
vého tthrnu skéd za dané obdobie. Podkladovou metédou CNB modelu je prave
kolektivny model rizika, ktory k dosiahnutiu rozdelenia celkového tthrnu skod kom-
binuje rozdelenie vysky a poctu skod.

Predpokladajme, Ze tthrn $kod pre Specificky rok vzniku a vyvoja X, ; je ndhodna

veli¢ina. T4 sa riadi kolektivnym modelom rizika, ktory je popisany nasledovne:

e Nech N;; je ndhodnd veli¢ina, ktora reprezentuje pocet §kod vzniknutych
v roku ¢ a uhradenych v j—tom roku po ich vzniku.

e Nech Z; je ndhodna veli¢ina vyjadrujica vysku skody, ktorej rozdelenie je
zévislé na roku vyvoja j a {Z;x}x=12,. je postupnost rovnako rozdelenych
nahodnych veli¢in.

e Potom definujeme veli¢inu X; ; ako sucet N;; skod vysky Z;. To znamena,
ze plati

N j
Xij = Z Zik
k=1
a Specialne, ak N; ; = 0, potom aj X;; = 0.

V CNB modely maji pocty $kdd negativne binomické (NB) rozdelenie, ktorého
vyjadrenie a parametrizaciu dostaneme ako zmes gama a Poissonovho rozdelenia.



e Nech x je nezaporna ndhodnéa veli¢ina s gama rozdelenim takym, Ze

Elx] =1aVar[x] = ¢, tj. x ~ Gama(,c¢).

e Nech JV; ; je ndhodné veli¢ina poctu $kod a nech podmienené rozdelenie N; ;
za podmienky x ma Poissonovo rozdelenie so strednou hodnotou xA\;;, tj.

N i|x ~ Poiss(x\; ;).

e Potom JV; ; ma negativne binomické rozdelenie, pretoze postupnym vypoc-
tom dostaneme

P(N;;

:n)

/ Fy () = / P () - fi(@)de =
0 0 .

()" e
0 n! o

AL
['(n+ 1)F(%)c% Jo

1_4 € ¢
c

. d
T (})

> 1 1
/ xn-f—z—le*x()\i,j‘f’z)dw = (%).

J/

o
ozn.l

Integral I spoc¢itame pomocou gama funkcie, ktoréd je definovana pre kom-
plexné ¢islo a také, ze Re(a) > 0 vzfahom I'(a) = [~ t* 'e~'dt. Ked ozna-
¢me a =n+1ab=\;+ I, tak dostaneme

I

/ % e dy =| subst. t = xb |=
0

/°° (t)“‘l _dt
f— 6 —
o \b b

1

b/,

I'(a)
ba

a po dosadeni za premenné a, b mame [ =

— e tdt =

)

(Mi+1)

T Nakoniec, po dosadeni



tohto vysledku do pévodného vypoctu dostaneme

( ) )‘Zj r (n + %)
x¥) = T T
L(n+ 10 (1) ce (i + %)"Jrz
I'(n+1

n
c )‘iﬂj

(
)

Mt T () et (a4 27
)
|

1
nl (=) \e(hy+1) Nijti)

_ n+io ;%1_;”
- n C/\i,j + 1 C>\i,j + 1 '

TakZe vidime, Ze pocet skod N;; mé naozaj negativne binomické rozdelenie so
strednou hodnotou

B[Nl = E[E[Nix]] = By [xNig] = A By [X] = Aiy
a rozptylom

Var [N;;] = E[Var[N;j|x]] + Var,[E[N|x]] =
= E[x\ij] +Vary [x\i ] =
= Nij+ A Vary [x] = Ny + X e

Poznamka (parametrizacia NB rozdelenia): Obvykle sa stretdvame s NB
rozdelenim v tvare

-1
P(N:TL):<T+Z )pr(l_p)nvn:071a27"'7

kder > 0a 0 < p < 1. Ked ddme do rovnosti stredntt hodnotu a rozptyl oboch
zmienenych parametrizacii, teda

_r(l-p)



dostaneme p = ar = % Pre takto definované parametre negativne bino-

1
1+C)\¢7j
mického rozdelenia dostaneme jeho vysSie odvodent parametrizaciu, kde A; ; > 0

ac>0.

Strednd hodnota J; ; je ocakdvanym poctom skod pre konkrétne roky 7 a j a pre
uz uhradené skody si zadefinujeme tento pocet ako podiel ocakavanych celkovych
uhrnov a ocakavanej vysky skod, tj.

E[X,) _Pi-L-F

N T EZ) T B 22

Parameter ¢ sa v odbornych textoch pomentva ako tzv. contagion parameter.
Tymto parametrom a jeho hodnotou sa blizsie zaobera Meyers v [7] . Podla tohto
¢lanku je mozné parameter ¢ interpretovat ako mieru neistoty a nekonzistentnost
poctu skod.

Okrem rozdelenia po¢tu §kod, potrebujeme poznat aj rozdelenie vysky skod Z;.
Pri stanoveni vhodného rozdelenia je potrebné zobrat do tivahy najmé dve veci:

1. Vysky jednotlivych §kod mézu nadobtudat len nezaporné hodnoty.

.....

Inymi slovami, potrebujeme zvolit také rozdelenie, ktoré je nezdporné a mé znacne
velkt Sikmost. NajcastejSie sa z tychto dovodov pouziva exponencialne, Paretovo,
pripadne gama rozdelenie. Druhou moznostou je vypocitat konkrétne hodnoty dis-
tribu¢nej funkcie vysky §kod z napozorovanych historickych dat. Vzhladom k tomu,
ze vicsinou ale nie je mozné dostat sa k relevantnému mnozstvu dat, z ktorého
by sme boli schopny urcit tabulku hodnét distribucnej funkcie, budeme pre vysky
skod predpokladat Paretovo rozdelenie.

Paretovo rozdelenie, na rozdiel od rozdelenia exponencialneho, berie do uvahy

.....

k nule ovela pomalsie. Ked F' znaci distribuént funkciu nahodnej veli¢iny Z;,
potom distribu¢né funkcia Paretovho rozdelenia ma tvar

F(z)zl_(zije)a’

kde z > 0, 0; > 0 a o > 0. Takto definované Paretovo rozdelenie je oznacované
ako tzv. americké a prvykrat bolo popisané a pouzité v publikacii [3]. Obvykla
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definiciu, tj. F(z) =1 — (%)0‘ oznacuje ako eurdpsku a plati, ak Z; ma eurépske
Paretovo rozdelenie s parametrami (6, «), potom Z; — #; méa americké Paretovo
rozdelenie s rovnakymi parametrami. Dalej odvodime strednii hodnotu daného
Paretovho rozdelenia, ktora reprezentuje ocakavanu vysku skod. Ta je potrebna
pre odvodenie o¢akavaného poctu skod zo vztahu (2.2).

E[Z;] = /Oool—F(z)dz:

B /0m1_(1—(z+9>) B
_ /Om(zfjej) dz-@o‘/ (2 +0;)dz =

= |[subst. z+ 6, =y| =

oo y—a+1 ©©
S —ady = §° —
/ A Y Y ! |:_a+1:|y6j

J

—a+1 an—a+1
e 0, :9j91+:
J —a—+1 a—1

0;
a—1’

kde 6; > 0 a a > 1, aby stredna hodnota bola konec¢na.

Budeme predpokladaf, Ze pre vSetky vyvojové roky j bude a konstantné a pa-
rameter ¢; bude rast s poctom rokov ubehnutych od vzniku skody. Obvykle sa
predpoklada, ze vyska skdd je rovnaka pre vsSetky vyvojové roky. Nasa definicia
Z; je v stulade s tym, ze likvidacia vécSej Skody trva dlhsi cas, a teda k uhradeniu
prislusnych skodnych narokov dochadza pozdejsie.

Za predpokladu, ze {Z; ) }r=12,. SQ vzajomne nezavislé a rovnako rozdelené na-
hodné veli¢iny a ndhodné veli¢ina /N; ; na nich nezavisi, ma thrn skod X; ; zlozené
rozdelenie. Na zaklade toho, Ze pocet skod N, ; ma negativne binomické rozdelenie,
budeme dalej predpokladat, ze X;; ma zlozene negativne binomické rozdelenie, z
¢oho je odvodeny aj nazov skimaného CNB modelu.

Poznamka (volba rozdeleni v kolektivnom modely rizika): V pripade, ze
by sme za rozdelenie po¢tu skod NN; ; zvolili Poissonovo rozdelenie, tak ako to urobil
Meyers vo svojom dalsom ¢lanku [6], Ghrn 8kod X, ; by mal zlozené Poissonovo
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rozdelenie. Model so zloZzenym Poissonovym rozdelenim je ale vhodny iba v tom

.....

je lepsie zvolif negativne binomické rozdelenie.

2.4 Podmienené CNB rozdelenie

Cely CNB model, tak ako aj iné modely na vypocet rezerv na poistné plnenia,
vychadza primarne z pozorovani z; ; obsiahnutych vo vyvojovom trojuholniku. Uz
vieme, Ze ndhodnd velicina X, ; v zdvislosti na inych ndhodnych velicinach N;; a
Z; mé zlozené negativne binomické rozdelenie. Pre odhad nezndmych parametrov,
ako aj pouzitie Bayesovej vety, potrebujeme ale poznat konkrétne hodnoty hustoty
zlozeného negativne binomického rozdelenia, ktortt budeme znadcit

CNB (zi; | L,{F;}).

Postup, ktory nas dovedie k vyslednej hustote, ma dva hlavné kroky. Najprv je
nutné diskretizovat rozdelenie vysky skod Z; a nasledovne na diskretizované prav-
depodobnosti pouZif rychlu Fourierovu transforméciu (FFT - Fast Fourier Trans-
form). Oba kroky teraz podrobne popiSeme.

Diskretizacia rozdelenia vysky skod

Diskretizacia je proces transformovania spojitych modelov, alebo pravdepodob-
nostnych rozdeleni na diskrétne. Takto ziskané premenné st potom vhodné k po-
uzitiu dalsich numerickych metéd. V. CNB modely pristupujeme k diskretizacii
rozdelenia vysky skod, pretoze to vyzaduje FFT, ktora pracuje len s diskrétnymi
veli¢inami.

Prvym krokom k diskretizacii je stanovenie dlzky diskretiza¢ného intervalu h. T4
musi byt stanovend tak, aby celkovy pocet tychto intervalov (ozna¢ime p) zahriio-
val pravdepodobny rozsah skdd. Vseobecne plati, ¢im jemnejsie delenie zvolime,
tym presnejsi vysledok dostaneme. S ohladom na to, Ze dalsim krokom bude FFT,
musime zvolit delenie, ktoré bude mocninou dvojky. Na druhej strane zvolenie pri-
lis jemného delenia by vyrazne predizilo ¢as vypoc¢tu Fourierovej transformécie.
Konkrétna hodnota p bola stanovend empiricky tak, aby sa pre nu celkova doba
vypoctu pohybovala v rddoch desiatok mintat. Nakoniec stanovime hodnotu k& tak,
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aby k—nésobok A bol rovny limitu poistenia (policy limit), ¢o je maximéalna Giastka
za poistné plnenie, ktort poistoviia preplati. To znamené, Ze v pripade, ked ma
poistoviia nastaveny limit poistenia na milién dolarov a poistné plnenie prekroci
tauto hranicu, poistoviia uz viac na plneni nevyplati.

Konkrétne, jemnost delenia stanovime na p = 2'* intervalov, limit poistenia na
1000000, a teda & = 1000000/h. Dizku intervalu h stanovime tak, aby platilo
ph > P; azaroven bola celo¢iselnym delitelom limitu poistenia (kvoli implementacii
algoritmu diskretizacie vysky skod), teda

e nech A’ je stcet prijatého poistného za celé obdobie trvania poistenia vyde-
m
leng 21, t, b = Y- Fy/21,
i=1

e z mnoziny M = {5, 10, 15,20, 25, 40, 50, 100, 125, 200, 250, 500, 1000}, ktora
pozostéva z vybranych delitelov limitu poistenia, vyberieme takd najmensiu
hodnotu a, Ze a > h'/1000,

e potom h = 1000a.

Na diskretizaciu rozdelenia vysky skod pre kazdy vyvojovy rok pouzijeme me-
tédu zachovéavajicu priemer (Mean preserving method). Tato metéda zarucuje,
ze diskretizované rozdelenie bude mat rovnaky priemer ako to povodné. Nas po-
pis metédy vychadza z [4], str. 656. Obecne, ked chceme diskretizovat rozdelenie
nahodnej veli¢iny X, diskrétne pravdepodobnosti budu tvaru

E [min(X, h)]
h Y
2F [min(X,ih)] — F [min (X, (¢ — 1)h)] — E [min (X, (i + 1)h)]
h

po=1-—

pi = i=1,2,--.
Teraz musime uvedené vztahy modifikovat tak, aby sme dostali diskrétne rozdele-
nie ndhodnej veli¢iny Z;. Nech p; ; oznacuje pravdepodobnost vyskytu skody vysky
h-i vo vyvojom roku j. Namiesto strednych hodnot E[min(X,h)] budeme vyché-
dzaf z funkcie LAS;(h), ktora vyjadruje priemernt vysku skody, ked vsetky skody,
ktoré boli vyplatené v j—tom roku po ich vzniku, vicsie ako h zhora obmedzime
na tito hodnotu. Takze mdézme povedat, ze funkcia LAS;(h) je v podstate iba
prepisom vys§ie uvedeného vyrazu E[min(X,h)]. Takto definovana diskretiza¢na
metoda urcuje pre nas model diskrétne pravdepodobnosti v styroch nasledujicich

krokoch:
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1. po’jzl— A 5

2. pry = PLASUDZLAS(CON-LAS(GHD Gy 9,

k—1
3. pk,jzl_ Zpi,jy

i=0
4. pm:o, 1=k+1,--- ,214—1.

Treti bod zarucuje, ze pravdepodobnosti sa s¢itaju na jednotku a stvrty bod vy-
jadruje podmienku, ze skody, ktoré prekroc¢ia dany limit, maja nulovy vyskyt.

Casto sa spojité rozdelenie diskretizuje jednoduchsie a to tak, Ze sa zvoli dele-
nie intervalu, na ktorom chceme diskretizovat a v jednotlivych bodoch delenia
bude diskretizovana pravdepodobnost rovna hodnote hustoty povodného rozdele-
nia. Nakoniec sa spocita chyba diskretizacie odvodena z toho, ze pravdepodobnosti
sa musia séitat na jednotku a rozdistribuuje sa na vSetky spocitané pravdepodob-
nosti. Takato diskretizacia je intuitivna, avSsak nezarucuje, na rozdiel od metody
popisanej vysSie, ze zachova urcitu vlastnost. Potreba zachovania priemeru, ¢i ako
v nasom pripade priemernych vysok skod urcenych funkciou LAS, zarucuje, Ze
diskretizované rozdelenie je presnejsie vzhladom k povodnému rozdeleniu.

Poznamka (LAS): Funkcia LAS (Limited Average Severity), ako uz bolo zmie-
nené, vyjadruje akési priemerné vysky skod. Pri obmedzeni hodnotou h sa LAS(h)
spocita ako priemer vSetkych skdd vysky mensej ako je dané hranica a skody, ktoré
ju prekracuju sa ,zarovnaji“ na hodnotu tejto hranice. Do priemeru sa potom za-
pocitavaji ako skody vysky h. Standardizované hodnoty funkcie LAS pre rozne
rozdelenia vysky $kod poskytuje organizacia ISO (International Organization for
Standardization), ktora tieto hodnoty vypocitava z dat o skodach, ktoré jej doda-
vaju poistovne. V tretej kapitole skonstruujeme vlastnt funkciu LAS za pomoci
nahodného vyberu z rozdelenia vysky skod.

FFT

Rychla Fourierova transformécia je efektivny algoritmus na spocitanie rozdelenia
diskrétnej ndhodnej veli¢iny invertovanim jej charakteristickej funkcie. Vychadza
pritom z klasickej diskrétnej Fourierovej transformacie, ktorti prepise ako sucet
dvoch transformécii a tym zrychli vypocet. KedZe v nasom modely vychadzame
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z vektora, a teda Fourierovej transformacie dlzky 2!, je poziadavka ¢o najrychlej-
sieho vypoctu ziaduca.

Vseobecne, pre vektor (fo, f1,- -+, fn_1) je diskrétna Fourierova transformécia zo-
brazenie tvaru

n—1 .
~ 27 . .
fJ:kaeXp{Tkj}v j:(),--~,n—l,
k=0

kde f; je periodicka funkcia s periédou n definovand pre celé ¢isla. Za rovnakych
podmienok modzeme tuto transforméciu prepisat do rychlej Fourierovej transfor-
macie rozdelenim na parne a neparne ¢leny nasledovne

n—1 .
2m .
fi = kaexp{ij}z
k=0

3-1 . .
271 271
= —2kj . —(2k+1)5}.
];:O for exp{ - J}+ ]?:0 for+1 - exp{ - (2k+1)5}

Takymto sposobom dostaneme dalSie dve transformécie a rekurzivne znova pou-
zijeme FFT az dojdeme k transformaciam dlzky 1. To je dévod, preco musime
zatinaf s vektorom dlzky mocniny dvojky. Inverzntt Fourierovu transforméciu a
analogicky aj inverzni FFT dostaneme zo vztahu

n—1 .

1 ~ 21
=~ Jrewn{—"kj).
fr njofjeXp{ n j}

Vyssie sme uviedli ako diskretizovat rozdelenie vysky skod, ostédva ukézat ako
pomocou tychto diskrétnych pravdepodobnosti a FFT dospiet k podmienenému
rozdeleniu thrnu skod CNB(z;; | L, {F}}).

1. Nech p; oznacuje vektor diskretizovanych pravdepodobnosti pre vyvojovy
rok j vypocitanych postupom uvedenym vyssie, tj.

—

b = (po,j7p1,j, s 7]721471,3')-

Spocitanim FFT pravdepodobnosti p; dostaneme charakteristickti funkciu
diskretizovaného rozdelenia. Vystupom bude opét vektor dizky 2'* pre kazdy
rok vyvoju j, kde [-ta zlozka vysledného vektora méa tvar

2141

- 271
@@= Y pry exp{oiphl}, 1=0,--- 2"~ 1.

k=0
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2. Pomocou vztahu (2.2) vypocitame ocakavany pocet skod \;; ako podiel

strednych hodndt nastanych skod a vysky skod, teda \; ; = E’éfzﬁ L

3. S vyuzitim charakteristickej funkcie diskretizovaného rozdelenia v (p;) a oca-
kdvanych poctov skod A, ; uréime vytvarajicu funkciu rozdelenia poctu skod
Py, ktora v bode 1(p;) je zaroveil charakteristickou funkciou thrnu skod X ;,
pretoze plati vztah

in’j (Z) = PN[ij (Z)]
Pre negativne binomické rozdelenie poctu skod mé nahodné velicina N ;
vytvarajucu funkciu

Py[s] = ZS”P(NM =n)=

N
—_
+10
ks
>,
&
~_
3
7N
—_
+
o
>
<
~_
ol
|

i —% S CAij "
- ot 2 () (55 -

n 1+ C)\,L'J

J

~\~

Q=

scA; s -
. s 1z Y
binomicka veta = (1— e, )

1 schii \ ©
— (Ideh)e(1— 200 ) =
( te J) ( 1+C)\i,j)
= (1 + C/\i,j - SC)\i’j)_
= (1 — C)\i,j(s — 1))72 .

o=

Ked do prave odvodeného vyrazu za s dosadime charakteristickii funkciu
diskretizovaného rozdelenia 1(p;), ziskame charakteristickti funkciu, a teda
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aj Fourierovu transforméciu nahodnej veliciny X ;, ktord mé tvar
_1
U(giy) = Prli(p)] = (1 —cdij((p5) —1)) <.

4. Predposlednym krokom k urceniu hustoty CNB(x;; | L,{F;}) je vypocet
samotného vektoru ¢; ;. Ten ziskame pouzitim inverznej Fourierovej trans-
formacie pre ¥(g;;), tzn.

2141

5 _ R 1 . 211
(gij)i = W™ (gi) = o > (@i exp{— oy kl}
k=0
pre [ =0,---,2"% — 1. Algoritmus FFT potom sumu vpravo rekurzivne spo-

¢ita ako sucet parnych a neparnych zloziek.

5. Nakoniec zvolime £k rovné takému nasobku h, ktory je najblizsie hodnote
pozorovania x; j. Potom

CNB(x;; | L,{F;}) = k-ta zlozka vektoru ¢;;.

2.5 Odhad neznamych parametrov

Ako uz bolo spominané, parametre L a {F}} potrebné na urcenie ocakavanych tGhr-
nov $kdd v Cape Cod metdde st nezndme, a preto musia byt odhadnuté. K odhadu
pouzijeme metédu maximalnej vierohodnosti. Tato metoda zarucuje, ze odhady
parametrov su konzistentné a asymptoticky eficientné, ¢o znamena, ze odhaduju
nezname parametre najlepsim moznym spdsobom.

Vseobecne, metdda maximalnej vierohodnosti pre pevnu sadu dat a dany Statis-
ticky model vybera také hodnoty odhadovanych parametrov, pre ktoré je pravde-
podobnost tejto sady dat maximalna. Inymi slovami, odhaduje parametre tak, aby
maximalizovali vierohodnostna funkciu. Pre nezavislé rovnako rozdelené ndhodné
veliciny Xy, --- , X,, ma vierohodnostna funkcia tvar

n

L({x}) = [ r(xile).

=1

kde 6 je odhadovany parameter rozdelenia pozorovani Xy, -- , X, s hustotou f.
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V CNB modely pre nezname parametre L a {F};} ma vierohodnostna funkcia tvar

L({zi;}) H H NB(w:; | E[Xi;)), (2.3)

kde CNB oznacuje funkciu hustoty zloZzeného negativne binomického rozdelenia
a jej hodnoty dostaneme postupom popisanym v predoslej podkapitole. Maxi-
malizacia vierohodnostnej funkcie L({xz;;}) nepriamo cez vztah (2.1) je vlastne
optimaliza¢nou tlohou

m m—+1—i

maXH H CNB(z;; | L, {F;})

LAF;}

za podmienok
m

2 F=1
j=1
0<L <1

Dana podmienka pre vyvojové faktory je odvodena z ich interpretacie ako percenta
vSetkych poistnych udalosti vyplatenych v j—tom roku po ich vzniku. Maximali-
zovat danu funkciu nie je v naSom pripade jednoduché, pretoze sa nejedné o tilohu
linearnej optimalizacie, ktora by sa dala jednoducho previest na tlohu najdenia
viazanych extrémov. Existuje mnoho rozli¢nych metdéd na riesenie zlozitejsich opti-
malizacnych tloh. Jednou z nich je aj Nelder—Meadova metoda.

Nelder-Meadova metoda je numerické simplexova metdda, ktora sa obvykle pou-
ziva pri rieseni nelinearnych optimaliza¢nych tuloh. Napriek tomu, ze tato metéda
je beznou sucastou matematickych programovacich jazykov (napr. R, Mathema-
tica), popiSeme aspoi strucne princip a algoritmus, ktorym sa riadi. Opét budeme
vychadzat z popisu metédy, tak ako je uvedeny v [4], str. 664. Najprv vSak pri-
pomenime, Ze hladame odhady parametrov L a Fj, j = 1,---,m, teda vektor
dimenzie m + 1.

Nech x3, X3, - -+ , Xmy2 su vektory dimenzie m+1 odpovedajice vrcholom simplexu
v R™! a f je funkcia, ktorti chceme optimalizovat. Nelder-Meadov algoritmus
prebieha v nasledujtcich krokoch:

1. Zoradime body Xj,Xa2, - ,Xm42 podla funkénych hodnét f tak, aby platilo
fi=f(x1) < fo=f(x2) < < frpe = [(Xmy2)-
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Potom x; oznac¢uje najhorsi bod (worst point), xa druhy najhorsi bod (se-
cond worst point) a Xm12 najlepsi bod (best point).

2. Urc¢ime y; ako geometricky stred bodov Xa, -+ ,Xmi2 a pomocou neho si
nadefinujeme dalSie pomocné body

1 m—+2

YOS T
7j=2
y2 = 2y1— Xi,

y3 = 2yz —Xi,

_|_
v = (Y1 Y2)’
2
y1+x
ys = —( 12 1)-

3. Oznacime gy, - - - , g5 funkéné hodnoty funkcie f v bodoch ys,--- | ys, tj.

g]:f(Y_])7]:27 75'

Cielom je vymenit najhorsi bod (x1) za jeden z pomocnych bodov a to tak,
ze

o ak fo < g2 < fmi2, potom X1 — ya,

e ak gy > fiy2 a sicasne g3 > [y, 42, potom x3 — ys3,

e ak go > fi0 a stcasne g3 < f10, potom X; — ya,

e ak fi < g2 < fo, potom X1 — yq,

e ak g» < fi, potom X3 — ys.

4. Po vymene bodu x; za jeden z bodov ys, -+ ,ys sa opidt vratime na prvy

krok. To znamen4, Ze zvys$né body spolu s nanovo vybratym opiit zoradime

podla ich funkénych hodndt a pokracujeme rovnako ako predtym dalsimi
krokmi.

Tento algoritmus je potrebné opakovat, teda pocitat dalSie iteracie, pokial nedos-
taneme m + 2 bodov, ktoré vyhovuji podmienke ,konvergencie“. Podmienka bude
pritom splnend, ak priemerna smerodatna odchylka vsetkych komponent vektorov
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bude dostato¢ne mala. Ako optimalny vektor odpovedajucich parametrov nako-
niec zoberieme bod X,,;2 z poslednej iteracie. Na to, aby sme dosiahli konver-
genciu rychlejsie, je potrebné zvolit si vhodné pociatocné hodnoty. Tie sa stano-
vuju individuélne podla ,povahy* tlohy, pricom by sme vzdy mali brat do tvahy
najmé podmienky optimaliza¢nej tlohy. Prikladom jedného z moznych pociatoc-
nych vektorov v nasom pripade st hodnoty odhadovanych parametrov L = % a
Fi=X j=1,-,m.

2.6 Bayesova veta

Bayesova veta je jednym zo zékladnych nastrojov pouzivanych v pravdepodobnosti
a Statistike. KItcova je aj v nasSej praci, kde chceme dospief k stochastickému
modelu tvorby Skodnych rezerv. Vdaka Bayesovej vete sme zo ziskanych déat a
vypoctov uvedenych vyssie schopni predikovat budtce poistné plnenia.

V bayesovskej metodoldgii sa vychadza z apriérnych informécii o moznych hodno-
tach parametra, tj. apriérneho rozdelenia, ktoré je ziskané nezavisle na pozorova-
niach. Cielom je vyjadrif aposteriérne rozdelenie parametra, ktoré berie do tvahy
a reflektuje dané pozorovania. Vztah medzi apriérnym a aposteriérnym rozdelenim
popisuje prave Bayesova veta. Teraz si uvedieme vetu v zakladnom zneni pre dva
nahodné javy.

Bayesova veta: Nech A a B st ndhodné javy a predpokladajme, ze P(B) > 0.

Potom plati
P(BJA)P(A)

P(AIB) = =™

kde

e P(A) je apriérna pravdepodobnost javu A, neberie do uvahy Ziadne infor-
maécie o jave B,

e P(B) je apriérna pravdepodobnost javu B,

e P(A|B) je aposteriérna pravdepodobnost javu A za podmienky javu B, je
odvodend a zavisi na konkrétnych hodnotéach javu B,

e P(BJ|A) je podmienené pravdepodobnost javu B za podmienky, Ze nastal jav

A.
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Marginalna pravdepodobnost P(B) je vlastne normaliza¢nou konstantou, ktora sa
dé jednoducho spocitat pomocou vztahu pre celkovii pravdepodobnost, tj.

P(B) = ZP(BﬂAz‘) = ZP(B|A1‘)P(A1’)7

kde {A;} je postupnost navzdjom sa vylu¢ujicich javov takych, ze P(U;A;) = 1.
Vidsinou ale hodnotu P(B) ani nepotrebujeme spocitat a stac¢i nam vyjadrenie
Bayesovej vety, ktora zachova proporcionalitu pravdepodobnosti

P(A;|B) x P(B|A;)P(A;) prevsetkyi.

Vratme sa teraz k ndSmu modelu, kde pozname hodnoty z vyvojového trojuholnika
z; j, pre ktory potrebujeme odhadnif vysky buducich plneni. Predpokladajme, ze
méame k dispozicii data za rovnako dlhé obdobie od dalsich poistovni. Pre tieto si
odhadneme nezname parametre L a {F};} tak, ako sme to popisali v predoslych
podkapitolach. Motivaciou, preco odhadujeme nezname parametre pre data inych
poistovni, je to, ze chceme vytvorit model vhodny aj pre mensie poistoviie, ktoré
nemozu vychadzat len z vlastnych nestabilnych dat. Pre ilustréciu, nech méme
k dispozicii déta od dvadsiatich roznych poistovni. To znamenad, Ze pre kazda po-

istoviiu odhadneme parametre w = {f/, By, Fm}, a teda celkom budeme mat 20
sad parametrov wy, - - - , wop. Opakovanym pouzitim Bayesovej vety pre vsetky sady

parametrov nakoniec vyberieme t1, ktora najlepsie modeluje nase pévodné data, tj.
maximalizuje pravdepodobnost [], ; P(w|x; ;). Aposteriérne rozdelenie pre jednu
sadu odhadnutych parametrov L a {ﬁj} za podmienky daného prvku trojuholnika
z; ; dostaneme pritom zo vztahu Bayesovej vety

_ Pziylw) - P(w)
Pwl|z; ;) = S P(xy|w) - P(w)’

weN

kde ©Q je mnozina vSetkych sidd parametrov w. Podmienend pravdepodobnost
P(z; j|w) je urCend negativne binomickym rozdelenim, ktorého hustota je vyssie
oznacend ako CNB(xz;; | L,{F;}) a pravdepodobnost P(w) je urcend apriérnym
rozdelenim odhadnutych parametrov.

Apridrne rozdelenie

Apriérne rozdelenie v bayesovskej Statistike je velmi dolezité, pretoZe jeho volba
zasadne ovplyvni aj rozdelenie aposteriorne a tym cely vysledok, ku ktorému sa
chceme dopracovat.
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Pokial pracujeme s nasimulovanymi datami, apriérne rozdelenie volime s prihliad-
nutim k simulacnej metdode. Vacsinou ale ide o realne data z praxe, a preto musime
byt pri vybere takéhoto rozdelenia opatrnejsi. Typicky sa v takychto pripadoch
vyuzivaju uz ziskané skusenosti z predoslych skimani skod a tvorby rezerv pre
rozliéné poistovne.

Z praktickych dévodov je zvykom za apriérne rozdelenie zvolit tzv. konjugované
apriorne rozdelenie. To znamend, Ze apridrne rozdelenie je aproximované jednym
z vhodnej triedy rozdeleni, pricom sa vychadza z pravdepodobnostného rozdelenia
dat ¢i pozorovani. Aposteriorne rozdelenie je potom z rovnakej triedy rozdeleni ako
apriorne, a teda si konjugované. Zvolenie konjugovaného rozdelenia je vyhodné
najmé z toho dévodu, ze vypocet aposteriorneho rozdelenia je potom jednoduchy
a vyhneme sa tak zlozitejsim numerickym metédam, ktoré by sme inak boli niiteni
pouzit. V tabulke 2.2 st uvedené konjugované rozdelenia pre konkrétne priklady
rozdeleni.

Rozdelenie pozorovani | Apriorne rozd. | Aposteriorne rozd.
Poissonovo Gamma Gamma
Binomické Beta Beta

Negativne binomické Beta Beta
Normalne Normalne/Gamma | Norméalne/Gamma

Tabulka 2.2: Konjugované apriérne a aposteriérne rozdelenia

Na zéklade informacii z tabulky je zrejmé, Zze pre CNB model, kde ma podmienend
pravdepodobnost pozorovani zloZzené negativne binomické rozdelenie, sa vhodnym
apriornym rozdelenim javi beta rozdelenie. To je ale definované pre nahodnu ve-
licinu a nie vektor ako to je v nasom pripade, preto je potrebné zamysliet sa nad
postupom, ako dospiet k vhodnému rozdeleniu celého vektora.

Kazdy vektor odhadnutych parametrov w pozostava z odhadu skodného pomeru
L a odhadov vivojovych faktorov {F’J} Zatial ¢o Skodny pomer ovplyviiuje ab-
solatnu velkost vyvojového trojuholnika ¢o sa thrnov $kéd tyka, tak vyvojové
faktory odzrkadluju pomery vyvoju $kéd vo vnutri tohto trojuholnika. Z tohto
dovodu predpokladame, Ze tieto dve zlozky st na sebe nezavislé, a preto apridornu
pravdepodobnost P(w) mozeme prepisat do vztahu

P(w) = P(L) - P({F}}).

Teraz uz mozeme pre pravdepodobnost skodnych pomerov uvazovat beta rozdele-
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nie, ktorého hustota ma tvar

1
fl)= =———a2* (1 -2 Bfl,
D= B’ 1Y
kde o, 5 > 0, B(o, ) = % a x patri do intervalu (0, 1), ¢o odpoveda definicii

skodného pomeru. Toto ale nie je mozné predpokladat pre rozdelenie vyvojovych
faktorov z dovodu ako sme uviedli vyssie. Totiz pravdepodobnost P({F;}) uz nie je
mozné rozdelif na siacin pravdepodobnosti jednotlivych zloziek, pretoze st navza-
jom zavislé a jednd sa teda o vektor. Z toho dovodu je najlepsou volbou rozdelenia
vyvojovych faktorov zovSeobecnené beta rozdelenie zname pod nazvom Dirichle-
tovo. Hustota Dirichletovho rozdelenia méa tvar

1 - a;—1
Ty, 0y Tm) = x;’ )
f(l ) B(Oél,“',Oém)Hj
J=1
_ HT:I I'(ey) Y a1
kde oy, -+ ,am > 0, B(ag, -+, ) = ~5—=<" a 21, -+, T, > 0. DalSou pod-
F(Z aj>
j=1

mienkou Dirichletovho rozdelenia, ktort musi spliiat vektor {xy,--- ,x,,}, je s¢i-

m
tanie jeho prvkov na jednotku. Toto je ale nas pripad, pretoze plati ) F; = 1.

j=1
Zvolili sme vhodné rozdelenia pre skodné pomery a vyvojové faktory, a teda vy-
sledna hustota apriérneho rozdelenia celého vektoru w bude stc¢inom hustot tychto
dvoch rozdeleni. Posledné, ¢o ostéva urcit, si parametre beta a Dirichletovho roz-
delenia, v ¢om si vystacime s metddou maximalnej vierohodnosti. K tomu vyuzi-
jeme sady parametrov wi,ws, - odhadnuté pre trénovacie trojuholniky. Pritom
odhady skodnjch pomerov pouzijeme pri maximalizacii vierohodnostnej funkcie
beta rozdelenia a odhady vyvojovych faktorov pouzijeme pri maximalizacii vie-
rohodnostnej funkcie Dirichletovho rozdelenia a tym ziskame odhady parametrov
a, B a Qi,- - ,Q,. Konetne, vyslednd apriérna pravdepodobnost jednej sady od-
hadnutych parametrov w bude rovna

—_

. . 1 i
Plw)= ———L%'1 - L)1 — _ F
( ) B(daﬁ) ( ) B(ala'”aam>H

Poznamka (predpoklad rovnakej apriérnej pravdepodobnosti): V tretej
kapitole, kde budeme simulovat konkrétny pripad odhadu skodnej rezervy CNB
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modelom, zavedieme zjednodusujici predpoklad rovnakej apriérnej pravdepodob-
nosti pre kazda sadu parametrov w € . Tym sa nam vlastne vypocet Bayesovej
vety obmedzi na vycislenie pravdepodobnosti thrnu §kéd za podmienky danej sady
parametrov. Oproti tomu ale rozsirime mnozinu €2 a to tak, ze odhady skodnych
pomerov ,naskalujeme“ pomocou beta rozdelenia a kazdua z tychto hodnét skom-
binujeme so vSetkymi odhadmi vyvojovych faktorov.

2.7 Skodna rezerva

Bayesova veta, tak ako ju mame definovanii pre nas model, spocita aposteriornu
pravdepodobnost parametrov w za podmienky jedného prvku vyvojového troju-
holnika x; ;, tj. P(w|z;;). My ale hfadame najvyssiu moznt pravdepodobnost, ze
odhadnutéa sada parametrov najlepsie modeluje cely vyvojovy trojuholnik, ktorého
rezervu chceme odhadnitf. To znamend, Ze spocitame Bayesovou vetou aposteri-
6rnu pravdepodobnost sady w pre kazdy prvok trojuholnika a tieto hodnoty medzi
sebou vynasobime, ¢im dostaneme vierohodnost pre cely trojuholnik

m m+1—
W|A H H w|xl7j

Tento vypocet zopakujeme pre vSetky sady parametrov wy,ws, - - € €, z pomedzi
nich vyberieme t1, ktord ma najvyssiu vierohodnost a oznac¢ime ju w,y;. Pomocou
tejto sady uz odhadneme kone¢nt vysku rezervy pre poistné udalosti.

i Poistné J
1 2 3 ces m-1 m
1 Py X1 X2 X130 Ximet Xim
Py X1 Xo2 Xog 0 Xom Xom
3 P3 X31 X320 X33 0 Xgmea X3m
m—1| Py | Xpo1a Xin—l,Z in—l,?; e Xln—Lm—l in—l,m
m P, Xma X2 Xms3 - Xmm—1 Xmm

Tabulka 2.3: Vyvojovy trojuholnik doplneny o predikované poistné plnenia

Konec¢né vycislenie Sskodnej rezervy pozostava z dvoch jednoduchych vypoctov.
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1. Najprv doplnime vyvojovy trojuholnik na stvorec, tj. vypocitame ocakavané
hodnoty budtcich plneni pre roky vzniku skody i = 2,--- ;m a vyvojové
roky j = m+ 2 —i,--- ,m (vid tabulku 2.3). Oc¢akavané thrny $kdéd pri
volbe sady parametrov w dostaneme zo vztahu pre metédu Cape Cod

Xij = ElXijlwop] = P+ L(wopt) - Fj(Wopt)-

2. Vyslednu vysku rezervy potom ziskame s¢itanim predikovanych tthrnov skod,

tJ m m
rezerva — Z Z X@j.

i=2 j=m+2—i
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Kapitola 3

Simulacia modelu

V predchadzajicej kapitole sme sa zaoberali popisom stochastického CNB modelu.
Vieme, ako po ziskani Specifickych dat postupne pomocou viacerych matematic-
kych metdd teoreticky dospiet k vyslednej skodnej rezerve. V tejto kapitole sa
budeme preto venovat praktickej aplikicii CNB modelu, hlavne jeho implementé-
cii ako pocitacového programu.

Vysledny program, ktory pocita rezervu na budice poistné plnenia prostrednic-
tvom CNB modelu, je naprogramovany v matematickom programovacom software
Mathematica 8. Na rozdiel od inych programovacich jazykov ma Mathematica
v sebe zabudovanych mnoho funkcii a algoritmov, ¢im zjednodusuje a urychluje
tvorbu vlastnych programov. Zdrojové kédy programu st uvedené v prilohe prace.

3.1 Generovanie vyvojovych trojuholnikov

Predtym, ako zacneme s programovanim samotného modelu, potrebujeme data
odpovedajiceho tvaru, tj. nekumulované vyvojové trojuholniky. Napriek tomu,
7e v Ceskej republike posobi vela nezivotnych poistovni, ziskanie takto Specific-
kych dat nie je jednoduché. Poistovne totiz nemaji povinnost poskytovat svoje
historické data ani Ceskej asociécii poistovni ani ich zverejtiovat prostrednictvom
vyroénych sprav. Preto potrebujeme vytvorif program, ktory generuje nekumula-
tivne trojuholniky na zaklade kolektivneho modelu rizika. Nasimulované data, uz
z toho ako st nadefinované, budi spliiaf podmienky nutné pre CNB model a ich
overovanie nie je potrebné ako pri datach realnych.
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KedZe tthrny $kdd sa riadia kolektivnym modelom rizika, zavisia na pocte a vyske
skdd. Tieto veliciny maju rozdelenia s parametrami, ktoré je potrebné najprv
vhodne zvolif. V oboch pripadoch budeme vychadzat z ¢lanku [6], kde je popi-
sovany iny stochasticky model tvorby skodnych rezerv. Z neho si preberieme aj
priklad vyvojového trojuholnika, pre ktory budeme chciet odhadntat budtce po-
istné plnenia.

i P j
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 [50000 | 7168 11190 12432 7856 3502 12386 334 216 100 0

2 | 50000 | 4770 8726 9150 5728 2459 2864 715 219 0

3 150000 | 5821 9467 7741 3736 1402 972 720 50

4 | 50000 | 5228 7050 6577 2890 1600 2156 592

5 50000 | 4185 6573 5196 2869 3609 1283

6 | 50000 | 4930 8034 5315 5549 1891

7 150000 | 4936 7357 5817 5278

8 | 50000 | 4762 8383 6568

9 | 50000 | 5025 8898

10 | 50000 | 4824

Tabulka 3.1: V§voj poistnych plneni poistovne A (v tisicoch)

Nech nekumulativny vyvojovy trojuholnik dany hodnotami v tabulke 3.1 predsta-
vuje vyvoj poistnych udalosti za dobu desiatich rokov pre istt poistoviiu A. Vsetky
hodnoty v tabulke s v tisicoch dolarov, pretoze vychadzaji z dat americkych po-
istovni. NaSou tulohou je pre poistoviiu A odhadnat vysku budicich poistnych
plneni a to prostrednictvom stochastického CNB modelu. K tomu v prvom rade
potrebujeme tzv. trénovacie data, ktoré budeme generovat. Pri generovani musime
postupovat tak, aby data velkostou zhruba odpovedali hodnotam v tabulke 3.1,
tzn. Ze v redlnom pripade by sme chceli nardbat s datami poistovni priblizne rov-
nakého rozsahu a naviac aj jedného druhu poistenia. Pre ndzornost si predstavme,
ze poistoviia A poskytuje poistenia pre povinné rucenie. Potom vsetky trénovacie
data budu iba z oblasti povinného rucenia.

Na zaklade vysSie uvedeného budeme pri generovani trojuholnikov predpokladat
rovnaké poistné pre kazdy rok trvania poistenia vo vyske 50 000 000, Paretovo roz-
delenie pre vysky §kod a negativne binomické rozdelenie pre poéty skod. Struktira
samotného programu bude potom nasledovna:

e Pomocou zabudovanej funkcie ParetoDistribution spocitame distribiciu
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Paretovho rozdelenia s parametrami « a 0;.

e Pomocou NegativeBinomialDistribution spocitame distribiiciu negativne
binomického rozdelenia s parametrami A; ; a c.

e Vytvorime funkciu KMR, prostrednictvom ktorej spoc¢itame thrn skdd kolek-
tivnym modelom rizika pre konkrétny rok vzniku a vyvojovy rok tak, ze za-
volanim funkcie RandomVariate pre vyssie spocitané distribiicie dostaneme
nahodny vyber reprezentujici vysku a pocet skod.

e Funkcia GenerujT potom opakovanym volanim KMR postupne pre kazdy rok
vzniku a vyvoja vygeneruje cely vyvojovy trojuholnik.

Parametre Paretovho rozdelenia, ako uz bolo zmienené, vychadzaji z rovnakého
¢lanku ako trojuholnik uvedeny v tabulke 3.1, kde o = 2 a 6; je ur¢end hodnotami
uvedenymi v tabulke 3.2. Tie odrazaju fakt, Ze s pozdejSimi vyvojovymi rokmi
rastu aj vysky skod.

Viyv. ok j | 1 2 3 4 5 6 7-10
0, 10000 25000 50000 75000 100000 125000 150000

Tabulka 3.2: Hodnoty parametrov 6,

Z predoslej kapitoly vieme, ze CNB model pracuje s americkym typom Paretovho
rozdelenia s distribu¢nou funkciou

P ()

Mathematica vSak pouziva eurdpsku definiciu Paretovho rozdelenia, preto v kroku,
kde robime nahodny vyber z tohto rozdelenia zavolanim RandomVariete, je nutné
k veli¢inam pri¢itat hodnotu parametru 6;, podla toho, pre ktory vyvojovy rok
vyber robime.

Negativne binomické rozdelenie sme definovali parametrizaciou

n+i_1 1 1 "
P(N;; =n) = c — ) (1—-——) , n=0,1,2,---.
( " n) ( n ) (C)\Z’J—i‘l) ( C)\Z'J—i‘l) "

Parameter ¢ negativne binomického rozdelenia stanovime na hodnotu 0,01, rov-
nako ako v predoslych pripadoch vychadzame z hodnoty stanovenej v ¢lanku [6].

o=
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Nakoniec pri stanovovani hodndét parametru A, ; postupujeme tak, aby vysledné
vygenerované trojuholniky boli porovnatelné s trojuholnikom 3.1. Vychadzame
pritom zo vztahu (2.2), teda \;; = ng;iﬁ], kde za F[X;;] dosadime thrny skod
z trojuholnika 3.1. Takto urcené hodnotyjparametrov Ai,; st uvedené v nasleduju-
cej tabulke.

Nij 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 | 254,666 158,933 88,405 37,243 12,451 3,657 0,791 0,512 0,450 0,000
2 | 169,600 124,103 65,066 27,155 8,742 8,146 1,694 0,519 0,000

3 | 206,968 134,641 55,047 17,712 4,984 2,764 1,706 0,118

4 | 185,884 100,266 46,769 13,700 5,688 6,132 1,403

5 | 148,800 93,482 36,949 13,601 12,832 3,649

6 | 175,288 114,261 37,795 26,306 6,723

7 | 175,502 104,632 41,365 25,021

8 | 169,315 119,224 46,705

9 | 178,666 126,549

10 | 171,520

Tabulka 3.3: Hodnoty parametrov \; ;

Vygenerované trojuholniky, ktoré predstavuja trénovacie data od 15 réznych pois-
tovni st uvedené v prilohe na konci préace, tak ako aj zdrojovy kéd generovacieho
programu.

3.2 Funkcia LAS

Predtym, ako budeme moct postipif k odhadovaniu neznamych parametrov pre
vygenerované vyvojové trojuholniky, musime nadefinovat funkciu LAS, ktora je
nutné k diskretizacii rozdelenia vysky skod. V predoslej kapitole sme uviedli, ze
hodnoty tejto funkcie vypodcitava organizacia ISO, avSak takéto tabulky nie st
volne dostupné. Preto si funkciu LAS nadefinujeme sami, opif sa bude jednaf
o funkciu naprogramovani v Mathematice.

Hodnoty funkcie LAS predstavuji priemerné vysky §kod, ktoré postupne zhora
obmedzujeme na urcité hladiny. Algoritmus, ktorym definujeme funkciu LAS pre
Paretovo rozdelenie s hodnotami parametrov uvedenych vyssie, je nasledovny:

e Vytvorime dvojrozmerné pole ThetaAlpha, ktoré bude obsahovat parametre
Paretovho rozdelenia a uréime konstantu maxV, ktora urc¢i velkost vygene-
rovanej vzorky z Paretovho rozdelenia pre kazda sadu parametrov, tj. pre
kazdy vyvojovy rok.
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e Definujeme funkciu Pareto, ktora pomocou zabudovanej funkcie Mathema-
tici ParetoDistribution spocita distribiiciu Paretovho rozdelenia pre pa-
rametre nadefinované v poli ThetaAlpha.

e Nasledne funkcia VyskySkod vyberie ndhodna vzorku velkosti maxV z roz-
delenia Pareto a funkciou Apareto ju prevedieme na vzorku z amerického
Paretovho rozdelenia.

e Nakoniec pomocou predom spocitanej vzorky vysky skod nadefinujeme fun-
kciu LAS dvoch premennych - vyvojového roku j a hranice z, na ktort chceme
saturovaf vysky skod. Funkcia LAS potom postupne vyberie minim4 z hranice
x a z kazdej zlozky vektora predstavujiceho vysky skod pre dany vyvojovy
rok j. Tieto hodnoty potom poscita a vydeli ich po¢tom, ¢im spocita prie-
mernd vysku skéd pre dant hranicu z.

LAS
400000 | - j=1
— j=2

_ j=3

300000 - ~ j=4
— j:5

200000 - o
- j=7

5 —— — j=8

100000 - - 1=0
— j=10

““““““““““““ Limit

200000 400000 600000 800000 1x 105

Obr. 3.1: Graf funkcie LAS

Na obrazku 3.1 je uvedeny graf funkcie LAS spocitanej prave popisanym algorit-
mom pre kazdy vyvojovy rok poistenia. Z grafu je viditelné, ze s dalsim vyvojovym
rokom rastie priemerna vyska skod tak, ako sme to predpokladali v predoslej ka-
pitole. V prilohe je uvedeny zdrojovy kéd programu pocitajiceho hodnoty LAS
funkcie a takisto bude ako podprogram stcastou hlavného programu CNB model,

pretoze bude dynamicky volany z podprogramu na diskretizaciu rozdelenia vysky
skod.
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3.3 Optimalizacia a odhad parametrov

Zopakujme si teraz, ¢o je nasou ulohou. Mame k dispozicii trojuholnik monitoru-
juci vyvoj poistnych plneni za 10 rokov trvania poistenia v poistovni A (vid ta-
bulku 3.1). Pre tuto poistoviiu chceme odhadnat vysku skodnej rezervy pomocou
stochastického CNB modelu. Na tento tcel mame k dispozicii data od dal$ich 15
poistovni, na ktorych model natrénujeme. Nakoniec vyberieme parametre najviac
vyhovujice ddtam poistovne A a pomocou tychto dopoc¢itame skodnt rezervu.

Zatial sme popisali, ako si vygenerovat potrebné vyvojové trojuholniky, z ktorych
budeme odhadovat nezndme parametre metédy Cape Cod. Takisto sme popisali,
ako postupovaf pri konstrukcii funkcie LAS, ked nemame k dispozicii origindlne
ISO tabulky. Teraz uz pristipime k hlavnej ¢asti programu, a teda k algoritmom
samotného CNB modelu. Hlavny program pozostava z viacerych casti a podprog-
ramov nazvanych zhodne s terminmi pouzitymi v druhej kapitole, tj.:

1. diskretizacia,
2. odhad parametrov,
3. rozsirenie mnoziny parametrov,

4. Bayes.

Najprv musime diskretizovat rozdelenia vysky §kod. K tomu pouZijeme postup
popisany v predchédzajicej kapitole, podkapitole 2.4:
e Definujeme premenné Poistne, PolicyLimit, rho, a M.

e Definujeme pomocnii premennii h’ ako siiéet poistného podeleny rho (= 2'4)
a nasledne uré¢ime dlzku diskretiza¢nych intervalov h a ich pocet k.

e Nainicializujeme maticu p velkosti 214 x 10, ktora bude obsahovat diskreti-
zované pravdepodobnosti.

e For cyklom spocitame diskretizované pravdepodobnosti pouzitim vopred de-
finovanej funkcie LAS postupom uvedenym na strane 13.

e Transponujeme celt maticu pravdepodobnosti p a tym ziskame pozadovani
maticu pT typu 10 x 2!, ktora obsahuje diskretizované pravdepodobnosti
pre kazdy vyvojovy rok.
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Poiztne = {30000000, 50000000, 50000000, 50000000, 50000000, 50000000,
50000000, 50000000, 50000000, 50000000} ;

PolicyLimit = 1000000;

rozsah = 2°14;

M={5, 10, 15, 20, 25, 40, 50, 100, 125, 200, 250, 500, 1000}:

h' = Total [Poistne] / rozsah:

h=Min[Select[M, # =h' /1000 &£]] »1000;

E=PolicylLimit /h;

p = Table[0, [i, roz=ahl, {7, 101]:
For[i=1, i = rezsah, i++,
For[j=1, =10, j++,
If[i==1, p[[1i, J]] =1-LAS[], h] /h: Continue[]]:
Iffi=k, p[[i, J]] = (2= LAS[I, he (1 -1)] - LAS[], (1-2)«h] - LAS[], ixh]) fh:
Continue[]] :
If[i=k+1, p[[i, J]] =1-Sum[p[[=x, 311, §fx, 1, E}]: Continue[]]:
plli, 311 =0:]
1:
BT = Transpose[p] »

Na kazdy riadok matice diskretizovanych pravdepodobnosti pT zavolame funkciu
Fourier, ktora prevedie rychlu Fourierovu transformaciu a dostaneme maticu
PsiP opif typu 10 x 2'4. Pre budtice pouzitie spoéitame stredné hodnoty vysky
$kod EZ, ktoré maju americké Pareto rozdelenie. Dalej nadefinujeme funkciu CC,
ktora pre dany vektor parametrov spocita metédou Cape Cod ocakavany thrn
skdod. Odhadované parametre budu pritom zlozkami jedného vektora t takého,
zet = {Fl, FQ, Fg, F4, F5, F67 F7, Fg, Fg, F107 L} Teda v Mathematice budeme mat
CC[t] :=Table[Poistnext [11]1*t[j],{j,1,10}]. Dalsim krokom je optimalizacia
vierohodnostnej funkcie.

Na tomto mieste si treba uvedomit, Ze pracujeme s vektormi dlzky 2'* a naraba-
nim s tymito vektormi chceme dospief k odhadu neznamych parametrov pre kazdy
jeden z patnastich vygenerovanych trojuholnikov. Preto je namieste poziadavka c¢o
najviicsej efektivity pouzitych algoritmov. Co chceme, je maximalizovaf vierohod-
nostnu funkciu negativne binomického rozdelenia, tj. vztah (2.3) za podmienky, ze
vyvojové faktory sa s¢itaji na jednotku a Skodny pomer je ¢islo z inervalu (0, 1).
My k tymto podmienkam pridame dalSie, ktorymi urychlime proces optimalizacie.
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Takze mame optimaliza¢nu tlohu

m m+1—1

m?xH H CNB(z;; | t)

i=1 j=1
za podmienok
10
> h = L
j=1
Fl S F27
Fj > F}+17 j:27"'77a

Fy < 0,5F%5, Fy < 0,5F%, Fio < 0,5Fy,
0< L <L

Druhé a tretia podmienka st vypozorované z trojuholnika 3.1, kde najvyssi thrn
§kod v priemere nastdva v druhom vyvojovom roku a potom uz klesa. Stvrta
podmienka pre posledné styri vyvojové faktory zase zaruci, ze ich pokles bude
dostatocne velky vzhladom k predoslym vyvojovym faktorom a tym budu lepSie
odpovedat realite.

Dalsieho zrychlenia celého vypoctu rezervy dosiahneme vhodnou volbou podciatoé-
ného vektora pri optimalizacii vierohodnostnej funkcie Nelder-Meadovym algorit-
mom. Vdaka nemu méze Nelder—-Meadov algoritmus stanovit ovela lepsi Startovaci
simplex. Vhodnou metdédou ziskania takychto pociatocnych hodnét je nahradenie
vierohodnostnej funkcie zloZzeného negativne binomického rozdelenia vierohodnost-
nou funkciou rozptyleného Poissonovho rozdelenia, ktorého popis najdeme napr.
v [2]. To znamend, ze prvym krokom k optimalizacii vierohodnostnej funkcie CNB
modelu bude najdenie vektora odhadov parametrov {F;} a L, ktoré maximali-
zuju logaritmickil vierohodnostnt funkciu ODP (overdispersed Poisson) rozdele-
nia, ktora je tvaru

10 11—2

lopp({zij}) = Z Z zij - (InE[X; ) — B[X;,] =

= > > ;P L-F)—P-L-F,

i=1 j=1

V programe budeme postupovat nasledovne (za popisom uvedieme opif samotny
zdrojovy kéd):
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Definujeme vektor xs={x1 ,x2,x3,x4,x5,x6,x7,%x8,x9,x10, x11} reprezen-
tujuci nase parametre.

Vytvorime premenni podmienky, v ktorej budd optimalizacné podmienky,
tak ako sme ich nadefinovali v predchadzajacom.

Vytvorime funkciu ODPVierohodnost, ktord bude mat za premenné vyvo-
jovy trojuholnik X a vektor jedenastich maximaliza¢nych bodov s a spocita
hodnotu funkcie CC v tychto bodoch. Nakoniec spoc¢ita hodnotu logaritmickej
vierohodnostnej funkcie, tak ako je definovana vyssie.

Nastavime maximalny pocet iteracii MaxIterations na 100, a tym umoz-
nime numerickej metdde skonvergovat k dostatocne malému simplexu.

Nazveme max0DP funkciu, ktoréd cez zabudovant funkciu NMaximize a volby
zabudovaného Nelder-Meadovho algoritmu najde optimélne body vektora
xs, ktoré maximalizujt funkciu ODPVierohodnost.

Oznacime najODP optimélne body xs.

x= = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11}:

podmienky = {x1 =0.1, x2 =0.2, x3=0.1, x4 =0, x5 >0, x6 =0, x7 =0,
X8 =0, x9->0, x10 -0, x11 =0.4, x11 = 0.9, x1 = x2, x2 = X3, X3 = x4,
X4 > XD, XD » X6, KO > XV, X1 + X2 + 353 + X4 + XD + X6 + X7 + X8 + x% +x10 == 1,
X8 < 0.5»x7, X9 <« 0.5 xx8, x10 < 0.5xx9);

bod = {0.16801578268304668, 0.273548973831291584, 0.2390907213915856507,
0.15757452225926144, 0.078417337603038458, 0.05569662313336992,
0.015956200943932165, 0.006102673477421544, 0.00155456794595885886,
0.00063249466944270059, 0.6147753731108555) ;

ODPVierchodnost[ X , 5 ] := Module[
{cch,
cc =0C[3]:
Sum [¥[[1, J]] #Log[Abs(cc[[i, 31111 - Aks[cc[[1, 1111,

fi, 1,10}, {3,1,11-1i}]]:
SetOptions [MMaximize, MaxIterations - 100] ;
max(DP = HMaximize [ {0DPVierchodnost [T, x3], podm}, xs,
Method - ["HelderMead", InitialPoints -+ [bodll]:
najlDP = Flatten[x=s /. BRest[max0DP]]:
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Pri pohlade na zdrojovy kdd je vidno, Ze sme optimalizacné podmienky este upres-
nili a aj to, ze sme zvolili pociato¢ny bod pre max0ODP. Oba upresnenia boli apli-
kované po opakovanom pouziti algoritmu a overeni si dodato¢nych podmienok.

Takze mame vektor pociatocnych hodnodt a mozeme pristipif k maximalizacii vie-
rohodnostnej funkcie samotného CNB rozdelenia a tym k odhadnutiu paramet-
rov pre vygenerované trojuholniky. Este predtym vsSak potrebujeme funkciu, ktora
spocita hustotu zlozeného negativne binomického rozdelenia. Postup ako k hustote
dospejeme je podrobne popisany v podkapitole 2.4 a podla neho je skonstruovand
v nasom programe funkcia CNB. Ta ako vstup dostane jeden prvok z trojuholnika
x; ;, oCakédvany pocet §kdd A;; a vopred spocitant Fourierovu transformdciu pre
J—ty rok psiP;. Oznac¢ime psiQ charakteristicki funkciu thrnu $kéd vyjadrent

vztahom (q;;) = (1 — e (V214h(p;) — 1)) °, kde Fourierovu transforméaciu
diskretizovanych pravdepodobnosti nasobime odmocninou z rho, pretoze Mathe-
matica Fourierovu transforméciu definuje normovanu o tito odmocninu. V dalSom
kroku funkcia CNB spoc¢ita pomocou zabudovanej funkcie InverseFourier inverznu
Fourierovu transformaciu Q a z rovnakého dévodu ju tentoraz podeli odmocninou
z 2'*. Nakoniec ozna¢ime i celt ¢ast z podielu %2 a vystupom bude odhad hustoty
Q; pre dany prvok trojuholnika.

CHB[x , lambda , psip ] := Module[
{p=10, Q, i, c, res},
psid=(1-0.01x lambda« (Sgrt[rho] » psip - 1))~ (-100) ;
0 = InverseFourier[p=1i0] J Sqgrt[rho] »
i = IntegerPart[x= /h] +1:;
aree1n1e:

Dalsie funkcie CNBVierohodnost a maxCNB st takmer totozné z vyssie uvedenymi
funkciami ODPVierohodnost a max0DP. Vdaka tymto funkcidm dospejeme k od-
hadu nezndmych parametrov Cape Cod metédy podobnym postupom ako v pri-
pade rozptyleného Poissonovho rozdelenia:

e Vytvorime funkciu CNBVierohodnost, ktora dostane za premenné vyvojovy
trojuholnik X a vektor maximaliza¢nych bodov s a spocita hodnotu funkcie
CC v tychto bodoch. Spocita hodnoty ocakavaného poc¢tu skod lambda ako
podiel CC a strednej hodnoty vysky skod EZ. Nakoniec spocita hodnotu vie-
rohodnostnej funkcie ako nasobky predom definovanej CNB funkcie.
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e Nazveme maxCNB funkciu, ktoré cez zabudovant funkciu NMaximize a volbou
najODP ako pociatoénych bodov Nelder-Meadovho algoritmu najde opti-
malne body vektoru xs, ktoré maximalizuji funkciu CNBVierohodnost za
rovnakych podmienok ako vyssie. Vdaka vhodne zvolenému pociatoénému
bodu mozZeme pocet iteracii znizit na 30.

e Oznacime najCNB optimalne body xs.

CHEVierchodnost[X 5 ? (Mector(Q[#, NumericQ] &£)] := Module[
{cc, lambdal, cc = CC[3];
lambda = Table[cc[[i, 311 FEE[[3]], {i, 10}, {3,1,11-1i1]:
Product [CHB[X [[i, §]1], lambda[[i, 311, PhiP[[311].
{i,10}, {3,1,11-1}11:

SetOptions [MMaximize, MaxIterations - 30]
maxCHE = HMaximize [ {CHBVierchodnost[T, xs], podm},

xs, Method + {"HelderMead", InitialPoints -+ [najOoDPll]:
najCHE = Flatten[xs /. Rest[maxCHB]]:

Poznamka (vypoétovy problém v Mathematice): Pri spusteni vyssie uve-
denej funkcie CNBVierohodnost sa opakovane stavalo, ze program hlasil behovt
chybu v mieste vypoctu inverznej Fourierovej transformacie. Konkrétne sa jednalo
o hlasku ,InverseFourier: Argument is not a non-empty list or rectangular array
of numeric quantities® a nebol schopny dokon¢it vypocet. Tento problém nastal,
pretoZze vo vnutri funkcie CNBVierohodnost sa volala dalsia funkcia CNB, ktord sa
opéf vnorovala a pocitala inverzné Fourierove transformécie velkych vektorov. Ta-
kéto zlozité symbolické tipravy Mathematica nedokézala vykonat, a preto ju bolo
nutné prinatit, aby postupne robila numerické vypocty. Toto sme zaistili prikazom
v mieste definicie vstupnych premennych ?(VectorQ[x, NumericQ]).

Doteraz sme popisali algoritmus a ¢ast programu, ktory ked dostane na vstupe
vyvojovy trojuholnik, tak na vystupe doda odhady La {F } neznamych paramet-
rov. V nasom priklade chceme odhadnut rezervu poistovne A za pomoci odhadov
neznamych parametrov od 15 roznych poistovni a to tak, ze cez Bayesovu vetu naj-
deme taku sadu parametrov, ktoré poskytnt najlepsi pozadovany odhad rezervy.
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3.4 Bayesovsky odhad skodnej rezervy

Opakovanym pouzitim vyssie popisaného programu sme dostali 15 sad parametrov
a ulozili ich do premennej Parametre. Kazda sada obsahuje 11 odhadov paramet-
rov v poradi {Fl, Ey, Iy, Fy, Fy, Fy, Fr, Fy, Fy, Fo, L} K tomu, aby vysledny odhad
rezervy bol ¢o najpresnejsi, je lepSie maf k dispozicii ¢o najviac sadd takychto para-
metrov. Preto zoberieme odhady skodného pomeru zo vSetkych sad parametrov a
na ich zaklade odhadneme parametre beta rozdelenia ako konjugovaného rozdele-
nia pomocou maximalnej vierohodnosti. Uréime strednit hodnotu tohto rozdelenia
a postivanim sa smerom nahor aj nadol od tejto strednej hodnoty o krok dizky 0,03
ziskame dalSie hodnoty L 7 beta rozdelenia. Takymto spésobom ziskame 9 réznych
odhadov parametru L a kazd z pétnastich sad odhadov vyvojovych faktorov { F;}
nezavisle skombinujeme s kazdym z tychto deviatich odhadov skodného pomeru.
To znamen4, ze nakoniec budeme mat 135 sadd parametrov vyssie oznacenych ako
w. Funkcia, ktord rozsiri mnozinu 2 o dalsie sady parametrov prave popisanym
postupom je v programe nazvana Rozsir.

Rozsir[par ] := Module[

{L=z, maxBeta, najBeta, EL, EROK},

Lz = Map[#[[11]] &, par]:

maxBeta = HMaximize [ {Likelihood [BetaDistribution[a, k], =], a=0, b =0,

& =100, =100}, {a, b}]:

najBeta = Flatten[{a, b} /. maxBeta[[2]]]:

EL = Mean [BetaDistribution[najBeta[[1l]], najBetal[[2]]1]1]:

FROK = 0.03;

Lz = Table[EL + i »EROK, [i, -4, 4}]:

Flatten[Tabkle [Flatten[{Take[par[[i]], 10], L=[[311}],
{i, Length[par]}, {7, 5}], 1]1:

V dalsom kroku zadefinujeme premennt Omega, do ktorej uloZime vygenerované
sady parametrov pomocou funkcie Rozsir, tj. Omega=Rozsir [Parametre]. Bu-
deme dalej intuitivne predpokladaft, Ze kazda sada parametrov w € ) ma rovnakt
apriérnu pravdepodobnost (vid pozndmku na strane 22). To znamend, ze vypocet
aposteriornej pravdepodobnosti w cez Bayesovu vetu sa nam zjednodusi, pretoze

Plolny) — k) P PW) Pyls) _ Plrgle)
V7T Plagle) PW) - P@)- T Plegl) X Plrgle)
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Vyjadrené proporcionalne mame
P(wl|z; ;) o< P(x; |w).

Pravdepodobnost P(z; j|w) vieme spo¢itat pomocou funkcie CNB. Nakoniec vybe-
rieme t1 sadu parametrov w, ktord najlepsie modeluje nase data poistovne A. Inak
povedané, pre kazdt sadu parametrov spoc¢itame vierohodnost uz definovant fun-
kciou CNBVierohodnost a vyberieme t s najvicSou hodnotou. Struktira tychto
krokov vo findlnom programe bude nasledovna:

e Pomocou funkcie CNB vypocitame hustotu pre dany prvok vyvojového troju-
holnika a funkcia CNBVierohodnost jej opakovanym volanim spocita viero-
hodnost vyvojového trojuholnika za podmienky danej sady parametrov w.

e Skonstruujeme novu funkciu Bayes, ktora dostane za premenné trojuholnik
a cell mnozinu parametrov 2 a zavolanim funkcie CNBVierohodnost spocita
vierohodnost trojuholnika pre kazdu jednu sadu parametrov w.

e Dalej definujeme funkciu maxBy, ktord porovnavanim zisti, pre ktoru sadu
parametrov je vierohodnost najvicsia a tieto parametre ulozi do premenne;j

najParametre.
Bayezs[¥X , (mega ] := Map[{CHBVierchodnost[X , #], #} &, Omega]:
maxBy [list , n ] := With[{s = List[[All, n]]}, Pick[list, =, Max[=]]];

Omega = Rozsir[Parametre] ;
likelihood = Bayes [Trojuholnik, Omega] :
najParametre = maxBy [likelihood, 1][[1]]1[[2]]"

Teraz, ked uz pozname parametre, ktoré najlepsie modeluji nase data, ostéva
spocitat rezervu. Funkcia CC, ktord na vstupe dostane prave zvolené parametre,
spocita ocakavany thrn skod a teda odhad budtucich poistnych plneni X'i’j pre
t=2,---,10a 5 =12 —i,--- ,10. Konecne, s¢itanim tychto hodnét dostaneme
pozadovanu vysku rezervy, ktord je ulozend v premennej RezervaCelkom. Cely
zdrojovy kéd CNB modelu je uvedeny v prilohe prace.
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3.5 Porovnanie vysledkov CNB modelu a me-
tody Chain—Ladder

V préci sme sa najprv podrobne zaoberali tedriou stochastického CNB modelu,
nasledne sme popisali, ako sme postupovali pri jeho implementacii ako pocitaco-
vého programu a teraz nam ostava doplnit vysledky, ktoré vzisli z pouzitia nasho
modelu a programu pre konkrétne data.

Pre p#tnast vygenerovanych trojuholnikov program najprv odhadol sadu nezna-
mych parametrov {Fy, - - - , Fig, L}. Vyvojové faktory { F;} boli odhadnuté tak, aby
spliali podmienky zo strany 32, o ¢om sa moézeme presvedéit z grafu na obrazku
3.2, kde st tieto odhady zobrazené.

F
030 —
025 —
020 —
015 —
0.10 —

0.05[

Obr. 3.2: Vyvojové faktory

Odhady skodného pomeru L boli rozskalované pomocou beta rozdelenia, ¢im sme
ziskali devit ,normovanych“ odhadov L. Dalej nas program kazda sadu paramet-
rov {F;} skombinoval s kazdym normovanym odhadom I a tym sme ziskali 135
sad parametrov, z ktorych program vybral ti, ktora najlepsie modelovala zadany
trojuholnik poistovne A. Pre vyvojovy trojuholnik 3.1 sme dostali nasledujtce
odhady vyvojovych faktorov

Fy, =0,196806,  F, = 0,298146, Fy =0,173677, F, = 0,116402,
Fy =0,0853722, [y = 0,0809338, F, =0,0303917,  Fy = 0,012804,
Fy = 0,00463342,  Fyo = 0,000833472
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a Skodny pomer bol odhadnuty na

A

L =0,633632.

S vhodnymi odhadmi parametrov dalej program vypocital odhady budicich po-
istnych plneni cez vztah (2.1), tj.

X%]:PLFJ, 222,"',10,]:12—27"',10
a v tabulke 3.4 je doplneny trojuholnik poistovne A o budtce poistné plnenia.
i J

1 2 3 1 5 6 7 8 9 10

T [ 7168 11190 12432 7856 3502 1286 334 216 190 0
2 | 4770 8726 9150 5728 2459 2864 715 219 0 26,405
3 | 5821 9467 7741 3736 1402 972 720 50 146,794 26,405
4 | 5228 7050 6577 2890 1600 2156 592 405,650 146,794 26,405
5 | 4185 6573 5196 2869 3609 1283 962,859 405,650 146,794 26,405
6 | 4930 8034 5315 5549 1891  2564,11 962,859 405,650 146,794 26,405
7 | 4936 7357 5817 5278  2704,73 2564,11 962,859 405,650 146,794 26,405
8 | 4762 8383 6568  3687,81 2704,73 2564,11 962,859 405,650 146,794 26,405
9 | 5025 8898  5502,37 3687,81 2704,73 2564,11 962,859 405,650 146,794 26,405
10 | 4824 944573 5502,37 3687,81 2704,73 2564,11 962,859 405,650 146,794 26,405

Tabulka 3.4: Odhad budtcich p. plneni poistovne A (v tisicoch)

Zo vztahu pre model Cape Cod, ktorym budtce poistné plnenia modelujeme, je
zrejmé, Ze pri rovnakom poistnom pre kazdy rok vzniku $kod zévisi tento vztah len
od indexu 7, teda od vyvojového roku. Z tohto dévodu maji odhadnuté poistné
plnenia v stipcoch rovnakt visku pre kazdy rok vzniku skody.

Nakoniec, po sc¢itani vSetkych odhadov budtucich plneni, vysledna skodna rezerva
odhadnuté stochastickym CNB modelom pre poistoviiu A vysla vo vyske

rezerva = 65182 071.

Poznamka (odhad rezervy pre ,diagonalu“): Predstavme si, Ze chceme
odhadnut rezervu s tym, ze mame k dispozicii data o poistnych plneniach vyplate-
nych v poslednom roku poistenia. To znamenad, ze pozname hodnoty tthrnov skod
z diagonaly vyvojového trojuholnika a nemozeme pre odhad rezervy pouzit ziadnu
z klasickych metod. Vyhodou CNB modelu je, Ze aj v takomto pripade je mozné
pomocou neho odhadnif vysku rezervy, aj ked vysledok moze byt menej presny.
Pre porovnanie sme zobrali do Gvahy iba hodnoty z diagondly trojuholnika 3.1.
Vysledné rezerva nam vysla zhruba o 3% nizsia oproti povodnej tlohe vo vyske
63 124 200. MoZeme teda povedat, Ze v porovnani sa oba odhady od seba lisia iba
minimalne.
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Chain—Ladder

Pre porovnanie spoc¢itame Skodni rezervu pre vyvojovy trojuholnik poistovne A
tiez metédou Chain—Ladder. V jednej z poznamok v druhej kapitole sme uz me-
tédu Chain-Ladder spomenuli, konkrétne sme popisali moznost odhadnutia ne-
znamych parametrov modelu Cape Cod pomocou tejto metddy. Teraz metddu

Chain—Ladder popiseme podrobnejsie.

Metéda Chain—Ladder pre odhad skodnej rezervy sa pouziva pre kumulativne vy-
vojové trojuholniky. Preto ako prvy krok musime previest hodnoty z trojuholnika

j
3.1 na kumulativne vztahom Y;; = > X, kde X;; s prirastkové thrny skod.

k=1

Prevedeny kumulativny trojuholnik je uvedeny v tabulke 3.5.

i J
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I | 7168 18358 38646 42148 42148 43434 43768 43984 44174 44174
2 | 4770 13496 22646 28374 30833 33697 34412 34631 34631
3 | 5821 15288 23029 26765 28167 29139 29859 29909
4 | 5228 12278 18855 21745 23345 25501 26093
5 | 4185 10758 15954 18823 22432 23715
6 | 4930 12964 18279 23828 25719
7 | 4936 12293 18110 23388
8 | 4762 13145 19713
9 | 5025 13923
10 | 4824

Tabulka 3.5: Kumulativny vyvojovy trojuholnik (v tisicoch)

Ako dalsie vypocitame vyvojové koeficienty f; zo vztahu

a nasledne spocitame odhady nakumulovanych skod pre posledny desiaty rok po-

fi=

10—

> Yiin
=

10—j

9

j=1,--

istenia v kazdom roku vzniku $kod cez vztah

}/;710 = Y;,ll—i ' fll—i U f9a

Vysledna rezerva bude stucet tychto odhadov, od ktorych odpocitame kumulativne
uhrny z diagonaly, tj.

10

A

rezerva — Z(}/i’lo — }/;'711,1‘).

=2
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Tak ako pre CNB model, tak aj v pripade metédy Chain-Ladder sme vypocty
realizovali cez program v Mathematice 8 a zdrojovy kéd je opiit uvedeny v prilohe.
Vyvojové koeficienty v metéde Chain—Ladder pre vyvojovy trojuholnik 3.5 nam
vysli

f1=2,61619, fo = 1,5415, f3=1,22962, fy=1,09143,

fs =1,05827, fs=101792, fr=1,00449, fs=1,00242, fo=1

Nésledne kumulativne thrny skod pre posledny desiaty rok poistenia vysli

Ya10 = 34631000, Y310 = 29981 300, Y10 = 26273500,
Y510 = 24 306 900, Y10 = 27896900, Y710 = 27688000
Ya10 = 28696 000, Yo10 = 31242500, Y1010 = 28319700

Nakoniec spocitana rezerva pre budtice poistné plnenia metédou Chain—Ladder
vysla vo vyske
rezerva = 57 120 700.

Porovnanim vyslednjch skodnych rezerv odhadnutych pomocou CNB modelu a
metody Chain-Ladder zistime, Ze nami predstaveny CNB model prevysuje rezervu
metédy Chain—Ladder o 8061 371, teda asi 0 12%. Aby sme vSak neporovnavali len
vysledné rezervy, porovname este celkové kumulativne tthrny skod oboch metod.
To znamena, ze dopocitame kumulativne tthrny skéd v doplnenom trojuholniku
CNB modelu tak, ze s¢itame hodnoty na kazdom riadku. V tabulke 3.6 st tieto
hodnoty uvedené spolu s kumulativnymi tthrnmi vypocitanymi metédou Chain—

Ladder.

CNB model | Chain—Ladder
Ya10 | 34657405 34631000
Y310 | 30082199 29981 300
Yiio | 26671849 26 273 500
Ysi0 | 25256708 24 306 900
Ys10 | 29824818 27 896 900
Y710 | 30198548 27 688 000
Ysio | 30211358 28 696 000
Yo10 | 29923728 31242 500
Yio1o | 30270458 28319 700

Tabulka 3.6: Celkové kumulativne tthrny $kod
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Vzhladom k tomu, s akymi velkymi ¢islami pracujeme, mdZeme po porovnani
vySok rezerv a celkovych kumulativnych thrnov §kod tvrdit, Ze obe metddy st
dostatocne porovnatelné.

Poznamka (Casova naroénost vypoctov): Uz sme spominali, Ze CNB model
je naro¢ny hlavne vzhladom k ¢asu, ktory je potrebny na vypocet odhadu para-
metrov. To je spdsobené hlavne opakovanym volanim Fourierovej transformacie
dlzky 2'* vo vnutri funkcie, ktora pocita hustotu CNB rozdelenia v kazdej iterécii
optimalizécie. V nasom pripade sme program spustali na pocitaci s procesorom In-
tel i5 2500K a s opera¢nou pamitou 8 GB. Jednéa sa teda o velmi vykonny pocitac
a aj napriek tomu trvalo asi 50 minat od spustenia programu CNBmodel, kym sa
dopracoval k vycisleniu rezervy. Oproti tomu doba behu programu Chain-Ladder
bola minimé&lna, kedZe sa jedné o priamociary vypocet. Presny ¢as trvania jednot-
livych vypoctov sme zmerali pomocou integrovanej funkcie Timing a Casy tychto
vypoctov v sekundach st uvedené v nasledujtcej tabulke.

Program Cas [s]
CNBmodel
Diskretizacia 0,609
Odhad parametrov | 3038,48 (50,64 min)
Mnoziny parametrov < 0,001
Bayes 14,52
Chain—Ladder < 0,001

Tabulka 3.7: Cas vypoc¢tov v programe CNBmodel
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Kapitola 4

Z.aver

Poistovnictvo sa neustale vyvija. V priebehu rokov sa objavovali nové pristupy
nazerania na problematiku tykajicu sa tvorby skodnych rezerv a aktuari sa stale
pokuisaju prist na sposob, ako zlepsit a zdokonalit tento proces. Cielom nasej prace
bolo nastudovat stochasticky CNB model vyuzivajici nové postupy, podrobne tieto
postupy popisat a v neposlednom rade otestovat pouzitelnost modelu jeho apliko-
vanim ako pocitacového programu.

Zacali sme predstavenim zakladnych vlastnosti modelu. CNB model je stochasticka
metoda na odhad skodnej rezervy, tj. rezervy na poistné plnenia, ktord vychadza
zo zakladného predpokladu, Ze thrny §kod sa riadia kolektivnym modelom rizika.
Dalej sme predpokladali, ze mame k dispozicii mimo nasho vyvojového trojuhol-
nika, pre ktory sme chceli rezervu odhadnif, aj data o vyvoji poistnych plneni od
inych poistovni, tzv. trénovacie trojuholniky. Pre tieto sa budice poistné plnenia
modeluji metédou Cape Cod, ktorej nezndme parametre sme museli odhadnut.
Vysledna rezerva bola nakoniec odhadnuta za pomoci Bayesovej vety, ktora spo-
medzi odhadnutych parametrov vybrala tie, ktoré najlepsie modelovali budice
poistné plnenia nasho vyvojového trojuholnika. Cely model sa da struc¢ne popisat
v nasledujicich bodoch:

1. Trénovacie trojuholniky modelované metédou Cape Cod (X;; = P, - L - F}).
2. Vypocet hustoty thrnu skod CNB.
e Diskretizacia rozdelenia vysky skod.

o FFT.
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3. Odhad neznamych parametrov L, {F;} metédou maximalnej vierohodnosti

(max [[ CNB).
e Maximalizacia metodou Nelder—Mead.

4. Pouzitie Bayesovej vety na najdenie najvhodnejsich parametrov L, {Fj} pre
dany vyvojovy trojuholnik.

A

5. Odhad budtcich thrnov kod (X, ; = P, - L - F}).

6. rezerva= ) X, .

V tretej kapitole sme sa zaoberali implementaciou a simulaciou CNB modelu,
k ¢omu sme pouzili matematicko-programovaci software Mathematicu 8. Vzhla-
dom k tomu, Ze sme nemali k dispozicii readlne data, tak sme najprv museli vy-
tvorif program, ktory dokaze vygenerovat vyvojové trojuholniky pozadovanych
vlastnosti a spliiujiice predpoklady modelu. Takto sme ziskali 15 trénovacich troj-
uholnikov, za pomoci ktorych sme podla vyssie uvedenej schémy dokazali odhadnut
vysku gkodnej rezervy pre jeden konkrétny trojuholnik prebraty z ¢lanku [6]. Pod-
robne sme popisali, ako sme postupovali pri programovani CNB modelu a ktoré
integrované funkcie sme pri tom vyuzili.

Kedze, ako uz bolo spominané, sme nemali k dispozicii Ziadne reélne historické ani
sucasné data, pre kontrolu sme odhadli skodnu rezervu pre rovnaky trojuholnik
este raz a to metédou Chain-Ladder. Stochasticky CNB model a Chain-Ladder
st rozdielne metédy, a preto sa nemozno ¢udovat, Ze odhady skodnych rezerv vysli
odlisne. Radovo ale ide o zrovnatelne vysoké odhady, o ¢om vypoveda aj tabulka
3.6, kde st porovnané kumulativne odhady $kéd v oboch pripadoch. Zatial ¢o
CNB metéda odhadla vysku rezervy na 65182100, vyslednym odhadom metdédy
Chain-Ladder bola rezerva vysky 57120 700.

Stochasticky CNB model je sofistikovanym modelom tvorby skodnych rezerv, ktory
oproti inym modelom vdaka vyuzitiu bayesovskej metodoldgie dokaze zturocit sku-
senosti viacerych poistovni a tym ¢o najlepsie predpovedat budici vyvoj poistnych
plneni. Hlavne pre tento dévod je CNB model vyhodny najmi pre mensie alebo
nové poistovne a poistovacie spolo¢nosti, ktoré nedokazu dostatocne vierohodne
odhadnit vysku svojej $kodnej rezervy len na zaklade vlastnych historickych dat.
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Prilohy

Zoznam priloh

e Vygenerované trojuholniky

Generator vyvojovych trojuholnikov (zdrojovy kéd)

Funkcia LAS (zdrojovy kéd)

CNB model (zdrojovy kéd)

Chain-Ladder (zdrojovy kéd)
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Generator vyvojovych trojuholnikov

(* maxT udava pocet trojuhol ni kov, ktore chceme vygenerovat %)
maxT = 15;

(» THETA a ALPHA su dane paranetre Paretovho
rozdel enia a funkcia Pareto generuje vysky skod x)
THETA = {10000, 25000, 50000, 75000, 100000,
125000, 150000, 150000, 150000, 150000, 150000};
ALPHA = Constant Array[2, 10];
Pareto = Map[ParetoDi stri buti on[THETA[ [#]], ALPHA[[#]]] & Range[10]];

(» lanbdalJ a ¢ su paranetre negativneho bi noni ckeho rozdel enia x)
| anmbdal J =
{{254. 666, 158. 933, 88. 405, 37.243, 12.451, 3.657, 0.791, 0.512, 0.450, 0. 000},
{169. 600, 124.103, 65. 066, 27. 155, 8. 742, 8.146, 1.694, 0.519, 0.000},
{206. 968, 134.641, 55.047, 17.712, 4.984, 2.764, 1.706, 0.118},
{185. 884, 100. 266, 46. 769, 13. 700, 5.688, 6.132, 1.403},
{148. 800, 93. 482, 36.949, 13.601, 12.832, 3. 649},
{175. 288, 114. 261, 37.795, 26.306, 6. 723}, {175.502, 104. 632, 41. 365, 25. 021},
{169. 315, 119. 224, 46. 705}, {178.666, 126.549}, {171.520}};
c =0.01;

(» KMR nodel uj e uhrn skod pre jedno i,j =*)
KMR[l anbda_, j _]1:=Mdul e[

{dist, N, X, Zs},

di st = NegativeBinom al Distribution[l1/c, 1/ (1+c *|anbda)];

N = Round [RandonVari ate[dist]] +1;

Zs = Tabl e[RandonVari ate[Pareto[[j 1]1] + THETA[[j 11, {i, N}1;

X =Total [Zs];

X

1

(* CGeneruj T vygeneruje jeden vyvojovy trojuhol nik )
Generuj T: = Modul e[
{T},
T=Tabl e[
KVR[l anbdal J[[i, j11,i1,
{i, 10}, {j, 1, 11-i}
1; TC[1, 1011 =0;
T
I

Tr oj uhol ni ky = Tabl e[Generuj T, {i, maxT}]
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Funkcia LAS

Thet aAl pha = {{10000, 2}, {25000, 2}, {50000, 2}, {75000, 2}, {100000, 2},
{125000, 23}, {150000, 23}, {150000, 23}, {150000, 23}, {150000, 2}3};
maxV = 640;

(» Pareto vygeneruje Paretovo rozdel enie pre dane paranetre =x)
Paret o = Map[Paret oDi stri buti on[Thet aAl pha[[#]]1[[1]], ThetaAl pha[[#]]1[[2]]] &
Range[10]1;

(» VWyskySkod vyberie nAbodnu vzorku z Paretovho rozdel eni a,

APareto prevedi e na americku definiciu Paretovho rozdel eni a,

SeedRandom zar uci ,

ze pri kazdom spusteni programu vygenerujeme rovnake vysky skod =)
SeedRandom[" Kosova" ];

VyskySkod = Map [RandonVari ate[Paret o[ [#]], maxV] & Range[10]7;

APareto[l _, d_]1:=Map[#+d & | ];

VyskySkod = Map [APar et o [VyskySkod [ [#]], ThetaAl pha[[#]]1[[1]1]1] & Range[10]1;

LAS[j _, x_]1 :=Modul e[{vzorka},
vzorka = Map[M n[x, #] & VyskySkod[[j]]1]; Total [vzorka] /Length[vzorka]];
Needs [" Pl ot Legends' " ]
Pl ot [Eval uate[Tabl e[LAS[j, x1, {j, 10}11, {x, O, 1000000},
AxeslLabel -» {"Limt", "LAS"}, Background - Wite,
Pl ot Legend » {"j =1", "j=2", "j=3", "j=4", "j=5", "j=6",
"j=7", "j=8", "j=9", "j=10"}, LegendPosition - {1.1, -0.4}]

LAS

400000 - - —j=1
— =2
~ j=3
300000 s
— j=5
- ~ j=6

200000 J
g e
N ~ j=8
100000F / - =9
— j=10

—L Limit

200000 400000 600000 800000 1x10°
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CNB model

Funkcia LAS

Thet aAl pha = {{10000, 2}, {25000, 2}, {50000, 2}, {75000, 2}, {100000, 2},
{125000, 23}, {150000, 23}, {150000, 2}, {150000, 2}, {150000, 2}};

maxV = 640;

Pareto = Map[Paret oDi stri bution[Thet aAl pha[[#]]1[[1]], ThetaAl pha[[#]]1[[2]1]1] &
Range[10]11;

SeedRandom[" Kosova" ];

VyskySkod = Map [RandomVari ate[Pareto[ [#]], maxV] & Range[10]1];

AParetof[l _, d_]:=Map[#+d & |1];

VyskySkod = Map [APar et o [VyskySkod [ [#]], ThetaAl pha[[#]]1[[1]]] & Range[10]1];

LAS[j _, x_]1: = Modul e[{vzorka},
vzorka = Map[M n[x, #] & VyskySkod[[j]]1]; Total [vzorka] /Length[vzorka]l;

Vyvojove trojuholniky

Troj uhol ni ky = { (* Vygenerovane trojuhol ni Ky =x)};

Diskretizacia

Poi st ne = {50000 000, 50000000, 50000000, 50000000,
50000000, 50000000, 50000000, 50000000, 50000000, 500000003};
Pol i cyLimt =1000000;
rho =2714;
M= {5, 10, 15, 20, 25, 40, 50, 100, 125, 200, 250, 500, 1000};
h’ = Tot al [Poi stne] /rho;
h=Mn[Select[M #2h" /1000 &]] »1000;
k =PolicyLimt /h;

(» inicializacia a vypocet diskretizovanych pravdepodobnosti p =x)
p = Tabl e[0, {i, rho}, {j, 10}1;
For[i =1, i <rho, i ++,
For[j =1, <10, j ++,
If[i =1, p[[i, j]]=21-LAS[j, h]/h; Continuel]];
Lfri <k, proi,j11=
(2%LAS[j, hx (i —=1)] -LAS[j, (i -2) *+h] -LAS[j, i *+h]) /h; Continue[]];
If[i =k+1, p[[i,j1]1=1-Sum[p[[X, j1], {x, 1, k}]; Continuel[]];
pPrli, j11=0;1
1
pT = Transpose[p];
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Odhad parametrov

(» EZ - stredna hodnota vysky skod, anericke Pareto =)
EZ = Tabl e[2” (-Thet aAl pha[[j, 2]]1) = (1 + ThetaAl pha[[j, 2]]) *
ThetaAl pha[[j, 111 / (ThetaA pha[[j, 21]1-1), {j, 1, 10}];

(» FFT di skretizovanych pravdepodobnosti x)
Psi P = Map[Fouri er [#] & pTI;

(» Cape Cod netoda x)
CC[t _]:=Table[Poistne[[i]]*t[[1111*t[[j1], {i, 1, 10}, {j, 1, 11-i}71;

(* mexi mal i zacne body, podm enky nexi nmalizaci e,

poci at ocny bod optimalizacie x)

xs = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, x10, x11}%;

podm enky = {x1>0.1, x2>0.2, x3>0.1, x4>0, x5>0, x6 >0, x7 >0,
x8>0, x9>0, x10>0, x11>0.4, x11<0.9, x1<x2, x2>x3, x3 > x4,
X4 > X5, X5 > X6, X6 > X7, XL +X2 +X3 +X4 +X5+X6 +X7 +Xx8 +x9 +x10 == 1,
X8 <0.5%x7, X9 <0.5%x8, x10 <0.5*x9};

bod = {0. 16801578268304668‘ , 0.27354897383129184‘, 0.23909072139186907"
0. 1575745222926144' , 0.07841733760303848* , 0. 05569662313336992" ,
0. 018956200943932168', 0.006102673477421544* , 0.001964667948988886" ,
0. 0006324966944270059°, 0.6147753731108555" };

(» ODPVi er ohodnost a maxODP vypocita poci atocny vektor Nel der -
Meada pre CNB likelihood x)
CDPVi er ohodnost [ X , s_1:=Mdul e[
{cc},
cc = CC[s];
Sum[X[[i, j]11*Log[Abs[cc[[i, j1]11]1-Abs[cc[[i, 111,
(.1, 103, {, 1, 11-i}]
1

(» CNB ponpcou FFT vypocita podm enenu pravdepodobnost uhrnu skod =)
CNB[x_, lanbda_, psip_] := Mdulel
{psiQ Q i},
psiQ= (1-0.01 1 anbda* (Sqrt [rho] *psip-1))" (-100);
Q=InverseFourier [psiQ] /Sqrt [rho];
i =lntegerPart [Xx/h] +1;
Qrlil1]
1

(» CNBVi erohodnost a nmaxCNB vypocita najl epsi e odhady neznamych parametrovx)

CNBVi er ohodnost [X_, s_7? (VectorQ[#, NunmericQ] &1 := Mdule[
{cc, | anbda},
cc = CC[s];
| ambda = Tabl e[cc[[i, j11/EZ[[j 1], {i, 10}, {j, 1, 11-i}];
Product [

CNB[X[[i, j11, lambda[[i, j11, PsiP[[j1]11,

{i, 10}, {j, 1, 11-i}]
1
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(*Funkci a Ri es odhadne paranetre postupne pre vsetky trojuhol ni kyx)
Ries[T_]:=Mdulel
{maxCODP, naj ODP, maxCNB},
Set Opti ons [NMaxi mi ze, Maxlterations » 1007;
maxCDP = NMvaxi mi ze [
{CDPVi er ohodnost [T, xs], podm enky},
XS,
Met hod - {" Nel der Mead", Initial Points » {bod}}];
naj ODP = Fl atten[xs /. Rest [maxODP]];
Set Opti ons [NVaxi m ze, Maxlterations -» 30];
maxCNB = Nvaxi m ze[
{CNBVi er ohodnost [T, xs], podm enky},
XS,
Met hod - {" Nel der Mead", I nitial Points - {naj ODP}}1;
naj CNB = Fl atten[xs /. Rest [maxCNB]];
naj CNB
1

(» odhadnute paranetre =)
paranetre = Map[R es[#] &, Troj uhol ni ky]

Mnoziny parametrov

Par ametre = paranetre;
Troj uhol ni k = { (» Troj uhol ni k poi stovne A x)};

(» Funkcia vytvara mmozi nu sad paranetrov QOrega =)
Rozsir [par_] := Mdul e[
{Ls, maxBeta, naj Beta, EL, KROK},
Ls = Map[#[[11]] & par];
maxBet a = NMaxi mi ze[{Li kel i hood[Bet aDi stri bution[a, b], Ls],
a>0, b>0, a<100, b <100}, {a, b}1;
najBeta =Flatten[{a, b} /. maxBeta[[2]]];
EL = Mean[Bet aDi stri bution[naj Beta[[1]], hajBeta[[2]]]];
KROK = 0. 03;
Ls = Tabl e[EL +i » KROK, {i, -4, 4}7;
Flatten]
Tabl e[Flatten[{Take[par [[i 1], 101, Ls[[j11}1, {i, Length[par]}, {j., 931, 1]
1
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Bayes

(» Naj dene sadu paranetrov, pre ktore je vierohodnostna
funkcia CNB rozdel enia pre Troj uhol ni k maxi nal na *)
CC[t_]:=Mdule[{}, Table[Poistne[[i]]*t[[11]1] =t [[j]]1, {i, 10}, {j, 10}11;
CNB[x_, lanbda_, psip_] := Mdulel
{psiQ Q i, c},
psi Q= (1-0.01 1 anbda* (Sqrt [rho] *psip-1))" (-100);
Q=InverseFourier [psiQ] /Sqrt [rho];
i =lntegerPart [Xx/h] +1;
QIIi 11l
1
CNBVi er ohodnost [X_, s_7? (VectorQ[#, NunericQ] &1 := Mdule[
{cc, | anbda},
cc = CC[s];
| anbda = Tabl e[cc[[i, j11/EZ[[j 1], {i, 10}, {j, 1, 11-i}];
Product [CNB[X[[i, j1], lambdaf[[i, j1], PsiP[[j 111, {i, 10}, {j, 1, 11-i}]
1

(* spocita Bayesovu vetu, likelihood pre kazdu sadu paranetrov =)
Bayes [X_, Orega_] := Map[{CNBVi er ohodnost [X, #], #} & Onega]

(» vyberie s ponedzi paranetrov tie, pre ktore na Bayes najvyssiu hodnotu x)
maxBy[list_, n_]:=Wth[{s=Ilist[[Al, n]]}, Pick[list, s, Max[s]]11;

Onega = Rozsi r [Paranetre];
I'i keli hood = Bayes [Tr oj uhol ni k, Oregal;
naj Parametre = maxBy [l i kel i hood, 11[[1]1][[2]]

(* Nakoni ec spocitane rezervu =)

cc = CC[naj Paranetre];

Rezerva = Tabl e[
If[i +j <11, Trojuholnik([[i, j11, cc[[i, j111,
{i, 10}, {j, 1011,

Gid[%]

RezervaCel kom= Sum[Rezervall[i, j11, {i, 2, 10}, {j, 12-i, 10}]
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Chain-Ladder

Nekumulativny trojuholnik -> kumulativny trojuholnik

Troj uhol ni k = {{7.168*"6, 1.119*"7, 1.2432*"7,
7.856*"6, 3.502*"6, 1.286*"6, 334000, 216000, 190000, 03},
{4.77*"6, 8.726*"6, 9.15*"6, 5. 728*"6, 2. 459*"6,
2.864*76, 715000, 219000, 0},

{5.821*"6, 9.467*"6, 7.741*"6, 3. 736*"6, 1.402*"6, 972000, 720000, 50000},

{5.228*"6, 7.05*"6, 6.577*"6, 2.89*"6, 1.6*"6, 2. 156*"6, 592000},
{4.185*76, 6.573*"6, 5.196*"6, 2. 869*"6, 3.609*"6, 1.283*"6},
{4.93*"6, 8.034*"6, 5.315*"6, 5.549*"6, 1.891*"6},
{4.936*76, 7.357*"6, 5.817*"6, 5.278*"6},
{4.762*76, 8.383*"6, 6.568*"6},
{5.025*76, 8.898*"6},
{4.824*"6}};
KT = Tabl e[0, {i, 10}, {j, 11-i}];
KunmT [troj uhol nik_]1 : =
Modul e[ {pom j, i}, For[i =1, i <=10, i ++, pom=0; For[j =1, ] <11-i,
j ++, pom=trojuhol nik[[i, j]]+pom KT[[i, j]] =pom]; KT];
KumTr oj uhol ni k = KumT [Tr oj uhol ni k7;

Vyvojove koeficienty

f =Table[0, {j, 9}1;
Vyvoj F[troj uhol nik_] : = lvbdule[{i, i}, For [i =1 59 ]+

>0 trojuhol nik([i, j +1]]]_

fInn ===
.. trojuhol nik[[i, j1]

Vyvoj oveKoefi ci enty = Vyvoj F[KumTr oj uhol ni k];

Kumulativne uhrny skod

X=Table[0, {i, 9}];
ponf : = Modul e[ {pom=1, j},
For[j =1, ] <9, j ++, pom= Vvoj oveKoeficienty[[10-] ]] = pom
Vyvoj oveKoeficienty[[10-j 1] = pom]; Vyvoj oveKoefi ci enty]
Unrny[trojuholnik_, f_71:=Mdule[{}, For[i =2, i <10, i ++,
X[[i -11] =trojuhol nik[[i, 11 -i1]+f[[11-i1]]; XI;
Kurmhr ny = Unr ny [Kunir oj uhol ni k, pon¥];

Rezerva

pom= Sum[KunTr oj uhol ni k[[i, 11-i1], {i, 2, 10}7;
Rezerva = Tot al [Kunbhrny] - pom
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