Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-tyzikalni fakulta

DIPLOMOVA PRACE

Marie Dostalova

Twistorovy operator v symplektické
spinorové geometrii

Matematicky dstav UK

Vedouci diplomové prace: RNDr. Svatopluk Krysl, Ph.D.
Studijni program: Matematika,
Studijni obor: Matematické struktury

Praha 2011



Dékuji svému vedoucimu RNDr. Svatopluku Kryslovi, Ph.D. za aktivni obétavou
a vytrvalou pomoc béhem vypracovavani diplomové prace. Také dékuji dalsim
dvéma ¢lenim Matematického tstavu UK za rady a podmétné pripominky.
Dale chci touto cestou podékovat svym rodi¢tim za jejich podporu béhem
studia a svym pratelim za zajem a povzbudiva slova béhem psani této prace.



Prohlasuji, Ze jsem tuto diplomovou praci vypracovala samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych prament, literatury a dalsich odbornych zdroji.

Beru na védomi, Ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zékona ¢. 121/2000 Sb., autorského zakona v platném znéni, zejména skuteénost,

ze Univerzita Karlova v Praze ma pravo na uzavieni licen¢ni smlouvy o uziti této
prace jako Skolnfho dila podle §60 odst. 1 autorského zakona.

V. dne ............ Podpis autora



Nazev prace: Twistorovy operator v symplektické spinorové geometrii
Autor: Marie Dostalova
Katedra: Matematicky ustav Univerzity Karlovy

Vedouci diplomové prace: RNDr. Svatopluk Krysl, Ph.D., Matematicky tstav
UK, Praha

Abstrakt: Tématem préce je symplektickd spinorova geometrie, jejiz vyzkum za-
pocali D. Shale, B. Kostant a K. Habermannova v tomto vyzkumu pokracovala. V
praci se zabyvame predevsim jednim z takzvanych symplektickych twistorovych
operatoru, které zavedl S. Krysl. Zkoumame jeho pusobeni na redlném prostoru,
chdpaném jako symplektickd varieta. U tohoto operatoru se zabyvame jeho inva-
rianci, regularitou a popisujeme ¢ast jeho jadra na R?, které tvoii reprezentaci
metaplektické grupy, ktera je dvoulistym nakrytim symplektické grupy.

Klicova slova: symplektickd spinorova geometrie, symplektické twistorové ope-
ratory, teorie reprezentaci, Segal-Shale-Weilova reprezentace

Title: Twistor operator in symplectic spin geometry
Author: Marie Dostalova
Department: Mathematical Institute of Charles University, Prague

Supervisor: RNDr. Svatopluk Krysl, Ph.D., Mathematical Institute of Charles
University, Prague

Abstract: The topic of the diploma thesis is symplectic spinor geometry. Its
research was started by D. Shale, B. Kostant and K. Habermann. We focus our
attention to one of the so called symplectic twistor operators introduced by S.
Krysl. We investigate the action of this operator on real even dimensional vector
spaces considered as symplectic manifold, its invariance properties and regularity.
We describe a part of the kernel of the symplectic twistor operator when acting
on symplectic spinors on R%. The kernel forms a representation of the so called
metaplectic group (double cover of the symplectic group).

Keywords: symplectic spinor geometry, symlectic twistor operators, represen-
tation theory, Segal-Shale-Weil representation



6.1 Konstantni feSeni . . . . . . . . . .. .

62 I 2 s ¥ ¥ d

W

12
12
14
17

21
21
25
27

29
29
30
34
37

39
40
44
45
48
50

57
57
59
62
63

65



Uvod

Ve fyzice existuji dva zakladni ptistupy k mechanice. Lagrangeuv piistup klasicky
vede k Riemannové geometrii, zatimco symplektickou geometrii pouzivime v Ha-
miltonové pristupu. Symplekticka spinorova geometrie mize byt tedy chapana ja-
ko jista analogie Riemannovy spinorové geometrie. V obou diferencidlnich geome-
triich pfinasi vyzkum diferencidlnich operatoru podnétné vysledky. Zkoumame-li
napiiklad operator vhodneé spojeny s geometrickou strukturou, lze z jeho analytic-
kych vlastnosti nékdy ziskat cenné informace o vlastnostech podkladové variety.
Praveé takovéto zajimavé vysledky ocekavame pii studiu diferenciélnich operatoru
v symplektickém pripadé.

Pro tuto praci jsme zvolili analyzu symplektického twistorového operatoru,
ktery zavedl S. Krysl a L. Kadl¢akova. Zkoumali jsme jeho vlastnosti a zamérili
jsme se na jeho jadro. Jako motivaci, pro¢ se jadrem zabyvat, uvedme piiklad
Bochner-Laplaceova operatoru na kompaktnich Riemannovych varietach. Ten-
to operator pusobi na prostoru vnéjsich diferencidlnich forem této variety a na
funkcich na plochych Eukleidovych vektorovych prostorech splyva s Laplaceovym
operatorem. Je znamo, ze pokud je prislusnd varieta kompaktni, jadro tohoto
Bochner-Laplaceova operatoru je nejen konecnérozmérné, ale dokonce i to, ze di-
menze jadra tohoto operatoru ztizeného na k-formy je rovna k-tému Bettiho ¢islu
variety nebo, jinak feceno, dimenzi napi. simplicidlni homologie studované vari-
ety. Pro jadro symplektického twistorového operatoru nebo od néj odvozenych
operatoru lze ocekavat podobné vysledky.

Nazna¢me strucné, jak se vlastné k twistovym operatorum dostaneme. V kvan-
tové mechanice vyvstala potfeba nalézt pohybovou rovnici, kterd bude nejen po-
pisovat kvantové mechanicky stav c¢astice, ale bude spliiovat i formalismus Ein-
steinovy specidlni relativity. Takto se objevila otazka, jak nalézt diferencidlni ope-
rator prvnfho fadu puisobici na funkeich definovanych na R*, které maji hodnoty v
¢tyfrozmérném komplexnim vektorovém prostoru - prostoru spinori, jehoz druhé
mocnina bude Laplaceuv operator. Odpovédi bylo zavedeni Diracova operatoru
P. A. M. Diracem.

Diky této motivaci se zajimavou otazkou pro symplektickou geometrii sta-
lo hledani diferencidlniho operatoru prvniho #adu, ktery pusobi na ,funkcich®
definovanych na symplektickém vektorovém prostoru, jehoz druh&d mocnina je
,Laplaceuv operator” prirozené definovany pomoci symplektickych struktur. Tu-
to otazku vyfesila K. Habermannova [8], ktera zavedla takzvany symplekticky
Diraciv operator. Poznamenejme, ze v Riemannové geometrii je nutné brat vice
komponentové funkce - spinorova pole. Vzniké tedy dal$i otézka, co jsou spinory
pro symplektickou grupu. Ukazuje se, Ze za spinorovou reprezentaci v pripadé
symplektické grupy je vhodné vzit tzv. Segal-Shale-Weilovu reprezentaci souvis-
lého dvoulistého nakryti symplektické grupy, tzv. metaplektické grupy.

Twistorovy operator v Riemannové geometrii nalézame pomoci rozkladu vnéj-
sich diferencidlnich forem s hodnotami ve spinorech. Tento rozklad je zajimavy
diky tomu, ze se v ném pfirozené objevuje Diractuv operator jako slozeni vnéjsi
kovariantni derivace a projekce na vhodny ireducibilni podbandl.

Podobné lze i v symplektickém piipadé uvazovat prostor vnéjsich diferenci-
alnich forem s hodnotami ve spinorech a snazit se jej rozlozit. Tento rozklad je



znamy diky préaci S. Krysla [14]. V komplexu podmodula tohoto rozkladu jsou
tedy prirozené definovany symplektické twistorové operatory.

Na cesté za sympletickym twistorovym operatorem seznamime ¢tenare v prvni
kapitole se symplektickym vektorovym prostorem a symplektickou grupou. Dru-
ha kapitola predstavi analytickou stranku véci. Symplekticky twistorovy operator
pusobi na vnéjsich forméach, které maji hodnoty v symplektickych spinorech. Pra-
vé funkce z prostoru zavedeného v druhé kapitole budou hrat roli symplektickych
spinoru. Tteti kapitola predstavi metaplektickou grupu a jeji Segal-Shale-Weilovu
reprezentaci na prostoru symplektickych spinori. Ve ¢tvrté kapitole zopakujeme
zakladni geometrické struktury potiebné ke konstrukci symplektického spinoro-
vého bandlu.

Konec¢né v paté kapitole budou definovany symplektické twistorové operatory.
Pro twistorovy operator T najdeme jeho vyjadreni. Ukadzeme, 7Ze je invariantni
vuci pusobeni metaplektické grupy a je tedy opravdu vhodnym operatorem na
této strukture. Dale ukazeme, ze Tj je regularni a najdeme rovnici popisujici
jeho jadro. V posledni kapitole popiSeme ¢ast jadra symplektického twistorového
operatoru, které tvoii reprezentaci metaplektické grupy, to jest budeme hledat
feSeni jisté parcidlni diferencidlni rovnice, kter& popisuje jadro Tg. Pravé vysledky
obsazené v paté a Sesté kapitole jsou hlavnim pfinosem této préace a jsou z naprosté
vétSiny noveé.



1. Symplekticka linearni algebra

Prvni kapitola seznamuje s pojmy symplektické linearni algebry a se symplek-
tickou grupou a jejimi vlastnostmi. V préaci budeme uvazovat pouze vektorové
prostory nad télesem realnych nebo komplexnich ¢isel.

1.1 Symplekticky vektorovy prostor

V kapitole se seznamime s pojmy symplekticky vektorovy prostor, izotropni, sym-
plekticky a lagrangeovsky podprostor symplektického prostotu. Na konci zavede-
me znaceni pro poc¢itani v soutadnicich, které budeme vyuzivat v riznych ¢astech
této prace.

Definice 1.1.1. Symplekticky vektorovy prostor je dvojice (V,2), kde V je vek-
torovy prostor kone¢né dimenze nad télesem realnych c¢isel R a Q:V xV — R
je bilinearni forma, ktera je antisymetricka a nedegenerovana.

Antisymetrie formy €2 je vyjadiena rovnosti Q(v, w) = —Q(w,v) pro vSechna
v,w € V. Nedegenerovanost € lze vyjadiit dvéma zpusoby. Je-li Q(v,u) = 0 pro
vSechna v € V, pak je u = 0, je prvni zpusob definice. Nebo se definuje zobrazeni
Q, : V. — V* predpisem ,(w) = Q(v,w). Pokud je Q nedegenerovana, je €,
izomorfismus vektorovych prostorii.

Véta 1.1.1. Necht Q je antisymetricka bilinearni forma (ne nutné nedegenerova-
né) na vektorovém prostoru V', ktery méa kone¢nou dimenzi, pak existuje baze

Uly ooy Uy €1+« oy €ny f1,..., [n vektorového prostoru V', ktera spliuje:
Q(us,v) = 0 pro vechna i = 1,...,k a pro vSechna v € V|
Q(e;,ej) = 0 pro viechna 4,5 =1,...,n,
Q(fi, f;) = 0 pro v8echna 4,5 =1,...,n,
Q(e;, fj) = d;; pro vechna ¢, j = 1 .

Poznamka. Poznamenejme, Ze v maticovém zapisu Véta [LITl iikd, Ze existuje
baze, ve které ma forma () tvar

u

Symbol I oznacuje jednotkovou matici fadu n a 0 zna¢i nulovou matici pii-
slusné velikosti.

0 O
Q(v,u)=(—v—=) [0 0
0 -1

O ~N O

Diikaz. Pouzijeme upraveny Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces.

Polozme U = {u € V;Q(u,v) = 0 pro vSechna v € V}. Vyberme bézi
Uy, ..., ur podprostoru U C V a ozna¢me W doplikovy podprostor U ve V,
V=UsW.

Vyberme nenulovy prvek e; € W. Diky nedegenerovanosti {2 na W existuje
prvek f € W takovy, ze Q(er, f) = o # 0. Polozme f; := < f. Protoze Q je
bilinearni zobrazeni, dostavame Q(eq, f1) = 1. Ozna¢me W linearni obal vektora
e1, fi a polozme W = {w € W; Q(w,v) = 0 pro viechna v € W, }.



Ukézeme, ze W lze rozlozit na Wy a W, Zaprvé ovérime, ze W, NW = {0}.
Prvek z priniku mé tvar u = ae; + bf; € Wi N W2 Plati

0= Qu,e1) = —b,

0= Qu, f1) = a.
Koeficienty a,b jsou tedy nulové, tj. u = 0. Dale ukazeme, ze W = W, + W,
Vezméme libovolny prvek v € W. Oznaéme ¢ := Q(v,e;1) a d := Q(v, f1). Prvek v
muzeme zapsat ve tvaru

v = (—cfi +der) + (v+cf) — dey),

kde (—cf; +de;) € Wi a (v+ cfy —dey) € Wi, nebot Qv+ cf) — dej,e;) =0 a
Qv+ cfy — dey, f1) = 0.

Pokra¢ujme v hledani béaze, pokud je Wi # 0. Vyberme nenulovy prvek e, €
WS, Potom diky nedegenerovanosti 2 na W} existuje f € W, ze Qey, f) =
G # 0. Polozime-li fy := %f, dostavame Q(es, fo) = 1. Ozna¢me W5 linearni obal
vektortu es, fo. Takto pokrac¢ujme dale indukci. Nebot V' mé kone¢nou dimenzi,
proces se v néjakém kroku zastavi, a tak dostavame rozklad V =U & W; & Wy ®
DWW, O

Poznamka.
1. Pokud je Q nedegenerovana, je U = {0}, protoze jen pro u = 0 plati
Q(u,v) = 0 pro viechna v € V.

2. Symplekticky vektorovy prostor (V, ) mé sudou dimenzi, protoze dim U =
0 a dim W = 2n, kde W viz v dikazu Véty [LT11

3. V textu budeme déle misto oznaceni baze {e; ..., ey, f1,..., fn} pouzivat
oznaceni {€; ..., €, €ni1,y- .., o}

Definice 1.1.2. Béaze {e;...,e,, €441, ..., €2, } symplektického vektorového pro-
storu (V,Q) se nazyva symplektickd bdize (V,(2), pokud plati Q(e;,e;) = 0 =
Q(enﬂ-, en—i-j) a Q(6i7 en—i-j) = 6@']’; ’L,j = 1, o, N

Vuci symplektické bazi mé symplekticka forma 2 maticové vyjadieni

() = (o) () [

Poznamenejme, ze symplektickd baze je na rozdil od ortogonalni baze uspotrada-
nou mnozinou. Dale poznamenejme, ze dle Véty [L1.I symplektickd béaze existuje.

Piiklad 1. Vektorovy prostor R?" s bazi

~
er = (1,0,...,0), e =1(0,...,0,71,0,...,0),
ens1=(0,...,0, 1 ,0,...,0),..., ez = (0,...,0,1)
n+1

spolu s formou g, ktera méa vuci této bazi matici (_OI é), tvori symplekticky vek-
torovy prostor. Tuto formu €2y nazyvame kanonickou symplektickou formou na
R?" a symplekticky vektorovy prostor (R?", ) nazyvame kanonickym symplek-
tickym vektorovym prostorem.



Priklad 2. Pro libovolny kone¢nérozmérny vektorovy prostor F lze na V =
E @& E* definovat symplektickou strukturu predpisem

Q((u’ Oé), (U’ ﬁ)) - 6(”) - a(v),

kde u,v € F a a,3 € E*. Bud nyni ey,...,e, baze E a €',...,€" duilni ba-
ze prostoru E*, zfejmé (e1,0),...,(e,,0),(0,€1),...,(0,€,) je symplektickd baze
prostoru (V, Q).

Definice 1.1.3. Podprostor W symplektickeho vektorového prostoru (V,) se
nazyva symplekticky, pokud Q| je nedegenerovana.
Podprostor Y symplektickeho vektorového prostoru (V) se nazyva izotropni,

pokud Q|y = 0.

Priiklad 3. Prikladem symplektického podprostoru muze byt podprostor gene-
rovany vektory eq, e, z Prikladu Il Ptikladem izotropniho podprostoru je pod-
prostor generovany vektory eq, es.

Tvrzeni 1.1.2. Bud Y podprostor symplektického vektorového prostoru (V)
koneéné dimenze a Y = {v € V;Q(v,u) = 0 pro viechna u € Y} jeho symplek-
ticky ortogonélni doplnék. Potom plati

dimY + dim Y = dim V. (1.1)
Diikaz. Definujme linearni zobrazeni

¢:V — Y*:=Hom(Y,R)

v Qly.

Pro linearni zobrazeni mezi kone¢nédimenzionalnimi vektorovymi prostory f :
Vi, — Vi, plati dim Im(f) + dim Ker(f) = dim V/,.

Jadro zobrazeni ¢ je Ker(p) = {v € V;Q,(u) = 0 pro viechna u € Y} = Y&

Ukazme, ze Im(p) = Y*. Protoze kazdé Q,|y : Y — R je linearni, je Q, € Y™,
a tedy Im(¢) C Y*. Ukazme, ze Im(p) D Y*. Zvolme libovolné o € Y*. Prostor Y
je podprostor linedrniho vektorového prostoru kone¢né dimenze, a proto existuje
baze {y;}3mY prostoru Y. Ozna¢me a; := a(y;). Protoze Q je nedegenerovana
bilinearni forma na V, existuje pro kazdé + = 1,...,dimY prvek w; € V, ze
Qw;,y;) # 0 a Qw;,y;) = 0 pro j # i. Vynasobme w; vhodnou konstantou,
abychom dostali Q(K;w;, y;) = a;. Polozme v := Z?i:rriy K;w;. Snadno se presvéd-
¢ime, ze O,y = a. Tedy je Im(¢) = Y*. Pro linearni vektorové prostory kone¢né
dimenze plati dimY = dim Y*. ]

Tvrzeni 1.1.3. Pro podprostor Y symplektického vektorového prostoru (V)
kone¢né dimenze je ekvivalentni:

1. Y je symplekticky podprostor,
2. Y NY$® = {0},

3.YaY=V,



Diikaz. 1.=2. Necht v € Y N Y. Tedy v € Y?, tj. Q(v,w) = 0 pro viechna
w € Y dle definice Y, odkud z nedegenerovanosti ]y (Y je symplekticky)
plyne, 7e v = 0, tedy Y N Y*? = {0}.

2.=3. Rovnost Y @ Y = V plyne z toho, 7Ze dimY + dimY® = dimV,
YNY®={0}aY CV,Y2CV.

3.= 1. Pokud prostor V =Y @Y%, pak je Q|y nedegenerovand, protoze jediny
prvek u € Y, pro ktery plati Q(y,u) = 0 pro v8echna y € Y, je 0. O

Tvrzeni 1.1.4. Pro podprostor Y symplektického vektorového prostoru (V)
plati nasledujici vyroky:

1. Y je izotropni podprostor pravé tehdy, kdyz Y C Y.
2. Y je izotropni podprostor, potom je dimY < %dim V.

Diikaz. 1. Jestlize je podprostor Y izotropni, je Qly = 0. Y9 = {v € V;Q(v,u) =
0 pro viechna u € Y'}. Podle definice Y je Y C Y% ekvivalentni tomu, Ze pro
v8echna y € Y plati Q(y,u) = 0 pro v8echna u € Y, coz je Q|y = 0.

2. Plati Y C Y%, tedy dimY < dim Y%, a protoze plati dimY + dimY® =
dim V', dostavame dimY < %dim V. O

Priiklad 4. Podprostor symplektického vektorového prostoru nemusi byt ani sym-
plekticky, ani izotropni. Piikladem muze byt podprostor Y symplektického vek-
torového prostoru (R®, ) generovany vektory ey, esy1, es. Jeho symplekticky or-
togonalni doplnék Y je generovany es, 3, €343.

Existuji i podprostory, pro které plati Y C Y, které se nékdy oznacuji jako
koizotropni podprostory. Jsou jimi napiiklad vSechny podprostory kodimenze 1.

Definice 1.1.4. Lagrangeovsky podprostor Y symplektického vektorového pro-
storu je podprostor splitujici Y = Y. Je tedy izotropni i koizotropni.

Tvrzeni 1.1.5. Lagrangeovsky podprostor je pravé takovy izotropni podprostor,
pro néjz plati dimY = %dim V.

Diikaz. Nechf je Y lagrangeovsky podprostor, tj. Y = Y. Podle Véty [LI4 je
izotropni. Protoze dimY + dim Y = dim V, mame dimY = %dim V.

Necht Y je izotropni a plati dimY = %dim V. Pro izotropni podprostory plati
Y C Y% Pro podprostor symplektického vektorového prostoru podle Tvrzeni
plati dim Y + dim Y = dim V, a proto plati ¥ = Y. O

Piiklad 5. Generatory lagrangeovského podprostoru symplektického vektorové-
ho prostoru (RS, €y) mohou byt napiiklad vektory ey, s, e3 nebo ez, 2, €3.3.

Pro tdplnost dokazme nasledujici tvrzeni, byt je nebudeme v dal§im piimo
potiebovat.

Tvrzeni 1.1.6. Kazda baze ey, ..., e, lagrangeovského symplektického podpro-
storu Y symplektického vektorového prostoru (V, Q) lze rozsifit v bazi ey, . . ., e,,
€nil,---,€opy celého V.



Diikaz. Budeme postupovat indukci podle n.

Pron =1 je dimV = 2. Forma ) je nedegenerovana na V. Pro prvek e; # 0
z béaze lagrangeovského podprostoru Y plati Q(e;,v) = 0 pro v8echna v € Y,
a protoze e; # 0, existuje prvek f € V \Y, pro ktery je Q(er, f) = a # 0.
Definujeme e, = if. Linearni obal ey, e;41 je symplekticky prostor V' a jeho
béze je ey, es.

Pron > 1 je dimV = 2n. Forma 2 je nedegenerovani na V. Protoze prvek e,
z baze lagrangeovského podprostoru Y je nenulovy, existuje prvek f € V\Y pro
ktery je Q(e,, f) = a # 0. Definujeme e,4, =  f. Linearn{ obal e, e,4, oznadi-
me W,,. Forma € je na W,, nedegenerovand, coz znamena, ze W, je symplekticky
podprostor V, dim W,, = 2 a plati pro ngj W,, @ W = V. Prostor W$ je sym-
plekticky a WS O (ey,..., e, 1). Linearni obal (ey,...,e, 1) je lagrangeovsky
podprostor symplektického prostoru W£. Proto mizeme pouZit indukéni predpo-
klad, dim W =2(n—1) aey,...,e, 1 je baze jeho lagrangeovského podprostoru.
Takto ziskand mnozina ey, ..., €., €pa1, - - -, €2, je symplektickd baze V. 0

Poznamka. V praci budeme casto pouzivat kanonicky symplekticky vektorovy
prostor (R?", ). Zvolme symplektickou bézi {e;}?", prostoru R?" a lagrangeov-
ské podprostory L a L’ takove, 7ze L& L' = R* a {e;}1, je baze L a {e;}?", ., je
baze L'. Dimenze L i L' je n. Ozna¢me w;; := Qy(e;, ;). Pro symplektickou bazi
plati w;; = 1, pokud j = n +1, a w;; = —1, pokud j =7 — n, jinak je w;; = 0.

Ozna¢me {e'}?", bazi R*" dualni k {e;}?",. Pro i,j = 1,...,2n definujme
w" pomoci 32" wypw* = 7. Poviimnéme si, ze GZime pres druhy index. Tuto
konvenci vyuzivame, aby stejné jako pro w;; i pro w* platilo w” = 1, pokud
j=mn+1,aw’ =—1, pokud j =i —n, a jinak w¥ = 0.

V symplektickém piipadé podobné jako v Riemannové geometrii budeme né-
kdy potiebovat zdvihat a snizovat indexy. Symplekticka forma €2 je antisymetric-
k&, proto je potfeba dbat na poradi. Mé&jme tenzor nad vektorovym prostorem R2"
zapsany v soufadnicich K d--c-f - Oznatme K, ‘ cd‘”e“‘f = whK de.f

b T TR T g a...b...c

a dale Kambmcd“‘i“‘f = Kambmcd“‘e“'fwei. Tyto konvence budeme hojné uzivat v

kapitole 5.

1.2 Symplekticka grupa

Symplektickd grupa Sp(2n, R) je Lieova grupa. Je mozné setkat se jesté s jednim
typem symplektické grupy, ktera se obvykle zna¢i Sp(n) a sklada se z inverti-
bilnich linearnich zobrazeni prostoru kvaternioni H™. Touto grupou, kterou lze
reprezentovat pomoci komplexnich matic fadu 2n, se ale zabyvat nebudeme. Nasi
pozornost zaméfime na grupu Sp(2n,R) a v této kapitole shrneme jeji vlastnosti,
které budeme potiebovat v dalsim. Na konci kapitoly se zminime o symplektické
Lieové algebre, ktera je neodmyslitelné se symplektickou grupou spojena.

Definice 1.2.1. Symplektickd grupa Sp(2n,R) je grupa vSech automorfismii R?"
zachovavajicich kanonickou symplektickou formu €2

Qo : (2,y) — inyn-i-i - an-l-iyia
i=1 i=1

pro z,y € R?",



To jest Sp(2n,R) je grupa takovych A € GL(2n,R), které spliuji
QO(Avv Aw) = QO(Uu U))
pro viechny v, w € R,

Poznamka. Ozna¢me nyni matici kanonické symplektické formy vici néjaké
symlektické bazi symbolem .J, a pfipomenme, Ze jeji tvar je

0 I
‘]0_(—1 0)’

kde I oznacuje jednotkovou matici fadu n. Ziejmé plati Qo (v, w) = (v, Jow), kde
(-,-) oznacuje kanonicky eukleidovsky skalarni sou¢in na R?".

Prvky Sp(2n,R) jsou pravé matice X, které spliuji X7 .JyX = Jy nebo ekvi-
valentné X JoXT = Jy. Ziejmé Jy € Sp(2n,R) a plati pro ni —Jy = J; ' = JL.
Matice Jy je tedy i ortogondlni.

Pro ¢tvercové matice A, B,C' a D fadu n zapisSme matici X € Sp(2n,R) ve
tvaru X = (ég). Vyjadienim rovnosti X7 JoX = Jy a X JoXT = J, dostavame
pro matice A, B,C a D nasledujici rovnosti

ATC =C"A, B"D=D"Ba A"D-C"B =1, (1.2)

ABT = BAT ¢D" = DC" a AD" — BC" =I. (1.3)
Nasledujici tvrzeni popisuje polarni rozklad pro symplektickou grupu.

Tvrzeni 1.2.1. Kazdou matici X € Sp(2n,R) lze napsat jednoznaéné ve tvaru
X = UP, kde P € Sp(2n,R) je symetrickd pozitivné definitni matice a U €
Sp(2n,R) N O(2n,R), kde O(2n,R) := {A € GL(2n,R); AAT = ATA = I} je
grupa ortogonalnich redlnych matic.

Diikaz. Kazda matice X € GL(2n,R) ma jednoznaény polarni rozklad X = UP,
kde U je ortogondalni matice a P je symetrickd pozitivné definitni. Staci tedy
ukazat, ze U, P € Sp(2n,R). Pro kazdou symplektickou matici plati X1 =
JoX Iyt atedy i

UTp = XY = X T = (G U Ty Y (JoPITY).

Protoze Jy je ortogonalni, je JoUJ;' € O(2n,R). Navic je JoPJ; ' pozitivng
definitni. Diky jednozna¢nosti polarniho rozkladu plati U1 = J,UJ; ' a P77 =
JoPJy !, coz viak znamena, ze U, P € Sp(2n, R). O

N

Tvrzeni 1.2.2. Maximalni kompaktni podgrupa grupy Sp(2n, R) je Sp(2n, R)
O(2n,R).

Diikaz. Necht K je podgrupa Sp(2n,R) obsahujici Sp(2n, R) N O(2n,R). Zvolme
A € K. Matici A lze podle Tvrzeni [[L2.1] (jednoznané) zapsat ve tvaru A = UP,
kde U € Sp(2n,R) N O(2n,R) a P € Sp(2n,R) je symetricka pozitivné definitni
matice. Matice P = U7'A € K, protoze K je podgrupa obsahujici Sp(2n,R) N
0O(2n,R). Pro pozitivné definitni matici P plati PT.J,P = Jy, a proto je bud P =
I, nebo existuje vlastni ¢islo P vetsi nez 1, protoze jak je znamo, soucin vlastnich
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¢isel je roven determinantu. V druhém piipadé P € K~ (Sp(2n,R) N O(2n,R))
a P/ € K pro viechny j € Ny, nebot K je podgrupa. Pak by ale K nemohla
byt kompaktni, protoze by nebyla omezené, nebot eukleidovska norma takovéto
pozitivné definitni matice P splije ||P?|| — oo. Tedy Sp(2n,R) N O(2n,R) je
maximalni kompaktni podgrupa Sp(2n,R). O

Poznamka. Eukleidovskou normou matice A fadu m minime &islo
m
IA|| == maz{>_ |ayl;i =1,...,m}.
j=1

Identifikujeme-li R?" a C" pomoci (z,y) — x + iy, potom plati
Sp(2n,R) N O(2n,R) = U(n),

kde unitarni grupa U(n) je U(n) := {A € M,(C); ATA = I} a M,,(C) znaéi ¢tver-
cové komplexni matice fadu n. Tvrzeni [[L2.2] tedy tik4, Ze maximéalni kompaktni
podgrupa Sp(2n,R) je unitarni grupa U(n).

Tvrzeni 1.2.3. Grupa Sp(2n,R) je obloukové souvisla a jeji fundamentalni grupa
je Z.

Diikaz. Pro dikaz souvislosti a faktu o fundamentalni grupé viz G. Folland [6]
Propositon 4.8]. Jen struéné feknéme, ze se druha ¢ast tvrzeni opird o fakt, ze
Lieova grupa a jeji maximalni kompaktni podgrupa maji stejnou fundamental-
ni grupu. K dikazu obloukové souvislosti Sp(2n,R) se vyuzije polarni rozklad
symplektickych matic 2.1 O

V dal$im najdeme generatory symplektické grupy. Definujme mnoziny:

D= { (lg (D91)T) D e GL(n,R)},

N o= { (I N) ;NeGL(n,R)’N:NT}’

0 I
Ne=1 (1 %, NeaLmRr),N=NT
— N I/ S (TL, )7 - )

které jsou podgrupami Sp(2n,R), jak lze ukazat pfimym vypoctem.
Tvrzeni 1.2.4. Plati

NDN = { (é ZB;) € Sp(QH,R);detA%O}.

Ditkaz. Necht (¢ %) €D, (37) €Na (57) €N Pak

I 0\ (FE 0 I F\ [(FE EF

¢ 1)\o &)\ 1)~ \cE GEF+(EYHYT)
Polome A = E, detE # 0, F = A™'B, G = CA™' a D = GEF + (E~1)T.
Podle (L2) a (L3) jsou F = A'B = BTAY" = FT a G = CA™! symetrické a

D=ACTB+ (A YT =CA'B+ (A YT, coz se rovna GEF + (E"H)T. O
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Tvrzeni 1.2.5. Grupa Sp(2n, R) je generovand DUN U {.Jy} nebo také DUN U

{Jo}

Diikaz. Pro dikaz viz G. Folland [6, Proposition 4.10]. Uvedme jen, Ze se diukaz
opird o Tvrzeni [[.2.4 a Tvrzeni [ 2.3 O

Definice 1.2.2. Symplektickd Lieova algebra je
sp(2n,R) = {A € My, (R); A" Jy + JoA = 0}.

Poznamka. Lze ukazat, ze symplektickd Lieova algebra je skutecné Lieova alge-
bra symplektické Lieovy grupy Sp(2n,R).

Poznamka. Prvky symplektické Lieovy algebry jsou pravé endomorfismy A pro-
storu R?" spliiujici pro véechny v, w € R??

Qo(Av, w) 4+ Qo (v, Aw) = 0.
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2. Prostor A a jeho baze

Tato kapitola pojednava o analytické strance symplektické spinorové geometrie.

2.1 Fréchetovy vektorové prostory

Nez budeme definovat prostor A, seznamme se s topologickou strukturou Fréche-
tovych vektorovych prostori, jejichz prikladem bude i prostor A, definovany v
druhé podkapitole.

Pokud hovotime o topologickém vektorovém prostoru, minime tim v této pra-
ci vektorovy prostor vybaveny topologii, vii¢i niz jsou operace s¢itani vektoru a
nasobeni vektoru skalarem spojité, a navic pozadujeme, aby prostor byl Hausdor-
ffav.

Pomoci systému seminorem na vektorovém prostoru lze definovat topologii na
tomto vektorovém prostoru.

Definice 2.1.1. Bud X vektorovy prostor a P := {p;;i € I} systém seminorem
na vektorovém prostoru X. Oteviend koule vici systému seminorem P o poloméru
e ={e;}ier se stiedem v bodé xy € X je mnozina bodu x € X, které spliuji ¢; >
pi(r — x0),&; > 0, pro kone¢né mnoho indexu i € I. Topologii uréenou systémem
seminorem P minime takovou, jez je generovana systémem vSech otevienych kouli
Vici systému seminorem P. Tuto topologii budeme znacit 7p.

Tvrzeni 2.1.1. Pravé definovany systém otevienych kouli vici systému semino-
rem tvori bazi topologie na X.

Diikaz. Podmnoziny X, které jsou sjednocenimi a kone¢nymi pruniky vyse defi-
novanych kouli se stfedy ve vSech bodech prostoru X, spliuji axiomy topologie.
Systém vSech kouli tvoii bazi této topologie, protoze sjednoceni téchto kouli jisté
pokryva X. A také plati, ze pro kazdé x € By N By, kde By, B, jsou dvé oteviené
koule, existuje B oteviena koule, 7e x € B C B1N By, jak plyne z definice systému
seminorem. ]

Poznamka. Pokud definujeme topologii jen jednou seminormou p, kterd vsak
neni normou, jisté existuje 0 # = € X, ze p(x) = 0. Kazdé okoli poc¢atku pak
tento bod obsahuje a topologie definovanid seminormou p ziejmé nespliuje od-
délovaci axiom Hausdorffova prostoru. Na druhou stranu lze dokézat, ze pokud
je systém seminorem takovy, ze pro kazdé 0 # z € X existuje seminorma p ze
systému seminorem, ze p(z) # 0, pak tento systém seminorem definuje topologii
Hausdorffova prostoru.Viz Y. Choquet-Bruhat |5 str. 424].

Tvrzeni 2.1.2. Bud Q = {¢;;i € I} spoetny systém seminorem na vektorovém
prostoru X takovy, ze pro kazdé 0 # = € X existuje i € I, ze ¢;(z) # 0. Pak
topologie definovana systémem seminorem Q je metrizovatelnd. To znamena, ze
existuje metrika p na X, pro niz jsou oteviené pravé takové mnoziny ¥ C X, jez
jsou oteviené v topologii 7o.
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Diikaz. Ukazme, Ze topologie 7o definovana systémem seminorem Q je totozné s
topologii 7, definovanou transla¢né invariantni metrikou

o0

L 1 Qi(l" - y)
p(z,y) == ; gm

Nejdiive ukazme, Ze p je dobfe definovand, to jest Ze suma konverguje. To plyne
z faktu, ze 0 < 157 < 1 pro a > 0 a z toho, ze Y oco 2i konverguje. Dale ovétrime,
ze p je translacné invariantni metrika. Pro zobrazeni p a pro vSechna z,y € X
ziejmé plati p(x,y) > 0, p(x,y) = p(y, z) a p(x,y) = 0 = x = y. Trojihelnikova

nerovnost pro x,y, z € X plyne z nerovnosti

gi(r — 2) gz —y)+aqy —2) gi(r —y) ¢y — 2)
Tt o —2)  Tta@-—9ta-2 1ta@—y)  1tay—2

kde prvni nerovnost plati diky tomu, 7Ze g; je seminorma a druha nerovnost plati
pro vSechna kladna realna ¢isla. Zobrazeni je transla¢né invariantni, nebot plati
p(z+h,y+h) = p(z,y) pro kazdé h € X, jak plyne z rovnosti ¢;(z —y) = ¢;(z —
h—(y—h)), i € I. Diky tomu, Ze p je translatné invariantni, staci ukézat, Ze jsou
o 1 4¢i(x)
i=0 2% 14q;(x)

n implikuje, ze existuji vhodna &;, Ze ¢;(x) < €; pro i z kone¢né indexové mnoziny
I. Proto z lezi v oteviené mnoZiné definované ¢;(x — 0) < &; pro 7 z kone¢né
indexové mnoziny I. Na druhou stranu zobrazeni x — p(0, z) je spojité v topologii

Tg. Proto kazdé okoli nuly v topologii 7, lezi i v topologii 7. O

topologie 7g a 7, totozné na okolich nuly. Jestlize p(x,0) < 7, pak >

Definice 2.1.2. Necht (X, 7) je topologicky vektorovy prostor, ktery ma lokal-
ni bazi topologie tvoirenou konvexnimi mnozinami. Potom prostor X nazyvame
lokdlné konvexnt.

Nasledujici tvrzeni, které uvadi Y. Choquet-Bruhat [5] str. 424|, dava do sou-
vislosti topologii definovanou seminormami a lokalni konvexnost. Obdobna vlast-
nost plati i pro topologie definované normou na vektorovém prostoru.

Tvrzeni 2.1.3. Topologicky vektorovy prostor X, jehoz topologii lze definovat
spocetnym systémem seminorem, je lokalné konvexni. Naopak plati, ze pro topo-
logii lokalné konvexniho vektorového prostoru lze najit definujici systém semino-
rem.

Definice 2.1.3. Topologicky vektorovy prostor X je Fréchetiv vektorovy prostor,
jestlize je uplny a jeho topologii lze definovat spocetnym systémem seminorem.

Poznamka. Fréchetiv vektorovy prostor lze definovat ekvivalentné jako topo-
logicky vektorovy prostor, ktery je uplny, lokalné konvexni a jehoz topologie lze
definovat transla¢né invariantni metrikou.

Poznamka. Kazdy Banachiv prostor je Fréchetuv. Metrika ur¢ena d(z,y) :=
|z — yl|, jez je transla¢né invariantni, indukuje lokalné konvexni topologii, vaci
niz je prostor uplny.

Priklad 6. Prostor R" s klasickou kartézskou metrikou je Fréchetiv.
Schwartziv prostor S(R™) rychle klesajicich funkci je Fréchetuv vektorovy
prostor.
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Dal$imi uzivanymi Fréchetovymi vektorovymi prostory jsou predevs§im rizné
prostory funkei spolu s vhodnym systémem seminorem, napiiklad C*°(R) se sys-
témem seminorem || ||y, := sup{|D® f(z)|;x € [-n,n]}, pro viechny n, k € Ny.

Definice 2.1.4. Necht V' a W jsou dva Fréchetovy vektorové prostory a {g; }ien,
je systém seminorem definujici strukturu Fréchetova vektorového prostoru W.
Zobrazeni F' : V — W nazveme hladké, pokud ¢;0 F' : V — C je hladké pro kazdé
1 € Np.

V nésledujicim uvedeme oproti bézné praxi mirné rozsitenou definici Schau-
derovy baze.

Definice 2.1.5. Bud X Fréchetuv vektorovy prostor. Posloupnost {x,}>°, C X
je Schauderovou bdzi prostoru X, jestlize je mozno kazdy prvek x € X zapsat

jednoznacné ve tvaru
o

T = E CnTn, Cn € R.
n=1
Poznamka. V§imnéme si, ze definice mluvi jen o pfipadu, ze Schauderovu bézi
lze ve Fréchetové vektorovém prostoru zavést, coz je vSak predpoklad, ktery neni
vzdy splnén.

2.2 Prostor rychle klesajicich analytickych funkci

V této podkapitole se seznamime s prostorem A rychle klesajicich analytickych
funkci, pro ktery plati A C S(R") C L*(R"), kde S(R™) oznacuje Schwartziiv
prostor rychle klesajicich funkci a L?(R™) prostor komplexné hodnotovych funk-
ci na R”, které jsou lebesgueovsky integrovatelné v druhé mocniné. Prostor A
vyuzijeme v této praci pro konstrukci prostoru symplektickych spinorovych po-
li nad symplektickymi varietami. Na konci kapitoly se sezndmime s Fourierovou
transformaci, ktera hraje dilezitou roli v Segal-Shale-Weilové reprezentaci.

Definice 2.2.1. Ozna¢me A vektorovy prostor vSech analytickych funkci defino-
vanych na R"™ rychle klesajicich v nekonecnu, tj.
A = {f eC’R"); | }im x*Dgaf(x) = 0 pro kazdé «, § € N( },
x||—-400
kde C¥(R") zna¢i analytické funkce na R, z® = z{' - ... 2% a = (aq,...,q,) €
Nj a symbol Dg znaci derivace piisluSnych proménnych a prislusnych radi, tj.
Ds = 2 S L - (B1,...,0,) € Nj. Poznamenejme, ze «, 5 € NI se

8mf1 ' dxin’
nazyvaji multiindexy. Oznac¢me |a| := Y"1 | a; pro kazdy a = (aq,...,a,) € Nj
aal:=o...

Poznamka. Prostor A je podprostor Schwartzova prostoru S(R™) hladkych rych-
le klesajicich funkci, ktery je na druhou stranu husty podprostor prostoru L*(R™).

Zopakujme néasledujici klasickou definici.

Definice 2.2.2. Necht (P, p) je metricky prostor, f,, f: (P,p) — R pron € N.
Posloupnost funkci f,, konverguje stejnomérné k funkci f (oznaceni: f, = f),
jestlize pro kazdé € > 0 existuje ng € N, ze pro kazdé n > ng a pro kazdé xr € P

je |fulz) — f(2)] <e.
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Tvrzeni 2.2.1. Necht (P, p) je metricky prostor, f,, f : (P,p) — R pron € N.
Pak f, = f na P praveé tehdy, kdyz

lim sup|f, () = f(x)| = 0.

n—=o0 zeP

Diikaz. Pozadované ekvivalence je jen jiné zapsani definice stejnomérné konver-
gence. ]

Pro o, € Nj a N € N zavedme nésledujici systém funkei na A

Gop(f) := sup [z®Dsf(x)],

TERM
IFllx = max {gas(f); [l [B] < N}.
a,BeNG
Tvrzeni 2.2.2. Systém zobrazeni || - ||y je systém seminorem na A.

Diikaz. 7 definice A plyne, Ze g, a || - ||x zobrazuji do R. Jak déle snadno
nahlédneme, g, g jsou pozitivné homogenni, nebot pro a € C a f € A plati

d5(af) = sup [a" Dyaf(x)| = sup |a°aDsf ()| = lalgo ().
TER™ TER™

Diky aditivité derivace je g, g subaditivni, jak plyne z trojuhelnikové nerovnosti.
O

Obecné poznatky z predchozi Kapitoly 2.1] vyuZijme pro prostor A. Jiz jsme
definovali spocetny systém seminorem ||-||x, N € N, a z dikazu Véty 2212 mame,
ze zobrazeni p, definované néasledujicim piedpisem

[e.e]

pA(f;g) — Z 1 ||f_g||N

oON _
2V 1+ f —glly
je transla¢né invariantni metrika na A.

Véta 2.2.3. Konvergence posloupnosti elementi z A implikuje stejnomérnou
konvergenci téchto elementi branych jako analytické funkce na R™.

Diikaz. Jako dusledek Moore-Osgoodovy véty o zameéné limity stejnomérné kon-
vergentnich funkci v metrickém prostoru dostavame, ze analytické funkce stej-
nomérné konverguji k analytické funkci. Staci si uvédomit, ze k tomuto tvrzeni
potfebujeme zaménit limitu a sumu, na kterou muzeme pohlizet jako na limitu
¢astecnych soucti.

Konvergence v metrice p4 implikuje konvergenci v g,g mimo jiné i pro o, § =
0, ktera implikuje konvergenci prislusnych suprém. Podle predchoziho Tvrzeni
2.2.1] je konvergence suprém ekvivalentni se stejnomérnou konvergenci. O

Véta 2.2.4. Prostor A je Fréchetiv vektorovy prostor.

Diikaz. Jak jsme ukézali vySe, topologii na prostoru A lze definovat jak pomoci
systému seminorem, tak pomoci translacné invariantni metriky. Takto definovana
topologie je podle Tvrzeni [2Z1.3]lokalné konvexni. Prostor A je Hausdorffuv podle
Poznamky pred Vétou 212 protoZze pro kazdou f # 0 zfejmé existuje «, 3, Ze
dap(f) # 0, a tedy existuje N, pro néz je || f||x # 0. Z Véty 223 plyne tplnost
prostoru A, nebot konvergence f, — f v prostoru A implikuje stejnomérnou
konvergenci, jak jsme dokazali vyse. O
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Definice 2.2.3. Pro komplexni integrovatelnou funkci f € L'(R™), definujeme
jeji Fourierovu transformaci F f predpisem

(FE) = (&) = / e £ (2)da

R

a opacnou Fourierovu transformact F_1 f predpisem

(Fouf)(x) = fla) = / e £ (6 de,

R
kde x, £ € R™ a (-, ) je kanonicky skalarni sou¢in v R".

Poznamka. Pouzivaji se i jiné konvence pro Fourierovy transformace, které lze
jednotné charakterizovat pomoci tii parametri A, B,k € R~{0}.

FN©Q = A" [ fapdr, (Fap)(©) =B [ e )i, € € B

R" R"

Cisla A, Bak jsou navzajem vazana vztahem AB = g Viz napriklad J. Kopacek
[12, Definice 18.1a.|.

Véta 2.2.5. Fourierova transformace F a opa¢né Fourierova transformace F_;
jsou vzajemné inverzni spojita zobrazeni S(R™) na S(R™).

Diikaz. Viz napiiklad J. Kopacek [12, Véta 18.7.]. O

Nyni dokdzeme vétu, kterou budeme potiebovat pii definici analytické Segal-
Shale-Weilovy reprezentace.

Véta 2.2.6. Fourierova transformace je bijekce na A.

Diikaz. Prostor analytickych funkei rychle klesajicich v nekone¢nu je podprostor
Schwartzova prostoru S(R™). Fourierova transformace podle predchozi Véty
zachovava S(R™), a proto sta¢i ukazat, Ze Fourierova transformace analytické
funkce je analytickd funkce. Zvolme funkci f € A. Tato je rovna své Taylorové
fadé v néjakém okoli kazdého bodu R". Zvolme tedy bod & € R" a oznac¢me
K C R"™ okoli, ve kterém f je rovna své Taylorové fadé se stiedem v &, tj.

kde « je multiindex. Jeji Fourierova transformace ma tvar

Fr@)e - |7(Z @@

a!
O (&= &)% it
= e TNES) .
/R Za: ox® () a!
Taylorova fada konverguje absolutné pro viechna z € K a |e 2™®¢| < 1, a proto
i astecné soudty s30°(x) == D laf<N ‘%@@We—zm’(m)} konverguji a jejich
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limita je z prostoru A. Podle Véty 2.2.3] konvergence v prostoru A implikuje
stejnomérnou konvergenci funkci z prostoru A. Proto Castecné soucty sf@’é(x)
stejnomérné konverguji, a tedy lze zaménit sumu a integral.

Vime tedy jiz, ze plati 7 : A — A. Obdobné dokadzeme, ze plati F_; :
A — A. Stejné jako ve Schwartzové prostoru S(R") plati FoF_y =F_10F =
Id. (Ptislusné zamény integrala lze provést ze stejnych davoda jako v S(R™) D
A) O

2.2.1 Hermiteovy polynomy

Hermiteovy polynomy tvoif ortogonalni bazi L?(R) uvazovaného s vahou e a od
nich odvozené Hermiteovy funkce tvoii ortogonélni bazi pifmo prostoru L?(R).
Uplnost systému Hermiteovych funkci v L?(R) nebudeme dokazovat. Pouze se
seznamime s jejich zadkladnimi vlastnostmi. Pro vice informaci viz N. N. Lebedev
[16].

Definice 2.2.4. Pro n = Ny definujme n-ty Hermitetv polynom piedpisem

22 d"” g2

dm”e

H,(x):=(-1)"e

Nékolik prvnich Hermiteovych polynomi je

jak se lze snadno presvédcit dosazenim. Poznamenejme, Ze vzorec pro n-ty Her-
mitev polynom lze psat ve tvaru

/2l e ,
H,(z) = ; 7]{!((71 _> Qk)!(zx)n 3

kde |-] znaci dolni celou ¢ast. Dukaz viz N. N. Lebedev [16]. Tento vzorec vSak
nebudeme v dalsim potiebovat.

Poznamka. Pravé definované Hermiteovy polynomy se nékdy oznacuji jako ,fy-
zikadlni“ Hermiteovy polynomy. V teorii pravdépodobnosti se mizeme setkat s
(tzv. pravdépodobnostnimi) Hermiteovymi polynomy HP™ = (—1)”e§ Cgc—nne_g,
které s fyzikidlnimi souviseji nasledujicim vztahem H, (z) = 22 H?"*(1/2x) a jsou

normované tak, aby jejich vedouci koeficient byl 1.

Definice 2.2.5. Bud {a, }>°, posloupnost realnych nebo komplexnich &isel. Rek-
neme, ze {a,} ma generujici funkci a(t), jestlize

e}

a(t) = Z a,t"

n=0

konverguje alespoi pro néjaké 0 £t € C.
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Neékdy se generujici funkce nazyva vytvorujici funkce.

Tvrzeni 2.2.7. Posloupnost {3 H,(z)}52, ma generujici funkci w(t, z) = e2ut—t?,

To jest

62wt—t2 _

1

—H, (x)t" (2.1)

WK

S
I
o

pro vSechna x € R.

Diikaz. Funkce w(x,t) je cela funkce (= holomorfni na C) v proménné t, tj.
konverguje ke své Taylorové fadé na celém C, a proto

| z,t)
2rt t - n
Wi t) Z n! [ atn L:Ot

n=0

pro |t| < +o0. Dokazované plyne z rovnosti

0w 2 [ O" 2 2 (9"6‘“2
o7 | 2 —(z—t) — (—1)2e" =H .
5] [ ] e T | =

Nyni se budeme snazit nalézt rekurentni vztah pro Hermiteovy polynomy.
Generujici funkce w(x,t) jisté spliiuje rovnici

ow

En — (22 — 2w =0,

jak se lze presvédcit piimym vypoctem. Do rovnice dosadme rovnost ([2I) a
vyuzijme toho, Ze mocninnou fadu lze derivovat ¢len po ¢lenu na otevieném
kruhu konvergence. Dostavame

[e.e]

o H”“ — 2% Z t” +2 Z t"+1 0.

n=0

Mocninna fada je rovna nule pro vSechna |t| < oo, pokud je roven nule koeficient
u kazdé mocniny t", a tak plati rovnost

Hyi(z) —22H,(x) +2nH,_1(z) =0 (2.2)

pro vSechna n € N. Tim jsme ziskali rekurentni vztah pro vypocet Hermiteovych
polynomii, poloZime-li Hy(x) =1, Hy(x) = 2.

Dalsi vztah pro Hermiteovy polynomy ziskdme dosazenim formule z Véty 2.1]
do rovnice

— — 2tw =
o w =0,

kterou generujici funkce w(z,t) také jisté spliuje. Obdrzime

; JI) n G H”(x) n+1

n=0 n n=0
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Derivovat podle proménné x opravdu muzeme ¢len po ¢lenu diky tomu, ze suma

H . . . 1 . 1.
> :;(,z) konverguje stejnomérné pro kazdé |x| < a, kde 0 < a je vhodné realné
or . H! (z) - . c . . . -
¢islo, derivace % jsou vlastni a suma derivaci konverguje. Srovname-li k sobé

¢leny u t", ziskdme vztah

H/(x) =2nH, () (2.3)

pro vSechna n € N.
Dalsi uziteény vztah pro Hermiteovy polynomy ziskdme dosazenim (2.3) do

(W)
Hyir(2) — 20H,(2) + H' (z) = 0. (2.4)

Tvrzeni 2.2.8. Hermiteovy polynomy jsou feSenim takzvané Hermiteovy rovnice
y" — 22y’ + 2ny = 0.

Diikaz. Derivovanim vztahu (2:4) podle proménné z a naslednou tpravou podle
vzorce (23) obdrzime

H/(x) — 2xH] + 2nH,(z) = 0, (2.5)
odkud je vidét, ze Hermiteuv polynom H,,(x) Fesi diferencialni rovnici pro vSechna

’TLEN(). ]

Tvrzeni 2.2.9. Hermiteovy polynomy jsou ortogondlni s vahou e~* na intervalu

(—00, 00) vitdi skalarnimu souc¢inu na L*(R). To jest pro m # n plati
/ e_IQHm(x)Hn(x)dx =0.

— o0

22
Diikaz. Polozme u,(z) := e~ = H,(z). Funkce u(z) fesi diferencialni rovnici
u + (2n+1—2%)u, =0

pro vSechna n € N, jak se muzeme presvédcit jejich pifimym dosazenim a vyuzitim
vzorce (2.3). Tedy plati i rovnosti pro n,m
" 2
Up U + (20 + 1 — 2%)uyty, =0
" 2
up g, + (2m+ 1 — 2%)uyu,, = 0.
Odettenim rovnic od sebe a vyuZzitim toho, ze & (u),tn, — ul,u,) = Uty + ul,ul, —
!, " 2 d
w, U, — Uy Uy, dostavame
4 mUn) + 2( ) =0
%(unum — Uy, Up n — m)uyt,y, = 0.

Integrujeme-li tuto rovnost, dostaneme

[e.e]

d

/ d—(u;um —u ) + 2(n — m)uyumde =0
T

[l U, — U )™+ 2(n —m) / UpUpdr = 0.
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Spoc¢téme hodnotu integralu

o0

/ e " H,(z)H,(z)dz.

— 00

Vyjdéme z rovnosti ([2.2)), kde zaméhme n za n — 1. Tuto rovnost vynasobme
H,(x). Dostaneme vyraz

H*(x) — 20H,(z)H,_1(z) + 2(n — 1)H, () H, _o(x) = 0,

od kterého ode¢téme nulu v podobé vyrazu ([2:2) vynasobeného H,_i(z). Pro
n =2,3,... dostaneme

H%(x) +2(n — V) H,(2)H,_o(z) — Hyyr(2)H,y 1 (z) — 2nH?2_(7) = 0.

Tuto rovnost vynasobme e a zintegrujme. Dostavame tak nésledujici reku-
rentni rovnost pro n = 2,3,..., kde dva zbyvajici integraly jsou nulové diky
ortogonalité:
o0 o0
/e_szfL(x)dx:%z/e_IQHZ_l(x)dx.
—00 —00
Jejim opakovanym pouzitim ziskame
[e.e] o0 [e.e]
/ e~ H2(z)dz = 2" 'nl / e " H(z)dz = 2" / e~ 222 dx = 2"nl/T
—0o0 —o0 —0o0
pro n = 2,3,.... Pifimym vypoctem zjistime, Ze formule plati i pro n = 0, 1.
Celkoveé pro n € Ny je
o0
/ e~ H2(x)dx = 2"nl\/T.
— 0o

Predesly vypocet dava ,,smysl“ néasledujici definici.

Definice 2.2.6. Hermiteovy funkce pro n € Ny jsou

22
Un(z) = (2"nI/T) 26T H, ().
Tvrzeni 2.2.10. Hermiteovy funkce tvoii ortonormalni systém v L?(R).

Diikaz. Tvrzeni plyne z predeslého vypoctu, definice Hermiteovych funkci a z
ortogonality Hermiteovych polynomii v L?(R) véi integralnimu skalarnimu sou-
¢inu. N

Poznamka. Déile by bylo vhodné dokazat, ze Hermiteovy funkce jsou dokonce
uplnym ortonormalnim systémem. Odtud by snadno plynulo, Ze tvoii Schaudero-
vu bazi A. V tomto piistupu nakonec pokracovat nebudeme. Davame vSak ¢tenari
moznost uvédomit si tento fakt.
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3. Segal-Shale-Weilova reprezentace

V této kapitole se sezndmime s aparatem potiebnym k zavedeni Segal-Shale-
Weilovy reprezentace. Budeme definovat Heisenbergovu grupu a jeji Schrodinge-
rovu reprezentaci, od niz se dostaneme k Segal-Shale-Weilové reprezentaci me-
taplektické grupy na L?*(IL). Metaplektickd grupa hraje v symplektické geometrii
podobnou roli jako spin grupa v Riemannové pripadé.

Piipomenme, Ze podle Poznamky na konci Kapitoly [L1] znacime IL, " lagran-
geovské podprostory kanonického symplektického vektorového prostoru (R**, Q)
takové, 7ze L @ I’ = R?". Pfipomeiime, Ze prostory L a I’ jsou izomorfni R".

3.1 Heisenbergova grupa a jeji Schrodingerova re-
prezentace

Pojmem Heisenbergova grupa se vétSinou mini grupa hornich trojihelnikovych
3 x 3 matic, které maji na diagonale jednotky. My vSak vyuzijeme vice abstraktni
definici Heisenbergovy grupy. Poznamenejme, Ze v pripadé matic 3 x 3 se tato
grupa mize vyuzit k popisu jednodimenzionalniho kvantového systému.

Definice 3.1.1. Bud (V,w) symplekticky vektorovy prostor. Heisenbergova grupa
H(V) je grupa s nosnou mnozinou V' x R a s grupovou operaci

1
(,UV:E) ’ (w7y) = <U+w,x+y+ 50&)(21,’[1}))7
kde (v,z), (w,y) € V x R. Ozna¢me H(n) Heisenbergovu grupu H(R?>") pro
kanonicky symplekticky vektorovy prostor (R?", €2).

Poznamka. Heisenbergovu grupu H(n) lze reprezentovat néasledujicim zptisobem.
V souladu s Poznamkou na konci Kapitoly [Tl volime jako baze lagrangeovskych
podprostorii L, I’ prvnich n a druhych n prvki kanonické symplektické baze R?".
Bud v € L, w € L' ax € R, pak prvek (v, w, ) grupy H(n) mizeme reprezentovat
matici

1 v =z

0 I w

0 0 1
Zde I znaci jednotkovou matici fadu n, v je fadkovy a w je sloupcovy n slozkovy

vektor. Nésobeni na téchto prvcich je dano A- B = 1(AB + BA). Lehce se ovéi,
ze takto definované nasobeni odpovida nasobeni v H(n).

Lemma 3.1.1. Centrum Heisenbergovy grupy je Z(H) = {(v,z);v =0} = R.
Diikaz. Centrum grupy tvori prvky, které komutuji s libovolnym prvkem grupy.
Pro prvek centra (v, z) a libovolny prvek (w,y) € H(V) tedy plati

1 1
(Uv JI)(’UJ, y) = <’U—|—U}, l"i‘y‘i‘iw(v, U))) = <’UJ+U, y+x+§w(w7 U)) = (U), y)'(vv JI)

Sc¢itani ve V a R je komutativni. Hledame tedy jen prvky (v, z), pro které plati
w(w,v) = w(v,w) pro kazdé w € V. Toto vSak z nedegenerovanosti w plati jen
pro v = 0. 0
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Poznamka. Heisenbergova grupa je prostiedni ¢len kratké exaktni posloupnosti

(%2}
0—=R—~-=HV)_ _V—=0

- ?

¥

jak plyne z definice kratké exaktni posloupnosti a Heisenbergovy grupy. Plati
totiz p ot = 0 a Kerp C Im. Zobrazeni ¢ : v — (v,0) je ziejmé grupovy
homomorfismus, protoze plati ¢ (u + v) = ¥(u) + ¢ (v) pro vSechna u,v € V.
Poznamenejme navic, ze posloupnost je $tépitelna, nebot pro vSechna w € V

plati (p oY) (w) = w, a tedy p op = Id|y.

Definice 3.1.2. Necht G je Lieova grupa, necht W je topologicky vektorovy
prostor a necht Aut(W) znadi v8echna spojita linearni zobrazeni z W na W,
kterd maji spojitou inverzi. Homomorfismus grup v : G — Aut(W) nazveme
reprezentaci grupy G, pokud t : G x W — W definované vztahem t(g,v) := t(g)v
je spojité. Prostor W se nazyva G-modul nebo téz reprezentacni prostor.

Reprezentace se nazyva unitdrni, pokud je W Hilbetuv prostor a Im(r) C
U(W), kde U(W) zna¢ime grupu unitarnich operatori na W, tj. takovych ope-
ratori A, které spliuji ATA = I, kde I zna¢i identicky operator.

Poznamenejme, ze G x W uvazujeme s klasickou sou¢inovou topologii. Slozeni
dvou zobrazeni, kterd maji spojitou inverzi, je opét spojité zobrazeni se spojitou
inverzi, a proto je Aut(W) grupa. Jednotka je ziejmé identické zobrazeni.

Pripomenme, Ze zobrazeni ¢ : M — N mezi dvéma varietami dimenzi m,n s
atlasy {UM oM} {Uév, gpév}g se nazyva hladké, pokud je hladké (C*) zobrazeni
gpév oo (M)~ : R™ — R" pro vSechna «, 3 z indexovych mnozin I, J map
atlasu M a N.

Zobrazeni v : G — W, kde G je Lieova grupa a W je komplexni topo-
logicky vektorovy prostor, je hladké, pokud pro kazdé v* € W* je zobrazeni
gr— vt (w(g)) € C hladkeé jako zobrazeni z variety do komplexnich ¢isel. (Symbo-
lem W* zna¢ime klasicky prostor vSech spojitych linearnich funkcionala na W.)

Definice 3.1.3. Bud t je reprezentace grupy G na topologickém vektorovém W.

1) Podprostor W/ C W se nazyva G-invariantni, pokud v(a)W' C W’ pro
v8echna a € G.

2) Reprezentace t se nazyva ireducibilni, pokud jediné G-invariantni uzaviené
podprostory W jsou {0} a celé .
Na prostoru L?(IL) ozna¢me operator identity symbolem I. Déle bud operator
X =377 | X/ dan nasobenim X7f := 27 f a operator D = " | D; bud tvaru
D;f = ﬁ% pro f € L*(L). Operator D je ziejmé neomezeny na L?(L).
Definice 3.1.4. Schridingerova reprezentace H(L @ L) na Hilbertové prostoru
L?(L) je homomorfismus tg : H(L @ L') — Aut(L*(L)) definovany predpisem

ts(p, q,t) _ €2m‘(tl+pD+qX)’

kde (p,q.t) € H(L & L).
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Plati el f(z) = e f(z) a 2™ PP+aX) f (1) = e2mias+mipa f (1 4 p), jak je ukdzano
v G. Folland [6], str. 22, 23]. Schrédingerova reprezentace je tedy dana predpisem

(ts(p, . t) f) () = 2™ EHa+300) f (g 4 p),

kde (p,q,t) e HL®L'), f: R* — C, x € R". Z tohoto vyjadieni plyne i jeji
spojitost ve smyslu Definice [3.1.2]

PovSimnéme si, jak reprezentace piisobi na prvcich centra Heisenbergovy gru-
py. Pro kazdé t € R a f € L*(L) je

t5(0,0,)f =™ f,
to jest pusobeni prvkiu centra je nidsobeni skaldrem.
Tvrzeni 3.1.2. Schrodingerova reprezentace je unitarni.
Diikaz. Pro (r,s),(p,q) € H(V) plati
(2mi(rD+sX) ,2mi(pD+qX) f(z) = eZmisatirs p2mia(z+r)+mipg Fflx+p+r)

_ 62m’r(s+q)+7ri(rs+pQ)+27rirqf(x +p+ ’f’)

— 2mia(st+a)+mi(r+p)(s+q)+mi(rg—sp) flx+p+r)

_ ewi(rq—sp) eQm’((r—i—p)D‘i‘(S'i‘Q)X)f(x)'

Operator A je unitarni, pokud spliuje AAT = ATA = I. Unitarné sdruzeny
operator k tg je ziejmé

(62m'(tl+pD+qX))T — 627ri(—t1—pD—qX)’

odtud vidime s vyuzitim piedchozi rovnosti, ze Schrodingerova reprezentace zob-
razuje do prostoru unitarnich operétort ts : H(V) — U (L*(R)). Jedna se tedy o
unitarni reprezentaci. ]

V dalsim ukézeme, ze Schrodingerova reprezentace je ireducibilni. Vyuzijeme k
tomu nékolik poznatki z teorie reprezentaci v nekonecné dimenzi, které uvedeme
nize.

Nejdifve viak zavedme zobrazeni V : L*(L) x L*(L) — L*(L) nékdy nazyva-
nou Fourier- Wignerovou transformact, kterd je ddna vzorcem

V(f, 9)l(p,q) = (ts(p,q,0) [, 9),

kde f,g € L*(L), (p,q) € R* a (-,-) je Hilbertv skalarni soucin na L*(L), tj.
(f,9)= | f(2)g(z)dz.
Rn

Tvrzeni 3.1.3. Pro fi, f2, g1 a g» € L*(LL) plati

(V(f1,91), V(f2,92)) = (f1, f2)(91, 92)- (3.1)

Diikaz. Pro dukaz viz G. Folland [6, Proposition 1.42]. O
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Definice 3.1.5. Dvé reprezentace v; : G — Aut(W)) a vo : G — Aut(Wy)
nazveme ekvivalentni, pokud existuje spojity linearni izomorfismus 7" : W; — Wy
se spojitou inverzi spliujici

To tl(a) = YQ(CL) oT

pro v8echna a € G. Zobrazeni T nazyvame splétajici (nékdy ekvivariantni) ope-
rator. Pokud jsou W a W5 Hilbertovy prostory a t;, to unitarni reprezentace,
pak reprezentace ty, to nazveme unitdarné ekvivalentni, pokud existuje splétajici
zobrazeni, jez je unitarnim izomorfismem:.

Nasledujici véta, kterou vyuzijeme pii konstrukci Segal-Shale-Weilovy repre-
zentace, je varianta Schurova lemmatu pro nekone¢nou dimenzi.

Véta 3.1.4. (Schur) Necht vy, t5 jsou dvé unitarni ireducibilni reprezentace Lie-
ovy grupy G na komplexnich Hilbertovych prostorech W; a W,. Pokud t; neni
ekvivalentni s t9, je Homg (Wi, W5) = 0. Pokud jsou t; a to ekvivalentni, je
Homg (W7, W) ~ C. Navic lze kazdy prvek z Homg (W7, Ws) normovat nasobe-
nim skaldrem, aby byl izometrii.

Diikaz. Viz A. W. Knapp [10]. O

Definice 3.1.6. Necht G je Lieova grupa a t je reprezentace grupy G na Fréche-
tové vektorovém prostoru W. Hladkyj vektor w € W pro reprezentaci t je takovy
vektor, pro néjz g — t(g)w € W je hladké zobrazeni z G do W. Vektorovy prostor
hladkych vektorii ozna¢me Y.

Poznamka. Mnozina hladkych vektoru tvoii vektorovy prostor diky linearité
derivace.

Uvedme bez dikazu t¥i tvrzeni o hladkych vektorech reprezentace, jejichz
dikaz viz v A. W. Knapp [10].

Tvrzeni 3.1.5. (Garding) Necht W° C W je vektorovy podprostor hladkych
vektorii reprezenta¢niho prostoru unitarni reprezentace t, pak W° je husty pod-
prostor ve W.

Definice 3.1.7. Necht g a b jsou dvé Lieovy algebry. Linearni zobrazeni ¢ : g — b
nazveme homomorfismus Lieovijch algeber, pokud plati

p([X,Y]) = [o(X), o(Y)],

kde X,Y € g. Homomorfismus Lieovy algebry g do gl(V) = End(V') se nazyva
reprezentace Lieovy algebry g. Zde End(V') znaéi prostor vSech endomorfismii
vektorového prostoru V', ktery je uvazovan bez topologie.

V definici reprezentace Lieovy algebry nehraje topologie zadnou roli.

Tvrzeni 3.1.6. Necht g je Lieova algebra Lieovy grupy G. Necht W?° je prostor
hladkych vektort reprezentace t grupy G. Zobrazeni dv : g — End(W?°) dané
predpisem

_d
~dtl=o

kde X € g aw € WO, je reprezentace Lieovy algebry g.

de(X)w : [e(e)w],
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Poznamka. Reprezentaci Lieovy algebry lze obecné zadat jen na hladkych vek-
torech reprezentace. Obecné plati Wy C W, jak lze ukazat na ptikladech.

Tvrzeni 3.1.7. Vektorovy podprostor W° C W hladkych vektorii reprezentace
t je uzavieny na pusobeni reprezentace t.

Predchozi tvrzeni ifka, ze W9 je uzavien nejen na puisobeni Lieovy algebry g,
ale i na pusobeni grupy G.
Nyni se uz mizeme vratit ke Schrodingerové reprezentaci.

Tvrzeni 3.1.8. Schrédingerova reprezentace tg je ireducibilni.

Diikaz. Necht 0 # M C L*(L) je uzavieny invariantni podprostor pro ts na
L*(L). Bud 0 # f € M° kde M° C M je podprostor hladkych vektorii. Bud
g L M. Diky volbé f je g L f. Protoze M° je uzavieny nejen na piisobeni
dvg (viz Tvrzeni B.1.G), ale i na tg (dle Tvrzeni B.L7), je g L e*®P+aX) f pro
vSechna (p, q) € R*". (Skalarni nasobek ¢*™ v piedpisu reprezentace na kolmosti

nic neovlivni.) To znamena, ze V(f,g) = 0. Podle rovnosti ([B.I) mame 0 =
IV (£, 9> = IfII”lgll>. Protoze predpokladame f # 0, dostavime, ze g = 0, a
proto je M = L*(L) z uzav¥enosti M. O

3.2 Stone-von Neumannova véta

Stone-von Neumannova véta dava dilezity nastroj ke konstrukci Segal-Shale-
Weilovy reprezentace, jak uvidime v této podkapitole.

Véta 3.2.1. (Stone-von Neumann) Necht t je néjakd ireducibilni unitarni
reprezentace Heisenbergovy grupy H(n) na separabilnim Hilbertové prostoru W
takova, ze

t(0,H)w = e ™y

pro vSechna t € R a w € W. Potom je v unitarné ekvivalentni Schrédingerové
reprezentaci tg.

Diikaz. Viz G. Folland [0, Theorem 1.50]. O

Definujme reprezentaci Heisenbergovy grupy tZ : H(n) — Aut (L?(L)) pred-
pisem
v} :=rtgoa’,
kde tg je Schrodingerova reprezentace a zobrazeni af : H(n) — H(n) je definovano
vzorcem a?(v,t) = (g(v),t) pro kazdé g € Sp(2n,R), kde v = p+ ¢ pro p €
L a g € L'. (Viz Poznamku na konci Kapitoly [LTl) Zobrazeni a9 je grupovy
homomorfismus, protoze plati

a?[(v,t) - (w,s)] =a’ <v +w,t+ s+ %w(v, w)) = (g(v +w),t+ s+ %w(v, w))
= <gv +gw,t+ s+ %w(gv,gw)) = (gv,t) - (gw, s) = a’(v,t) - a’(w, ).

pro viechna (v,t),(w, s) € H(n).
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Vyse definované ¥ je reprezentace, protoze jde o slozeni dvou homomorfismi.
Ztejmé pro ni plati
t%(0,8)f = v5(0,8)f = e 2™ f

pro viechna s € R a f € L*(LL). Diky tomu, Ze af je automorfismus grupy H(n)
a ze Schrodingerova reprezentace je unitarni a ireducibilni, je i reprezentace tf
unitarni a ireducibilni. Spojitost ve smyslu Definice B 1.2 je zfejma.

Podle Stone-von Neumannovy véty (Véta B2.0]) plati, ze vSechny ireducibil-
ni unitarni reprezentace Heisenbergovy grupy s az na skalarni nasobek stejnou
akei centralniho prvku H(n) jsou unitarné ekvivalentni. To znamend, Ze existuje
splétajici operator U(g) takovy, ze

U(g) o ts(v,5) = t5(v, 5) 0 U(g) (3.2)
pro viechna (v, s) € H(n) a g € Sp(2n, R).

Tvrzeni 3.2.2. Zobrazeni g € Sp(2n,R) — U(g) indukuje projektivni unitarni
reprezentaci U grupy Sp(2n,R) na L?(IL), to jest plati

U(ab) = c(a,b)U(a)U(b)
pro libovolna a,b € Sp(2n, R) a vhodné ¢ : Sp(2n,R) x Sp(2n,R) — S

Diikaz. Necht jsou a,b € Sp(2n,R) a (v, s) € H(n), pak plati
Ula) (U(b)tg(v, s)U(b)-l)U(a)—l = U(a)(v, )U(a) "t = t2(v, s),

Ulab)es(v, s)U(ab)™ =% (v, s),

kde jsme pouzili (32). Operatory U(a)U(b) a U(ab) tedy splétaji tytéz reprezen-
tace. Podle Schurova lemmatu (Lemma B1.4) 1ze oba tyto operatory normovat
na izometrii, z ¢ehoz vyplyva, ze se U(a)U(b) a U(ab) lisi o nasobek komplexni
jednotkou, oznacenou c(a, b). O

Grupa Sp(2n,R) je generovana matici Jy spolu s maticemi typu (6) (D_Ol)T) a
(é ]}[), kde D € GL(n,R) a N je symetricka ¢tvercova matice fadu n, jak vime z
Tvrzeni [L2.5] Proto staci urcit reprezentaci U na téchto generatorech. Podle K.

Habermannové [8, Lemma 1.3.2-4| plati, ze zobrazeni:

<_OI é) — F:L*L) — L*L) (3.3)
D 0 .
<0 (D—l)T) = (f(z) = (det D)2 f(D")) (3.4)
(é ]IV) = (@) = e BN f () (3.5)

definuje jednu z moznych projektivnich reprezentaci grupy Sp(2n, R). Zde F ozna-
¢uje Fourierovu transformaci a (-, -) znaci klasicky skalarni soucin.
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3.3 Metaplekticka grupa a jeji reprezentace

Metaplekticka grupa je Lieova grupa, kterd neni maticova, nebot nemé vérnou
kone¢nédimenzionélni reprezentaci. Jedna se o dvoulisté nakryti Sp(2n, R).

Definice 3.3.1. Necht X je topologicky prostor. Nakryti prostoru X je prostor
C spolecné se spojitym surjektivnim zobrazenim p : C' — X, pro které plati, ze
pro kazdy = € X existuje oteviené okoli U bodu z tak, ze p~!(U) je disjunktni
sjednoceni otevienych mnozin v C, z nichz kazda je homeomorfni U.

Necht X je souvisly prostor. Nakryti p : C — X prostoru X se nazyva n-
listé nakryti prostoru X, pokud pro kazdé z € U je p~*(U) disjunktni sjednoceni
n € N otevienych mnozin homeomorfnich U.

Lemma 3.3.1. Necht X, C' jsou obloukové souvislé prostory a necht p: C' — X
je nakryti X. Pak plati, Ze indukované zobrazeni mp : m(C) — m(X) mezi
fundamentalnimi grupami m (C) a m(X) prostori C a X je injektivni. Navic
pocet listu nakryti p : C' — X odpovida indexu grupy mp (7?1(0)) v grupé m (X).

Diikaz. Viz A. Hatcher [9] O

Jak vime podle Tvrzeni [L23] grupa Sp(2n,R) je obloukové souvisla a ma
fundamentalni grupu 7r1(Sp(2n, R)) = Z. Protoze grupa Z ma jen jednu pod-
grupu indexu 2, existuje podle Lemmatu [3.3.1 az na izomorfismus jediné souvislé
dvoulisté nakryti grupy Sp(2n,R). Ozna¢me toto dvoulisté nakryti

A Mp(2n,R) — Sp(2n,R).
Grupa Mp(2n,R) se nazyva metaplektickd grupa.
A. Weil [I7] dokazal, ze projektivni unitarni reprezentaci U grupy Sp(2n,R),

kterad je popsana na konci Kapitoly B2 lze ,,zdvihnout* na ,,skute¢nou unitarni
reprezentaci metaplektické grupy.

Tvrzeni 3.3.2. Existuje jedin& unitarni reprezentace
M : Mp(2n,R) — U(L*(L)),

ktera spliuje
M(q) o vs(v,s) = rs(Mg)v, s) o M(q)
pro viechna ¢ € Mp(2n,R) a (v, s) € H(n).
Diikaz. Viz A. Weil [17] a K. Habermannova [8, Proposition 1.3.5]. O

Unitarni reprezentace 9 se nazyva Segal-Shale- Weilova reprezentace.

Tvrzeni 3.3.3. Segal-Shale-Weilova reprezentace 991 metaplektické grupy je vér-
na, tj. M : Mp(2n, R) — U(L*(L)) je injektivni. Reprezentace M se rozklada na
dvé ireducibilni unitarni reprezentace, které jsou restrikcemi 991 na podprostory
sudych respektive lichych funkei v L?(LL).

Diikaz. Viz G. Folland [6]. O
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Definice 3.3.2. Definujme analytickou Segal-Shale- Weilovu reprezentact
m: Mp(2n,R) — Aut(A)
restrikci danou (spojitym) vnofenim Id : A — L*(L).

Poznamka. Poznamenejme, Ze definice analytické Segal-Shale-Weilovy reprezen-
tace je korektni diky vztahum (33), (3.4), (B5) a Véte 226l (Dokazujeme, ze

restrikce jsou viibec mozné)

Lze ukazat, viz A. Borel [3], Ze kazda reprezentace Segal-Shale-Weilova typu je
roz§ifenim analytické Segal-Shale-Weilovy reprezentace ve smyslu, ze prostor A
je vzdy podprostorem reprezentac¢niho prostoru. Pokud bychom definovali repre-
zentaci ms : Mp(2n,R) — Aut (S(L)), pro reprezenta¢ni prostor plati S(L) D A.

V préci budeme dale pouzivat analytickou Segal-Shale-Weilovu reprezentaci
m. Prvky prostoru A budeme nazyvat symplektické spinory.

Definujme nyni Cliffordovo nasobeni, které umoznuje nasobit vektory a sym-
plektické spinory, tak jako je to mozno v Riemannové pripadé.

Definice 3.3.3. Symplektické Cliffordovo ndsobeni - : R*» x A — A je definované
pomoci prvki baze {ei,...,es,} symplektického vektorového prostoru (R**, Q)
pro fe A, z=(x',...;27) el aj=1,...,n predpisem

(e @) = ia? f(z),

(cass - 1)(&) = L (a).

Na ostatni prvky z R?" symplektické Cliffordovo nasobeni rozsifime linearné.

Poznamka. Symplektické Cliffordovo nasobeni je neomezeny operator na L?(IL).
Pro detaily viz K. Habermannova [8]. Poznamenejme jesté, ze symplektické Clif-
fordovo nasobeni odpovida tak zvanému Heisenbergové kanonickému kvantovani
Hamiltonovy mechaniky.

Poznamka. Pro zjednoduSeni zépisu budeme zapisovat v - w - s misto v - (w - s)
pro v,w € R? a s € A a analogicky pro symplektickd vektorova pole.

Lemma 3.3.4. Pro v,w € R?>" a s € A plati
veow-s—w-v-s=—iQ(v,w)s.
Diikaz. Viz K. Habermannova [8, Lemma 1.4.1]. O

Lemma 3.3.5. Cliffordovo nasobeni je Mp(2n, R)-ekvivariantni. To znamena, Ze
pro kazdé g € Mp(2n,R), v € R?™ a s € A plati

(Ag)v) - m(g)s = m(g)(v - s).

Diikaz. Viz K. Habermannova [8, Lemma 1.4.4]. O
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4. Fibrované bandly, konexe a
symplekticky spinorovy bandl

Zatimco v predchozich kapitolach jsme budovali algebraicky aparat a mirné jsme
se dotkli nezbytnych s nim souvisejicich topologicko-analytickych pojmu, v této
kapitole se sezndmime s geometrickymi strukturami. Symplektické variety budou
hrat roli podkladového prostoru, nad kterym vybudujeme strukturu hlavniho
Sp(2n,R)-bandlu, hlavniho Mp(2n,R)-bandlu a k nému asociovaného symplek-
tického spinorového bandlu. Abychom mohli pracovat s diferencidlnimi rovnicemi
pro sekce asociovaného bandlu, potfebujeme pojem konexe na jednotlivych ban-
dlech.

Nakonec se seznamime se symplektickou spinorovou konexi, ktera nam umozni
pracovat se symplektickymi spinorovymi poli a diferencidlnimi formami s hodno-
tami v symplektickych spinorovych polich.

4.1 Symplektické variety

S pojmy symplektické lineadrni algebry jsme se seznamili v prvni kapitole. Dalsim
krokem bude seznamit se se symplektickymi varietami. Kazd4 n-dimenzionalni
varieta je z definice lokalné difeomorfni R™. Podle Darbouxovy véty je kazda
symplektickéd varieta dimenze 2n lokalné symplektomorfni kanonické symplektické
varieté oznacené (R?",wp). Symplektickou varietou je naptiklad fazovy prostor
pozivany v Hamiltonové mechanice.

Definice 4.1.1. Symplektickd varieta (M,w) je hladka varieta sudé dimenze 2n
spolu s antisymetrickou diferencialni 2-formou w, které je uzaviend, tj. dw = 0, a
nedegenerovand, tj. pro kazdé m € M neexistuje nenulovy prvek v € T,,M, pro
ktery plati wy,(u,v) = 0 pro kazdé u € T,,, M.

Priklad 7. Jednoduchym piikladem symplektické variety je realny vektorovy

prostor R?" se standardnimi soufadnicemi oznac¢enymi (x',... z" y' ... y").

Forma

Wy = z”: dz' A dy’
i=1

je symplekticka forma. Symplekticka baze te¢ného prostoru (T R (wo)m) je pro

kazdé m € M
i) (o), Gt () f

Tuto symplektickou varietu ozna¢me (R?",wy).

Piiklad 8. Sféra S? s formou objemu je symplekticka varieta. Napiiklad pokud
je sféra zadana jako podvarieta tiirozmérného redlného prostoru parametrizaci
oteviené husté podmnoziny (cos cos g, cos¥sin p,sin?), kde ¥ € (=3,3),¢ €
(0,27), je symplekticka forma w := d¢ A d. Forma w je antisymetricka, nedege-
nerované a uzaviend, protoze je to forma objemu.
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Definice 4.1.2. Symplektomorfismus mezi dvéma symplektickymi varietami (M,
w1), (Ma, ws) je difeomorfismus F' : My — M, spliujici F*ws = wq, kde F* je
kote¢né zobrazeni k zobrazenim F'.

V dalsim ukazme, zZe na kotecném bandlu 7" M n-dimenzionalni variety M lze
zavést kanonickou symplektickou formu wy,.

Nejdiive zavedme na T*M tak zvanou Liouvilleovu 1-formu 0™ : TT*M —
C>®(T*M,R). Zavedme lokalni soufadnice na T*M. Necht (z!,... 2™) jsou sou-
fadnice na oteviené podmnoziné U mnoziny M. Soufadnice formy a € Ty M, kde
r=(2',.. ;a2 aa=> 1 &dr' jsou (2, ..., 2" &, ..., &,). Liouvilleova forma
mé v téchto lokalnich soutadnicich tvar

=1

Ovéime, 7ze tato definice nezéavisi na volbé lokalnich soufadnic na M. Necht

(x',...,2") a (x’l, ..., a'™) jsou dva systémy lokéalnich soufadnic na M. Pak je
dz'" =37, gz:d adi=3"_, 922¢;, a tedy dostaneme
= : "L Oa" Bx
=N " ddr' = §¢;dat = da’ = ™.
ZZ:; 52 eyl axk 0:1:” ];1 53 Z 53

Kanonickou symplektickou formu na kote¢ném bandlu variety M definujme
piedpisem wy; := —dOM . Kanonicka forma wy, je antisymetricka, nedegenerovana
a uzaviend, protoze ddf™ = 0. Ve vySe zavedenych lokalnich soufadnicich ma
tvar

Wy = 2”: dxt A dg&;.
i=1

Bezsoutadnicovy zapis 8, respektive wyy, ziskdme nasledovné. Definujme for-
mu M v bodé 3 € T*M predplsem 0} = Bomg, kde m: T*M — M je projekce,
g TgT*M — TrgM. To jest GM( ) = B(mp(v)) € R prov € TT*M a
seT*M

Pokud mame loké&lni soufadnice (..., ”,51, o €n) na koteéném bandlu

VVVVVV ) = a ’/T*< =0, a

W ag)

tak ma forma 0 opravdu tvar 6M = Zi=1 &dat,

Néasledujici véta je dilezitou informaci o symplektickych varietach.

Véta 4.1.1. (Darboux) Kazda symplekticka varieta je lokalné symplektomorfni
(RQTL, u}()) .

Diikaz. Viz A. Cannas da Silva [I, Theorem 8.1]. O

4.2 Fibrované bandly

V této kapitole se seznamime s pojmy fibrovany bandl, hlavni bandl a asociova-
ny bandl. Na téchto bandlech zavedeme sekce a uvedeme piiklady definovanych
bandli. Vice detaila viz I. Kolar v [11].
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Pro na8e acely budeme pracovat s fibrovanymi bandly, jejichz totalni prostory
budou mit strukturu Fréchetovy variety. Proto definice budeme uvadét jiz v této
obecnosti. Pro definici Fréchetova vektorového prostoru a hladkého zobrazeni mezi
Fréchetovymi vektorovymi prostory viz Kapitolu 211 Definici 2.1.3] a 2. T4

Nyni zavedme Fréchetovy variety, které jsou nekonec¢nérozmérnym zobecné-
nim klasickych n-rozmérnych diferencovatelnych variet.

Definice 4.2.1. Necht M je Hausdorffuv topologicky prostor se spo¢etnou bazi
otevienych mnozin. Mapa na M je dvojice (U, ), kde U C M je oteviena a
@ : U — V je homeomorfismus na otevienou podmnozinu V' néjakého pevné zvo-
leného Fréchetova vektorového prostoru F'. Fréchetiv atlas na M je mnozina map
{(Uas ¥a) taca takova, ze M = UyecaU, a kazdé dvé mapy jsou kompatibilni, tj.
prechodové funkce cpaogogl jsou difeomorfismy otevienych podmnozin Fréchetova
vektorového prostoru F.

Poznamka. Atlas definuje na M topologii takto: A C M je oteviena, pokud pro
kazdou mapu (U, ¢) z daného atlasu plati, ze (A NU) je oteviena podmnoZina
Fréchetova vektorového prostoru F'.

Definice 4.2.2. Fréchetova varieta M je Hausdorffiv topologicky prostor, kte-
ry mé spocetnou bazi otevienych mnozin a na kterém je dan Fréchetuv atlas
{(Uas ¥a) taca. Diferencovatelnd struktura na Fréchetové varieté je maximalni
Fréchetiv atlas.

Priklad 9. Piikladem Fréchetovy variety je ST x C*(R). Viz Priklad [6

Rekneme-li v dalsim ,varieta“ bez dodani Fréchetova, myslime tim vzdy vari-
etu konec¢né dimenze.

Definice 4.2.3. Necht F, F jsou Fréchetovy variety a B je varieta. Fibrovany
bandl se standardnim fibrem F' je prostor E spolu s hladkym surjektivnim zobra-
zenim 7 : E — B, pokud pro vSechna m € B existuje oteviené okolim € U, C B
a existuje difeomorfismus v, : 771(U,) — U, x F, ktery zachovava fibry, tj.
komutuje diagram

E>a\(Uy) 20U, x F

\ lp
UOC?
kde p je projekce na prvni slozku kartézského soucinu. Prostor B se nazyva bdzovy
prostor fibrovaného bandlu, E se nazyva totdlni prostor a F' je standardni fibr.
Dvojice (U,, ¥q) se nazyva mapa fibrovaného bandlu nebo lokdlni trivializace E.
Dvé mapy fibrovaného bandlu (U,, ) a (Ug, 1) jsou kompatibilng, pokud
g © wﬁ_l je difeomorfismus. To jest pokud plati (¢, o ¢ﬂ_1)(x, s) = (x,@ag(x, s)),
kde ¥os 1 (UsNUsz) X F — F je hladké a ¥,s(x, -) je difeomorfismus F pro viechny
x € Uyp := Uy NUg. Zobrazeni 9,5 : Uys — Diff (F') s hodnotami v grupé Diff (F')
vSech difeomorfismi F' se nazyva prechodovd funkce fibrovaného bandlu.
Prechodové funkce spliji kocyklickou podminku, tj. plati ¢,s5(z)¢s, (z) =
Yoy (x) pro vechna x € Uypy = Uy, N Uz N U, a Yoo = Id|p pro viechna = € U,
jak lze snadno ovérit.
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Mnozina map fibrovaného bandlu {(U,,14)}aca takova, ze {U,}taca je ote-
viené pokryti B a kazdé dvé mapy jsou kompatibilni, se nazyva atlas fibrovaného
bandlu. Dva atlasy fibrovaného bandlu se nazyvaji ekvivalentni, pokud jejich sjed-
noceni je opét atlas fibrovaného bandlu.

Piiklad 10. Jednoduchym piikladem fibrovaného bandlu je kartézsky soucin
dvou variet X,Y spolu s projekci na jednu z nich, 7: X x Y — X.

Piiklad 11. Zajimavéjsim piikladem fibrovaného bandlu je Mobiuv prouzek.
Mé&jme S popsanou v R3 parametrizaci ¢ — (cos,sinp,0) a pokrytou dvé-
ma otevienymi mnozinami U; pro ¢ € (—m,m) a Uy pro ¢ € (0,27). Mobiav
prouzek my : M — S' pak bude popsan parametrizaci (¢,t) — (cosp(l +
tcos¥),sinp(l+tcos ), tsin¥), kde t € (—1,1). Projekce 7y, na bazovy prostor
St poklada parametr t = 0. Ozna¢me U otevienou vlastni podmnozinu bazového
prostoru. Plati 73, (U) = U x (—1,1). Mobitv prouzek je lokalng izomorfni ¢4sti
véalce ST x (—1,1), ale o kartézsky sou¢in S' x (—1,1) se nejedna, jak lze ukézat.

Definice 4.2.4. Fibrovany bandl 7 : E — B se standardnim fibrem F, kde F' je
Fréchetiuv vektorovy prostor, se nazyva vektorovy bandl, pokud pro kazdé z € B
je 77 1(x) izomorfni F jako topologickému vektorovému prostoru a pro vsechny
oteviené U, C B je zobrazeni ¢, (z Definice fibrovaného bandlu) linearni.
Pokud je V' konec¢né dimenze n, mluvime o vektorovém bandlu ranku n.

Priklad 12. Znamym prikladem vektorového bandlu je te¢ny bandl 7'M variety
M dimenze n
T™ = | J T..M
meM
spolu s projekci m : TM — M, kterd vektoru v € T,,M ptitadi bod m € M.
Jedna se o vektorovy bandl ranku n.

Definice 4.2.5. Sekce fibrovaného bandlu 7 : £ — B je hladké zobrazeni o :
B — E takové, ze m o o = Id|p. Lokdlni sekce je hladké zobrazeni o : U C B —
E takové, 7e m o 0 = Id|y, kde U je oteviend podmnozina B. Mnozinu sekci
fibrovaného bandlu 7 : E — B oznacujeme I'(B, E).

Definice 4.2.6. Necht G je Lieova grupa a F' je Fréchetova varieta, G-bandlovou
strukturou nazyvame nésledujici data:

1) Fibrovany bandl 7 : P — B se standardnim fibrem F.
2) Leva akce [ : G x F — F Lieovy grupy na standardnim fibru F'.

3) Atlas fibrovaného bandlu {(U,, %) }aca, jehoz piechodové funkce {t,s}
pusobi na F pomoci akci grupy G. To jest jednd se o rodinu hladkych
prechodovych funkei ¢,5 : Usg — G, které splituji kocyklickou podminku
Yap(T) sy (T) = Yoy (z) pro viechna z € Uypy a Yaa(2) je jednotka grupy
G pro vSechna = € U,. Navic plati {(¢a5(), s) = Yap(2)s, kde s € F.

Poznamka. Grupu G nazyvame strukturni grupa.

Definice 4.2.7. Hlavnim G-bandlem rozumime G-bandlovou strukturu s typic-
kym fibrem F' rovnajicim se grupé G. Leva akce grupy G na grupé G je leva
translace.
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Kazdy hlavni bandl ma jednoznaéné uréenou pravou akei (pravou translaci)
r: PxG — P, ktera je zadana o, (r(gp;l(as, a), g)) = (z, ag) a zachovava fibry, tj.
W(r(m, g)) = 7(m) pro vSechna m € P a g € G. Leva a prava translace komutuji,
proto je akce dobfe definovana. Tato prava akce je volné, to jest pokud plati pro
néjaké g € G, ze r(u,g) = u pro néjaké u € P, pak g je jednotka grupy G.

Piiklad 13. Bandl repéri vektorového bandlu 7 : E — M s fibrem V', kde V
mé dimenzi n, je piikladem hlavniho bandlu. Fibr bandlu repéri v bodé m €
M je mnozina vSech uspotfadanych béazi vektorového prostoru E,, := 7 (m)
umisténého v bodé m. Tato mnozina je izomorfni s GL(n) a diky tomu lze na
E zavést diferencovatelna struktura. Strukturni grupou bandlu repériu je GL(n),
ktera pusobi obvyklym zptusobem na bazich vektorového prostoru V.

Pokud v minulém ptikladu za bazovy prostor zvolime hladkou varietu M di-
menze n a za vektorovy bandl M te¢ny bandl variety M, ziskaime GL(n)—bandlo-
vou strukturu nad varietou M. Teény bandl T'M vSak neni hlavnim GL(n)-
bandlem nad M.

Priklad 14. Dalsim podobnym piikladem je ortonormalni repérovy bandl nad
Riemannovou varietou M dimenze n s metrikou g. V tomto ptipadé jsou fibry
tvofeny ortonormélnimi bédzemi te¢ného prostoru 7,,M v kazdém bodé m € M.
Strukturni grupa je ortogonélni grupa O(n). (viz Definice (.2.2])

Definice 4.2.8. Necht m : P — M, je hlavni Gi-bandl a mp : P, — M,
je hlavni Gs-bandl. Necht f : M; — M, je hladké zobrazeni variet. Zobrazeni
F . P, — P nazveme bandlovy homomorfismus pokryvagici f, pokud komutuje
nasledujici diagram

P, x Gy =P, >

lFXA \LF lf
P2 X GQL)P2£>M2,

kde 71 a ry jsou prislusné akce grup na totalnich prostorech a A : G; — G je
homomorfismus grup.

Definice 4.2.9. Necht 7 : P — M je hlavni bandl se strukturni grupou G, necht
V' je Fréchetuv vektorovy prostor a A : G — Aut(V) je reprezentace grupy G.
Na sou¢inu P x V zavedme ekvivalenci piedpisem (u,s) ~ (u- g, (g7")(s)) a
definujme takzvany asociovany bandl P x,V k P prostrednictvim reprezentace \
jako prostor tiid této ekvivalence.

Na V := Px,V je indukovana struktura bandlu nad M se standardnim fibrem
V. Tuto strukturu nejcastéji zadavame pomoci lokalnich sekci o : M — P, protoze
pro kazdé s € V zobrazeni o : M — P zadava sekci o0 : M — P x, V, ktera je
déana tak, ze x — [o(x),s], z € M.

Mnozinu hladkych sekei asociovaného bandlu V = P x, V nad varietou M
ozna¢me I'(M, V).

Priiklad 15. Za V v Definici[4.2.91zvolme vektorovy prostor dimenze n a za hlavni
bandl P zvolme prostor vSech bazi vektorového prostoru V' nad jednobodovym
bézovym prostorem, tedy hlavni GL(n)-bandl nad jednim bodem (tj. P odpovida
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GL(n)). Na reprezentanta (u, s) tiidy v := [u,s] v P x, V lze nahlizet jako na
soufadnice s bodu v v bazi u. Zména baze u — ug odpovida zméné soutadnic na
s Mg~ (s).

Tvrzeni 4.2.1. Mnozina hladkych sekei I'(M, V) asociovaného bandlu V = P x,
V je izomorfni s mnozinou C®(P, V)% vSech G-ekvivariantnich zobrazeni s hod-
notami ve V. P¥icemz definujme C®(P, V)¢ := {f : P — V; f(pg) = Ag)f(p)
pro vSechny g € G a vSechny p € P}.

Diikaz. Zkonstruujme zminény izomorfismus. Necht s je sekce P x, V asociova-
ného bandlu k hlavnimu bandlu 7 : P — M pomoci reprezentace A grupy G na
vektorovém prostoru V, tj. s(x) = [p,v,| € P x V/., kde ~ je relace ekvivalence
definujici asociovany bandl, 7 : p — z, kde x € M. Definujme o : P — V tak, Ze
o(p) = v, pro p € P. Takto definované zobrazeni o je G-ekvivariantni, jak se lze
jednoduse presvédcit.

Naopak necht o je G-ekvivariantni V' hodnotova funkce. Definujme s(m) =
[p,o(p)], kde p je libovolny bod z P takovy, ze m(p) = m. Ovéfme, ze s(m) je
dobie definovano. Bud p’ jiny bod z P takovy, Ze w(p’) = m. Dle definice hlavniho
bandlu existuje jediné g € G, ze p' = pg. Tedy s(m) = [p/,0(p)] = [pg,o(pg)],
coz je podle G-ekvivariance rovno [pg, o(pg)] = [pg, A(¢g7')a(p)] = [p, o(p)], kde
posledni rovnost plati diky definici asociovaného bandlu. Tedy s(m) nezavisi na
vybéru bodu p € P.

Na zavér snadno nahlédneme, Ze zobrazeni jsou navzajem inverzi, protoze pro
libovolnou sekei 7 hlavniho bandlu 7 : P — M méame s(m) = [7(m),o(7(m))]
pro m € M. Téz ziejmé plati, Ze sekce s je hladkd pravé tehdy, kdyz je funkce o
hladka. O

4.3 Hlavni konexe, asociovana konexe a kovariant-
ni derivace

Zavedeme konexi na hlavnim bandlu a na asociovaném bandlu. Nejdrive vSak
pfipomenme pojem afinni konexe na varieté.

Definice 4.3.1. Afinni konexe na hladké varieté M je zobrazeni V, které uspota-
dané dvojici vektorovych poli X, Y pritazuje hladké vektorové pole VxY, pricemz
jsou splnény nasledujici axiomy.

1) Zobrazeni V je R-linearni v obou slozkéch.

2) VixY = fVxY pro kazdou hladkou funkei f na M.

3) Vx(fY) = (Xf)Y + f(VxY) pro kazdou hladkou funkci f na M (Leibni-
zovo pravidlo).

Bud'te na oteviené podmnozing U C M dény lokalni soufadnice (z',..., z")
a necht je V dané afinni konexe na varieté M. Dale uvazme na U hladki sou-

fadnicova pole %, e a:%' Christoffelovy symboly neboli sloZky afinni konexe V
v lokdlnich souradnicich jsou funkce Fz-jk definované pro 7,7 = 1,...,n pomoci

vzorce

0 I, D
Vit g ~ 2T g
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Definice 4.3.2. Symplektickou konexi V nazveme takovou konexi na symplek-
tické varieté (M, w), ktera splituje Vw = 0, tj. plati

XwV,2))=w(VxY, Z)+w(Y,VxZ),
a ma nulovou torzi, tj. plati

T(X,)Y)=VxY —-VyX—-[X,Y]=0
pro vSechna vektorova pole X, Y, Z € X(M).

Vybér takovéto beztorzni symplektické konexe na symplektické varieté neni
jednozna¢ny na rozdil od jednoznacnosti Levi-Civitovy konexe na Riemannové
varieté viz [. Gelfand [7]. Symplektické beztorzni konexe se nékdy nazyvaji Fedo-
sovovy koneze.

Nyni uvedme tii ekvivalentni definice konexe na hlavnim bandlu. Pro podrob-
néjsi studium jejich ekvivalence viz Y. Choquet-Bruhat [5, kap. Vbis.|.

Definice 4.3.3. Konexe na hlavnim bandlu w : P — M se strukturni grupou
G a akci grupy na fibrech r(g) : P — P, g € G, je systém hladkych linearnich
zobrazeni o, : T,M — T,P, kde m(p) = z, takovych, ze m, o0, je identita na T,, M
a ze plati o,(g)p) = 7(9), © 0p.

Necht v : I C R — M je kiivka v M prochézejici bodem xy = v(0) a bud pg
bod v w71 (xg). Paralelni prenos py podél k¥ivky v je zadan k¥ivkouy : I C R — P
a je definovany

dy(t)
dt

dry(t)
~ T

t=to

t=to
pro vSechny ty € I, kde 5(0) = py a ¥(t) = p.

Vektor v € T,P nazveme horizontdlni, pokud existuje w € Tr,)M, Ze plati
v = op(w). Oznatme TP := 0,(Tr(,) M) prostor horizontalnich vektori v bodé
p € P. Podle definice je m, o 0, identita na Ty M, plati tedy 7, 7' P = Ty, M,
a proto TzﬁlP je izomorfni 7, M.

Definice 4.3.4. Konexe na hlavnim bandlu 7 : P — M se strukturni grupou G
a akci grupy na fibrech r(g) : P — P, g € G, je rodina vektorovych podprostori
(distribuce) T P C T, P hladce zavislych na p takovych, ze . : T))P — TrpyM

je izomorfismus a plati Trh(g)(p)P =r(9), T}

Vektory z T, P, pro néz je zobrazeni m, : T,P — T, M nulové, se nazyvaji
vertikdlni vektory. Jejich prostor oznac¢me T)) P. Prostor vertikilnich vektori neni
zavisly na volbé konexe a je jednoznacné urcen projekci fibrovaniho bandlu. Plati
TP =T)P& TphP, a proto kazdy vektor v € T,P lze psat jednoznacné jako
v = vy + vy, kde v, € TV P a vy, € T, P. Tento rozklad jiz zavisi na volbé T, P.

Bud g Lieova algebra strukturni Lieovy grupy G hlavniho bandlu 7 : P — M.
Fundamentdlni vektorové pole pusobeni grupy G na P je pole

X(p) = %(pexp(tX)) | o

kde X € g. Prirazeni .
g3 X X(p) eT)P
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je linearni izomorfismus. Vektor X se nazyva generdtor vektorového pole X.
Projekce na vertikalni slozku slozené s izomorfismem @ je jisté 1-forma na P
s hodnotami v g, budeme ji znacit Z,. To jest

Z,:T'P& TP — g,
Z,:X(p)dY — X.

Definice 4.3.5. Konexe na hlavnim bandlu 7 : P — M se strukturni grupou G
a akci grupy na fibrech r(g) : P — P, g € G, je 1-forma Z na P s hodnotami
ve vektorovém prostoru g takova, ze plati nasledujici: Z(X') = X, kde X je
fundamentalni vektorové pole pusobeni G na P, X € g je jeho generator. Forma
Z, hladce zavisi na p a plati

Z9) (r(9),0) = Ad(g ) Z,(v),
kde Ad je adjungované zobrazeni Ad : G — Aut(g).

Definice 4.3.6. Necht 7 : P — M je hlavni bandl se strukturni grupou G.
Ozna¢me g Lieovu algebru grupy G. Bud V vektorovy prostor a p reprezentace
p: G — GL(V) grupy G. Protoze g je te¢ny prostor variety G v jednotce e
grupy G a gl(V) je teény prostor ke GL(V) v p(e) = I, je diferencial p, linearni
transformace p, : g — gl(V).

Necht P x, V je asociovany bandl k hlavnimu bandlu 7 : P — M pomoci
reprezentace p : G — GL(V) a necht Z je konexe na hlavnim bandlu 7 : P —
M. Zavedme asociovanou konexri ) := p, o Z na asociovaném bandlu, ktera je
definovana nasledovné. Bud X € TM teény vektor k M, pak Y(X) € g a tak
p(Z2(X)) € pi(g) = gl(V). Tedy definujme

(1 2)(X) = pe(2(X)).

Pro symplektickou varietu (M,w) ozna¢me P bandl symplektickych repéra
wp . P — M, jehoz fibr nad kazdym bodem m variety M je mnozina symplektic-
kych bazi T,, M (viz Ptiklad [[3). To jest P je hlavni Sp(2n, R)-bandl nad varietou
M. Lokélni sekce P nazveme lokdlni symplektické repéry.

Poznamka. Symplektické konexe na symplektické varieté (M,w) jednoznacné
odpovidaji 1-formam konexe na hlavnim Sp(2n, R)-bandlu nad varietou (M, w).
Kazda symplekticka varieta je tedy vybavena symplektickou konexi, jeji jedno-
znacny vybér vSak neexistuje.

Definice 4.3.7. Bud 7 : P — M hlavni bandl se strukturni grupou G a g jeji
Lieova algebra. Necht Z : TP — g je hlavni konexe. Déle bud p: G — Aut(V)
reprezentace G na Fréchetové vektorovém prostoru V' a necht p, : g — End(V)>
je k ni te¢né zobrazeni, kde End(V)> znac¢i hladké vektory z End(V'). Necht
V = P x,V je asociovany bandl k hlavnimu bandlu P. Sekci asociovaného bandlu
¢ € T'(M,V) zapisme ve tvaru ¢(m) = [p(m),v(m)] prome M, p: U C M — P
av:UCM — V. Kovariantni derivace asociovand k hlavni koneri Z je dana

Vxp,v] = [p, X (v) + p. (p*2(X)) ],
kde X € T(M,TM).

Poznamenejme, ze zobrazeni v z definice je v = vop, kde v je G-ekvivariantni
V-hodnotova funkce odpovidajici sekci ¢ podle Tvrzeni [4.2.1]
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4.4 Symplekticky spinorovy bandl

Popiseme nyni detailnéji symplekticky spinorovy bandl, ktery je symplektickou
analogii spinorového bandlu v Riemannové geometrii.

Ptipomenme, ze mp : P — M zna¢i hlavni Sp(2n, R)-bandl nad symplektickou
varietou M a A : Mp(2n,R) — Sp(2n, R) je dvoulisté nakryti symplektické grupy,
které je popsané v Kapitole 3.3

Definice 4.4.1. Necht mg : Q — M je hlavni Mp(2n,R)-bandl nad symplektic-
kou varietou. Metaplektickd struktura na symplektické varité (M,w) je zminény
hlavni Mp(2n,R)-bandl 7g : @ — M spolu se zobrazenim A : () — P, které
je surjektivni bandlovy homomorfismus pokryvajici identitu na M, tj. komutuje
nasledujici diagram

Q x Mp(2n,R) — @

P x Sp(2n,R) —— P
kde horizontalni Sipky znaci akce prislusnych grup na hlavnich bandlech.

Pripomenme volbu lagrangeovskych podprostori z Poznamky na konci Ka-
pitoly [LTl Bud'te L a I" lagrangeovské podprostory symplektického vektorového
prostoru (R?7, Q) takove, ze LdL' = R?". Symplektickou bazi {ey, ..., es,} sym-
plektického vektorového prostoru (R?", €)y) volime takovou, Ze {e1,...,e,} CL a
{€nt1,...,€0,} C L. Lokalni symplektické repéry {ey,...,es,} uréené lokalnimi
sekcemi na oteviené U C M volime tak, aby prvni n-tice vektori odpovidala L a
druhé n-tice " .

Dale piipomeiime prostor A C L?(LL) rychle klesajicich analytickych funkeci
zavedeny v Definici 2201 Jeho prvky nazyvame symplektické spinory. Prostor A
se rozklad& na prostory lichych a sudych rychle klesajicich analytickych funkci
v L*(L), A = A, ¢ A_. Pfipomeinime také reprezentaci m metaplektické grupy
Mp(2n,R) na tomto prostoru. (Viz Definice 3.3.2])

Definice 4.4.2. Symplekticky spinorovy bandl je vektorovy bandl asociovany k
Mp(2n, R)-bandlu @ nad varietou M pomoci reprezentace m : Mp(2n,R) —
Aut(A). Oznatme jej A := Q X, A. Sekce ¢ € I'(M, A) budeme nazyvat sym-
plektickd spinorovd pole.

Pripomenme, ze podle Lemmatu B.3.5] je symplektické Cliffordovo nasobeni
Mp(2n, R)-ekvivariantni, diky ¢emuz muZeme definovat ,,zdvih“ tohoto nasobeni
na strukturu asociovaného vektorového bandlu

(M) x T(M, A) — (M, A).

Necht ¢ je symplektické spinorové pole, tj. ¢(m) = [p(m), f(m)] pro m € M.
Necht X je vektorové pole na M, X(m) = [p(m),v(m)] pro m € M, tj. je to
prvek asociovaného bandlu TM = P x, R* kde )\ : Mp(2n,R) — Sp(2n,R) C
Aut(R?"). Pro prvky v(m) € R*" a f(m) € A mame jiz definované Cliffordovo
nasobeni, pomoci néhoz definujeme jeho ,,zdvih“ na symplekticky spinorovy bandl.
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Definice 4.4.3. Symplektické Cliffordovo ndsobeni na symplektickém spinorovém
bandlu - : X(M) x I'(M, A) — I'(M, A) je definovano

[p>v].[ >.ﬂ = [p,U‘f],
kde [p,v] € X(M) a [p, f] € T'(M, A).

Definice 4.4.4. Bud Z konexe na hlavnim Sp(2n,R)-bandlu 7p : P — M
jednoznac¢né odpovidajici symplektické konexi V na varieté M podle Poznamky
pred Definici 317 Necht Z je ,zdvih“ Z do hlavniho Mp(2n, R)-bandlu g :
Q — M. Symplektickd spinorovd kovariantni derivace je kovariantni derivace V*°
asociovana k Z.

Symplekticka spinorova derivace V° tedy podle piedchozi definice piisobi na
symplektickych spinorovych polich.

Sekce ¢ asociovaného vektorového bandlu A = @) X, A miize byt podle Tvrzeni
ekvivalentné chapana jako Mp(2n, R)-ekvivariantni A-hodnotova funkce na
@. Oznac¢me tuto funkci &, tj. ¢Z : Q) — A. Pro lokadlni symplekticky repér s : U —
P oznacme 5 : U — (@ jeden ze ,zdvihi“ s do (). Nakonec polozme ¢, := ¢Zo S.

Pro ¢ € Q a1y € A oznatme [q, ] pFislusny prvek v A. Plati nasledujici véta.

Vé&ta 4.4.1. Nechf V° je symplekticka spinorova kovariantni derivace na M. Pak
_ i
Vi = [5,X(¢5)] - 2 Z eivr - (Vxei) - ¢ —ei- (Vxein) - ¢
i=1

= [5,X(6)] — 5 3 wihep (Vxe) -6 (41)

i, k=1

kde X € X(M), ¢ € T(M, A), {e1,...,ea} je globalni symplekticka baze M, V
je symplekticka konexe na M a w™* znaéi slozky formy w. (Viz Poznamku na konci
Kapitoly 1)

Diikaz. Viz K. Habermannova [8, Proposition 3.2.6], uvedme jen, ze dikaz vy-
chazi z Definice 3.7 O

Poznamka. Pokud zvolime za podkladovou varietu readlnou symplektickou varie-
tu (R?", wy) (viz Pitklad [, pak symplekticka spinorové kovariantni derivace sply-
vé s parcialni derivaci. Tento fakt lehce nahlédneme z (A1), kdyz si uvédomime, ze
kovariantni derivace V., e; je nulovd pro souradnicova pole e;, e; € {a%w a%b};bzl.

Véta 4.4.2. Pro kazdé X, Y € I'(M,TM) a ¢ € I'(M, A) plati
VE(Y - 9) = (VXY) ¢ +Y - V3o

Diikaz. Viz K. Habermannova |8, Proposition 3.2.7|. O
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5. Symplektické spinorové formy

V této kapitole navazeme na vysledky S. Krysla [I5] a [I3] o rozkladu prostoru
vnéjsich symplektickych spinorovych forem. Zavedeme symplektické twistorové
operatory, které podle [13| za jistych podminek tvoii komplex a mohou tak tvofit
ur¢itou analogii k zndmému de Rhamové komplexu. Svoji pozornost nakonec
zam&iime na twistorovy operator na R2.

Pro tuto kapitolu budeme uzivat oznaceni ¢ pro reprezentaci

0:Mp(2n,R) — Aut </.\]R2">k ® A),

o(9)(a® s) = (Mg)")"a @m(g)s,
kde " pro r = 1,...,2n znadi vnjsi r-tou mocninu, ¢ € Mp(2n,R), a €
(A°R*™ ® A) a s € A. Pripomeiime, Ze A : Mp(2n,R) — Sp(2n,R) je dvo-
jité nakryti symplektické grupy.
Pro konkrétni pocitani s touto reprezentaci bude uzite¢né nasledujici technické
lemma.

Lemma 5.0.1. Pro reprezentaci o a kazdy prvek g € Mp(2n,R) plati pro kazdé
k,g=1,....2n
2n

o9 @ei-s)= M) d@eaMg)]", - (mg)s), (1)

hyl=1
kde s € A, {e;}?", je baze R* a {€"}}", je k ni dudlni baze R*"".
Diikaz. Upravme vyraz podle definice reprezentace ¢ a Lemmatu
o(g)(e* @ ;- 5) = Ag)"e* @ m(g)(e; - )
= Mg)*e* @ (Mg)e;) - (m(g)s).
Prvek A(g) je matice z Sp(2n,R). Oznac¢me jeji slozky [)\(g)}ab. Pak A(g)e; lze

rozepsat jako Zi"zl en [A(g)}hj. Z definice dualni reprezentace plati

(@) = &0 )e) = & (Salio )

JelikoZ j-t4 souradnice formy o € R* je a(e;) = oy, plati diky predeslé rovnosti
Mg)*et = z2:1 [A(g)_l]klel, odkud plyne dokazované. O]

* . v 2 . o v * 4
Prostor A*R?"” je konetné dimenze, proto mizeme na A*R*"" ® A zavést
topologii kanonickym zpusobem.
V dalsim budeme pouzivat oznaceni

I, ={(i,7);i=0,...,n,7=0,... i} U{(i,5);i=n+1,...,2n,j=0,...,2n—i}.

Nasledujici tvrzeni o rozkladu tenzorového souc¢inu Segal-Shale-Weilovy repre-
zentace dokazal S. Krysl v [14].
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Tvrzeni 5.0.2. Pro n > 2 se A\°R*" ® A rozklad4 na ireducibilni Mp(2n, R)
podmoduly dle predpisu

AR @A~ P EY.

(,5)€n

Podmoduly Ezij odpovidajiciho tenzorového soucinu jsou Fréchetovy prostory a
jsou popsany v S. Krysl [14].

Nam bude v praci stacit jen nasledujici zminka o vlastnostech podmoduli Ezij .

Poznamka. Podle ¢lanku S. Krysl [I3] pro vSechny (i, 5), (i, k) € I,,j # k plati
EY o E%¥ (jako G-moduly) pro viechny kombinace + na obou stranach. Vyuzi-
tim tohoto faktu mame, ze pro ¢ = 0, ..., 2n jsou rozklady tenzorovych soucinu
A’ R?" @ A bez nasobnosti, tj. tenzorové souciny A\’ R*"* ® A, se rozkladaji na
vzajemné neizomorfni ireducibilni podmoduly. Navic pro (i,7), (k,j) € I, plati
EY ~ E:kg, viz opét S. Krysl [13].

5.1 Operatory X aY

Zavedme nasledujici operatory, které vyuzijeme k vypoc¢tu symplektického twis-
torového operatoru v lokalnich soutadnicich.

Definice 5.1.1. Nechf a ® s € \'R* ® A. Pro r = 0,...,2n definujeme
operatory

r r+1
X AR @A - AR @A,
r r—1
Y:/\R2"*®A—> /\RQ”*@@A
dané predpisem

2n
X(a®s):—ZeiAa®ei-s,

=1

2n
Y(a®s) = Z wii,a®ej- s,

4,j=1
kde 1, oznacuje kontrakci vnéjsi formy o vektorem v € R?".
Lze ovéfit, ze operatory jsou nezavislé na volb& symplekticke baze {e;}?",.

Poznamka. Jak ukazal S. Krysl v ¢lanku [14], operator Y ztZeny na EY je
izomorfismus pro (i,7) € I,~{(i,2n —i);7 = n,...,2n} a podobné operator X
ztzeny na EY je izomorfismus pro (i,5) € I,~{(i,4);: =0,...,n}.

Lemma 5.1.1. Operatory X, Y jsou Mp(2n,R)-ekvivariantni vaci reprezentaci
¢ grupy Mp(2n,R).
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Diikaz. Nechf g € Mp(2n,R)aa®s € A\"R*™ ®A pror =0,...,2n. S vyuzitim
Lemmatu [5.0.1] dostavame
2n

o(9)X(a®s) =9(9)<—Z€im‘®ei's>

i=1

= - Z Ag)* e AXg) a®@m(g)(e; - 5)

= — Z - i EJ AXg)* a®6k[>\(g)}ki : (m(g)S)

1,7,k=1

= =Y D@] M@ E AN a @ e - (mg)s)

z‘jk 1

_ —Zék(—:]/\)\ *a® e (m(g)s)

]kl

_ _ZEMA *a@ ey - (m(g)s)

_ Xelg)(a®s).

Pro operator Y ovéiime Mp(2n,R)-ekvivarianci podobnym zpusobem. Po-
vSimnéme si, ze plati nasledujici rovnost: A(g)*(t,@) = txgA(g)*a pro v € R*"

0(9)Y (a ® s) < Z W a@e; S)

2,7=1

= Z M) (WY, ®€k[)\(g)}kj-(m(g)s)

= 3 Whmedgrase @], (ml9)s)
- Z W L@, MY) o @ ex[ Mg )]kj - (m(g)s)
= Y DO PO A e (o))
Prvek A(g) je z Sp(2n,R), a proto plati
D Dl @ DOl = Y Dl @ Mo =
Dostavame tedy
- POV PO) A9 a @ e (m(g)s) = 3w Ma) e @ e (mlg)s)

=Yo(g)(a®s),
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coz je dokazované. O

Operatory X,Y jsou Mp(2n, R)-ekvivariantni, a proto muzeme definovat je-
jich ,,zdvihy* na sekce odpovidajicitho asociovaného vektorového bandlu. Pro tyto
,zdvihy” budeme pouzivat stejné oznaceni, jako tak ¢inime naptiklad v piipadé
symplektického Cliffordova nasobeni.

Pripomeinime, ze symplekticky spinorovy bandl A = @ x, A vznikl asociaci k
Mp(2n, R)-bandlu @ nad symplektickou varietou M pomoci reprezentace o. (Viz
Definici 1.4.2])

Definice 5.1.2. Pro (i,j) € I,, definujeme asociovany vektorovy bandl
E = Q x,E.

Ozna¢me prostor vnéjsich diferencidlnich forem s hodnotami v symplektickych
spinorech

O*(M, A) = F(M,Q X, (/.\]R%* ® A)).

Definice 5.1.3. Necht V° je symplektickd spinorovd kovariantni derivace na
symplektickych spinorovych polich. Symplektickd spinorovd vnéjsi derivace dv°
pusobi na prveich tvaru a ® s € Q°(M, A) a je indukovanéa symplektickou spino-
rovou kovariantni derivaci V°. Dana je nasledujicim predpisem

A" (a®s) =da®s+ (—1)a® Vs,

kde definujeme V°s(X) := V5s pro vektorové pole X € X(M) na podkladové
symplektické varieté M a a ® s € Q°(M, A).

Tvrzeni 5.1.2. Bud (M, w) symplektickd varieta, na niz existuje metaplekticka
struktura, bud V symplekticka konexe na M a nechf V* je k ni asociovani sym-
plekticka spinorové kovariantni derivace. Pak pro vnéjsi symplektickou spinorovou
derivaci d¥° a (4, ) € I,, plati

dVS : F(M, Sz]) - F(M, gitli—1 @ githi D gi-i—l,j-i—l)‘
Diikaz. Viz S. Krysl [15]. O

Podle Poznamky za Tvrzenim [5.0.2] je rozklad /\Z R™®A, proi=0,...,2n
bez nasobnosti, proto existuji jednoznac¢né urcené projekce

p7: (M, A) — T(M,EY)
pro (i,j) € I,,. Lehce nahlédneme, ze plati

PO Lt b pii=Id

Qi (M, A)-

Tvrzeni 5.1.3. Necht (M?" w) je symplekticka varieta, na které existuje me-
taplektickd struktura. Projekce p : QY(M, A) — T'(M,EY) pro j = 0,1 jsou
tvaru .
plo — iXY
n

1
pll = [d‘Ql(M7A) — EXY
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Diikaz. Spocteme projekci p'?. Operator Y je Mp(2n, R)-ekvivariantni a Y1) # 0,
kde ¢ = Ziil e* ® ey, - s pro viechna s # 0. Podle Poznamky pied Lemmatem
BT vime, Ze Y je izomorfismus £° — £% = A. Protoze X je také Mp(2n, R)-
ekvivariantni a nenulovy, zobrazuje A do R**" ® A. S vyuzitim Dixmierovy verze
Schurova lemmatu, viz J. Dixmier [4, Proposition 2.6.5 a Corollary 2.6.6] dosté-
vame, 7e p'° je a7 na nasobek rovno XY. Zvolme ¢ = 37" F@ep-s € R @A,
kde s € A, ey, je prvek baze R?" a €* je prvek baze R>** dualni k e;,. Pozadujeme,
aby platilo p'%) = 1.

2n 2n

XY(¢):XY<Zek®ek-s> :X< wijaeiek®ej~ek~s>
k=1 g k=1
2n
:X< wij§f®ej-ek-s)
g k=1
2n
= X( Z wkje] ex s)
jk=1

S vyuzitim vztahu (Y -Yo, —Y5-Y)) s = —iw(Y1,Ys)s pro Yy, Yo € X(M) as € A
odvozeného z Lemmatu [3.3.4] dostavame rovnosti

2n 2n
E whe; ey s=ins = — E wiFe; ey - s, (5.2)
jk=1 jk=1

protoze plati

2n 2n

J:k=1 j.k=1
2n 2n 2n
Z whej e s+ Z whey - ej-s=1i Z w8
k=1 Jk=1 gik=1
2n
2 Z wkjej -e S = 2ins.
jk=1

Dosadime (5.2)), abychom ziskaly koeficient u XY

2n 2n
XY () = X( Z we; ey - 8) = X(ins) = —z’nZek Qe -5 = —ini.
=1

k=1

1

Projekce p'® je tedy rovna ——XY a p'! ziskdme z faktu, Ze plati p'® 4 p'! =
in

Id|Q1(M,A)- ]

Poznamka. Operatory X a Y souviseji s takzvanou Howeovou dualitou. Lze
ukazat, ze

Endygp(an p) </.\]R2”* @A) :={T: /.\RQ”* ©A — /\R?”* ® A;

T spojity a T'o(g) = 0(g)T pro vSechna g € Mp(2n, R)}
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tj. mnozina vSech spojitych splétajicich zobrazeni, je jako asociativni algebra
generovana elementy X, Y a dvéma projekcemi py : A — AL. Viz S. Krysl [14].

Poznamka. Klasickou verzi Howeovy duality je tzv. Schurova dualita, coz je
nasledujici souvislost. Necht V' je komplexni vektorovy prostor konec¢né dimenze
n. Necht k € Ny a p;, : GL(V) — Aut(V®*) je tzv. tenzorové reprezentace GL(V).
To jest pr(g)(v1 ® ... ®@vg) 1= gu; @ ... ® gug, pro viechna g € GL(V) a v; € V|
1 = 1,..., k na rozlozitelnych elementech a dale linearné rozsitené. Necht & je
permutacni grupa na k prvcich a necht o, : &, — Aut(V®*) je reprezentace dana
permutaci polohy vektori, tj. o(g)(v1 ® ... @ vg) = V,-11 @ ... @ Vy-1.
Pak je

Endgro)(VE*) :=A{T : VE" = VE Tpi(9) = pr(9) T} ~ Clow(Si)],

kde C[A] pro mnozinu automorfizmi A znadi vSechny kone¢né C-linearni kombi-
nace elementu z A s komplexnimi koeficienty, tedy je to grupova algebra.

5.2 Symplektické twistorové operatory

V této sekci se seznamime se symplektickymi spinorovymi operatory, které zavedl
S. Krysl v [I3]. Podame explicitni vyjadieni nultého twistorového operatoru a
popiSeme vzijemny vztah nultého twistorového operatoru na R?" a reprezentace

o grupy Mp(2n, R).
Definice 5.2.1. Zavedme symplektické twistorové operdatory
Tz‘ . F(M, 5%) _ F(M, gi+1,z‘+1>’
i+1,i 3
T; = p Y |p e
prot=0,...,n.

Poznamka. Operator D := Y (V® — Tp) je (aZ na nenulovy nasobek) tak zvany
symplekticky Diractiv operator, ktery zavedla K. Habermannova [§].

Bud ¢ € I'(M, A) symplektické spinorové pole, tj. sekce symplektického spi-
norového bandlu nad varietou M. Symplekticka kovariantni derivace V? lze vici
béazi {ey, ..., e, } vyjadiit vztahem

2n
Vip=> e Vi (5.3)
k=1
Tvrzeni 5.2.1. Twistorovy operator Ty, ma v lokalni bazi tvar

2n . 2n
1 k S v ! kj s
T(s) = <1+ﬁ> kE_IE ®Veks+ﬁ E e @wej e -V s,

jvkvlzl

kde s e T'(M, A).
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Diikaz. Vzorec ovéiime piimym vypoctem s vyuzitim vyjadieni symplektické ko-
variantni derivace (5.3) a Tvrzeni 5. I3l Plati

T(s) =p"(V°s)

2n i 2n
= E ek®ka3——XY< E " @V s)
n m
k=1 m=1
2n i 2n
= ek®ka3— —X< E Wi, e e -V s)
n m
k=1 m,jk=1
2n i 2n
= g ek®st——X< g wk]5£”®ej-st>
k n m
k=1 m,jk=1
2n i 2n
= ek®st——X<E wk]ej~VSs)
k n €k
k=1 jk=1
2n i 2n
— E ek®st+—< g el®wk]el~ej-vss>
k n €k
k=1 Jok =1
2n i 2n
_ k S ! kj 5 - s
= E € ®V6k3+g< E e @w (e e ~Veks—zw(el,ej)V6ks)>
k=1 jikd=1
2n i 2n 1 2n
= ek®kas+— g 6l®wkjej-el-kas+— E el®wk7wlefks
n n
k=1 Jok =1 Jik, =1
2n i 2n 1 2n
= g FRVIs+ — g el®w’”ej-el-st—|——§ @V s
k n k n k
k=1 jikd=1 k=1
1 2n i 2n
k S ! kj S
:<1+—> eV, s+ — E € @wej-e -V, s,
n n
k=1 Jok,l=1
coz je dokazované. O

5.2.1 Invariance nékterych operatori

Jako motivaci, byt se to této prace netyka, nejdiive ukazeme, ze Laplaceuv opera-
tor A na R” je invariantni viiéi O(n) transformacim a ze d’Alembertiv operator [J
je invariantni viéi transformacim O(3,1). Pojem invariance vaci néjakym trans-
formacim nékdy dava néastroj k hledani vlastnosti feseni pfislusnych parcialnich
diferencialnich rovnic.

Nejprve pripomeneme ortogonalni grupu, ktera je slozena z rotaci a zrcadleni
eukleidovského prostoru spolecné s operaci skladani.

Definice 5.2.2. Necht V je redlny vektorovy prostor s nedegenerovanou symet-
rickou bilinearni formou g. Ortogondlni grupa O(V, g) je mnoZina vSech linearnich
zobrazeni A : V — V spliujicich g(v, w) = g(Av, Aw) pro v8echna v,w € V.

Poznamka. Pro redlny vektorovy prostor V' dimenze p + ¢ s formou g signatury
(p, q) znacime piislusnou ortogonélni grupu O(p, q).
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Poznamka. Necht V' je vektorovy prostor dimenze n a uvazujme formu g(z,y) =
Yo, iy, kde z,y € V maji vidi ortonormalni bazi prostoru V soufadnice x =
(x1,...,2n) ay = (y1,...,yn). Pak je ortogonalni grupa O(n) := O(n,R) grupou
ortogonalnich matic, tj.

O(n) = {A € GL(n); AAT” = ATA =T}, (5.4)

Poznamka. Grupa O(3, 1) se nazyva Lorentzova grupa. Jde o grupu vSech trans-
formaci Minkowského casoprostoru, které nemeéni slozky Minkowského tenzoru
1. Prvni slozka soutadnic ve ¢tyfdimenzionalnim Minkowského prostoru je tak-
zvana Casova soutfadnice a tradi¢né se oznacuje x°, dalsf t¥i souradnice oznacené
a2t 22, 23 jsou takzvané prostorové souradnice.

Dale stru¢né piripomenime pojmy gradient a divergence potiebné k definici
Laplaceova operatoru. Mohli bychom se pohybovat na Riemannové varieté, kde
mame metriku potiebnou k zavedeni téchto pojmii, ale pro nase tcely se omezime
jen na eukleidovsky prostor R™.

Definice 5.2.3. Gradient hladké funkce f na hladké varieté se skalarnim sou-
¢inem je jediné vektorové pole, které spliuje (grad(f),Y) = (df)(Y) = Y f pro
kazdé vektorové pole Y, kde df znaci vnéjsi derivaci funkce f. Pro R" s kartéz-

skymi soufadnicemi (x',... z") je gradient funkce f tvaru
of of
d(f) := <—, cee ) )
grad(f) .= (g5, 5om
Definice 5.2.4. Divergence vektorového pole X =3 " | Xiaii v eukleidovském
prostoru R" s kartézskymi soufadnicemi (z', ... z") je
“~ 0X!
iv R

kde X' € C*(R"),i=1,...,n.

Definice 5.2.5. Laplacetiv operdtor funkce f je definovan predpisem
Af = div(grad f).

Rozepsanim do kartézskych soutadnic v R™ dostavame

N P
Af_;(axi)Q.

Nésledujici tvrzeni fika, ze Laplaceuv operator je invariantni vaci O(n) trans-
formacim.

Tvrzeni 5.2.2. Pro kazdou funkci f € C*(R") a kazdé A € O(n) plati

kde [r(A)f](z) := f(A™(x)) pro viechna z € R™ a A € O(n).
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Diikaz. Slozky matice A™! oznatme a'; a f(y) = f(A'z) (= [r(A)f](z)), kde
y' := a';a?. Podle Fetizkového pravidla plati

Zaxkﬁy Zaj(‘?—y“

2:: <0xk> Z,Zak

Matice A~! je ortogondlni, a proto pro jeji slozky plati > ;_, a’ya/s, = 6, jak
plyne z (54). Celkové dostavame

AP = A7) = 3 gt )=
i,5,k=1
I ~ Pf _
_ ayzay] ST W) = AT = (A,
i,7=1 =1
coz je kyzeny vysledek. O

Analogickym operatorem k Laplaceové operatoru v Minkowského ¢asoprostoru
je d’Alembertiv operdtor [J, nékdy téz nazyvany wvlnovy operdtor. Je dan predpi-
sem

0? 0? 0? 0?
O:=— + + + :
(02 " Az )2 T 9(22)? T 8(2?)?
(Znaceni viz v poznamce o Lorenzové grupé.) Ukazeme, ze J je invariantni vaci
transformacim O(3,1).

Tvrzeni 5.2.3. Pro kazdou funkci f € C*(R?*) a pro kazdé¢ B € O(3,1) plati

Diikaz. Pro slozky by matice B~ plati "5 _ b0y = n/. Podobné jako v dikazu
82 i .y
525 — Z” _ob kb’kaylayj ziskame

OB )] = Y Vableg i) = 3 155 (0) -

2,7=0

5. 9% R f
=257 W ~ gE® = O =B/

coz bylo treba dokazat. O
Zavedme nyni pojem harmonické funkce.

Definice 5.2.6. Funkce f : U — R, kde U je oteviena podmnozina R", spliiujici
Af = 0 se nazyva harmonickd funkce na U.

Tvrzeni 5.2.4. Kazd4 harmonické funkce f: D — R, kde D je otevieny kruh v
C, je redlnou respektive imaginérni ¢asti néjaké holomorfni funkce ® na D.
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Diikaz. Méjme funkci v : D — R, kterd spliuje Au = div(gradu) = 0 na D.
Polvoime f = (f1, f2) := gradu = (%, g—;), pak je div f = 0. Diky tomu, podle
[. Cerného [2] str. 123|, existuje funkce v na D, 7e f = (a_Z> ——) Mame tedy
fi = —“ = % a fo = % = —%, coz jsou Cauchy-Riemannovy podminky pro
holomorfni funkce. Existuje tedy holomorfni funkce ® := u+iv, které je primitivni

funkci k funkci ' = f1 +ify v D. O
Vé&ta 5.2.5. Necht f je harmonicka funkce na R?, pak je f analyticka funkce.

Diikaz. Funkce, jeZ fesi rovnici Af = 0 na R?, je redlnou nebo imaginarni ¢Asti
holomorfni funkce na C podle Tvrzeni 5.2.4l Funkce, které jsou holomorfni na
celé komplexni roviné, jsou analytické. O

Poznamka. Tomuto vysledku se nékdy rik4 regularita pro Laplaceiv operator.

5.2.2 Invariance twistorového operatoru 7; na R*"

Zaméime nyni nasi pozornost na invarianci symplektického twistorového ope-
ratoru Ty na R*™ vudi Mp(2n,R)-transformacim danym reprezentaci o grupy
Mp(2n, R).

Tvrzeni 5.2.6. Pro symplekticky twistorovy operator na R?" plati

{Tolo(9) 11} (z) = [o(9)(To )] ().

kde o je reprezentace grupy Mp(2n,R).

Dikaz. Podle Poznamky za Vétou [A.4.T] symplektické kovariantni spinorova deri-
vace na realném prostoru splyva s parcialni derivaci, a tak podle Tvrzeni 5.2.Tma
symplekticky twistorovy operator pro (z!,...,2%") =2 € R*" a f € C*(R*",C)
tvar

2n

(Tof)(z) ( )Z k® +ﬁ Z el®wkjej.el~%f(x).

Jsk,1=1

Tvrzeni ovéfime pfimym vypoc¢tem. Bud g € Mp(2n, R). Rozepisme nejprve levou
stranu L dokazované rovnosti. Plati

L = {Ty[a(9)f1}(z) = Tolo(g) f (Mg)~'2)] = To{m(g) [ (Mg)~'x)]}

2n

= (1) X e mlo) g 000 )
i i € ®wk’7€] € [m(g)%[f()\(g)_lx)}]
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Vyuzijeme fetizkové pravidlo pii derivaci slozené funkce.

L= (1+2) 32 o mio)|(s2) 000 i)

e Z doue; - mio) 5z 06 ) o) "
- (1+ %) i & @ [Mg) ] mig) [(%f) (M) 2) |
4L i_ d @ [Mg) "] whe; - e m(g) [%fo‘@_lx”

S vyuzitim Lemmatu 5.0.1] upravme pravou stranu P dokazované rovnosti.

P=[a(g)(Tof)}(x) = [e(9)(Tof)] (Mg) ")

—ot)(1+3) 2o e e ()

+%’j§;g P )
~ (1+3) ; M) e @ mio) [ (5r ) (M0 0)]

*i k quI[A(ng}lﬁ@ ey NI, M) m) [ (5 ) o) )]
~ (1+3) ; M) e @ mio) [ (5r ) (M0 0)]

i j Zé 26 D) - mia) (51 ) (o))

Pro vsechny A € Sp(2n,R) plati JoAT = A~1Jy, a proto pro A(g) € Sp(2n,R)
plati

Zwkj (Mg)]"; = Zwkj RORIED DIRC R

procez dostavame

P = (1 + l) i Mg)™" " @ m(g) [(%f) (A(g)‘lx)}

k,m=1

i3 o et ()]

n
k,p,q,r=1

Ocividné se rozepsana prava strana P rovna rozepsané levé strané L. O
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5.3 Symplekticky twistorovy operator 7, na R?

V této sekci nai pozornost zaméifme na operator Ty definovany na varieté (R?, wy)
se standardni metaplektickou strukturou. Poznamenejme, zZe metodami algebraic-
ké topologie lze dokdzat, ze jina nez trividlni metaplekticka struktura na (R?, wy)
neexistuje. Podame explicitni popis pusobeni operatoru 7y a nalezneme rovnici
pro jeho jadro.

Pro zjednoduseni ozna¢ujme formu wy déle jen w. Souradnice na R? ozna¢me
x,y. Proménnou v symplektickych spinorech A ozna¢me q. Prvky symplektické
baze tefného prostoru k R? ozna¢me ey, es. (Plati R*? = T,R? pro kazdy bod
p € R2) Prvky béze pisobi na symplektické spinory nasledovné:

e ¢ = 1qyp,

Op
€y p = ——.
279 dq

Pokud se pohybujeme v plochém readlném prostoru, symplektické spinorové kova-
riantni derivace ve smérech e; a ey odpovidaji podle Poznamky za Vétou [L.4.1]
parcidlnim derivacim podle piislusnych proménnych, t;j.

_ 9y
VeﬁO— %,
i
VEQQO— a_y

Poznamka. Ziejmé plati C*(R3 C) D T'(R?, A), coz budeme v dalsim vyuZi-
vat pti identifikaci symplektickych spinori s € I'(R? A) s nékterymi elementy
C>(R3,C). To jest budeme pouZivat takové komplexni funkce t¥i redlnych pro-
ménnych o(z,y,q) € C°(R3, C), ze p(x,y,-) je pro pevna z,y € R funkce z A.
Tedy funkei ¢(x,y,q) pro pevna z,y muzeme identifikovat s odpovidajici funkei
¥(z,y) € A proménné ¢, tj. o(z,y,q) = (v(z,9))(q).

Véta 5.3.1. Symplekticky twistorovy operator Ty : IT'(R?, A) — T'(R%, R @ A)
mé pro ¢(z,y,q) € C*(R3,C) tvar

3 2

Dy P L 0p o . Py 0%
_ 1 e 277 2 -
Top=c¢ ®<ax aqax+zq 8y>+6 ®<28y+18q2ax+qaqay>‘ (5.5)

Diikaz. Podle poznamky pied touto vétou definujme komplexni funkei t¥1 reél-
nych proménnych ¢(z,y,q), ktera je pro zafixované =,y € R z prostoru A (v
proménné ¢). Rozepisme vyjadieni symplektického twistorového operéatoru z Tvr-
zeni .20 pro n = 1:

0 0
To(p) = 2(61 ® a—i +® 0_§>
+1 (61 & (w12e2 “€1 - Vflgo +wer e - VGSQSO)
+€e2 ® (w1262 seg VZ@ +w?le; - ey VeSQW))'

Dosadme pusobeni baze te¢ného prostoru pomoci symlektického Cliffordova
nasobeni a piislusné parcialni derivace misto kovariantnich spinorovych derivaci
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do vyjadreni symplektického twistorového operatoru. Pfipomenme, ze dle nasich
konvenci je w!? =1 a w? = —1.

261@2_5”62@?9_5 (5.6)
—261®g—i+2e2®g—§
(e (57 g+ 15+ (o 035

dp O0p Py
or O q@q@x

L, 0p dp . Py ¢
20¢ 2 %4
+g 6y> teo <20y +Zaq28x +q8q8y>’

z ¢ehoz plyne dokazované. O

Tvrzeni 5.3.2. Jadro twistorového operatoru 7y je popsdno rovnici

5@ 82@4_28_%0:

or q@qax v oy

0 (5.7)

pro p(z,y,q) € C*°(R3,C), pokud ¥(x,y) = o(x,y,-) € A pro viechny (x,y) €
R2.

Diikaz. V jadru symplektického twistorového operatoru jsou takové v € I'(R?, A),
které spliuji rovnici Tyt) = 0. Podle Poznamky pied Vétou .31 definujme kom-
plexni funkci t¥i redlnych proménnych p(x,y,q) = (w(x,y))(q), kterd je v pro-
ménné ¢ z prostoru A pro zafixované z,y € R.

Vyjdéme z vyjadieni (5.35). Prvky €' a €? jsou na sobé nezavislé, a tak pokud
polozime Ty = 0, dostavame soustavu rovnic

dp Py | ,0p _

ox q@qax T oy 0
oo P 0

Pt —

dy * ZGQqax * qaqay

0.

Prvni rovnice je pro €' a druha pro €2. Druh4 rovnice je diisledkem prvni, protoze
se z prvni dostane zderivovanim podle ¢ a vynésobenim _72, jak se lze snadno

presvédcit. O

Priklad 16. Pro operator Ty na R? a prvek K € Mp(2n,R) takovy jeden ze
dvou prvki, které A zobrazuje na Jy a zaroven m(K) je Fourierova transformace,
ukazme explicitné rovnost z tvrzeni [5.2.0]

{Tolo(K) f1} (@, y,q) = [o(K)(To.f)] (2,9, q)-

Fourierova transformace F pusobi v proménné ¢, kterou prevadi na proménou &.
Reprezentace o(K) pusobi na proménné takto (Mg) ™! (z,y,q)) = (J; '(z,9).€) =
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(—y,x,&). Oznaéme L := {TO[Q(K)f]}(;E,y,q) levou stranu rovnosti a P :=
[o(K)(Tof)](x,y, q) pravou stranu rovnosti. Plati

L=Ty[o(K)f(~y,2,€)] = To[Ff(~y,2,6)]

B OFf  O*Ff  ,OFf
=ce (5o gy T g ) (w0
oFf O*Ff . &
+ée (25 + ey Figag =y ) (5o 0
0 0 0
o (- S i e g
., (JOFf  PFf &
+e ®<2 o +§8§8x —185283/)(—1/,96,5)‘

Pro dpravu pravé strany pouzijeme vyjadieni (5.6) operatoru Ty z dikazu Véty

b.3.Tl

Tof( Y,q
<—f 2 -iq - o _, iq - iq - af))(x,y,Q)
0 dq ox dy
Fos9 9 af 8 of
a0 (oo o 5y ) o)
:)\(K)*el®]—"<2—+i<g-iq-g—£—1q~iq~gg))(—y,x,q)

0 o0 of . 0 0Of
K)*e2 2= L = . = . 2L —
+ A(K)*e ®.7:< ay—i—z(aq 97 or iq 3 8y>)( Y, T, q)

Fourierova transformace v proménné ¢ komutuje s par01aln1m1 derivacemi v pro—
ménnych = a y a plati pro ni .7-“(8%) =&, F(iq) = . Protoze plati A\(K)*e* =

=37 [Jo_l]klel viz .00 pro k = 1,2, je A(K) = a MK)*e? = —¢l.

P=e2®(2%ﬁ+f<z’f-[—%}%—[—a%]-[—a%}~%%f>)<—w>
(22 i ie- 2L - [- 2] i D) ) -y

3
OFf Ff . P
ar S otar _Zagza )(=v.2.8)
OFf  OPFf aff

Jak se snadno presvédcime, leva strana se rovnéd pravé.

—e'®
2

Definice 5.3.1. Pro kazdy L, M € End(A) zavedme komutdtor dvou endomor-
fismu L, M
[L,M]:= LM — ML,

a antikomutdator dvou endomorfismu L, M

{L,M} :=LM + ML,
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Definujme operéator
1 2
H:= ——2Aq + q°,

kde A, zna¢i Laplaceiiv operator v proménné ¢ a ¢len ¢* oznacuje operdtor na-
sobeni funkei ¢%. Dale definujme Eulertiv operdtor

0
E = qa—q.

Pokud budeme chtit zduraznit proménnou, v jaké je Euleriv operator, pouzijeme
dolni index, napt. E.

Z definice lze snadno ovérit, ze operatory H a E jsou spojité definované na
prostoru A.

Lemma 5.3.3. V End(A) plati nasledujici relace:

1) {F,E}=-F

2) {F,¢*} =HF

3) [H,F]=0,
kde F znaci Fourierovu transformaci na prostoru A.
Diikaz. Pro f € A ovéfime lemma piimym vypoctem.

1) K ovéfeni vztahu

F(Ef(@)(h) + ExF (f(0)(h) = =F (f(a)) (h)

staci spocitat

“+oo
F(Ef() = / e—wqhq(%f(q)dq

[e.e]

400 +o0
_ / e~2m9" f(q)dq + 2mih / e 2 f(q)dg

o0 [e.9]

=~ F(f(@) (h) + 2mih- S F (7)) ()

= —F(f(q))(h) — E,F(f(q))(h).

2) Diky tomu, 7e je

F @) 1) = (=) 27 (7(@) (),

plati i dokazovany vztah

F( @) (0) + RF(F@)(h) = (= T35 + 1) F(F@) (h).
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3) Spoctéme

F(Hf(9))(h) = ]—"( — #aaj;g@ + qu(q)) (h)
= — 4—71T2(2m'h)2]-"( F(@)(h) + (%)zaa—;f(f (9))(h)
1 &

=2F(f(9)(h) = L5757 (F9)(h)
= HF (f(9))(h),

coz je kyzeny vysledek.

O

Véta 5.3.4. Pro prvky ¢ z jadra twistorového symplektického operatoru 7y na
R? plati nasledujici rovnost
0? 0?
Po Do _
or?  0y?

Diikaz. Vychéazime z rovnice (5.7)

0.

¢r — B, +iq°p, =0,

kde znac¢ime parcialni derivace podle x,y jen spodnim indexem. Aplikaci Fourie-
rovy transformace na predchozi rovnici dostaneme:

F(po — By +iq°py) = 0. (5.8)

Fourierova transformace je linearni, a proto rovnice (0.8)) implikuje
Fo, — FEp, +iFq*p, = 0. (5.9)

Z invariance symplektického twistorového operatoru by mélo platit:

Fow — EFpu +i* Fpy =0, (5.10)
kde 2’ = —y a ¢y = = (viz Ptiklad [I6]). Rovnice (5.9) a (5I0) secteme a ziskame
2F oo — FEpy — EFp, +iFq oy + iq*Fpy = 0.

Jelikoz {E, F} = —F, ziskame

3Fu +iFqp, +ig*Fp, =0
3F o, +1HFp, =0. (5.11)

Vyuzijeme toho, zZe predchozi rovnice plati i pro zaménéné proménné r — —y a
y — x. Tedy
3Fp_y+iHFp, = 0. (5.12)

Zderivujme rovnici (5.I1) podle = a rovnici (5.12) podle —y dostaneme:

3F Qpa +iHF prpy =0
3Fp_yy+iHFp, =0
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Pro derivaci plati ¢, = —¢_,, z ¢ehoz plyne rovnost
Foyy +Fpze = 0.

Jelikoz je Fourierova transformace podle Véty 2.2.6] bijekce na A, je i

Pyy + Prr = Oa
coz bylo dokazat. O

Tvrzeni 5.3.5. Necht plati Ty = 0 pro ¢ € T'(R?, A), pak je ¢ analytickd funkce
v promeénnych x,y.

Diikaz. Podle minulého Tvrzeni 5.3.4] plati ¢, + @ = 0 pro feseni ¢ twistorové
rovnice, coZ znamena, ze ¢ je harmonicka v x,y, tj. plati Ay = 0. Podle Véty
5.2.9] je pak ¢ analytickd v proménnych z a y. O

Poznamka. Predchozimu tvrzeni fikdme regularita symplektického twistorového
operatoru Ty. Navic ziejmé staci pro analyti¢nost ¢ v proménnych z, y predpoklad
jeho C%-chovani viéi témto proménnym.
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6. Néktera reseni twistorové
symplektické rovnice

V této kapitole se budeme snazit nalézt alespon ¢ast jadra symplektického twisto-
rového operatoru Ty na R?". To jest budeme hledat feseni rovnice (5.7) popisujici
jé.dI'O T().

Jadro symplektického twistorového operatoru Ty na R? tvoii reprezentaci me-
tapletktické grupy Mp(2,R).

Lemma 6.0.1. Necht p je reprezentace grupy G na prostoru F. Necht A je spojity
operator invariantni vuci reprezentaci p grupy G na prostoru F. Pak Ker A C
je G-invariantni podprostor.

Diikaz. Jadro spojitého operatoru je uzavieny podprostor. Diky invarianci ope-
ratoru A vuéi reprezentaci p grupy G plati p(g) o A = Aop(g) pro vSechna g € G.
Necht a € Ker A, pak pro viechna g € G je A(p(g)(a)) = p(g)[A(a)] = 0. To jest
p(g)(a) € Ker A, tedy Ker A je uzavieny na akci grupy G. O

Podobné jako v teorii diferencidlnich operatori na Schwartzové prostoru se
ukéZe, Ze i operator Ty je na A spojity. Operétor Tp je tedy spojity na C*°(R?, A)
a podle Tvrzeni je invariantni vucéi reprezentaci p grupy Mp(2,R) na A.
Proto je jeho jadro Mp(2, R)-invariantni podprostor v C>°(R?, A).

Pripomenme, ze podle Tvrzeni b.3.2] je jadro symplektického twistorového ope-
ratoru popsano rovnici (5.7):

or q@qax

Uved'me nékolik feSeni této rovnice, kterd jsou nasnadé, jez jsou v proménné
q z prostoru A.

Tvrzeni 6.0.2. Funkce

o(x,y,q) = e gz + 2jig¥ %)

pro j € N fedi rovnici (5.7) pro jadro symplektického twistorového operéatoru T,
kde z,y a ¢ € R.

Diikaz. Ovéfime pfimym vypoctem, ze
To(p) = e g —q(e™® =27 jg") — 270" jg'+™
=" (q — q+2j¢"¥ — 2"tV = 0,
coz bylo dokazat. O
Tvrzeni 6.0.3. Pron € N, n > 2, funkce

oz, y,q) = e F (¢"(x +1iy) — ¢"*(n — 1)iy)

je feSenim rovnice (5.7) pro jadro symplektického twistorového operatoru Tp.
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Diikaz. Tvrzeni plyne z piimého dosazeni do rovnice (5.7)).

Ty(p) = e~ 5 q" — qe~% (ng™™" — ¢™") +ig%e™ % (ig” — i(n — 1)g"~?)
— et (" —ng"+ "7 ="+ (n—1)¢") =0,
coz je kyzeny vysledek. O
Podle Tvrzeni vime, ze FeSeni symplektické twistorové rovnice (5.7)) jsou

analytické funkce v proménnych x,y, budeme proto dale hledat feSeni rovnice ve

tvaru
2 [oe)

- k,j.n
e 2 E ag jn® Y’ q".

k,7,n=0

Dosazeni tohoto vyrazu do rovnice (5.7) dostaneme

k=1, Ly
E kay, jnx g knay, ;, Lk

n,j=0,k=1 7=0,k,n=1

I Z kak,]nxk Ly g2 4 Z gyt y] 1qn+2> —0.
J,n=0,k=1 k,n=0,j=1

Aby byla leva strana rovnice rovna nule, musi byt nulovy kazdy vyraz u z*y’q”
pro piislusna k, j,n € N, z ¢ehoz dostavame pro n > 2 rovnice

(/{Z + 1)((1 - n)akﬂ,jm + ak+17j,n_2) + ’L(j + 1)6Lk,j+17n_2 =0. (61)

Poznamka. PovS§imnéme si, Ze rovnice (5.7) je homogenni v z,y. Tim méame na
mysli, Ze pokud rovnici fesi ¢(x,y, q), pak je feSenim i ¢(ux, py,q) pro vsechna
nenulova p € C. Tuto podminku splituji homogenni polynomy Z?:o a;xiy"I. Vv
dalsim textu budeme hledat feSeni ve tvaru homogenniho polynomu v proménnym
x a y a rozebereme FeSeni konstantni, linearni, kvadratické a vyssi homogenity v
x,y. Rovnici (5.7) pak jisté fesi linedrni kombinace takovychto feSeni.

Poznamka. Déle si povSsimnéme, Ze rovnice (5.71) zachovava paritu v ¢. Tento
fakt souvisi s tim, Ze prostor L?(R™) a potazmo i A se rozklad4 na sudé a liché
funkce. Takze se symplekticky operator rozklada na dva operatory, jeden puisobici
na lichych T a druhy 7', pusobici na sudych funkcich v proménné gq. Kromé prvni
a posledni podkapitoly se zamétrime v dalSich ivahéch jen na operator 7', budeme
tedy hledat feSeni v lichych funkcich v proménné ¢

6.1 Konstantni resSeni

Jak je snadno nahlédneme, rovnici (5.7) Tesi kazda funkce konstantni v x, y. Pro-
stor FeSeni je tedy celé A.

6.2 Linearni reSeni
V této sekci hledame feSeni, které je tvaru

q2
% [(Alq + A3¢® + As¢® + .. a4+ (Big+ Bsq® + Bs¢® + ... -)y] : (6.2)
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Lemma 6.2.1. Koeficienty A, a B, z (6.2]) pro liché n spliiuji nasledujici rovnici
(1-n)A,+A, 2+iB, 2=0

nebo upravenou

A, =1 (An—2 +iBy_).

n—1

Diikaz. Pokud hledame linearni feSeni v z,y, musime polozit ve vztahu (6.1])
k=0 a j = 0. Dostaneme rovnici

(1 —n)aion+ a1,00—2 + o102 = 0.
Ziejmé A, = a1, je koeficient u z¢" a B,, = ap 1, je koeficient u yq". O
Pov§imnéme si, ze koeficient A, zavisi jen na volbé Ay, By, Bs, ..., B, _o.

Tvrzeni 6.2.2. Koeficienty A,, a B, z (6.2]) splhuji

n—1 n—1 .
2 2 J
1
A, A+ B,
Hn—2]+1 1+Z;gn—2p+1 2

Diikaz. Vztah dokazme indukei podle n s indukénim krokem délky 2. (Uvazujeme
pouze liché funkce v proménné ¢.) Hodnotu koeficientu A; volime libovolné.
Pron =3 je

1

. 1 J
1 1
Ag= A 4B =T]——— s
3=t ]1;[13—2 T 2]2;1}_[13—2;%1 32

Necht vztah plati pro n — 2, dokazme jej pro n.

1
An = (An—2 + 2.Bn—2)

n—1
n—3 n—3
1 2 2 ] 2
= A 22 B,
n—l(Hn—Qj—l 1+Z;}_[1n—2p—1 2 2J)+n—1 2
anl n73
1 1 1 1
= H%AlﬂLiZ Bn_o_9j + ——B,
jzln—ZJ—i-l j:ln_lpzln_2p_1 n—1
n—1 n—3
—z 1 3 Jt+l 1 i
= —A ——B,_ —B,_
Hn—2j—|—1 1+ZZHn—2p+1 22 T P
7j=1 =1 p=1
n—1 n—1
2 L a4 iH L B+ B
- - 5, 1 { — 5, 1 Pn- — 1 DPn-2
jzln—2j+1 ! = _ln—2p+1 71 2
z ¢ehoz plyne dokazované. O

2
vz . s 2 . ¥ v - ;. . 2
Dalsi tvrzeni dava popis TeSeni, kterd jsou tvaru e~z krat polynom v ¢ s
nejvyssim exponentem m.
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Tvrzeni 6.2.3. ReSeni tvaru

m+1 m+1
2T . : .
e 2 [$ Z Agjag? ! +y Z Bsj-1q” 1}
j=1 j=1
pro m > 2 je urc¢eno volbou mT“ hodnot A, By, Bs, ..., By _s.

2
Diikaz. Pokud hledame FeSeni tvaru e~z krat polynom v ¢ s nejvyssim exponen-
tem ¢, pozadujeme, aby A, 1o, Amia,... @ Bpio, Bia, ... byla nulova. Také
pozadujeme, aby platilo

1 :
0= Am+2 = m(Am + ’LBm)

Tedy B,, se musi rovnat iA,,. Proto je feSeni ur¢eno volbou mT“ hodnot A;, B,
Bs, ..., B _s. O
Piiklad 17. Reseni pro A; = 1, B; = 3i je

q2

ez [ (q — q3) x+ (3iq — iq3) y] )

6.3 Kvadratické reSeni

V této sekci hledame feSeni, ktera jsou tvaru
q2
e T [(Alq + A3q® + .. )2% + (Big+ Bsg® + .. )wy + (Crqg + Csq® + ... .)y2] . (6.3)

Lemma 6.3.1. Pro koeficienty A,,, B,, a C,, z (6.3) (pro n liché) plati

2(1 — n)An + 2An_2 + iBn_Q = 0,
(1= n)B, + By_s + i2C,_s = 0.

Rekurentni vztahy pro A, a B, jsou

An = ! ) (2An—2 + iBn—?)v

2(n—1
B, = (Bu-2 + 2iCp ).

n—1

Diikaz. Vyjdeme opét ze vztahu (6.1]), ze kterého ziskdme soustavu piislusnych
rovnic. Ziejmé A, = as,, je koeficient u 22q", B, = a1, je koeficient u xyq" a
Cn = a2, je koeficient u y%q". O

Pov&imnéme si, Ze koeficienty A, a B, dopocitame, pokud zname A, By, C},
03, ey On_g.
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Tvrzeni 6.3.2. Pro koeficienty A, B, a C,, z (€3] plati

i
—
3
|
-

]
[\V)
e

B, = B+ 2i Ch_ai,
]:ln—2j+1 ! ;Hn—%—i—l &
2 2
1 in—1 1
An = n—2j+1 "2 2 Hn—2j—|—1 !
j=1 Jj=1
n—1 .
2 J 1

Diikaz. Vztahy ovéfime indukei podle n s krokem délky 2. Hodnota koeficientii
By a A; je pevné zvolena.
Pro n = 3 podle vzorce z Lemmatu [6.3.1] plati
1 ! 1 L 1
Bs==-B14+iC;=||=———B1+2i ————C_9;
375 1+10 H3—2j+1 1+ ZZHS— b1 3-255
Jj=1 j=1 p=1
1 i . 1 i3—11 1
As=-A1+-Bi= || ——A41 + = Bj.
3=t g H3—2j+1 15 ],1:[13—2j+1 !

J=1

Necht vztah plati pro n — 2. Dokazme jej pro n.

7j=1 1 2p
21
Ch
+n—1 2
n—1 n-1 .
2 2 J 1 2
= By +2 o Ch
R VN ZZHn—2p+1 2+ O
Jj=1 j=2 p=1
Aﬂ:: ___l___(2A%—2*_iBn—2)
2(n—1)
1 1 in—3 1
_ A+ - B
n—l(Hn—Qj—l 133 Hn—2j—1 !
Jj=1 7j=1
n—3 .
2 J 1
_ 1 — N
> U >Hn—2p—1 “J)
7j=2 p=1
; nz? ] Sl 1
By + 2i —  Chiga;
+2(n—1)(j:1n—2j—1 Lt Z;En—Qp—l 229)
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j=1
n—1 .

BT | -

-> (-2 Cha;

= pzln—2p+1

Z,”T‘l 1 iy 1

z B, — C,
+2Hn—2j—|—1 ! ;Hn—Qp—l—l %

Jj=1 1
n—1
2 j 1 2 1
— —1 C,_ C, ,
( Y )Hn—2p+1 o+ 11 —2p+1 4)
7=3 1 =1
coz dava dokazované tvrzeni. O

2
, . . , . . v . 4 -
Nasleduje tvrzeni, které popisuje feSeni ve tvaru e~z krat polynom v ¢ s
nejvyssim exponentem m.

Tvrzeni 6.3.3. Reseni tvaru

mtl mtl m+1
6_% |:.T2 Z A2j—lq2j_1 + Ty Z ng_lq%_l + y2 Z ng_1q2]_1:|
j=1 j=1 j=1
je pro m > 4 urceno volbou mTH hodnot Ay, B1,C1,Cs,...,Ch_y.

2
o . v v e . . - Vv
Diikaz. Hledame-li feSeni tvaru e~ = krat polynom v ¢ s nejvyssim exponentem

q" chceme, aby A,,10, Apmia, -, Bmao, Boya, ... a Chio,Chiy, ... byla nulova.
To nastane, pokud zvolime C,.2,C)iy,... nulova, C,, 9 = Ao+ 1B, o a
Cn= Q(T;—il)(QAm_g + iB,—2). To jest tak, aby platily rovnosti

0= Bpis = k(B + 2iCl),

0= Ao = (24, + iBy),

kde k a [ jsou prislusné konstanty. Regen{ je tedy urceno volbou mTH hodnot
AlaBl701a03>"'aCm—4- H

Piiklad 18. ReSenf pro A; =i,B; =4,C;, =2 a C3 =i je
((~d+8)a = (- 2)7+ 4+ ia)o?
+(< -5 - é>q7 +5¢° + (2 +2i)¢° +4Q)xy

(b= 87 - (- Bt
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6.4 ReSeni radu &
V této sekeci hledame feSeni tvaru
q2
ez [(A]fq + Algq?’ + .. )a:k + (A’f_lq+A§_1q3 + .. .)a:k_ly

+ooo+ (Al + AS 4+ YR (6.4)

Lemma 6.4.1. Pro koeficienty A* ... AY (n liché) ze vztahu (6.4) plati

n

0= k((1—n) AF 4+ Ak ) + AT,
0=(k—1) ((1—n) A4 ARZL) 4 2iAF—2

n

0= (1—n) AL + AL) + kid?,

nebo zapsano jako rekurentni vztahy

1
Ab = k1) (kAR _, + iAETY),
1
Ak1 = DD ((k—1)AL"Y + 2iAk73),
AL ! (AL, + kid2_).

(n—1)

Diikaz. Pokud opét vyjdeme ze vztahu (6.0]), dostaneme soustavu k rekurentnich
rovnic pro k + 1 posloupnosti koeficientu.

Koeficient A* = ay. o, je u 2%¢", AF=1 = a1, je koeficient u z*~'yg" atd. a
A% = ag 1. je koeficient u y*q". O

k—

Podobné jako v predchozich p¥ipadech k vypoctu koeficienta A*, ..., A% je
potteba zadat Af,... A A% ... A ..
Nasledujici tvrzeni podobné jako Tvrzeni [6.2.3] a Tvrzeni [6.3.3] dava popis
2
Feseni tvaru e~ = krat polynom v proménné ¢ s nejvyssim exponentem m, kdy
toto feSeni je homogenni polynom homogenity &£ v proménnych z,y.

Tvrzeni 6.4.2. ReSeni tvaru

m+1 m+1 m+1
CET NS gk 201 kel NS gkl 2i—1 ENS 4021
e 2[33 ZA2j_1q] +x yZAQj_1q] t+.o..ty ZAQj—lq] ]
je pro m > 2k urceno volbou 2 hodnot Af,... A A3, ... A0 ..

Diikaz. Opét pozadujeme, aby Aﬁnﬂ, Aﬁn+4, ... byly nulové pro 7 =0, ..., k. Dale
si uvédomme, Ze koeficienty A% A% , ... A% . jsou jednozna¢éné uréeny poza-
davkem

0=A) ., =71(jA +i(k—j)Al")

pro j = k,...,1, kde 71 jsou piislusné konstanty.
Pokud ma platit 0 = (A}, +ikAD), je A% = £ A;

m*
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Déle pokud chceme 0 = (2A% +i(k—1)AL)), musi byt A}, = 22 A2 . Koeficient
Al je spo¢ten pomoci A . tedy A , ma ur¢enou hodnotu.

Déle pokud mé byt 0 = (343 +i(k—2)AZ2), musi byt A2, = 25 A3 Koeficient
A2 je spocten pomoci A% , a A2, ale koeficient A% , je jiz jednozna¢né urcen
z minulého kroku, proto musi mit A2,_, uréenou hodnotu. Koeficient A2, je
spoc¢ten pomoci A%, tedy A% , mé jednozna¢né danou hodnotu.

Podobnymi Gvahami se dostaneme az k tomu, ze A%, _,, ., musi mit konkrétni
podobu, aby platila rovnost 0 = (kAF +iAF-1).

Shriime predchozi tvahy. Polynomialni feSeni v ¢ s nejvyssim exponentem ¢™
je urceno volbou 2 hodnot A}, ... A9, A}, ..., A%, prom > 2k. O

Minulé avahy predpokladaly, ze m > 2k, uvazme nyni dohromady jak pripad
m < 2k, tak i m > 2k. (Pfipomenme, Ze uvazujeme pouze lichd m, protoze jsme
se omezili jen na operator 7T pusobici na podprostoru lichych funkei v proménné
q.)

4 q2 .

Reseni tvaru e”z krat polynom v promeénné ¢ s nejvyssim exponentem m,
které je vici proménnym z,y polynom homogenity k, je urc¢eno volbou mT“ ko-
eficientu A7, jak Iika nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.4.3. ReSeni tvaru

m+1 m+1 m+1
2
E [ zAw Wy S A +ysz2] |
j=1

m+1

je urceno volbou koeficientii.

Drikaz. Na problém hledani feSeni v pozadovaném tvaru miZzeme nahlizet jako na
feSeni soustavy homogennich linearnich rovnic. Pokud hledame feseni homogenity
k v proménnych x,y, bude v soustavé k rovnic pro k + 1 neznamych pro kazdy
stupeii n = 3,5,7,...,m+2 exponentu u g (ze vztahu (€I])). Tedy dohromady je
k:mTH rovnic pro (k+ 1)’”T+]L neznamych. Z rozepsani rovnic (6.I) nahlédneme, ze
rovnice jsou na sobé linearné nezavislé. Proto hodnost matice popisujici soustavu
je k™ a dimenze prostoru fesenf je (k4 1) — 2L O

6.5 Holomorfni resSeni

V minulych kapitolach jsme diskutovali feSeni, ktera byla polynomialni vici pro-
meénnych x a y a licha v proménné ¢. Pojdme nase uvahy rozsirit dal.

Uvazme nejdiive feseni tvaru 2" f(q), kde f € A a z := x + iy. Dosazenim do
rovnice (5.7)) pro jadro twistorového operatoru dostaneme

0z fq) — n" g (fq F(@) + 22 f(q) = 0.

Hledame-li funkci f(q), ktera fesi rovnici pro kazdé x,y, dostavame obycejnou
diferencialni rovnici

(1-¢*)f(q) = qa—qf(q). (6.5)
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2
Rovnice ma fedeni f(q) = ge~ 7. Tato funkce patii do prostoru A, a tedy funkce

N

n 4

2"qe” 2

jsou v jadru symplektického twistorového operatoru pro n € N. Mimo jiné se
snadno piesvédéime (v souladu s Vétou B.3.4), Ze plati

¥

q

Agyy2"qge 2 =0,
kde A,, oznacuje Laplacetiiv operator v proménnych z,y.

Situace je analogické, pokud hledame feSeni tvaru h(z)f(g) pro h(z) holomorf-
ni funkei na R? = C. Protoze holomorfni funkce maji spojitou prvni derivaci, je
podle derivace slozené funkce a%h(z) =h'(z2) a a%h(z) = ih/(z). Po dosazeni téch-
to derivaci do rovnice pro jadro Ty (B.7) a tpravé, opét dostavame rovnici (6.5) a

2
jeji FeSeni je tvaru h(z)ge” 7.

Véta 6.5.1. Pro kazdou funkci h(z) holomorfni na celém R? 2z := x + iy, je
funkce

¥

q

h(z)ge™ =
v jadru symplektického twistorového operatoru 7j.

Diikaz. Viz uvahy pred vétou. O
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