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ÚvodVe fyzice existují dva základní p°ístupy k mechanice. Lagrange·v p°ístup klasickyvede k Riemannov¥ geometrii, zatímco symplektickou geometrii pouºíváme v Ha-miltonov¥ p°ístupu. Symplektická spinorová geometrie m·ºe být tedy chápana ja-ko jistá analogie Riemannovy spinorové geometrie. V obou diferenciálních geome-triích p°iná²í výzkum diferenciálních operátor· podn¥tné výsledky. Zkoumáme-linap°íklad operátor vhodn¥ spojený s geometrickou strukturou, lze z jeho analytic-kých vlastností n¥kdy získat cenné informace o vlastnostech podkladové variety.Práv¥ takovéto zajímavé výsledky o£ekáváme p°i studiu diferenciálních operátor·v symplektickém p°ípad¥.Pro tuto práci jsme zvolili analýzu symplektického twistorového operátoru,který zavedl S. Krýsl a L. Kadl£áková. Zkoumali jsme jeho vlastnosti a zam¥°ilijsme se na jeho jádro. Jako motivaci, pro£ se jádrem zabývat, uve¤me p°íkladBochner-Laplaceova operátoru na kompaktních Riemannových varietách. Ten-to operátor p·sobí na prostoru vn¥j²ích diferenciálních forem této variety a nafunkcích na plochých Eukleidových vektorových prostorech splývá s Laplaceovýmoperátorem. Je známo, ºe pokud je p°íslu²ná varieta kompaktní, jádro tohotoBochner-Laplaceova operátoru je nejen kone£n¥rozm¥rné, ale dokonce i to, ºe di-menze jádra tohoto operátoru zúºeného na k-formy je rovna k-tému Bettiho £ísluvariety nebo, jinak °e£eno, dimenzi nap°. simpliciální homologie studované vari-ety. Pro jádro symplektického twistorového operátoru nebo od n¥j odvozenýchoperátor· lze o£ekávat podobné výsledky.Nazna£me stru£n¥, jak se vlastn¥ k twistovým operátor·m dostaneme. V kvan-tové mechanice vyvstala pot°eba nalézt pohybovou rovnici, která bude nejen po-pisovat kvantov¥ mechanický stav £ástice, ale bude spl¬ovat i formalismus Ein-steinovy speciální relativity. Takto se objevila otázka, jak nalézt diferenciální ope-rátor prvního °ádu p·sobící na funkcích de�novaných na R4, které mají hodnoty v£ty°rozm¥rném komplexním vektorovém prostoru - prostoru spinor·, jehoº druhámocnina bude Laplace·v operátor. Odpov¥dí bylo zavedení Diracova operátoruP. A. M. Diracem.Díky této motivaci se zajímavou otázkou pro symplektickou geometrii sta-lo hledání diferenciálního operátoru prvního °ádu, který p·sobí na �funkcích�de�novaných na symplektickém vektorovém prostoru, jehoº druhá mocnina je�Laplace·v operátor� p°irozen¥ de�novaný pomocí symplektických struktur. Tu-to otázku vy°e²ila K. Habermannová [8], která zavedla takzvaný symplektickýDirac·v operátor. Poznamenejme, ºe v Riemannov¥ geometrii je nutné brát vícekomponentové funkce - spinorová pole. Vzniká tedy dal²í otázka, co jsou spinorypro symplektickou grupu. Ukazuje se, ºe za spinorovou reprezentaci v p°ípad¥symplektické grupy je vhodné vzít tzv. Segal-Shale-Weilovu reprezentaci souvis-lého dvoulistého nakrytí symplektické grupy, tzv. metaplektické grupy.Twistorový operátor v Riemannov¥ geometrii nalézáme pomocí rozkladu vn¥j-²ích diferenciálních forem s hodnotami ve spinorech. Tento rozklad je zajímavýdíky tomu, ºe se v n¥m p°irozen¥ objevuje Dirac·v operátor jako sloºení vn¥j²íkovariantní derivace a projekce na vhodný ireducibilní podbandl.Podobn¥ lze i v symplektickém p°ípad¥ uvaºovat prostor vn¥j²ích diferenci-álních forem s hodnotami ve spinorech a snaºit se jej rozloºit. Tento rozklad je2



známý díky práci S. Krýsla [14]. V komplexu podmodul· tohoto rozkladu jsoutedy p°irozen¥ de�novány symplektické twistorové operátory.Na cest¥ za sympletickým twistorovým operátorem seznámíme £tená°e v prvníkapitole se symplektickým vektorovým prostorem a symplektickou grupou. Dru-há kapitola p°edstaví analytickou stránku v¥ci. Symplektický twistorový operátorp·sobí na vn¥j²ích formách, které mají hodnoty v symplektických spinorech. Prá-v¥ funkce z prostoru zavedeného v druhé kapitole budou hrát roli symplektickýchspinor·. T°etí kapitola p°edstaví metaplektickou grupu a její Segal-Shale-Weilovureprezentaci na prostoru symplektických spinor·. Ve £tvrté kapitole zopakujemezákladní geometrické struktury pot°ebné ke konstrukci symplektického spinoro-vého bandlu.Kone£n¥ v páté kapitole budou de�novány symplektické twistorové operátory.Pro twistorový operátor T0 najdeme jeho vyjád°ení. Ukáºeme, ºe je invariantnív·£i p·sobení metaplektické grupy a je tedy opravdu vhodným operátorem natéto struktu°e. Dále ukáºeme, ºe T0 je regulární a najdeme rovnici popisujícíjeho jádro. V poslední kapitole popí²eme £ást jádra symplektického twistorovéhooperátoru, které tvo°í reprezentaci metaplektické grupy, to jest budeme hledat°e²ení jisté parciální diferenciální rovnice, která popisuje jádro T0. Práv¥ výsledkyobsaºené v páté a ²esté kapitole jsou hlavním p°ínosem této práce a jsou z naprostév¥t²iny nové.
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1. Symplektická lineární algebraPrvní kapitola seznamuje s pojmy symplektické lineární algebry a se symplek-tickou grupou a jejími vlastnostmi. V práci budeme uvaºovat pouze vektorovéprostory nad t¥lesem reálných nebo komplexních £ísel.1.1 Symplektický vektorový prostorV kapitole se seznámíme s pojmy symplektický vektorový prostor, izotropní, sym-plektický a lagrangeovský podprostor symplektického prostotu. Na konci zavede-me zna£ení pro po£ítání v sou°adnicích, které budeme vyuºívat v r·zných £ástechtéto práce.De�nice 1.1.1. Symplektický vektorový prostor je dvojice (V,Ω), kde V je vek-torový prostor kone£né dimenze nad t¥lesem reálných £ísel R a Ω : V × V → Rje bilineární forma, která je antisymetrická a nedegenerovaná.Antisymetrie formy Ω je vyjád°ena rovností Ω(v, w) = −Ω(w, v) pro v²echna
v, w ∈ V . Nedegenerovanost Ω lze vyjád°it dv¥ma zp·soby. Je-li Ω(v, u) = 0 prov²echna v ∈ V , pak je u = 0, je první zp·sob de�nice. Nebo se de�nuje zobrazení
Ωv : V → V ∗ p°edpisem Ωv(w) = Ω(v, w). Pokud je Ω nedegenerovaná, je Ωvizomor�smus vektorových prostor·.V¥ta 1.1.1. Nech´ Ω je antisymetrická bilineární forma (ne nutn¥ nedegenerova-ná) na vektorovém prostoru V , který má kone£nou dimenzi, pak existuje báze
u1, . . . , uk, e1 . . . , en, f1, . . . , fn vektorového prostoru V , která spl¬uje:

Ω(ui, v) = 0 pro v²echna i = 1, . . . , k a pro v²echna v ∈ V,
Ω(ei, ej) = 0 pro v²echna i, j = 1, . . . , n,
Ω(fi, fj) = 0 pro v²echna i, j = 1, . . . , n,
Ω(ei, fj) = δij pro v²echna i, j = 1, . . . , n.Poznámka. Poznamenejme, ºe v maticovém zápisu V¥ta 1.1.1 °íká, ºe existujebáze, ve které má forma Ω tvar

Ω(v, u) =
(
−v−

)





0 0 0
0 0 I
0 −I 0
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 .Symbol I ozna£uje jednotkovou matici °ádu n a 0 zna£í nulovou matici p°í-slu²né velikosti.D·kaz. Pouºijeme upravený Gram-Schmidt·v ortogonaliza£ní proces.Poloºme U := {u ∈ V ; Ω(u, v) = 0 pro v²echna v ∈ V }. Vyberme bázi
u1, . . . , uk podprostoru U ⊂ V a ozna£me W dopl¬kový podprostor U ve V ,
V = U ⊕W .Vyberme nenulový prvek e1 ∈ W . Díky nedegenerovanosti Ω na W existujeprvek f ∈ W takový, ºe Ω(e1, f) = α 6= 0. Poloºme f1 := 1

α
f . Protoºe Ω jebilineární zobrazení, dostáváme Ω(e1, f1) = 1. Ozna£me W1 lineární obal vektor·

e1, f1 a poloºme WΩ
1 = {w ∈W ; Ω(w, v) = 0 pro v²echna v ∈W1}.4



Ukáºeme, ºe W lze rozloºit na W1 a WΩ
1 . Zaprvé ov¥°íme, ºe W1 ∩WΩ

1 = {0}.Prvek z pr·niku má tvar u = ae1 + bf1 ∈ W1 ∩WΩ
1 . Platí

0 = Ω(u, e1) = −b,
0 = Ω(u, f1) = a.Koe�cienty a, b jsou tedy nulové, tj. u = 0. Dále ukáºeme, ºe W = W1 + WΩ

1 .Vezm¥me libovolný prvek v ∈W . Ozna£me c := Ω(v, e1) a d := Ω(v, f1). Prvek vm·ºeme zapsat ve tvaru
v = (−cf1 + de1) + (v + cf1 − de1),kde (−cf1 + de1) ∈W1 a (v + cf1 − de1) ∈WΩ

1 , nebo´ Ω(v + cf1 − de1, e1) = 0 a
Ω(v + cf1 − de1, f1) = 0.Pokra£ujme v hledání báze, pokud je WΩ

1 6= 0. Vyberme nenulový prvek e2 ∈
WΩ

1 . Potom díky nedegenerovanosti Ω na WΩ
1 existuje f ∈ WΩ

1 , ºe Ω(e2, f) =
β 6= 0. Poloºíme-li f2 := 1

β
f , dostáváme Ω(e2, f2) = 1. Ozna£me W2 lineární obalvektor· e2, f2. Takto pokra£ujme dále indukcí. Nebo´ V má kone£nou dimenzi,proces se v n¥jakém kroku zastaví, a tak dostáváme rozklad V = U ⊕W1 ⊕W2 ⊕

. . .⊕Wn.Poznámka.1. Pokud je Ω nedegenerovaná, je U = {0}, protoºe jen pro u = 0 platí
Ω(u, v) = 0 pro v²echna v ∈ V .2. Symplektický vektorový prostor (V,Ω) má sudou dimenzi, protoºe dimU =
0 a dimW = 2n, kde W viz v d·kazu V¥ty 1.1.1.3. V textu budeme dále místo ozna£ení báze {e1 . . . , en, f1, . . . , fn} pouºívatozna£ení {e1 . . . , en, en+1, . . . , e2n}.De�nice 1.1.2. Báze {e1 . . . , en, en+1, . . . , e2n} symplektického vektorového pro-storu (V,Ω) se nazývá symplektická báze (V,Ω), pokud platí Ω(ei, ej) = 0 =

Ω(en+i, en+j) a Ω(ei, en+j) = δij, i, j = 1, . . . , n.V·£i symplektické bázi má symplektická forma Ω maticové vyjád°ení
Ω(v, u) =

(
−v−

)
(

0 I
−I 0

)
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u
|



 .Poznamenejme, ºe symplektická báze je na rozdíl od ortogonální báze uspo°áda-nou mnoºinou. Dále poznamenejme, ºe dle V¥ty 1.1.1 symplektická báze existuje.P°íklad 1. Vektorový prostor R2n s bází
e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0,

n
︷︸︸︷

1 , 0, . . . , 0),
en+1 = (0, . . . , 0, 1

︸︷︷︸

n+1

, 0, . . . , 0) , . . . , e2n = (0, . . . , 0, 1)spolu s formou Ω0, která má v·£i této bázi matici ( 0
−I

I
0

), tvo°í symplektický vek-torový prostor. Tuto formu Ω0 nazýváme kanonickou symplektickou formou na
R2n a symplektický vektorový prostor (R2n,Ω0) nazýváme kanonickým symplek-tickým vektorovým prostorem. 5



P°íklad 2. Pro libovolný kone£n¥rozm¥rný vektorový prostor E lze na V =
E ⊕E∗ de�novat symplektickou strukturu p°edpisem

Ω((u, α), (v, β)) = β(u) − α(v),kde u, v ∈ E a α, β ∈ E∗. Bu¤ nyní e1, . . . , en báze E a ε1, . . . , εn duální bá-ze prostoru E∗, z°ejm¥ (e1, 0), . . . , (en, 0), (0, ε1), . . . , (0, εn) je symplektická bázeprostoru (V,Ω).De�nice 1.1.3. Podprostor W symplektickeho vektorového prostoru (V,Ω) senazývá symplektický, pokud Ω|W je nedegenerovaná.Podprostor Y symplektickeho vektorového prostoru (V,Ω) se nazývá izotropní,pokud Ω|Y ≡ 0.P°íklad 3. P°íkladem symplektického podprostoru m·ºe být podprostor gene-rovaný vektory e1, en+1 z P°íkladu 1. P°íkladem izotropního podprostoru je pod-prostor generovaný vektory e1, e2.Tvrzení 1.1.2. Bu¤ Y podprostor symplektického vektorového prostoru (V,Ω)kone£né dimenze a Y Ω = {v ∈ V ; Ω(v, u) = 0 pro v²echna u ∈ Y } jeho symplek-tický ortogonální dopln¥k. Potom platí
dimY + dimY Ω = dimV. (1.1)D·kaz. De�nujme lineární zobrazení

ϕ : V → Y ∗ := Hom(Y,R)

v 7→ Ωv|Y .Pro lineární zobrazení mezi kone£n¥dimenzionálními vektorovými prostory f :
Vn → Vm platí dim Im(f) + dimKer(f) = dimVn.Jádro zobrazení ϕ je Ker(ϕ) = {v ∈ V ; Ωv(u) = 0 pro v²echna u ∈ Y } = Y Ω.Ukaºme, ºe Im(ϕ) = Y ∗. Protoºe kaºdé Ωv|Y : Y → R je lineární, je Ωv ∈ Y ∗,a tedy Im(ϕ) ⊆ Y ∗. Ukaºme, ºe Im(ϕ) ⊇ Y ∗. Zvolme libovolné α ∈ Y ∗. Prostor Yje podprostor lineárního vektorového prostoru kone£né dimenze, a proto existujebáze {yi}dimY

i=1 prostoru Y . Ozna£me ai := α(yi). Protoºe Ω je nedegenerovanábilineární forma na V , existuje pro kaºdé i = 1, . . . , dimY prvek wi ∈ V , ºe
Ω(wi, yi) 6= 0 a Ω(wi, yj) = 0 pro j 6= i. Vynásobme wi vhodnou konstantou,abychom dostali Ω(Kiwi, yi) = ai. Poloºme v :=

∑dimY
j=1 Kiwi. Snadno se p°esv¥d-£íme, ºe Ωv|Y = α. Tedy je Im(ϕ) = Y ∗. Pro lineární vektorové prostory kone£nédimenze platí dimY = dimY ∗.Tvrzení 1.1.3. Pro podprostor Y symplektického vektorového prostoru (V,Ω)kone£né dimenze je ekvivalentní:1. Y je symplektický podprostor,2. Y ∩ Y Ω = {0},3. Y ⊕ Y Ω = V . 6



D·kaz. 1.⇒ 2. Nech´ v ∈ Y ∩ Y Ω. Tedy v ∈ Y Ω, tj. Ω(v, w) = 0 pro v²echna
w ∈ Y dle de�nice Y Ω, odkud z nedegenerovanosti Ω|Y (Y je symplektický)plyne, ºe v = 0, tedy Y ∩ Y Ω = {0}.2.⇒ 3. Rovnost Y ⊕ Y Ω = V plyne z toho, ºe dimY + dim Y Ω = dimV ,
Y ∩ Y Ω = {0} a Y ⊆ V , Y Ω ⊆ V .3.⇒ 1. Pokud prostor V = Y ⊕Y Ω, pak je Ω|Y nedegenerovaná, protoºe jedinýprvek u ∈ Y , pro který platí Ω(y, u) = 0 pro v²echna y ∈ Y , je 0.Tvrzení 1.1.4. Pro podprostor Y symplektického vektorového prostoru (V,Ω)platí následující výroky:1. Y je izotropní podprostor práv¥ tehdy, kdyº Y ⊆ Y Ω.2. Y je izotropní podprostor, potom je dimY ≤ 1

2
dim V .D·kaz. 1. Jestliºe je podprostor Y izotropní, je Ω|Y ≡ 0. Y Ω = {v ∈ V ; Ω(v, u) =

0 pro v²echna u ∈ Y }. Podle de�nice Y Ω je Y ⊆ Y Ω ekvivalentní tomu, ºe prov²echna y ∈ Y platí Ω(y, u) = 0 pro v²echna u ∈ Y , coº je Ω|Y ≡ 0.2. Platí Y ⊆ Y Ω, tedy dimY ≤ dimY Ω, a protoºe platí dim Y + dim Y Ω =
dim V , dostáváme dimY ≤ 1

2
dimV .P°íklad 4. Podprostor symplektického vektorového prostoru nemusí být ani sym-plektický, ani izotropní. P°íkladem m·ºe být podprostor Y symplektického vek-torového prostoru (R6,Ω0) generovaný vektory e1, e3+1, e2. Jeho symplektický or-togonální dopln¥k Y Ω je generovaný e2, e3, e3+3.Existují i podprostory, pro které platí Y Ω ⊆ Y , které se n¥kdy ozna£ují jakokoizotropní podprostory. Jsou jimi nap°íklad v²echny podprostory kodimenze 1.De�nice 1.1.4. Lagrangeovský podprostor Y symplektického vektorového pro-storu je podprostor spl¬ující Y = Y Ω. Je tedy izotropní i koizotropní.Tvrzení 1.1.5. Lagrangeovský podprostor je práv¥ takový izotropní podprostor,pro n¥jº platí dim Y = 1

2
dimV .D·kaz. Nech´ je Y lagrangeovský podprostor, tj. Y = Y Ω. Podle V¥ty 1.1.4 jeizotropní. Protoºe dimY + dimY Ω = dimV , máme dimY = 1

2
dimV .Nech´ Y je izotropní a platí dim Y = 1

2
dimV . Pro izotropní podprostory platí

Y ⊆ Y Ω. Pro podprostor symplektického vektorového prostoru podle Tvrzení1.1.2 platí dimY + dim Y Ω = dimV , a proto platí Y = Y Ω.P°íklad 5. Generátory lagrangeovského podprostoru symplektického vektorové-ho prostoru (R6,Ω0) mohou být nap°íklad vektory e1, e2, e3 nebo e3+1, e2, e3+3.Pro úplnost dokaºme následující tvrzení, by´ je nebudeme v dal²ím p°ímopot°ebovat.Tvrzení 1.1.6. Kaºdá báze e1, . . . , en lagrangeovského symplektického podpro-storu Y symplektického vektorového prostoru (V,Ω) lze roz²í°it v bázi e1, . . . , en,
en+1, . . . , e2n celého V .
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D·kaz. Budeme postupovat indukcí podle n.Pro n = 1 je dimV = 2. Forma Ω je nedegenerovaná na V . Pro prvek e1 6= 0z báze lagrangeovského podprostoru Y platí Ω(e1, v) = 0 pro v²echna v ∈ Y ,a protoºe e1 6= 0, existuje prvek f ∈ V rY , pro který je Ω(e1, f) = a 6= 0.De�nujeme e1+1 = 1
a
f . Lineární obal e1, e1+1 je symplektický prostor V a jehobáze je e1, e2.Pro n > 1 je dimV = 2n. Forma Ω je nedegenerovaná na V . Protoºe prvek enz báze lagrangeovského podprostoru Y je nenulový, existuje prvek f ∈ VrY , prokterý je Ω(en, f) = a 6= 0. De�nujeme en+n = 1

a
f . Lineární obal en, en+n ozna£í-me Wn. Forma Ω je na Wn nedegenerovaná, coº znamená, ºe Wn je symplektickýpodprostor V , dimWn = 2 a platí pro n¥j Wn ⊕WΩ

n = V . Prostor WΩ
n je sym-plektický a WΩ

n ⊃ 〈e1, . . . , en−1〉. Lineární obal 〈e1, . . . , en−1〉 je lagrangeovskýpodprostor symplektického prostoru WΩ
n . Proto m·ºeme pouºít induk£ní p°edpo-klad, dimWΩ

n = 2(n−1) a e1, . . . , en−1 je báze jeho lagrangeovského podprostoru.Takto získaná mnoºina e1, . . . , en, en+1, . . . , e2n je symplektická báze V .Poznámka. V práci budeme £asto pouºívat kanonický symplektický vektorovýprostor (R2n,Ω0). Zvolme symplektickou bázi {ei}2n
i=1 prostoru R2n a lagrangeov-ské podprostory L a L′ takové, ºe L⊕L′ = R2n a {ei}ni=1 je báze L a {ei}2n

i=n+1 jebáze L′. Dimenze L i L′ je n. Ozna£me ωij := Ω0(ei, ej). Pro symplektickou báziplatí ωij = 1, pokud j = n+ i, a ωij = −1, pokud j = i− n, jinak je ωij = 0.Ozna£me {εi}2n
i=1 bázi R2n∗ duální k {ei}2n

i=1. Pro i, j = 1, . . . , 2n de�nujme
ωij pomocí ∑2n

k=1 ωikω
jk = δji . Pov²imn¥me si, ºe úºíme p°es druhý index. Tutokonvenci vyuºíváme, aby stejn¥ jako pro ωij i pro ωij platilo ωij = 1, pokud

j = n+ i, a ωij = −1, pokud j = i− n, a jinak ωij = 0.V symplektickém p°ípad¥ podobn¥ jako v Riemannov¥ geometrii budeme n¥-kdy pot°ebovat zdvihat a sniºovat indexy. Symplektická forma Ω0 je antisymetric-ká, proto je pot°eba dbát na po°adí. M¥jme tenzor nad vektorovým prostorem R2nzapsaný v sou°adnicích K
a...b...c

d...e...f . Ozna£me K
a...

i
...c

d...e...f := ωibK
a...b...c

d...e...fa dále K
a...b...c

d...
i
...f := K

a...b...c
d...e...fωei. Tyto konvence budeme hojn¥ uºívat vkapitole 5.1.2 Symplektická grupaSymplektická grupa Sp(2n,R) je Lieova grupa. Je moºné setkat se je²t¥ s jednímtypem symplektické grupy, která se obvykle zna£í Sp(n) a skládá se z inverti-bilních lineárních zobrazení prostoru kvaternion· Hn. Touto grupou, kterou lzereprezentovat pomocí komplexních matic °ádu 2n, se ale zabývat nebudeme. Na²ipozornost zam¥°íme na grupu Sp(2n,R) a v této kapitole shrneme její vlastnosti,které budeme pot°ebovat v dal²ím. Na konci kapitoly se zmíníme o symplektickéLieov¥ algeb°e, která je neodmysliteln¥ se symplektickou grupou spojená.De�nice 1.2.1. Symplektická grupa Sp(2n,R) je grupa v²ech automor�sm· R2nzachovávajících kanonickou symplektickou formu Ω0

Ω0 : (x, y) 7→
n∑

i=1

xiyn+i −
n∑

i=1

xn+iyi,pro x, y ∈ R2n. 8



To jest Sp(2n,R) je grupa takových A ∈ GL(2n,R), které spl¬ují
Ω0(Av,Aw) = Ω0(v, w)pro v²echny v, w ∈ R2n.Poznámka. Ozna£me nyní matici kanonické symplektické formy v·£i n¥jakésymlektické bázi symbolem J0 a p°ipome¬me, ºe její tvar je

J0 =

(
0 I
−I 0

)

,kde I ozna£uje jednotkovou matici °ádu n. Z°ejm¥ platí Ω0(v, w) = 〈v, J0w〉, kde
〈·, ·〉 ozna£uje kanonický eukleidovský skalární sou£in na R2n.Prvky Sp(2n,R) jsou práv¥ matice X, které spl¬ují XTJ0X = J0 nebo ekvi-valentn¥ XJ0X

T = J0. Z°ejm¥ J0 ∈ Sp(2n,R) a platí pro ni −J0 = J−1
0 = JT0 .Matice J0 je tedy i ortogonální.Pro £tvercové matice A,B,C a D °ádu n zapi²me matici X ∈ Sp(2n,R) vetvaru X =

(
A
C
B
D

). Vyjád°ením rovností XTJ0X = J0 a XJ0X
T = J0 dostávámepro matice A,B,C a D následující rovnosti

ATC = CTA, BTD = DTB a ATD − CTB = I, (1.2)
ABT = BAT , CDT = DCT a ADT −BCT = I. (1.3)Následující tvrzení popisuje polární rozklad pro symplektickou grupu.Tvrzení 1.2.1. Kaºdou matici X ∈ Sp(2n,R) lze napsat jednozna£n¥ ve tvaru

X = UP , kde P ∈ Sp(2n,R) je symetrická pozitivn¥ de�nitní matice a U ∈
Sp(2n,R) ∩ O(2n,R), kde O(2n,R) := {A ∈ GL(2n,R);AAT = ATA = I} jegrupa ortogonálních reálných matic.D·kaz. Kaºdá matice X ∈ GL(2n,R) má jednozna£ný polární rozklad X = UP ,kde U je ortogonální matice a P je symetrická pozitivn¥ de�nitní. Sta£í tedyukázat, ºe U, P ∈ Sp(2n,R). Pro kaºdou symplektickou matici platí X−1T =
J0XJ

−1
0 , a tedy i

U−1TP−1T = X−1T = J0XJ
−1
0 = (J0UJ

−1
0 )(J0PJ

−1
0 ).Protoºe J0 je ortogonální, je J0UJ

−1
0 ∈ O(2n,R). Navíc je J0PJ

−1
0 pozitivn¥de�nitní. Díky jednozna£nosti polárního rozkladu platí U−1T = J0UJ
−1
0 a P−1T =

J0PJ
−1
0 , coº v²ak znamená, ºe U, P ∈ Sp(2n,R).Tvrzení 1.2.2. Maximální kompaktní podgrupa grupy Sp(2n,R) je Sp(2n,R)∩

O(2n,R).D·kaz. Nech´ K je podgrupa Sp(2n,R) obsahující Sp(2n,R)∩O(2n,R). Zvolme
A ∈ K. Matici A lze podle Tvrzení 1.2.1 (jednozna£n¥) zapsat ve tvaru A = UP ,kde U ∈ Sp(2n,R) ∩ O(2n,R) a P ∈ Sp(2n,R) je symetrická pozitivn¥ de�nitnímatice. Matice P = U−1A ∈ K, protoºe K je podgrupa obsahující Sp(2n,R) ∩
O(2n,R). Pro pozitivn¥ de�nitní matici P platí P TJ0P = J0, a proto je bu¤ P =
I, nebo existuje vlastní £íslo P vet²í neº 1, protoºe jak je známo, sou£in vlastních9



£ísel je roven determinantu. V druhém p°ípad¥ P ∈ Kr(Sp(2n,R) ∩ O(2n,R))a P j ∈ K pro v²echny j ∈ N0, nebo´ K je podgrupa. Pak by ale K nemohlabýt kompaktní, protoºe by nebyla omezená, nebo´ eukleidovská norma takovétopozitivn¥ de�nitní matice P spl¬uje ‖P j‖ → ∞. Tedy Sp(2n,R) ∩ O(2n,R) jemaximální kompaktní podgrupa Sp(2n,R).Poznámka. Eukleidovskou normou matice A °ádu m míníme £íslo
‖A‖ := max{

m∑

j=1

|aij |; i = 1, . . . , m}.Identi�kujeme-li R2n a Cn pomocí (x, y) 7→ x+ iy, potom platí
Sp(2n,R) ∩ O(2n,R) ∼= U(n),kde unitární grupa U(n) je U(n) := {A ∈Mn(C);ATA = I} aMn(C) zna£í £tver-cové komplexní matice °ádu n. Tvrzení 1.2.2 tedy °íká, ºe maximální kompaktnípodgrupa Sp(2n,R) je unitární grupa U(n).Tvrzení 1.2.3. Grupa Sp(2n,R) je obloukov¥ souvislá a její fundamentální grupaje Z.D·kaz. Pro d·kaz souvislosti a faktu o fundamentální grup¥ viz G. Folland [6,Propositon 4.8]. Jen stru£n¥ °ekn¥me, ºe se druhá £ást tvrzení opírá o fakt, ºeLieova grupa a její maximální kompaktní podgrupa mají stejnou fundamentál-ní grupu. K d·kazu obloukové souvislosti Sp(2n,R) se vyuºije polární rozkladsymplektických matic 1.2.1.V dal²ím najdeme generátory symplektické grupy. De�nujme mnoºiny:

D :=

{(
D 0
0 (D−1)T

)

;D ∈ GL(n,R)

}

,

N :=

{(
I N
0 I

)

;N ∈ GL(n,R), N = NT

}

,

N :=

{(
I 0
N I

)

;N ∈ GL(n,R), N = NT

}

,které jsou podgrupami Sp(2n,R), jak lze ukázat p°ímým výpo£tem.Tvrzení 1.2.4. Platí
NDN =

{(
A B
C D

)

∈ Sp(2n,R); detA 6= 0
}

.D·kaz. Nech´ (
E
0

0
(E−1)T

)
∈ D , (

I
0
F
I

)
∈ N a (

I
G

0
I

)
∈ N . Pak

(
I 0
G I

) (
E 0
0 (E−1)T

) (
I F
0 I

)

=

(
E EF
GE GEF + (E−1)T

)

.Poloºme A = E, detE 6= 0, F = A−1B, G = CA−1 a D = GEF + (E−1)T .Podle (1.2) a (1.3) jsou F = A−1B = BTA−1T = F T a G = CA−1 symetrické a
D = A−1TCTB + (A−1)T = CA−1B + (A−1)T , coº se rovná GEF + (E−1)T .10



Tvrzení 1.2.5. Grupa Sp(2n,R) je generovaná D∪N ∪{J0} nebo také D∪N ∪
{J0}.D·kaz. Pro d·kaz viz G. Folland [6, Proposition 4.10]. Uve¤me jen, ºe se d·kazopírá o Tvrzení 1.2.4 a Tvrzení 1.2.3.De�nice 1.2.2. Symplektická Lieova algebra je

sp(2n,R) = {A ∈ M2n(R);ATJ0 + J0A = 0}.Poznámka. Lze ukázat, ºe symplektická Lieova algebra je skute£n¥ Lieova alge-bra symplektické Lieovy grupy Sp(2n,R).Poznámka. Prvky symplektické Lieovy algebry jsou práv¥ endomor�smy A pro-storu R2n spl¬ující pro v²echny v, w ∈ R2n

Ω0(Av,w) + Ω0(v, Aw) = 0.
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2. Prostor A a jeho bázeTato kapitola pojednává o analytické stránce symplektické spinorové geometrie.2.1 Fréchetovy vektorové prostoryNeº budeme de�novat prostor A, seznamme se s topologickou strukturou Fréche-tových vektorových prostor·, jejichº p°íkladem bude i prostor A, de�novaný vdruhé podkapitole.Pokud hovo°íme o topologickém vektorovém prostoru, míníme tím v této prá-ci vektorový prostor vybavený topologií, v·£i níº jsou operace s£ítání vektor· anásobení vektoru skalárem spojité, a navíc poºadujeme, aby prostor byl Hausdor-�·v.Pomocí systému seminorem na vektorovém prostoru lze de�novat topologii natomto vektorovém prostoru.De�nice 2.1.1. Bu¤ X vektorový prostor a P := {pi; i ∈ I} systém seminoremna vektorovém prostoruX. Otev°ená koule v·£i systému seminorem P o polom¥ru
ε = {εi}i∈I se st°edem v bod¥ x0 ∈ X je mnoºina bod· x ∈ X, které spl¬ují εi >
pi(x− x0), εi > 0, pro kone£n¥ mnoho index· i ∈ I. Topologií ur£enou systémemseminorem P míníme takovou, jeº je generovaná systémem v²ech otev°ených koulív·£i systému seminorem P. Tuto topologii budeme zna£it τP .Tvrzení 2.1.1. Práv¥ de�novaný systém otev°ených koulí v·£i systému semino-rem tvo°í bázi topologie na X.D·kaz. Podmnoºiny X, které jsou sjednoceními a kone£nými pr·niky vý²e de�-novaných koulí se st°edy ve v²ech bodech prostoru X, spl¬ují axiomy topologie.Systém v²ech koulí tvo°í bázi této topologie, protoºe sjednocení t¥chto koulí jist¥pokrývá X. A také platí, ºe pro kaºdé x ∈ B1 ∩B2, kde B1, B2 jsou dv¥ otev°enékoule, existuje B otev°ená koule, ºe x ∈ B ⊂ B1∩B2, jak plyne z de�nice systémuseminorem.Poznámka. Pokud de�nujeme topologii jen jednou seminormou p, která v²aknení normou, jist¥ existuje 0 6= x ∈ X, ºe p(x) = 0. Kaºdé okolí po£átku paktento bod obsahuje a topologie de�novaná seminormou p z°ejm¥ nespl¬uje od-d¥lovací axiom Hausdor�ova prostoru. Na druhou stranu lze dokázat, ºe pokudje systém seminorem takový, ºe pro kaºdé 0 6= x ∈ X existuje seminorma p zesystému seminorem, ºe p(x) 6= 0, pak tento systém seminorem de�nuje topologiiHausdor�ova prostoru.Viz Y. Choquet-Bruhat [5, str. 424].Tvrzení 2.1.2. Bu¤ Q = {qi; i ∈ I} spo£etný systém seminorem na vektorovémprostoru X takový, ºe pro kaºdé 0 6= x ∈ X existuje i ∈ I, ºe qi(x) 6= 0. Paktopologie de�novaná systémem seminorem Q je metrizovatelná. To znamená, ºeexistuje metrika ρ na X, pro niº jsou otev°ené práv¥ takové mnoºiny Y ⊂ X, jeºjsou otev°ené v topologii τQ.
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D·kaz. Ukaºme, ºe topologie τQ de�novaná systémem seminorem Q je totoºná stopologii τρ de�novanou transla£n¥ invariantní metrikou
ρ(x, y) :=

∞∑

i=0

1

2i
qi(x− y)

1 + qi(x− y)
.Nejd°íve ukaºme, ºe ρ je dob°e de�novaná, to jest ºe suma konverguje. To plynez faktu, ºe 0 ≤ a

1+a
< 1 pro a ≥ 0 a z toho, ºe ∑∞

i=0
1
2i konverguje. Dále ov¥°íme,ºe ρ je transla£n¥ invariantní metrika. Pro zobrazení ρ a pro v²echna x, y ∈ Xz°ejm¥ platí ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = ρ(y, x) a ρ(x, y) = 0 ⇒ x = y. Trojúhelníkovánerovnost pro x, y, z ∈ X plyne z nerovnosti

qi(x− z)

1 + qi(x− z)
≤ qi(x− y) + qi(y − z)

1 + qi(x− y) + qi(y − z)
≤ qi(x− y)

1 + qi(x− y)
+

qi(y − z)

1 + qi(y − z)
,kde první nerovnost platí díky tomu, ºe qi je seminorma a druhá nerovnost platípro v²echna kladná reálná £ísla. Zobrazení je transla£n¥ invariantní, nebo´ platí

ρ(x+h, y+h) = ρ(x, y) pro kaºdé h ∈ X, jak plyne z rovnosti qi(x− y) = qi
(
x−

h− (y−h)
), i ∈ I. Díky tomu, ºe ρ je transla£n¥ invariantní, sta£í ukázat, ºe jsoutopologie τQ a τρ totoºné na okolích nuly. Jestliºe ρ(x, 0) < η, pak ∑∞

i=0
1
2i

qi(x)
1+qi(x)

<

η implikuje, ºe existují vhodná εi, ºe qi(x) < εi pro i z kone£né indexové mnoºiny
I. Proto x leºí v otev°ené mnoºin¥ de�nované qi(x − 0) < εi pro i z kone£néindexové mnoºiny I. Na druhou stranu zobrazení x 7→ ρ(0, x) je spojité v topologii
τQ. Proto kaºdé okolí nuly v topologii τρ leºí i v topologii τQ.De�nice 2.1.2. Nech´ (X, τ) je topologický vektorový prostor, který má lokál-ní bázi topologie tvo°enou konvexními mnoºinami. Potom prostor X nazývámelokáln¥ konvexní.Následující tvrzení, které uvádí Y. Choquet-Bruhat [5, str. 424], dává do sou-vislosti topologii de�novanou seminormami a lokální konvexnost. Obdobná vlast-nost platí i pro topologie de�nované normou na vektorovém prostoru.Tvrzení 2.1.3. Topologický vektorový prostor X, jehoº topologii lze de�novatspo£etným systémem seminorem, je lokáln¥ konvexní. Naopak platí, ºe pro topo-logii lokáln¥ konvexního vektorového prostoru lze najít de�nující systém semino-rem.De�nice 2.1.3. Topologický vektorový prostor X je Fréchet·v vektorový prostor,jestliºe je úplný a jeho topologii lze de�novat spo£etným systémem seminorem.Poznámka. Fréchet·v vektorový prostor lze de�novat ekvivalentn¥ jako topo-logický vektorový prostor, který je úplný, lokáln¥ konvexní a jehoº topologie lzede�novat transla£n¥ invariantní metrikou.Poznámka. Kaºdý Banach·v prostor je Fréchet·v. Metrika ur£ená d(x, y) :=
‖x − y‖, jeº je transla£n¥ invariantní, indukuje lokáln¥ konvexní topologii, v·£iníº je prostor úplný.P°íklad 6. Prostor Rn s klasickou kartézskou metrikou je Fréchet·v.Schwartz·v prostor S(Rn) rychle klesajících funkcí je Fréchet·v vektorovýprostor. 13



Dal²ími uºívanými Fréchetovými vektorovými prostory jsou p°edev²ím r·znéprostory funkcí spolu s vhodným systémem seminorem, nap°íklad C∞(R) se sys-témem seminorem ‖f‖k,n := sup{|D(k)f(x)|; x ∈ [−n, n]}, pro v²echny n, k ∈ N0.De�nice 2.1.4. Nech´ V a W jsou dva Fréchetovy vektorové prostory a {qi}i∈N0je systém seminorem de�nující strukturu Fréchetova vektorového prostoru W .Zobrazení F : V →W nazveme hladké, pokud qi ◦F : V → C je hladké pro kaºdé
i ∈ N0.V následujícím uvedeme oproti b¥ºné praxi mírn¥ roz²í°enou de�nici Schau-derovy báze.De�nice 2.1.5. Bu¤ X Fréchet·v vektorový prostor. Posloupnost {xn}∞n=1 ⊂ Xje Schauderovou bází prostoru X, jestliºe je moºno kaºdý prvek x ∈ X zapsatjednozna£n¥ ve tvaru

x =
∞∑

n=1

cnxn, cn ∈ R.Poznámka. V²imn¥me si, ºe de�nice mluví jen o p°ípadu, ºe Schauderovu bázilze ve Fréchetov¥ vektorovém prostoru zavést, coº je v²ak p°edpoklad, který nenívºdy spln¥n.2.2 Prostor rychle klesajících analytických funkcíV této podkapitole se seznámíme s prostorem A rychle klesajících analytickýchfunkcí, pro který platí A ⊂ S(Rn) ⊂ L2(Rn), kde S(Rn) ozna£uje Schwartz·vprostor rychle klesajících funkcí a L2(Rn) prostor komplexn¥ hodnotových funk-cí na Rn, které jsou lebesgueovsky integrovatelné v druhé mocnin¥. Prostor Avyuºijeme v této práci pro konstrukci prostoru symplektických spinorových po-lí nad symplektickými varietami. Na konci kapitoly se seznámíme s Fourierovoutransformací, která hraje d·leºitou roli v Segal-Shale-Weilov¥ reprezentaci.De�nice 2.2.1. Ozna£me A vektorový prostor v²ech analytických funkcí de�no-vaných na Rn rychle klesajících v nekone£nu, tj.A := {f ∈ Cω(Rn); lim
‖x‖→+∞

xαDβf(x) = 0 pro kaºdé α, β ∈ Nn
0},kde Cω(Rn) zna£í analytické funkce na Rn, xα = xα1

1 · . . . · xαn
n , α = (α1, . . . , αn) ∈

Nn
0 a symbol Dβ zna£í derivace p°íslu²ných prom¥nných a p°íslu²ných °ád·, tj.

Dβ = ∂β1

∂x
β1
1

· · · ∂βn

∂xβn
n

, β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn
0 . Poznamenejme, ºe α, β ∈ Nn

0 senazývají multiindexy. Ozna£me |α| :=
∑n

i=1 αi pro kaºdý α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0a α! := α1! . . . αn!.Poznámka. ProstorA je podprostor Schwartzova prostoru S(Rn) hladkých rych-le klesajících funkcí, který je na druhou stranu hustý podprostor prostoru L2(Rn).Zopakujme následující klasickou de�nici.De�nice 2.2.2. Nech´ (P, ρ) je metrický prostor, fn, f : (P, ρ) → R pro n ∈ N.Posloupnost funkcí fn konverguje stejnom¥rn¥ k funkci f (ozna£ení: fn ⇒ f),jestliºe pro kaºdé ε > 0 existuje n0 ∈ N, ºe pro kaºdé n ≥ n0 a pro kaºdé x ∈ Pje |fn(x) − f(x)| < ε. 14



Tvrzení 2.2.1. Nech´ (P, ρ) je metrický prostor, fn, f : (P, ρ) → R pro n ∈ N.Pak fn ⇒ f na P práv¥ tehdy, kdyº
lim
n→∞

sup
x∈P

|fn(x) − f(x)| = 0.D·kaz. Poºadovaná ekvivalence je jen jiné zapsání de�nice stejnom¥rné konver-gence.Pro α, β ∈ Nn
0 a N ∈ N zave¤me následující systém funkcí na A

qα,β(f) := sup
x∈Rn

|xαDβf(x)|,

‖f‖N := max
α,β∈Nn

0

{qα,β(f); |α|, |β| < N}.Tvrzení 2.2.2. Systém zobrazení ‖ · ‖N je systém seminorem na A.D·kaz. Z de�nice A plyne, ºe qα,β a ‖ · ‖N zobrazují do R. Jak dále snadnonahlédneme, qα,β jsou pozitivn¥ homogenní, nebo´ pro a ∈ C a f ∈ A platí
qα,β(af) = sup

x∈Rn

|xαDβaf(x)| = sup
x∈Rn

|xαaDβf(x)| = |a|qα,β(f).Díky aditivit¥ derivace je qα,β subaditivní, jak plyne z trojúhelníkové nerovnosti.Obecné poznatky z p°edchozí Kapitoly 2.1 vyuºijme pro prostor A. Jiº jsmede�novali spo£etný systém seminorem ‖·‖N , N ∈ N, a z d·kazu V¥ty 2.1.2 máme,ºe zobrazení ρA de�nované následujícím p°edpisem
ρA(f, g) :=

∞∑

N=0

1

2N
‖f − g‖N

1 + ‖f − g‖Nje transla£n¥ invariantní metrika na A.V¥ta 2.2.3. Konvergence posloupnosti element· z A implikuje stejnom¥rnoukonvergenci t¥chto element· braných jako analytické funkce na Rn.D·kaz. Jako d·sledek Moore-Osgoodovy v¥ty o zám¥n¥ limity stejnom¥rn¥ kon-vergentních funkcí v metrickém prostoru dostáváme, ºe analytické funkce stej-nom¥rn¥ konvergují k analytické funkci. Sta£í si uv¥domit, ºe k tomuto tvrzenípot°ebujeme zam¥nit limitu a sumu, na kterou m·ºeme pohlíºet jako na limitu£áste£ných sou£t·.Konvergence v metrice ρA implikuje konvergenci v qαβ mimo jiné i pro α, β =
0, která implikuje konvergenci p°íslu²ných suprém. Podle p°edchozího Tvrzení2.2.1 je konvergence suprém ekvivalentní se stejnom¥rnou konvergencí.V¥ta 2.2.4. Prostor A je Fréchet·v vektorový prostor.D·kaz. Jak jsme ukázali vý²e, topologii na prostoru A lze de�novat jak pomocísystému seminorem, tak pomocí transla£n¥ invariantní metriky. Takto de�novanátopologie je podle Tvrzení 2.1.3 lokáln¥ konvexní. Prostor A je Hausdor�·v podlePoznámky p°ed V¥tou 2.1.2, protoºe pro kaºdou f 6= 0 z°ejm¥ existuje α, β, ºe
qα,β(f) 6= 0, a tedy existuje N , pro n¥º je ‖f‖N 6= 0. Z V¥ty 2.2.3 plyne úplnostprostoru A, nebo´ konvergence fn → f v prostoru A implikuje stejnom¥rnoukonvergenci, jak jsme dokázali vý²e. 15



De�nice 2.2.3. Pro komplexní integrovatelnou funkci f ∈ L1(Rn), de�nujemejejí Fourierovu transformaci Ff p°edpisem
(Ff)(ξ) := f̂(ξ) :=

∫

Rn

e−i2π〈x,ξ〉f(x)dxa opa£nou Fourierovu transformaci F−1f p°edpisem
(F−1f)(x) := f̌(x) :=

∫

Rn

ei2π〈x,ξ〉f(ξ)dξ,kde x, ξ ∈ Rn a 〈·, ·〉 je kanonický skalární sou£in v Rn.Poznámka. Pouºívají se i jiné konvence pro Fourierovy transformace, které lzejednotn¥ charakterizovat pomocí t°í parametr· A,B, k ∈ Rr{0}.
(Ff)(ξ) := An

∫

Rn

e−ik〈x,ξ〉f(x)dx, (F−1f)(ξ) := Bn

∫

Rn

e−ik〈x,ξ〉f(x)dx, ξ ∈ Rn.�ísla A,B a k jsou navzájem vázána vztahem AB = |k|
2π
. Viz nap°íklad J. Kopá£ek[12, De�nice 18.1a.].V¥ta 2.2.5. Fourierova transformace F a opa£ná Fourierova transformace F−1jsou vzájemn¥ inverzní spojitá zobrazení S(Rn) na S(Rn).D·kaz. Viz nap°íklad J. Kopá£ek [12, V¥ta 18.7.].Nyní dokáºeme v¥tu, kterou budeme pot°ebovat p°i de�nici analytické Segal-Shale-Weilovy reprezentace.V¥ta 2.2.6. Fourierova transformace je bijekce na A.D·kaz. Prostor analytických funkcí rychle klesajících v nekone£nu je podprostorSchwartzova prostoru S(Rn). Fourierova transformace podle p°edchozí V¥ty 2.2.5zachovává S(Rn), a proto sta£í ukázat, ºe Fourierova transformace analytickéfunkce je analytická funkce. Zvolme funkci f ∈ A. Tato je rovna své Taylorov¥°ad¥ v n¥jakém okolí kaºdého bodu Rn. Zvolme tedy bod ξ0 ∈ Rn a ozna£me

K ⊂ Rn okolí, ve kterém f je rovna své Taylorov¥ °ad¥ se st°edem v ξ0, tj.
f(x) =

∑

α

∂αf

∂xα
(ξ0)

(x− ξ0)
α

α!
,kde α je multiindex. Její Fourierova transformace má tvar

(
Ff(x)

)
(ξ) =

[

F
(∑

α

∂αf

∂xα
(ξ0)

(x− ξ0)
α

α!

)]

(ξ)

=

∫

R

∑

α

∂αf

∂xα
(ξ0)

(x− ξ0)
α

α!
e−2πi〈x,ξ〉dx.Taylorova °ada konverguje absolutn¥ pro v²echna x ∈ K a |e−2πixξ| ≤ 1, a protoi £áste£né sou£ty sξ0,ξN (x) :=

∑

|α|<N

∣
∣∂

αf
∂xα (ξ0)

(x−ξ0)α

α!
e−2πi〈x,ξ〉

∣
∣ konvergují a jejich16



limita je z prostoru A. Podle V¥ty 2.2.3 konvergence v prostoru A implikujestejnom¥rnou konvergenci funkcí z prostoru A. Proto £áste£né sou£ty sξ0,ξN (x)stejnom¥rn¥ konvergují, a tedy lze zam¥nit sumu a integrál.Víme tedy jiº, ºe platí F : A → A. Obdobn¥ dokáºeme, ºe platí F−1 :A → A. Stejn¥ jako ve Schwartzov¥ prostoru S(Rn) platí F ◦ F−1 = F−1 ◦ F =
Id. (P°íslu²né zám¥ny integrál· lze provést ze stejných d·vod· jako v S(Rn) ⊃A.)2.2.1 Hermiteovy polynomyHermiteovy polynomy tvo°í ortogonální bázi L2(R) uvaºovaného s vahou e−x2 a odnich odvozené Hermiteovy funkce tvo°í ortogonální bázi p°ímo prostoru L2(R).Úplnost systému Hermiteových funkcí v L2(R) nebudeme dokazovat. Pouze seseznámíme s jejich základními vlastnostmi. Pro více informací viz N. N. Lebedev[16].De�nice 2.2.4. Pro n = N0 de�nujme n-tý Hermite·v polynom p°edpisem

Hn(x) := (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

.N¥kolik prvních Hermiteových polynom· je
H0(x) = 1,

H1(x) = 2x,

H2(x) = 4x2 − 2,

H3(x) = 8x3 − 12x,

H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12,jak se lze snadno p°esv¥d£it dosazením. Poznamenejme, ºe vzorec pro n-tý Her-mite·v polynom lze psát ve tvaru
Hn(x) :=

bn/2c
∑

k=0

(−1)kn!

k!(n− 2k)!
(2x)n−2k,kde b·c zna£í dolní celou £ást. D·kaz viz N. N. Lebedev [16]. Tento vzorec v²aknebudeme v dal²ím pot°ebovat.Poznámka. Práv¥ de�nované Hermiteovy polynomy se n¥kdy ozna£ují jako �fy-zikální� Hermiteovy polynomy. V teorii pravd¥podobnosti se m·ºeme setkat s(tzv. pravd¥podobnostními) Hermiteovými polynomy Hprob

n = (−1)ne
x2

2
dn

dxn e
−x2

2 ,které s fyzikálními souvisejí následujícím vztahem Hn(x) = 2
n
2Hprob

n (
√

2x) a jsounormované tak, aby jejich vedoucí koe�cient byl 1.De�nice 2.2.5. Bu¤ {an}∞n=0 posloupnost reálných nebo komplexních £ísel. �ek-neme, ºe {an} má generující funkci a(t), jestliºe
a(t) =

∞∑

n=0

ant
nkonverguje alespo¬ pro n¥jaké 0 6= t ∈ C.17



N¥kdy se generující funkce nazývá vytvo°ující funkce.Tvrzení 2.2.7. Posloupnost { 1
n!
Hn(x)}∞n=0 má generující funkci w(t, x) = e2xt−t

2 .To jest
e2xt−t

2

=

∞∑

n=0

1

n!
Hn(x)t

n (2.1)pro v²echna x ∈ R.D·kaz. Funkce w(x, t) je celá funkce (= holomorfní na C) v prom¥nné t, tj.konverguje ke své Taylorov¥ °ad¥ na celém C, a proto
w(x, t) = e2xt−t

2

=

∞∑

n=0

1

n!

[
∂nw(x, t)

∂tn

]

t=0

tnpro |t| < +∞. Dokazované plyne z rovností
[
∂nw

∂tn

]

t=0

= ex
2

[
∂n

∂tn
e−(x−t)2

]

t=0

= (−1)2ex
2

[

∂ne−u
2

∂un

]

u=x

= Hn(x).Nyní se budeme snaºit nalézt rekurentní vztah pro Hermiteovy polynomy.Generující funkce w(x, t) jist¥ spl¬uje rovnici
∂w

∂t
− (2x− 2t)w = 0,jak se lze p°esv¥d£it p°ímým výpo£tem. Do rovnice dosa¤me rovnost (2.1) avyuºijme toho, ºe mocninnou °adu lze derivovat £len po £lenu na otev°enémkruhu konvergence. Dostáváme

∞∑

n=0

Hn+1(x)

n!
tn − 2x

∞∑

n=0

Hn(x)

n!
tn + 2

∞∑

n=0

Hn(x)

n!
tn+1 = 0.Mocninná °ada je rovna nule pro v²echna |t| <∞, pokud je roven nule koe�cientu kaºdé mocniny tn, a tak platí rovnost

Hn+1(x) − 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0 (2.2)pro v²echna n ∈ N. Tím jsme získali rekurentní vztah pro výpo£et Hermiteovýchpolynom·, poloºíme-li H0(x) = 1, H1(x) = 2x.Dal²í vztah pro Hermiteovy polynomy získáme dosazením formule z V¥ty 2.1do rovnice
∂w

∂x
− 2tw = 0,kterou generující funkce w(x, t) také jist¥ spl¬uje. Obdrºíme

∞∑

n=0

H ′
n(x)

n!
tn − 2

∞∑

n=0

Hn(x)

n!
tn+1 = 0.18



Derivovat podle prom¥nné x opravdu m·ºeme £len po £lenu díky tomu, ºe suma
∑∞

n=0
Hn(x)
n!

konverguje stejnom¥rn¥ pro kaºdé |x| < a, kde 0 < a je vhodné reálné£íslo, derivace H′

n(x)
n!

jsou vlastní a suma derivací konverguje. Srovnáme-li k sob¥£leny u tn, získáme vztah
H ′
n(x) = 2nHn−1(x) (2.3)pro v²echna n ∈ N.Dal²í uºite£ný vztah pro Hermiteovy polynomy získáme dosazením (2.3) do(2.2)

Hn+1(x) − 2xHn(x) +H ′
n(x) = 0. (2.4)Tvrzení 2.2.8. Hermiteovy polynomy jsou °e²ením takzvané Hermiteovy rovnice

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0.D·kaz. Derivováním vztahu (2.4) podle prom¥nné x a následnou úpravou podlevzorce (2.3) obdrºíme
H ′′
n(x) − 2xH ′

n + 2nHn(x) = 0, (2.5)odkud je vid¥t, ºe Hermite·v polynomHn(x) °e²í diferenciální rovnici pro v²echna
n ∈ N0.Tvrzení 2.2.9. Hermiteovy polynomy jsou ortogonální s vahou e−x2 na intervalu
(−∞,∞) v·£i skalárnímu sou£inu na L2(R). To jest pro m 6= n platí

∞∫

−∞

e−x
2

Hm(x)Hn(x)dx = 0.D·kaz. Poloºme un(x) := e−
x2

2 Hn(x). Funkce u(x) °e²í diferenciální rovnici
u′′n + (2n+ 1 − x2)un = 0pro v²echna n ∈ N, jak se m·ºeme p°esv¥d£it jejich p°ímým dosazením a vyuºitímvzorce (2.5). Tedy platí i rovnosti pro n,m

u′′num + (2n+ 1 − x2)unum = 0

u′′mun + (2m+ 1 − x2)unum = 0.Ode£tením rovnic od sebe a vyuºitím toho, ºe d
dx

(u′num−u′mun) = u′′num+u′mu
′
n−

u′nu
′
m − u′′mun, dostáváme

d

dx
(u′num − u′mun) + 2(n−m)unum = 0.Integrujeme-li tuto rovnost, dostaneme

∞∫

−∞

d

dx
(u′num − u′mun) + 2(n−m)unumdx = 0

[u′num − u′mun]
∞
−∞ + 2(n−m)

∞∫

−∞

unumdx = 0.
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Spo£t¥me hodnotu integrálu
∞∫

−∞

e−x
2

Hn(x)Hn(x)dx.Vyjd¥me z rovnosti (2.2), kde zam¥¬me n za n − 1. Tuto rovnost vynásobme
Hn(x). Dostaneme výraz

H2
n(x) − 2xHn(x)Hn−1(x) + 2(n− 1)Hn(x)Hn−2(x) = 0,od kterého ode£t¥me nulu v podob¥ výrazu (2.2) vynásobeného Hn−1(x). Pro

n = 2, 3, . . . dostaneme
H2
n(x) + 2(n− 1)Hn(x)Hn−2(x) −Hn+1(x)Hn−1(x) − 2nH2

n−1(x) = 0.Tuto rovnost vynásobme e−x2 a zintegrujme. Dostáváme tak následující reku-rentní rovnost pro n = 2, 3, . . ., kde dva zbývající integrály jsou nulové díkyortogonalit¥:
∞∫

−∞

e−x
2

H2
n(x)dx = 2n

∞∫

−∞

e−x
2

H2
n−1(x)dx.Jejím opakovaným pouºitím získáme

∞∫

−∞

e−x
2

H2
n(x)dx = 2n−1n!

∞∫

−∞

e−x
2

H2
1 (x)dx = 2nn!

∞∫

−∞

e−x
2

2x2dx = 2nn!
√
πpro n = 2, 3, . . .. P°ímým výpo£tem zjistíme, ºe formule platí i pro n = 0, 1.Celkov¥ pro n ∈ N0 je

∞∫

−∞

e−x
2

H2
n(x)dx = 2nn!

√
π.P°ede²lý výpo£et dává �smysl� následující de�nici.De�nice 2.2.6. Hermiteovy funkce pro n ∈ N0 jsou

ψn(x) := (2nn!
√
π)−

1

2e−
x2

2 Hn(x).Tvrzení 2.2.10. Hermiteovy funkce tvo°í ortonormální systém v L2(R).D·kaz. Tvrzení plyne z p°ede²lého výpo£tu, de�nice Hermiteových funkcí a zortogonality Hermiteových polynom· v L2(R) v·£i integrálnímu skalárnímu sou-£inu.Poznámka. Dále by bylo vhodné dokázat, ºe Hermiteovy funkce jsou dokonceúplným ortonormálním systémem. Odtud by snadno plynulo, ºe tvo°í Schaudero-vu báziA. V tomto p°ístupu nakonec pokra£ovat nebudeme. Dáváme v²ak £tená°imoºnost uv¥domit si tento fakt. 20



3. Segal-Shale-Weilova reprezentaceV této kapitole se seznámíme s aparátem pot°ebným k zavedení Segal-Shale-Weilovy reprezentace. Budeme de�novat Heisenbergovu grupu a její Schrödinge-rovu reprezentaci, od níº se dostaneme k Segal-Shale-Weilov¥ reprezentaci me-taplektické grupy na L2(L). Metaplektická grupa hraje v symplektické geometriipodobnou roli jako spin grupa v Riemannov¥ p°ípad¥.P°ipome¬me, ºe podle Poznámky na konci Kapitoly 1.1 zna£íme L,L′ lagran-geovské podprostory kanonického symplektického vektorového prostoru (R2n,Ω0)takové, ºe L ⊕ L′ = R2n. P°ipome¬me, ºe prostory L a L′ jsou izomorfní Rn.3.1 Heisenbergova grupa a její Schrödingerova re-prezentacePojmem Heisenbergova grupa se v¥t²inou míní grupa horních trojúhelníkových
3×3 matic, které mají na diagonále jednotky. My v²ak vyuºijeme více abstraktníde�nici Heisenbergovy grupy. Poznamenejme, ºe v p°ípad¥ matic 3 × 3 se tatogrupa m·ºe vyuºít k popisu jednodimenzionálního kvantového systému.De�nice 3.1.1. Bu¤ (V, ω) symplektický vektorový prostor. Heisenbergova grupa
H(V ) je grupa s nosnou mnoºinou V × R a s grupovou operací

(v, x) · (w, y) =
(

v + w, x+ y +
1

2
ω(v, w)

)

,kde (v, x), (w, y) ∈ V × R. Ozna£me H(n) Heisenbergovu grupu H(R2n) prokanonický symplektický vektorový prostor (R2n,Ω0).Poznámka. Heisenbergovu grupu H(n) lze reprezentovat následujícím zp·sobem.V souladu s Poznámkou na konci Kapitoly 1.1 volíme jako báze lagrangeovskýchpodprostor· L, L′ prvních n a druhých n prvk· kanonické symplektické báze R2n.Bu¤ v ∈ L, w ∈ L′ a x ∈ R, pak prvek (v, w, x) grupy H(n) m·ºeme reprezentovatmaticí 



1 v x
0 I w
0 0 1



 .Zde I zna£í jednotkovou matici °ádu n, v je °ádkový a w je sloupcový n sloºkovývektor. Násobení na t¥chto prvcích je dáno A ·B = 1
2
(AB +BA). Lehce se ov¥°í,ºe takto de�nované násobení odpovídá násobení v H(n).Lemma 3.1.1. Centrum Heisenbergovy grupy je Z(H) = {(v, x); v = 0} ∼= R.D·kaz. Centrum grupy tvo°í prvky, které komutují s libovolným prvkem grupy.Pro prvek centra (v, x) a libovolný prvek (w, y) ∈ H(V ) tedy platí

(v, x)·(w, y) =
(

v+w, x+y+
1

2
ω(v, w)

)

=
(

w+v, y+x+
1

2
ω(w, v)

)

= (w, y)·(v, x).S£ítání ve V a R je komutativní. Hledáme tedy jen prvky (v, x), pro které platí
ω(w, v) = ω(v, w) pro kaºdé w ∈ V . Toto v²ak z nedegenerovanosti ω platí jenpro v = 0. 21



Poznámka. Heisenbergova grupa je prost°ední £len krátké exaktní posloupnosti
0 // R

�

� ι // H(V )
ϕ

//
V

ψ
oo

// 0,jak plyne z de�nice krátké exaktní posloupnosti a Heisenbergovy grupy. Platítotiº ϕ ◦ ι = 0 a Kerϕ ⊆ Im ι. Zobrazení ψ : v 7→ (v, 0) je z°ejm¥ grupovýhomomor�smus, protoºe platí ψ(u + v) = ψ(u) + ψ(v) pro v²echna u, v ∈ V .Poznamenejme navíc, ºe posloupnost je ²t¥pitelná, nebo´ pro v²echna w ∈ Vplatí (ϕ ◦ ψ)(w) = w, a tedy ϕ ◦ ψ = Id|V .De�nice 3.1.2. Nech´ G je Lieova grupa, nech´ W je topologický vektorovýprostor a nech´ Aut(W ) zna£í v²echna spojitá lineární zobrazení z W na W ,která mají spojitou inverzi. Homomor�smus grup r : G → Aut(W ) nazvemereprezentací grupy G, pokud r̃ : G×W →W de�nované vztahem r̃(g, v) := r(g)vje spojité. Prostor W se nazývá G-modul nebo téº reprezenta£ní prostor.Reprezentace se nazývá unitární, pokud je W Hilbet·v prostor a Im(r) ⊆
U(W ), kde U(W ) zna£íme grupu unitárních operátor· na W , tj. takových ope-rátor· A, které spl¬ují ATA = I, kde I zna£í identický operátor.Poznamenejme, ºe G×W uvaºujeme s klasickou sou£inovou topologií. Sloºenídvou zobrazení, která mají spojitou inverzi, je op¥t spojité zobrazení se spojitouinverzí, a proto je Aut(W ) grupa. Jednotka je z°ejm¥ identické zobrazení.P°ipome¬me, ºe zobrazení ψ : M → N mezi dv¥ma varietami dimenzí m,n satlasy {UM

α , ϕ
M
α }α, {UN

β , ϕ
N
β }β se nazývá hladké, pokud je hladké (C∞) zobrazení

ϕNβ ◦ ψ ◦ (ϕMα )−1 : Rm → Rn pro v²echna α, β z indexových mnoºin I, J mapatlas· M a N .Zobrazení ψ : G → W , kde G je Lieova grupa a W je komplexní topo-logický vektorový prostor, je hladké, pokud pro kaºdé v∗ ∈ W ∗ je zobrazení
g 7→ v∗

(
ψ(g)

)
∈ C hladké jako zobrazení z variety do komplexních £ísel. (Symbo-lem W ∗ zna£íme klasicky prostor v²ech spojitých lineárních funkcionál· na W .)De�nice 3.1.3. Bu¤ r je reprezentace grupy G na topologickém vektorovém W .1) Podprostor W ′ ⊂ W se nazývá G-invariantní, pokud r(a)W ′ ⊂ W ′ prov²echna a ∈ G.2) Reprezentace r se nazývá ireducibilní, pokud jediné G-invariantní uzav°enépodprostory W jsou {0} a celé W .Na prostoru L2(L) ozna£me operátor identity symbolem I. Dále bu¤ operátor

X =
∑n

j=1X
j dán násobením Xjf := xjf a operátor D =

∑n
j=1Dj bu¤ tvaru

Djf := 1
2πi

∂f
∂xj pro f ∈ L2(L). Operátor D je z°ejm¥ neomezený na L2(L).De�nice 3.1.4. Schrödingerova reprezentace H(L ⊕ L′) na Hilbertov¥ prostoru

L2(L) je homomor�smus rS : H(L ⊕ L′) → Aut(L2(L)
) de�novaný p°edpisem

rS(p, q, t) = e2πi(tI+pD+qX),kde (p, q, t) ∈ H(L ⊕ L′). 22



Platí etIf(x) = etf(x) a e2πi(pD+qX)f(x) = e2πiqx+πipqf(x+ p), jak je ukázánov G. Folland [6, str. 22, 23]. Schrödingerova reprezentace je tedy dána p°edpisem
(
rS(p, q, t)f

)
(x) = e2πi(t+qx+

1

2
pq)f(x+ p),kde (p, q, t) ∈ H(L ⊕ L′), f : Rn → C, x ∈ Rn. Z tohoto vyjád°ení plyne i jejíspojitost ve smyslu De�nice 3.1.2.Pov²imn¥me si, jak reprezentace p·sobí na prvcích centra Heisenbergovy gru-py. Pro kaºdé t ∈ R a f ∈ L2(L) je

rS(0, 0, t)f = e2πitf,to jest p·sobení prvk· centra je násobení skalárem.Tvrzení 3.1.2. Schrödingerova reprezentace je unitární.D·kaz. Pro (r, s), (p, q) ∈ H(V ) platí
e2πi(rD+sX)e2πi(pD+qX)f(x) = e2πisx+πirse2πiq(x+r)+πipqf(x+ p+ r)

= e2πix(s+q)+πi(rs+pq)+2πirqf(x+ p+ r)

= e2πix(s+q)+πi(r+p)(s+q)+πi(rq−sp)f(x+ p+ r)

= eπi(rq−sp)e2πi((r+p)D+(s+q)X)f(x).Operátor A je unitární, pokud spl¬uje AAT = ATA = I. Unitárn¥ sdruºenýoperátor k rS je z°ejm¥
(e2πi(tI+pD+qX))T = e2πi(−tI−pD−qX),odtud vidíme s vyuºitím p°edchozí rovnosti, ºe Schrödingerova reprezentace zob-razuje do prostoru unitárních operátor· rS : H(V ) → U

(
L2(R)

). Jedná se tedy ounitární reprezentaci.V dal²ím ukáºeme, ºe Schrödingerova reprezentace je ireducibilní. Vyuºijeme ktomu n¥kolik poznatk· z teorie reprezentací v nekone£né dimenzi, které uvedemeníºe.Nejd°íve v²ak zave¤me zobrazení V : L2(L) × L2(L) → L2(L) n¥kdy nazýva-nou Fourier-Wignerovou transformací, která je dána vzorcem
[V (f, g)](p, q) := 〈rS(p, q, 0)f, g〉,kde f, g ∈ L2(L), (p, q) ∈ R2n a 〈·, ·〉 je Hilbert·v skalární sou£in na L2(L), tj.

〈f, g〉 =
∫

Rn

f(x)g(x)dx.Tvrzení 3.1.3. Pro f1, f2, g1 a g2 ∈ L2(L) platí
〈V (f1, g1), V (f2, g2)〉 = 〈f1, f2〉〈g1, g2〉. (3.1)D·kaz. Pro d·kaz viz G. Folland [6, Proposition 1.42].
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De�nice 3.1.5. Dv¥ reprezentace r1 : G → Aut(W1) a r2 : G → Aut(W2)nazveme ekvivalentní, pokud existuje spojitý lineární izomor�smus T : W1 →W2se spojitou inverzí spl¬ující
T ◦ r1(a) = r2(a) ◦ Tpro v²echna a ∈ G. Zobrazení T nazýváme splétající (n¥kdy ekvivariantní) ope-rátor. Pokud jsou W1 a W2 Hilbertovy prostory a r1, r2 unitární reprezentace,pak reprezentace r1, r2 nazveme unitárn¥ ekvivalentní, pokud existuje splétajícízobrazení, jeº je unitárním izomor�smem.Následující v¥ta, kterou vyuºijeme p°i konstrukci Segal-Shale-Weilovy repre-zentace, je varianta Schurova lemmatu pro nekone£nou dimenzi.V¥ta 3.1.4. (Schur) Nech´ r1, r2 jsou dv¥ unitární ireducibilní reprezentace Lie-ovy grupy G na komplexních Hilbertových prostorech W1 a W2. Pokud r1 neníekvivalentní s r2, je HomG(W1,W2) = 0. Pokud jsou r1 a r2 ekvivalentní, je

HomG(W1,W2) ' C. Navíc lze kaºdý prvek z HomG(W1,W2) normovat násobe-ním skalárem, aby byl izometrií.D·kaz. Viz A. W. Knapp [10].De�nice 3.1.6. Nech´ G je Lieova grupa a r je reprezentace grupy G na Fréche-tov¥ vektorovém prostoru W . Hladký vektor w ∈ W pro reprezentaci r je takovývektor, pro n¥jº g 7→ r(g)w ∈W je hladké zobrazení z G doW . Vektorový prostorhladkých vektor· ozna£me W 0.Poznámka. Mnoºina hladkých vektor· tvo°í vektorový prostor díky linearit¥derivace.Uve¤me bez d·kazu t°i tvrzení o hladkých vektorech reprezentace, jejichºd·kaz viz v A. W. Knapp [10].Tvrzení 3.1.5. (Gårding) Nech´ W 0 ⊆ W je vektorový podprostor hladkýchvektor· reprezenta£ního prostoru unitární reprezentace r, pak W 0 je hustý pod-prostor ve W .De�nice 3.1.7. Nech´ g a h jsou dv¥ Lieovy algebry. Lineární zobrazení ϕ : g → hnazveme homomor�smus Lieových algeber, pokud platí
ϕ
(
[X, Y ]

)
= [ϕ(X), ϕ(Y )],kde X, Y ∈ g. Homomor�smus Lieovy algebry g do gl(V ) = End(V ) se nazýváreprezentace Lieovy algebry g. Zde End(V ) zna£í prostor v²ech endomor�sm·vektorového prostoru V , který je uvaºován bez topologie.V de�nici reprezentace Lieovy algebry nehraje topologie ºádnou roli.Tvrzení 3.1.6. Nech´ g je Lieova algebra Lieovy grupy G. Nech´ W 0 je prostorhladkých vektor· reprezentace r grupy G. Zobrazení dr : g → End(W 0) danép°edpisem

dr(X)w :=
d

dt

∣
∣
∣
t=0

[r(etX)w],kde X ∈ g a w ∈ W 0, je reprezentace Lieovy algebry g.24



Poznámka. Reprezentaci Lieovy algebry lze obecn¥ zadat jen na hladkých vek-torech reprezentace. Obecn¥ platí W0 ( W , jak lze ukázat na p°íkladech.Tvrzení 3.1.7. Vektorový podprostor W 0 ⊆ W hladkých vektor· reprezentace
r je uzav°ený na p·sobení reprezentace r.P°edchozí tvrzení °íká, ºe W 0 je uzav°en nejen na p·sobení Lieovy algebry g,ale i na p·sobení grupy G.Nyní se uº m·ºeme vrátit ke Schrödingerov¥ reprezentaci.Tvrzení 3.1.8. Schrödingerova reprezentace rS je ireducibilní.D·kaz. Nech´ 0 6= M ⊆ L2(L) je uzav°ený invariantní podprostor pro rS na
L2(L). Bu¤ 0 6= f ∈ M0, kde M0 ⊆ M je podprostor hladkých vektor·. Bu¤
g ⊥ M. Díky volb¥ f je g ⊥ f . Protoºe M0 je uzav°ený nejen na p·sobení
drS (viz Tvrzení 3.1.6), ale i na rS (dle Tvrzení 3.1.7), je g ⊥ e2πi(pD+qX)f prov²echna (p, q) ∈ R2n. (Skalární násobek e2πit v p°edpisu reprezentace na kolmostinic neovlivní.) To znamená, ºe V (f, g) = 0. Podle rovnosti (3.1) máme 0 =
‖V (f, g)‖2 = ‖f‖2‖g‖2. Protoºe p°edpokládáme f 6= 0, dostáváme, ºe g = 0, aproto je M = L2(L) z uzav°enosti M.3.2 Stone-von Neumannova v¥taStone-von Neumannova v¥ta dává d·leºitý nástroj ke konstrukci Segal-Shale-Weilovy reprezentace, jak uvidíme v této podkapitole.V¥ta 3.2.1. (Stone-von Neumann) Nech´ r je n¥jaká ireducibilní unitárníreprezentace Heisenbergovy grupy H(n) na separabilním Hilbertov¥ prostoru Wtaková, ºe

r(0, t)w = e−2πitwpro v²echna t ∈ R a w ∈ W . Potom je r unitárn¥ ekvivalentní Schrödingerov¥reprezentaci rS.D·kaz. Viz G. Folland [6, Theorem 1.50].De�nujme reprezentaci Heisenbergovy grupy r
g
S : H(n) → Aut

(
L2(L)

) p°ed-pisem
r
g
S := rS ◦ ag,kde rS je Schrödingerova reprezentace a zobrazení ag : H(n) → H(n) je de�novánovzorcem ag(v, t) :=

(
g(v), t

) pro kaºdé g ∈ Sp(2n,R), kde v = p + q pro p ∈
L a q ∈ L′. (Viz Poznámku na konci Kapitoly 1.1.) Zobrazení ag je grupovýhomomor�smus, protoºe platí
ag

[
(v, t) · (w, s)

]
= ag

(

v + w, t+ s+
1

2
ω(v, w)

)

=
(

g(v + w), t+ s+
1

2
ω(v, w)

)

=
(

gv + gw, t+ s +
1

2
ω(gv, gw)

)

= (gv, t) · (gw, s) = ag(v, t) · ag(w, s).pro v²echna (v, t),(w, s) ∈ H(n). 25



Vý²e de�nované r
g
S je reprezentace, protoºe jde o sloºení dvou homomor�sm·.Z°ejm¥ pro ni platí

r
g
S(0, s)f = rS(0, s)f = e−2πisfpro v²echna s ∈ R a f ∈ L2(L). Díky tomu, ºe ag je automor�smus grupy H(n)a ºe Schrödingerova reprezentace je unitární a ireducibilní, je i reprezentace r

g
Sunitární a ireducibilní. Spojitost ve smyslu De�nice 3.1.2 je z°ejmá.Podle Stone-von Neumannovy v¥ty (V¥ta 3.2.1) platí, ºe v²echny ireducibil-ní unitární reprezentace Heisenbergovy grupy s aº na skalární násobek stejnouakcí centrálního prvku H(n) jsou unitárn¥ ekvivalentní. To znamená, ºe existujesplétající operátor U(g) takový, ºe

U(g) ◦ rS(v, s) = r
g
S(v, s) ◦ U(g) (3.2)pro v²echna (v, s) ∈ H(n) a g ∈ Sp(2n,R).Tvrzení 3.2.2. Zobrazení g ∈ Sp(2n,R) 7→ U(g) indukuje projektivní unitárníreprezentaci U grupy Sp(2n,R) na L2(L), to jest platí

U(ab) = c(a, b)U(a)U(b)pro libovolná a, b ∈ Sp(2n,R) a vhodné c : Sp(2n,R) × Sp(2n,R) → S1.D·kaz. Nech´ jsou a, b ∈ Sp(2n,R) a (v, s) ∈ H(n), pak platí
U(a)

(

U(b)rS(v, s)U(b)−1
)

U(a)−1 = U(a)rbS(v, s)U(a)−1 = rabS (v, s),

U(ab)rS(v, s)U(ab)−1 = rabS (v, s),kde jsme pouºili (3.2). Operátory U(a)U(b) a U(ab) tedy splétají tytéº reprezen-tace. Podle Schurova lemmatu (Lemma 3.1.4) lze oba tyto operátory normovatna izometrii, z £ehoº vyplývá, ºe se U(a)U(b) a U(ab) li²í o násobek komplexníjednotkou, ozna£enou c(a, b).Grupa Sp(2n,R) je generovaná maticí J0 spolu s maticemi typu (
D
0

0
(D−1)T

) a
(
I
0
N
I

), kde D ∈ GL(n,R) a N je symetrická £tvercová matice °ádu n, jak víme zTvrzení 1.2.5. Proto sta£í ur£it reprezentaci U na t¥chto generátorech. Podle K.Habermannové [8, Lemma 1.3.2-4] platí, ºe zobrazení:
(

0 I
−I 0

)

7→ F : L2(L) → L2(L) (3.3)
(
D 0
0 (D−1)T

)

7→
(
f(x) 7→ (detD)

1

2f(DTx)
) (3.4)

(
I N
0 I

)

7→
(
f(x) 7→ e−i

1

2
〈Nx,x〉f(x)

) (3.5)de�nuje jednu z moºných projektivních reprezentací grupy Sp(2n,R). Zde F ozna-£uje Fourierovu transformaci a 〈·, ·〉 zna£í klasický skalární sou£in.
26



3.3 Metaplektická grupa a její reprezentaceMetaplektická grupa je Lieova grupa, která není maticová, nebo´ nemá v¥rnoukone£n¥dimenzionální reprezentaci. Jedná se o dvoulisté nakrytí Sp(2n,R).De�nice 3.3.1. Nech´ X je topologický prostor. Nakrytí prostoru X je prostor
C spole£n¥ se spojitým surjektivním zobrazením p : C → X, pro které platí, ºepro kaºdý x ∈ X existuje otev°ené okolí U bodu x tak, ºe p−1(U) je disjunktnísjednocení otev°ených mnoºin v C, z nichº kaºdá je homeomorfní U .Nech´ X je souvislý prostor. Nakrytí p : C → X prostoru X se nazývá n-listé nakrytí prostoru X, pokud pro kaºdé x ∈ U je p−1(U) disjunktní sjednocení
n ∈ N otev°ených mnoºin homeomorfních U .Lemma 3.3.1. Nech´ X, C jsou obloukov¥ souvislé prostory a nech´ p : C → Xje nakrytí X. Pak platí, ºe indukované zobrazení π1p : π1(C) → π1(X) mezifundamentálními grupami π1(C) a π1(X) prostor· C a X je injektivní. Navícpo£et list· nakrytí p : C → X odpovídá indexu grupy π1p

(
π1(C)

) v grup¥ π1(X).D·kaz. Viz A. Hatcher [9]Jak víme podle Tvrzení 1.2.3, grupa Sp(2n,R) je obloukov¥ souvislá a máfundamentální grupu π1

(
Sp(2n,R)

)
= Z. Protoºe grupa Z má jen jednu pod-grupu indexu 2, existuje podle Lemmatu 3.3.1 aº na izomor�smus jediné souvislédvoulisté nakrytí grupy Sp(2n,R). Ozna£me toto dvoulisté nakrytí

λ : Mp(2n,R) → Sp(2n,R).Grupa Mp(2n,R) se nazývá metaplektická grupa.A. Weil [17] dokázal, ºe projektivní unitární reprezentaci U grupy Sp(2n,R),která je popsána na konci Kapitoly 3.2, lze �zdvihnout� na �skute£nou� unitárníreprezentaci metaplektické grupy.Tvrzení 3.3.2. Existuje jediná unitární reprezentace
M : Mp(2n,R) → U(L2(L)),která spl¬uje

M(q) ◦ rS(v, s) = rS
(
λ(q)v, s

)
◦ M(q)pro v²echna q ∈ Mp(2n,R) a (v, s) ∈ H(n).D·kaz. Viz A. Weil [17] a K. Habermannová [8, Proposition 1.3.5].Unitární reprezentace M se nazývá Segal-Shale-Weilova reprezentace.Tvrzení 3.3.3. Segal-Shale-Weilova reprezentace M metaplektické grupy je v¥r-ná, tj. M : Mp(2n,R) → U(L2(L)) je injektivní. Reprezentace M se rozkládá nadv¥ ireducibilní unitární reprezentace, které jsou restrikcemi M na podprostorysudých respektive lichých funkcí v L2(L).D·kaz. Viz G. Folland [6]. 27



De�nice 3.3.2. De�nujme analytickou Segal-Shale-Weilovu reprezentaci
m : Mp(2n,R) → Aut(A)restrikcí danou (spojitým) vno°ením Id : A ↪→ L2(L).Poznámka. Poznamenejme, ºe de�nice analytické Segal-Shale-Weilovy reprezen-tace je korektní díky vztah·m (3.3), (3.4), (3.5) a V¥t¥ 2.2.6. (Dokazujeme, ºerestrikce jsou v·bec moºné)Lze ukázat, viz A. Borel [3], ºe kaºdá reprezentace Segal-Shale-Weilova typu jeroz²í°ením analytické Segal-Shale-Weilovy reprezentace ve smyslu, ºe prostor Aje vºdy podprostorem reprezenta£ního prostoru. Pokud bychom de�novali repre-zentaci mS : Mp(2n,R) → Aut

(
S(L)

), pro reprezenta£ní prostor platí S(L) ⊃ A.V práci budeme dále pouºívat analytickou Segal-Shale-Weilovu reprezentaci
m. Prvky prostoru A budeme nazývat symplektické spinory.De�nujme nyní Cli�ordovo násobení, které umoº¬uje násobit vektory a sym-plektické spinory, tak jako je to moºno v Riemannov¥ p°ípad¥.De�nice 3.3.3. Symplektické Cli�ordovo násobení · : R2n×A → A je de�novanépomocí prvk· báze {e1, . . . , e2n} symplektického vektorového prostoru (R2n,Ω0)pro f ∈ A, x = (x1, . . . , xj) ∈ L a j = 1, . . . , n p°edpisem

(ej · f)(x) := ixjf(x),

(en+j · f)(x) :=
∂f

∂xj
(x).Na ostatní prvky z R2n symplektické Cli�ordovo násobení roz²í°íme lineárn¥.Poznámka. Symplektické Cli�ordovo násobení je neomezený operátor na L2(L).Pro detaily viz K. Habermannová [8]. Poznamenejme je²t¥, ºe symplektické Clif-fordovo násobení odpovídá tak zvanému Heisenbergov¥ kanonickému kvantováníHamiltonovy mechaniky.Poznámka. Pro zjednodu²ení zápisu budeme zapisovat v · w · s místo v · (w · s)pro v, w ∈ R2n a s ∈ A a analogicky pro symplektická vektorová pole.Lemma 3.3.4. Pro v, w ∈ R2n a s ∈ A platí

v · w · s− w · v · s = −iΩ0(v, w)s.D·kaz. Viz K. Habermannová [8, Lemma 1.4.1].Lemma 3.3.5. Cli�ordovo násobení je Mp(2n,R)-ekvivariantní. To znamená, ºepro kaºdé g ∈ Mp(2n,R), v ∈ R2n a s ∈ A platí
(
λ(g)v

)
· m(g)s = m(g)(v · s).D·kaz. Viz K. Habermannová [8, Lemma 1.4.4].28



4. Fíbrované bandly, konexe asymplektický spinorový bandlZatímco v p°edchozích kapitolách jsme budovali algebraický aparát a mírn¥ jsmese dotkli nezbytných s ním souvisejících topologicko-analytických pojm·, v tétokapitole se seznámíme s geometrickými strukturami. Symplektické variety budouhrát roli podkladového prostoru, nad kterým vybudujeme strukturu hlavního
Sp(2n,R)-bandlu, hlavního Mp(2n,R)-bandlu a k n¥mu asociovaného symplek-tického spinorového bandlu. Abychom mohli pracovat s diferenciálními rovnicemipro sekce asociovaného bandlu, pot°ebujeme pojem konexe na jednotlivých ban-dlech.Nakonec se seznámíme se symplektickou spinorovou konexí, která nám umoºnípracovat se symplektickými spinorovými poli a diferenciálními formami s hodno-tami v symplektických spinorových polích.4.1 Symplektické varietyS pojmy symplektické lineární algebry jsme se seznámili v první kapitole. Dal²ímkrokem bude seznámit se se symplektickými varietami. Kaºdá n-dimenzionálnívarieta je z de�nice lokáln¥ difeomorfní Rn. Podle Darbouxovy v¥ty je kaºdásymplektická varieta dimenze 2n lokáln¥ symplektomorfní kanonické symplektickévariet¥ ozna£ené (R2n, ω0). Symplektickou varietou je nap°íklad fázový prostorpoºívaný v Hamiltonov¥ mechanice.De�nice 4.1.1. Symplektická varieta (M,ω) je hladká varieta sudé dimenze 2nspolu s antisymetrickou diferenciální 2-formou ω, která je uzav°ená, tj. dω = 0, anedegenerovaná, tj. pro kaºdé m ∈ M neexistuje nenulový prvek v ∈ TmM , prokterý platí ωm(u, v) = 0 pro kaºdé u ∈ TmM .P°íklad 7. Jednoduchým p°íkladem symplektické variety je reálný vektorovýprostor R2n se standardními sou°adnicemi ozna£enými (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn).Forma

ω0 =

n∑

i=1

dxi ∧ dyije symplektická forma. Symplektická báze te£ného prostoru (
TmR2n, (ω0)m

) je prokaºdé m ∈M
{( ∂

∂x1

)

m
, . . . ,

( ∂

∂xn

)

m
,
( ∂

∂y1

)

m
, . . . ,

( ∂

∂yn

)

m

}

.Tuto symplektickou varietu ozna£me (R2n, ω0).P°íklad 8. Sféra S2 s formou objemu je symplektická varieta. Nap°íklad pokudje sféra zadána jako podvarieta t°írozm¥rného reálného prostoru parametrizacíotev°ené husté podmnoºiny (cosϑ cosϕ, cosϑ sinϕ, sinϑ), kde ϑ ∈ (−π
2
, π

2
), ϕ ∈

(0, 2π), je symplektická forma ω := dφ ∧ dϑ. Forma ω je antisymetrická, nedege-nerovaná a uzav°ená, protoºe je to forma objemu.29



De�nice 4.1.2. Symplektomor�smus mezi dv¥ma symplektickými varietami (M1,
ω1), (M2, ω2) je difeomor�smus F : M1 → M2 spl¬ující F ∗ω2 = ω1, kde F ∗ jekote£né zobrazení k zobrazením F .V dal²ím ukaºme, ºe na kote£ném bandlu T ∗M n-dimenzionální varietyM lzezavést kanonickou symplektickou formu ωM .Nejd°íve zave¤me na T ∗M tak zvanou Liouvilleovu 1-formu θM : TT ∗M →
C∞(T ∗M,R). Zave¤me lokální sou°adnice na T ∗M . Nech´ (x1, . . . , xn) jsou sou-°adnice na otev°ené podmnoºin¥ U mnoºinyM . Sou°adnice formy α ∈ T ∗

xM , kde
x = (x1, . . . , xn) a α =

∑n
i=1 ξidx

i, jsou (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn). Liouvilleova formamá v t¥chto lokálních sou°adnicích tvar
θM =

n∑

i=1

ξidx
i.Ov¥°me, ºe tato de�nice nezávisí na volb¥ lokálních sou°adnic na M . Nech´

(x1, . . . , xn) a (x′1, . . . , x′n) jsou dva systémy lokálních sou°adnic na M . Pak je
dx′i =

∑n
k=1

∂x′i

∂xk dx
k a ξ′i =

∑n
j=1

∂xj

∂x′i
ξj, a tedy dostaneme

θ′M =
n∑

i=1

ξ′idx
′i =

n∑

i,j,k=1

∂x′i

∂xk
∂xj

∂x′i
ξjdx

k =
n∑

j,k=1

δjkξjdx
k =

n∑

j=1

ξjdx
j = θM .Kanonickou symplektickou formu na kote£ném bandlu variety M de�nujmep°edpisem ωM := −dθM . Kanonická forma ωM je antisymetrická, nedegenerovanáa uzav°ená, protoºe ddθM = 0. Ve vý²e zavedených lokálních sou°adnicích mátvar

ωM =

n∑

i=1

dxi ∧ dξi.Bezsou°adnicový zápis θM , respektive ωM , získáme následovn¥. De�nujme for-mu θM v bod¥ β ∈ T ∗M p°edpisem θMβ := β ◦π∗β , kde π : T ∗M →M je projekce,
π∗β : TβT

∗M → Tπ(β)M . To jest θMβ (v) = β
(
π∗β(v)

)
∈ R pro v ∈ TT ∗M a

β ∈ T ∗M .Pokud máme lokální sou°adnice (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) na kote£ném bandlu
T ∗M , shoduje se tato de�nice s d°ív¥j²í, protoºe π∗( ∂

∂xi

)
= ∂

∂xi a π∗( ∂
∂ξi

)
= 0, atak má forma θM opravdu tvar θM =

∑n
i=1 ξidx

i.Následující v¥ta je d·leºitou informací o symplektických varietách.V¥ta 4.1.1. (Darboux) Kaºdá symplektická varieta je lokáln¥ symplektomorfní
(R2n, ω0).D·kaz. Viz A. Cannas da Silva [1, Theorem 8.1].4.2 Fíbrované bandlyV této kapitole se seznámíme s pojmy fíbrovaný bandl, hlavní bandl a asociova-ný bandl. Na t¥chto bandlech zavedeme sekce a uvedeme p°íklady de�novanýchbandl·. Více detail· viz I. Kolá° v [11].30



Pro na²e ú£ely budeme pracovat s fíbrovanými bandly, jejichº totální prostorybudou mít strukturu Fréchetovy variety. Proto de�nice budeme uvád¥t jiº v tétoobecnosti. Pro de�nici Fréchetova vektorového prostoru a hladkého zobrazení meziFréchetovými vektorovými prostory viz Kapitolu 2.1, De�nici 2.1.3 a 2.1.4.Nyní zave¤me Fréchetovy variety, které jsou nekone£n¥rozm¥rným zobecn¥-ním klasických n-rozm¥rných diferencovatelných variet.De�nice 4.2.1. Nech´ M je Hausdor�·v topologický prostor se spo£etnou bázíotev°ených mnoºin. Mapa na M je dvojice (U, ϕ), kde U ⊂ M je otev°ená a
ϕ : U → V je homeomor�smus na otev°enou podmnoºinu V n¥jakého pevn¥ zvo-leného Fréchetova vektorového prostoru F . Fréchet·v atlas naM je mnoºina map
{(Uα, ϕα)}α∈A taková, ºe M = ∪α∈AUα a kaºdé dv¥ mapy jsou kompatibilní, tj.p°echodové funkce ϕα◦ϕ−1

β jsou difeomor�smy otev°ených podmnoºin Fréchetovavektorového prostoru F .Poznámka. Atlas de�nuje na M topologii takto: A ⊂M je otev°ená, pokud prokaºdou mapu (U, ϕ) z daného atlasu platí, ºe ϕ(A ∩ U) je otev°ená podmnoºinaFréchetova vektorového prostoru F .De�nice 4.2.2. Fréchetova varieta M je Hausdor�·v topologický prostor, kte-rý má spo£etnou bázi otev°ených mnoºin a na kterém je dán Fréchet·v atlas
{(Uα, ϕα)}α∈A. Diferencovatelná struktura na Fréchetov¥ variet¥ je maximálníFréchet·v atlas.P°íklad 9. P°íkladem Fréchetovy variety je S1 × C∞(R). Viz P°íklad 6.�ekneme-li v dal²ím �varieta� bez dodání Fréchetova, myslíme tím vºdy vari-etu kone£né dimenze.De�nice 4.2.3. Nech´ E,F jsou Fréchetovy variety a B je varieta. Fíbrovanýbandl se standardním fíbrem F je prostor E spolu s hladkým surjektivním zobra-zením π : E → B, pokud pro v²echna m ∈ B existuje otev°ené okolí m ∈ Uα ⊂ Ba existuje difeomor�smus ψα : π−1(Uα) → Uα × F , který zachovává fíbry, tj.komutuje diagram

E ⊃ π−1(Uα)
π

''OOOOOOOOOOOO

ψα // Uα × F

p

��
Uα,kde p je projekce na první sloºku kartézského sou£inu. Prostor B se nazývá bázovýprostor fíbrovaného bandlu, E se nazývá totální prostor a F je standardní fíbr.Dvojice (Uα, ψα) se nazývá mapa fíbrovaného bandlu nebo lokální trivializace E.Dv¥ mapy fíbrovaného bandlu (Uα, ψα) a (Uβ , ψβ) jsou kompatibilní, pokud

ψα ◦ ψ−1
β je difeomor�smus. To jest pokud platí (ψα ◦ ψ−1

β )(x, s) =
(
x, ψ̄αβ(x, s)

),kde ψ̄αβ : (Uα∩Uβ)×F → F je hladké a ψ̄αβ(x, ·) je difeomor�smus F pro v²echny
x ∈ Uαβ := Uα∩Uβ . Zobrazení ψαβ : Uαβ → Diff(F ) s hodnotami v grup¥ Diff(F )v²ech difeomor�sm· F se nazývá p°echodová funkce fíbrovaného bandlu.P°echodové funkce spl¬ují kocyklickou podmínku, tj. platí ψαβ(x)ψβγ(x) =
ψαγ(x) pro v²echna x ∈ Uαβγ := Uα ∩ Uβ ∩ Uγ a ψαα = Id|B pro v²echna x ∈ Uα,jak lze snadno ov¥°it. 31



Mnoºina map fíbrovaného bandlu {(Uα, ψα)}α∈A taková, ºe {Uα}α∈A je ote-v°ené pokrytí B a kaºdé dv¥ mapy jsou kompatibilní, se nazývá atlas fíbrovanéhobandlu. Dva atlasy fíbrovaného bandlu se nazývají ekvivalentní, pokud jejich sjed-nocení je op¥t atlas fíbrovaného bandlu.P°íklad 10. Jednoduchým p°íkladem fíbrovaného bandlu je kartézský sou£indvou variet X, Y spolu s projekcí na jednu z nich, π : X × Y → X.P°íklad 11. Zajímav¥j²ím p°íkladem fíbrovaného bandlu je Möbi·v prouºek.M¥jme S1 popsanou v R3 parametrizací ϕ 7→ (cosϕ, sinϕ, 0) a pokrytou dv¥-ma otev°enými mnoºinami U1 pro ϕ ∈ (−π, π) a U2 pro ϕ ∈ (0, 2π). Möbi·vprouºek πM : M → S1 pak bude popsán parametrizací (ϕ, t) 7→ (cosϕ(1 +
t cos ϕ

2
), sinϕ(1+ t cos ϕ

2
), t sin ϕ

2
), kde t ∈ (−1, 1). Projekce πM na bázový prostor

S1 pokládá parametr t = 0. Ozna£me U otev°enou vlastní podmnoºinu bázovéhoprostoru. Platí π−1
M (U) ∼= U × (−1, 1). Möbi·v prouºek je lokáln¥ izomorfní £ástiválce S1 × (−1, 1), ale o kartézský sou£in S1 × (−1, 1) se nejedná, jak lze ukázat.De�nice 4.2.4. Fíbrovaný bandl π : E → B se standardním fíbrem F , kde F jeFréchet·v vektorový prostor, se nazývá vektorový bandl, pokud pro kaºdé x ∈ Bje π−1(x) izomorfní F jako topologickému vektorovému prostoru a pro v²echnyotev°ené Uα ⊂ B je zobrazení ψα (z De�nice 4.2.3 fíbrovaného bandlu) lineární.Pokud je V kone£né dimenze n, mluvíme o vektorovém bandlu ranku n.P°íklad 12. Známým p°íkladem vektorového bandlu je te£ný bandl TM variety

M dimenze n
TM :=

⋃

m∈M

TmMspolu s projekcí π : TM → M , která vektoru v ∈ TmM p°i°adí bod m ∈ M .Jedná se o vektorový bandl ranku n.De�nice 4.2.5. Sekce fíbrovaného bandlu π : E → B je hladké zobrazení σ :
B → E takové, ºe π ◦ σ = Id|B. Lokální sekce je hladké zobrazení σ : U ⊂ B →
E takové, ºe π ◦ σ = Id|U , kde U je otev°ená podmnoºina B. Mnoºinu sekcífíbrovaného bandlu π : E → B ozna£ujeme Γ(B,E).De�nice 4.2.6. Nech´ G je Lieova grupa a F je Fréchetova varieta, G-bandlovoustrukturou nazýváme následující data:1) Fíbrovaný bandl π : P → B se standardním fíbrem F .2) Levá akce l : G× F → F Lieovy grupy na standardním fíbru F .3) Atlas fíbrovaného bandlu {(Uα, ψα)}α∈A, jehoº p°echodové funkce {ψαβ}p·sobí na F pomocí akcí grupy G. To jest jedná se o rodinu hladkýchp°echodových funkcí ψαβ : Uαβ → G, které spl¬ují kocyklickou podmínku

ψαβ(x)ψβγ(x) = ψαγ(x) pro v²echna x ∈ Uαβγ a ψαα(x) je jednotka grupy
G pro v²echna x ∈ Uα. Navíc platí l(ψαβ(x), s) = ψαβ(x)s, kde s ∈ F .Poznámka. Grupu G nazýváme strukturní grupa.De�nice 4.2.7. Hlavním G-bandlem rozumíme G-bandlovou strukturu s typic-kým fíbrem F rovnajícím se grup¥ G. Levá akce grupy G na grup¥ G je levátranslace. 32



Kaºdý hlavní bandl má jednozna£n¥ ur£enou pravou akci (pravou translaci)
r : P×G→ P , která je zadána ϕα(r(ϕ−1

α (x, a), g)
)

= (x, ag) a zachovává fíbry, tj.
π
(
r(m, g)

)
= π(m) pro v²echna m ∈ P a g ∈ G. Levá a pravá translace komutují,proto je akce dob°e de�novaná. Tato pravá akce je volná, to jest pokud platí pron¥jaké g ∈ G, ºe r(u, g) = u pro n¥jaké u ∈ P , pak g je jednotka grupy G.P°íklad 13. Bandl repér· vektorového bandlu π : E → M s fíbrem V , kde Vmá dimenzi n, je p°íkladem hlavního bandlu. Fíbr bandlu repér· v bod¥ m ∈

M je mnoºina v²ech uspo°ádaných bází vektorového prostoru Em := π−1(m)umíst¥ného v bod¥ m. Tato mnoºina je izomorfní s GL(n) a díky tomu lze na
E zavést diferencovatelná struktura. Strukturní grupou bandlu repér· je GL(n),která p·sobí obvyklým zp·sobem na bázích vektorového prostoru V .Pokud v minulém p°íkladu za bázový prostor zvolíme hladkou varietu M di-menze n a za vektorový bandl TM te£ný bandl varietyM , získámeGL(n)−bandlo-vou strukturu nad varietou M . Te£ný bandl TM v²ak není hlavním GL(n)-bandlem nad M .P°íklad 14. Dal²ím podobným p°íkladem je ortonormální repérový bandl nadRiemannovou varietou M dimenze n s metrikou g. V tomto p°ípad¥ jsou fíbrytvo°eny ortonormálními bázemi te£ného prostoru TmM v kaºdém bod¥ m ∈ M .Strukturní grupa je ortogonální grupa O(n). (viz De�nice 5.2.2.)De�nice 4.2.8. Nech´ π1 : P1 → M1 je hlavní G1-bandl a π2 : P2 → M2je hlavní G2-bandl. Nech´ f : M1 → M2 je hladké zobrazení variet. Zobrazení
F : P1 → P2 nazveme bandlový homomor�smus pokrývající f , pokud komutujenásledující diagram

P1 ×G1

F×Λ
��

r1 // P1

F
��

π1 // M1

f
��

P2 ×G2
r2 // P2

π2 // M2,kde r1 a r2 jsou p°íslu²né akce grup na totálních prostorech a Λ : G1 → G2 jehomomor�smus grup.De�nice 4.2.9. Nech´ π : P →M je hlavní bandl se strukturní grupou G, nech´
V je Fréchet·v vektorový prostor a λ : G → Aut(V ) je reprezentace grupy G.Na sou£inu P × V zave¤me ekvivalenci p°edpisem (u, s) ∼

(
u · g, λ(g−1)(s)

) ade�nujme takzvaný asociovaný bandl P ×λ V k P prost°ednictvím reprezentace λjako prostor t°íd této ekvivalence.Na V := P×λV je indukovaná struktura bandlu nadM se standardním fíbrem
V . Tuto strukturu nej£ast¥ji zadáváme pomocí lokálních sekcí σ : M → P , protoºepro kaºdé s ∈ V zobrazení σ : M → P zadává sekci σ : M → P ×λ V , která jedána tak, ºe x 7→ [σ(x), s], x ∈M .Mnoºinu hladkých sekcí asociovaného bandlu V = P ×λ V nad varietou Mozna£me Γ(M,V).P°íklad 15. Za V v De�nici 4.2.9 zvolme vektorový prostor dimenze n a za hlavníbandl P zvolme prostor v²ech bází vektorového prostoru V nad jednobodovýmbázovým prostorem, tedy hlavní GL(n)-bandl nad jedním bodem (tj. P odpovídá33



GL(n)). Na reprezentanta (u, s) t°ídy v := [u, s] v P ×λ V lze nahlíºet jako nasou°adnice s bodu v v bázi u. Zm¥na báze u 7→ ug odpovídá zm¥n¥ sou°adnic na
s 7→ λ(g−1)(s).Tvrzení 4.2.1. Mnoºina hladkých sekcí Γ(M,V) asociovaného bandlu V = P ×λ

V je izomorfní s mnoºinou C∞(P, V )G v²ech G-ekvivariantních zobrazení s hod-notami ve V . P°i£emº de�nujme C∞(P, V )G := {f : P → V ; f(pg) = λ(g)f(p)pro v²echny g ∈ G a v²echny p ∈ P}.D·kaz. Zkonstruujme zmín¥ný izomor�smus. Nech´ s je sekce P ×λ V asociova-ného bandlu k hlavnímu bandlu π : P → M pomocí reprezentace λ grupy G navektorovém prostoru V , tj. s(x) = [p, vp] ∈ P × V/∼, kde ∼ je relace ekvivalencede�nující asociovaný bandl, π : p 7→ x, kde x ∈ M . De�nujme σ : P → V tak, ºe
σ(p) = vp pro p ∈ P . Takto de�nované zobrazení σ je G-ekvivariantní, jak se lzejednodu²e p°esv¥d£it.Naopak nech´ σ je G-ekvivariantní V hodnotová funkce. De�nujme s(m) =
[p, σ(p)], kde p je libovolný bod z P takový, ºe π(p) = m. Ov¥°me, ºe s(m) jedob°e de�nováno. Bu¤ p′ jiný bod z P takový, ºe π(p′) = m. Dle de�nice hlavníhobandlu existuje jediné g ∈ G, ºe p′ = pg. Tedy s(m) = [p′, σ(p′)] = [pg, σ(pg)],coº je podle G-ekvivariance rovno [pg, σ(pg)] = [pg, λ(g−1)σ(p)] = [p, σ(p)], kdeposlední rovnost platí díky de�nici asociovaného bandlu. Tedy s(m) nezávisí navýb¥ru bodu p ∈ P .Na záv¥r snadno nahlédneme, ºe zobrazení jsou navzájem inverzí, protoºe prolibovolnou sekci τ hlavního bandlu π : P → M máme s(m) =

[
τ(m), σ

(
τ(m)

)]pro m ∈M . Téº z°ejm¥ platí, ºe sekce s je hladká práv¥ tehdy, kdyº je funkce σhladká.4.3 Hlavní konexe, asociovaná konexe a kovariant-ní derivaceZavedeme konexi na hlavním bandlu a na asociovaném bandlu. Nejd°íve v²akp°ipome¬me pojem a�nní konexe na variet¥.De�nice 4.3.1. A�nní konexe na hladké variet¥M je zobrazení ∇, které uspo°á-dané dvojici vektorových políX, Y p°i°azuje hladké vektorové pole∇XY , p°i£emºjsou spln¥ny následující axiomy.1) Zobrazení ∇ je R-lineární v obou sloºkách.2) ∇fXY = f∇XY pro kaºdou hladkou funkci f na M .3) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f(∇XY ) pro kaºdou hladkou funkci f na M (Leibni-zovo pravidlo).Bu¤te na otev°ené podmnoºin¥ U ⊂ M dány lokální sou°adnice (x1, . . . , xn)a nech´ je ∇ daná a�nní konexe na variet¥ M . Dále uvaºme na U hladká sou-°adnicová pole ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn . Christo�elovy symboly neboli sloºky a�nní konexe ∇v lokálních sou°adnicích jsou funkce Γij

k de�nované pro i, j = 1, . . . , n pomocívzorce
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=

n∑

k=1

Γij
k ∂

∂xk
.34



De�nice 4.3.2. Symplektickou konexí ∇ nazveme takovou konexi na symplek-tické variet¥ (M,ω), která spl¬uje ∇ω = 0, tj. platí
X(ω(Y, Z)) = ω(∇XY, Z) + ω(Y,∇XZ),a má nulovou torzi, tj. platí
T (X, Y ) := ∇XY −∇YX − [X, Y ] = 0pro v²echna vektorová pole X, Y, Z ∈ X(M).Výb¥r takovéto beztorzní symplektické konexe na symplektické variet¥ neníjednozna£ný na rozdíl od jednozna£nosti Levi-Civitovy konexe na Riemannov¥variet¥ viz I. Gelfand [7]. Symplektické beztorzní konexe se n¥kdy nazývají Fedo-sovovy konexe.Nyní uve¤me t°i ekvivalentní de�nice konexe na hlavním bandlu. Pro podrob-n¥j²í studium jejich ekvivalence viz Y. Choquet-Bruhat [5, kap. Vbis.].De�nice 4.3.3. Konexe na hlavním bandlu π : P → M se strukturní grupou

G a akcí grupy na fíbrech r(g) : P → P , g ∈ G, je systém hladkých lineárníchzobrazení σp : TxM → TpP , kde π(p) = x, takových, ºe π∗ ◦σp je identita na TxMa ºe platí σr(g)(p) = r(g)∗ ◦ σp.Nech´ γ : I ⊂ R → M je k°ivka v M procházející bodem x0 = γ(0) a bu¤ p0bod v π−1(x0). Paralelní p°enos p0 podél k°ivky γ je zadán k°ivkou γ̃ : I ⊂ R → Pa je de�novaný
dγ̃(t)

dt

∣
∣
∣
∣
t=t0

= σp
dγ(t)

dt

∣
∣
∣
∣
t=t0

,pro v²echny t0 ∈ I, kde γ̃(0) = p0 a γ̃(t) = p.Vektor v ∈ TpP nazveme horizontální, pokud existuje w ∈ Tπ(p)M , ºe platí
v = σp(w). Ozna£me T hp P := σp(Tπ(p)M) prostor horizontálních vektor· v bod¥
p ∈ P . Podle de�nice je π∗ ◦ σp identita na Tπ(p)M , platí tedy π∗T hp P = Tπ(p)M ,a proto T hp P je izomorfní Tπ(p)M .De�nice 4.3.4. Konexe na hlavním bandlu π : P → M se strukturní grupou Ga akcí grupy na fíbrech r(g) : P → P , g ∈ G, je rodina vektorových podprostor·(distribuce) T hp P ⊂ TpP hladce závislých na p takových, ºe π∗ : T hp P → Tπ(p)Mje izomor�smus a platí T hr(g)(p)P = r(g)∗T

h
p .Vektory z TpP , pro n¥º je zobrazení π∗ : TpP → Tπ(p)M nulové, se nazývajívertikální vektory. Jejich prostor ozna£me T vp P . Prostor vertikálních vektor· nenízávislý na volb¥ konexe a je jednozna£n¥ ur£en projekcí fíbrovaního bandlu. Platí

TpP = T vp P ⊕ T hp P , a proto kaºdý vektor v ∈ TpP lze psát jednozna£n¥ jako
v = vv + vh, kde vv ∈ T vp P a vh ∈ T hp P . Tento rozklad jiº závisí na volb¥ T hp P .Bu¤ g Lieova algebra strukturní Lieovy grupy G hlavního bandlu π : P → M .Fundamentální vektorové pole p·sobení grupy G na P je pole

X̃(p) :=
d

dt

(
p exp(tX)

)∣
∣
t=0
,kde X ∈ g. P°i°azení

Φ : g 3 X 7→ X̃(p) ∈ T vp P35



je lineární izomor�smus. Vektor X se nazývá generátor vektorového pole X̃.Projekce na vertikální sloºku sloºená s izomor�smem Φ je jist¥ 1-forma na Ps hodnotami v g, budeme ji zna£it Zp. To jest
Zp : T vp P ⊕ T hp P → g,

Zp : X̃(p) ⊕ Y 7→ X.De�nice 4.3.5. Konexe na hlavním bandlu π : P → M se strukturní grupou Ga akcí grupy na fíbrech r(g) : P → P , g ∈ G, je 1-forma Z na P s hodnotamive vektorovém prostoru g taková, ºe platí následující: Z(X̃) = X, kde X̃ jefundamentální vektorové pole p·sobení G na P , X ∈ g je jeho generátor. Forma
Zp hladce závisí na p a platí

Zr(g)(p)

(
r(g)∗v

)
= Ad(g−1)Zp(v),kde Ad je adjungované zobrazení Ad : G→ Aut(g).De�nice 4.3.6. Nech´ π : P → M je hlavní bandl se strukturní grupou G.Ozna£me g Lieovu algebru grupy G. Bu¤ V vektorový prostor a ρ reprezentace

ρ : G → GL(V ) grupy G. Protoºe g je te£ný prostor variety G v jednotce egrupy G a gl(V ) je te£ný prostor ke GL(V ) v ρ(e) = I, je diferenciál ρ∗ lineárnítransformace ρ∗ : g → gl(V ).Nech´ P ×ρ V je asociovaný bandl k hlavnímu bandlu π : P → M pomocíreprezentace ρ : G → GL(V ) a nech´ Z je konexe na hlavním bandlu π : P →
M . Zave¤me asociovanou konexi Y := ρ∗ ◦ Z na asociovaném bandlu, která jede�nována následovn¥. Bu¤ X ∈ TM te£ný vektor k M , pak Y(X) ∈ g a tak
ρ∗

(
Z(X)

)
∈ ρ∗(g) = gl(V ). Tedy de�nujme

(
ρ∗Z

)
(X) := ρ∗

(
Z(X)

)
.Pro symplektickou varietu (M,ω) ozna£me P bandl symplektických repér·

πP : P →M , jehoº fíbr nad kaºdým bodem m variety M je mnoºina symplektic-kých bází TmM (viz P°íklad 13). To jest P je hlavní Sp(2n,R)-bandl nad varietouM. Lokální sekce P nazveme lokální symplektické repéry.Poznámka. Symplektické konexe na symplektické variet¥ (M,ω) jednozna£n¥odpovídají 1-formám konexe na hlavním Sp(2n,R)-bandlu nad varietou (M,ω).Kaºdá symplektická varieta je tedy vybavena symplektickou konexí, její jedno-zna£ný výb¥r v²ak neexistuje.De�nice 4.3.7. Bu¤ π : P → M hlavní bandl se strukturní grupou G a g jejíLieova algebra. Nech´ Z : TP → g je hlavní konexe. Dále bu¤ ρ : G → Aut(V )reprezentace G na Fréchetov¥ vektorovém prostoru V a nech´ ρ∗ : g → End(V )∞je k ní te£né zobrazení, kde End(V )∞ zna£í hladké vektory z End(V ). Nech´
V = P×ρV je asociovaný bandl k hlavnímu bandlu P . Sekci asociovaného bandlu
φ ∈ Γ(M,V) zapi²me ve tvaru φ(m) = [p(m), v(m)] pro m ∈M , p : U ⊂M → Pa v : U ⊂M → V . Kovariantní derivace asociovaná k hlavní konexi Z je dána

∇X [p, v] =
[
p,X(v) + ρ∗

(
p∗Z(X)

)
v
]
,kde X ∈ Γ(M,TM).Poznamenejme, ºe zobrazení v z de�nice je v = ν ◦p, kde ν je G-ekvivariantní

V -hodnotová funkce odpovídající sekci φ podle Tvrzení 4.2.1.36



4.4 Symplektický spinorový bandlPopí²eme nyní detailn¥ji symplektický spinorový bandl, který je symplektickouanalogií spinorového bandlu v Riemannov¥ geometrii.P°ipome¬me, ºe πP : P →M zna£í hlavní Sp(2n,R)-bandl nad symplektickouvarietouM a λ : Mp(2n,R) → Sp(2n,R) je dvoulisté nakrytí symplektické grupy,které je popsané v Kapitole 3.3.De�nice 4.4.1. Nech´ πQ : Q → M je hlavní Mp(2n,R)-bandl nad symplektic-kou varietou. Metaplektická struktura na symplektické varit¥ (M,ω) je zmín¥nýhlavní Mp(2n,R)-bandl πQ : Q → M spolu se zobrazením Λ : Q → P , kteréje surjektivní bandlový homomor�smus pokrývající identitu na M , tj. komutujenásledující diagram
Q× Mp(2n,R)

Λ×λ

��

// Q

Λ

��

πQ

��@
@@

@@
@@

@

M,

P × Sp(2n,R) // P

πP

??~~~~~~~~kde horizontální ²ipky zna£í akce p°íslu²ných grup na hlavních bandlech.P°ipome¬me volbu lagrangeovských podprostor· z Poznámky na konci Ka-pitoly 1.1. Bu¤te L a L′ lagrangeovské podprostory symplektického vektorovéhoprostoru (R2n,Ω0) takové, ºe L⊕L′ = R2n. Symplektickou bázi {e1, . . . , e2n} sym-plektického vektorového prostoru (R2n,Ω0) volíme takovou, ºe {e1, . . . , en} ⊂ L a
{en+1, . . . , e2n} ⊂ L′. Lokální symplektické repéry {e1, . . . , e2n} ur£ené lokálnímisekcemi na otev°ené U ⊂M volíme tak, aby první n-tice vektor· odpovídala L adruhá n-tice L′ .Dále p°ipome¬me prostor A ⊂ L2(L) rychle klesajících analytických funkcízavedený v De�nici 2.2.1. Jeho prvky nazýváme symplektické spinory. Prostor Ase rozkládá na prostory lichých a sudých rychle klesajících analytických funkcív L2(L), A = A+ ⊕A−. P°ipome¬me také reprezentaci m metaplektické grupy
Mp(2n,R) na tomto prostoru. (Viz De�nice 3.3.2.)De�nice 4.4.2. Symplektický spinorový bandl je vektorový bandl asociovaný k
Mp(2n,R)-bandlu Q nad varietou M pomocí reprezentace m : Mp(2n,R) →
Aut(A). Ozna£me jej A := Q ×m A. Sekce φ ∈ Γ(M,A) budeme nazývat sym-plektická spinorová pole.P°ipome¬me, ºe podle Lemmatu 3.3.5 je symplektické Cli�ordovo násobení
Mp(2n,R)-ekvivariantní, díky £emuº m·ºeme de�novat �zdvih� tohoto násobenína strukturu asociovaného vektorového bandlu

· : X(M) × Γ(M,A) → Γ(M,A).Nech´ φ je symplektické spinorové pole, tj. φ(m) = [p(m), f(m)] pro m ∈ M .Nech´ X je vektorové pole na M , X(m) = [p(m), v(m)] pro m ∈ M , tj. je toprvek asociovaného bandlu TM = P ×λ R2n, kde λ : Mp(2n,R) → Sp(2n,R) ⊂
Aut(R2n). Pro prvky v(m) ∈ R2n a f(m) ∈ A máme jiº de�nované Cli�ordovonásobení, pomocí n¥hoº de�nujeme jeho �zdvih� na symplektický spinorový bandl.37



De�nice 4.4.3. Symplektické Cli�ordovo násobení na symplektickém spinorovémbandlu · : X(M) × Γ(M,A) → Γ(M,A) je de�nováno
[p, v] · [p, f ] = [p, v · f ],kde [p, v] ∈ X(M) a [p, f ] ∈ Γ(M,A).De�nice 4.4.4. Bu¤ Z konexe na hlavním Sp(2n,R)-bandlu πP : P → Mjednozna£n¥ odpovídající symplektické konexi ∇ na variet¥ M podle Poznámkyp°ed De�nicí 4.3.7. Nech´ Z̄ je �zdvih� Z do hlavního Mp(2n,R)-bandlu πQ :

Q→ M . Symplektická spinorová kovariantní derivace je kovariantní derivace ∇Sasociovaná k Z̄.Symplektická spinorová derivace ∇S tedy podle p°edchozí de�nice p·sobí nasymplektických spinorových polích.Sekce φ asociovaného vektorového bandlu A = Q×%Am·ºe být podle Tvrzení4.2.1 ekvivalentn¥ chápaná jako Mp(2n,R)-ekvivariantní A-hodnotová funkce na
Q. Ozna£me tuto funkci φ̂, tj. φ̂ : Q→ A. Pro lokální symplektický repér s : U →
P ozna£me s̄ : U → Q jeden ze �zdvih·� s do Q. Nakonec poloºme φs := φ̂ ◦ s̄.Pro q ∈ Q a ψ ∈ A ozna£me [q, ψ] p°íslu²ný prvek v A. Platí následující v¥ta.V¥ta 4.4.1. Nech´ ∇S je symplektická spinorová kovariantní derivace naM . Pak

∇S
Xφ =

[
s̄, X(φs)

]
− i

2

n∑

i=1

ei+l · (∇Xei) · φ− ei · (∇Xei+n) · φ

=
[
s̄, X(φs)

]
− i

2

2n∑

i,k=1

ωikek · (∇Xei) · φ, (4.1)kde X ∈ X(M), φ ∈ Γ(M,A), {e1, . . . , e2n} je globální symplektická báze M , ∇je symplektická konexe naM a ωik zna£í sloºky formy ω. (Viz Poznámku na konciKapitoly 1.1.)D·kaz. Viz K. Habermannová [8, Proposition 3.2.6], uve¤me jen, ºe d·kaz vy-chází z De�nice 4.3.7.Poznámka. Pokud zvolíme za podkladovou varietu reálnou symplektickou varie-tu (R2n, ω0) (viz P°íklad 7), pak symplektická spinorová kovariantní derivace splý-vá s parciální derivací. Tento fakt lehce nahlédneme z (4.1), kdyº si uv¥domíme, ºekovariantní derivace ∇ei
ej je nulová pro sou°adnicová pole ei, ej ∈ { ∂

∂xa ,
∂
∂yb}na,b=1.V¥ta 4.4.2. Pro kaºdé X, Y ∈ Γ(M,TM) a φ ∈ Γ(M,A) platí

∇S
X(Y · φ) = (∇S

XY ) · φ+ Y · ∇S
Xφ.D·kaz. Viz K. Habermannová [8, Proposition 3.2.7].
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5. Symplektické spinorové formyV této kapitole naváºeme na výsledky S. Krýsla [15] a [13] o rozkladu prostor·vn¥j²ích symplektických spinorových forem. Zavedeme symplektické twistorovéoperátory, které podle [13] za jistých podmínek tvo°í komplex a mohou tak tvo°itur£itou analogii k známému de Rhamov¥ komplexu. Svoji pozornost nakoneczam¥°íme na twistorový operátor na R2.Pro tuto kapitolu budeme uºívat ozna£ení % pro reprezentaci
% : Mp(2n,R) → Aut

( •∧

R2n∗ ⊗A)

,

%(g)(α⊗ s) :=
(
λ(g)∗

)∧r
α⊗ m(g)s,kde ∧r pro r = 1, . . . , 2n zna£í vn¥j²í r-tou mocninu, g ∈ Mp(2n,R), α ∈

(
∧•

R2n∗ ⊗ A) a s ∈ A. P°ipome¬me, ºe λ : Mp(2n,R) → Sp(2n,R) je dvo-jité nakrytí symplektické grupy.Pro konkrétní po£ítání s touto reprezentací bude uºite£né následující technickélemma.Lemma 5.0.1. Pro reprezentaci % a kaºdý prvek g ∈ Mp(2n,R) platí pro kaºdé
k, j = 1, . . . , 2n

%(g)(εk ⊗ ej · s) =

2n∑

h,l=1

[
λ(g)−1

]k

l
εl ⊗ eh

[
λ(g)

]h

j
·
(
m(g)s

)
, (5.1)kde s ∈ A, {ej}2n

j=1 je báze R2n a {εk}2n
k=1 je k ní duální báze R2n∗.D·kaz. Upravme výraz podle de�nice reprezentace % a Lemmatu 3.3.5

%(g)(εk ⊗ ej · s) = λ(g)∗εk ⊗ m(g)(ej · s)
= λ(g)∗εk ⊗

(
λ(g)ej

)
·
(
m(g)s

)
.Prvek λ(g) je matice z Sp(2n,R). Ozna£me její sloºky [

λ(g)
]a

b
. Pak λ(g)ej lzerozepsat jako ∑2n

h=1 eh
[
λ(g)

]h

j
. Z de�nice duální reprezentace platí

(
λ(g)∗εk

)
(ej) = εk

((
λ(g)−1

)
ej

)

= εk
( 2n∑

l=1

el
[
λ(g)−1

]l

j

)

=
2n∑

l=1

δkl
[
λ(g)−1

]l

j
=

[
λ(g)−1

]k

j
.Jelikoº j-tá sou°adnice formy α ∈ R2n∗ je α(ej) = αj , platí díky p°ede²lé rovnosti

λ(g)∗εk =
∑2n

l=1

[
λ(g)−1

]k

l
εl, odkud plyne dokazované.Prostor ∧•

R2n∗ je kone£né dimenze, proto m·ºeme na ∧•
R2n∗ ⊗ A zavésttopologii kanonickým zp·sobem.V dal²ím budeme pouºívat ozna£ení

In = {(i, j); i=0, . . . , n, j=0, . . . , i} ∪ {(i, j); i=n+1, . . . , 2n, j=0, . . . , 2n−i}.Následující tvrzení o rozkladu tenzorového sou£inu Segal-Shale-Weilovy repre-zentace dokázal S. Krýsl v [14]. 39



Tvrzení 5.0.2. Pro n ≥ 2 se ∧•
R2n∗ ⊗ A rozkládá na ireducibilní Mp(2n,R)podmoduly dle p°edpisu

•∧

R2n∗ ⊗A± '
⊕

(i,j)∈In

Eij
± .Podmoduly Eij

± odpovídajícího tenzorového sou£inu jsou Fréchetovy prostory ajsou popsány v S. Krýsl [14].Nám bude v práci sta£it jen následující zmínka o vlastnostech podmodul· Eij
± .Poznámka. Podle £lánku S. Krýsl [13] pro v²echny (i, j), (i, k) ∈ In, j 6= k platí

Eij
± 6' Eik

± (jako G-moduly) pro v²echny kombinace ± na obou stranách. Vyuºi-tím tohoto faktu máme, ºe pro i = 0, . . . , 2n jsou rozklady tenzorových sou£in·
∧i

R2n∗⊗A± bez násobnosti, tj. tenzorové sou£iny ∧i
R2n∗⊗A± se rozkládají navzájemn¥ neizomorfní ireducibilní podmoduly. Navíc pro (i, j), (k, j) ∈ In platí

Eij
± ' Ekj

∓ , viz op¥t S. Krýsl [13].5.1 Operátory X a YZave¤me následující operátory, které vyuºijeme k výpo£tu symplektického twis-torového operátoru v lokálních sou°adnicích.De�nice 5.1.1. Nech´ α ⊗ s ∈ ∧r
R2n∗ ⊗ A. Pro r = 0, . . . , 2n de�nujemeoperátory

X :

r∧

R2n∗ ⊗A →
r+1∧

R2n∗ ⊗A,
Y :

r∧

R2n∗ ⊗A →
r−1∧

R2n∗ ⊗Adané p°edpisem
X(α⊗ s) = −

2n∑

i=1

εi ∧ α⊗ ei · s,

Y (α⊗ s) =

2n∑

i,j=1

ωijιei
α⊗ ej · s,kde ιvα ozna£uje kontrakci vn¥j²í formy α vektorem v ∈ R2n.Lze ov¥°it, ºe operátory jsou nezávislé na volb¥ symplektické báze {ei}2n

i=1.Poznámka. Jak ukázal S. Krýsl v £lánku [14], operátor Y zúºený na Eij jeizomor�smus pro (i, j) ∈ Inr{(i, 2n − i); i = n, . . . , 2n} a podobn¥ operátor Xzúºený na Eij je izomor�smus pro (i, j) ∈ Inr{(i, i); i = 0, . . . , n}.Lemma 5.1.1. Operátory X, Y jsou Mp(2n,R)-ekvivariantní v·£i reprezentaci
% grupy Mp(2n,R). 40



D·kaz. Nech´ g ∈ Mp(2n,R) a α⊗s ∈ ∧r
R2n∗⊗A pro r = 0, . . . , 2n. S vyuºitímLemmatu 5.0.1 dostáváme

%(g)X(α⊗ s) = %(g)
(

−
2n∑

i=1

εi ∧ α⊗ ei · s
)

= −
2n∑

i=1

λ(g)∗εi ∧ λ(g)∗α⊗ m(g)(ei · s)

= −
2n∑

i,j,k=1

[
λ(g)−1

]i

j
εj ∧ λ(g)∗α⊗ ek

[
λ(g)

]k

i
·
(
m(g)s

)

= −
2n∑

i,j,k=1

[
λ(g)

]k

i

[
λ(g)−1

]i

j
εj ∧ λ(g)∗α⊗ ek ·

(
m(g)s

)

= −
2n∑

j,k=1

δkj ε
j ∧ λ(g)∗α⊗ ek ·

(
m(g)s

)

= −
2n∑

k=1

εk ∧ λ(g)∗α⊗ ek ·
(
m(g)s

)

= X%(g)(α⊗ s).Pro operátor Y ov¥°íme Mp(2n,R)-ekvivarianci podobným zp·sobem. Po-v²imn¥me si, ºe platí následující rovnost: λ(g)∗(ιvα) = ιλ(g)vλ(g)∗α pro v ∈ R2n.
%(g)Y (α⊗ s) = %(g)

( 2n∑

i,j=1

ωijιei
α⊗ ej · s

)

=

2n∑

i,j,k=1

λ(g)∗(ωijιei
α) ⊗ ek

[
λ(g)

]k

j
·
(
m(g)s

)

=

2n∑

i,j,k=1

ωijιλ(g)ei
λ(g)∗α⊗ ek

[
λ(g)

]k

j
·
(
m(g)s

)

=

2n∑

i,j,k,l=1

ωijιel[λ(g)]li
λ(g)∗α⊗ ek

[
λ(g)

]k

j
·
(
m(g)s

)

=
2n∑

i,j,k,l=1

[
λ(g)

]l

i
ωij

[
λ(g)

]k

j
ιel
λ(g)∗α⊗ ek ·

(
m(g)s

)Prvek λ(g) je z Sp(2n,R), a proto platí
2n∑

i,j,k,l=1

[
λ(g)

]l

i
ωij

[
λ(g)

]k

j
=

2n∑

i,j,k,l=1

[
λ(g)

]l

i
ωij

[
λ(g)T

]

j

k
= ωlk.Dostáváme tedy

2n∑

i,j,k,l=1

[
λ(g)

]l

i
ωij

[
λ(g)

]k

j
ιel
λ(g)∗α⊗ ek ·

(
m(g)s

)
=

2n∑

k,l=1

ωlkιel
λ(g)∗α⊗ ek ·

(
m(g)s

)

= Y %(g)(α⊗ s),41



coº je dokazované.Operátory X, Y jsou Mp(2n,R)-ekvivariantní, a proto m·ºeme de�novat je-jich �zdvihy� na sekce odpovídajícího asociovaného vektorového bandlu. Pro tyto�zdvihy� budeme pouºívat stejné ozna£ení, jako tak £iníme nap°íklad v p°ípad¥symplektického Cli�ordova násobení.P°ipome¬me, ºe symplektický spinorový bandl A = Q×%A vznikl asociací k
Mp(2n,R)-bandlu Q nad symplektickou varietou M pomocí reprezentace %. (VizDe�nici 4.4.2.)De�nice 5.1.2. Pro (i, j) ∈ In de�nujeme asociovaný vektorový bandl

E ij := Q×% E
ij .Ozna£me prostor vn¥j²ích diferenciálních forem s hodnotami v symplektickýchspinorech

Ω•(M,A) := Γ

(

M,Q×%

( •∧

R2n∗ ⊗A))

.De�nice 5.1.3. Nech´ ∇S je symplektická spinorová kovariantní derivace nasymplektických spinorových polích. Symplektická spinorová vn¥j²í derivace d∇Sp·sobí na prvcích tvaru α⊗ s ∈ Ω•(M,A) a je indukovaná symplektickou spino-rovou kovariantní derivací ∇S. Dána je následujícím p°edpisem
d∇

S

(α⊗ s) := dα⊗ s+ (−1)rα⊗∇Ss,kde de�nujeme ∇Ss(X) := ∇S
Xs pro vektorové pole X ∈ X(M) na podkladovésymplektické variet¥ M a α⊗ s ∈ Ω•(M,A).Tvrzení 5.1.2. Bu¤ (M,ω) symplektická varieta, na níº existuje metaplektickástruktura, bu¤ ∇ symplektická konexe na M a nech´ ∇S je k ní asociovaná sym-plektická spinorová kovariantní derivace. Pak pro vn¥j²í symplektickou spinorovouderivaci d∇S a (i, j) ∈ In platí

d∇
S

: Γ(M, E ij) → Γ(M, E i+1,j−1 ⊕ E i+1,j ⊕ E i+1,j+1).D·kaz. Viz S. Krýsl [15].Podle Poznámky za Tvrzením 5.0.2 je rozklad ∧i
R2n∗⊗A± pro i = 0, . . . , 2nbez násobností, proto existují jednozna£n¥ ur£ené projekce

pij : Ωi(M,A) → Γ(M, E ij)pro (i, j) ∈ In. Lehce nahlédneme, ºe platí
pi0 + pi1 + . . .+ pii = Id|Ωi(M,A).Tvrzení 5.1.3. Nech´ (M2n, ω) je symplektická varieta, na které existuje me-taplektická struktura. Projekce p1j : Ω1(M,A) → Γ(M, E1j) pro j = 0, 1 jsoutvaru

p10 =
i

n
XY

p11 = Id|Ω1(M,A) −
i

n
XY.42



D·kaz. Spo£teme projekci p10. Operátor Y je Mp(2n,R)-ekvivariantní a Y ψ 6= 0,kde ψ =
∑2n

k=1 ε
k ⊗ ek · s pro v²echna s 6= 0. Podle Poznámky p°ed Lemmatem5.1.1 víme, ºe Y je izomor�smus E10 → E00 = A. Protoºe X je také Mp(2n,R)-ekvivariantní a nenulový, zobrazuje A do R2n∗⊗A. S vyuºitím Dixmierovy verzeSchurova lemmatu, viz J. Dixmier [4, Proposition 2.6.5 a Corollary 2.6.6] dostá-váme, ºe p10 je aº na násobek rovno XY . Zvolme ψ =

∑2n
k=1 ε

k⊗ek ·s ∈ R2n∗⊗A,kde s ∈ A, ek je prvek báze R2n a εk je prvek báze R2n∗ duální k ek. Poºadujeme,aby platilo p10ψ = ψ.

XY (ψ) = XY
( 2n∑

k=1

εk ⊗ ek · s
)

= X
( 2n∑

i,j,k=1

ωijιei
εk ⊗ ej · ek · s

)

= X
( 2n∑

i,j,k=1

ωijδki ⊗ ej · ek · s
)

= X
( 2n∑

j,k=1

ωkjej · ek · s
)S vyuºitím vztahu (Y1 ·Y2 −Y2 ·Y1) · s = −iω(Y1, Y2)s pro Y1, Y2 ∈ X(M) a s ∈ Aodvozeného z Lemmatu 3.3.4 dostáváme rovnosti

2n∑

j,k=1

ωkjej · ek · s = ins = −
2n∑

j,k=1

ωjkej · ek · s, (5.2)protoºe platí
2n∑

j,k=1

ωkj(ej · ek · s− ek · ej · s) = − i

2n∑

j,k=1

ωkjω(ej, ek)s

2n∑

j,k=1

ωkjej · ek · s+

2n∑

j,k=1

ωjkek · ej · s = i

2n∑

j,k=1

ωkjωkjs

2

2n∑

j,k=1

ωkjej · ek · s = 2ins.Dosadíme (5.2), abychom získaly koe�cient u XY
XY (ψ) = X

( 2n∑

j,k=1

ωkjej · ek · s
)

= X(ins) = −in
2n∑

k=1

εk ⊗ ek · s = −inψ.Projekce p10 je tedy rovna − 1

in
XY a p11 získáme z faktu, ºe platí p10 + p11 =

Id|Ω1(M,A).Poznámka. Operátory X a Y souvisejí s takzvanou Howeovou dualitou. Lzeukázat, ºe
EndMp(2n,R)

( •∧

R2n∗ ⊗A)

:=
{

T :
•∧

R2n∗ ⊗A →
•∧

R2n∗ ⊗A;

T spojitý a T%(g) = %(g)T pro v²echna g ∈ Mp(2n,R)
}43



tj. mnoºina v²ech spojitých splétajících zobrazení, je jako asociativní algebragenerována elementy X, Y a dv¥ma projekcemi p± : A → A±. Viz S. Krýsl [14].Poznámka. Klasickou verzí Howeovy duality je tzv. Schurova dualita, coº jenásledující souvislost. Nech´ V je komplexní vektorový prostor kone£né dimenze
n. Nech´ k ∈ N0 a ρk : GL(V ) → Aut(V ⊗k) je tzv. tenzorová reprezentace GL(V ).To jest ρk(g)(v1 ⊗ . . .⊗ vk) := gv1 ⊗ . . .⊗ gvk pro v²echna g ∈ GL(V ) a vi ∈ V ,
i = 1, ..., k na rozloºitelných elementech a dále lineárn¥ roz²í°ené. Nech´ Sk jepermuta£ní grupa na k prvcích a nech´ σk : Sk → Aut(V ⊗k) je reprezentace danápermutací polohy vektor·, tj. σ(g)(v1 ⊗ . . .⊗ vk) := vg−11 ⊗ . . .⊗ vg−1k.Pak je

EndGL(V )(V
⊗k) := {T : V ⊗k → V ⊗k;Tρk(g) = ρk(g)T} ' C[σk(Sk)],kde C[A] pro mnoºinu automor�zm· A zna£í v²echny kone£né C-lineární kombi-nace element· z A s komplexními koe�cienty, tedy je to grupová algebra.5.2 Symplektické twistorové operátoryV této sekci se seznámíme se symplektickými spinorovými operátory, které zavedlS. Krýsl v [13]. Podáme explicitní vyjád°ení nultého twistorového operátoru apopí²eme vzájemný vztah nultého twistorového operátoru na R2n a reprezentace

% grupy Mp(2n,R).De�nice 5.2.1. Zave¤me symplektické twistorové operátory
Ti : Γ(M, E ii) → Γ(M, E i+1,i+1),

Ti := pi+1,i+1d∇
S |Γ(M,Eii)pro i = 0, . . . , n.Poznámka. Operátor D := Y (∇S − T0) je (aº na nenulový násobek) tak zvanýsymplektický Dirac·v operátor, který zavedla K. Habermannová [8].Bu¤ φ ∈ Γ(M,A) symplektické spinorové pole, tj. sekce symplektického spi-norového bandlu nad varietou M . Symplektická kovariantní derivace ∇S lze v·£ibázi {e1, . . . , e2n} vyjád°it vztahem

∇Sφ =

2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
φ. (5.3)Tvrzení 5.2.1. Twistorový operátor T0 má v lokální bázi tvar

T (s) =
(

1 +
1

n

) 2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s+

i

n

2n∑

j,k,l=1

εl ⊗ ωkjej · el · ∇S
ek
s,kde s ∈ Γ(M,A).

44



D·kaz. Vzorec ov¥°íme p°ímým výpo£tem s vyuºitím vyjád°ení symplektické ko-variantní derivace (5.3) a Tvrzení 5.1.3. Platí
T (s) = p11(∇Ss)

=

2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s− i

n
XY

( 2n∑

m=1

εm ⊗∇S
em
s
)

=

2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s− i

n
X

( 2n∑

m,j,k=1

ωkjιek
εm ⊗ ej · ∇S

em
s
)

=

2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s− i

n
X

( 2n∑

m,j,k=1

ωkjδmk ⊗ ej · ∇S
em
s
)

=
2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s− i

n
X

( 2n∑

j,k=1

ωkjej · ∇S
ek
s
)

=
2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s+

i

n

( 2n∑

j,k,l=1

εl ⊗ ωkjel · ej · ∇S
ek
s
)

=
2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s+

i

n

( 2n∑

j,k,l=1

εl ⊗ ωkj(ej · el · ∇S
ek
s− iω(el, ej)∇S

ek
s)

)

=
2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s+

i

n

2n∑

j,k,l=1

εl ⊗ ωkjej · el · ∇S
ek
s+

1

n

2n∑

j,k,l=1

εl ⊗ ωkjωlj∇S
ek
s

=
2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s+

i

n

2n∑

j,k,l=1

εl ⊗ ωkjej · el · ∇S
ek
s+

1

n

2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s

=
(

1 +
1

n

) 2n∑

k=1

εk ⊗∇S
ek
s+

i

n

2n∑

j,k,l=1

εl ⊗ ωkjej · el · ∇S
ek
s,coº je dokazované.5.2.1 Invariance n¥kterých operátor·Jako motivaci, by´ se to této práce netýká, nejd°íve ukáºeme, ºe Laplace·v operá-tor ∆ na Rn je invariantní v·£i O(n) transformacím a ºe d'Alembert·v operátor �je invariantní v·£i transformacím O(3, 1). Pojem invariance v·£i n¥jakým trans-formacím n¥kdy dává nástroj k hledaní vlastností °e²ení p°íslu²ných parciálníchdiferenciálních rovnic.Nejprve p°ipomeneme ortogonální grupu, která je sloºena z rotací a zrcadleníeukleidovského prostoru spole£n¥ s operací skládání.De�nice 5.2.2. Nech´ V je reálný vektorový prostor s nedegenerovanou symet-rickou bilineární formou g. Ortogonální grupa O(V, g) je mnoºina v²ech lineárníchzobrazení A : V → V spl¬ujících g(v, w) = g(Av,Aw) pro v²echna v, w ∈ V .Poznámka. Pro reálný vektorový prostor V dimenze p+ q s formou g signatury

(p, q) zna£íme p°íslu²nou ortogonální grupu O(p, q).45



Poznámka. Nech´ V je vektorový prostor dimenze n a uvaºujme formu g(x, y) =
∑n

i=1 xiyi, kde x, y ∈ V mají v·£i ortonormální bázi prostoru V sou°adnice x =
(x1, . . . , xn) a y = (y1, . . . , yn). Pak je ortogonální grupa O(n) := O(n,R) grupouortogonálních matic, tj.

O(n) = {A ∈ GL(n);AAT = ATA = I}. (5.4)Poznámka. Grupa O(3, 1) se nazývá Lorentzova grupa. Jde o grupu v²ech trans-formací Minkowského £asoprostoru, které nem¥ní sloºky Minkowského tenzoru
η. První sloºka sou°adnic ve £ty°dimenzionálním Minkowského prostoru je tak-zvaná £asová sou°adnice a tradi£n¥ se ozna£uje x0, dal²í t°i sou°adnice ozna£ené
x1, x2, x3 jsou takzvané prostorové sou°adnice.Dále stru£n¥ p°ipome¬me pojmy gradient a divergence pot°ebné k de�niciLaplaceova operátoru. Mohli bychom se pohybovat na Riemannov¥ variet¥, kdemáme metriku pot°ebnou k zavedení t¥chto pojm·, ale pro na²e ú£ely se omezímejen na eukleidovský prostor Rn.De�nice 5.2.3. Gradient hladké funkce f na hladké variet¥ se skalárním sou-£inem je jediné vektorové pole, které spl¬uje 〈grad(f), Y 〉 = (df)(Y ) = Y f prokaºdé vektorové pole Y , kde df zna£í vn¥j²í derivaci funkce f . Pro Rn s kartéz-skými sou°adnicemi (x1, . . . , xn) je gradient funkce f tvaru

grad(f) :=
( ∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)

.De�nice 5.2.4. Divergence vektorového pole X =
∑n

i=1X
i ∂
∂xi v eukleidovskémprostoru Rn s kartézskými sou°adnicemi (x1, . . . , xn) je

divX :=

n∑

i=1

∂X i

∂xi
,kde X i ∈ C∞(Rn), i = 1, . . . , n.De�nice 5.2.5. Laplace·v operátor funkce f je de�nován p°edpisem

∆f := div(grad f).Rozepsáním do kartézských sou°adnic v Rn dostáváme
∆f =

n∑

i=1

∂2f

(∂xi)2
.Následující tvrzení °íká, ºe Laplace·v operátor je invariantní v·£i O(n) trans-formacím.Tvrzení 5.2.2. Pro kaºdou funkci f ∈ C2(Rn) a kaºdé A ∈ O(n) platí

∆[r(A)f ] = r(A)∆f,kde [r(A)f ](x) := f
(
A−1(x)

) pro v²echna x ∈ Rn a A ∈ O(n).46



D·kaz. Sloºky matice A−1 ozna£me aij a f(y) := f(A−1x)
(
= [r(A)f ](x)

), kde
yi := aijx

j . Podle °etízkového pravidla platí
∂

∂xk
=

n∑

i=1

∂yi

∂xk
∂

∂yi
=

n∑

i=1

aij
∂

∂yi
,

∂2

∂(xk)2
=

n∑

i=1

aik
∂

∂yi

( ∂

∂xk

)

=
n∑

i,j=1

aika
j
k
∂

∂yi
∂

∂yj
.Matice A−1 je ortogonální, a proto pro její sloºky platí ∑n

k=1 a
i
ka

j
k = δij, jakplyne z (5.4). Celkov¥ dostáváme

∆[r(A)f ](x) = ∆
(
f(A−1x)

)
=

n∑

i,j,k=1

aika
j
k
∂2f

∂yi∂yj
(y) =

=

n∑

i,j=1

δij
∂2f

∂yi∂yj
(y) =

n∑

i=1

∂2f

∂(yi)2
(y) = ∆f(y) = r(A)[∆f ](x),coº je kýºený výsledek.Analogickým operátorem k Laplaceov¥ operátoru v Minkowského £asoprostoruje d'Alembert·v operátor �, n¥kdy téº nazývaný vlnový operátor. Je dán p°edpi-sem

� := − ∂2

∂(x0)2
+

∂2

∂(x1)2
+

∂2

∂(x2)2
+

∂2

∂(x3)2
.(Zna£ení viz v poznámce o Lorenzov¥ grup¥.) Ukáºeme, ºe � je invariantní v·£itransformacím O(3, 1).Tvrzení 5.2.3. Pro kaºdou funkci f ∈ C2(R4) a pro kaºdé B ∈ O(3, 1) platí

�[r(B)f ] = r(B)�f.D·kaz. Pro sloºky bik matice B−1 platí ∑3
k=0 b

i
kb
j
k = ηij. Podobn¥ jako v d·kazup°edchozí v¥ty díky rovnosti ∂2

∂2xk =
∑3

i,j=0 b
i
kb
j
k

∂2

∂yi∂yj získáme
�[r(B)f(x)] =

3∑

i,j,k=0

bikb
j
k

∂f

∂yi∂yj
(y) =

3∑

i,j=0

ηij
∂f

∂yi∂yj
(y) =

=
3∑

i=1

∂2f

∂(yi)2
(y) − ∂2f

∂(y0)2
(y) =

(
�f

)
(y) = r(B)[�f ](x),coº bylo t°eba dokázat.Zave¤me nyní pojem harmonické funkce.De�nice 5.2.6. Funkce f : U → R, kde U je otev°ená podmnoºina Rn, spl¬ující

∆f = 0 se nazývá harmonická funkce na U .Tvrzení 5.2.4. Kaºdá harmonická funkce f : D → R, kde D je otev°ený kruh v
C, je reálnou respektive imaginární £ástí n¥jaké holomorfní funkce Φ na D.47



D·kaz. M¥jme funkci u : D → R, která spl¬uje ∆u = div(gradu) = 0 na D.Poloºme f = (f1, f2) := gradu =
(
∂u
∂x
, ∂u
∂y

), pak je div f = 0. Díky tomu, podleI. �erného [2, str. 123], existuje funkce v na D, ºe f =
(
∂v
∂y
,−∂v

∂x

). Máme tedy
f1 = ∂u

∂x
= ∂v

∂y
a f2 = ∂u

∂y
= −∂v

∂x
, coº jsou Cauchy-Riemannovy podmínky proholomorfní funkce. Existuje tedy holomorfní funkce Φ := u+iv, která je primitivnífunkcí k funkci F = f1 + if2 v D.V¥ta 5.2.5. Nech´ f je harmonická funkce na R2, pak je f analytická funkce.D·kaz. Funkce, jeº °e²í rovnici ∆f = 0 na R2, je reálnou nebo imaginární £ástíholomorfní funkce na C podle Tvrzení 5.2.4. Funkce, které jsou holomorfní nacelé komplexní rovin¥, jsou analytické.Poznámka. Tomuto výsledku se n¥kdy °íká regularita pro Laplace·v operátor.5.2.2 Invariance twistorového operátoru T0 na R2nZam¥°me nyní na²i pozornost na invarianci symplektického twistorového ope-rátoru T0 na R2n v·£i Mp(2n,R)-transformacím daným reprezentací % grupy

Mp(2n,R).Tvrzení 5.2.6. Pro symplektický twistorový operátor na R2n platí
{
T0[%(g)f ]

}
(x) =

[
%(g)(T0f)

]
(x).kde % je reprezentace grupy Mp(2n,R).D·kaz. Podle Poznámky za V¥tou 4.4.1 symplektická kovariantní spinorová deri-vace na reálném prostoru splývá s parciální derivací, a tak podle Tvrzení 5.2.1 másymplektický twistorový operátor pro (x1, . . . , x2n) = x ∈ R2n a f ∈ C∞(R2n,C)tvar

(T0f)(x) =
(

1 +
1

n

) 2n∑

k=1

εk ⊗ ∂

∂xk
f(x) +

i

n

2n∑

j,k,l=1

εl ⊗ ωkjej · el ·
∂

∂xk
f(x).Tvrzení ov¥°íme p°ímým výpo£tem. Bu¤ g ∈ Mp(2n,R). Rozepi²me nejprve levoustranu L dokazované rovnosti. Platí

L =
{
T0[%̃(g)f ]

}
(x) = T0[%(g)f(λ(g)−1x)] = T0

{
m(g)

[
f
(
λ(g)−1x

)]}

=
(

1 +
1

n

) 2n∑

k=1

εk ⊗ m(g)
∂

∂xk
[
f
(
λ(g)−1x

)]

+
i

n

2n∑

j,k,l=1

εl ⊗ ωkjej · el ·
[

m(g)
∂

∂xk
[
f
(
λ(g)−1x

)]]

.
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Vyuºijeme °etízkové pravidlo p°i derivaci sloºené funkce.
L =

(

1 +
1

n

) 2n∑

k,l=1

εk ⊗ m(g)
[( ∂

∂xl
f
)(
λ(g)−1x

)[
λ(g)−1

]l

k

]

+
i

n

2n∑

h,j,k,l=1

εl ⊗ ωkjej · el · m(g)
[ ∂

∂xh
f
(
λ(g)−1x

)[
λ(g)−1

]h

k

]

=
(

1 +
1

n

) 2n∑

k,l=1

εk ⊗
[
λ(g)−1

]l

k
m(g)

[( ∂

∂xl
f
)(
λ(g)−1x

)]

+
i

n

2n∑

h,j,k,l=1

εl ⊗
[
λ(g)−1

]h

k
ωkjej · el · m(g)

[ ∂

∂xh
f
(
λ(g)−1x

)]S vyuºitím Lemmatu 5.0.1 upravme pravou stranu P dokazované rovnosti.
P =

[
%̃(g)(T0f)

]
(x) =

[
%(g)(T0f)

](
λ(g)−1x

)

= %(g)
[(

1 +
1

n

) 2n∑

k=1

εk ⊗ ∂

∂xk
f
(
λ(g)−1x

)

+
i

n

2n∑

j,k,l=1

εl ⊗ ωkjej · el ·
∂

∂xk
f
(
λ(g)−1x

)]

=
(

1 +
1

n

) 2n∑

k,m=1

[
λ(g)−1

]k

m
εm ⊗ m(g)

[( ∂

∂xk
f
)(
λ(g)−1x

)]

+
i

n

2n∑

j,k,l,o,p,q=1

[
λ(g)−1

]l

o
εo⊗ ωkjep

[
λ(g)

]p

j
·eq

[
λ(g)

]q

l
·m(g)

[( ∂

∂xk
f
)(
λ(g)−1x

)]

=
(

1 +
1

n

) 2n∑

k,m=1

[
λ(g)−1

]k

m
εm ⊗ m(g)

[( ∂

∂xk
f
)(
λ(g)−1x

)]

+
i

n

2n∑

j,k,o,p,q=1

δqoε
o ⊗ ωkj

[
λ(g)

]p

j
ep · eq · m(g)

[( ∂

∂xk
f
)(
λ(g)−1x

)]Pro v²echny A ∈ Sp(2n,R) platí J0A
T = A−1J0, a proto pro λ(g) ∈ Sp(2n,R)platí

2n∑

j=1

ωkj
[
λ(g)

]p

j
=

2n∑

j=1

ωkj
[
λ(g)T

]

j

p
=

2n∑

r=1

[
λ(g)−1

]k

r
ωrp,pro£eº dostáváme

P =
(

1 +
1

n

) 2n∑

k,m=1

[
λ(g)−1

]k

m
εm ⊗ m(g)

[( ∂

∂xk
f
)(
λ(g)−1x

)]

+
i

n

2n∑

k,p,q,r=1

εq ⊗
[
λ(g)−1

]k

r
ωrpep · eq · m(g)

[( ∂

∂xk
f
)(
λ(g)−1x

)]

.O£ividn¥ se rozepsaná pravá strana P rovná rozepsané levé stran¥ L.49



5.3 Symplektický twistorový operátor T0 na R2V této sekci na²i pozornost zam¥°íme na operátor T0 de�novaný na variet¥ (R2, ω0)se standardní metaplektickou strukturou. Poznamenejme, ºe metodami algebraic-ké topologie lze dokázat, ºe jiná neº triviální metaplektická struktura na (R2, ω0)neexistuje. Podáme explicitní popis p·sobení operátoru T0 a nalezneme rovnicipro jeho jádro.Pro zjednodu²ení ozna£ujme formu ω0 dále jen ω. Sou°adnice na R2 ozna£me
x, y. Prom¥nnou v symplektických spinorech A ozna£me q. Prvky symplektickébáze te£ného prostoru k R2 ozna£me e1, e2. (Platí R2 ∼= TpR

2 pro kaºdý bod
p ∈ R2.) Prvky báze p·sobí na symplektické spinory následovn¥:

e1 · ϕ = iqϕ,

e2 · ϕ =
∂ϕ

∂q
.Pokud se pohybujeme v plochém reálném prostoru, symplektické spinorové kova-riantní derivace ve sm¥rech e1 a e2 odpovídají podle Poznámky za V¥tou 4.4.1parciálním derivacím podle p°íslu²ných prom¥nných, tj.

∇e1ϕ =
∂ϕ

∂x
,

∇e2ϕ =
∂ϕ

∂y
.Poznámka. Z°ejm¥ platí C∞(R3,C) ⊇ Γ(R2,A), coº budeme v dal²ím vyuºí-vat p°i identi�kaci symplektických spinor· s ∈ Γ(R2,A) s n¥kterými elementy

C∞(R3,C). To jest budeme pouºívat takové komplexní funkce t°í reálných pro-m¥nných ϕ(x, y, q) ∈ C∞(R3,C), ºe ϕ(x, y, ·) je pro pevná x, y ∈ R funkce z A.Tedy funkci ϕ(x, y, q) pro pevná x, y m·ºeme identi�kovat s odpovídající funkcí
ψ(x, y) ∈ A prom¥nné q, tj. ϕ(x, y, q) =

(
ψ(x, y)

)
(q).V¥ta 5.3.1. Symplektický twistorový operátor T0 : Γ(R2,A) → Γ(R2, R2n∗⊗A)má pro ϕ(x, y, q) ∈ C∞(R3,C) tvar

T0ϕ = ε1 ⊗
(∂ϕ

∂x
− q

∂2ϕ

∂q∂x
+ iq2∂ϕ

∂y

)

+ ε2 ⊗
(

2
∂ϕ

∂y
+ i

∂3ϕ

∂q2∂x
+ q

∂2ϕ

∂q∂y

)

. (5.5)D·kaz. Podle poznámky p°ed touto v¥tou de�nujme komplexní funkci t°í reál-ných prom¥nných ϕ(x, y, q), která je pro za�xované x, y ∈ R z prostoru A (vprom¥nné q). Rozepi²me vyjád°ení symplektického twistorového operátoru z Tvr-zení 5.2.1 pro n = 1:
T0(ϕ) = 2

(

ε1 ⊗ ∂ϕ

∂x
+ ε2 ⊗ ∂ϕ

∂y

)

+i
(

ε1 ⊗
(
ω12e2 · e1 · ∇S

e1ϕ+ ω21e1 · e1 · ∇S
e2ϕ

)

+ε2 ⊗
(
ω12e2 · e2 · ∇S

e1
ϕ+ ω21e1 · e2 · ∇S

e2
ϕ
))

.Dosa¤me p·sobení báze te£ného prostoru pomocí symlektického Cli�ordovanásobení a p°íslu²né parciální derivace místo kovariantních spinorových derivací50



do vyjád°ení symplektického twistorového operátoru. P°ipome¬me, ºe dle na²ichkonvencí je ω12 = 1 a ω21 = −1.
2ε1 ⊗ ∂ϕ

∂x
+ 2ε2 ⊗ ∂ϕ

∂y
(5.6)

+ i

(

ε1 ⊗
( ∂

∂q
· iq · ∂ϕ

∂x
− iq · iq · ∂ϕ

∂y

)

+ ε2 ⊗
( ∂

∂q
· ∂
∂q

· ∂ϕ
∂x

− iq · ∂
∂q

· ∂ϕ
∂y

))

= 2ε1 ⊗ ∂ϕ

∂x
+ 2ε2 ⊗ ∂ϕ

∂y

+ i

(

ε1 ⊗
(

i
∂ϕ

∂x
+ iq

∂2ϕ

∂q∂x
+ q2∂ϕ

∂y

)

+ ε2 ⊗
( ∂3ϕ

∂q2∂x
− iq

∂2ϕ

∂q∂y

))

= ε1 ⊗
(

2
∂ϕ

∂x
− ∂ϕ

∂x
− q

∂2ϕ

∂q∂x
+ iq2∂ϕ

∂y

)

+ ε2 ⊗
(

2
∂ϕ

∂y
+ i

∂3ϕ

∂q2∂x
+ q

∂2ϕ

∂q∂y

)

,z £ehoº plyne dokazované.Tvrzení 5.3.2. Jádro twistorového operátoru T0 je popsáno rovnicí
∂ϕ

∂x
− q

∂2ϕ

∂q∂x
+ iq2∂ϕ

∂y
= 0 (5.7)pro ϕ(x, y, q) ∈ C∞(R3,C), pokud ψ(x, y) = ϕ(x, y, ·) ∈ A pro v²echny (x, y) ∈

R2.D·kaz. V jádru symplektického twistorového operátoru jsou takové ψ ∈ Γ(R2,A),které spl¬ují rovnici T0ψ = 0. Podle Poznámky p°ed V¥tou 5.3.1 de�nujme kom-plexní funkci t°í reálných prom¥nných ϕ(x, y, q) :=
(
ψ(x, y)

)
(q), která je v pro-m¥nné q z prostoru A pro za�xované x, y ∈ R.Vyjd¥me z vyjád°ení (5.5). Prvky ε1 a ε2 jsou na sob¥ nezávislé, a tak pokudpoloºíme T0ϕ = 0, dostáváme soustavu rovnic

∂ϕ

∂x
− q

∂2ϕ

∂q∂x
+ iq2∂ϕ

∂y
= 0,

2
∂ϕ

∂y
+ i

∂3

∂2q∂x
+ q

∂2ϕ

∂q∂y
= 0.První rovnice je pro ε1 a druhá pro ε2. Druhá rovnice je d·sledkem první, protoºese z první dostane zderivováním podle q a vynásobením −i

q
, jak se lze snadnop°esv¥d£it.P°íklad 16. Pro operátor T0 na R2 a prvek K ∈ Mp(2n,R) takový jeden zedvou prvk·, které λ zobrazuje na J0 a zárove¬ m(K) je Fourierova transformace,ukaºme explicitn¥ rovnost z tvrzení 5.2.6

{
T0[%(K)f ]

}
(x, y, q) =

[
%(K)(T0f)

]
(x, y, q).Fourierova transformace F p·sobí v prom¥nné q, kterou p°evádí na prom¥nou ξ.Reprezentace %(K) p·sobí na prom¥nné takto (

λ(g)−1(x, y, q)
)

=
(
J−1

0 (x, y), ξ
)

=51



(−y, x, ξ). Ozna£me L :=
{
T0[%(K)f ]

}
(x, y, q) levou stranu rovnosti a P :=

[
%(K)(T0f)

]
(x, y, q) pravou stranu rovnosti. Platí
L = T0

[
%(K)f(−y, x, ξ)

]
= T0

[
Ff(−y, x, ξ)

]

= ε1 ⊗
( ∂Ff
∂ − y

− ξ
∂2Ff
∂ξ∂ − y

+ iξ2∂Ff
∂x

)

(−y, x, ξ)

+ ε2 ⊗
(

2
∂Ff
∂x

+ ξ
∂2Ff
∂ξ∂x

+ i
∂3

∂ξ2∂ − y

)

(−y, x, ξ)

= ε1 ⊗
(

− ∂Ff
∂y

+ ξ
∂2Ff
∂ξ∂y

+ iξ2∂Ff
∂x

)

(−y, x, ξ)

+ ε2 ⊗
(

2
∂Ff
∂x

+ ξ
∂2Ff
∂ξ∂x

− i
∂3

∂ξ2∂y

)

(−y, x, ξ).Pro úpravu pravé strany pouºijeme vyjád°ení (5.6) operátoru T0 z d·kazu V¥ty5.3.1.
P = %(K)

[
(T0f)(x, y, q)

]

= %(K)

[

ε1 ⊗
(

2
∂f

∂x
+ i

( ∂

∂q
· iq · ∂f

∂x
− iq · iq · ∂f

∂y

))

(x, y, q)

+ ε2 ⊗
(

2
∂f

∂y
+ i

( ∂

∂q
· ∂
∂q

· ∂f
∂x

− iq · ∂
∂q

· ∂f
∂y

))

(x, y, q)

]

= λ(K)∗ε1 ⊗ F
(

2
∂f

∂x
+ i

( ∂

∂q
· iq · ∂f

∂x
− iq · iq · ∂f

∂y

))

(−y, x, q)

+ λ(K)∗ε2 ⊗ F
(

2
∂f

∂y
+ i

( ∂

∂q
· ∂
∂q

· ∂f
∂x

− iq · ∂
∂q

· ∂f
∂y

))

(−y, x, q)Fourierova transformace v prom¥nné q komutuje s parciálními derivacemi v pro-m¥nných x a y a platí pro ni F( ∂
∂q

) = iξ, F(iq) = − ∂
∂ξ
. Protoºe platí λ(K)∗εk =

J∗
0 ε
k =

∑2
l=1

[
J−1

0

]k

l
εl viz 5.0.1 pro k = 1, 2, je λ(K)∗ε1 = ε2 a λ(K)∗ε2 = −ε1.

P = ε2 ⊗
(

2
∂Ff
∂x

+ i
(

iξ ·
[

− ∂

∂ξ

]

· ∂Ff
∂x

−
[

− ∂

∂ξ

]

·
[

− ∂

∂ξ

]

· ∂Ff
∂y

))

(−y, x, xi)

− ε1 ⊗
(

2
∂Ff
∂y

+ i
(

iξ · iξ · ∂Ff
∂x

−
[

− ∂

∂ξ

]

· iξ · ∂Ff
∂y

))

(−y, x, xi)

= ε2 ⊗
(

2
∂Ff
∂x

+ ξ
∂2Ff
∂ξ∂x

− i
∂3

∂ξ2∂y

)

(−y, x, ξ)

− ε1 ⊗
(∂Ff
∂y

− ξ
∂2Ff
∂ξ∂y

− iξ2∂Ff
∂x

)

(−y, x, ξ)Jak se snadno p°esv¥d£íme, levá strana se rovná pravé.De�nice 5.3.1. Pro kaºdý L,M ∈ End(A) zave¤me komutátor dvou endomor-�sm· L,M
[L,M ] := LM −ML,a antikomutátor dvou endomor�sm· L,M
{L,M} := LM +ML.52



De�nujme operátor
H := − 1

4π2
4q + q2,kde 4q zna£í Laplace·v operátor v prom¥nné q a £len q2 ozna£uje operátor ná-sobení funkcí q2. Dále de�nujme Euler·v operátor

E := q
∂

∂q
.Pokud budeme chtít zd·raznit prom¥nnou, v jaké je Euler·v operátor, pouºijemedolní index, nap°. Eq.Z de�nice lze snadno ov¥°it, ºe operátory H a E jsou spojit¥ de�nované naprostoru A.Lemma 5.3.3. V End(A) platí následující relace:1) {F , E} = −F2) {F , q2} = HF3) [H,F ] = 0,kde F zna£í Fourierovu transformaci na prostoru A.D·kaz. Pro f ∈ A ov¥°íme lemma p°ímým výpo£tem.1) K ov¥°ení vztahu

F
(
Eqf(q)

)
(h) + EhF

(
f(q)

)
(h) = −F

(
f(q)

)
(h)sta£í spo£ítat

F
(
Eqf(q)

)
=

∫ +∞

−∞

e−2πiqhq
∂

∂q
f(q)dq

= −
∫ +∞

−∞

e−2πiqhf(q)dq + 2πih

∫ +∞

−∞

e−2πiqhqf(q)dq

= −F
(
f(q)

)
(h) + 2πih

i

2π

∂

∂h
F

(
f(q)

)
(h)

= −F
(
f(q)

)
(h) −EhF

(
f(q)

)
(h).2) Díky tomu, ºe je

F
(
q2f(q)

)
(h) =

( i

2π

)2 ∂2

∂h2
F

(
f(q)

)
(h),platí i dokazovaný vztah

F
(
q2f(q)

)
(h) + h2F

(
f(q)

)
(h) =

(

− 1

4π2

∂2

∂h2
+ h2

)

F
(
f(q)

)
(h).
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3) Spo£t¥me
F

(
Hf(g)

)
(h) = F

(

− 1

4π2

∂2f(q)

∂q2
+ q2f(q)

)

(h)

= − 1

4π2
(2πih)2F

(
f(q)

)
(h) +

( i

2π

)2 ∂2

∂h2
F

(
f(g)

)
(h)

= h2F
(
f(g)

)
(h) − 1

4π2

∂2

∂h2
F

(
f(g)

)
(h)

= HF
(
f(g)

)
(h),coº je kýºený výsledek.V¥ta 5.3.4. Pro prvky ϕ z jádra twistorového symplektického operátoru T0 na

R2 platí následující rovnost
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0.D·kaz. Vycházíme z rovnice (5.7)

ϕx − Eϕx + iq2ϕy = 0,kde zna£íme parciální derivace podle x, y jen spodním indexem. Aplikací Fourie-rovy transformace na p°edchozí rovnici dostaneme:
F(ϕx −Eϕx + iq2ϕy) = 0. (5.8)Fourierova transformace je lineární, a proto rovnice (5.8) implikuje
Fϕx − FEϕx + iFq2ϕy = 0. (5.9)Z invariance symplektického twistorového operátoru by m¥lo platit:
Fϕx′ − EFϕx′ + iq2Fϕy′ = 0, (5.10)kde x′ = −y a y′ = x (viz P°íklad 16). Rovnice (5.9) a (5.10) se£teme a získáme

2Fϕx − FEϕx − EFϕx + iFq2ϕy + iq2Fϕy = 0.Jelikoº {E,F} = −F , získáme
3Fϕx + iFq2ϕy + iq2Fϕy = 0

3Fϕx + iHFϕy = 0. (5.11)Vyuºijeme toho, ºe p°edchozí rovnice platí i pro zam¥n¥né prom¥nné x → −y a
y → x. Tedy

3Fϕ−y + iHFϕx = 0. (5.12)Zderivujme rovnici (5.11) podle x a rovnici (5.12) podle −y dostaneme:
3Fϕxx + iHFϕxy = 0

3Fϕ−y−y + iHFϕx−y = 054



Pro derivaci platí ϕy = −ϕ−y, z £ehoº plyne rovnost
Fϕyy + Fϕxx = 0.Jelikoº je Fourierova transformace podle V¥ty 2.2.6 bijekce na A, je i
ϕyy + ϕxx = 0,coº bylo dokázat.Tvrzení 5.3.5. Nech´ platí T0ϕ = 0 pro ϕ ∈ Γ(R2,A), pak je ϕ analytická funkcev prom¥nných x, y.D·kaz. Podle minulého Tvrzení 5.3.4 platí ϕyy +ϕxx = 0 pro °e²ení ϕ twistorovérovnice, coº znamená, ºe ϕ je harmonická v x, y, tj. platí ∆ϕ = 0. Podle V¥ty5.2.5 je pak ϕ analytická v prom¥nných x a y.Poznámka. P°edchozímu tvrzení °íkáme regularita symplektického twistorovéhooperátoru T0. Navíc z°ejm¥ sta£í pro analyti£nost ϕ v prom¥nných x, y p°edpokladjeho C2-chování v·£i t¥mto prom¥nným.
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6. N¥která °e²ení twistorovésymplektické rovniceV této kapitole se budeme snaºit nalézt alespo¬ £ást jádra symplektického twisto-rového operátoru T0 na R2n. To jest budeme hledat °e²ení rovnice (5.7) popisujícíjádro T0.Jádro symplektického twistorového operátoru T0 na R2 tvo°í reprezentaci me-tapletktické grupy Mp(2,R).Lemma 6.0.1. Nech´ ρ je reprezentace grupyG na prostoru E. Nech´ A je spojitýoperátor invariantní v·£i reprezentaci ρ grupy G na prostoru E. Pak KerA ⊂ Eje G-invariantní podprostor.D·kaz. Jádro spojitého operátoru je uzav°ený podprostor. Díky invarianci ope-rátoru A v·£i reprezentaci ρ grupy G platí ρ(g)◦A = A◦ρ(g) pro v²echna g ∈ G.Nech´ a ∈ KerA, pak pro v²echna g ∈ G je A(
ρ(g)(a)

)
= ρ(g)[A(a)] = 0. To jest

ρ(g)(a) ∈ KerA, tedy KerA je uzav°ený na akci grupy G.Podobn¥ jako v teorii diferenciálních operátor· na Schwartzov¥ prostoru seukáºe, ºe i operátor T0 je na A spojitý. Operátor T0 je tedy spojitý na C∞(R2,A)a podle Tvrzení 5.2.6 je invariantní v·£i reprezentaci ρ grupy Mp(2,R) na A.Proto je jeho jádro Mp(2,R)-invariantní podprostor v C∞(R2,A).P°ipome¬me, ºe podle Tvrzení 5.3.2 je jádro symplektického twistorového ope-rátoru popsáno rovnicí (5.7):
∂ϕ

∂x
− q

∂2ϕ

∂q∂x
+ iq2∂ϕ

∂y
= 0.Uve¤me n¥kolik °e²ení této rovnice, která jsou nasnad¥, jeº jsou v prom¥nné

q z prostoru A.Tvrzení 6.0.2. Funkce
ϕ(x, y, q) = e−q

2j

q
(
x+ 2jiq2j−2y

)pro j ∈ N °e²í rovnici (5.7) pro jádro symplektického twistorového operátoru T0,kde x, y a q ∈ R.D·kaz. Ov¥°íme p°ímým výpo£tem, ºe
T0(ϕ) = e−q

2j

q − q
(
e−q

2j − 2e−q
2j

jq2j
)
− 2e−q

2j

jq1+2j

= e−q
2j(
q − q + 2jq1+2j − 2jq1+2j

)
= 0,coº bylo dokázat.Tvrzení 6.0.3. Pro n ∈ N, n ≥ 2, funkce

ϕ(x, y, q) = e−
q2

2

(
qn(x+ iy) − qn−2(n− 1)iy

)je °e²ením rovnice (5.7) pro jádro symplektického twistorového operátoru T0.56



D·kaz. Tvrzení plyne z p°ímého dosazení do rovnice (5.7).
T0(ϕ) = e−

q2

2 qn − qe−
q2

2 (nqn−1 − qn+1) + iq2e−
q2

2

(
iqn − i(n− 1)qn−2

)

= e−
q2

2

(
qn − nqn + qn+2 − qn+2 + (n− 1)qn

)
= 0,coº je kýºený výsledek.Podle Tvrzení 5.3.5 víme, ºe °e²ení symplektické twistorové rovnice (5.7) jsouanalytické funkce v prom¥nných x, y, budeme proto dále hledat °e²ení rovnice vetvaru

e−
q2

2

∞∑

k,j,n=0

ak,j,nx
kyjqn.Dosazení tohoto výrazu do rovnice (5.7) dostaneme

e−
q2

2

( ∞∑

n,j=0,k=1

kak,j,nx
k−1yjqn −

∞∑

j=0,k,n=1

knak,j,nx
k−1yjqn

+

∞∑

j,n=0,k=1

kak,j,nx
k−1yjqn+2 + i

∞∑

k,n=0,j=1

jak,j,nx
kyj−1qn+2

)

= 0.Aby byla levá strana rovnice rovna nule, musí být nulový kaºdý výraz u xkyjqnpro p°íslu²ná k, j, n ∈ N, z £ehoº dostáváme pro n > 2 rovnice
(k + 1)

(
(1 − n)ak+1,j,n + ak+1,j,n−2

)
+ i(j + 1)ak,j+1,n−2 = 0. (6.1)Poznámka. Pov²imn¥me si, ºe rovnice (5.7) je homogenní v x, y. Tím máme namysli, ºe pokud rovnici °e²í ϕ(x, y, q), pak je °e²ením i ϕ(µx, µy, q) pro v²echnanenulová µ ∈ C. Tuto podmínku spl¬ují homogenní polynomy ∑k

j=0 ajx
jyk−j. Vdal²ím textu budeme hledat °e²ení ve tvaru homogenního polynomu v prom¥nným

x a y a rozebereme °e²ení konstantní, lineární, kvadratické a vy²²í homogenity v
x, y. Rovnici (5.7) pak jist¥ °e²í lineární kombinace takovýchto °e²ení.Poznámka. Dále si pov²imn¥me, ºe rovnice (5.7) zachovává paritu v q. Tentofakt souvisí s tím, ºe prostor L2(Rn) a potaºmo i A se rozkládá na sudé a lichéfunkce. Takºe se symplektický operátor rozkládá na dva operátory, jeden p·sobícína lichých T− a druhý T+ p·sobící na sudých funkcích v prom¥nné q. Krom¥ prvnía poslední podkapitoly se zam¥°íme v dal²ích úvahách jen na operátor T−, budemetedy hledat °e²ení v lichých funkcích v prom¥nné q6.1 Konstantní °e²eníJak je snadno nahlédneme, rovnici (5.7) °e²í kaºdá funkce konstantní v x, y. Pro-stor °e²ení je tedy celé A.6.2 Lineární °e²eníV této sekci hledáme °e²ení, které je tvaru

e−
q2

2

[

(A1q + A3q
3 + A5q

5 + . . .)x+ (B1q +B3q
3 +B5q

5 + . . .)y
]

. (6.2)57



Lemma 6.2.1. Koe�cienty An a Bn z (6.2) pro liché n spl¬ují následující rovnici
(1 − n)An + An−2 + iBn−2 = 0nebo upravenou
An =

1

n− 1

(
An−2 + iBn−2

)
.D·kaz. Pokud hledáme lineární °e²ení v x, y, musíme poloºit ve vztahu (6.1)

k = 0 a j = 0. Dostaneme rovnici
(1 − n)a1,0,n + a1,0,n−2 + ia0,1,n−2 = 0.Z°ejm¥ An = a1,0,n je koe�cient u xqn a Bn = a0,1,n je koe�cient u yqn.Pov²imn¥me si, ºe koe�cient An závisí jen na volb¥ A1, B1, B3, . . . , Bn−2.Tvrzení 6.2.2. Koe�cienty An a Bn z (6.2) spl¬ují

An =

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
A1 + i

n−1

2∑

j=1

j∏

p=1

1

n− 2p+ 1
Bn−2j .D·kaz. Vztah dokaºme indukcí podle n s induk£ním krokem délky 2. (Uvaºujemepouze liché funkce v prom¥nné q.) Hodnotu koe�cientu A1 volíme libovoln¥.Pro n = 3 je

A3 =
1

2
A1 +

i

2
B1 =

1∏

j=1

1

3 − 2j + 1
A1 + i

1∑

j=1

j
∏

p=1

1

3 − 2p+ 1
B3−2jNech´ vztah platí pro n− 2, dokaºme jej pro n.

An =
1

n− 1
(An−2 + iBn−2)

=
1

n− 1

( n−3

2∏

j=1

1

n− 2j − 1
A1 + i

n−3

2∑

j=1

j
∏

p=1

1

n− 2p− 1
Bn−2−2j

)

+
i

n− 1
Bn−2

=

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
A1 + i

n−3

2∑

j=1

1

n− 1

j
∏

p=1

1

n− 2p− 1
Bn−2−2j +

i

n− 1
Bn−2

=

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
A1 + i

n−3

2∑

j=1

j+1
∏

p=1

1

n− 2p+ 1
Bn−2−2j +

i

n− 1
Bn−2

=

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
A1 + i

n−1

2∑

j=2

j
∏

p=1

1

n− 2p+ 1
Bn−2j +

i

n− 1
Bn−2,z £ehoº plyne dokazované.Dal²í tvrzení dává popis °e²ení, která jsou tvaru e−

q2

2 krát polynom v q snejvy²²ím exponentem m. 58



Tvrzení 6.2.3. �e²ení tvaru
e−

q2

2

[

x

m+1

2∑

j=1

A2j−1q
2j−1 + y

m+1

2∑

j=1

B2j−1q
2j−1

]pro m > 2 je ur£eno volbou m+1
2

hodnot A1, B1, B3, . . . , Bm−2.D·kaz. Pokud hledáme °e²ení tvaru e− q2

2 krát polynom v q s nejvy²²ím exponen-tem qm, poºadujeme, aby Am+2, Am+4, . . . a Bm+2, Bm+4, . . . byla nulová. Taképoºadujeme, aby platilo
0 = Am+2 =

1

m+ 1

(
Am + iBm

)
.Tedy Bm se musí rovnat iAm. Proto je °e²ení ur£eno volbou m+1

2
hodnot A1, B1,

B3, . . . , Bm−2.P°íklad 17. �e²ení pro A1 = 1, B1 = 3i je
e−

q2

2

[ (
q − q3

)
x+

(
3iq − iq3

)
y
]

.6.3 Kvadratické °e²eníV této sekci hledáme °e²ení, která jsou tvaru
e−

q2

2

[

(A1q+A3q
3 + . . .)x2 + (B1q+B3q

3 + . . .)xy+ (C1q+C3q
3 + . . .)y2

]

. (6.3)Lemma 6.3.1. Pro koe�cienty An, Bn a Cn z (6.3) (pro n liché) platí
2(1 − n)An + 2An−2 + iBn−2 = 0,

(1 − n)Bn +Bn−2 + i2Cn−2 = 0.Rekurentní vztahy pro An a Bn jsou
An =

1

2(n− 1)

(
2An−2 + iBn−2

)
,

Bn =
1

n− 1

(
Bn−2 + 2iCn−2

)
.D·kaz. Vyjdeme op¥t ze vztahu (6.1), ze kterého získáme soustavu p°íslu²nýchrovnic. Z°ejm¥ An = a2,0,n je koe�cient u x2qn, Bn = a1,1,n je koe�cient u xyqn a

Cn = a0,2,n je koe�cient u y2qn.Pov²imn¥me si, ºe koe�cienty An a Bn dopo£ítáme, pokud známe A1, B1, C1,
C3, . . . , Cn−2.
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Tvrzení 6.3.2. Pro koe�cienty An, Bn a Cn z (6.3) platí
Bn =

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
B1 + 2i

n−1

2∑

j=1

j
∏

p=1

1

n− 2p+ 1
Cn−2j ,

An =

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
A1 +

i

2

n− 1

2

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
B1

−
n−1

2∑

j=2

(j − 1)

j
∏

p=1

1

n− 2p+ 1
Cn−2j.D·kaz. Vztahy ov¥°íme indukcí podle n s krokem délky 2. Hodnota koe�cient·

B1 a A1 je pevn¥ zvolená.Pro n = 3 podle vzorce z Lemmatu 6.3.1 platí
B3 =

1

2
B1 + iC1 =

1∏

j=1

1

3 − 2j + 1
B1 + 2i

1∑

j=1

j
∏

p=1

1

3 − 2p+ 1
C3−2j ,

A3 =
1

2
A1 +

i

4
B1 =

1∏

j=1

1

3 − 2j + 1
A1 +

i

2

3 − 1

2

1∏

j=1

1

3 − 2j + 1
B1.Nech´ vztah platí pro n− 2. Dokaºme jej pro n.

Bn =
1

n− 1

(
Bn−2 + 2iCn−2

)

=
1

n− 1

( n−3

2∏

j=1

1

n− 2j − 1
B1 + 2i

n−3

2∑

j=1

j
∏

p=1

1

n− 2p− 1
Cn−2−2j

)

+
2i

n− 1
Cn−2

=

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
B1 + 2i

n−1

2∑

j=2

j∏

p=1

1

n− 2p+ 1
Cn−2j +

2i

n− 1
Cn−2

An =
1

2(n− 1)

(
2An−2 + iBn−2

)

=
1

n− 1

( n−3

2∏

j=1

1

n− 2j − 1
A1 +

i

2

n− 3

2

n−3

2∏

j=1

1

n− 2j − 1
B1

−
n−3

2∑

j=2

(j − 1)

j
∏

p=1

1

n− 2p− 1
Cn−2−2j

)

+
i

2(n− 1)

( n−3

2∏

j=1

1

n− 2j − 1
B1 + 2i

n−3

2∑

j=1

j∏

p=1

1

n− 2p− 1
Cn−2−2j

)
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An =

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
A1 +

i

2

n− 3

2

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
B1

−
n−1

2∑

j=3

(j − 2)

j
∏

p=1

1

n− 2p+ 1
Cn−2j

+
i

2

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
B1 −

n−1

2∑

j=2

j
∏

p=1

1

n− 2p+ 1
Cn−2j

=

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
A1 +

i

2

n− 1

2

n−1

2∏

j=1

1

n− 2j + 1
B1

−
( n−1

2∑

j=3

(j − 1)

j
∏

p=1

1

n− 2p+ 1
Cn−2j +

2∏

p=1

1

n− 2p+ 1
Cn−4

)

,coº dává dokazované tvrzení.Následuje tvrzení, které popisuje °e²ení ve tvaru e−
q2

2 krát polynom v q snejvy²²ím exponentem m.Tvrzení 6.3.3. �e²ení tvaru
e−

q2

2

[

x2

m+1

2∑

j=1

A2j−1q
2j−1 + xy

m+1

2∑

j=1

B2j−1q
2j−1 + y2

m+1

2∑

j=1

C2j−1q
2j−1

]je pro m > 4 ur£eno volbou m+1
2

hodnot A1, B1, C1, C3, . . . , Cm−4.D·kaz. Hledáme-li °e²ení tvaru e− q2

2 krát polynom v q s nejvy²²ím exponentem
qm chceme, aby Am+2, Am+4, . . ., Bm+2, Bm+4, . . . a Cm+2, Cm+4, . . . byla nulová.To nastane, pokud zvolíme Cm+2, Cm+4, . . . nulová, Cm−2 = Am−2 + iBm−2 a
Cm = −1

2(m−1)
(2Am−2 + iBm−2). To jest tak, aby platily rovnosti

0 = Bm+2 = k(Bm + 2iCm),

0 = Am+2 = l(2Am + iBm),kde k a l jsou p°íslu²né konstanty. �e²ení je tedy ur£eno volbou m+1
2

hodnot
A1, B1, C1, C3, . . . , Cm−4.P°íklad 18. �e²ení pro A1 = i, B1 = 4, C1 = 2 a C3 = i je

e−
q2

2

[((

− 1
12

+ 5i
48

)

q7 −
(

1
4
− 5i

8

)

q5 + 3i
2
q3 + iq

)

x2

+

((

− 5
24

− i
6

)

q7 + i
2
q5 + (2 + 2i)q3 + 4q

)

xy

+

((
1
12

− 5i
48

)

q7 −
(

3
4
− 5i

8

)

q5 + iq3 + 2q

)

y2

]
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6.4 �e²ení °ádu kV této sekci hledáme °e²ení tvaru
e−

q2

2

[

(Ak1q + Ak3q
3 + . . .)xk + (Ak−1

1 q+Ak−1
3 q3 + . . .)xk−1y

+ . . .+ (A0
1q + A0

3q
3 + . . .)yk

]

. (6.4)Lemma 6.4.1. Pro koe�cienty Akn, . . . , A0
n (n liché) ze vztahu (6.4) platí

0 = k
(
(1 − n) Akn + Akn−2

)
+ iAk−1

n−2,
0 = (k − 1)

(
(1 − n) Ak−1

n + Ak−1
n−2

)
+ 2iAk−2

n−2,...
0 =

(
(1 − n) A1

n + A1
n−2

)
+ kiA0

n−2nebo zapsáno jako rekurentní vztahy
Akn =

1

k(n− 1)

(
kAkn−2 + iAk−1

n−2

)
,

Ak−1
n =

1

(k − 1)(n− 1)

(
(k − 1)Ak−1

n−2 + 2iAk−2
n−2

)
,...

A1
n =

1

(n− 1)

(
A1
n−2 + kiA0

n−2

)
.D·kaz. Pokud op¥t vyjdeme ze vztahu (6.1), dostaneme soustavu k rekurentníchrovnic pro k + 1 posloupností koe�cient·.Koe�cient Akn = ak,0,n je u xkqn, Ak−1

n = ak−1,1,n je koe�cient u xk−1yqn atd. a
A0
n = a0,k,n je koe�cient u ykqn.Podobn¥ jako v p°edchozích p°ípadech k vypo£tu koe�cient· Akn, . . . , A

0
n jepot°eba zadat Ak1, . . . , A0

1, A
0
3, . . . , A

0
n−2.Následující tvrzení podobn¥ jako Tvrzení 6.2.3 a Tvrzení 6.3.3 dává popis°e²ení tvaru e−

q2

2 krát polynom v prom¥nné q s nejvy²²ím exponentem m, kdytoto °e²ení je homogenní polynom homogenity k v prom¥nných x, y.Tvrzení 6.4.2. �e²ení tvaru
e−

q2

2

[

xk

m+1

2∑

j=1

Ak2j−1q
2j−1 + xk−1y

m+1

2∑

j=1

Ak−1
2j−1q

2j−1 + . . .+ yk

m+1

2∑

j=1

A0
2j−1q

2j−1
]je pro m > 2k ur£eno volbou m+1

2
hodnot Ak1, . . . , A0

1, A
0
3, . . . , A

0
m−2k.D·kaz. Op¥t poºadujeme, aby Ajm+2, A

j
m+4, . . . byly nulové pro j = 0, . . . , k. Dálesi uv¥domme, ºe koe�cienty A0

m, A
0
m−2, . . . , A

0
m−2k jsou jednozna£n¥ ur£eny poºa-davkem

0 = Ajm+2 = jl
(
jAjm + i(k − j)Aj−1

m

)pro j = k, . . . , 1, kde jl jsou p°íslu²né konstanty.Pokud má platit 0 = (A1
m + ikA0

m), je A0
m = i

k
A1
m.62



Dále pokud chceme 0 = (2A2
m+i(k−1)A1

m), musí být A1
m = 2i

k−1
A2
m. Koe�cient

A1
m je spo£ten pomocí A0

m−2, tedy A0
m−2 má ur£enou hodnotu.Dále pokud má být 0 = (3A3

m+i(k−2)A2
m), musí být A2

m = 3i
k−2

A3
m. Koe�cient

A2
m je spo£ten pomocí A0

m−2 a A2
m−2, ale koe�cient A0

m−2 je jiº jednozna£n¥ ur£enz minulého kroku, proto musí mít A2
m−2 ur£enou hodnotu. Koe�cient A2

m−2 jespo£ten pomocí A0
m−4, tedy A0

m−4 má jednozna£n¥ danou hodnotu.Podobnými úvahami se dostaneme aº k tomu, ºe A0
m−2k+2 musí mít konkrétnípodobu, aby platila rovnost 0 = (kAkm + iAk−1

m ).Shr¬me p°edchozí úvahy. Polynomiální °e²ení v q s nejvy²²ím exponentem qmje ur£eno volbou m+1
2

hodnot Ak1, . . . , A0
1, A

0
3, . . . , A

0
m−2k pro m > 2k.Minulé úvahy p°edpokládaly, ºe m > 2k, uvaºme nyní dohromady jak p°ípad

m < 2k, tak i m > 2k. (P°ipome¬me, ºe uvaºujeme pouze lichá m, protoºe jsmese omezili jen na operátor T− p·sobící na podprostoru lichých funkcí v prom¥nné
q.) �e²ení tvaru e−

q2

2 krát polynom v prom¥nné q s nejvy²²ím exponentem m,které je v·£i prom¥nným x, y polynom homogenity k, je ur£eno volbou m+1
2

ko-e�cient· Amj , jak °íká následující tvrzení.Tvrzení 6.4.3. �e²ení tvaru
e−

q2

2

[

xk

m+1

2∑

j=1

Ak2j−1q
2j−1 + xk−1y

m+1

2∑

j=1

Ak−1
2j−1q

2j−1 + . . .+ yk

m+1

2∑

j=1

A0
2j−1q

2j−1
]je ur£eno volbou m+1

2
koe�cient·.D·kaz. Na problém hledání °e²ení v poºadovaném tvaru m·ºeme nahlíºet jako na°e²ení soustavy homogenních lineárních rovnic. Pokud hledáme °e²ení homogenity

k v prom¥nných x, y, bude v soustav¥ k rovnic pro k + 1 neznámých pro kaºdýstupe¬ n = 3, 5, 7, . . . , m+2 exponentu u q (ze vztahu (6.1)). Tedy dohromady je
km+1

2
rovnic pro (k+ 1)m+1

2
neznámých. Z rozepsání rovnic (6.1) nahlédneme, ºerovnice jsou na sob¥ lineárn¥ nezávislé. Proto hodnost matice popisující soustavuje km+1

2
a dimenze prostoru °e²ení je (k + 1)m+1

2
− km+1

2
.6.5 Holomorfní °e²eníV minulých kapitolách jsme diskutovali °e²ení, která byla polynomiální v·£i pro-m¥nných x a y a lichá v prom¥nné q. Poj¤me na²e úvahy roz²í°it dál.Uvaºme nejd°íve °e²ení tvaru znf(q), kde f ∈ A a z := x+ iy. Dosazením dorovnice (5.7) pro jádro twistorového operátoru dostaneme

nzn−1f(q) − nzn−1q
∂

∂q
f(q) + i2zn−1q2f(q) = 0.Hledáme-li funkci f(q), která °e²í rovnici pro kaºdé x, y, dostáváme oby£ejnoudiferenciální rovnici

(1 − q2)f(q) = q
∂

∂q
f(q). (6.5)63



Rovnice má °e²ení f(q) = qe−
q2

2 . Tato funkce pat°í do prostoru A, a tedy funkce
znqe−

q2

2jsou v jádru symplektického twistorového operátoru pro n ∈ N. Mimo jiné sesnadno p°esv¥d£íme (v souladu s V¥tou 5.3.4), ºe platí
∆xyz

nqe−
q2

2 = 0,kde ∆xy ozna£uje Laplace·v operátor v prom¥nných x, y.Situace je analogická, pokud hledáme °e²ení tvaru h(z)f(q) pro h(z) holomorf-ní funkci na R2 ∼= C. Protoºe holomorfní funkce mají spojitou první derivaci, jepodle derivace sloºené funkce ∂
∂x
h(z) = h′(z) a ∂

∂y
h(z) = ih′(z). Po dosazení t¥ch-to derivací do rovnice pro jádro T0 (5.7) a úprav¥, op¥t dostáváme rovnici (6.5) ajejí °e²ení je tvaru h(z)qe− q2

2 .V¥ta 6.5.1. Pro kaºdou funkci h(z) holomorfní na celém R2, z := x + iy, jefunkce
h(z)qe−

q2

2v jádru symplektického twistorového operátoru T0.D·kaz. Viz úvahy p°ed v¥tou.
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