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Úvod

V této diplomové práci jsme se v souladu se zadáńım zabývali předevš́ım kvadrikami

(plochami druhého stupně) a jejich vzájemnou polohou. Mimořádnou pozornost jsme vě-

novali speciálńı poloze dvou kvadrik, při které docháźı k rozpadu pr̊unikové křivky.

Kvadriky jsou po rovinách nejjednodušš́ı plochy. Tradičně je jim věnována značná po-

zornost v rámci výuky deskriptivńı geometrie a daľśıch vysokoškolských předmět̊u, např.

lineárńı algebry a projektivńı geometrie. Často jsou rovněž pro svoji jednoduchost (ńızký

stupeň) a daľśı vlastnosti (ohniskové a jiné) využ́ıvány v nejr̊uzněǰśıch aplikaćıch (stavebńı

a technické plochy, parabolické antény, aproximačńı plochy v geometrickém modelováńı a

podobně).

Zkoumáńı vzájemné polohy dvou kvadrik je přirozený problém, který nastupuje ihned

po klasifikaci kvadrik jako takových. Pr̊unikem dvou kvadrik je obecně kvartika (algebraická

prostorová křivka čtvrtého stupně). V řadě př́ıpad̊u studovaných v deskriptivńı geometrii

a v řadě aplikaćı docháźı k rozpadu této pr̊unikové kvartiky (např. na dvě kuželosečky).

Tento jev je velice žádoućı, protože silně zjednodušuje výpočet tohoto pr̊uniku a rovněž

umožňuje spojeńı (část́ı) kvartik do spline plochy jejich prostým ”slepeńım”podél rovinné

křivky (kuželosečky).

Jednou z motivaćı mé práce je fakt, že v kontextu deskriptivńı geometrie a aplikaćı jsou

podmı́nky rozpadu pr̊unikové křivky formulovány eukleidovsky (např. společná vepsaná

kulová plocha, společné ohnisko, viz Kapitolu 3). Matematicky je však rozpad pr̊unikové

křivky vlastnost́ı projektivńı (která se zachovává při projektivńıch transformaćıch).

V Kapitole 1 shrnujeme definice a poznatky nezbytné ve zbytku práce. Mým př́ınosem

v této části je shromážděńı známých definic a tvrzeńı z lineárńı algebry, afinńı, projektivńı

a algebraické geometrie. Snažili jsme se přitom uspořádat je vhodným zp̊usobem s ohledem

na daľśı kapitoly a rovněž sjednotit matematické značeńı. Na závěr této kapitoly definuji

svazek kvadrik a jeho (r̊uzné) parametrizace.

Kapitola 2 je věnována studiu svazk̊u kvadrik. Vycháźım v ńı z několika praćı, předevš́ım

z nedávného cizojazyčného článku [16]. Tato kapitola je věnována předevš́ım dvěma teo-

retickým nástoj̊um. Jej́ı prvńı část popisuje současnou diagonalizaci (přesněji převedeńı

do kanonicého tvaru) dvojice reálných symetrických matic. Ve druhé části jsou vysvětleny

2



tzv. indexové a znaménkové posloupnosti. Zjednodušeně řečeno se jedná o posloupnost

signatur, které jsou asociovány s parametrizaćı určitého svazku. Tato posloupnost plně

charakterizuje svazek a určuje topologii jeho pr̊unikové křivky. Z celkem 35 r̊uzných pro-

jektivńıch typ̊u svazk̊u uváděných v [16] a [15] jich přeb́ıráme pouze 18, ve kterých docháźı

k rozpadu pr̊unikové křivky. Náš př́ınos v této části má charakter netriviálńı kompilace.

Vycházeli jsme z několika anglických pramen̊u, které jsou psány poměrně těžko srozu-

mitelným zp̊usobem. Dále náš př́ınos spoč́ıvá zejména ve zjednodušeńı a upřesněńı řady

formulaćı, v doplněńı chyběj́ıćıho d̊ukazu Věty 2.24 a doplněńı řady vypoč́ıtaných př́ıklad̊u,

bez nichž bylo pochopeńı této problematiky velmi pracné.

Kapitola 3 je věnována přehledu řady př́ıpad̊u, ve kterých docháźı k rozpadu pr̊unikové

křivky dvou kvadrik. Toto rozpadáńı pr̊uniku dvou kvadrik se vyskytuje v mnoha oborech

matematiky a často je spojováno s eukleidovskými nebo afinńımi podmı́nkami. Kromě

př́ıpad̊u dobře známých z deskriptivńı geometrie (např. společná vepsaná kulová plocha)

uvád́ıme rovněž př́ıklady známe jen okrajově (konfokálńı kvadriky) a dokonce zcela nové

výsledky (dvě kvadriky v osové afinitě, souosé kvadriky, kužel s vrchlem v ohnisku rotačńı

kvadriky). V každém př́ıpadě nejprve studujeme podmı́nky rozpadu pr̊unikové křivky, dále

uvád́ıme řadu př́ıklad̊u doplněných obrázky a vždy poč́ıtám indexovou, popř. znaménkovou,

posloupnost. T́ım uvád́ıme tyto výsledky do vztahu s projektivńı klasifikaćı svazk̊u. Tato

část tedy obsahuje některé originálńı výsledky a dále přehledně a v novém kontextu uvád́ı

výsledky známé z deskriptivńı geometrie a jiných obor̊u.

Kapitola 4 přibližuje některé aplikace kvadrik, zejména v př́ıpadě rozpadu jejich pr̊uniku.

Uvád́ıme př́ıklady z architektury, technických konstrukćı nebo geometrických výpočt̊u. Ty-

to aplikace osvětlujeme za pomoćı nových i převzatých obrázk̊u.

Výpočty prezentované v této práce byly často prováděny za pomoci programu Maple.

Použité obrázky dvou kvadrik a jejich pr̊unikové křivky byly vytvořeny v programu Rhino.

V této práci jsme se pokusili systematičtěǰśım zp̊usobem studovat projektivńı a euklei-

dovské vlastnosti svazk̊u kvadrik v souvislosti s rozpadem jejich pr̊unikové křivky. Velký

d̊uraz jsme kladli na relativně snadnou srozumitelnost vytvořeného textu. Doufáme, že

tak může být rovněž zaj́ımavým př́ınosem pro studenty a učitele deskriptivńı geometrie a

všechny zájemce o aplikovanou geometrii.
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Kapitola 1

Základńı definice a poznatky

V této kapitole jsme shrnuli potřebné defnice a poznatky vysvětlené v předmětech Lineárńı

algebra, Projetikvńı geometrie a Geometrie, které jsou vyučovány v rámci učitelského

studia matematiky a deskriptivńı geometrie na Matematicko-fyzikálńı fakultě Univerzity

Karlovy v Praze. Uvedeme základńı pojmy, které budeme použ́ıvat ve zbytku této práce.

1.1 Lineárńı algebra

S kvadrikou jako takovou úzce souviśı pojem kvadratická forma, proto v úvahách budeme

potřebovat i některé pojmy z lineárńı algebry.

Nejprve si zavedeme značeńı a zkratky, které nám umožńı jednodušš́ı orientaci v textu.

Vn vektorový prostor dimenze n nad R
~v vektor (prvek vektorového prostoru)

{~v}M souřadnice vektoru ~v v báziM (sloupcový vektor),M někdy

vynecháváme

det (M) determinant matice M

dim (M) hodnost matice M

diag (M1, . . . ,Mn) diagonálńı matice, které má na diagonále matice M1, . . . ,Mn

MT transponovaná matice k matici M

I čtvercová jednotková matice s prvky δij Kroneckerovo delta

E čtvercová matice n× n s prvky δi(n−j) Kroneckerovo delta
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Kroneckerovo delta

δij =

{
1 pro i = j

0 pro i 6= j
.

V podkapitole 2.1 si ukážeme jak současně diagonalizovat dvě symetrické matice. S

t́ımto bude úzce souviset pojem Jordanova matice.

1.1 Definice. Čtvercová matice tvaru
a 1 0 . . . 0 0

0 a 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 a 1

0 0 . . . 0 0 a


se nazývá Jordanova buňka (na diagonále je prvek a, na rovnoběžné linii nad diagonálou

jsou jedničky). Diagonálńı bloková matice, jej́ıž bloky na diagonále jsou Jordanovy buňky,

se nazývá Jordanova matice.

Podobnou definici Jordanovy buňky můžeme naj́ıt v [1, str. 241], kde jsou jedničky na

rovnoběžné linii pod hlavńı diagonálou.

Ke každé matici A existuje v oboru C matice P , pro kterou plat́ı J = P−1AP , kde J je

Jordanova matice. Bude-li A matice nějakého endomorfismu f vzhledem k báziM, matice

P matice přechodu od nějaké báze N k bázi M, potom matice J je matićı endomorfismu

f vzhledem k bázi N . Podrobněji je tato úvaha rozvedena v [1, str. 250].

1.2 Definice. Necht’ matice A,B jsou čtvercové matice stejného řádu. Budeme ř́ıkat, že

matice A,B jsou podobné, pokud existuje regulárńı matice P taková, že plat́ı

B = P−1AP.

Tuto definici můžeme naj́ıt např. v [1, str. 235]. Každá matice A má Jordan̊uv kanonický

tvar J , tzn. každá matice A je podobná s Jordanovou matićı J .

Daľśımi d̊uležitými pojmy k nalezeńı kanonického tvaru dvojice kvadrik, což bude

popsáno a vysvětleno v podkapitole 2.1, jsou vlastńı č́ısla a vlastńı vektory.

1.3 Definice. Necht’ A je reálná čtvercová matice řádu n. Č́ıslo λ ∈ C se nazývá vlastńım

č́ıslem matice A, pokud existuje vektor ~x ∈ Cn, ~x 6= ~o, takový, že

A {~x} = λ {~x} .

Vektor ~x, který splňuje tuto rovnost se nazývá vlastńı vektor matice A př́ıslušný

vlastńımu č́ıslu λ.
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Jinou ekvivalentńı definici vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u můžeme nalézt v [1, str.

219].

Předchoźı definice má řadu d̊uležitých d̊usledk̊u, my si uvedeme jenom některé z nich.

Polynom det (A− λI) nazýváme charakteristický polynom matice A. Vlastńı č́ısla

matice A jsou kořeny charakteristického polynomu matice A.

Je-li λ k-násobným kořenem charakteristického polynomu, ř́ıkáme, že λ je vlastńı č́ıslo s

algebraickou násobnost́ı k. Geometrickou násobnost́ı vlastńıho č́ısla λ se nazývá

dimenze vlastńıch vektor̊u př́ıslušných k λ.

Podobné matice maj́ı stejná vlastńı č́ısla, včetně jejich násobnost́ı.

Abychom správně zavedli pojem kvadriky, muśıme nejprve zadefinovat pojem kvadrat-

ická forma.

1.4 Definice. Necht’ A je reálná symetrická čtvercová matice řádu n. Zobrazeńı q, které

vektoru ~x ∈ Rn přǐrad́ı reálné č́ıslo

q (~x) = {x}T A {x} , (1.1)

budeme nazývat kvadratickou formou. Matici A nazýváme matićı kvadratické formy

q. Po provedeńı násobeńı na pravé straně (1.1) přejde tato rovnost v analytické vyjádřeńı

kvadratické formy q.

Jinou ekvivalentńı definici kvadratické formy můžeme nalézt v [1, str. 340].

Jestliže A je matice kvadratické formy q vzhledem k bázi M, potom matićı formy q

vzhledem k bázi N je matice QTAQ, kde Q je matice přechodu od báze N k bázi M.

Budeme ř́ıkat, že báze P je polárńı v̊uči q, jestliže matice formy q vzhledem k bázi P je

diagonálńı. Budeme ř́ıkat, že báze PN je kanonická v̊uči q, jestliže PN je polárńı v̊uči q a

matice formy q vzhledem k bázi PM má na diagonále pouze −1, 0 nebo 1.

1.5 Definice. Matice A,B jsou ekvivalentńı, pokud existuje matice Q taková, že plat́ı

B = QTAQ.

Symetrická matice je ekvivaletńı pouze se symetrickou matićı. Matice stejné kvadratické

formy v r̊uzných báźıch jsou zjevně ekvivaletńı.

1.6 Věta (Sylvestr̊uv zákon setrvačnosti). Uvažujme kvadratickou formu f vyjádřenou

ve dvou polárńıch báźıch. Počty kladných, záporných a nulových koeficient̊u jsou v obou

vyjádřeńıch stejné.
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Toto zněńı je uvedeno v [13, str. 155], jiné ekvivalentvńı zněńı tohoto zákona je uvedeno

v [1, str. 355].

Daľśım d̊uležitým pojmem je signatura kvadratické formy. Tento pojem bude d̊uležitý k

projektivńı klasifikaci kvadrik nebo při určováńı znaménkové posloupnost svazku kvadrik,

která bude vysvětlena v podkapitole 2.2.

1.7 Definice. Uvažujme kvadratickou formu f vyjádřenou v kanonické bázi. Označme si

matici takto vyjádřené formy D. Signaturou kvadratické formy f budeme nazývat

trojici (k, l,m), kde k je počet nul na diagonále matice D, l je počet 1 na diagonále matice

D a m je počet −1 na diagonále matice D.

Jiná ekvivalentńı definice je v [13, str. 155]. Signaturou symetrické matice A budeme

rozumnět signaturu př́ıslušné kvadratické formy. Součet č́ısel v signatuře je roven velikosti

matice A. Jestliže signatura kvadratické formy f je (i, j, k), potom signatura kvadratické

formy −f je (i, k, j).

1.2 Afinńı a projektivńı geometrie

Vzájemná poloha a pr̊unik dvou kvadrik nás bude zaj́ımat z projektivńıho, afinńıho i eu-

kleidovského hlediska. Proto je d̊uležité si připomenout několik základńıch poznatk̊u z

projektivńı, afinńı a eukleidovské geometrie.

V této podkapitole připomeneme pojmy afinńı prostor, projektivńı prostor, kvadrika,

svazek kvadrik a jim bĺızké pojmy. Teorie kvadrik a s ńı souvisej́ıćı pojmy jsou podrobně

vysvětleny např. v kapitole Kvadriky v [9, str.74–109].

1.8 Definice. Uvažujme neprázdnou množinu A, vektorový prostor Vn dimenze n a zo-

brazeńı ϕ : A × A → Vn. Trojici (A;Vn;ϕ) nazýváme n-rozměrný afinńı prostor

(znač́ıme An), jestliže plat́ı:

• ∀X, Y, Z ∈ A ϕ (X, Y ) + ϕ (Y, Z) = ϕ (X,Z) ,

• ∀X ∈ A ~u ∈ Vn ∃!Y ∈ B ϕ (X, Y ) = ~u.

Prvky množiny A nazýváme body afinńıho prostoru. Vektorový prostoru Vn se nazývá

zaměřeńı afinńıho prostoru. Tuto definici můžeme nalézt např. v [12, str. 9] nebo v [8,

str. 8]

Zvoĺıme-li pevně bod O ∈ An a bázi 〈~e1, ~e2, . . . , ~en〉 ⊂ Vn, potom lze každému bodu

X ∈ An jednoznačně přǐradit vektor ~x = ϕ (X,O) a t́ım pádem i uspořádanou n-tici

[x1, x2, . . . , xn], pro kterou plat́ı:

~x = x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn~en.
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Tuto n-tici budeme nazývat afinńı souřadnićı bodu X a uspořádanou množinu

{O,~e1, ~e2, . . . , ~en} afinńım repérem.

Eukleidovským prostorem En rozumı́me n-rozměrný afinńı prostor, na jehož vek-

torovém zaměřeńı Vn je definován skalárńı součin. Viz např. [8, str. 46].

1.9 Definice. Bud’ Vn+1 vektorový prostor dimenze n + 1. Množinu Pn všech jednoroz-

měrných vektorových podprostor̊u prostoru Vn+1, tj.

Pn = {〈~x〉 : ~x ∈ Vn+1\{~o}}

nazýváme projektivńı prostor dimenze n. Jeho prvky nazýváme projektivńı body.

Vektor ~x ∈ Vn+1, ~x 6= ~o, jenž generuje bod X ∈ Pn nazýváme zástupcem bodu X.

Speciálně pro n = 1 budeme hovořit o projektivńı př́ımce a pro n = 2 o projektivńı

rovině. Podrobněji jsou tyto definice uvedeny v [9, str. 51].

Zvoĺıme-li pevně bázi 〈~e1, ~e2, . . . , ~en, ~en+1〉 ⊂ Vn+1\{~o}, potom lze každému bodu X ∈
Pn jednoznačně až na násobek přǐradit n + 1-tici reálných č́ısel (x1, x2, . . . , xn, xn+1), pro

kterou plat́ı:

〈x1~e1 + · · ·+ xn+1~en+1〉 = X.

Např́ıklad dvojice (1, 2) a (2, 4) určuj́ı stejný bod na projektivńı př́ımce.

1.10 Definice. Necht’ ϕ : Vn+1 → V ′m+1 je lineárńı prosté zobrazeńı. Bud’

Pn = {〈~x〉 : ~x ∈ Vn+1\{~o}} a P′m =
{
〈~x〉 : ~x ∈ V ′m+1\{~o}

}
dva projektivńı prostory. Zo-

brazeńı f se nazývá projektivńı zobrazeńı, jestliže f je lineárńı zobrazeńı Pn → P′m a

pro každý bod X ∈ Pn a pro každého vektorového zástupce ~x ∈ Vn+1 bodu X plat́ı

f (X) = 〈ϕ (x)〉 .

Budeme-li o matici A uvažovat jako o matici nějakého zobrazeńı, potom podobné matice

k matici A jsou matićı stejného projektivńıho zobrazeńı v jiných homogenńıch souřadnićıch.

Vynecháńım (odstraněńım, vyjmut́ım) jediné nadroviny ω0 projektivńıho prostoru Pn
vznikne z tohoto prostoru afinńı prostor A0

n. Tato myšlenka je podrobněji uvedena v [9,

str. 55]. Jestliže afinńı prostor An se zaměřeńım Vn přidáme jako A0
n do projektivńıho pros-

toru Pn, potom sjednoceńım A0
n a nadroviny ω0 ⊂ Pn dostaneme právě prostor Pn. Tento

n-rozměrný projektivńı prostor s vyznačenou pevnou nadrovinou ω0 představuje speciálńı

model n-rozměrného projektivńıho prostoru, tzv. (projektivně) rozš́ırený afinńı pros-

tor (budeme jej označovat An). Objekt̊um nadroviny ω0 budeme ř́ıkat nevlastńı objekty

prostoru An,
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Konkrétně vlastńı body rozš́ı̌reného afinńıho prostoru A3 můžeme vzhledem k jisté

soustavě souřadnic popsat pomoćı trojic reálných č́ısel [x, y, z]. Body projektivńıho pros-

toru P3 můžeme vzhledem k jisté soustavě souřadnic popsat pomoćı čtveřic reálných č́ısel

(x0, x1, x2, x3), předpokládáme, že ω0 : x0 = 0. Přechodem od afinńıch souřadnic k projek-

tivńım budeme nazývat vnořeńı

A3 → P3

[x, y, z] → (1, x, y, z) ≡ (x0, x1, x2, x3) .

Homogenńı souřadnice (x0, x1, x2, x3), kde x0 = 0 popisuj́ı nevlastńı body, neboli směry

afinńıho prostoru.

1.3 Kvadriky

V nádleduj́ıćı kapitole se omeźıme na R4.

1.11 Definice. Uvažujme kvadratickou formu q, která je určená reálnou nenulovou symet-

rickou matici

Q =


q0,0 q0,1 q0,2 q0,3

q0,1 q1,1 q1,2 q1,3

q0,2 q1,2 q2,2 q2,3

q0,3 q1,3 q2,3 q3,3

 .

Množinu Q všech bod̊u X ∈ P3, X = {x0, x1, x2, x3}T , pro než plat́ı q (X) = 0 nazýváme

kvadrika.

Matici Q nazýváme matićı kvadriky Q. Rovnici

(x0, x1, x2, x3)


q0,0 q0,1 q0,2 q0,3

q0,1 q1,1 q1,2 q1,3

q0,2 q1,2 q2,2 q2,3

q0,3 q1,3 q2,3 q3,3




x0

x1

x2

x3

 = 0

nazýváme projektivńı rovnićı kvadriky Q.

Vı́ce kvadratických forem může určovat stejnou kvadriku. Dvě reálné nenulové kvadrat-

ické formy q a r určuj́ı tutéž kvadriku, právě když existuje k ∈ R, k 6= 0 takové, že q = k r.

1.12 Definice. Je-li matice kvadriky Q regulárńı, nazveme kvadriku Q regulárńı. Je-li

matice kvadriky Q singulárńı, nazveme kvadriku Q singulárńı.
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Body A, B ∈ P3 nazýváme polárně sdružené vzhledem ke kvadrice Q, jestliže plat́ı:

{A}Q {B}T = 0.

Bod Y nazveme singulárńım bodem kvadriky Q, je-li polárně sdružen se všemi body

prostoru. Body kvadriky, které nejsou singulárńı, nazýváme regulárńı.

1.13 Př́ıklad. Uvažujme kvadriku s projektivńı rovnićı x2
1+4x2

2+3x2
3 = 0. Bod {1, 0, 0, 0)}T

je singulárńım bodem této kvadriky, protože

(
1 0 0 0

)
0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3




y0

y1

y2

y3

 =
(

0 0 0 0
)

y0

y1

y2

y3

 = 0

Rovinu všech polárně sdružených bod̊u s bodem P vzhledem ke kvadrice Q nazýváme

polárńı rovina bodu P vzhledem ke kvadrice Q. Bod P nazýváme pól př́ıslušné polárńı

roviny.

Budeme-li o matici A uvažovat jako o matici nějaké kvadratické formy, potom ekvi-

valentńı matice k matici A jsou matice stejné kvadratické formy vyjadřené v jiných ho-

mogenńıch souřadnićıch. Změnou homogenńıch souřadnic se matice kvadriky může změnit

na jinou matici, která je s tou p̊uvodńı ekvivaletńı, stejně jako tomu je u kvadratických

forem.

Každá symetrická matice Q je ekvivalentńı s nějakou diagonálńı matićı, tzn. ke každé

kvadrice existuje báze projektivńıho prostoru, ve kterém je matice této kvadriky diagonálńı.

Označme p počet kladných znamének a q počet záporných znamének této diagonálńı mat-

ice. Vždy můžeme zajistit (vhodným uspořádáńım, př́ıpadně vynásobeńım −1), že kladné

členy předcházej́ı záporným a nav́ıc je q ≤ p.

Vhodnou volbou homogenńıch souřadnic má kvadrika v prostoru jednu z následuj́ıćıh

rovnic:

1. x2
0+x2

1+x2
2+x2

3 = 0, regulárńı imaginárńı kvadrika (nemá singulárńı body), signatura

př́ıslušné kvadratické formy je (0, 4, 0),

2. x2
0+x2

1+x2
2−x2

3 = 0, regulárńı nepř́ımková kvadrika (nemá singulárńı body), signatura

př́ıslušné kvadratické formy je (0, 3, 1),

3. x2
0 +x2

1−x2
2−x2

3 = 0, regulárńı př́ımková kvadrika (nemá singulárńı body), signatura

př́ıslušné kvadratické formy je (0, 2, 2),
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4. x2
0 +x2

1 +x2
2 = 0, imaginárńı kuželová plocha (jeden reálný singulárńı bod), signatura

př́ıslušné kvadratické formy je (1, 3, 0),

5. x2
0 + x2

1 − x2
2 = 0, reálná kuželová plocha (jeden singulárńı bod), signatura př́ıslušné

kvadratické formy je (1, 2, 1),

6. x2
0+x2

1 = 0, dvě imaginárńı roviny (jedna reálná př́ımka singulárńıch bod̊u), signatura

př́ıslušné kvadratické formy je (2, 2, 0),

7. x2
0 − x2

1 = 0, dvě reálné roviny (jejichž pr̊usečnice je př́ımka singulárńıch bod̊u),

signatura př́ıslušné kvadratické formy je (2, 1, 1),

8. x2
0 = 0, jedna dvojnásobná rovina (všechny body jsou singulárńı), signatura př́ıslušné

kvadratické formy je (3, 1, 0).

Rovnici

(1, x, y, z)


q0,0 q0,1 q0,2 q0,3

q0,1 q1,1 q1,2 q1,3

q0,2 q1,2 q2,2 q2,3

q0,3 q1,3 q2,3 q3,3




1

x

y

z

 = 0

nazýváme afinńı rovnićı kvadriky Q.

1.14 Př́ıklad. Uvažujme kvadriku danou afinńı rovnićı

x2 − 4xy + 3y2 − 10xz + 4x− 1 = 0.

Projektivńı rovnice této kvadriky je

−x2
0 + 4x0x1 + x2

0 − 4x1x2 + 3x2
2 − 10x1x3 = 0.

Matice této kvadriky je 
1 2 0 0

2 1 −2 0

0 −2 3 −5

0 0 −5 0

 .

Bod S nazveme středem kvadriky Q, je-li vzhledem ke Q polárně sdružen se všemi

nevlastńımi body. Kvadrika, která má alespoň jeden vlastńı střed, se nazývá středová

kvadrika. V opačném př́ıpadě hovoř́ıme o nestředové kvadrice.

Směr určený nevlastńım bodem se nazývá hlavńı směr kvadriky Q, je-li vzhledem ke

Q polárně sdružen se všemi k němu kolmými směry.
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Polárńı rovina hlavńıho směru kvadriky Q, který neńı bodem kvadriky, se nazývá os-

ová rovina kvadriky Q. Pokud je hlavńı směr kvadriky jej́ım nevlastńım singulárńım

bodem, definujeme osovou rovinu jako libovolnou rovinu kolmou na tento hlavńı směr. Os-

ou kvadriky rozumı́me každou vlastńı př́ımku, která je pr̊usečnićı dvou osových rovin.

Vlastńı pr̊useč́ık kvadriky s jej́ı osou se nazývá vrchol kvadriky.

Svazky kvadrik

Algebraické nadplochy je možno chápat jako body jistého projektivńıho prostoru Pn. Al-

gebraická rovinná křivka C stupně n má

N =
n (n+ 3)

2

stupň̊u volnosti, tzn. homogenńı polynom v proměnných x0, x1, x2 má N + 1 koeficient̊u.

Můžeme tedy ř́ıct, že C ∈ PN . Tato úvaha je detailně popsána např. v [19, str. 62].

Podobně homogenńı rovnice kvadriky má 10 koeficient̊u. které jsou dány až na násobek.

Můžeme tedy ř́ıct, že kvadriky jsou body projektivńıho prostoru P9.

Př́ımku projektivńıho prostoru P9 z předchoźı poznámky budeme nazývat svazkem

kvadrik.

Řekneme, že

λA+ νB, kde (λ, ν) ∈ P1 (1.2)

je homogenńı parametrizace svazku kvadrik A, B. Kvadriky

A, B

nazýváme zakladńı kvadriky parametrizovaného svazku. Homogenńı parametrizaci

svazku kvadrik můžeme také chápat jako zobrazeńı P1 → P9.

Pro pozděǰśı zjednodušeńı výpočt̊u můžeme v 1.2 položit ν = −1 a zvolit konkrétńı

matice kvadrik A, B.

1.15 Definice. Řekneme, že

λA−B

je parametrizovaný svazek.

Touto parametrizaćı svazku jsme z p̊uvodńıho svazku vynechali kvadriku A. Proto v

některých př́ıpadech změńıme základńı kvadriky svazku na A′ = aA+ bB a B′ = cA+ dB,

kde

det

(
a b

c d

)
6= 0.
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1.16 Př́ıklad. Uvažujme svazek kvadrik určen maticemi základńıch kvadrik svazku

A =


1 2 0 0

2 4 1 0

0 1 3 −1

0 0 −1 4

 a B =


0 1 0 2

1 4 −3 −2

0 −3 2 1

2 −2 1 3

 .

Matice kvadriky

A =


1 2 0 0

2 4 1 0

0 1 3 −1

0 0 −1 4

 a C =


−1 −1 0 2

−1 0 −4 −2

0 −4 −1 2

2 −2 2 1


určuj́ı stejný svazek kvadrik, protože C = B −A.

1.17 Definice. Charakteristickým polynomem parametrizovaného svazku kvad-

rik λA−B budeme rozumnět det (λA−B).

Pro reálné kořeny λi, i ∈ {1, . . . , 4}, charakteristického polynomu parametrizovaného

svazku λA− B jsou kvadriky λiA− B singulárńı.
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Kapitola 2

Klasifikace pr̊uniku dvou kvadrik

pomoćı znaménkových posloupnost́ı

Tato kapitola je hlavńı teoeretickou část́ı celé práce a vycháźı předevš́ım z článku [16].

V této kapitole si ukážeme jak současně diagonalizovat dvojici kvadrik, tzv. kanonický

tvar dvojice kvadrik, znaménkovou posloupnost a jak pomoćı znaménkové posloupnosti

zjistit,zda se jejich pr̊unik rozpadá na dvě kuželosečky.

V předchoźı kapitole byly definice a pojmy připomenuty, v této kapitole budeme zavádět

nové. Pro přehlednost a úplnost budou nově zaváděné pojmy doplněny o př́ıklady.

Doposud jsme ṕısmeny A,B, C . . . označovali kvadriky, tj. množiny bod̊u projektivńıho

prostoru P3 a ṕısmeny A,B,C . . . matice kvadrik, tj. reálné symetrické matice. Ke každé

matici A existuje právě jedna kvadrika A. Pro jednoduchost budeme v této kapitole matice

kvarik nazývat př́ımo kvadrikou.

2.1 Kanonický tvar dvojice kvadrik

Současná diagonalizace dvou kvadrik úzce souviśı s Jordanovými maticemi, které byly

zopakovány v podkapitole 1.1. Budeme zkoumat reálné vlastnosti kvadrik, proto muśıme

p̊uvodńı definici Jordanových matic 1.1 rozš́ı̌rit.

2.1 Definice. Pro a ∈ R nazveme čtvercovou matici tvaru

(a) ,

(
a 1

0 a

)
,

 a 1 0

0 a 1

0 0 a

 nebo


a 1 0 0

0 a 1 0

0 0 a 1

0 0 0 a


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reálnou Jordanovou buňkou typu I a budeme ji značit J (a). Reálnou Jordanovu

buňku typu I budeme uvažovat pouze řád̊u 1, 2, 3 nebo 4.

Pro a, b ∈ R, b 6= 0 nazveme čtvercovou matici tvaru

(
a b

−b a

)
nebo


a b 1 0

−b a 0 1

0 0 a b

0 0 −b a


reálnou Jodranovou buňkou typu II a budeme ji značit J (a, b). Reálnou Jordanovu

buňku typu II budeme uvažovat pouze řád̊u 2 nebo 4.

Vlastńı č́ıslo J (a) reálných Jordanových buněk typu I je reálné č́ıslo a. Vlastńı č́ısla

J (a, b) reálných Jordanových buněk typu II jsou komplexńı č́ısla a± ib.

2.2 Př́ıklad. Matice 
4 1 0 0

0 4 1 0

0 0 4 1

0 0 0 4


je reálnou Jordanovou buňkou typu I s vlastńım č́ıslem 4.

Matice 
2 3 1 0

−3 2 0 1

0 0 2 3

0 0 −3 2


je reálnou Jordanovou buňkou typu II, jej́ı vlastńı č́ısla jsou 2±3i a jej́ı klasický Jordanovský

typ, dle Definice 1.1, je 
2 + 3i 1 0 0

0 2 + 3i 0 0

0 0 2− 3i 1

0 0 0 2− 3i

 .

Máme dva typy reálných Jordanových buněk, ale reálnou Jordanovu matici definujeme

podobně jako v Definice 1.1. Abychom v reálném Jordanovém typu matice A zaručili

správné pořad́ı reálných Jordanových buněk na diagonále, muśıme si zavést pojem řetěz

Jordanových buněk.
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2.3 Definice. Necht’ J1, . . . , Jn (n ≤ 4) jsou reálné Jordanovy buňky (typu I nebo II) se

stejným vlastńım č́ıslem λ, potom matici

C (λ) = diag (J1, . . . , Jn) , kde dim (Ji) ≥ dim (Ji+1)

budeme nazývat řetězem Jordanových buněk odpov́ıdaj́ıćı λ.

2.4 Př́ıklad. Př́ıkladem řetězu Jordanových buněk jsou např́ıklad matice
2 0 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2

 ,


3 1 0 0

0 3 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3

 nebo také


2 1 0 0

−1 2 0 0

0 0 2 1

0 0 −1 2

 .

Předchoźı definice a př́ıklady musely být takto zavedeny kv̊uli algebraické a geometrické

násobnosti vlastńıch č́ısel matic.

2.5 Definice. Necht’ L = {λ1, . . . , λ4} jsou všechna vlastńı č́ısla včetně algebraické násob-

nosti reálné matice A. Necht’ L̃ =
{
λ̃1, . . . , λ̃n

}
(n ≤ 4) je taková podmnožina vlastńıch

č́ısel matice A, že se v ńı vyskytuje každé reálné vlastńı č́ıslo právě jedno a právě jedno z

komplexně sdržené dvojice vlastńıch č́ısel. Potom reálným Jordanovým typem matice

A budeme rozumnět matici

J = diag
(
C
(
λ̃1

)
, . . . , C

(
λ̃m

))
,

kde C
(
λ̃i

)
, i = {1, . . . ,m}, jsou řetězy Jordanových buněk.

2.6 Př́ıklad. Pro reálnou matici

A =


1 10 −2 6

1 −2 1 −3

1 −7 4 −4

−2 11 −4 8


je L = {2, 3, 3 + i, 3− i} a proto L̃ = {2, 3, 3 + i}.

Reálný Jordan̊uv typu matice A je matice
2 0 0 0

0 3 0 0

0 0 3 1

0 0 −1 3

 .
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2.7 Př́ıklad. Pro reálnou matici

A =


0 2 1 1

−2 4 1 1

−2 2 3 0

−1 0 1 4


je L = {2, 3, 3, 3} a proto L̃ = {2, 3}.

Reálný Jordan̊uv typu matice A je matice
2 0 0 0

0 3 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3

 .

Následuj́ıćı věta je d̊uležitá. Popisuje současnou diagonalizaci dvou symetrických matic.

Důkaz téty věty je velmi obsáhlý a bude uveden pouze jeho náznak.

2.8 Věta. Necht’ A a B jsou dvě reálné, symetrické matice velikosti 4× 4. Dále předpok-

ládejme, že A je regulárńı. Necht’ matice A−1B má reálný Jordan̊uv typ

diag (J1, . . . , Jn) .

Potom plat́ı následuj́ıćı:

1. A a B jsou současně ekvivaletńı matićım

diag (ε1E1, . . . , εnEn)

a

diag (ε1E1J1, . . . , εnEnJn) , kde

εi = ±1, pokud Ji má reálné vlastńı č́ıslo,

εi = 1, pokud Ji má komplexńı vlastńı č́ısla a

Ei = (1) ,

(
0 1

1 0

)
,

 0 0 1

0 1 0

1 0 0

 nebo


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 , a dim (Ei) = dim (Ji).

O matićıch A a B potom hovoř́ıme jako o současně diagonalizovatelných ma-

tićıch.
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2. Charakteristický polynom A−1B a charakteristický polynom parametrizovaného svazku

λA−B maj́ı stejné kořeny včetně násobnost́ı.

Náznak d̊ukazu: Označme J = diag (J1, . . . , Jn). Matice A−1B má reálný Jordan̊uv

typ J , tzn. existuje regulárńı matice P , pro kterou plat́ı

P−1A−1BP.

Hladáńı ekvivalentńıch matic k matićım A, B souviśı s touto matićı P .

V předchoźı větě se nejedná o diagonalizaci v pravém slova smyslu, protože dim (Ji)

může být větš́ı než jedna.

Jinak řečeno matice kvadratických forem A, B můžeme pomoćı stejné reálné změny

souřadnic diagonalizovat.

Tato věta je uvedena v [16, str. 320]. Důkaz této věty pro libovolně velké matice A, B

má poměrně dlouhou historii, která je detailně popsána v [7]. Pro př́ıpad dvou regulárńıch

kvadrik byla tato věta dokázana již v roce 1905 v [10].

Pokud by kvadrika A nebyla regulárńı, můžeme změnit základńı kvadriky parametrizo-

vaného svazku, proto v daľśıch úvahách budeme předpokládat, že A je regulárńı.

Př́ıklad pro matice 2 × 2 se objevuje v diferenciálńı geometrii v souvislosti s prvńı a

druhou základńı formou plochy. Hlavńı směry diagonalizuj́ı obě základńı formy.

2.9 Př́ıklad. Uvažujme dvě matice

A =


5 16 −20 34

16 37 −9 64

−20 −9 −47 41

34 64 41 90

 , B =


36 78 −33 126

78 163 −1 256

−33 −1 −90 113

126 256 113 394

 .

Matice

A−1B =


−2190 −4342 −259 −6436

1998 3959 236 5864

24 48 5 72

−603 −1194 −71 −1767


má reálný Jordan̊uv typ 

−3 0 0 0

0 2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 5

 .
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Matice A,B jsou současně diagonalizovatelné. Jsou současně ekvivaletńı matićım

A′ =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , B′ =


−3 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 3 0

0 0 0 5

 ,

tzn. existuje matice P , pro kterou plat́ı A′ = P TAP a B′ = P TBP . Tato matice je

P =


269 −11 −14 −91

−245 10 13 83

−3 0 0 1

74 −3 −4 −25

 , protože

2.10 Př́ıklad. Uvažujme dvě matice

A =


1 3 −4 1

3 0 −3 2

−4 −3 0 −2

1 2 −2 1

 , B =


−7 7 −18 −5

7 −4 −11 2

−18 −11 15 −9

−5 2 −9 −4

 .

Matice

4A−1B =


50 27 −25 31

−4 14 −10 −2

2 −3 13 1

−58 −53 35 41


má reálný Jordan̊uv typ 

2 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 5 −1

0 0 1 5

 .

Matice A,B jsou současně diagonalizovatelné, protože jsou současně ekvivaletńı matićım

A′ =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 , B′ =


−2 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 −1 5

0 0 5 1

 ,
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tzn. existuje matice P , pro kterou plat́ı A′ = P TAP a B′ = P TBP . Tato matice je

P =


3
4
−1 1 1

4
1
2

0 0 1
2

1
4

0 0 −1
4

−5
4

2 −1 −3
4

 .

2.2 Znaménková posloupnost

K určeńı projektivńıho typu pr̊unikové křivky dvou kvadrik se nám bude sloužit tzv.

znaménková posloupnost. Silný nástroj, který umožuje popsat projektivńı vlastnosti svazku

kvadrik.

Nejprve si zavedeme index matice A a indexovou funkci svazku kvarik.

2.11 Definice. Indexem matice A budeme rozumnět funkci

index (A) = l, kde

(k, l,m) je signatura matice A.

2.12 Definice. Indexová funkce parametrizovaného svazku kvadrik λA − B je

definována jako

In (λ) = index (λA−B) .

Tato funkce popisuje projektivńı typ kvadriky parametrizovaného svazku.

2.13 Př́ıklad. Uvažujme parametrizovaný svazek kvadrik λA−B.

A =


1 1 0 0

1 2 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −2

 , B =


2 3 2 0

3 −5 0 0

2 0 −1 0

0 0 0 −4



3A−B =


1 0 −2 0

0 11 0 0

−2 0 −2 0

0 0 0 −2

 je ekvivalentńı s matićı


−3 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 11

 .

Signatura matice 3A − B je (0, 2, 2). Potom In (3) = 2. Kvadrika 3A − B je regulárńı

př́ımková kvadrika.
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2.14 Věta (Věta o konstantnosti indexové funkce svazku kvadrik). Necht’ λ1, . . . λn (n ≤ 4)

jsou reálné kořeny charakteristického polynomu λA − B, potom indexová funkce In (λ) je

konstantńı na intervalech (−∞, λ1), (λi, λi+1), i ∈ {1, . . . , n} a (λn,∞).

D̊ukaz. Důkaz provedeme pro př́ıpad, že charakteristický polynom λA−B má čtyři r̊uzné

reálné kořeny. Ostatńı př́ıpady se dokáž́ı analogicky.

λ-matice λA−B je ekvivaletńı s λ-matićı diag (p1 (λ) , . . . , p4 (λ)), kde pi (λ) jsou lineárńı

polynomy s kořeny λi, pro i ∈ {1, 2, 3, 4}.
Hodnoty polynomů pi (λ) maj́ı stejné znaménko na intervalech (−∞, λi) a (λi,∞).

Z čehož plyne tvrzeńı věty.

Jinými slovy nám tato věta ř́ıká, že kvadriky z interval̊u (−A, λ1A−B),

(λ1A−B, λ2A−B), (λ2A−B, λ3A−B), (λ3A−B, λ4A−B) a (λ4A−B,A) jsou ste-

jného projektivńıho typu a jsou regulárńı.

Tuto větu využijeme v následuj́ıćı definici indexové posloupnosti parametrizovaného

svazku λA−B, kdy qi budeme volit libovolně z výše uvedených interval̊u.

2.15 Definice. Mějme vzestupně seřazeny r̊uzné reálné kořeny charakteristického polyno-

mu parametrizovaného svazku λA − B, λ1, . . . λn (n ≤ 4), dále mějme qk (k = 0, . . . , n)

takové, že q0 < λ1, qn > λn a qi ∈ (λi, λi+1), pro i = 1, . . . , n− 1. Označme si = In (qi).

Indexovou posloupnost́ı parametrizovaného svazku λA−B rozumı́me

〈s0 ↑ s1 ↑ . . . ↑ sn〉 ,

kde ↑ označuj́ı reálný kořen charakteristického polynomu parametrizovaného svazku λA−B
bez ohledu na jeho násobnost.

Indexová posloupnost popisuje projektivńı typy kvadrik na intervalech př́ımky para-

metrizovaného svazku λA−B.

2.16 Lemma. Pro s0 a sn z předchoźı definice plat́ı

s0 + sn = 4

D̊ukaz. Signatura matice A je (0, k, l).

lim
λ→∞

(λA−B) = A, lim
λ→−∞

(λA−B) = −A

index (A) = k, index (−A) = l

index (A) + index (−A) = −k + l = 4

z předcházej́ıćıćıh úvah vyplývá

s0 + sn = 4.
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2.17 Př́ıklad. Uvažujme dvě symetrické reálné matice A, B.

A =


−1 0 −3 0

0 1 0 2

−3 0 −4 0

0 2 0 −6

 , B =


−9 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0



λA−B =


−1λ+ 9 0 −3λ 0

0 λ− 1 0 2λ

−3λ 0 −4λ+ 1 0

0 2λ 0 −6λ


det (λA−B) = 2λ (5λ− 3)

(
5λ2 + 37λ− 9

)
.

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = −37
10
−
√

1549
10

, λ2 = 0, λ3 = −37
10

+
√

1549
10

a λ4 = 3
5
.

Voĺıme q0 = −10, q1 = −1, q2 = 1
10

, q3 = 1
2

a q4 = 1. K takto voleným qi dopoč́ıtáme

si.

• q0 = −10

−10A−B =


19 0 30 0

0 −11 0 −20

30 0 41 0

0 −20 60

 ≈

≈


30−

√
1021 0 0 0

0 30 +
√

1021 0 0

0 0 42
2

+
√

6641
2

0

0 0 0 42
2
−
√

6641
2

 .

Signatura této matice je (0, 2, 2). In (−10) = 2 = s0.

• q1 = −1

−1A−B =


10 0 3 0

0 −2 0 −2

3 0 5 0

0 −2 0 6

 ≈

≈


2− 2

√
5 0 0 0

0 2 + 2
√

5 0 0

0 0 15
2

+
√

61
2

0

0 0 0 15
2
−
√

61
2

 .
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Signatura této matice je (0, 3, 1). In (−1) = 3 = s1.

• q2 = 1
10

1

10
A−B =


89
10

0 − 3
10

0

0 − 9
10

0 1
5

− 3
10

0 3
5

0

0 1
5

0 −3
5

 ≈

≈


19
4
−
√

277
4

0 0 0

0 19
4

+
√

277
4

0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1
2

 .

Signatura této matice je (0, 2, 2). In
(

1
10

)
= 2 = s2.

• q3 = 1
2

1

2
A−B =


17
2

0 −3
2

0

0 −1
2

0 1

−3
2

0 −1 0

0 1 0 −3

 ≈

≈


15
4
−
√

397
4

0 0 0

0 15
4

+
√

397
4

0 0

0 0 −7
4
−
√

41
4

0

0 0 0 −7
4

+
√

41
4

 .

Signatura této matice je (0, 1, 3). In
(

1
2

)
= 1 = s3.

• q4 = 1

1A−B =


8 0 −3 0

0 0 0 2

−3 0 −3 0

0 2 0 −6

 ≈

≈


−3−

√
13 0 0 0

0 −3 +
√

13 0 0

0 0 5
2
−
√

157
2

0

0 0 0 5
2

+
√

157
2

 .

Signatura této matice je (0, 2, 2). In (1) = 1 = s4.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je tedy 〈2 ↑ 3 ↑ 2 ↑ 1 ↑ 2〉.
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2.18 Př́ıklad. Uvažujme dvě symetrické reálné matice A, B.

A =


−16 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 0

0 0 0 4

 , B =


−9 0 0 3

0 1 0 0

0 0 1 0

3 0 0 1



λA−B =


−16λ+ 9 0 0 −3

0 λ− 1 0 0

0 0 4λ− 1 0

−3 0 0 4λ− 1


det (λA−B) = −2 (λ− 1) (4λ− 1)

(
32λ2 − 26λ+ 9

)
.

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = 1
4
, λ2 = 1, zbylé dva kořeny jsou komplexńı.

Voĺıme q0 = 0, q1 = 1
2

a q2 = 2. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = 0

0A−B =


9 0 0 −3

0 −1 0 0

0 0 −1 0

−3 0 0 −1

 ≈

≈


4−
√

34 0 0 0

0 4 +
√

34 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 .

Signatura této matice je (0, 1, 3). In (0) = 1 = s0.

• q1 = 1
2

1

2
A−B =


1 0 0 −3

0 −1
2

0 0

0 0 1 0

−3 0 0 1

 ≈

≈


−2 0 0 0

0 −1
2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 4

 .

Signatura této matice je (0, 2, 2). In
(

1
2

)
= 2 = s1.
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• q2 = 2

2A−B =


−23 0 0 −3

0 1 0 0

0 0 7 0

−3 0 0 7

 ≈

≈


−8−

√
26 0 0 0

0 −8 +
√

26 0 0

0 0 1 0

0 0 0 7

 .

Signatura této matice je (0, 3, 1). In (2) = 1 = s2.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je tedy 〈1 ↑ 2 ↑ 3〉.

Ve většině př́ıklad̊u nám ke klasifikaci pr̊unikové křivky dvou kvadrik bude stačit in-

dexová posloupnost. U několika př́ıklad̊u muśıme indexovou posloupnost rozš́ı̌ri na tzv.

znaménkovou posloupnost.

2.19 Definice. Mějme dvě reálné symetrické matice A, B. Potom znaménkovou pos-

loupnost parametrizovaného svazku λA−B definujeme jako rozš́ı̌reńı indexové posloup-

nosti, kde mı́sto ↑, který označuje reálný kořen λi charakteristického polynomu parametri-

zovaného svazku λA−B, budeme psát (. . . (li,mi) . . . ), kde (ki, li,mi) je signatura matice

λiA−B. Č́ısla li,mi uzevřeme do tolik závorek, kolik je algebraická násobnost č́ısla λi.

Indexovou posloupnost jsme zapisovali do 〈 〉, znaménkovou posloupnost budeme za-

pisovat do ( ).

Znaménková posloupnost nejenže popisuje projektivńı typ kvadrik na vnitřńıch částech

projektivńı úsečky parametrizovaného svazku, ale také projektivńı typ singulárńıch kvadrik

svazku, tj. krajńıch bod̊u těchto úseček.

2.20 Př́ıklad. Uvažujme dvě symetrické reálné matice A, B, stejné jako v Př́ıkladě 2.18.

Vı́me, že reálné kořeny charakteristického polynomu λA − B jsou λ1 = 1
4

a λ2 = 1 a dále

v́ıme, že indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je 〈1 ↑ 2 ↑ 3〉.
Signatura matice 1

4
A−B je (1, 1, 2). Signatura matice 1A−B je (1, 2, 1).

Znaménková posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je

(1, (1, 2) , 2, (2, 1) , 3) .
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2.21 Př́ıklad. Uvažujme dvě symetrické reálné matice A, B.

A =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −4 0

0 0 0 6

 , B =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −2 0

0 0 0 0



λA−B =


−λ 0 0 0

0 λ− 1 0 0

0 0 −4λ+ 2 0

0 0 6λ


det (λA−B) = 12λ2 (λ− 1) (2λ− 1) .

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = 0, λ3 = 1
2

a λ4 = 1.

Voĺıme q0 = −1, q1 = 1
4
, q2 = 3

4
a q3 = 2. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −1

−1A−B =


1 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 6 0

0 0 0 −6

 .

Signatura této matice je (0, 2, 2). In (−1) = 2.

• q1 = 1
4

1

4
A−B =


−1

4
0 0 0

0 −3
4

0 0

0 0 1 0

0 0 0 3
2

 .

Signatura této matice je (0, 2, 2). In
(

1
4

)
= 2.

• q2 = 3
4

3

4
A−B =


−3

4
0 0 0

0 −1
4

0 0

0 0 −1 0

0 0 0 9
2

 .

Signatura této matice je (0, 1, 3). In
(

3
4

)
= 2.
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• q3 = 2

2A−B =


−2 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −6 0

0 0 0 12

 .

Signatura této matice je (0, 2, 2). In (2) = 2.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je tedy 〈2 ↑↑ 2 ↑ 1 ↑ 2〉.
Nyńı ještě dopoč́ıtáme znaménkovou posloupnost.

λ1A−B = −B =


0 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 0


má signaturu (2, 1, 1).

λ2A−B =
1

2
A−B =


−1

2
0 0 0

0 −1
2

0 0

0 0 0 0

0 0 0 3


má signaturu (1, 1, 2).

λ3A−B = A−B =


−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 −2 0

0 0 0 6


má signaturu (1, 1, 2).

Parametrizovaný svazek λA−B má znaménkovou posloupnost

(2, ((1, 1)) , 2, (1, 2) , 1, (1, 2) , 2) .

2.22 Poznámka. Libovolné dvě kvadriky svazku maj́ı stejný pr̊unik. Pr̊unik dvou kvadrik

svazku nezáviśı na parametrizaci svazku. Změnou parametrizace svazku na λ̄Ā− B̄, kde

Ā = aA+ bB a B̄ = cA+ dB

det

(
a b

c d

)
6= 0

by se mohla změnit indexová posloupnost. Nyńı poṕı̌seme vztahy mezi indexovými posloup-

nosti r̊uzných parametrizaćı stejného svazku kvadrik.
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2.23 Definice. Mějme indexovou posloupnost σ = 〈s0 ↑ . . . ↑ sn〉, (n ≤ 4). Definujeme

následuj́ıćı pravidla:

• σr = 〈4− sn−1 ↑ s0, ↑ . . . ↑ sn−1〉, pravidlo rotace (rotation rule),

• σz = 〈sn ↑ . . . ↑ s0〉, zpětné pravidlo (reversal rule),

• σd = 〈4− s0 ↑ . . . ↑ 4− sn〉 , pravidlo doplňku (complement rule).

Budeme ř́ıkat, že indexová posloupnost σr (σz, σd) vznikla z indexové posloupnosti σ po-

moćı pravidla rotace (zpětného pravidla, pravidla doplňku).

2.24 Věta. Mějme parametrizovaný svazek kvadrik λA − B s indexovou posloupnost́ı σ.

Potom plat́ı:

1. Jestlǐze λ̄Ā− B̄ je parametrizaćı stejného svazku kvadrik s indexovou posloupnost́ı σ̄,

potom σ̄ dotaneme ze σ pomoćı opakovaného úžit́ı pravidel z Definici 2.23.

2. Naopak, mějme σ̄ vzniklou ze σ pomoćı pravidel v Definici 2.23 a jejich kombinaćı,

potom existuje jiná parametrizace stejného svazku λ̄Ā−B̄, jenž má indexovou posloup-

nost σ̄.

D̊ukaz. Tato věta a pouze náznak jej́ıho d̊ukazu jsou uvedeny v [16, str. 322]. My tuto větu

dokážeme podrobně.

Budeme ř́ıkat, že indexové sekvence σ a σ̄ z předchoźı věty jsou podobné.

Svazek kvadrik si můžeme představit jako projektivńı př́ımku v prostoru P9. Na této

projektivńı př́ımce mohou být až čtyři singulárńı kuželosečky Q1, . . . Qn, kde n ≤ 4.

Větu dokážeme pro n = 4, d̊ukaz pro menš́ı počet singulárńıch kuželoseček je stejný.

Svazek kvadrik tvoř́ı projektivńı př́ımku, kterou si topologicky můžeme představit jako

kružnici. Na této kružnici si vyznač́ıme singulárńı kuželosečky Q1, Q2, Q3 a Q4.

Q1Q2

Q3 Q4

Na každém ze čtyř interval̊u (Qi, Qi+1) (bráno cyklicky) maj́ı kvadriky svazku stejné

projektivńı typ, viz 2.14

Dále uvažujme parametrizaci svazek kvadrik λA − B. Touto parametrizaćı jsme na

projektivńı př́ımce (ve svazku kvadrik) pevně určili bod A 6= Qi, i ∈ {1, . . . , 4} (regulárńı

kvadriku). Dále jsme určili směr parametrizace. Předpokládejme, že A ∈ (Q4, Q1) a směr
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parametrizace je v pořad́ı Q1, Q2, Q3, Q4, tj.
”
proti směru chodu hodinových ručiček“, jak

vid́ıme na obrázku.

Q1Q2

Q3 Q4

A

Z p̊uvodńıch čtyř interval̊u jsme jeden rozdělily na dvě části a máme pět interval̊u.

−∞ ∞λ1 λ2 λ3 λ4

Plat́ı

Qi = λiA−B

a A odpov́ıdá ±∞. Pro každý z vnitř́ıch interval̊u (λi, λi+1) , i ∈ {1, . . . , 3} zafixujeme

signaturu kvadratické formy (proveme volbu jedné z možnost́ı ±A).

Interval (Q4, Q1) se rozpadne na dva intervaly (−∞, λ1) a (λ4,∞). Na těchto intervalech

budou signatury kvadratických forem doplňkové, viz. Lemma 2.16.

Mějme dvě r̊uzné parametrizace stejného svazku kvadrik

S (λ) = λA−B, S̄
(
λ̄
)

= λ̄Ā− B̄, kde

Ā = aA+ bB, B̄ = cA+ dB a det

(
a b

c d

)
6= 0.

Označme jejich indexové posloupnosti σ a σ̄. Dále označme Σ množinu všech pravidel, ze

kterých vznikla z posloupnosti σ posloupnost σ̄. Dosazeńım a úpravami dostáváme

S̄
(
λ̄
)

= λ̄ (aA+ bB)− (cA+ dB) =
(
aλ̄− c

)
A+

(
bλ̄− d

)
B =

=

(
−aλ̄− c
bλ̄− d

A−B
)(
−bλ̄+ d

)
= S

(
−aλ̄− c
bλ̄− d

)(
−bλ̄+ d

)
S̄
(
λ̄
)

= S

(
−aλ̄− c
bλ̄− d

)(
−bλ̄+ d

)
(2.1)

Stejné kvadriky v obou parametrizaćıch se lǐśı o násobek
(
−bλ̄+ d

)
, který je kladný

nebo záporný. Máme reparametrizaci λ̄ = −aλ̄−c
bλ̄−d . Tato reparametrizace měńı směr para-

metrizace nebo-li σ̄ vznikla ze σ pomoćı zpětného pravidla, právě tehdy když(
a b

c d

)
< 0.
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Z vyjádřeńı 2.1 je jasné, že dostáváme stejnou nebo doplňkovou signaturu podle znaménka(
−bλ̄+ d

)
. Kritická hodnota je λ̄ = d

b
, ted pro S̄

(
d
b

)
= A. Kvadriky A, Ā rozděĺı projektivńı

př́ımku na dvě části.

Doplňkovou signaturu tedy dostáváme pro kvadriky pouze z jedné této části.

Ā

A

Pokud je kvadrika Ā v intervalu (Q4, Q1), tj. ve stejném intervalu jako kvadrika A,

σ̄ nevznikla ze σ pomoćı pravidla rotace. Pokud doplňkovou signaturu dostáváme na té

části mezi AĀ, kde nejsou singulárńı kvadriky, σ̄ nevznikla ze σ pomoćı pravidla doplňku.

Pokud doplňkovou signaturu dostáváme na té části mezi AĀ, kde jsou singulárńı kvadriky,

σ̄ vznikla ze σ pomoćı pravidla doplňku.

Q1Q2

Q3 Q4

Ā

A

Pokud je kvadrika Ā v intervalu (Q3, Q4), tj. v sousedńım proti směru rotace jako

kvadrika A, σ̄ vznikla ze σ pomoćı pravidla rotace. Pokud doplňkovou signaturu dostáváme

na té části mezi AĀ, kde je singulárńı kvadrika Q4, σ̄ nevznikla ze σ pomoćı pravidla

doplňku. Pokud doplňkovou signaturu dostáváme na té části mezi AĀ, kde jsou singulárńı

kvadriky Q1, Q2, Q3, σ̄ vznikla ze σ pomoćı pravidla doplňku.

Q1Q2

Q3 Q4

A

Ā

Pokud je Ā v n−tém sousedńım intervalu proti směru rotace jako kvadrika A, σ̄ vznikla

ze σ pomoćı n-násobného pravidla rotace.
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Některé podobné indexové posloupnosti ukážeme na konkrétńıch př́ıkladech.

2.25 Př́ıklad. Uvažujme dvě symetrické reálné matice jako v Př́ıkladě 2.21. Parametrizo-

vaný svazek λA − B má indexovou posloupnost σ = 〈2 ↑↑ 2 ↑ 1 ↑ 2〉. Singulárńı kvadriky

tohoto svazku jsou Q1 = −B, Q2 = 1
2
A−B a Q3 = A−B.

Uvažujme jinou parametrizaci stejného svazku λ̄Ā− B̄ s indexovou posloupnost́ı σ̄, kde

Ā = 3A+B, B̄ = 4A+B.

• Ā lež́ı na intervalu (Q1, Q3), tj. na stejném intervalu jako A. Posloupnost σ̄ nevznikla

z posloupnosti σ pomoćı pravidla rotace.

•

det

(
a b

c d

)
= det

(
3 1

4 1

)
= −1 < 0

Posloupnost σ̄ vznikla z posloupnosti σ pomoćı zpětného pravidla.

•
ad− bc

b
=
−1

1
= −1 < 0

Posloupnost σ̄ vznikla z posloupnosti σ pomoćı pravidla doplňku.

Parametrizovaný svazek kvadrik λ̄Ā − B̄ má indexovou posloupnost σ̄ = 〈2 ↑ 3 ↑ 2 ↑↑ 2〉,
která vznikla z posloupnosti σ aplikaćı zpětného pravidla a pravidla doplňku.

2.26 Př́ıklad. Uvažujme dvě reálné symetrické matice jako v Př́ıkladě 2.21. Parametrizo-

vaný svazek λA − B má indexovou posloupnost σ = 〈2 ↑↑ 2 ↑ 1 ↑ 2〉. Singulárńı kvadriky

tohoto svazku jsou Q1 = −B, Q2 = 1
2
A−B a Q3 = A−B.

Uvažujme podobnou indexovou posloupnost σ̄ = 〈3 ↑ 2 ↑↑ 2 ↑ 1〉. Tato indexová posloup-

nost vznikla z posloupnosti σ pomoćı jednoho pravidla rotace a pravidla doplňku.

Zvolme Ā z intervalu (Q2, Q3), abychom zajistili pravidlo rotace.

Ā = 3A− 4B

B̄ = cA+ dB
ad− bc

b
=

3d+ 4c

−4
< 0,

t́ım zajist́ıme pravidlo doplňku. Tato nerovnost je splněna např. pro c = 0, d = 1.

B̄ = B

Parametrizovaný svazek kvadrik λ̄Ā− B̄ ,kde

Ā = 3A− 4B, B̄ = B

má indexovou posloupnost σ̄.
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Pravidla v Definici 2.23 lze rozš́ı̌rit na znaménkovou posloupnost, stejně jako Věta 2.24.

Indexová a znaménková posloupnost přesně popisuj́ı chováńı svazku kvadrik. Ukazuj́ı

počet a typ singulárńıch kvadrik ve svazku a také při jaké volbě parametru źıskáme reg-

ulárńı kvadriky a jejich typy. Dle [15][str. 20], svazky, které maj́ı stejnou nebo podobnou

znaménkovou posloupnost a stejné projektivńı typy singulárńıch kvadrik, maj́ı projektivně

stejnou pr̊unikovou křivku.

Celkem existuje 35 projektivńıch typ̊u pr̊unikové křivky dvou kvadrik. Přehled všech

těchto typ̊u najdeme v [15] nebo [16] v tabulkách 1–3. V článku je představen d̊ulaz [15,

str. 20–53], že projektivńıch typ̊u pr̊unikové křivky dvou kvadrik neńı v́ıce. V tomto d̊ukazu

se využ́ıvá současná diagonalizace dvou symetrických matic.

V následuj́ıćı kapitole nás budou zaj́ımat pouze př́ıpady, kdy se pr̊uniková křivka roz-

padá. Tyto př́ıpady jsou v [15][str. 9].

Pro úplnost v následuj́ıćıch tabulkách všechny tyto př́ıpady uvedeme. Může se jed-

nat o rozpan na křivku třet́ıho stupně a př́ımku nebo na dvě kuželosečky. Kromě index-

ové posloupnosti muśıme uvádět také znaménkovou posloupnost, protože některé svazky

kvadrik se stejnou indexovou posloupnost́ı nemaj́ı stejný projektivńı typ pr̊unikové křivky.

Toto vid́ıme např́ıklad v př́ıpadech, kdy se pr̊uniková křivka rozpadá na jednu dvojnásobnou

reálnou kuželosečku, na dvě reálné kuželosečky s jedńım bodem dotyku a na dvě imag-

inárńı kuželosečky s jedńım reálným bodem dotyku. Tyto př́ıpady maj́ı stejnou indexovou

posloupnost 〈1 ↑↑↑ 2 ↑ 3〉 a lǐśı se až v té znaménkové.

Indexová posloupnost Znaménková posloupnost Typ pr̊uniku

1. 〈2 ↑↑ 2 ↑↑ 2〉 (2, ((2, 1)) , 2, ((2, 1)) , 2) Křivka třet́ıho stupně

a př́ımka, které se

prot́ınaj́ı ve dvou

bodech.

2. 〈2〉 (2) Křivka třet́ıho stupně

a př́ımka, které se ne-

prot́ınaj́ı.

3. 〈2 ↑↑↑↑ 2〉 (2, ((((2, 1)))) , 2) Křivka třet́ıho stupně

a př́ımka, která je jej́ı

tečnou.

Tabulka 2.1: Přehled indexových posloupnost́ı svazk̊u kvadrik, je-

jichž pr̊unik se rozpadá na př́ımku a křivku třet́ıho stupně
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Indexová posloupnost Znaménková posloupnost Typ pr̊uniku

4. 〈2 ↑↑ 2 ↑ 1 ↑ 2〉 (2, ((1, 1)) , 2, (1, 2) , 1, (1, 2) , 2) Dvě reálné

kuželosečky,

prot́ınaj́ıćı se ve

dvou bodech.

5. 〈1 ↑↑ 3 ↑ 2 ↑ 3〉 (1, ((1, 1)) , 3, (2, 1) , 2, (2, 1) , 3) Dvě neprot́ınáj́ıćı se

reálné kuželosečky.

6. 〈1 ↑↑ 1 ↑ 2 ↑ 3〉 (1, ((0, 2)) , 1, (1, 2) , 2, (2, 1) , 3) Dvě imaginárńı

kuželosečky,

prot́ınaj́ıćı se ve dvou

reálných bodech.

7. 〈0 ↑↑ 2 ↑ 3 ↑ 4〉 (0, ((0, 2)) , 2, (2, 1) , 3, (3, 0) , 4) Dvě neprot́ınáj́ıćı se

〈1 ↑↑ 3 ↑ 4 ↑ 3〉 (1, ((1, 1)) , 3, (3, 0) , 4, (3, 0) , 3) imaginárńı

kuželosečky.

8. 〈1 ↑↑ 3〉 (1, ((1, 1)) , 3) Jedna reálná a

jedna imaginárńı

kuželosečka.

9. 〈2 ↑↑ 2〉 (2, ((1, 1)) , 2) Dvě reálné

kuželosečky s dvěma

body dotyku.

10. 〈1 ↑↑↑ 2 ↑ 3〉 (1, (((0, 1))) , 2, (2, 1) , 3) Jedna dvojnásobná

reálná kuželosečka.

11. 〈0 ↑↑↑ 3 ↑ 4〉 (0, (((0, 1))) , 3, (3, 0) , 4) Jedna dvo-

jnásobná imaginárńı

kuželosečka.

12. 〈1 ↑↑↑ 2 ↑ 3〉 (1, (((1, 1))) , 2, (2, 1) , 3) Dvě reálné

kuželosečky s jedńım

bodem dotyku.

13. 〈1 ↑↑↑ 2 ↑ 3〉 (1, (((0, 2))) , 2, (2, 1) , 3) Dvě imaginárńı

kuželosečky s jedńım

reálným bodem

dotyku.

Tabulka 2.2: Přehled indexových posloupnost́ı svazk̊u kvadrik, je-

jichž pr̊unik se rozpadá na dvě regulárńı kuželosečky
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Indexová posloupnost Znaménková posloupnost Typ pr̊uniku

14. 〈2 ↑↑ 2 ↑↑ 2〉 (2, ((2, 1)) , 2, ((1, 1)) , 2) Jedna reálná

kuželosečka a dvě

reálné př́ımky,

prot́ınaj́ıćı se ve

třech bodech.

15. 〈1 ↑↑ 1 ↑↑ 3〉 (1, ((1, 2)) , 1, ((1, 1)) , 3) Jedna reálná

kuželosečka a dvojice

imaginárńıch př́ımek,

které se prot́ınaj́ı v

jednom bodě.

16. 〈1 ↑↑ 1 ↑↑ 3〉 (1, ((0, 3)) , 1, ((1, 1)) , 3) Jedna imaginárńı

kuželosečka a dvojice

imaginárńıch př́ımek,

které se prot́ınaj́ı v

jednom bodě.

17. 〈2 ↑↑↑↑ 2〉 (2, ((((1, 1)))) , 2) Jedna reálná

kuželosečka a dvě

reálné př́ımky, které

se všechny prot́ınaj́ı v

jednom bodě.

18. 〈1 ↑↑↑↑ 3〉 (1, ((((1, 1)))) , 3) Jedna reálná

kuželosečka a dvojice

imaginárńıch př́ımek,

které se všechny

prot́ınaj́ı v jednom

bodě.

Tabulka 2.3: Přehled indexových posloupnost́ı svazk̊u kvadrik, je-

jichž pr̊unik se rozpadá na dvě kuželosečky, jednu regulárńı a

druhou singulárńı
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Kapitola 3

Rozpad pr̊uniku dvou kvadrik

V mnoha oborech a discipĺınách matematiky je pr̊unik dvou kvadrik většinou spojován s

eukleidovskými nebo afinńımi vlastnostmi kvadrik. V odborných kńıžkách existuje řada

vět, které tyto vlastnosti spojuj́ı s rozpadem pr̊uniku dvou kvadrik. V této kapitole si

některé takové věty uvedeme a ke konkrétńım př́ıklad̊um také vypoč́ıtáme indexovou, popř.

znaménkovou posloupnost, kterou porovnáme s Tabulkami 2.2 a 2.3. Také zde uvedeme

některé eukleidovskými nebo afinńımi vlastnostmi, ke kterým jsme úvahami a ověřováńım

dospěli sami.

Každou pr̊unikovou křivku dvou kvadrik lze vhodně parametrizovat, což popisuje článek

[17].

3.1 Kvadriky se dvěma body dotyku

Tato podkapitola bude o dvojićıch kvadrik, které se dotýkaj́ı ve dvou bodech. Tento klasický

př́ıklad se vyskytuje v deskriptivńı geometrii. Předpokládáme, že v těchto bodech dotyku

maj́ı kvadriky obyčejný dotyk ploch, tj. maj́ı společnou tečnou rovinu.

3.1 Věta. Dvě kvadriky, které se dotýkaj́ı ve dvou bodech, maj́ı pr̊unikovou křivku složenou

ze dvou kuželoseček, které procházej́ı těmito body

D̊ukaz. Body dotyku si označme T1, T2. Společnou tečnou rovinu v bodě T1 označme τ1, v

bodě T2 ji označme τ2. Na pr̊unikové křivce k zvolme libovolně daľśı bod M . Tento bod s

body dotky T1 a T2 určuj́ı rovinu ρ, která prot́ıná tečnou rovinu τ1 v př́ımce t1 a tečnou

rovinu τ2 v př́ımce t2. Rovina ρ prot́ıná prvńı kvadriku v kuželosečce, která je určená

dvěma tečnami t1 a t2 s body dotyku T1 a T2 a bodem M . Stejnou kuželosečku, vzhledem

k jej́ımu určeńı, dostaneme jako řez roviny ρ s druhou kvadrikou. Pr̊uniková křivka k se

proto rozpadá na tuto kuželosečku a ještě jednu daľśı.
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Tato věta je pro rotačńı kvadriky uvedena v [11, str. 95] a [5, str. 151]. Afinńı transfor-

maćı můžeme z rotačńıch kvadrik źıskat nerotačńı, ale stupěň pr̊unikové křivky se nezměńı.

V d̊ukazu Věty 3.1 volili bod M na pr̊unikové křivce, č́ımž jsme předpokládali, že tato

křivka existuje. Obecně pr̊uniková křivka dvou kvadrik je křivka čtvrtého stupně., tzv.

kvartika. Tato kvartika může imaginárńı. V tom př́ıpadě by bod M , rovina ρ i pr̊uniková

kuželosečka k byly imaginárńı.

3.2 Př́ıklad. Uvažujme elipsoid

x2 + 4y2 + 9z2 = 1

a hyperboloid

x2 − 3y2 − z2 = 1.

Obrázek 3.1: Elipsoid a hyperboloid s dvěma body dotyku. Dva

pohledy na kvadriky z Př́ıkladu 3.2 a jejich pr̊unikovou křivku–dva

body. Tyto dvě kvadriky se dotýkaj́ı ve svých vrcholech.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost parametrizovaného svazku uvažovaných kvadrik.

A =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 4 0

0 0 0 9

 , B =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −3 0

0 0 0 −1


det (λA−B) = − (λ− 1)2 (9λ+ 1) (4λ+ 3)
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Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = −3
4
, λ2 = −1

9
a λ3 = λ4 = 1.

Voĺıme q0 = −1, q1 = −1
2
, q2 = 0 a q3 = 2. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −1

−A−B =


2 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −8

 .

In (q0) = 1 = s0.

• q1 = −1
2

−1

2
A−B =


3
2

0 0 0

0 −3
2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 −7
2

 .

In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 0

−B =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 3 0

0 0 0 1

 .

In (q2) = 3 = s2.

• q3 = 2

2A−B =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 11 0

0 0 0 19

 .

In (q3) = 3 = s3.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je 〈1 ↑ 2 ↑ 3 ↑↑ 3〉. Z Tabulky 2.2

plyne, že se pr̊unik těchto kvadrik rozpadá na dvě imaginárńı kuželosečky, prot́ınaj́ıćı se

ve dvou reálných bodech.

Kvadriky se dotýkaj́ı ve svých hlavńıch vrcholech A[1, 0, 0] a B[−1, 0, 0]. Dle Věty 3.1 se

jejich pr̊uniková křivka se rozpadá na dvě kuželosečky, které jsou dle indexové posloupnosti

imaginárńı a prot́ınaj́ı se ve dvou reálných bode – vrcholech těchto kvadrik, ve kterých se

dotýkaj́ı kvadriky navzájem.
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3.3 Př́ıklad. Uvažujme dva válce

x2 + z2 = 1

a

y2 + z2 = 1.

Obrázek 3.2: Dva válce s dvěma body dotyku. Dva pohledy na válce

v Př́ıkladu 3.3 a jejich pr̊unikovou křivku – dvě kuželosečky s dvěma

body dotyku. Jedná se o válce se stejným pr̊uměrem.

Žádná z uvažovaných kvadrik neńı regulárńı. Označme Ā = A+B a B̄ = B. Spoč́ıtáme

indexovou posloupnost parametrizovaného svazku kvadrik λ̄Ā− B̄.

Ā =


−2 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 2

 , B̄ =


−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


det
(
λ̄Ā− B̄

)
= −

(
2λ̄− 1

)2 (
λ̄− 1

)
λ̄

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ̄1 = 0, λ̄2 = λ̄3 = 1
2

a λ̄4 = 1.

Voĺıme q0 = −1, q1 = 1
4
, q2 = 3

4
a q3 = 2. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.
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• q0 = −1

−Ā− B̄ =


3 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −2 0

0 0 0 −3

 .

In (q0) = 1 = s0.

• q1 = 1
4

1

4
Ā− B̄ =


1
2

0 0 0

0 1
4

0 0

0 0 −3
4

0

0 0 0 −1
2

 .

In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 3
4

3

4
Ā− B̄ =


−1

2
0 0 0

0 3
4

0 0

0 0 −1
4

0

0 0 0 1
2

 .

In (q2) = 2 = s2.

• q3 = 2

2Ā− B̄ =


−3 0 0 0

0 2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 3

 .

In (q3) = 3 = s3.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku svazku λ̄Ā− B̄ je 〈1 ↑ 2 ↑↑ 2 ↑ 3〉. Z Tab-

ulky 2.2 plyne, že se pr̊unik uvažovaných kvadrik rozpadá na dvě reálné kuželosečky,

prot́ınaj́ıćı se ve dvou bodech.

Uvažované válce se dotýkaj́ı v bodech A[0, 0, 1] a B[0, 0,−1]. (Jejich tečné roviny v

těchto bodech jsou: τA : z − 1 = 0 a τB : z + 1 = 0). Dle Věty 3.1 se jejich pr̊uniková

křivka se rozpadá na dvě kuželosečky.

3.4 Př́ıklad. Uvažujme elipsoid

x2 +
1

2
y2 +

1

4
z2 = 1
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a hyperboloid

x2 +
1

2
y2 + z2 + 2

√
2xz + 2yz − 2

√
2z = 1.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost uvažovaných kvadrik.

A =


−2 0 0 −2

√
2

0 2 0 2
√

2

0 0 1 2

−2
√

2 2
√

2 2 2

 , B =


−4 0 0 0

0 4 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1


det (λA−B) = 4 (λ− 2)2 (2λ2 + 5λ− 2

)
Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = −5

4
−
√

41
4
, λ2 = −5

4
+
√

41
4

a λ3 = λ4 = 2.

Voĺıme q0 = −3, q1 = 0, q2 = 1 a q3 = 3. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −3

−3A−B =


10 0 0 6

√
2

0 −10 0 −6
√

2

0 0 −5 −6

6
√

2 −6
√

2 −6 −7

 .

Tato kvadrika je jednod́ılný hyperboloid. In (q0) = 2 = s0.

• q1 = 0

−B =


4 0 0 0

0 −4 0 0

0 0 −2 0

0 0 0 −1

 .

In (q1) = 1 = s1.

• q2 = 1

A−B =


2 0 0 −2

√
2

0 −2 0 2
√

2

0 0 −1 2

−2
√

2 2
√

2 2 1

 .

Tato kvadrika je jednod́ılný hyperboloid. In (q2) = 2 = s2.
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• q3 = 3

3A−B =


−2 0 0 −6

√
2

0 2 0 6
√

2

0 0 1 6

−6
√

2 6
√

2 6 5

 .

Tato kvadrika je jednod́ılný hyperboloid. In (q3) = 2 = s3.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je 〈2 ↑ 1 ↑ 2 ↑↑ 2〉. Z Tabulky 2.2

plyne, že se pr̊unik kvadrik A, B rozpadá na dvě reálné kuželosečky prot́ınaj́ıćı se ve dvou

bodech.

Body A[0,
√

2, 0] a B[1, 0, 0] lež́ı na obou těchto kvadrikách. Pomoćı parciálńıch derivaćı

spoč́ıtáme normálový vektor tečné roviny v bodě A ke kvadrikce q:

nqA =
(

0,
√

2, 0
)

Normálový vektor tečné roviny v bodě B ke kvadrice q:

nqB = (1, 0, 0)

Normálový vektor tečné roviny v bodě A ke kvadrice p:

npA =
(

0, 2
√

2, 0
)

Normálový vektor tečné roviny v bodě B ke kvadrice p:

npB =
(

2 + 2
√

2, 0, 0
)

Normálové vektory ve společných bodech obou kvadrik jsou stejné, proto se v těchto

bodech kvadriky p a q dotýkaj́ı, č́ımž splňuj́ı předpoklady Věty 3.1 a jejich pr̊uniková křivka

se rozpadá na dvě kuželosečky.

3.2 Kvadriky opsané téže kulové ploše

Tento speciálńı pr̊unik dvou kvadrik se vyskytuje v řadě učebnic deskriptivńı geometrie.

Následuj́ıćı tvrzeńı je speciálńım př́ıpadem Věty 3.1 a má řadu aplikaćı – rozvětvené

potrub́ı, okapové plochy, atd. Viz Kapitola 4.

3.5 Věta. Pokud jsou dvě rotačńı singulárńı kvadriky opsány stejné kulové ploše, jejich

pr̊uniková křivka se rozpadne na dvě kuželosečky.
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D̊ukaz. Kvadriky se dotýkaj́ı kulové plochy podél povrchových kružnic k1 a k2, v jejichž

pr̊useč́ıćıch D1 a D2 se dotýkaj́ı obě kvadriky navzájem. Pr̊unik se tedy v d̊usledku Věty

3.1 rozpadá.

Tato věta je uvedena v [18, str. 124] a můžeme ji formulovat pro nerotačńı kvadriky op-

sané stejnému elipsoidu. Afinńı transformaćı můžeme z rotačńıch kvadrik źıskat nerotačńı,

ale stupeň pr̊unikové křivky se nezměńı.

3.6 Př́ıklad. Uvažujme dva kužele

3x2 + 2y2 − (z − 7)2 = 0

a

3x2 − (y − 7)2 + 2z2 = 0.

Obrázek 3.3: Dva rotačńı kužele opsané stejné kulové ploše.

Střed této kulové ploše lež́ı na pr̊useč́ıku os kužel̊u. Dva pohledy

na kvadriky z Př́ıkladu 3.6 a jejich pr̊unikovou křivku – dvě

kuželosečky prot́ınaj́ıćı se ve dvou bodech.

Žádná z uvažovaných kvadrik neńı regulárńı. Označme Ā = A+B a B̄ = B. Spoč́ıtáme

indexovou posloupnost parametrizovaného svazku λ̄Ā− B̄.

Ā =


−98 0 7 7

0 6 0 0

7 0 1 0

7 0 0 1

 , B̄ =


−49 0 7 0

0 3 0 0

7 0 −1 0

0 0 0 2


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det
(
λ̄Ā− B̄

)
= −294λ̄

(
λ̄− 1

)2 (
2λ̄− 1

)
Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ̄1 = 0, λ̄2 = λ̄3 = 1

2
a λ̄4 = 1.

Voĺıme q0 = −1, q1 = 1
4
, q2 = 3

4
a q3 = 2. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −1

−Ā− B̄ =


147 0 −14 −7

0 −9 0 0

−14 0 0 0

−7 0 0 −3

 .

In (q0) = 1 = s0.

• q1 = 1
4

1

4
Ā− B̄ =


49
2

0 −21
4

7
4

0 −3
2

0 0

−21
4

0 5
4

0
7
4

0 0 −7
4

 .

In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 3
4

3

4
Ā− B̄ =


−49

2
0 −7

4
21
4

0 3
2

0 0
7
4

0 7
4

0

−21
4

0 0 −5
4

 .

In (q2) = 2 = s2.

• q3 = 2

2Ā− B̄ =


−147 0 7 14

0 9 0 0

7 0 3 0

14 0 0 0

 .

In (q3) = 3 = s3.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λ̄Ā − B̄ je 〈1 ↑ 2 ↑↑ 2 ↑ 3〉. Z Tabulky

2.2 plyne, že se pr̊unik kvadrik rozpadá na dvě reálné kuželosečky, prot́ınaj́ıćı se ve dvou

bodech.

Uvažované kvadriky jsou opsány stejné kulové ploše se středem na pr̊useč́ıku os kužel̊u.

Dle Věty 3.5 se jejich pr̊unik rozpadá na dvě kuželosečky.
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3.3 Konfokálńı kvadriky

Konfokálńımi kvadrikami budeme rozumnět dvojici rotačńıch kvadrik se společným ohnis-

kem. Tyto kvadriky mohou vzniknout rotaćı paraboly kolem jej́ı osy nebo rotaćı středové

kuželosečky, kolem jej́ı hlavńı osy, tj. kolem osy procházej́ıćı jej́ımi ohnisky.

V d̊ukazu následuj́ıćı věty budeme použ́ıvat, tzv. jednoohniskové definice kvadrik.

3.7 Definice. V prostoru je dána rovina δ a bod F , který na ńı nelež́ı. Množinu všech

bod̊u prostoru, které maj́ı poměr vzdálenost́ı od bodu F a od ř́ıdićı roviny δ rovny ε 6= 0

nazveme kvadrikou. {
X,
|XF |
|Xδ|

}
= ε

Pokud

• ε < 1 jedná se o elipsoid

• ε = 1 jedná se o paraboloid

• ε > 1 jedná se o hyperboloid.

Lze ukázat, že tato definice kvadrik je ekvivalentńı s definićı kvadrik v Kapitole 1 a že

bod F je ohniskem kvadriky. Pro F ∈ δ v předchoźı definici dostáváme rotačńı kužel. Bod

F je vrcholem tohoto kuželu. Bod F budeme nazývat zobecněným ohniskem.

V [14] je následuj́ıćı věta formulována pro regulárńı kvadriky, my tuto větu rozš́ı̌ŕıme

na regulárńı kvadriky a kužel.

3.8 Věta. Necht’ S1 a S2 jsou kvadriky vzniklé rotaćı kuželosečky kolem jej́ı hlavńı osy

nebo kužel. (Kolem osy paraboly nebo kolem osy procházej́ıćı oběma ohnisky pro elipsu a

hyperbolu.) Předpokládejme, že S1 a S2 maj́ı společné zobecněné ohnisko. Potom se pr̊unik

kvadrik S1 a S2 rozpadá na dvě kuželosečky.

D̊ukaz.
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d1

d2

p

F

A

Obrázek 3.4: Řez prostorové situace popsané ve Věte 3.8 rovinou

určenou osami kvadrik. Jedná o konfokálńı paraboloid a elipsoid.

Označme společné zobecněné ohnisko F . Osy kvadrik S1 a S2 se prot́ınaj́ı v bodě F .

Kvadriky S1 a S2 můžeme definovat pomoćı tzv. jednoohniskových definic. S1 je množina

bod̊u v prostoru, které maj́ı od ohniska F a roviny δ1 konstantńı pod́ıl vzdálenost́ı, tj.

S1 =

{
X,
|XF |
|Xδ1|

= ε1

}
.

Stejně můžeme definovat S2 jako množinu bod̊u v prostoru,které maj́ı od ohniska F a

roviny δ2 konstantńı pod́ıl vzdálenost́ı, tj.

S2 =

{
X,
|XF |
|Xδ2|

= ε2

}
.

Pro body pr̊uniku X ∈ S1 ∩ S2 plat́ı

|Xδ1|
|Xδ2|

=
ε1

ε2

.

Tato rovnost popisuje všechny body lež́ıćı ve dvou rovinách, které procházej́ı pr̊usečnićı

δ1 ∩ δ2. Protože pr̊unik kvadriky a roviny je kuželosečka, muśı se pr̊unik kvadrik S1 a S2

rozpadat na dvě kuželosečky.

Tato věta je i s d̊ukazem uvedena v [14, str. 4].

V následuj́ıćı př́ıkladech nejprve sestroj́ıme dvě kvadriky se společným zobecněným

ohniskem a poté dopoč́ıtáme jejich indexovou posloupnost. K určeńı rovnice kvadriky,

které se dána svým ohniskem použijeme následuj́ıćı úvahy.

Rotačńı elipsoid E může definovat jako množinu bod̊u, které od dvou pevně zvolených

ohnisek F1 a F2 maj́ı konstantńı součet vzdálenost́ı, tj.

E = {X, |XF1|+ |XF2| = aE} , kde aE > |F1F2| .
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Po úpravách dostáváme

(|XF1| − aE)2 = (|XF2|)2 .

Rotačńı hyperboloid H může definovat jako množinu bod̊u, které od dvou pevně zv-

olených ohnisek F1 a F2 maj́ı konstantńı rozd́ıl vzdálenost́ı, tj.

H = {X, |XF1| − |XF2| = aE} , kde aH < |F1F2| .

Po úpravách dostáváme

(|XF1| − aH)2 = (|XF2|)2 ,

což je podobná rovnice jako při definici elipsoidu, ale aE > |F1F2| a aH < |F1F2|.

3.9 Př́ıklad. Sestrojme hyperboloid H s ohnisky F1[0, 0, 0] a F2[2, 0, 0] a s délkou hlavńı

osy aH = 1. Z předchoźıch úvah vyplývá(√
x2 + y2 + z2 − 1

)2

−
(
(x− 2)2 + y2 + z2

)
= 0√

x2 + y2 + z2 = −3
2

+ 2x

−3x2 + y2 + z2 − 9
4

+ 6x = 0.

Tento hypeboloid bude mı́t afinńı rovnici −3x2 + y2 + z2 − 9
4

+ 6x = 0.

Dále uvažujme elipsoid E s ohnisky hnisky F1[0, 0, 0] a F3[1, 2, 3] a s délkou hlavńı osy

aE = 7. Z předchoźıch úvah vyplývá(√
x2 + y2 + z2 − 7

)2

−
(
x2 + (y − 2)2 + (z − 3)2) = 0√

x2 + y2 + z2 = 18
7

+ 2
7
y + 3

7
z

x2 + 45
49
y2 + 40

49
z2 − 12

49
yz − 72

49
y − 108

49
z − 324

39
= 0.

Tento elipsoid bude mı́t afinńı rovnici x2 + 45
49
y2 + 40

49
z2 − 12

49
yz − 72

49
y − 108

49
z − 324

39
= 0.

Dostáváme tedy hyperboloid

−3x2 + y2 + z2 − 9

4
+ 6x = 0

a elipsoid

x2 +
45

49
y2 +

40

49
z2 − 12

49
yz − 72

49
y − 108

49
z − 324

39
= 0.
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Obrázek 3.5: Konfokálńı hyperboloid a elipsoid. Dva pohledy

na kvadriky z Př́ıkladu 3.9 a jejich pr̊unikovou křivku – dvě

kuželosečky, které se neprot́ınaj́ı. Tyto kvadriky maj́ı společné

ohnisko a r̊uznoběžné osy.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost parametrizovaného svazku λA−B.

A =


−9 12 0 0

12 −12 0 0

0 0 4 0

0 0 0 4

 , B =


−324 0 −36 −54

0 49 0 0

−36 0 45 −6

−54 0 −6 40


det (λA−B) = −64 (λ− 49)2 (λ2 + 1400λ+ 60028

)
Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = −700 − 105

√
39, λ2 = −700 + 105

√
39 a λ3 =

λ4 = 49.

Voĺıme q0 = −1500, q1 = −50, q2 = 0 a q3 = 50. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = 1500

−1500A−B =


13824 −1800 36 54

−1800 17951 0 0

36 0 −6045 6

54 0 6 −6040

 .

In (q0) = 1 = s0.
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• q1 = −50

−50A−B =


774 −600 36 54

−600 551 0 0

36 0 −245 6

54 0 6 −240

 .

Tato kvadrika je hyperbolický paraboloid. In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 0

−B =


324 0 36 54

0 −49 0 0

36 0 −45 6

54 0 6 −40

 .

In (q2) = 1 = s2.

• q1 = −50

−50A−B =


774 −600 36 54

−600 551 0 0

36 0 −245 6

54 0 6 −240

 .

Tato kvadrika je hyperbolický paraboloid. In (q1) = 2 = s1.

• q3 = 50

50A−B =


−126 600 36 54

600 −649 0 0

36 0 155 6

54 0 6 160

 .

In (q3) = 3 = s3.

Indexová posloupnost svazku λA−B je 〈1 ↑ 2 ↑ 1 ↑↑ 3〉. Dle Tabulky 2.2 se pr̊unik zadaných

kvadrik rozpadá na dvě neprot́ınaj́ıćı se kuželosečky.

Kvadriky E a H maj́ı společné ohnisko F1. Dle Věty 3.8 se jejich pr̊unik rozpadá na

dvě kuželosečky.

3.10 Př́ıklad. Sestrojme paraboloid P s ohniskem F1[0, 0, 0] a ř́ıdićı rovinou ρ : z = −2.

Z jednoohniskové definice vyplývá

|XF1| = |Xρ|√
x2 + y2 + z2 = |z + 2|
x2 + y2 + z2 = z2 + 4z + 4

x2 + y2 − 4z − 4 = 0.
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Tento paraboloid bude mı́t afinńı rovnici x2 + y2 − 4z − 4 = 0.

Dále sestrojme elipsoid E s ohnisky hnisky F1[0, 0, 0] a F2[1, 2, 3] a s délkou hlavńı osy

aE = 7. Z předchoźıch úvah vyplývá(√
x2 + y2 + z2 − 7

)2

−
(
x2 + (y − 2)2 + (z − 3)2) = 0√

x2 + y2 + z2 = 18
7

+ 2
7
y + 3

7
z

x2 + 45
49
y2 + 40

49
z2 − 12

49
yz − 72

49
y − 108

49
z − 324

39
= 0.

Tento elipsoid bude mı́t afinńı rovnici x2 + 45
49
y2 + 40

49
z2 − 12

49
yz − 72

49
y − 108

49
z − 324

39
= 0.

Dostáváme tedy paraboloid

x2 + y2 − 4z − 4 = 0

a elipsoid

x2 +
45

49
y2 +

40

49
z2 − 12

49
yz − 72

49
y − 108

49
z − 324

39
= 0.

Obrázek 3.6: Konfokálńı elipsoid a paraboloid. Dva pohledy na

kvadriky z Př́ıkladu 3.10 a jejich pr̊unikovou křivku – jednu

kuželosečku. Tyto kvadriky maj́ı společné ohnisko a r̊uznoběžné

osy.
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Spoč́ıtáme indexovou posloupnost zadaných kvadrik.

A =


−4 0 0 −2

0 1 0 0

0 0 1 0

−2 0 0 0

 , B =


−324 0 −36 −54

0 49 0 0

−36 0 45 −6

−54 0 −6 40


det (λA−B) = −4 (λ− 49)2 (λ2 − 90λ+ 3969

)
Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = 49.

Voĺıme q0 = 0 a q1 = 50. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = 0

−B =


324 0 36 54

0 −49 0 0

36 0 −45 6

54 0 6 −40

 .

In (q0) = 1 = s0.

• q1 = 50

50A−B =


124 0 36 −46

0 1 0 0

36 0 5 6

−46 0 6 −40

 .

In (q1) = 3 = s1.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je 〈1 ↑↑ 3〉. Dle Tabulky 2.2 se

pr̊unik zadaných kvadrik rozpadá na jednu reálnou a jednu imaginárńı kuželosečku.

Kvadriky E a P maj́ı společné ohnisko F1. Dle Věty 3.8 se jejich pr̊unik rozpadá na

dvě kuželosečky, jednu reálnou a jednu imaginárńı, jak plyne indexové posloupnosti.

3.11 Př́ıklad. Sestrojme paraboloid P s ohniskem F1[0, 0, 0] a ř́ıdićı rovinou ρ : z = −2.

Z jednoohniskové definice vyplývá

|XF1| = |Xρ|√
x2 + y2 + z2 = |z + 2|
x2 + y2 + z2 = z2 + 4z + 4

x2 + y2 − 4z − 4 = 0.

Tento paraboloid bude mı́t afinńı rovnici x2 + y2 − 4z − 4 = 0.
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Dále sestrojme kužel K s vrcholem V [0, 0, 0] a ř́ıdićı rovinou δ : x + y + z = 0. V

jednoohniskové definici pro kužele položme ε =
√

3
3

a potom vyplývá

|Xδ|
√

3 = |XV |
x+y+z√

3

√
3 =

√
x2 + y2 + z2

2xy + 2yz + 2zx = 0.

Tento kužel bude mı́t afinńı rovnici 2xy + 2yz + 2zx = 0.

Dostáváme tedy paraboloid

x2 + y2 − 4z − 4 = 0

a kužel

2xy + 2yz + 2zx = 0.

Obrázek 3.7: Konfokálńı paraboloid a kužel. Dva pohledy na

kvadriky z Př́ıkladu 3.10 a jejich pr̊unikovou křivku – dvě

kuželosečku. Tyto kvadriky maj́ı společné ohnisko a r̊uznoběžné

osy.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost zadaných kvadrik.

A =


−4 0 0 −2

0 1 0 0

0 0 1 0

−2 0 0 0

 , B =


0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0


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det (λA−B) = −4λ (λ− 2) (1 + λ)2

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = −1, λ3 = 0 a λ4 = 2.

Voĺıme q0 = −2, q1 = −1
2
, q2 = 1 a q3 = 3. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −2

−2A−B =


8 0 0 4

0 −2 −1 −1

0 −1 −2 −1

4 −1 −1 0

 .

In (q0) = 1 = s0.

• q1 = 1
2

1

2
A−B =


2 0 0 1

0 −1
2
−1 −1

0 −1 −1
2
−1

1 −1 −1 0

 .

In (q1) = 3 = s1.

• q2 = 1

A−B =


−4 0 0 −2

0 1 −1 −1

0 −1 1 −1

−2 −1 −1 0

 .

In (q2) = 2 = s2.

• q3 = 3

3A−B =


−8 0 0 −4

0 2 −1 −1

0 −1 2 −1

−4 −1 −1 0

 .

In (q3) = 3 = s3.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je 〈1 ↑↑ 3 ↑ 2 ↑ 3〉. Dle Tabulky

2.2 se pr̊unik zadaných kvadrik rozpadá na dvě reálné neprot́ınaj́ıćı se kuželosečky.

Kvadriky K a P maj́ı společné zobecněné ohnisko F1. Dle Věty 3.8 se jejich pr̊unik

rozpadá na dvě kuželosečky.
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3.4 Kvadriky ve středové kolineaci

Tato podkapitola je jedńım z hlavńıch př́ınos̊u této práce a výsledky z této podkapitoly do-

sud nebyly publikovány. Uvažujme dvě kvadriky a středovou kolineaci takovou, že převád́ı

jednu kvadriku na druhou.

3.12 Definice. Projektivńı transformace projektivńıho prostoru Pn r̊uzná od identity se

nazývá středová kolineace, jsou-li samodružné všechny body pevně zvolené nadroviny

ν = P′n−1 ⊂ Pn (tzv. osy kolineace) a rovnež všechny nadroviny procházej́ıćı pevně zv-

oleným bodem S ∈ Pn (tzv. středem kolineace). Jestliže střed inciduje s osou, potom

hovoř́ıme o tzv. elaci, v opačném př́ıpadě o homologii.

Osa kolineace je tzv. silně samodružná, tj. každý jej́ı bod je samodružný. nadroviny

procházej́ıćı středem kolineace jsou tzv. slabě samodružné.

Tato definice je uvedena v [9, str. 70]. Zvláštńımi afinńımi př́ıpady středové kolineace

jsou osová afinita (nevlastńı střed kolineace, vlastńı osa kolineace), posunut́ı (nevlastńı

střed kolineace, nevlastńı osa kolineace) nebo stejnolehlost (vlastńı střed kolineace, nevlastńı

osa kolineace).

3.13 Věta. Máme-li dvě kvadrik a středovou kolineaci, která jednu zobrazuje na druhou,

pak se jejich pr̊unik rozpadá na na dvě kuželosečky.

D̊ukaz. Označme si tyto kvadriky A a B. Osou středové kolineace v prostoru je rovina,

kterou si označ́ıme ν. Pr̊unik kvadrikyA s rovinou ν je kuželosečka k, která je také pr̊unikem

kvadriky B s rovinou ν. Pr̊unik kvadrik A, B se rozpadá na tuto kuželosečku k a daľśı

kuželosečku.

Při dokazováńı Věty 3.13 jsme využili pouze vlastnosti, že středová kolineace v prostoru

má rovinu silně samodružných bod̊u. Větu 3.13 můžeme zobecnit na projektivńı zobrazeńı,

která maj́ı rovinu samodružných bod̊u.

3.14 Př́ıklad. Uvažujme dva kužele

x2 +
1

4
y2 − 1

9
z2 = 0

a

(x− 1)2 +
1

4
(y + 1)2 − 1

9
(z + 2)2 = 0.

53



Obrázek 3.8: Dva posunuté kužele. Dva pohledy na kvadriky z

Př́ıkladu 3.14 a jejich pr̊unikovou křivku – dvě kuželosečky. Ty-

to kužele maj́ı rovnoběžné osy a jsou shodné, proto maj́ı společnou

nevlastńı kuželosečku. Druhá část pr̊unikové křivky těchto kužel̊u

nelež́ı v rovině rovnoběžné s jejich povrchovou př́ımkou.

Žádná z uvažovaných kvadrik neńı regulárńı. Označme Ā = A+B a B̄ = B. Spoč́ıtáme

indexovou posloupnost parametrizovaného svazku λ̄Ā− B̄.

Ā =


29 −36 9 −8

−36 72 0 0

9 0 18 0

−8 0 0 −8

 , B̄ =


29 −36 9 −8

−36 36 0 0

9 0 9 0

−8 0 0 −4


det
(
λ̄Ā− B̄

)
= −37584

(
2λ̄− 1

)2 (
λ̄− 1

)
λ̄

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ̄1 = 0, λ̄2 = λ̄3 = 1
2

a λ̄4 = 1.

Voĺıme q0 = −1, q1 = 1
4
, q2 = 3

4
a q3 = 2. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −1

−Ā− B̄ =


−58 72 −18 16

72 −108 0 0

−18 0 −27 0

16 0 0 12

 .

In (q0) = 1 = s0.
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• q1 = 1
4

1

4
Ā− B̄ =


−87

4
27 −27

4
6

27 −18 0 0

−27
4

0 −9
2

0

6 0 0 2

 .

Tato kvadrika je jednod́ılný hyperboloid. In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 3
4

3

4
Ā− B̄ =


−29

4
9 −9

4
2

9 18 0 0

−9
4

0 9
2

0

2 0 0 −1

 .

Tato kvadrika je jednod́ılný hyperboloid. In (q2) = 2 = s2.

• q3 = 2

2Ā− B̄ =


29 −36 9 −8

−36 108 0 0

9 0 27 0

−8 0 0 −12

 .

In (q3) = 3 = s3.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λ̄Ā− B̄ je 〈1 ↑ 2 ↑↑ 2 ↑ 3〉. Z Tabulky 2.2

plyne, že se pr̊unik uvažovaných kvadrik rozpadá na dvě reálné kuželosečky prot́ınaj́ıćı se

ve dvou bodech.

Uvažované kvadriky jsou shodné, lǐśı se pouze posunut́ım. Posunut́ı je speciálńım př́ıpadem

středové kolineace. Pr̊uniková křivky se dle Věty 3.13 rozpadá na dvě kuželosečky. Protože

se jedná o shodné posunuté kužely, jedna z těchto kuželoseček je nevlastńı. Dle indexové

posloupnosti se kuželosečky pr̊uniku prot́ınaj́ı, proto druhá kuželosečky muśı být hyper-

boloid.

3.15 Př́ıklad. Uvažujme dva paraboloidy

x2 +
1

4
y2 − 2z = 0

a
1

4
(x+ 1)2 +

1

16
(y + 2)2 + 2(z − 3) = .
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Obrázek 3.9: Dva paraboloidy ve stejnolehnosti se záporným ko-

eficientem. Dva pohledy na kvadriky z Př́ıkladu 3.15 a jejich

pr̊unikovou křivku. Osy paraboloid̊u jsou rovnoběžné, tzn. dotýkaj́ı

se nevlastńı roviny ve stejném bodě.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost určených kvadrik.

A =


0 0 0 −4

0 4 0 0

0 0 1 0

−4 0 0 0

 , B =


−88 4 2 16

4 4 0 0

2 0 1 0

16 0 0 0


det (λA−B) = −64 (λ+ 4)2 (λ− 1)2

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = −4 a λ3 = λ4 = 1.

Voĺıme q0 = −5, q1 = 0 a q2 = 2. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −5

−5A−B =


88 −4 −2 4

−4 −24 0 0

−2 0 −6 0

4 0 0 0

 .

In (q0) = 1 = s0.
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• q1 = 0

−B =


88 −4 −2 −16

−4 −4 0 0

−2 0 −1 0

−16 0 0 0

 .

In (q1) = 1 = s1.

• q2 = 2

2A−B =


88 −4 −2 −24

−4 4 0 0

−2 0 1 0

−24 0 0 0

 .

In (q2) = 3 = s2.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je 〈1 ↑↑ 1 ↑↑ 3〉. Dle Tabulky

2.3 zat́ım neńı pr̊unik kvadrik určen jednoznačně. Ještě muśıme dopoč́ıtat znaménkovou

posloupnost parametrizovaného svazku λA−B.

λ0A−B = −4A−B =


88 −4 −2 0

−4 −20 0 0

−2 0 −5 0

0 0 0 0


má signaturu (1, 1, 2).

λ1A−B = A−B =


88 −4 −2 −20

−4 0 0 0

−2 0 0 0

−20 0 0 0


má signaturu (2, 1, 1). Znaménková posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je

(1 ((1, 2)) 1 ((1, 1)) 3). Pr̊unik zadaných kvadrik se rozpadá na jednu reálnou kuželosečku a

dvojici imaginárńıch př́ımek, které se prot́ınaj́ı v reálném bodě.

Uvažované kvadriky jsou vzorem a obrazem ve středové kolineaci – maj́ı rovnoběžné

osy a jejich hlavńı poloosy jsou ve stejném poměru. Stejnolehlost je speciálńım př́ıpadem

středové kolineace. Pr̊uniková křivka se dle Věty 3.13 na dvě kuželosečky. Jedna tato

kuželosečky je elipsa a druhá kuželosečka jsou dvě př́ımky, které se prot́ınaj́ı v nevlastńım

bodě, který tyto paraboloidy maj́ı společný.
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3.16 Př́ıklad. Uvažujme dva hyperbolické paraboloidy

x2 − 2y2 − 2z = 0

a

8(x− 2)2 − 16(y + 2)2 − 2z = 0.

Obrázek 3.10: Dva paraboloidy ve stejnolehlosti s kladným ko-

eficientem. Dva pohledy na kvadriky z Př́ıkladu 3.16 a jejich

pr̊unikovou křivku. Hyperbolické řezy obou kvadrik v rovinách

rovnoběžných s z = 0 maj́ı rovnoběžné asymptoty, takže nevlastńı

hyperboly těchto hyperbolických paraboloid̊u maj́ı shodné asymp-

toty, které se prot́ınaj́ı ve směru osy paraboloid̊u. Vlastńı část

pr̊unikové křivky prot́ıná nevlastńı asymptoty kvadrik, proto se

jedná o hyperboloid.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost určených kvadrik.

A =


0 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 −2 0

−1 0 0 0

 , B =


−32 −16 −32 −1

−16 8 0 0

−32 0 −16 0

−1 0 0 0


det (λA−B) = 2 (λ− 1)2 (λ− 8)2
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Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = 1 a λ3 = λ4 = 8.

Voĺıme q0 = 0, q1 = 2 a q2 = 10. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = 0

−B =


32 16 32 1

16 −8 0 0

32 0 −16 0

1 0 0 0

 .

Tato kvadrika je hyperbolický paraboloid. In (q0) = 2 = s0.

• q1 = 2

2A−B =


32 16 32 −1

16 −6 0 0

32 0 12 0

−1 0 0 0

 .

Tato kvadrika je hyperbolický paraboloid. In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 10

10A−B =


32 16 32 −9

16 2 0 0

32 0 −4 0

−9 0 0 0

 .

Tato kvadrika je hyperbolický paraboloid. In (q2) = 2 = s2.

Indexová posloupnost svazku λA − B je 〈2 ↑↑ 2 ↑↑ 2〉. Dle Tabulek 2.3 a 2.1 zat́ım neńı

pr̊unik kvadrik určen jednoznačně. Ještě muśıme dopoč́ıtat znaménkovou posloupnost pa-

rametrizovaného svazku λA−B.

λ0A−B = A−B =


32 16 32 0

16 −7 0 0

32 0 14 0

0 0 0 0


má signaturu (1, 2, 1).

λ1A−B = 8A−B =


32 16 32 −7

16 0 0 0

32 0 0 0

−7 0 0 0

 ≈


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 16 +
√

1585 0

0 0 0 16−
√

1585


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má signaturu (2, 1, 1). Znaménková posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je

(2 ((2, 1)) 2 ((1, 1)) 2). Pr̊unik určených kvadrik se rozpadá na jednu reálnou kuželosečku

a dvě reálné př́ımky (nevlastńı), prot́ınaj́ıćı se ve třech bodech (nevlastńıch).

Uvažované paraboloidy si mohou být navzájem vzorem a obrazem ve stejnolehlosti

– maj́ı rovnoběžné osy a jejich hlavńı poloosy jsou ve stejném poměru. Stejnolehlost je

speciálńım př́ıpadem středové kolineace. Pr̊uniková křivky se dle Věty 3.13 rozpadá na

dvě kuželosečky. Jedna tato kuželosečka je vlastńı a je to hyperbola, druhá kuželosečka je

dvojice nevlastńıch př́ımek – asymptot nevlastńı hypeboly, které se prot́ınaj́ı v nevlasńım

bodě – ose paraboloid̊u.

Nyńı budou následovat tři př́ıklady osové afinity.

3.17 Př́ıklad. Uvažujme kulovou plochu

x2 + (y − 1)2 + z2 = 4

. Dále uvažujme osovou afinitu s rovinou samodružných bod̊u y = 0. Obraz středu této

kulové plochy S [0, 1, 0] je S ′ [1, 2, 1]. Nyńı dopoč́ıtáme analytické vyjádřeńı této osové afi-

nity

(x′, y′, z′) =

 x

y

z


 1 1 0

0 2 0

0 1 1


Obrazem kulové plochy v této afinitě je elipsoid (x+ y)2 + (2y − 1)2 + (y + z)2 = 4.

Máme tedy kulovou plochu

x2 + (y − 1)2 + z2 = 4

a elipsoid

(x+ y)2 + (2y − 1)2 + (y + z)2 = 4.
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Obrázek 3.11: Sféra a elipsoid–vzor a obraz osové afinity. Dva

pohledy na kvadriky z Př́ıkladu 3.17 a jejich pr̊unikovou křivku

– dvě elipsy v r̊uznoběžných rovinách.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost zadaných kvadrik.

A =


−3 0 −1 0

0 1 0 0

−1 0 1 0

0 0 0 1

 , B =


−3 0 −2 0

0 1 1 0

−2 1 6 1

0 0 1 1


det (λA−B) = − (λ− 1)2 (4λ4 − 25λ+ 16

)2

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = 25−3
√

41
8

, λ2 = λ3 = 1 a λ4 = 25+3
√

41
8

.

Voĺıme q0 = 0, q1 = 3
4
, q2 = 2 a q3 = 6. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = 0

−B =


3 0 2 0

0 −1 −1 0

2 −1 −6 −1

0 0 −1 −1

 .

In (q0) = 1 = s0.

• q1 = 3
4

3

4
A−B =


3
4

0 5
4

0

0 −1
4
−1 0

5
4
−1 −21

4
−1

0 0 −1 −1
4

 .
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In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 2

2A−B =


−3 0 0 0

0 1 −1 0

0 −1 −4 −1

0 0 −1 1

 ≈

−3 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −3+
√

33
2

0

0 0 0 −3−
√

33
2

 .

In (q2) = 2 = s2.

• q1 = 6

6A−B =


−15 0 −4 0

0 5 −1 0

−4 −1 0 −1

0 0 −1 5

 .

In (q1) = 3 = s1.

Indexová posloupnost svazku λA−B je 〈1 ↑ 2 ↑↑ 2 ↑ 3〉. Dle Tabulky 2.2 se pr̊unik zadaných

kvadrik rozpadá na dvě neprot́ınaj́ıćı se kuželosečky.

Elipsoid je obrazem koule v osové afinitě. Afinita je speciálńım př́ıpadem středové ko-

lineace. Pr̊uniková křivky se dle Věty 3.13 rozpadá na dvě kuželosečky.

3.18 Př́ıklad. Uvažujme kulovou plochu

x2 + (y − 2)2 + z2 = 4

. Dále uvažujme osovou afinitu s rovinou samodružných bod̊u y = 0. Obraz středu této

kulové plochy S [0, 2, 0] je S ′ [2, 4, 0]. Nyńı dopoč́ıtáme analytické vyjádřeńı této osové afi-

nity

(x′, y′, z′) =

 x

y

z


 1 1 0

0 2 0

0 0 1


Obrazem kulové plochy v této afinitě je elipsoid (x+ y)2 + (2y − 2)2 + z2 = 4.

Máme tedy kulovou plochu

x2 + (y − 1)2 + z2 = 4

a elipsoid

(x+ y)2 + (2y − 2)2 + z2 = 4.
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Obrázek 3.12: Sféra a elipsoid–vzor a obraz osové afinity. Dva

pohledy na kvadriky z Př́ıkladu 3.18 a jejich pr̊unikovou křivku

– jedna elipsa a bod, ve kterém se kvadriky dotýkaj́ı.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost zadaných kvadrik.

A =


0 0 −2 0

0 1 0 0

−2 0 1 0

0 0 0 1

 , B =


0 0 −4 0

0 1 1 0

−4 1 5 0

0 0 0 1


det (λA−B) = −4 (λ− 2)2 (λ4 − 1

)2

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = 1 a λ3 = λ4 = 2.

Voĺıme q0 = 0, q1 = 3
2

a q2 = 3. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = 0

−B =


0 0 4 0

0 −1 −1 0

4 −1 −5 0

0 0 0 −1

 .

In (q0) = 1 = s0.

• q1 = 3
2

3

2
A−B =


0 0 1 0

0 1
2
−1 0

1 −1 −7
2

0

0 0 0 −1
2

 .
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In (q1) = 3 = s1.

• q2 = 3

3A−B =


0 0 −2 0

0 2 −1 0

−2 −1 −2 0

0 0 0 2

 ≈


1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 −1+
√

33
2

0

0 0 0 −1−
√

33
2

 .

In (q2) = 3 = s2.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je 〈1 ↑↑ 3 ↑↑ 3〉. Dle Tabulky

2.2 zat́ım neńı pr̊unik kvadrik určen jednoznačně. Ješzě muśıme dopoč́ıtat znaménkovou

posloupnost parametrizovaného svazku λA−B.

λ0A−B = A−B =


0 0 −2 0

0 0 −1 0

−2 −1 −4 0

0 0 0 0

 ≈


0 0 0 0

0 −5 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0


má signaturu (2, 1, 1).

λ1A−B = 2A−B =


0 0 0 0

0 1 −1 0

0 −1 −3 0

0 0 0 1

 ≈


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 +
√

5 0

0 0 0 −1−
√

5


má signaturu (1, 2, 1). Znaménková posloupnosti parametrizovaného svazku λA − B je

(1 ((1, 1)) 1 ((2, 1)) 3). Pr̊unik zadaných kvadrik se rozpadá na jednu reálnou kuželosečku

a dvojici imaginárńıch př́ımek, které se prot́ınaj́ı v reálném bodě, ve kterém se uvažované

kvadriky dotýkaj́ı.

Elipsoid je obrazem koule v osové afinitě. Afinita je speciálńım př́ıpadem středové ko-

lineace. Pr̊uniková křivky se dle Věty 3.13 rozpadá na dvě kuželosečky.

3.19 Př́ıklad. Uvažujme kulovou plochu

x2 + (y − 1)2 + z2 = 1

. Dále uvažujme osovou afinitu s rovinou samodružných bod̊u y = 0. Obraz středu této

kulové plochy S [0, 1, 0] je S ′
[

1
2
, 2, 1

2

]
. Nyńı dopoč́ıtáme analytické vyjádřeńı této osové
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afinity

(x′, y′, z′) =

 x

y

z


 1 1

2
0

0 2 0

0 1
2

1


Obrazem kulové plochy v této afinitě je elipsoid

(
x+ 1

2
y
)2

+ (2y − 1)2 +
(

1
2
y + z

)2
= 1.

Máme tedy kulovou plochu

x2 + (y − 1)2 + z2 = 1

a elipsoid (
x+

1

2
y

)2

+ (2y − 1)2 +

(
1

2
y + z

)2

= 1.

Obrázek 3.13: Sféra a elipsoid–vzor a obraz osové afinity. Dva

pohledy na kvadriky z Př́ıkladu 3.19 a jejich pr̊unikovou křivku

– jednu kuželosečku.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost zadaných kvadrik.

A =


−3 0 −2 0

0 1 0 0

−2 0 1 0

0 0 0 1

 , B =


6 0 −8 0

0 2 1 0

−8 1 9 1

0 0 1 2


det (λA−B) = − (λ− 2)2 (λ4 + λ+ 16

)2
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Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = 2.

Voĺıme q0 = 0 a q1 = 3. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = 0

−B =


−6 0 8 0

0 −2 −1 0

8 −1 −9 −1

0 0 −1 −2

 .

In (q0) = 1 = s0.

• q1 = 3

3A−B =


3 0 2 0

0 1 −1 0

2 −1 −6 −1

0 0 −1 1

 .

In (q1) = 3 = s1.

Indexová posloupnost svazku λA − B je 〈1 ↑↑ 3〉. Dle Tabulky 2.2 se pr̊unik zadaných

kvadrik rozpadá na jednu reálnou a jednu imaginárńı kuželosečku.

Elipsoid je obrazem koule v osové afinitě. Afinita je speciálńım př́ıpadem středové ko-

lineace. Pr̊uniková křivky se dle Věty 3.13 rozpadá na dvě kuželosečky.

3.5 Souosé kvadriky

Každou kvadriku lze ve vhodných eukleidovských souřadnićıch popsat tzv. kanonickou

rovnićı.

Pro regulárńı kvadriky se jedná o tyto rovnice:

1. elipsoid: (x−px)2

a2
+ (y−py)2

b2
+ (z−pz)2

c2
= 1

2. jednod́ılný hyperboloid: (x−px)2

a2
+ (y−py)2

b2
− (z−pz)2

c2
= 1

3. dvojd́ılný hyperboloid: (x−px)2

a2
− (y−py)2

b2
− (z−pz)2

c2
= 1

4. eliptický paraboloid: (x−px)2

p2
+ (y−py)2

q2
+ 2 (z − pz) = 0

5. hyperbolický paraboloid: (x−px)2

p2
− (y−py)2

q2
+ 2 (z − pz) = 0.

Koeficienty px, py a pz budeme nazývat koeficienty posunut́ı.
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3.20 Definice. Budeme-li uvažovat regulárńı kvadriky popsané v předchoźı poznámce,

jejich orientovanými poloosami budeme rozumnět č́ısla

1. a, b a c, pokud se jedná o elipsoid

2. a, b a −c, pokud se jedná o jednod́ılný hyperboloid

3. a, −b a −c, pokud se jedná o dvojd́ılný hyperboloid

4. p, q a 0, pokud se jedná o eliptický paraboloid

5. p, −q a 0, pokud se jedná o hyperbolický paraboloid.

Tyto orientované poloosy budeme znači ox, oy a oz.

”
Běžné“ poloosy jsou kladná reálná č́ısla a orientované poloosy jsou reálná č́ısla. Plat́ı,

že
”
běžná poloosa“ = |orientovaná poloosa|.

Každou regulárńı středovou kvadriku lze při vhodné volbě souřadnic popsat rovnićı

sgn (ox)
(x−px)2

o2x
+ sgn (oy)

(y−py)2

o2y
+ sgn (oz)

(z−pz)2

o2z
= 1. (Viz 1, 2. a 3. v Definice 3.20.)

Každou regulárńı nestředovou kvadriku lze při vhodné afinńı volbě souřadnic popsat rovnićı

sgn (ox)
(x−px)2

o2x
+ sgn (oy)

(y−py)2

o2y
+ 2 (z − pz) = 0. (Viz 4. a 5. v Definici 3.20.)

3.21 Definice. Kvadriky, které maj́ı stejné směry os nazveme souosými kvadrikami.

Souosé středové kvadriky nemuśı mı́t společný střed.

3.22 Věta. Mějme dvě středové souosé regulárńı kvadriky se společným středem, s nulový-

mi koeficienty posunut́ı a s orientovanými poloosami ox, oy, oz, ōx, ōy a ōz. Pr̊unik těchto

kvadrik se rozpadá na dvě kuželosečky, právě tehdy, když:

a) ∃i ∈ {x, y, z} oi = ōi nebo

b) ∃i, j ∈ {x, y, z} oi
ōi

=
oj
ōj

.

D̊ukaz. Uvažujme tyto dvě kvadriky v projektivńım prostoru. Matice těchto kvadrik jsou

A =


−1 0 0 0

0 sgn (ox)
1
o2x

0 0

0 0 sgn (oy)
1
o2y

0

0 0 0 sgn (oz)
1
o2z

 ,
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B =


−1 0 0 0

0 sgn (ōx)
1
ō2x

0 0

0 0 sgn (ōy)
1
ō2y

0

0 0 0 sgn (ōz)
1
ō2z

 .

Substituce k zjednodušeńı zápisu: ci = sgn (oi)
1
o2i

a c̄i = sgn (ōi)
1
ō2i

, pro i ∈ {x, y, z}.
Pr̊unik dvou kvadrik se rozpadá, jestliže matice parametrizovaného svazku λA − B,

který určuj́ı tyto dvě kvadriky, má alespoň jedno vlastńı č́ıslo s geometrickou násobnost́ı 2.

λA−B =


λ− 1 0 0 0

0 λcx − c̄x 0 0

0 0 λcy − c̄y 0

0 0 0 λcz − c̄z


det (λA−B) = (λ− 1) (λcx − c̄x) (λcy − c̄y) (λcz − c̄z) .

Vlastńı č́ıslo této matice bude mı́t geometrickou násobnost 2, pokud ci = c̄i pro i ∈
{x, y, z} nebo pokud ci

c̄i
=

cj
c̄j

pro i 6= j a i, j ∈ {x, y, z}.

Po vráceńı substituce dostáváme: sgn (oi) o
2
i = sgn (ōi) ō

2
i a

sgn(oi)o
2
i

sgn(ōi)ō2i
=

sgn(oj)o2j
sgn(ōj)ō2j

a po

úpravách oi = ōi pro i ∈ {x, y, z} nebo oi
ōi

=
oj
ōj

pro i 6= j a i, j ∈ {x, y, z}.

Jinými slovy tato věta ř́ıká, že pr̊unik dvou souosých středových kvadrik se rozpadá

na dvě kuželosečky, pokud maj́ı shodnou dvojici vrchol̊u nebo pokud poměr dvou jejich

poloosy je shodný. Pokud maj́ı kvadriky shodnou dvojici vrchol̊u, pak se v těchto vrcholech

dotýkaj́ı a jejich pr̊unik se rozpadá v d̊usledku Věty 3.1.

3.23 Př́ıklad. Uvažujme elipsoid

2x2 + 4y2 + 6z2 = 1

a hyperboloid

4x2 + 8y2 − 5z2 = 1.
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Obrázek 3.14: Souosý elipsoid a hyperboloid. Dva pohledy na

kvadriky z Př́ıkladu 3.23 a jejich pr̊unikovou křivku. Poměr jejich

poloos je shodný a roven 2. Půrnik se rozpadá an dvě kuželosečky,

které elež́ı v rovnoběžných rovinách.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost parametrizovaného svazku uavžovaných kvadrik.

A =


−1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 4 0

0 0 0 6

 , B =


−1 0 0 0

0 4 0 0

0 0 8 0

0 0 0 −5


det (λA−B) = 2 (1− λ) (2λ− 4)2 (6λ+ 5)

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = −5
6
, λ2 = 1, λ3 = λ4 = 2.

Voĺıme q0 = −1, q1 = 0, q2 = 3
2

a q3 = 3. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −1

−A−B =


2 0 0 0

0 −6 0 0

0 0 −12 0

0 0 0 −1

 .

In (q0) = 1 = s0.
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• q1 = 0

−B =


1 0 0 0

0 −4 0 0

0 0 −8 0

0 0 0 5

 .

In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 3
2

2

(
3

2
A−B

)
=


−1 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 −4 0

0 0 0 28

 .

In (q2) = 1 = s2.

• q3 = 3

3A−B =


2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 4 0

0 0 0 23

 .

In (q3) = 3 = s3.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je 〈1 ↑ 2 ↑ 1 ↑↑ 3〉. Z Tabulky 2.2

plyne, že se pr̊unik zadaných kvadrik rozpadá na dvě neprot́ınaj́ıćı se reálné kuželosečky.

Dle Věty 3.22 se pr̊unik zadaných kvadrik rozpadá na dvě kuželosečky, protože ox
ōx

=
oy
ōy

= 2.

3.24 Př́ıklad. Uvažujme dva elipsoidy

2x2 + 8y2 + 4z2 = 1

a

7x2 + 3y2 + 4z2 = 1.
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Obrázek 3.15: Souosé elipsoidy. Dva pohledy na kvadriky z Př́ıkladu

3.24 a jejich pr̊unikovou křivku. Tyto elipsoidy se dotýkaj́ı ve svých

hlavńıch vrcholech, v d̊usledku Věty 3.1 se jejich pr̊unik rozpadá na

dvě kuželosečky, které s eprot́ınaj́ı v těchto bodech dotyku.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost parametrizovaného svazku zadaných kvadrik.

A =


−1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 8 0

0 0 0 4

 , B =


−1 0 0 0

0 7 0 0

0 0 3 0

0 0 0 4


det (λA−B) = −4 (λ− 1)2 (2λ− 7) (8λ− 3)

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = 3
8
, λ2 = λ3 = 1, λ4 = 7

2
.

Voĺıme q0 = 0, q1 = 1
2
, q2 = 2 a q3 = 4. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = 0

−B =


1 0 0 0

0 −7 0 0

0 0 −3 0

0 0 0 −4

 .

In (q0) = 1 = s0.
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• q1 = 1
2

1

2
A−B =


1
2

0 0 0

0 −6 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −2

 .

In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 2

2A−B =


−1 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 13 0

0 0 0 4

 .

In (q2) = 2 = s2.

• q3 = 4

4A−B =


−3 0 0 0

0 1 0 0

0 0 29 0

0 0 0 12

 .

In (q3) = 3 = s3.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je 〈1 ↑ 2 ↑↑ 2 ↑ 3〉. Z Tabulky 2.2

plyne, že se pr̊unik zadaných kvadrik rozpadá na dvě reálné kuželosečky prot́ınaj́ıćı se ve

dvou bodech.

Pr̊unik zadaných elipsoid̊u se dle Věty 3.22 rozpadá na dvě kuželosečky, protože oz =

ōz = 4. Pr̊unik těchto dvou kvadrik se také rozpadá v d̊usledku Věty 3.1.

3.25 Věta. Mějme dvě souosé regulárńı kvadriky, jednu středovou s nulovými koeficienty

posunut́ı a s orientovanými poloosami ox, oy a oz a druhou nestředovou s nulovými koefi-

cienty posunut́ı a s orientovanými poloosami ōx, ōy a 0. Pr̊unik těchto kvadrik se rozpadá

na dvě kuželosečky, jestlǐze :
ox
ōx

=
oy
ōy
.

D̊ukaz. Budeme postupovat analogicky jako při dokazováńı Věty 3.22.
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Uvažujme kvadriky v projektivńım prostoru. Jejich matice jsou:

A =


−1 0 0 0

0 sgn (ox)
1
o2x

0 0

0 0 sgn (oy)
1
o2y

0

0 0 0 sgn (oz)
1
o2z

 ,

B =


0 0 0 1

0 sgn (ōx)
1
ō2x

0 0

0 0 sgn (ōy)
1
ō2y

0

1 0 0 0

 .

Použijeme substituci ci = sgn (oi)
1
o2i

a c̄i = sgn (ōi)
1
ō2i

.

Pr̊unik dvou kvadrik A, B se rozpadá, jestliže matice svazku A−λB, který určuj́ı tyto dvě

kvadriky, má alespoň jedno vlastńı č́ıslo s geometrickou násobnost́ı 2.

A− λB =


−1 0 0 −λ
0 cx − λc̄x 0 0

0 0 cy − λc̄y 0

−λ 0 0 cz

 .

det (A− λB) = − (cx − λc̄x) (cy − λc̄y)
(
cz + λ2

)
Matice kvadriky z tohoto svazku bude mı́t vlastńı č́ıslo s geometrickou násobnost́ı 2,

pokud ox
ōx

= oy
ōy

. V př́ıpadě, kdy sgn (oz) = −1 a |oz| = o2i
ōi2

, pro i ∈ {x, y} se jedná o vlastńı

č́ıslo s algebraickou násobnost́ı 2 a geometrickou 1.

3.26 Př́ıklad. Uvažujme elipsoid

2x2 + 4y2 + 6z2 = 1

a paraboloid

x2 + 2y2 + 2z = 0.
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Obrázek 3.16: Souosý elipsoid a paraboloid. Dva pohledy na

kvadriky z Př́ıkladu 3.26 a jejich pr̊unikovou křivku – jednu

kuželosečku.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost parametrizovaného svazku kvadrik.

A =


−1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 4 0

0 0 0 6

 , B =


0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 2 0

1 0 0 0


det (λA−B) = −8

(
6λ2 + 1

)
(−2 + λ)2

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = 1
2
.

Voĺıme q0 = 0 a q1 = 1. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = 0

−B =


0 0 0 −1

0 −1 0 0

0 0 −2 0

−1 0 0 0

 ≈


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −2

 .

In (q0) = 1 = s0.

• q1 = 1

A−B =


−1 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 2 0

−1 0 0 6

 ≈


1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 5
2

+
√

53
2

0

0 0 0 5
2

+
√

53
2

 .
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In (q1) = 3 = s1.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je 〈1 ↑↑ 3〉. Z Tabulky 2.2 plyne,

že se pr̊unik zadaných kvadrik rozpadá na jednu reálnou a jednu imaginárńı kuželosečku.

Pr̊unik uvažovaného elipsoidu a paraboloidu se dle Věty 3.25 rozpadá na dvě kuželosečky,

protože ox
ōx

= oy
ōy

= 2.

3.27 Př́ıklad. Uvažujme hyperboloid

2x2 + 8y2 − 2z2 = 1

a paraboloid

x2 + 4y2 + 2z = 0.

Obrázek 3.17: Souosý hyperboloid a paraboloid. Dva pohledy

na kvadriky z Př́ıkladu 3.27 a jejich pr̊unikovou křivku – dvě

kuželosečky, které lež́ı v rovnoběžných rovinách.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost parametrizovaného svazku zadaných kvadrik.

A =


−1 0 0 0

0 2 0 0

0 0 8 0

0 0 0 −2

 , B =


0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 4 0

1 0 0 0


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det (λA−B) = 4
(
2λ2 − 1

)
(2λ− 1)2

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = −
√

1
2
, λ2 = λ3 = 1

2
a λ4 =

√
1
2
.

Voĺıme q0 = −1, q1 = 0, q2 = 2
3

a q3 = 1. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −1

−A−B =


1 0 0 −1

0 −3 0 0

0 0 −12 0

−1 0 0 2

 ≈

−12 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 3
2
−
√

5
2

0

0 0 0 3
2

+
√

5
2

 .

In (q0) = 2 = s0.

• q1 = 0

−B =


0 0 0 −1

0 −1 0 0

0 0 −4 0

−1 0 0 0

 ≈

−4 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1

 .

In (q1) = 1 = s1.

• q2 = 2
3

2

3
A−B =


−2

3
0 0 −1

0 1
3

0 0

0 0 4
3

0

−1 0 0 −4
3

 ≈

−1−

√
10
3

0 0 0

0 −1 +
√

10
3

0 0

0 0 1
3

0

0 0 0 4
2

 .

In (q2) = 3 = s2.

• q3 = 1

A−B =


−1 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 4 0

−1 0 0 −2

 ≈

−3

2
−
√

5
2

0 0 0

0 −3
2
−
√

5
2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 4

 .

In (q3) = 2 = s3.
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Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je 〈2 ↑ 1 ↑↑ 3 ↑ 2〉. Z Tabulky 2.2

plyne, že se pr̊unik zadaných kvadrik rozpadá na dvě neprot́ınaj́ıćı se reálné kuželosečky.

Pr̊unik uvažovaného hyperboloidu a paraboloidu se dle Věty 3.25 rozpadá na dvě ku-

želosečky, protože ox
ōx

= oy
ōy

.

3.28 Pozorováńı. V daľśıch úvahách budeme podobným zp̊usobem zkoumat pr̊unik dvou

středových regulárńıch kvadrik, jedné s koeficienty posunut́ı px, py a pz a orientovanými

poloosami ox, oy a oz a druhé s nulovými koeficienty posunut́ı a s orientovanými poloosami

ōx, ōy a ōz. Uvažujme substituci ci = sgn (oi)
1
o2i

a c̄i = sgn (ōi)
1
ō2i

. Matice těchto kvadrik

jsou

A =


−1 0 0 0

0 c̄x 0 0

0 0 c̄y 0

0 0 0 c̄z

 , B =


cxp

2
x + cyp

2
y + czp

2
z − 1 −cxpx −cypy −czpz

−cxpx cx 0 0

−cypy 0 cy 0

−czpz 0 0 cz

 .

Podmı́nky pro rozpad pr̊uniku takto zadaných kvadrik jsou velmi komplikované, proto polo-

ž́ıme

px = 0.

Rozpad pr̊uniku dvou kvadrik nastává, pokud ve svazku, který určuj́ı tyto kvadriky, je sin-

gulárńı kuželosečka s vlastńım č́ıslem s geometrickou násobnost́ı. Jednou z podmı́nek pro

rozpad pr̊uniku dvou kvadrik je dvojnásobný kořech charakteristického polynomu parametri-

zovaného svazku λA−B.

|λA−B| =


−λ− cyp2

y − czp2
z + 1 0 cypy czpz

0 λc̄x − cx 0 0

cypy 0 λc̄y − cy 0

czpz 0 0 λc̄z − cz


|λA−B| = (λc̄x − cx)

 −λ− cyp2
y − czp2

z + 1 cypy czpz
cypy λc̄y − cy 0

czpz 0 λc̄z − cz


cx
c̄x

je kořen charakteristického polynomu. Tento kořen bude dvojnásobný, poku determinant

matice

det

 − cx
c̄x
− cyp2

y − czp2
z + 1 cypy czpz

cypy
cx
c̄x
c̄y − cy 0

czpz 0 cx
c̄x
c̄z − cz

 = 0.

Tato podmı́nka je splněna pro
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1. c̄y =
cy c̄x(c2xC̄z−cxC̄z c̄x+czp2z c̄xc̄zcx−czcxc̄x+cz c̄2x)

c̄x(c2xc̄z+cxc̄z c̄x+cyp2ycxc̄z c̄x+czp2zcxc̄z c̄x−cxcz c̄x+cz c̄2x−p2ycycz c̄2x)
nebo

2. py = 0, c̄z = c̄xcz(cx−c̄x)
cx(czp2z c̄x−c̄x+cx)

nebo

3. pz = 0, c̄z = cxc̄z
cx
.

Všechny tyto podmı́nky popisuj́ı dotyk dvou kvadrik. Dle Věty 3.1 se pr̊unik dvou

kvadrik rozpadá na dvě kuželosečky, pokud se kvadriky dotýkaj́ı.

3.29 Př́ıklad. Uvažujme hyperboloid

x2 − 15

16
y2 +

1

16
z2 = 1

a elipsoid
3

4
x2 +

5

4
(y − 1)2 +

3

4
(z + 2)2 = 1.

Koeficienty těchto kvadrik splňuj́ı podmı́nky 1 předcházej́ıćıh úvah.

Obrázek 3.18: Souosý hyperboloid a elipsoid. Dva pohledy na

kvadriky z Př́ıkladu 3.29 a jejich pr̊unikovou křivku. Tyto dvě

kvadriky se dotýkaj́ı ve dvou bodech.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost parametrizovaného svazku zadaných kvadrik.

A =


−16 0 0 0

0 16 0 0

0 0 −15 0

0 0 0 1

 , B =


13 0 −5 6

0 3 0 0

−5 0 5 0

6 0 0 3


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det (λA−B) = 5
(
3λ2 − 5λ− 4

)
(16λ− 3)2

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = 5−1
√

73
6

, λ2 = λ3 = 3
16

a λ4 = 5+1
√

73
6

.

Voĺıme q0 = −1, q1 = 0, q2 = 1 a q3 = 3. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −3

−3A−B =


35 0 5 −6

0 −51 0 0

5 0 40 0

−6 0 0 −6

 .

In (q0) = 2 = s0. Tato kvadrika je jednod́ılný hyperboloid.

• q1 = 0

−B =


−13 0 5 −6

0 −3 0 0

5 0 −5 0

−6 0 0 −3

 .

In (q1) = 1 = s1.

• q2 = 1

A−B =


−29 0 5 −6

0 13 0 0

5 0 −20 0

−6 0 0 −2

 .

In (q2) = 1 = s2.

• q3 = 3

3A−B =


−61 0 5 −6

0 45 0 0

5 0 −50 0

−6 0 0 0

 .

In (q3) = 2 = s3. Tato kvadrika je jednod́ılný hyperboloid.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA−B je 〈2 ↑ 1 ↑↑ 1 ↑ 2〉. Z Tabulky 2.2

plyne, že se pr̊unik kvadrik rozpadá na dvě imaginárńı kuželosečky, prot́ınaj́ıćı se ve dvou

reálných bodech.

Protože zadaný hyperboloid a elipsoid splňuj́ı podmı́nky 1 předchoźıho Pozorováńı 3.28,

jejich pr̊unik se rozpadá na dvě kuželosečky.
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Můžeme taky ř́ıct, že pr̊unik zadaných kvadrik se rozpadá na dvě kuželosečky, protože

kvadriky se dotýkaj́ı ve dvou bode a t́ım splňuj́ı předpoklady Věty 3.1.

3.6 Daľśı zaj́ımavé př́ıklady rozpadu pr̊uniku dvou

kvadrik

V této kapitole uvedeme daľśı zaj́ımavé př́ıklady rozpadu pr̊uniku dvou kvadrich, abychom

vyčerpali většinu možnost́ı v Tabulkách 2.1, 2.2 a 2.3.

3.30 Př́ıklad. Uvažujme hyperbolický paraboloidy

x+ yz = 0

a válec

x2 + 2x+ z2 = 0.

Obrázek 3.19: Hyperbolický paraboloid a válce. Dva pohledy na

kvadriky z Př́ıkladu 3.30 a jejich pr̊unikovou křivku. Tato pr̊uniková

křivka se rozpadá na jednu křivku třet́ıho stupně a jej́ı asymptotu.
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Spoč́ıtáme indexovou posloupnost uvažovaných kvadrik.

A =


0 1

2
0 0

1
2

0 0 0

0 0 0 1
2

0 0 1
2

0

 , B =


0 1 0 0

1 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


det (λA−B) =

1

16
(λ− 2)2 λ2

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = 0 a λ3 = λ4 = 2.

Voĺıme q0 = −1, q1 = 1 a q2 = 3. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −1

−A−B =


0 −3

2
0 0

−3
2
−1 0 0

0 0 0 −1
2

0 0 −1
2

1

 ≈

−1−

√
10

2
0 0 0

0 −1−
√

2
2

0 0

0 0 −1+
√

2
2

0

0 0 0 −1+
√

10
2

 .

In (q0) = 2 = s0.

• q1 = 1

A−B =


0 −1

2
0 0

−1
2
−1 0 0

0 0 0 1
2

0 0 1
2
−1

 ≈

−1−

√
2

2
0 0 0

0 −1−
√

2
2

0 0

0 0 −1+
√

2
2

0

0 0 0 −1+
√

2
2

 .

In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 3

3A−B =


0 1

2
0 0

1
2
−1 0 0

0 0 0 3
2

0 0 3
2
−1



−1−

√
10

2
0 0 0

0 −1−
√

2
2

0 0

0 0 −1+
√

2
2

0

0 0 0 −1+
√

10
2

 .

In (q2) = 2 = s2.

Indexová posloupnost svazku λA − B je 〈2 ↑↑ 2 ↑↑ 2〉. Dle Tabulek 2.3 a 2.1 zat́ım neńı

pr̊unik kvadrik určen jednoznačně. Ještě muśıme dopoč́ıtat znaménkovou posloupnost pa-

rametrizovaného svazku λA−B.

λ0A−B = −B =


0 −1 0 0

−1 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

 ≈


0 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1−
√

5
2

0

0 0 0 −1+
√

5
2


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má signaturu (1, 1, 2).

λ1A−B = 2A−B =


0 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 −1

 ≈


0 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1−
√

5
2

0

0 0 0 −1+
√

5
2


má signaturu (1, 1, 2). Znaménková posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je

(2 ((1, 2)) 2 ((1, 2)) 2). Pr̊unik kvadrik se rozpadá na křivku třet́ıho stupně a př́ımku, které

se prot́ınaj́ı ve dvou bodech. Tato př́ımka je asymptotou křivky třet́ıho stupně, proto jeden

jejich pr̊useč́ık je vlastńı bod.

3.31 Př́ıklad. Uvažujme dva hyperbolické paraboloidy

xy + z = 0

a

−xz + y = 0.

Obrázek 3.20: Dva hyperbolické paraboloidy. Dva pohledy na

kvadriky z Př́ıkladu 3.31 a jejich pr̊unikovou křivku.

Pr̊unikovou křivku těchto kvadrik můžeme naj́ıt algebraicky. Z rovnice druhé kvadriky

dostáváme y = xz a to dosad́ıme do rovnice druhé kvadriky.

x2z + z = z
(
x2 + 1

)
82



Z těchto výpočt̊u plyne, že uvažované kvadriky se prot́ınaj́ı na pr̊usečnici rovin y = 0 a

z = 0.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost kvadrik.

A =


0 0 0 1

2

0 0 1
2

0

0 1
2

0 0
1
2

0 0 0

 , B =


0 0 1

2
0

0 0 0 −1
2

1
2

0 0 0

0 −1
2

0 0


det (λA−B) =

1

16

(
λ2 + 1

)2

Tento polynom nemá reálné kořeny.

Voĺıme q0 = 0. K tomuto q0 dopoč́ıtáme s0.

• q0 = 0

−B =


0 0 −1

2
0

0 0 0 1
2

−1
2

0 0 0

0 1
2

0 0

 ≈

−1

2
0 0 0

0 −1
2

0 0

0 0 1
2

0

0 0 0 1
2

 .

In (q0) = 2 = s0.

Indexová posloupnost svazku λA− B je 〈2〉. Dle Tabulky 2.1 se pr̊unik zadaných kvadrik

rozpadá na křivku třet́ıho stupně a př́ımku, které se neprot́ınaj́ı. Tato křivka třet́ıho stupně

je imaginárńı.

3.32 Př́ıklad. Uvažujme hyperbolický paraboloid

xy + z = 0

a parabolický válec

2x+ z2 = 0.
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Obrázek 3.21: Hyperbolický paraboloid a parabolický válec. Dva

pohledy na kvadriky z Př́ıkladu 3.32 a jejich pr̊unikovou křivku –

křivku třet́ıho stupně a jej́ı asymptotu

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost kvadrik.

A =


0 0 0 1

2

0 0 1
2

0

0 1
2

0 0
1
2

0 0 0

 , B =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


det (λA−B) =

1

16
λ4

Reálný klořen tohoto polynomu je λ0 = 0.

Voĺıme q0 = −1 a q1 = 1. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −1

−A−B =


0 −1 0 −1

2

−1 0 −1
2

0

0 −1
2

0 0

−1
2

0 0 −1

 ≈

≈


−1+

√
3+
√

12+2
√

3

4
0 0 0

0
−1−

√
3+
√

12−2
√

3

4
0 0

0 0
−1+

√
3−
√

12+2
√

3

4
0

0 0 0
−1−

√
3−
√

12−2
√

3

4

 .
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In (q0) = 2 = s0.

• q0 = 1

A−B =


0 −1 0 1

2

−1 0 1
2

0

0 1
2

0 0
1
2

0 0 −1

 ≈

≈


−1+

√
3+
√

12+2
√

3

4
0 0 0

0
−1−

√
3+
√

12−2
√

3

4
0 0

0 0
−1+

√
3−
√

12+2
√

3

4
0

0 0 0
−1−

√
3−
√

12−2
√

3

4

 .

In (q1) = 2 = s1.

Indexová posloupnost svazku λA − B je 〈2 ↑↑↑↑ 2〉. Dle Tabulek 2.3 a 2.1 neńı pr̊unik

zadaných kvadrik určen jednoznačně. Ještě muśıme dopoč́ıtat znaménkovou posloupnost

parametrizovaného svazku λA−B.

λ0A−B = −B =


0 −1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

 ≈


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


má signaturu (1, 1, 2). Znaménková posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je

(2, ((((1, 2))))). Pr̊unik uvažovaných kvadrik rozpadá na křivku třet́ıho stupně a př́ımku,

které se dotýkaj́ı. Protože př́ımka je asymptotou křivky třet́ıho stupně, dotýkaj́ı se tyto

křivky v nevlastńım bodě.

3.33 Př́ıklad. Uvažujme jednod́ılné hyperboloidy

−x2 + y2 + z2 = 1

a

−x2 + 2y2 + 3z2 = 1.
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Obrázek 3.22: Dva jednod́ılné hyperboloidy. Dva pohledy na

kvadriky z Př́ıkladu 3.33. Tyto kvadriky se neprot́ınaj́ı.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost parametrizovaného svazku kvadrik.

A =


−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , B =


−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 3


det (λA−B) = (λ− 1)2 (λ− 2) (λ− 3)

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = 1, λ3 = 2 a λ4 = 3.

Voĺıme q0 = 0, q1 = 3
2
, q2 = 5

2
a q3 = 4. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = 0

−B =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −2 0

0 0 0 3

 .

In (q0) = 2 = s0.

• q1 = 3
2

3

2
A−B =


−1

2
0 0 0

0 −1
2

0 0

0 0 −1
2

0

0 0 0 −3
2

 .
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In (q1) = 0 = s1.

• q2 = 5
2

5

2
A−B =


−3

2
0 0 0

0 −3
2

0 0

0 0 1
2

0

0 0 0 −1
2

 .

In (q2) = 1 = s2.

• q3 = 4

4A−B =


−3 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1

 .

In (q3) = 2 = s3.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je 〈2 ↑↑ 0 ↑ 1 ↑ 2〉. Z Tabulky

2.2 plyne, že se pr̊unik uvažovaných kvadrik rozpadá na dvě neprot́ınaj́ıćı se imaginárńı

kuželosečky.

3.34 Př́ıklad. Uvažujme hyperbolický paraboloid

x2 − y2 − 2z = 0

a

x2 − y2 + (z − 2)2 = 5.
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Obrázek 3.23: Dva jednod́ılné hyperboloidy. Dva pohledy na

kvadriky z Př́ıkladu 3.34 a jejich pr̊unikovou křivku – dve

rovnoběžné hyperboloidy. Tyto hyperboloidy maj́ı rovnoběžné

asymptoty, proto se dotýkaj́ı v těchto nevlastńıch bodech.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost zadaných kvadrik.

A =


0 0 0 −1

0 1 0 0

0 0 −1 0

−1 0 0 0

 , B =


−1 0 0 −2

0 1 0 0

0 0 −1 0

−2 0 0 1


det (λA−B) =

(
λ2 − 4λ+ 5

)
(λ− 1)2

Reálný klořen tohoto polynomu je λ0 = 1.

Voĺıme q0 = 0 a q1 = 2. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 =

−B =


1 0 0 2

0 −1 0 0

0 0 1 0

2 0 0 −1

 ≈

−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0
√

5 0

0 0 0 −
√

5

 .

In (q0) = 2 = s0.
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• q0 = 2

2A−B =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 .

In (q1) = 2 = s1.

Indexová posloupnost svazku λA − B je 〈2 ↑↑ 2〉. Dle Tabulky 2.2 se pr̊unik zadaných

kvadrik rozpadá na dvě reálné kuželosečky s dvěma body dotyku. tzot bodz dotzku jsou

nevlastńı s jsou to asymptoty obou pr̊unikových hyperbol.

3.35 Př́ıklad. Uvažujme elipsoid

x2 +
1

4
y2 + z2 = 1

a válec

x2 + z2 = 1.

Obrázek 3.24: Elipsoid a válec. Dva pohledy na kvadriky z Př́ıkladu

3.35 a jejich pr̊unikovou křivku – kružnici. Zadaný válec je opsaný

elipsoidu podél jeho hlavńı kružnice.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost kvadrik.

A =


−4 0 0 0

0 4 0 0

0 0 1 0

0 0 0 4

 , B =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


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det (λA−B) = − (4λ− 1)3 λ

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = 0 a λ2 = λ3 = λ4 = 1
4
.

Voĺıme q0 = −1, q1 = 1
8

a q2 = 1. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −1

−A−B =


3 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −3

 .

In (q0) = 1 = s0.

• q1 = 1
8

1

8
A−B =


1
2

0 0 0

0 −1
2

0 0

0 0 1
8

0

0 0 0 −1
2

 .

In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 1

A−B =


−3 0 0 0

0 3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 3

 .

In (q2) = 3 = s2.

Indexová posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je 〈1 ↑ 2 ↑↑↑ 3〉. Dle Tabulky

2.2 zat́ım neńı pr̊unik kvadrik určen jednoznačně. Ještě muśıme dopoč́ıtat znaménkovou

posloupnost parametrizovaného svazku λA−B.

λ0A−B = −B =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1


má signaturu (1, 1, 2).

λ1A−B =
1

4
A−B =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1
4

0

0 0 0 0


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má signaturu (3, 1, 0). Znaménková posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je

(1 (1, 2) 2 (((1, 0))) 3). Pr̊unik uvažovaných kvadrik se rozpadá na jednu dvojnásobnou reálnou

kuželosečku.

3.36 Př́ıklad. Uvažujme jednod́ılný hyperboloid

xy + y2 + z2 − 2y = 1

a válec

y2 + z2 = 1.

Obrázek 3.25: Jednod́ılný hypeboloid a válec. Dva pohledy na

kvadriky v Př́ıkladu 3.16 a jejich pr̊unikovou křivku. Pr̊unikem

těchto kvadrik je kuželosečky, hrdlová kružnice hyperboloidu a

dvě rovnoběžky, tvoř́ıćı př́ımky hyperboloidu. Dvě rovnoběžky

se prot́ınaj́ı v nevlastńım bodě a prot́ınaj́ı také pr̊unikovou

kuželosečku.

Spoč́ıtáme indexovou posloupnost určených kvadrik.

A =


−1 0 −1 0

0 0 1
2

0

−1 1
2

1 0

0 0 0 1

 , B =


−1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


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det (λA−B) =
1

4
(λ− 1)2 λ2

Reálné kořeny tohoto polynomu jsou λ1 = λ2 = 0 a λ3 = λ4 = 1.

Voĺıme q0 = −1, q1 = 1
2

a q2 = 2. K takto voleným qi dopoč́ıtáme si.

• q0 = −1

−A−B =


2 0 1 0

0 0 −1
2

0

1 −1
2
−2 0

0 0 0 −2

 .

Tato kvadrika je hyperbolický paraboloid. In (q0) = 2 = s0.

• q1 = 2

2A−B =


1
2

0 −1
2

0

0 0 1
4

0

−1
2

1
4
−1

2
0

0 0 0 −1
2

 .

Tato kvadrika je hyperbolický paraboloid. In (q1) = 2 = s1.

• q2 = 2

2A−B =


−1 0 −2 0

0 0 1 0

−2 1 1 0

0 0 0 1

 .

Tato kvadrika je hyperbolický paraboloid. In (q2) = 2 = s2.

Indexová posloupnost svazku λA − B je 〈2 ↑↑ 2 ↑↑ 2〉. Dle Tabulek 2.3 a 2.1 zat́ım neńı

pr̊unik kvadrik určen jednoznačně. Ještě muśıme dopoč́ıtat znaménkovou posloupnost pa-

rametrizovaného svazku λA−B.

λ0A−B = −B =


0 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1


má signaturu (1, 1, 2).

λ1A−B = A−B =


0 0 −1 0

0 0 1
2

0

−1 1
2

0 0

0 0 0 0

 ≈


0 0 0 0

0
√

5
2

0 0

0 0
√

5
2

0

0 0 0 0


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má signaturu (2, 1, 1). Znaménková posloupnost parametrizovaného svazku λA − B je

(2 ((2, 1)) 2 ((1, 1)) 2). Pr̊unik určených kvadrik se rozpadá na jednu reálnou kuželosečku,

hrdlovou kružnici hyperboloidu a dvě reálné př́ımky, které jsou rovnoběžné a prot́ınaj́ı se

v nevlastńım bodě.
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Kapitola 4

Aplikace

Z ploch druhého stupně se v technické praxi nejčastěji vyskytuje válec, kužel, koule,

paraboloid a hyperboloid. Rotačńı paraboloid bývá např. odrazovou plochou reflektor̊u,

teleskop̊u, televizńıch antén apod. Hyperbolický paraboloid se použ́ıvá k zastřešováńı roz-

léhlých továrńıch hal, hangár̊u apod. Použit́ım této plochy se dosahuje veliké úspory ma-

teriál̊u. Jednod́ılného hyperboloidu se ve stavebńı praxi použ́ıvá jako př́ımkové plochy pro

konstrukce chlad́ırenských věž́ı nebo pro konstrukce skořepin pro zastřešováńı hal.

Stavebńı a technické konstrukce

Rozpad pr̊unikové křivky rotačńıch singulárńıch kvadrik se často vyskytuje ve stavitel-

stv́ı, stroj́ırenstv́ı nebo technické praxi.

Ve stavitelstv́ı se setkáváme s pr̊unikem válcových ploch např́ıklad při zaklenut́ı čtver-

cového p̊udorysu. Části válcových ploch s vodorovnými tvoř́ıćımi př́ımkami jsou nazývány

valené klenby. Valené klenby můžeme nejr̊uzněǰśım zp̊usobem kombinovat, vznikaj́ı tak

klenby složitěǰśı, např́ıklad kř́ıžová nebo klášterńı klenba.
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Obrázek 4.1: Kř́ıžová klenba. Autor fotografie: Petra Surynková.

Část pr̊uniku dvou válcových ploch.

Obrázek 4.2: Klášterńı klenba. Část pr̊uniku dvou válcových ploch.

V technické praxi se často setkáváme s pr̊unikem rotačńıch singulárńıch kvadrik, např.

rozvětvené potrub́ı, signalizačńı zař́ızeńı, okapové plochy, atd.

95



Obrázek 4.3: Využit́ı rozpad̊u pr̊uniku rotačńıch singulárńıch

kvadrik v technické praxi–rozvětvené potrub́ı.

Obrázek 4.4: Využit́ı rozpad̊u pr̊uniku rotačńıch singulárńıch

kvadrik v technické praxi–spojovaćı potrub́ı.

Využit́ı pr̊uniku dvou kvadrik v designu je časté.
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Obrázek 4.5: Využit́ı pr̊uniku kvadrik v designu–stereo reproduk-

tory.

Zat́ım jsme uvedly př́ıklady aplikaćı pr̊uniku dvou kvadrik z vizuálńıch d̊uvod̊u. Pr̊unik

dvou kvadrik může také vést ke zjednodušeńı výpočt̊u.

Geometrické výpočty

V technologíıch má největš́ı využ́ıt́ı rozpad pr̊uniku dvou kvadrik při určováńı polohy

r̊uzných objekt̊u pomoćı Global Positioning System, zkráceně GPS, nebo pasivńıch sle-

dovaćıch systémů, zkráceně POS.

V př́ıpadě určováńı polohy pomoćı GPS hledáme pr̊uniky kulových ploch a elipsoidu,

který nahrazuje geoid. K přesněǰśımu určeńı polohy se využ́ıváj́ı čtyři družice. Pokud jsou

ve výpočtu pouze tři družice, je určená poloha pouze na povrchu elipsoidu– tato poloha je

často označovaná jako neplnohodnotná navigace 2D. V tomto př́ıpadě nevyuž́ıváme rozpad

pr̊uniku dvou kvadrik v pravém slovat smyslu, ale využ́ıváme pr̊uniky kulových ploch.

Pasivńı sledovaćı systém je zař́ızeńı pasivńı, tj. samo nic nevyzařuje a spoléhá na

elektromagnetické zářeńı vyśılané ćılem. POS se nejčastěji použ́ıvá ke sledováńı letadel.

Princip sytému POS je založen na měřeńı časových rozd́ıl̊u, jež uplynou mezi ozářeńımi

odpov́ıdaj́ıćıch dvojic stanic. T́ım vzniká pro dvě stanice dvojd́ılný hyperboloid a pro

tři stanice tři konfokálńı dvojd́ılné hyperboloidy a také vzniká potřeba zkoumat jejich

pr̊unikovou křivku. Mezi tyto pasivńı sledovaćı systémy patř́ı např́ıklad české systémy

Kopáč, Ramona, Tamara nebo nejnověǰśı Věra, který umožňuje automatické sledováńı

až 300 letoun̊u, jak je uvedeno v [4].

Uved’me konkrétńı př́ıklad z [14, str. 5]. Uvažujme body O [0, 0, 0], A [30, 0, 0],

B [−15, 26, 0] a C [−15,−26, 0]. Rovnice pro časové zpožeńı jsou následuj́ıćı:
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dAO =
√
x2

1 − 60x1 + 900 + x2
2 + x2

3 −
√
x2

1 + x2
2 + x2

3

dBO =
√
x2

1 + 30x1 + 901 + x2
2 − 52x2 + x2

3 −
√
x2

1 + x2
2 + x2

3

dCO =
√
x2

1 + 30x1 + 901 + x2
2 + 52x2 + x2

3 −
√
x2

1 + x2
2 + x2

3

Po umecněńı těchto rovnic dostáváme rovnice tř́ı hyperboloid̊u.

Konfokálńı kvadriky jsou symetrické podle roviny určené jejich osami, v tomto př́ıpadě

se jedná o rovinu x3 = 0. Pr̊unikové křivky lež́ı v rovinách kolmých na tuto rovinu symetrie.

Po vyřešeńı soustavy rovnic všech hypeboloid̊u dostáváme

x1 =
dAO (d2

BO + d2
CO − 1802) + (900− d2

AO) (dBO + dCO)

60 (dAO + dBO + dCO)

x2 =
dAO (d2

CO − d2
BO) + (d2

AO − 2dBOdCO − 2702) (dBO − dCO)

104 (dAO + dBO + dCO)

x3 = ±
√
P6 (dAO, dBO, dCO)

dAO + dBO + dCO
,

kde P6 (dAO, dBO, dCO) je polynom šestého stupně proměných dAO, dBO a dCO.

S rozpadáńım pr̊uniku dvou kvadrik se také můžeme setkat při konstrukci a výpočtu

tzv. středńı osy prostorových obejkt̊u. S pojmem středńı osa úzce Voroniho diagram, který

je vysvětlen v [3]. V biochemii je potřeba zkoumat množinu bod̊u, která je středńı osou

zadaných kulových ploch. Tato množina se skládá z část́ı hyperboloid̊u.

Množina bod̊u, která je středńı osou dvou kružnic.

S2S1

Označme poloměry kružnic r1 a r2. Pro body středńı osy dvou kružnic plat́ı

|XS1| − r1 = |XS2| − r2

|XS1| − |XS2| = r1 − r2

Rozd́ıl r1 − r2 nezáviśı na poloze bodu X. Středńı osa dvou kružnic je hyperboloid.

Analogicky středńı osa svou kulových ploch je hypeboloid.
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Obrázek 4.6: Ilustrace množiny bod̊u, které maj́ı od kulových ploch

stejnou vzdálenost.[3, str. 2]. Hrany středńı osy množiny kulových

ploch jsou části kuželosečky.

Důvod̊u proč se v praxi použ́ıvaj́ı rozpady pr̊uniku dvou kvadrik je hned několik. Jednak

to mohou být d̊uvody estetické (klenby, design...), technické (rozvětvené potrub́ı, okapové

plochy, GPS...) nebo d̊uvody výpočetńı jednoduchosti (POS, středńı osy...). Konkrétně v

pasivńıch sledovaćı systémech výpočetńı programy poč́ıtaj́ı pr̊unik tř́ı hyperboloid̊u. Pokud

by tyto hyperboloid měly obecnou poloh, vedlo by to k řešeńı rovnic osmého stupně. V

př́ıpadě, že jsou hyperbolidy konfokálńı źıskáváme rovnice nevýše druhého stupně., jak je

zřemé z př́ıkladu pr̊uniku konfokálńıch hyperboloid̊u.
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Závěr

Za pomoci nástroj̊u lineárńı algebry, projektivńı a afinńı geometrie a s využit́ım programů

Maple a Rhino jsem studovali vzájemnou polohu dvou kvadrik. Podařilo se nám objevit

několik nových vlastnost́ı zaručuj́ıćıch rozpad pr̊unikové křivky dvou kvadrik. Dále jsme

utř́ıdili a doplnili základńı př́ıklady takového rozpadu známé z deskriptivńı geometrie a

dali je do souvislosti s projektivńımi vlastnostmi svazk̊u kvadrik.

Značné úsiĺı jsme rovněž věnovali srozumitelné prezentaci použitých nástroj̊u, které

jsme převzali ze zahraničńı literatury, ve které jsou popsány poměrně obt́ıžně pocho-

pitelným zp̊usobem. T́ımto zp̊usobem vznikl text, který jak doufáme může přinést užitek

student̊um a učitel̊um deskriptivńı geometrie a všem zájemc̊um o aplikovanou geometrii.

Výsledky této práce byly přijaty k prezentaci na 31. konferenci o geometrii a poč́ıtačové

grafice pořádané Českou společnost́ı pro geometrii a grafiku. V budoucnu bychom pokra-

čovali v tomto tématu a vytvořili eukleidovskou nebo afinńı klasifikaci pr̊unikové křivky

dvou kvadrik.
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ISBN 04-007-79.

[6] Gantmacher F. R.: Matrix Theory, Vol. 2. American Mathematical Society, 2000.

ISBN 0821826646.

[7] Lancaster P. a Rodman L.: Canonical forms of Hermitian matrix pairs under strict

equivalence and congruence. SIAM review, vol. 47, no. 3, s. 407–443, 2005.
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3.6 Konfokálńı elipsoid a paraboloid. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.7 Konfokálńı paraboloid a kužel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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3.18 Souosý hyperboloid a elipsoid. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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3.24 Elipsoid a válec. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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