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Uvod

V této diplomové praci jsme se v souladu se zadanim zabyvali predevsim kvadrikami
(plochami druhého stupné) a jejich vzajemnou polohou. Mimotadnou pozornost jsme vé-
novali specialni poloze dvou kvadrik, pii které dochazi k rozpadu prunikové kiivky.

Kvadriky jsou po rovinach nejjednodussi plochy. Tradi¢né je jim vénovana znacna po-
zornost v ramci vyuky deskriptivni geometrie a dalsich vysokoskolskych predmeétu, napt.
linearni algebry a projektivni geometrie. Casto jsou rovnéz pro svoji jednoduchost (nizky
stupen) a dalsi vlastnosti (ohniskové a jiné) vyuzivany v nejruznéjsich aplikacich (stavebni
a technické plochy, parabolické antény, aproximacni plochy v geometrickém modelovani a
podobné).

Zkoumani vzijemné polohy dvou kvadrik je prirozeny problém, ktery nastupuje ihned
po klasifikaci kvadrik jako takovych. Prunikem dvou kvadrik je obecné kvartika (algebraicka
prostorova kiivka ¢tvrtého stupné). V fadé pripadu studovanych v deskriptivni geometrii
a v fadé aplikaci dochdzi k rozpadu této prunikové kvartiky (napt. na dvé kuzelosecky).
Tento jev je velice zadouci, protoze silné zjednodusuje vypocet tohoto pruniku a rovnéz
umoznuje spojeni (¢asti) kvartik do spline plochy jejich prostym ”slepenim”podél rovinné
kiivky (kuzelosecky).

Jednou z motivaci mé prace je fakt, ze v kontextu deskriptivni geometrie a aplikaci jsou
podminky rozpadu prunikové kiivky formulovény eukleidovsky (napi. spolecnd vepsand
kulova plocha, spoleéné ohnisko, viz Kapitolu 3). Matematicky je vsak rozpad prunikové
kiivky vlastnosti projektivni (kterd se zachovava pii projektivnich transformacich).

V Kapitole 1 shrnujeme definice a poznatky nezbytné ve zbytku prace. Mym piinosem
v této casti je shromazdéni znamych definic a tvrzeni z linedrni algebry, afinni, projektivni
a algebraické geometrie. Snazili jsme se pritom usporadat je vhodnym zpusobem s ohledem
na dalsi kapitoly a rovnéz sjednotit matematické znaceni. Na zaveér této kapitoly definuji
svazek kvadrik a jeho (ruzné) parametrizace.

Kapitola 2 je vénovana studiu svazku kvadrik. Vychazim v ni z nékolika praci, predevsim
z neddvného cizojazycného clanku [16]. Tato kapitola je vénovéna predevsim dvéma teo-
retickym néstojum. Jeji prvni ¢dst popisuje soucasnou diagonalizaci (pfesnéji prevedeni

do kanonicého tvaru) dvojice redlnych symetrickych matic. Ve druhé ¢asti jsou vysvétleny



tzv. indexové a znaménkové posloupnosti. ZjednodusSené teceno se jedna o posloupnost
signatur, které jsou asociovany s parametrizaci ur¢itého svazku. Tato posloupnost plné
charakterizuje svazek a urcuje topologii jeho prunikové kiivky. Z celkem 35 rtuznych pro-
jektivnich typu svazku uvadénych v [16] a [15] jich pirebirdme pouze 18, ve kterych dochézi
k rozpadu prunikové krivky. Nas piinos v této ¢asti ma charakter netrivialni kompilace.
Vychazeli jsme z nékolika anglickych pramenu, které jsou psany pomérné tézko srozu-
mitelnym zpusobem. Déle nas piinos spociva zejména ve zjednodusSeni a upiesnéni rady
formulaci, v doplnéni chybéjiciho diukazu Véty 2.24 a doplnéni fady vypocitanych ptikladu,
bez nichz bylo pochopeni této problematiky velmi pracné.

Kapitola 3 je vénovana prehledu fady pripadu, ve kterych dochézi k rozpadu prunikové
krivky dvou kvadrik. Toto rozpadani pruniku dvou kvadrik se vyskytuje v mnoha oborech
matematiky a casto je spojovano s eukleidovskymi nebo afinnimi podminkami. Kromeé
pripadi dobfe znamych z deskriptivni geometrie (napf. spoleénd vepsand kulové plocha)
uvadime rovnéz piiklady zndme jen okrajové (konfokdlni kvadriky) a dokonce zcela nové
vysledky (dveé kvadriky v osové afinité, souosé kvadriky, kuzel s vrchlem v ohnisku rotaéni
kvadriky). V kazdém piipadé nejprve studujeme podminky rozpadu prunikové kiivky, déle
uvadime fadu ptikladu doplnénych obrazky a vzdy pocitam indexovou, popt. znaménkovou,
posloupnost. Tim uvadime tyto vysledky do vztahu s projektivni klasifikaci svazku. Tato
cast tedy obsahuje nékteré originalni vysledky a déle prehledné a v novém kontextu uvadi
vysledky znamé z deskriptivni geometrie a jinych oboru.

Kapitola 4 pfiblizuje nékteré aplikace kvadrik, zejména v piipadé rozpadu jejich pruniku.
Uvadime piiklady z architektury, technickych konstrukei nebo geometrickych vypoctia. Ty-
to aplikace osvétlujeme za pomoci novych i prevzatych obrazku.

Vypocty prezentované v této prace byly casto provadény za pomoci programu Maple.
Pouzité obrazky dvou kvadrik a jejich prunikové kiivky byly vytvoreny v programu Rhino.
dovské vlastnosti svazku kvadrik v souvislosti s rozpadem jejich prunikové krivky. Velky
duraz jsme kladli na relativné snadnou srozumitelnost vytvoreného textu. Doufame, ze
tak muze byt rovnéz zajimavym piinosem pro studenty a ucitele deskriptivni geometrie a

vSechny zdjemce o aplikovanou geometrii.



Kapitola 1

Zakladni definice a poznatky

V této kapitole jsme shrnuli potiebné defnice a poznatky vysvétlené v predmétech Linedrni
algebra, Projetikvni geometrie a Geometrie, které jsou vyucovany v ramci ucitelského
studia matematiky a deskriptivni geometrie na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity
Karlovy v Praze. Uvedeme zékladni pojmy, které budeme pouzivat ve zbytku této prace.

1.1 Linearni algebra

S kvadrikou jako takovou tizce souvisi pojem kvadraticka forma, proto v iivahéch budeme
potfebovat i nékteré pojmy z linearni algebry.

Nejprve si zavedeme znaceni a zkratky, které nam umozni jednodussi orientaci v textu.

Vi vektorovy prostor dimenze n nad R

U vektor (prvek vektorového prostoru)

{7} v soutradnice vektoru ¢ v bazi M (sloupcovy vektor), M nékdy
vynechavame

det (M) determinant matice M

dim (M) hodnost matice M

diag (M, ..., M,) diagondlni matice, které ma na diagondle matice My, ..., M,

MT transponovand matice k matici M

1 ¢tvercova jednotkova matice s prvky d;; Kroneckerovo delta

E ¢tvercovd matice n X n s prvky d;(,—j; Kroneckerovo delta



Kroneckerovo delta

{1 proi =3
0ij = o,
0 proi=#j

V podkapitole 2.1 si ukazeme jak soucasné diagonalizovat dvé symetrické matice. S
timto bude uzce souviset pojem Jordanova matice.

1.1 Definice. Ctvercov4 matice tvaru

a 1 o ... 0 0
0 a 1 ... 0 O
0 o ... 0 a 1
0 0O ... 0 0 a

se nazyva Jordanova bunka (na diagonéle je prvek a, na rovnobézné linii nad diagonalou
jsou jednicky). Diagonélni blokovd matice, jejiz bloky na diagondle jsou Jordanovy burky,
se nazyva Jordanova matice.

Podobnou definici Jordanovy buniky muzeme najit v [1, str. 241}, kde jsou jednicky na
rovnobézné linii pod hlavni diagonalou.

Ke kazdé matici A existuje v oboru C matice P, pro kterou plati J = P~*AP, kde J je
Jordanova matice. Bude-li A matice néjakého endomorfismu f vzhledem k bazi M, matice
P matice prechodu od né&jaké baze N k bazi M, potom matice J je matici endomorfismu
f vzhledem k bdzi N. Podrobnéji je tato ivaha rozvedena v [1, str. 250].

1.2 Definice. Necht matice A, B jsou ¢tvercové matice stejného fddu. Budeme fikat, Ze

matice A, B jsou podobné, pokud existuje regularni matice P takova, ze plati

B =P 'AP.

Tuto definici muzeme najit napt. v [1, str. 235]. Kazdd matice A ma Jordanuv kanonicky
tvar J, tzn. kazd4 matice A je podobnd s Jordanovou matici J.

Dalsimi dulezitymi pojmy k nalezeni kanonického tvaru dvojice kvadrik, coz bude
popsano a vysvétleno v podkapitole 2.1, jsou vlastni ¢isla a vlastni vektory.

1.3 Definice. Necht A je redlna ¢tvercova matice fadu n. Cislo A € C se nazjva vlastnim
¢islem matice A, pokud existuje vektor ¥ € C", ¥ # 0, takovy, ze

AT} = M 7).

Vektor Z, ktery spliiuje tuto rovnost se nazyva vlastni vektor matice A piislusny
vlastnimu ¢islu .



Jinou ekvivalentni definici vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru muzeme nalézt v [1, str.
219].

Predchozi definice ma tadu dulezitych dusledku, my si uvedeme jenom nékteré z nich.
Polynom det (A — AI) nazyvdme charakteristicky polynom matice A. Vlastni ¢isla
matice A jsou kofeny charakteristického polynomu matice A.

Je-li A k-nasobnym kotenem charakteristického polynomu, fikame, ze A je vlastni ¢islo s
algebraickou nasobnosti k. Geometrickou nasobnosti vlastniho éisla )\ se nazyva
dimenze vlastnich vektoru prislusnych k .

Podobné matice maji stejna vlastni ¢isla, véetné jejich ndsobnosti.

Abychom spravné zavedli pojem kvadriky, musime nejprve zadefinovat pojem kvadrat-
icka forma.

1.4 Definice. Necht A je redlnd symetrickd ¢tvercovd matice fddu n. Zobrazeni ¢, které
vektoru 7 € R" prifadi realné ¢islo
ﬁ T
q(7) = {x}" A{z}, (1.1)
budeme nazyvat kvadratickou formou. Matici A nazyvame matici kvadratické formy

q. Po provedeni ndsobeni na pravé strané (1.1) prejde tato rovnost v analytické vyjadieni
kvadratické formy gq.

Jinou ekvivalentni definici kvadratické formy muzeme nalézt v [1, str. 340].

Jestlize A je matice kvadratické formy ¢ vzhledem k bazi M, potom matici formy ¢
vzhledem k bazi N je matice QT AQ, kde @ je matice pfechodu od baze N k bazi M.
Budeme tikat, ze baze P je polarni vuci g, jestlize matice formy ¢ vzhledem k bézi P je
diagonalni. Budeme fikat, ze baze Py je kanonicka vudi ¢, jestlize Py je polarni vuéi g a

matice formy ¢ vzhledem k bazi Py; ma na diagonéle pouze —1, 0 nebo 1.

1.5 Definice. Matice A, B jsou ekvivalentni, pokud existuje matice ) takova, ze plati

B = QTAQ.

Symetricka matice je ekvivaletni pouze se symetrickou matici. Matice stejné kvadratické

formy v ruznych bézich jsou zjevné ekvivaletni.

1.6 Véta (Sylvestruv zékon setrvacnosti). Uvazujme kvadratickou formu f wvyjdadrenou
ve dvou poldrnich bdzich. Pocty kladnijch, zdpornijch a nulovych koeficientu jsou v obou
vyjadrenich stejné.



Toto znénf je uvedeno v [13, str. 155], jiné ekvivalentvni znéni tohoto zdkona je uvedeno
v [1, str. 355].

Dalsim dulezitym pojmem je signatura kvadratické formy. Tento pojem bude dulezity k
projektivni klasifikaci kvadrik nebo pfi urcovani znaménkové posloupnost svazku kvadrik,
ktera bude vysvétlena v podkapitole 2.2.

1.7 Definice. Uvazujme kvadratickou formu f vyjadienou v kanonické bazi. Oznac¢me si
matici takto vyjadiené formy D. Signaturou kvadratické formy f budeme nazyvat
trojici (k, 1, m), kde k je pocet nul na diagonéle matice D, [ je pocet 1 na diagondle matice
D a m je pocet —1 na diagondle matice D.

Jind ekvivalentni definice je v [13, str. 155]. Signaturou symetrické matice A budeme
rozumnét signaturu piislusné kvadratické formy. Soucet ¢isel v signature je roven velikosti
matice A. Jestlize signatura kvadratické formy f je (i, j, k), potom signatura kvadratické

formy — f je (i, k, j).

1.2 Afinni a projektivni geometrie

Vzajemnda poloha a prunik dvou kvadrik nas bude zajimat z projektivniho, afinniho i eu-
kleidovského hlediska. Proto je dulezité si pripomenout nékolik zakladnich poznatku z
projektivni, afinni a eukleidovské geometrie.

V této podkapitole pfipomeneme pojmy afinni prostor, projektivni prostor, kvadrika,
svazek kvadrik a jim blizké pojmy. Teorie kvadrik a s ni souvisejici pojmy jsou podrobné
vysvétleny napf. v kapitole Kvadriky v [9, str.74-109].

1.8 Definice. Uvazujme neprazdnou mnozinu A, vektorovy prostor V,, dimenze n a zo-
brazeni ¢ : A x A — V,. Trojici (A;V,;¢) nazyvame n-rozmérny afinni prostor
(znacime A,,), jestlize plati:

e VXY, ZeA  p(X)Y)+e(Y,2)=p(X 2),
eVX€EA @€V, AYEB ¢X)Y)=1i

Prvky mnoziny A nazyvame body afinniho prostoru. Vektorovy prostoru V,, se nazyva
zaméfeni afinniho prostoru. Tuto definici muzeme nalézt napi. v [12, str. 9] nebo v [8,
str. 8]

Zvolime-li pevné bod O € A, a béazi (€1,é,...,6,) C V,, potom lze kazdému bodu
X € A, jednozna¢né pritadit vektor ¥ = ¢ (X,0) a tim padem i usporddanou n-tici

(1, X2, ..., 2,], pro kterou plati:

T =1T1€1 + To€y + -+ + Ty

7



Tuto n-tici budeme nazyvat afinni souradnici bodu X a uspofadanou mnozinu
{0, ¢é1,éy,...,¢e,} afinnim repérem.

Eukleidovskym prostorem [E, rozumime n-rozmérny afinni prostor, na jehoz vek-
torovém zaméteni V,, je definovan skaldrni sou¢in. Viz napf. [8, str. 46].

1.9 Definice. Bud' V,,,; vektorovy prostor dimenze n + 1. Mnozinu P, vSech jednoroz-
meérnych vektorovych podprostoru prostoru V,,;1, tj.

P = {{7) : 7 € Vo \{0}}

nazyvame projektivni prostor dimenze n. Jeho prvky nazyvame projektivni body.
Vektor @ € V,, 1, & # 0, jenz generuje bod X € P, nazyvame zastupcem bodu X.

Specialné pro n = 1 budeme hovortit o projektivni pifimce a pro n = 2 o projektivni
roviné. Podrobnéji jsou tyto definice uvedeny v [9, str. 51].

Zvolime-li pevné bazi (€}, €s,...,6En, €nt1) C Vuy1\{0}, potom lze kazdému bodu X €
P,, jednozna¢né az na nasobek priradit n + 1-tici redlnych ¢isel (z1, s, ..., Tn, Tpy1), Pro
kterou plati:
(161 + -+ Tpy1€n1) = X.

Napiiklad dvojice (1, 2) a (2, 4) urcuji stejny bod na projektivni piimce.

1.10 Definice. Necht ¢ : Vier — V0., je linedrni prosté zobrazeni. Bud
P, = {(z): Z€V,u\{d}} aP,, = {(Z): Z€ V], ,\{0}} dva projektivni prostory. Zo-
brazeni f se nazyva projektivni zobrazeni, jestlize f je linedrni zobrazeni P,, — P a
pro kazdy bod X € P, a pro kazdého vektorového zastupce ¥ € V,,.1 bodu X plati

Budeme-li o matici A uvazovat jako o matici néjakého zobrazeni, potom podobné matice
k matici A jsou matici stejného projektivniho zobrazeni v jinych homogennich souradnicich.

Vynechdnim (odstranénim, vyjmutim) jediné nadroviny wy projektivniho prostoru P,
vznikne z tohoto prostoru afinni prostor A?. Tato myslenka je podrobngji uvedena v [9,
str. 55]. Jestlize afinni prostor A,, se zamétenim V;, ptidame jako AY do projektivniho pros-
toru IP,,, potom sjednocenim A? a nadroviny wy C IP,, dostaneme pravé prostor P,. Tento
n-rozmérny projektivni prostor s vyznacenou pevnou nadrovinou wy predstavuje specialni
model n-rozmérného projektivniho prostoru, tzv. (projektivné) rozsireny afinni pros-
tor (budeme jej oznacovat A, ). Objektiim nadroviny wy budeme fikat nevlastni objekty
prostoru Kn,



Konkrétné vlastni body rozsfieného afinniho prostoru As muzeme vzhledem k jisté
soustavé soufadnic popsat pomoci trojic redlnych ¢isel [z,y, z]. Body projektivniho pros-
toru P3 muzeme vzhledem k jisté soustavé souradnic popsat pomoci ¢tveric realnych cisel
(20, 1, 9, x3), predpoklddame, ze wy : o = 0. Pfechodem od afinnich soutadnic k projek-

tivnim budeme nazyvat vnoreni
Ag — ]Pjg
[:B,y,Z] — (1,1'7?/, Z) = (370,1'1,1'2,@73).

Homogenni soufadnice (g, 1, Z2, 23), kde o = 0 popisuji nevlastni body, neboli sméry
afinntho prostoru.

1.3 Kvadriky

V nadledujici kapitole se omezime na R*.

1.11 Definice. Uvazujme kvadratickou formu ¢, kterd je urcena redlnou nenulovou symet-
rickou matici
do,o 40,1 do2 403
o) don1 1,1 qi12 41,3
o2 1,2 G22 423

qo,3 41,3 42,3 (433

Mnozinu Q vsech bodu X € P3, X = {x¢, 21, .flfg,l'g}T, pro nez plati ¢ (X) = 0 nazyvame
kvadrika.

Matici () nazyvame matici kvadriky Q. Rovnici

qo,0 4do,1 qo,2 40,3 To

o1 q11 12 13 1 .
(w0, 21, T2, T3) =0

Qo2 Q412 Q22 (23 Ta

Go,3 413 (23 (433 X3

nazyvame projektivni rovnici kvadriky O.
Vice kvadratickych forem muze urcovat stejnou kvadriku. Dvé realné nenulové kvadrat-
ické formy ¢ a r urcuji tutéz kvadriku, prave kdyz existuje k € R, k # 0 takové, ze ¢ = k.

1.12 Definice. Je-li matice kvadriky O regularni, nazveme kvadriku Q regularni. Je-li
matice kvadriky Q singuldrni, nazveme kvadriku Q singularni.



Body A, B € P3 nazyvame polarné sdruzené vzhledem ke kvadrice Q, jestlize plati:

{Are{BY =0

Bod Y nazveme singularnim bodem kvadriky O, je-li polarné sdruzen se vSemi body

prostoru. Body kvadriky, které nejsou singularni, nazyvame regularni.

1.13 Priklad. Uvazujme kvadriku s projektivni rovnici #3+423+322 = 0. Bod {1,0,0,0)}”
je singuldarnim bodem této kvadriky, protoze

000 0 Yo n
0100

(1000) h :(0000) A .
0020 " Y
0003 Y3 Y3

Rovinu vsech polarné sdruzenych bodu s bodem P vzhledem ke kvadrice Q nazyvame
polarni rovina bodu P vzhledem ke kvadrice Q. Bod P nazyvame pdl piislusné polarni

roviny.

Budeme-li o matici A uvazovat jako o matici néjaké kvadratické formy, potom ekvi-
valentni matice k matici A jsou matice stejné kvadratické formy vyjadiené v jinych ho-
mogennich soutadnicich. Zménou homogennich souradnic se matice kvadriky muze zménit
na jinou matici, ktera je s tou puvodni ekvivaletni, stejné jako tomu je u kvadratickych
forem.

Kazda symetricka matice @) je ekvivalentni s néjakou diagondlni matici, tzn. ke kazdé
kvadrice existuje baze projektivniho prostoru, ve kterém je matice této kvadriky diagondlni.
Oznacme p pocet kladnych znamének a g pocet zapornych znamének této diagonalni mat-
ice. Vzdy muzeme zajistit (vhodnym uspofaddnim, piipadné vyndsobenim —1), ze kladné
¢leny predchézeji zapornym a navic je g < p.

Vhodnou volbou homogennich soutfadnic mé kvadrika v prostoru jednu z nésledujicih

rovnic:

1. 22+ 23 +23+22 = 0, reguldrn{ imagindrn{ kvadrika (nem4 singuldrn{ body), signatura
piislusné kvadratické formy je (0,4, 0),

2. r3+x3+2i—12 = 0, reguldrni nepiimkova kvadrika (nemé singuldrn{ body), signatura
piislusné kvadratické formy je (0,3, 1),

3. x3+ 23 — 23— 22 = 0, regularni pifmkovd kvadrika (nem4 singuldrni body), signatura
piislusné kvadratické formy je (0,2, 2),
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4. x3+x3+23 = 0, imaginarni kuzelovd plocha (jeden redlny singuldrni bod), signatura
prislusné kvadratické formy je (1, 3,0),

5. 3 + a3 — 22 = 0, redlnd kuzelovd plocha (jeden singuldrni bod), signatura prislusné
kvadratické formy je (1,2, 1),

6. r3+z? = 0, dvé imagindrn{ roviny (jedna redlnd primka singuldrnich bodu), signatura

prislusné kvadratické formy je (2,2,0),

7. 22 — 23 = 0, dvé redlné roviny (jejichz prusecnice je pifmka singuldrnich bodu),

signatura piislusné kvadratické formy je (2,1,1),

8. x2 = 0, jedna dvojndsobna rovina (vSechny body jsou singuldrni), signatura pifslusné
kvadratické formy je (3,1,0).

Rovnici

qo,0 40,1 402 90,3
Q1 a1 G112 41,3
do2 91,2 4922 423

(]‘7 x? y? Z)

SIS

qo,3 4q1,3 423 433

nazyvame afinni rovnici kvadriky O.

1.14 Priklad. Uvazujme kvadriku danou afinni rovnici
22 —day + 3y? — 1022 + 42 — 1 = 0.
Projektivni rovnice této kvadriky je
—x% + dxgx1 + a:g —dxixy + 33:3 — 10x1253 = 0.

Matice této kvadriky je

1 2 0 0
2 1 =2 0
0 -2 3 -5
0 0 -5 0

Bod S nazveme stifedem kvadriky Q, je-li vzhledem ke Q polarné sdruzen se vSemi
nevlastnimi body. Kvadrika, ktera ma alespon jeden vlastni stied, se nazyva stifedova
kvadrika. V opa¢ném ptipadé hovorime o nestiedové kvadrice.

Smér urc¢eny nevlastnim bodem se nazyva hlavni smeér kvadriky Q, je-li vzhledem ke

Q polarné sdruzen se vsemi k nému kolmymi sméry.

11



Polarni rovina hlavniho sméru kvadriky Q, ktery neni bodem kvadriky, se nazyva os-
ova rovina kvadriky Q. Pokud je hlavni smér kvadriky jejim nevlastnim singuldrnim
bodem, definujeme osovou rovinu jako libovolnou rovinu kolmou na tento hlavni smeér. Os-
ou kvadriky rozumime kazdou vlastni ptimku, ktera je pruse¢nici dvou osovych rovin.
Vlastni prusecik kvadriky s jeji osou se nazyva vrchol kvadriky.

Svazky kvadrik

Algebraické nadplochy je mozno chapat jako body jistého projektivniho prostoru P,. Al-
gebraickd rovinng kiivka C' stupné n ma

n(n+3)
2

N =

stupnu volnosti, tzn. homogenni polynom v proménnych xq, 1, xo ma N + 1 koeficientu.
Muzeme tedy fict, ze C' € Py. Tato tivaha je detailné popsana napt. v [19, str. 62].
Podobné homogenni rovnice kvadriky ma 10 koeficientii. které jsou dany az na nasobek.
Muzeme tedy ftict, ze kvadriky jsou body projektivniho prostoru Py.

Ptimku projektivniho prostoru Py z predchozi poznamky budeme nazyvat svazkem
kvadrik.

Rekneme, ze

M +vB, kde (\,v) € Py (1.2)

je homogenni parametrizace svazku kvadrik A, B. Kvadriky

A, B

nazyvame zakladni kvadriky parametrizovaného svazku. Homogenni parametrizaci
svazku kvadrik muzeme také chapat jako zobrazeni Py — Py.

Pro pozdéjsi zjednoduseni vypoétu muzeme v 1.2 polozit v = —1 a zvolit konkrétni
matice kvadrik A, B.

1.15 Definice. Rekneme, ze
AN — B

je parametrizovany svazek.

Touto parametrizaci svazku jsme z puvodniho svazku vynechali kvadriku A. Proto v
néekterych pripadech zménime zdkladni kvadriky svazku na A" = a A+ bB a B' = cA+ dB,

kde
det [ @0 ) 2o
c d ‘
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1.16 Priklad. Uvazujme svazek kvadrik urcéen maticemi zékladnich kvadrik svazku

12 0 0 o 1 0 2
A 24 1 0 W B— 1 4 -3 =2

01 3 -1 0 -3 2 1

00 -1 4 2 -2 1 3

Matice kvadriky

12 0 0 -1 -1 0 2

2 4 1 -1 —4 =2
A= 0 a C= 0

01 3 -1 0 —4 -1 2

00 -1 4 2 =2 2

urcuji stejny svazek kvadrik, protoze C = B — A.

1.17 Definice. Charakteristickym polynomem parametrizovaného svazku kvad-
rik AA — B budeme rozumnét det (A — B).

Pro redlné koteny \;, i € {1,...,4}, charakteristického polynomu parametrizovaného
svazku A\ — B jsou kvadriky \; A — B singularni.
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Kapitola 2

Klasifikace pruniku dvou kvadrik
pomoci znaménkovych posloupnosti

Tato kapitola je hlavni teoeretickou casti celé préce a vychdzi predevsim z ¢lanku [16].
V této kapitole si ukdzeme jak soucasné diagonalizovat dvojici kvadrik, tzv. kanonicky
tvar dvojice kvadrik, znaménkovou posloupnost a jak pomoci znaménkové posloupnosti
zjistit,zda se jejich prunik rozpada na dvé kuzelosecky.

V predchozi kapitole byly definice a pojmy pripomenuty, v této kapitole budeme zavadeét
nové. Pro prehlednost a iplnost budou nové zavadéné pojmy doplnény o piiklady.

Doposud jsme pismeny A, B,C ... oznacovali kvadriky, tj. mnoziny bodu projektivniho
prostoru P53 a pismeny A, B,C' ... matice kvadrik, tj. realné symetrické matice. Ke kazdé
matici A existuje pravé jedna kvadrika A. Pro jednoduchost budeme v této kapitole matice

kvarik nazyvat primo kvadrikou.

2.1 Kanonicky tvar dvojice kvadrik

Soucasna diagonalizace dvou kvadrik tzce souvisi s Jordanovymi maticemi, které byly
zopakovany v podkapitole 1.1. Budeme zkoumat realné vlastnosti kvadrik, proto musime

puvodni definici Jordanovych matic 1.1 rozsitit.

2.1 Definice. Pro a € R nazveme ¢étvercovou matici tvaru

a 1 0 “
(a) a1 0 1 | nebo 0
) b a
0 a 00 0
a
0

O O Q@ =
O Q = O
Q ~ O O
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realnou Jordanovou bunkou typu I a budeme ji znacit J (a). Redlnou Jordanovu
bunku typu I budeme uvazovat pouze fadu 1, 2, 3 nebo 4.

Pro a, b € R, b # 0 nazveme ¢tvercovou matici tvaru

a b 1 0

a b b a 0 1
nebo

-b a 0 a b

0 =b a

realnou Jodranovou bunkou typu II a budeme ji znacit J (a, b). Redlnou Jordanovu
bunku typu II budeme uvazovat pouze tadu 2 nebo 4.

Vlastni ¢islo J (a) redlnych Jordanovych bunék typu I je redlné cislo a. Vlastni ¢isla
J (a, b) redlnych Jordanovych bunék typu II jsou komplexni ¢isla a + ib.

2.2 Priklad. Matice

41 00
0410
0041
00 0 4
je redlnou Jordanovou bunkou typu I s vlastnim ¢islem 4.
Matice

2 3 1 0

-3 2 1

0 0 2 3

0 0 —3 2

je redlnou Jordanovou bunkou typu I, jeji vlastni ¢isla jsou 2431 a jeji klasicky Jordanovsky

typ, dle Definice 1.1, je

2+ 31 1 0 0
0 2+ 30 0 0
0 0 2—-3 1
0 0 0 2—3

Méame dva typy realnych Jordanovych bunék, ale realnou Jordanovu matici definujeme
podobné jako v Definice 1.1. Abychom v redlném Jordanovém typu matice A zarucili
spravné poradi redlnych Jordanovych bunék na diagonale, musime si zavést pojem fetéz

Jordanovych bunék.
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2.3 Definice. Necht Jj, ..., J, (n < 4) jsou redlné Jordanovy buiiky (typu I nebo II) se

stejnym vlastnim ¢islem A, potom matici
C(\) =diag(Ji, ..., Jn), kde dim (J;) > dim (J;11)
budeme nazyvat fetézem Jordanovych bunék odpovidajici .

2.4 Priklad. Prikladem fetézu Jordanovych bunék jsou napiiklad matice

2000 3100 2 1 0 0

0210 0300 ol -1 2 0 O
, nebo také

00 21 00 31 0o 2 1

000 2 00 0 3 0O 0 -1 2

Predchozi definice a priklady musely byt takto zavedeny kvuli algebraické a geometrické

nasobnosti vlastnich ¢isel matic.

2.5 Definice. Necht L = {\,..., A4} jsou viechna vlastni ¢isla véetné algebraické ndsob-

nosti redlné matice A. Necht L = { \y, ..., )\n} (n < 4) je takovd podmnozina vlastnich
¢isel matice A, ze se v ni vyskytuje kazdé realné vlastni ¢islo praveé jedno a pravé jedno z
komplexné sdrzené dvojice vlastnich ¢isel. Potom realnym Jordanovym typem matice

A budeme rozumnét matici

J = diag (C <X1> C()\m)> ,
kde C (5\1>, i={1,...,m}, jsou fetézy Jordanovych bunék.

2.6 Priklad. Pro realnou matici

-2 11 —4 8

je L=1{2,3,3414,3—1i} aproto L = {2,3,3 +i}.
Redlny Jordanuv typu matice A je matice

0
0
3

S O O N
o O w o
w = O O

—1
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2.7 Priklad. Pro realnou matici

0 2 11
-2 4 11
A= 2
-2 2 30
-1 0 1 4
je L =1{2,3,3,3} a proto L = {2,3}.
Redlny Jordanuv typu matice A je matice
2000
0300
00 31
000 3

Nasledujici véta je dulezita. Popisuje soucasnou diagonalizaci dvou symetrickych matic.

Dukaz téty véty je velmi obsahly a bude uveden pouze jeho naznak.

2.8 Véta. Necht A a B jsou dvé rediné, symetrické matice velikosti 4 x 4. Ddle predpok-

ladejme, Ze A je requldrni. Necht matice A~*B md redlny Jordaniiv typ
diag (Ji,...,Jn).
Potom plati nasledugici:
1. A a B jsou soucasné ekvivaletni maticim

diag (e1E1, ..., e, Ey)

diag (e1Er Jy, ... 6, B0 dy) , kde

€; = 1, pokud J; ma realné vlastni cislo,
€; = 1, pokud J; ma komplexni vlastni ¢isla a

0001
0 1 00l 0010
E; = (1), ;1 01 0 | nebo , a dim (E;) = dim (J;).
10 0100
1 00
1 000

O maticich A a B potom hovorime jako o sou¢asné diagonalizovatelnych ma-
ticich.
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2. Charakteristicky polynom A~ B a charakteristickij polynom parametrizovaného svazku

AA — B maji stejné koreny véetné nasobnosti.

Néaznak dikazu: Oznacme J = diag (J, ..., J,). Matice A~'B m4 redlny Jordanuv
typ J, tzn. existuje regularni matice P, pro kterou plati

P 'A'BP.

Hladani ekvivalentnich matic k maticim A, B souvisi s touto matici P.

V predchozi vété se nejednd o diagonalizaci v pravém slova smyslu, protoze dim (J;)
muze byt vétsi nez jedna.

Jinak feceno matice kvadratickych forem A, B muzeme pomoci stejné realné zmény
soutadnic diagonalizovat.

Tato véta je uvedena v [16, str. 320]. Dukaz této véty pro libovolné velké matice A, B
mé pomérné dlouhou historii, kterd je detailné popséna v [7]. Pro piipad dvou reguldrnich
kvadrik byla tato véta dokdzana jiz v roce 1905 v [10].

Pokud by kvadrika A nebyla regularni, muzeme zmeénit zakladni kvadriky parametrizo-
vaného svazku, proto v dalsich ivahach budeme predpokladat, ze A je regularni.

Priklad pro matice 2 x 2 se objevuje v diferencidlni geometrii v souvislosti s prvni a
druhou zékladni formou plochy. Hlavni sméry diagonalizuji obé zakladni formy:.

2.9 Priklad. Uvazujme dvé matice

5 16 =20 34 36 78 =33 126

A 16 37 -9 064 B_ 78 163 —1 256
—20 =9 —47 41 |’ -33 -1 —-90 113

34 64 41 90 126 256 113 394

Matice
—2190 —4342 —-259 —6436

1998 3959 236 5864
24 48 5 72
—-603 —-1194 -—-71 —1767

A'B =

ma realny Jordanuv typ

-3 000
0 200
0 030
0 00 5
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Matice A, B jsou soucasné diagonalizovatelné. Jsou soucasné ekvivaletni maticim

tzn. existuje matice P, pro kterou plati A’ = PTAP a B’

P =

2.10 Priiklad. Uvazujme dvé matice

0
0

o = O O

269

—245

-3

74

1
2

—2

1 3 —4
. 3 0 -3
-4 -3 0
1 2 =2
Matice
4A7'B =

ma realny Jordanuv typ

S O = O

_ o O O

1

—11 —-14 -91
10 13 &3
0 0
-3 —4 =25
—7
B=| T
—18
-5
50 27 =25
—4 14 -10
2 -3 13
—58 =53 35
2 0 0 0
0 -3 0 0
0O 0 5 -1
0O 0 1 5

S = O O

19

0
-2

0

0

o w o O
oo O O

= PTBP. Tato matice je

, protoze
7 =18 =5
-4 —-11 2
—-11 15 -9
2 -9 —4
31
—2
1
41

0 0 0
-3 0 0
0 -1 5 |’
0 5 1



tzn. existuje matice P, pro kterou plati A’ = PTAP a B’ = PT BP. Tato matice je

o
4 4
59 o 3

2.2 Znaménkova posloupnost

K urceni projektivniho typu prunikové kiivky dvou kvadrik se ndm bude slouzit tzv.
znaménkova posloupnost. Silny nastroj, ktery umozuje popsat projektivni vlastnosti svazku
kvadrik.

Nejprve si zavedeme index matice A a indexovou funkci svazku kvarik.

2.11 Definice. Indexem matice A budeme rozumnét funkei
index (A) = [, kde
(k,1,m) je signatura matice A.

2.12 Definice. Indexova funkce parametrizovaného svazku kvadrik A\A — B je

definovana jako
In (\) = index (AA — B).

Tato funkce popisuje projektivni typ kvadriky parametrizovaného svazku.

2.13 Piiklad. Uvazujme parametrizovany svazek kvadrik N\A — B.

11 0 0 2 3 2 0
1 2
A 0 0 B— 3 5 0 0
00 -1 0 2 0 -1 0
00 0 =2 0 0 0 -4
1 0 -2 0 -3 0 0 0
11 —2
3A— B = 0 0 0 je ekvivalentni s matici 0 00
-2 0 =2 0 0 0 2 0
O 0 0 =2 0 0 0 11

Signatura matice 34 — B je (0, 2, 2). Potom In (3) = 2. Kvadrika 34 — B je reguldrni
piimkova kvadrika.
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2.14 Véta (Véta o konstantnosti indexové funkce svazku kvadrik). Necht Ay, ...\, (n < 4)
jsou redlné koteny charakteristického polynomu AA — B, potom indexovd funkce In(\) je
konstantni na intervalech (—oo, A1), (Ai; Ni1), i € {1,...,n} a (A,, 00).

Diikaz. Dukaz provedeme pro piipad, ze charakteristicky polynom AA — B ma ¢tyfi ruzné
realné koreny. Ostatni piipady se dokazi analogicky.

A-matice AA — B je ekvivaletni s A-matici diag (p1 (A),...,ps (), kde p; (A) jsou linedrni
polynomy s kofeny \;, pro i € {1, 2, 3, 4}.

Hodnoty polynomu p; (A) maji stejné znaménko na intervalech (—oo, A;) a (\;, 00).

Z cehoz plyne tvrzeni véty. ]

Jinymi slovy ndm tato véta tikd, ze kvadriky z intervalu (—A,\MA— B),
(MA — B, A2A — B), (MA—B,\3A—B), (\sA— B,\MA— B) a (\MA — B, A) jsou ste-
jného projektivniho typu a jsou regularni.

Tuto vétu vyuzijeme v nasledujici definici indexové posloupnosti parametrizovaného
svazku AA — B, kdy ¢; budeme volit libovolné z vyse uvedenych intervalu.

2.15 Definice. Méjme vzestupné serazeny ruzné realné koreny charakteristického polyno-
mu parametrizovaného svazku AA — B, A1,... A, (n < 4), déle méjme ¢ (kK = 0,...,n)
takové, Ze qo < A1, Gn > A\ a @i € (A\iy Aiv1), proi = 1,...,n — 1. Oznatme s; = In(g;).
Indexovou posloupnosti parametrizovaného svazku AA — B rozumime

(soTsiT... 150,

kde 1 oznacuji realny koten charakteristického polynomu parametrizovaného svazku AA— B
bez ohledu na jeho nasobnost.

Indexova posloupnost popisuje projektivni typy kvadrik na intervalech ptimky para-

metrizovaného svazku AA — B.
2.16 Lemma. Pro sy a s, z predchozi definice plati
So+ s, =4
Diikaz. Signatura matice A je (0,k,1).
lim (M —B)=A4, lim (MMA—B)=-A

li
A—00 A——00
index (A) = k, index (—A) =1
index (A) +index (—A) = -k +1 =4

z predchazejicicih dvah vyplyva
So + sp, = 4.
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2.17 Piiklad. Uvazujme dvé symetrické realné matice A, B.

~10 -3 0 9.0 0 0
a0t o 2 o100
~3 0 —4 0 0 0 -10
0 2 0 -6 00 0 0
~1A+9 0 =3\ 0
B 0 A-1 0 2\
~3\ 0 -4 +1 0
0 2) 0 —6A

det (AA — B) =2X(5A —3) (5A* +37A —9) .

Realné koreny tohoto polynomu jsou A; = _% — 115049, A =0, \3 = —?—g + 11%49 al = %

Volime qo = =10, ¢1 = —1, ¢ = 55, g3 = 5 a ¢4 = 1. K takto volenym ¢; dopocitdme

S;.
e go=—10
19 0 30 0
—11 -2
—10A — B = 0 0 0 ~
30 0 41 0
0 —20 60
30 — /1021 0 0 0
N 0 30 + /1021 0 0
~ o
O O % + 62641
42 /6641
0 0 0 L2
Signatura této matice je (0,2,2). In(—10) = 2 = so.
o g1 =—1
10 0 3 O
—1A—- B = 0 -2 0 -2 ~
3 0 5 0
0 —2 0 6
225 0 0 0
N 0 2+ 25 0 0
0 0 LByl g
15 61
0 0 0 F-%
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Signatura této matice je (0,3,1). In(—1) =3 = s;.

1

® 2= 15
v 0 -~ 0
9 1
iA— = 0 - 0 5 ~~
10 -= 0 2 0
1 3
o L o0 -
ki
D _ 2 OF 0 0
19 277
~ 0 T T 0 0
0 0 -1 0
0 0 0o -1
Signatura této matice je (0,2,2). In (55) = 2 = ss.
® g3 = %
0 =3 0
1
Loop 001
-2 0 -1 0
0 1 0 -3
R
15 397
7 gyl
0 0 i 0 .
7 g\
0 0 0 14
Signatura této matice je (0,1,3). In (%) =1=s;s.
g =1
8 0 =3 0
A_B— 0O 0 0 2
-3 0 =3 0
0 2 0 —6
—3—-v13 0 0 0
N 0 -3+ V13 0 0
~ V157
o o 0
5 157
0 0 0 5T 5

Signatura této matice je (0,2,2). In(1) =1 = s4.
Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je tedy (21312111 2).
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2.18 Piiklad. Uvazujme dvé symetrické realné matice A, B.

~16 0 0 0 900 3
g 0 roof 0100
0 040 0 010

0 00 4 3 001
~16A+9 0 0 -3

B 0 A-1 0 0
0 0 4x-1 0

-3 0 0  4r-1

det (AA — B) = =2(A — 1) (4X — 1) (32 — 261 +9) .

Realné koteny tohoto polynomu jsou A\; = }1, Ay = 1, zbylé dva kofeny jsou komplexni.

Volime ¢y =0, ¢4 = % a q2 = 2. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

® ¢ =0
9 0 0 =3
0A— B — 0 -1 0 O ~
0 0 -1 0
-3 0 0 -1

4—+/34 0 0 0
0 4434 0 0
0 0 —-1 0
0 0 0 —1

Signatura této matice je (0,1,3). In(0) =1 = s,.

'CI1:%
1 0 0 -3
Lo 0 -0 0 |_
2 "o o 1 0o |7
3 0 0 1
2 0 00
N -2 00
0 10
0 0 4
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o g =2
—23 0 0 -3
oA B 0 10 0 | _
0 07 0
-3 00 7
—8— /26 0 0 0
B 0 —8+v26 0 0
- 0 0 10
0 0 0 7

Signatura této matice je (0,3,1). In(2) =1 = s,.
Indexova posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je tedy (1 121 3).

Ve vétsiné prikladu nam ke klasifikaci prunikové kiivky dvou kvadrik bude stacit in-
dexova posloupnost. U nékolika piikladu musime indexovou posloupnost rozsiti na tzv.

znaménkovou posloupnost.

2.19 Definice. Méjme dvé realné symetrické matice A, B. Potom znaménkovou pos-

loupnost parametrizovaného svazku A\A— B definujeme jako rozsiteni indexové posloup
nosti, kde misto T, ktery oznacuje realny koren \; charakteristického polynomu parametri-
zovaného svazku AA — B, budeme psat (... (l;;m;)...), kde (k;,[;, m;) je signatura matice
MA — B. Cisla I;, m; uzevieme do tolik zévorek, kolik je algebraickd ndsobnost ¢isla \;.

Indexovou posloupnost jsme zapisovali do (), znaménkovou posloupnost budeme za-
pisovat do ().

Znaménkova posloupnost nejenze popisuje projektivni typ kvadrik na vnitinich ¢astech
projektivni isecky parametrizovaného svazku, ale také projektivni typ singularnich kvadrik

svazku, tj. krajnich bodu téchto usecek.

2.20 Piiklad. Uvazujme dvé symetrické realné matice A, B, stejné jako v Prikladé 2.18.
Vime, ze redlné koteny charakteristického polynomu AA — B jsou A\; = }L a Ay =1 a dale
vime, ze indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (1 121 3).
Signatura matice 1A — B je (1,1,2). Signatura matice 14 — B je (1,2, 1).

Znaménkova posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je

(1,(1,2),2,(2,1),3).
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2.21 Piiklad. Uvazujme dvé symetrické realné matice A, B.

-1 0 0 O 00 0 O
A 0 1 0 O B= 01 0 O
0 0 —4 0 00 -2 0
0 0 0 6 00 0 O
-2 0 0 0
\A_ B — 0 A—-1 0 0

0 0 —4X+2 0
0 0 6

det (AMA — B) = 12X (A — 1) (2) — 1).

Realné koteny tohoto polynomu jsou Ay = Ay =0, A3 = % al =1

Volime ¢g = —1, ¢ = }1, G2 = % a g3 = 2. K takto volenym ¢; dopocitame s;.
® go=—1
1 0 0 0
1A_B— 0 -2 0 0
0 0 6 0
0 0 0 -6

Signatura této matice je (0,2,2). In(—1) = 2.

b Ch:;ll
-1 0 00
1 _3
Ly 0 1 00
4 0 0 10
0o 0 032
Signatura této matice je (0,2,2). In () = 2.
b Q2:%
—4 O1 0 0
3 _1
3 A _pB_ 0 : 00
4 0O 0 —-10
o o0 0 3

Signatura této matice je (0,1,3). In (2) = 2.
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® g3=2
-2 0 0 O
oA B — 0 1 0 0
0 0 -6 0
0 0 0 12

Signatura této matice je (0,2,2). In(2) = 2.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je tedy (2112111 2).
Nyni jesté dopocitame znaménkovou posloupnost.

0 0 0O
MA_B=_B— 0 -1 00
0 0 20
0 0 00
m4é signaturu (2, 1, 1).
-1 01 0 0
1 _1
MA—B=ta_p| 0 200
2 0 0 00
0O 0 0 3
ma signaturu (1, 1, 2).
-1 0 0 O
MA—B=A—-B= 0000
0 0 =2 0
0O 0 0 6

maé signaturu (1, 1, 2).

Parametrizovany svazek AA — B ma znaménkovou posloupnost

(2, ((1,1)),2,(1,2),1,(1,2), 2).

2.22 Poznamka. Libovolné dvé kvadriky svazku maji stejny prunik. Prunik dvou kvadrik

svazku nezdvisi na parametrizaci svazku. Zmeénou parametrizace svazku na NA — B, kde

A=aA+bB a B=cA+dB

a b
det(C d>7é0

by se mohla zmenit indexovd posloupnost. Nyni popiseme vztahy mezi indexovymi posloup-

nosti ruznych parametrizaci stejného svazku kvadrik.
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2.23 Definice. Méjme indexovou posloupnost ¢ = (sg 1 ... 71 s,), (n < 4). Definujeme
nasledujici pravidla:

o g, ={A—5,1780,T... 180 1), pravidlo rotace (rotation rule),
o o, =(s,T...1T50), zpétné pravidlo (reversal rule),
o o;={U—s0T...1T4—s,), pravidlo dopliiku (complement rule).

Budeme tikat, ze indexové posloupnost o, (0., 04) vznikla z indexové posloupnosti o po-

moci pravidla rotace (zpétného pravidla, pravidla doplinku).

2.24 Véta. Méjme parametrizovany svazek kvadrik NA — B s indexovou posloupnosti .

Potom plati:

1. Jestlize N\A — B je parametrizact stejného svazku kvadrik s indexovou posloupnosti 7,

potom & dotaneme ze o pomoci opakovaného uziti pravidel z Definici 2.23.

2. Naopak, méyme & vzniklou ze o pomoci pravidel v Definici 2.23 a jejich kombinact,
potom ezistuje jind parametrizace stejného svazku NA—B, jenZ md indexovou posloup-

nost o.

Diikaz. Tato véta a pouze naznak jejiho dukazu jsou uvedeny v [16, str. 322]. My tuto vétu
dokazeme podrobné.
Budeme tikat, ze indexové sekvence o a ¢ z predchozi véty jsou podobné.
Svazek kvadrik si muzeme predstavit jako projektivni ptimku v prostoru Py. Na této
projektivni piimce mohou byt az ¢tyfi singularni kuzelosecky @1, ...Q,, kde n < 4.
Vétu dokazeme pro n = 4, dukaz pro mensi pocet singularnich kuzelosecek je stejny.
Svazek kvadrik tvori projektivni piimku, kterou si topologicky muzeme predstavit jako
kruznici. Na této kruznici si vyznac¢ime singularni kuzelosecky Q1, Q2, Q3 a Q4.

Qo Q1

Qs Q4

Na kazdém ze ¢tyt intervalu (Q;, Q;+1) (brano cyklicky) maji kvadriky svazku stejné
projektivni typ, viz 2.14

Déle uvazujme parametrizaci svazek kvadrik AA — B. Touto parametrizaci jsme na
projektivni piimce (ve svazku kvadrik) pevné urcili bod A # @y, i € {1,...,4} (reguldrni
kvadriku). Déle jsme urcili smér parametrizace. Predpokladejme, ze A € (Q4, Q1) a smér
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parametrizace je v potadi @1, @2, 3, @4, tj. ,,proti sméru chodu hodinovych rucicek®, jak

vidime na obrazku.

Qo Q1
A

Qs Q4

Z puvodnich ¢tyT intervalu jsme jeden rozdélily na dvé ¢asti a mame pét intervalu.

—0o0 )\Il )\IQ )\I3 )\I4 o0

Plati
Qi=NA-B

a A odpovidd t+oo. Pro kazdy z vnitiich intervalu (A, \ix1),7 € {1,...,3} zafixujeme
signaturu kvadratické formy (proveme volbu jedné z moznosti +A).

Interval (Q4, Q1) se rozpadne na dva intervaly (—oo, A1) a (A4, 00). Na téchto intervalech
budou signatury kvadratickych forem doplinkové, viz. Lemma 2.16.

Méjme dvé ruzné parametrizace stejného svazku kvadrik

S(\) =M - B, §(}) =M — B, kde

_ _ a b
AzaA—l—bB,Bzc/H—dBadet( d);«éO.
c

Oznacme jejich indexové posloupnosti o a . Dale oznacme Y mnozinu vsech pravidel, ze

kterych vznikla z posloupnosti o posloupnost . Dosazenim a tipravami dostavame

S(A) =X(@A+bB) - (cA+dB) = (aA—c) A+ (bA—d) B=

_ (_Zi‘:gA—B) (~bA+d) =5 (—Zi:;) (=bA+d)

- a\ —c <
S(A)=5(——= —bA\+d 2.1
() =5 (-j3s) (A +a 21
Stejné kvadriky v obou parametrizacich se lisi o nasobek (—b;\ + d), ktery je kladny

0/5\—0
Cba—d’
metrizace nebo-li & vznikla ze o0 pomoci zpétného pravidla, pravé tehdy kdyz

a b
< 0.
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Z vyjadreni 2.1 je jasné, ze dostavame stejnou nebo dopliikovou signaturu podle znaménka
(—b5\ + d). Kriticka hodnota je A = %, ted pro S (%) — A. Kvadriky A, A rozdéli projektivni
primku na dvé ¢asti.

Doplitkkovou signaturu tedy dostavame pro kvadriky pouze z jedné této casti.

A

Pokud je kvadrika A v intervalu (Q4,Q1), tj. ve stejném intervalu jako kvadrika A,
o nevznikla ze ¢ pomoci pravidla rotace. Pokud dopliikovou signaturu dostavame na té
¢asti mezi AA, kde nejsou singuldrni kvadriky, & nevznikla ze o pomoci pravidla dopliku.
Pokud doplitkovou signaturu dostdvame na té ¢asti mezi AA, kde jsou singularni kvadriky,

o vznikla ze o pomoci pravidla doplnku.

Qo Q1
A
A

Qs Q4

Pokud je kvadrika A v intervalu (Qs,Qy), tj. v sousednim proti sméru rotace jako
kvadrika A, & vznikla ze ¢ pomoci pravidla rotace. Pokud doplikovou signaturu dostavame
na té ¢asti mezi AA, kde je singuldrni kvadrika @4, & nevznikla ze ¢ pomoci pravidla
doplitku. Pokud doplitkovou signaturu dostdvdme na té ¢dsti mezi AA, kde jsou singuldrni
kvadriky @1, @2, )3, ¢ vznikla ze ¢ pomoci pravidla doplnku.

Q2 Q1

A

Q3 Q4
A

Pokud je A v n—tém sousednim intervalu proti sméru rotace jako kvadrika A, & vznikla

ze o pomoci n-nasobného pravidla rotace.

]
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Nékteré podobné indexové posloupnosti ukazeme na konkrétnich ptikladech.

2.25 Priklad. Uvazujme dvé symetrické realné matice jako v Piikladé 2.21. Parametrizo-
vany svazek AA — B ma indexovou posloupnost o = (2 1121 1 1 2). Singuldrni kvadriky
tohoto svazku jsou Q1 = —B, Q3 = %A —Ba@;=A—-B.

Uvazujme jinou parametrizaci stejného svazku AA — B s indexovou posloupnosti &, kde

A=3A+ B, B=4A+ B.

e Alezi na intervalu (Q1, Q3), tj. na stejném intervalu jako A. Posloupnost & nevznikla
z posloupnosti ¢ pomoci pravidla rotace.

det [ “ P ) caet[ 2 )= 1<0
c d 4 1

Posloupnost & vznikla z posloupnosti ¢ pomoci zpétného pravidla.

ad —bec —1
=— =-1
2 1 <0

Posloupnost ¢ vznikla z posloupnosti 0 pomoci pravidla dopliku.

Parametrizovany svazek kvadrik AA — B mé indexovou posloupnost & = (213 1211 2),

ktera vznikla z posloupnosti ¢ aplikaci zpétného pravidla a pravidla doplnku.

2.26 Priklad. Uvazujme dvé redlné symetrické matice jako v Piikladé 2.21. Parametrizo-
vany svazek AA — B ma indexovou posloupnost o = (2 112 1 1 1 2). Singuldrni kvadriky
tohoto svazku jsou Q1 = —B, Q)3 = %A —Ba@;=A—-B.

Uvazujme podobnou indexovou posloupnost @ = (3 12 11 2 1 1). Tato indexova posloup-
nost vznikla z posloupnosti ¢ pomoci jednoho pravidla rotace a pravidla doplnku.

Zvolme A z intervalu (Qg, Q3), abychom zajistili pravidlo rotace.

A=3A—-4B

B =cA+dB
ad—bc_3d—|—4c<0

b -4 ’

tim zajistime pravidlo dopliku. Tato nerovnost je splnéna napt. pro ¢ = 0,d = 1.
B=B
Parametrizovany svazek kvadrik AA — B kde
A=3A—-4B,B=B

ma indexovou posloupnost 7.
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Pravidla v Definici 2.23 1ze rozsitit na znaménkovou posloupnost, stejné jako Véta 2.24.

Indexovéa a znaménkova posloupnost presné popisuji chovani svazku kvadrik. Ukazuji
pocet a typ singularnich kvadrik ve svazku a také pti jaké volbé parametru ziskame reg-
uldrni kvadriky a jejich typy. Dle [15][str. 20], svazky, které maji stejnou nebo podobnou
znaménkovou posloupnost a stejné projektivni typy singularnich kvadrik, maji projektivneée
stejnou prunikovou kiivku.

Celkem existuje 35 projektivnich typu prunikové kiivky dvou kvadrik. Prehled vsech
téchto typu najdeme v [15] nebo [16] v tabulkdch 1-3. V ¢lanku je predstaven dulaz [15,
str. 20-53], ze projektivnich typu prunikové kiivky dvou kvadrik neni vice. V tomto dukazu

se vyuziva soucasna diagonalizace dvou symetrickych matic.

V nasledujici kapitole nas budou zajimat pouze pripady, kdy se prunikova kiivka roz-
pada. Tyto ptipady jsou v [15][str. 9].

Pro uplnost v nésledujicich tabulkach vsechny tyto pripady uvedeme. Muze se jed-
nat o rozpan na kiivku tietitho stupné a primku nebo na dvé kuzelosecky. Kromé index-
ové posloupnosti musime uvadét také znaménkovou posloupnost, protoze nékteré svazky
kvadrik se stejnou indexovou posloupnosti nemaji stejny projektivni typ prunikové ktivky.
Toto vidime naprtiklad v pripadech, kdy se prunikova ktivka rozpada na jednu dvojndsobnou
realnou kuzelosecku, na dvé realné kuzelosecky s jednim bodem dotyku a na dvé imag-
inarni kuzelosecky s jednim redlnym bodem dotyku. Tyto piipady maji stejnou indexovou
posloupnost (1 ™11 21 3) a lis{ se az v té znaménkové.

’ ‘ Indexova posloupnost ‘ Znaménkova posloupnost ‘ Typ priniku
1. 211 21712) (2,((2,1)),2,((2,1)),2) Kiivka tietiho stupné
a primka, které se

protinaji  ve dvou

bodech.

2. (2) (2) Kiivka tfetiho stupné
a primka, které se ne-
protinaji.

3. 21111 2) (2, ((((2,1)))),2) Krivka tfetiho stupné

a primka, ktera je jeji

tecnou.

Tabulka 2.1: Prehled indexovych posloupnosti svazku kvadrik, je-

jichz prunik se rozpadd na piimku a kfivku tretiho stupné
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‘ Indexova posloupnost ‘ Znaménkova posloupnost ‘

Typ priniku

21121112)

(2,((1,1)),2,(1,2),1,(1,2),2)

Dve realné
kuzelosecky,
protinajici  se  ve

dvou bodech.

(11131213)

(1,((1,1)),3,(2,1),2,(2,1),3)

Dvé neprotindjici se

realné kuzelosecky:.

(111 112713)

(1,((0,2)),1,(1,2),2,(2,1),3)

Dve imaginarni
kuzelosecky,
protinajici se ve dvou

realnych bodech.

(0112137 4)
(11131413)

Dvé neprotingjici se
imaginarni

kuzelosecky.

(1713)

Jedna
jedna

realna a
imaginarni

kuzelosecka.

(2112)

Dveé realné
kuzelosecky s dvéma
body dotyku.

10.

(L1 213)

(1,(((0,1))),2,(2,1),3)

Jedna
realnd kuzelosecka.

dvojnasobna

11.

01173 714)

(0, (((0,1))),3,(3,0),4)

Jedna

jnasobna

dvo-
imaginarni

kuzelosecka.

12.

(L1127 3)

(1,(((1,1))),2,(2,1),3)

Dve realné
kuzelosecky s jednim
bodem dotyku.

13.

(L1121 3)

(1,(((0,2))),2,(2,1),3)

Dve imaginarni
kuzelosecky s jednim
redlnym bodem

dotyku.

Tabulka 2.2: Piehled indexovych posloupnosti svazku kvadrik, je-

jichz prunik se rozpadd na dvé regularni kuzelosecky
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‘ Indexova posloupnost ‘ Znaménkova posloupnost ‘ Typ priniku

14.

2712112)

(2,((2,1)),2,((1,1)),2)

Jedna realna
kuzelosecka a dvé
realné piimKky,
protinajici  se  ve
tfech bodech.

15.

(L1117 3)

(1,((1,2)),1,((1,1)),3)

Jedna realna
kuzelosecka a dvojice
imaginarnich pfimek,
které se protinaji v

jednom bodé.

16.

(LT 117 3)

(1,((0,3)),1,((1,1)),3)

Jedna imaginarni
kuzelosecka a dvojice
imaginarnich pfimek,
které se protinaji v
jednom bodé.

17.

2 1111 2)

Jedna realna
kuzelosecka a  dvé
redlné piimky, které
se vSechny protinaji v
jednom bodé.

18.

(L1111 3)

(1, ((((1,1)))),3)

Jedna realna
kuzelosecka a dvojice
imaginarnich pfimek,
které  se  vSechny
protinaji v jednom
bodeé.

Tabulka 2.3: Prehled indexovych posloupnosti svazku kvadrik, je-

jichz prunik se rozpadda na dvé kuzelosecky, jednu regularni a

druhou singulérni

34




Kapitola 3

Rozpad pruniku dvou kvadrik

V mnoha oborech a disciplinach matematiky je prunik dvou kvadrik vétsinou spojovan s
eukleidovskymi nebo afinnimi vlastnostmi kvadrik. V odbornych knizkach existuje rada
vét, které tyto vlastnosti spojuji s rozpadem pruniku dvou kvadrik. V této kapitole si
nékteré takové véty uvedeme a ke konkrétnim piikladum také vypocitame indexovou, popt.
znaménkovou posloupnost, kterou porovname s Tabulkami 2.2 a 2.3. Také zde uvedeme
nékteré eukleidovskymi nebo afinnimi vlastnostmi, ke kterym jsme tvahami a ovéfovanim
dospéli sami.

Kazdou prunikovou ktrivku dvou kvadrik Ize vhodné parametrizovat, coz popisuje ¢lanek
[17].

3.1 Kvadriky se dvéma body dotyku

Tato podkapitola bude o dvojicich kvadrik, které se dotykaji ve dvou bodech. Tento klasicky
priklad se vyskytuje v deskriptivni geometrii. Predpokldadame, ze v téchto bodech dotyku

maji kvadriky obycejny dotyk ploch, tj. maji spolecnou te¢nou rovinu.

3.1 Veéta. Dvé kvadriky, které se dotgkaji ve dvou bodech, maji prunikovou krivku sloZenou

ze dvou kuZelosecek, které prochdzeji téemito body

Dikaz. Body dotyku si oznac¢me T7, T5. Spoleénou tec¢nou rovinu v bodé 77 ozna¢me 7, v
bodé T5 ji oznacme 75. Na prunikové kiivce k zvolme libovolné dalsi bod M. Tento bod s
body dotky 77 a T3 urcuji rovinu p, ktera protind te¢nou rovinu 7; v piimce ¢; a tec¢nou
rovinu 7, v piimce t5. Rovina p protind prvni kvadriku v kuzelosecce, kterda je urcena
dvéma tecnami t; a ty s body dotyku 77 a T5 a bodem M. Stejnou kuzelosecku, vzhledem
k jejimu urceni, dostaneme jako fez roviny p s druhou kvadrikou. Prunikova kiivka k se

proto rozpada na tuto kuzelosecku a jesté jednu dalsi. [
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Tato véta je pro rotacéni kvadriky uvedena v [11, str. 95] a [5, str. 151]. Afinni transfor-
maci muzeme z rota¢nich kvadrik ziskat nerotacni, ale stupén prunikové krivky se nezmeéni.

V dukazu Véty 3.1 volili bod M na prunikové kiivce, ¢imz jsme predpokladali, ze tato
krivka existuje. Obecné prunikova kiivka dvou kvadrik je kfivka ¢tvrtého stupné., tzv.
kvartika. Tato kvartika muze imagindrni. V tom piipadé by bod M, rovina p i prunikova
kuzelosecka k byly imaginarni.

3.2 Priklad. Uvazujme elipsoid
4922 =1

a hyperboloid

=3y - =1

2 2

Obrazek 3.1: Elipsoid a hyperboloid s dvéma body dotyku. Dva
pohledy na kvadriky z Piikladu 3.2 a jejich prunikovou kiivku—dva

body. Tyto dvé kvadriky se dotykaji ve svych vrcholech.

Spocitame indexovou posloupnost parametrizovaného svazku uvazovanych kvadrik.

-1 0 0 0 -1 0 0 O
e 0 100 B= 0 1 0 0
0 040 0 0 -3 0
0 009 0 0 0 -1

det M —B) = —A—=12(9A+1) (4N + 3)
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Realné koteny tohoto polynomu jsou A\; = —%, Ay = —% alg=A\ =1

Volime ¢y = —1, ¢; = —%, g2 = 0 a g3 = 2. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

® ¢ =-—1
2 0 0 0
A_B- 0 -2 0 0
0 0 -1 0
0O 0 0 =8
In(q) =1=so.
b Ch:—%
S0 0 0
_lA_ = 0 _% 0 0
2 0 0 1 O
7
0 0 0 —3
In(q) =2=s;.
e =20
1 0 00
B 0 -1 0 0
0 0 30
0 0 01
In(q) =3 = sa.
® g3 =2
-1 0 0 0
9A_ B — 0 1 0 O
0 0 11 O
0 0 0 19
In(g3) = 3 = s3.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (1 121 3 11 3). Z Tabulky 2.2
plyne, ze se prunik téchto kvadrik rozpadd na dvé imaginarni kuzelosecky, protinajici se
ve dvou realnych bodech.

Kvadriky se dotykaji ve svych hlavnich vrcholech A[1,0,0] a B[—1,0,0]. Dle Véty 3.1 se
jejich prunikova kiivka se rozpada na dvé kuzelosecky, které jsou dle indexové posloupnosti
imaginarni a protinaji se ve dvou realnych bode — vrcholech téchto kvadrik, ve kterych se
dotykaji kvadriky navzajem.
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3.3 Priklad. Uvazujme dva vélce

b

Obrazek 3.2: Dva vélce s dvéma body dotyku. Dva pohledy na vélce

v Piikladu 3.3 a jejich prunikovou kiivku — dvé kuzelosecky s dvéma
body dotyku. Jedna se o vélce se stejnym prumérem.

Z4dné z uvazovanych kvadrik nenf reguldrni. Oznaéme A = A+ B a B = B. Spo¢itdme
indexovou posloupnost parametrizovaného svazku kvadrik A4 — B.

-2 0 00 -1 0 00
i 0 100 B= 0 000
0 010 0 010
0 00 2 0 001

det (M — B) = — (23— 1)* (A= 1) A

Realné kofeny tohoto polynomu jsou A; = 0, Ay = A3 = % ad =1
Volime ¢y = —1, 1 = %, G2 = % a q3 = 2. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

38



30 0 O
Ai_-pB— 0 -1 0 O
0 0 -2 0
0o 0 0 =3
In(q) = 1= so.
‘91:%
1o 0 0
1 - _ 1
li_ 8- 0 ; 03 0
1 00 -3 0
00 0 -3
In(q) =2 =s1.
'%Z%
-3 0 0 0
3
34.p_| 0§ 00
4 0 0 —3 0
0 0 0 %
In(g) =2 = sy.
® g3=2
-3 0 0 0
9d_ B — 0 2 00
0 010
0 00 3
In(q3) =3 = ss.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku svazku AA — B je (1121121 3). Z Tab-
ulky 2.2 plyne, ze se prunik uvazovanych kvadrik rozpada na dvé realné kuzelosecky,
protinajici se ve dvou bodech.

Uvazované vélce se dotykaji v bodech A[0,0,1] a B[0,0,—1]. (Jejich te¢né roviny v
téchto bodech jsou: 74 : z—1=0a71g: z+ 1 =0). Dle Véty 3.1 se jejich prunikova
kiivka se rozpada na dvé kuzelosecky.

3.4 Priklad. Uvazujme elipsoid

1 1
2 L2 T2
x—|—2y—i—4z
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a hyperboloid

1
z? + §y2+22+2\/§x2+2yz—2\/§z = 1.

Spocitame indexovou posloupnost uvazovanych kvadrik.

) 0 0 —2v2 -4 000
2 2
Ao 0 0 22 B 0 40 0
0 0o 1 2 0 0 2 0
—2V/2 22 2 2 0 00 1

det (A\A — B) =4 (XA —2)* (2X* + 51 — 2)

Realné kotreny tohoto polynomu jsou \; = —g — %TH, Ao = —% + %TH a3 =N\ =2.

Volime ¢y = —3, ¢1 =0, ¢ = 1 a q3 = 3. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

® ¢go=-3

10 0 0  6v2
0 —-10 0 —6v2
0 0 -5 —6

6v2 —6v2 —6 T

Tato kvadrika je jednodilny hyperboloid. In (qy) = 2 = so.

e g1=20
4 0 0 0
B 0 -4 0 0
0 0 -2 0
0 0 0 -1

OQQzl
2 0 0 —2v2
A_B- 0 -2 0 22
0 0 -1 2
—2V/2 22 2 1

Tato kvadrika je jednodilny hyperboloid. In (g) = 2 = ss.
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® g3
-2 0 0 —6v2
2 0 6v2
0 0 1 6
—6v2 6v2 6 5

Tato kvadrika je jednodilny hyperboloid. In (g3) = 2 = s3.

3A—B =

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AMA — B je (2111 2 11 2). Z Tabulky 2.2
plyne, ze se prunik kvadrik A, B rozpada na dvé realné kuzelosecky protinajici se ve dvou

bodech.

Body A[0,v/2,0] a B[1,0, 0] lezi na obou téchto kvadrikéch. Pomoci parcidlnich derivaci
spoc¢itame normalovy vektor teéné roviny v bodé A ke kvadrikce ¢:

nf, = (0, V2, 0)
Normaélovy vektor teéné roviny v bodé B ke kvadrice g:
n% =(1,0,0)
Normélovy vektor tecné roviny v bodé A ke kvadrice p:
nh = (0.2v2.0)
Normaélovy vektor tecné roviny v bodé B ke kvadrice p:

b, = (2 + 2\/§,o,o>

Normaélové vektory ve spolecnych bodech obou kvadrik jsou stejné, proto se v téchto
bodech kvadriky p a ¢ dotykaji, ¢imz splnuji predpoklady Véty 3.1 a jejich prunikova kiivka

se rozpada na dvé kuzelosecky.

3.2 Kvadriky opsané téze kulové plose

Tento specialni prunik dvou kvadrik se vyskytuje v fadé ucebnic deskriptivni geometrie.
Nasledujici tvrzeni je specidlnim piipadem Véty 3.1 a ma fadu aplikaci — rozvétvené
potrubi, okapové plochy, atd. Viz Kapitola 4.

3.5 Véta. Pokud jsou dve rotacni singuldrni kvadriky opsdany stejné kulové plose, jejich

prunikovd krivka se rozpadne na dvé kuzelosecky.
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Diikaz. Kvadriky se dotykaji kulové plochy podél povrchovych kruznic ky a ko, v jejichz
prusecicich Dy a D, se dotykaji obé kvadriky navzajem. Prunik se tedy v dusledku Véty
3.1 rozpada. O

Tato véta je uvedena v [18, str. 124] a muzeme ji formulovat pro nerota¢ni kvadriky op-
sané stejnému elipsoidu. Afinni transformaci muzeme z rota¢nich kvadrik ziskat nerota¢ni,

ale stupen prunikové kiivky se nezmeéni.
3.6 Priklad. Uvazujme dva kuzele

322+ 27— (2 =7 =0

32— (y =7 +222=0.

P Px

Obrazek 3.3: Dva rotaéni kuzele opsané stejné kulové plose.

Stired této kulové plose lezi na pruseciku os kuzelu. Dva pohledy
na kvadriky z Prikladu 3.6 a jejich prunikovou kfivku — dvé
kuzelosecky protinajici se ve dvou bodech.

Z4dna z uvazovanych kvadrik nenf reguldrni. Oznacme A = A+ B a B = B. Spoéitame

indexovou posloupnost parametrizovaného svazku AA — B.

-98 0 7 7 -49 0 7 O

- 0 6 00 B- 0 3 0 0
7 010 7 0 -1 0

7 001 0 0 0 2
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det (A — B) = —204A (A —1)* (22 — 1)
Reélné kofeny tohoto polynomu jsou Ay =0, Ay = A3 = % a = 1.
Volime ¢y = —1, ¢ = i, Q2 = % a q3 = 2. K takto volenym ¢; dopocitame s;.
® g=—1
147 0 —-14 -7
0O -9 0 0

~A—-B=
—-14 0 0 0
-7 0 0 =3
In(q) =1 = so.
°Q1:71
v o0 u g
1 0 -2 0 0
-A-B= 2
4 =20 53 0
T 0
In(q) =2=s;.
‘(J2:%
S
3 _ _ 3
g | Ve
4 121 0 3 05
~2 g g B
In(q) =2 = ss.
® g3 =2
—147 0 7 14
9od_ B — 0 90 0
7 03 0
4 00 0
In(g;) =3 = s3.

Indexovd posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (1121121 3). Z Tabulky
2.2 plyne, ze se prunik kvadrik rozpada na dveé redlné kuzelosecky, protinajici se ve dvou
bodech.

Uvazované kvadriky jsou opsany stejné kulové plose se sttedem na pruseciku os kuzelu.
Dle Véty 3.5 se jejich prunik rozpada na dvé kuzelosecky.
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3.3 Konfokalni kvadriky

Konfokéalnimi kvadrikami budeme rozumnét dvojici rota¢nich kvadrik se spolecnym ohnis-
kem. Tyto kvadriky mohou vzniknout rotaci paraboly kolem jeji osy nebo rotaci stiedové
kuzelosecky, kolem jeji hlavni osy, tj. kolem osy prochazejici jejimi ohnisky.

V dukazu néasledujici véty budeme pouzivat, tzv. jednoohniskové definice kvadrik.

3.7 Definice. V prostoru je ddna rovina 6 a bod F, ktery na ni nelezi. Mnozinu vsech
bodu prostoru, které maji pomér vzdalenosti od bodu F' a od fidici roviny § rovny ¢ # 0

X F|
X _— =
{ Ixol T

nazveme kvadrikou.

Pokud

e ¢ < 1 jednd se o elipsoid

e ¢ =1 jedna se o paraboloid
e ¢ > 1 jedna se o hyperboloid.

Lze ukéazat, ze tato definice kvadrik je ekvivalentni s definici kvadrik v Kapitole 1 a ze
bod F' je ohniskem kvadriky. Pro F' € § v predchozi definici dostavame rotacni kuzel. Bod
F" je vrcholem tohoto kuzelu. Bod F' budeme nazyvat zobecnénym ohniskem.

V [14] je nésledujici véta formulovédna pro regularni kvadriky, my tuto vétu rozsitime
na regularni kvadriky a kuzel.

3.8 Véta. Necht S1 a Sy jsou kvadriky vzniklé rotaci kuZelosecky kolem jeji hlavni osy
nebo kuzel. (Kolem osy paraboly nebo kolem osy prochdazejici obéma ohnisky pro elipsu a
hyperbolu.) Predpoklddejme, Ze Sy a So maji spolecné zobecnéné ohnisko. Potom se prunik

kvadrik S7 a Ss rozpadd na dvé kuzZelosecky.

Dikaz.
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da

‘A dy

Obrazek 3.4: Rez prostorové situace popsané ve Véte 3.8 rovinou
urcenou osami kvadrik. Jedna o konfokélni paraboloid a elipsoid.

Oznacme spolecné zobecnéné ohnisko F'. Osy kvadrik S; a S se protinaji v bodé F'.
Kvadriky S; a Sy muzeme definovat pomoci tzv. jednoohniskovych definic. S; je mnozina
bodu v prostoru, které maji od ohniska F' a roviny ¢; konstantni podil vzdalenosti, tj.

| XF|
S =< X = .
1 { ’|X51| €1

Stejné muzeme definovat Sy jako mnozinu bodu v prostoru,které maji od ohniska F' a

roviny 0y konstantni podil vzdalenosti, tj.
| XF|
So =R X,—— = .
2 { ) X, €2
Pro body pruniku X € S; NS, plati

|X52| 52'

Tato rovnost popisuje vSechny body lezici ve dvou rovinach, které prochazeji prusecnici
01 N d9. Protoze prunik kvadriky a roviny je kuzelosecka, musi se prunik kvadrik S; a S5

rozpadat na dvé kuzelosecky. [

Tato véta je i s dikazem uvedena v [14, str. 4].

V nasledujici ptrikladech nejprve sestrojime dvé kvadriky se spolecnym zobecnénym
ohniskem a poté dopocitame jejich indexovou posloupnost. K urcéeni rovnice kvadriky,
které se dana svym ohniskem pouzijeme nasledujici ivahy.

Rotaé¢ni elipsoid E muze definovat jako mnozinu bodu, které od dvou pevné zvolenych
ohnisek F} a F, maji konstantni soucet vzdélenosti, tj.

E = {X, |XF1| + |XF2| = CLE}, kde ag > |F1F2| .
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Po upravach dostavame
(XA —ap) = (XF|)*.

Rotac¢ni hyperboloid H muze definovat jako mnozinu bodu, které od dvou pevné zv-

olenych ohnisek Fi a F5, maji konstantni rozdil vzdalenosti, tj.
H={X,|XF|—|XF)| =ag}, kde ay < |F,\Fy).
Po upravéach dostavame
(IXF| —an)’ = (IXF))*,
coz je podobnd rovnice jako pti definici elipsoidu, ale ap > |F1Fy| a ag < |F1 Fy|.

3.9 Piiklad. Sestrojme hyperboloid H s ohnisky F}[0,0,0] a F3[2,0,0] a s délkou hlavni
osy ag = 1. Z ptedchozich uvah vyplyva

2
<\/x2+y2+22—1> — (=27 +y*+22) = 0
Vet yr+22 = =342

—3x? + 4+ 22 -3 +6x = 0.

Tento hypeboloid bude mit afinnf rovnici —3z2 + y? + 2% — % + 62 = 0.
Déle uvazujme elipsoid F s ohnisky hnisky F3[0,0,0] a F3[1,2,3] a s délkou hlavni osy
ap = 7. Z predchozich uvah vyplyva

2
(\/:E2+y2+22—7> — (2 +y-2°+(z-37% = 0
VEi+yr+22 = B42y4 i

2 45,2, 40,2 12, _ 72, _ 108, _ 324 _
T+ Y T 97 T nYE T 0?3 = 0
ey ’ ’ cioo2 45,2 40,2 12, 72, _ 108, _ 324 _
Tento elipsoid bude mit afinni rovnici x° + 54" + 52" — U2 — Y — 392 — 59 = 0.

Dostavame tedy hyperboloid

9
—3x2+y2+22—1+61’:0

a elipsoid
197 T 40" T 19 T 19Y T 497 30
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Obrazek 3.5: Konfokalni hyperboloid a elipsoid. Dva pohledy
na kvadriky z Prikladu 3.9 a jejich prunikovou kfivku — dvé

kuzelosecky, které se neprotinaji. Tyto kvadriky maji spolecné
ohnisko a ruznobézné osy.

Spocitame indexovou posloupnost parametrizovaného svazku AA — B.

-9 12 0 0 —-324 0 =36 —54
e 12 =12 0 0 B 0 49 0 0

0 0 40 =36 0 45 -6

0 0 0 4 -54 0 -6 40

det (A\A — B) = —64 (A — 49)* (\? + 1400\ + 60028)

Realné koteny tohoto polynomu jsou Ay = —700 — 105v/39, Ay = —700 + 105v/39 a A3 =
Ay = 49.
Volime ¢y = —1500, ¢; = —50, ¢2 = 0 a g3 = 50. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

e gy = 1500
13824 —1800 36 54
15004 — B — —1800 17951 0 0
36 0 —6045 6
54 0 6 —6040

In(q) =1=so.
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74 —600 36 o4
—600 551 0 0

36 0 245 6

o4 0 6  —240

Tato kvadrika je hyperbolicky paraboloid. In (q;) = 2 = s;.

—50A - B =

e =0
324 0 36 54
0 —-49 O 0

_B=
36 0 —-45 6
54 0 6 —40
In(g)=1=s,.
® ¢ =—50
774 —600 36 54
CF0A- B — —600 551 0 0

36 0 —-245 6
o4 0 6 —240

Tato kvadrika je hyperbolicky paraboloid. In (¢;) = 2 = s1.

e g3 =50
—126 600 36 54
504 — B — 600 —649 0 0
36 0 155 6
o4 0 6 160
In(q3) =3 = ss.

Indexova posloupnost svazku AA—B je (1121 1171 3). Dle Tabulky 2.2 se prunik zadanych
kvadrik rozpada na dvé neprotinajici se kuzelosecky.

Kvadriky £ a H maji spolecné ohnisko Fj. Dle Véty 3.8 se jejich prunik rozpada na
dvé kuzelosecky.
3.10 Priklad. Sestrojme paraboloid P s ohniskem F3[0,0,0] a fidici rovinou p: z = —2.
Z jednoohniskové definice vyplyva
[ XF| = [Xp]

Va2+y2+ 22 = 242
2+ +22 = P2+424+4
> +yt—42—-4 = 0.
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Tento paraboloid bude mit afinnf rovnici 22 + y? — 42 — 4 = 0.

Déle sestrojme elipsoid E s ohnisky hnisky F1[0,0,0] a F3[1,2,3] a s délkou hlavni osy
ag = 7. 7 predchozich uvah vyplyva

2
(«/x2—|—y2—|—z2—7) (@ + -2+ (:-3% = 0
Va2 + 22 T4yt iz

2, 45,2 40,2 12, 72, 108, 324 _
T+ Yt 9 T YR T 5 49 % — U

Tento elipsoid bude mit afinn{ rovnici 22 + 23y2 4 40,2 _

12 72 108 324 _
WY T TRV T RY T =0
Dostavame tedy paraboloid

39

Pyt —42—-4=0

a elipsoid
197 "9 T 19 T 0¥ T a9 39

»p

Obrazek 3.6: Konfokalni elipsoid a paraboloid. Dva pohledy na
kvadriky z Piikladu 3.10 a jejich prunikovou kiivku — jednu

kuzelosecku. Tyto kvadriky maji spoletné ohnisko a ruznobézné
08y.
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Spocitame indexovou posloupnost zadanych kvadrik.

-4 0 0 =2 -324 0 —-36 —54
A 0 1 0 O B= 0 49 0 0

0 01 O -36 0 45 -6

-2 00 0 -54 0 -6 40

det (A\A — B) = —4 (A — 49)” (A\? — 90\ + 3969)

Realné koteny tohoto polynomu jsou A\; = Ay = 49.
Volime gy = 0 a ¢; = 50. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

e go=20
324 0 36 54
B 0 —49 O 0
36 0 —-45 6
54 0 6 —40
In(q) =1 = so.
® ¢ =950
124 0 36 —46
1
50A - B = 0 00
36 0 5 6
—46 0 6 —40
In(q) =3 =s;.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (1 11 3). Dle Tabulky 2.2 se
prunik zadanych kvadrik rozpada na jednu realnou a jednu imaginarni kuzelosecku.

Kvadriky E a P maji spolecné ohnisko Fj. Dle Véty 3.8 se jejich prunik rozpada na
dvé kuzelosecky, jednu realnou a jednu imaginarni, jak plyne indexové posloupnosti.

3.11 Priklad. Sestrojme paraboloid P s ohniskem F3[0,0,0] a fidici rovinou p: z = —2.
7. jednoohniskové definice vyplyva

‘XFJ = ’XP|

Vit y2 422 = |24 2
Py 422 = 2244244
4yt —42—-4 = 0.

Tento paraboloid bude mit afinni rovnici 22 + y*> — 4z — 4 = 0.
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Déle sestrojme kuzel K s vrcholem V[0,0,0] a fidici rovinou § :  +y+2z = 0. V
jednoohniskové definici pro kuzele polozme ¢ = ?3 a potom vyplyva

X3|VE = [XV]

—”J:y[;z\/g = Vx4 y?+ 22

20y +2yz + 220 = 0.

Tento kuzel bude mit afinni rovnici 2xy + 2yz + 222 = 0.
Dostavame tedy paraboloid

Pyt —42—4=0

a kuzel
20y + 2yz + 2zx = 0.

- v

Obrazek 3.7: Konfokalni paraboloid a kuzel. Dva pohledy na
kvadriky z Piikladu 3.10 a jejich prunikovou kfivku — dveé
kuzelosecku. Tyto kvadriky maji spoletné ohnisko a ruznobézné
08y.

Spocitame indexovou posloupnost zadanych kvadrik.

-4 0 0 -2 0000
A 0 1.0 O B- 0011
0 01 0 01 01
-2 00 0 0110
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det (M — B) = =4\ (A —2) (1 + \)?

Realné koreny tohoto polynomu jsou A\ = Ay = =1, A3z =0a Ay = 2.

Volime ¢y = —2, ¢1 = —%, g2 = 1 a g3 = 3. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

e gy = —2
8 0 0 4
9A_p— 0 -2 -1 -1
0 -1 -2 -1
4 -1 -1 0
In(q) =1= so.
'Ch:%
2 0 0 1
1 -1 9 =
Lo o } 1
2 0 -1 -1 —1
1 -1 -1 0
In(q1) =3 = s1.
gy =1

-4 0 0 =2
1 -1 -
A—-—B= 0 ! .

In(q) =2 = ss.

e g3=23
-8 0 0 -4
9A_ DB — 0o 2 -1 -1
o -1 2 -1
-4 -1 -1 0
In(g3) = 3 = s3.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (1 113 1 21 3). Dle Tabulky
2.2 se prunik zadanych kvadrik rozpada na dvé redlné neprotinajici se kuzelosecky.

Kvadriky K a P maji spoletné zobecnéné ohnisko Fj. Dle Véty 3.8 se jejich prunik
rozpada na dvé kuzelosecky.
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3.4 Kvadriky ve stredové kolineaci

Tato podkapitola je jednim z hlavnich pfinostu této prace a vysledky z této podkapitoly do-
sud nebyly publikovany. Uvazujme dvé kvadriky a stfedovou kolineaci takovou, ze prevadi

jednu kvadriku na druhou.

3.12 Definice. Projektivni transformace projektivniho prostoru P, ruzna od identity se
nazyva stredova kolineace, jsou-li samodruzné vsechny body pevné zvolené nadroviny
v =P _, CP, (tzv. osy kolineace) a rovnez vSechny nadroviny prochazejici pevné zv-
olenym bodem S € P, (tzv. stfedem kolineace). Jestlize sted inciduje s osou, potom

hovoiime o tzv. elaci, v opacném piipadé o homologii.

Osa kolineace je tzv. silné samodruznd, tj. kazdy jeji bod je samodruzny. nadroviny
prochézejici stredem kolineace jsou tzv. slabé samodruzné.

Tato definice je uvedena v [9, str. 70]. Zvlastnimi afinnimi piipady stiedové kolineace
jsou osova afinita (nevlastni stfed kolineace, vlastni osa kolineace), posunuti (nevlastni
stfed kolineace, nevlastni osa kolineace) nebo stejnolehlost (vlastni stfed kolineace, nevlastni
osa kolineace).

3.13 Véta. Mame-li dvé kvadrik a stredovou kolineaci, kterd jednu zobrazuje na druhou,

pak se jejich prunik rozpadd na na dvé kuzZelosecky.

Diikaz. Oznac¢me si tyto kvadriky A a B. Osou stfedové kolineace v prostoru je rovina,
kterou si oznac¢ime v. Prunik kvadriky A s rovinou v je kuzelosecka k, kterd je také prunikem
kvadriky B s rovinou v. Prunik kvadrik A, B se rozpadd na tuto kuzelosecku k a dalsi
kuzelosecku. [

P1i dokazovani Véty 3.13 jsme vyuzili pouze vlastnosti, ze sttedova kolineace v prostoru
ma rovinu silné samodruznych bodu. Vétu 3.13 muzeme zobecnit na projektivni zobrazent,

ktera maji rovinu samodruznych bodu.

3.14 Priklad. Uvazujme dva kuzele
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Obrazek 3.8: Dva posunuté kuzele. Dva pohledy na kvadriky z
Piikladu 3.14 a jejich prunikovou kiivku — dvé kuzelosecky. Ty-
to kuzele maji rovnobézné osy a jsou shodné, proto maji spolec¢nou
nevlastni kuzelosecku. Druha ¢ast prunikové kiivky téchto kuzelu

nelezi v roviné rovnobézné s jejich povrchovou piimkou.

Zadna z uvazovanych kvadrik nenf reguldrni. Oznacme A = A+ B a B = B. Spoéitame
indexovou posloupnost parametrizovaného svazku A\A — B.

29 -3 9 -8 29 —-36 9 -8
i -36 72 0 O B= -36 36 0 O
9 0 18 0 9 0 9 0
-8 0 0 -8 -8 0 0 —4
det (M — B) = —37584 (23 — 1)* (A — 1) A
Redlné kofeny tohoto polynomu jsou A\ = 0, Ay = A3 = % aX =1
Volime ¢y = —1, ¢1 = i, Q2 = % a q3 = 2. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

® go=—1

—-58 72 —18 16
72 —-108 0 O
-18 0 =27 0
16 0 0 12

In(q) =1 = so.
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[ ] QI = %
7
-8 27 -2 ¢
1- = 2 —1
1 2
6 0 0 2
Tato kvadrika je jednodilny hyperboloid. In (¢;) = 2 = s;.
[ ] q2 = %
-2 9 -2 2
- = 1
§A B 99 8 (9) 0
1 -2 0 2 0
2 0O 0 -1
Tato kvadrika je jednodilny hyperboloid. In (gs) = 2 = ss.
® g3 =2
29 -3 9 -8
0d_ B — —-36 108 0 0
9 0 27 O
—8 0 0 —12
In(g3) =3 = s3.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (1 12 1121 3). Z Tabulky 2.2
plyne, ze se prunik uvazovanych kvadrik rozpada na dveé redlné kuzelosecky protinajici se

ve dvou bodech.

Uvazované kvadriky jsou shodné, lisi se pouze posunutim. Posunuti je specidlnim piipadem
stfedové kolineace. Prunikova ktivky se dle Véty 3.13 rozpada na dvé kuzelosecky. Protoze
se jedna o shodné posunuté kuzely, jedna z téchto kuzelosecek je nevlastni. Dle indexové
posloupnosti se kuzelosecky pruniku protinaji, proto druha kuzelosecky musi byt hyper-
boloid.

3.15 Priklad. Uvazujme dva paraboloidy

1
2 2
+ -y —=2z=0
x 4y z

! (y+22+2(z—-3)=.

1
z 1)2 4+ —
4(x+)+16
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Obrazek 3.9: Dva paraboloidy ve stejnolehnosti se zapornym ko-
eficientem. Dva pohledy na kvadriky z Prikladu 3.15 a jejich
prunikovou kiivku. Osy paraboloidu jsou rovnobézné, tzn. dotykaji
se nevlastni roviny ve stejném bodé.

Spocitame indexovou posloupnost urcenych kvadrik.

0 00 —4 —88 4 2 16
e 0 40 0 B- 4 40 0
0 01 0 2 01 0
-4 0 0 0 16 0 0 O

det (AMA — B) = —64(A+4)> (A —1)°

Realné koteny tohoto polynomu jsou A\ = Ay = =4 a A3 =\ = 1.
Volime ¢y = —5, ¢1 = 0 a ¢; = 2. K takto volenym ¢; dopoc¢itame s;.

® go=-9
8 —4 -2 4
5A_p— —4 =24 0 O
-2 0 -6 0
4 0 0 0

In(q) =1= so.
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® 1
8 —4 -2 —-16

-4 —4 0 0

- B =
-2 0 -1 0
-16 0 0 0
In(q) =1=s.
® =2
88 —4 -2 24
u_p_| 44 0 0
|l 2 0 1 o0
-24 0 O 0
In(q) =3 = so.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (111 111 3). Dle Tabulky
2.3 zatim neni prunik kvadrik urc¢en jednoznacné. Jesté musime dopocitat znaménkovou

posloupnost parametrizovaného svazku AA — B.

8 —4 -2 0
4 —
MA—B=-4A—-B = 2000
-2 0 -5 0
0 0 0 0

ma signaturu (1, 1,2).

8 —4 -2 =20
-4 0 0 0
-2 0 0 0
-20 0 O 0

MA—B=A—-B=

mé signaturu (2,1,1). Znaménkova posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je
(1((1,2))1((1,1))3). Prunik zadanych kvadrik se rozpadd na jednu realnou kuzelosecku a

dvojici imaginarnich piimek, které se protinaji v redlném bodé.

Uvazované kvadriky jsou vzorem a obrazem ve stiedové kolineaci — maji rovnobézné
osy a jejich hlavni poloosy jsou ve stejném pomeéru. Stejnolehlost je specidlnim piipadem
stredové kolineace. Prunikova kiivka se dle Véty 3.13 na dvé kuzelosecky. Jedna tato
kuzelosecky je elipsa a druha kuzelosecka jsou dvé ptimky, které se protinaji v nevlastnim
bodé, ktery tyto paraboloidy maji spole¢ny.
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3.16 Priklad. Uvazujme dva hyperbolické paraboloidy

2 =27 —22=0

8(x —2)% — 16(y +2)* — 22 = 0.

" A

Obrazek 3.10: Dva paraboloidy ve stejnolehlosti s kladnym ko-

eficientem. Dva pohledy na kvadriky z Prikladu 3.16 a jejich
prunikovou ktivku. Hyperbolické tezy obou kvadrik v rovinach
rovnobéznych s z = 0 maji rovnobézné asymptoty, takze nevlastni
hyperboly téchto hyperbolickych paraboloidu maji shodné asymp-
toty, které se protinaji ve sméru osy paraboloidu. Vlastni ¢ést
prunikové kiivky protind nevlastni asymptoty kvadrik, proto se
jednd o hyperboloid.

Spocitame indexovou posloupnost ur¢enych kvadrik.

0 0 0 -1 -32 =16 —-32 -1
A 0 1 0 O B= —-16 8 0 0
0 0 -2 0 -32 0 -=16 0
-1 0 0 0 -1 0 0 0

det M —B) =2(A—1)* (A —8)°
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Realné koteny tohoto polynomu jsou Ay = Ay =1 a A3 = Ay =8.
Volime gy = 0, ¢; = 2 a ¢ = 10. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

e =0
32 16 32 1
16 —
B 6 8 0O O
32 0 —-16 0
1 0 0 O
Tato kvadrika je hyperbolicky paraboloid. In (o) = 2 = so.
o g =2
32 16 32 -1
oA B 16 -6 0 O
32 0 12 0
-1 0 0 0

Tato kvadrika je hyperbolicky paraboloid. In (q;) = 2 = s;.

® g, =10
32 16 32 -9
104 — B — 6 2 0 O
32 0 -4 0
-9 0 0 O

Tato kvadrika je hyperbolicky paraboloid. In (g2) = 2 = ss.

Indexovéa posloupnost svazku AA — B je (2112 11 2). Dle Tabulek 2.3 a 2.1 zatim neni
prunik kvadrik urc¢en jednoznacné. Jesté musime dopocitat znaménkovou posloupnost pa-
rametrizovaného svazku \A — B.

32 16 32 0
MA-B=A-p=| 0 T 00
32 0 14 0
0 0 0 0
mé signaturu (1,2, 1).
32 16 32 —7 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0
MA—B=8A—B= ~
! 32 0 0 0 0 0 16+ /1585 0
70 0 0 0 0 0 16 — /1585
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mé signaturu (2,1,1). Znaménkovd posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je
(2((2,1))2((1,1)) 2). Prunik urcéenych kvadrik se rozpada na jednu realnou kuzelosecku
a dvé redlné piimky (nevlastni), protinajici se ve tfech bodech (nevlastnich).

Uvazované paraboloidy si mohou byt navzajem vzorem a obrazem ve stejnolehlosti
— maji rovnobézné osy a jejich hlavni poloosy jsou ve stejném pomeéru. Stejnolehlost je
specidlnim piipadem stiedové kolineace. Prunikova krivky se dle Véty 3.13 rozpada na
dveé kuzelosecky. Jedna tato kuzelosecka je vlastni a je to hyperbola, druha kuzelosecka je
dvojice nevlastnich primek — asymptot nevlastni hypeboly, které se protinaji v nevlasnim
bodé — ose paraboloidu.

Nyni budou nasledovat tti priklady osové afinity.
3.17 Priklad. Uvazujme kulovou plochu
P4 y—17+22=4

. Déale uvazujme osovou afinitu s rovinou samodruznych bodu y = 0. Obraz stfedu této
kulové plochy S[0,1,0] je S’ [1,2,1]. Nyni dopocitdme analytické vyjadieni této osové afi-
nity

(', ) =1y
y4

o O =

1
2
1

—_ o O

Obrazem kulové plochy v této afinité je elipsoid (z +y)* 4+ (2y — 1)* + (y + 2)* = 4.
Mame tedy kulovou plochu

P+ (y—17+22=4

a elipsoid
(T+y)°+ 2y —1)°+(y+2)° =4
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Obrazek 3.11: Sféra a elipsoid-vzor a obraz osové afinity. Dva
pohledy na kvadriky z Piikladu 3.17 a jejich prunikovou kfivku
— dvé elipsy v ruznobéznych rovinach.

Spocitame indexovou posloupnost zadanych kvadrik.

-3 0 -1 0 -3 0 -2 0
A 0 1 0 O B- 0 1 1 0
-1 0 1 O -2 1 6 1
0 0 0 1 0 0 1 1

det (A — B) = — (A — 1)? (4A" — 25\ + 16)°
Realné kotreny tohoto polynomu jsou \; = %‘H, M=X3=1lal= %‘H.

Volime ¢g =0, ¢1 = %7 g2 = 2 a g3 = 6. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

e go=20
3 0 2 0
B 0 -1 -1 0
2 -1 -6 -1
0O 0 -1 -1
In(q)=1=sg
® g1 = %
3
1 01 i 0
3 0 —7 -1
SA-B= a
4 81 -2 -1
0 0 -1 —1
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In(q) =2=s.

® go=2
-3 0 0 O -3 0 0 0
0 1 -1 0 0 1 0 0
2A—-B = R~ ,
0 —1 —4 —1 0 0 B
0 0 -1 1 00 0 —3=yB
In(q) =2 = so.
e 1=6
-15 0 -4 0
6A— B — 0 5 -1 0
-4 -1 0 -1
O 0 -1 5
In(q1) =3 =s1.

Indexova posloupnost svazku AA—B je (11211 2 1 3). Dle Tabulky 2.2 se prunik zadanych
kvadrik rozpada na dvé neprotinajici se kuzelosecky.

Elipsoid je obrazem koule v osové afinité. Afinita je specidlnim pripadem stredové ko-
lineace. Prunikova kiivky se dle Véty 3.13 rozpada na dvé kuzelosecky.
3.18 Priklad. Uvazujme kulovou plochu
2?4+ (y—2)7 422 =4

. Déle uvazujme osovou afinitu s rovinou samodruznych bodu y = 0. Obraz stfedu této
kulové plochy S[0,2,0] je S’ [2,4,0]. Nyni dopocitdme analytické vyjadieni této osové afi-
nity

_ o O

11
@y, 2)=| v 0 2
z 0 0

Obrazem kulové plochy v této afinité je elipsoid (z + y)° + (2y — 2)° + 22 = 4.
Maéame tedy kulovou plochu

4 (y—17+22=4

a elipsoid
(@+y)’+Q2y—27°+2"=4
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Obrazek 3.12: Sféra a elipsoid-vzor a obraz osové afinity. Dva

pohledy na kvadriky z Piikladu 3.18 a jejich prunikovou kfivku
— jedna elipsa a bod, ve kterém se kvadriky dotykaji.

Spocitame indexovou posloupnost zadanych kvadrik.

0 0 =20 0 0 -4 0
A 0 1 0 O B- 0 1 1 0
-2 0 1 O -4 1 5 0
0 0 0 1 0 0 0 1

det MA — B) = —4 (A —2)* (\* = 1)
Realné kotreny tohoto polynomu jsou A\; = Ay =1 a A3 = \y = 2.
Volime ¢g =0, ¢1 = % a g2 = 3. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

e g=0
0 0 4 0
B 0 -1 -1 0
4 -1 =5 0
0 0 0 -1
In(q) =1 = s
°Q1=%
0 0 1 0
L
§A—B: 0 3 1 0
2 1 -1 -1 0
00 0 -3
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In(q1) =3 = s1.

e =13
0 0 -2 0 10 0 0
0 2 -1 0 02 0 0
3A— B = ~
—2 —1 -2 0 00 -8 9
0 0 0 2 00 0 —1=v33
In(g) =3 = so.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (1 11 3 11 3). Dle Tabulky
2.2 zatim neni prunik kvadrik urcen jednoznacné. Jeszé musime dopocitat znaménkovou

posloupnost parametrizovaného svazku AA — B.

0 0 -2 0 0 0 00
_1 _
NA—B—A—B— 0 0 of_]0o-500
—2 —1 -4 0 0 0 10
0 0 0 0 0 0 00
mé signaturu (2,1, 1).
0 0 0 0 0 0 0 0
MA-B=24—p—| 0 1 "o o0 !
0 -1 =3 0 00 —1++5 0
0O 0 0 1 00 0 —-1-+5

mé signaturu (1,2,1). Znaménkova posloupnosti parametrizovaného svazku AA — B je
(1((1,1))1((2,1))3). Prunik zadanych kvadrik se rozpadd na jednu redlnou kuzelosecku
a dvojici imaginarnich primek, které se protinaji v realném bodé, ve kterém se uvazované
kvadriky dotykaji.

Elipsoid je obrazem koule v osové afinité. Afinita je specidlnim pripadem stredové ko-
lineace. Prunikova kiivky se dle Véty 3.13 rozpada na dveé kuzelosecky.

3.19 Priklad. Uvazujme kulovou plochu
P4 y-17+2=1

. Déle uvazujme osovou afinitu s rovinou samodruznych bodu y = 0. Obraz stfedu této

kulové plochy S0,1,0] je S’ [3,2,1]. Nyni dopoéitdme analytické vyjddieni této osové
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afinity

(‘r/? y/7 Z’) - y
z 0

Nl= DN NI=

1

Obrazem kulové plochy v této afinité je elipsoid (z + %y)z +(2y—1)7+ (3y + z)2 = 1.
Mame tedy kulovou plochu

P+ y—1)°+22=1

a elipsoid

1)° 1 2
<x+§y) +(2y—1)2+<§y+z) =1

.

Obrazek 3.13: Sféra a elipsoid—vzor a obraz osové afinity. Dva

pohledy na kvadriky z Prikladu 3.19 a jejich prunikovou kiivku
— jednu kuzelosecku.

Spocitame indexovou posloupnost zadanych kvadrik.

-3 0 -2 0 6 0 -8 0
A 0 1 0 0 B= 0 2 1 0
-2 0 1 0 -8 1 9 1
0 0 0 1 0 0 1 2

det (MA — B) = — (A — 2)* (A* + A + 16)°
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Realné koteny tohoto polynomu jsou A\; = Ay = 2.

Volime gy = 0 a ¢; = 3. K takto volenym ¢; dopoc¢itame s;.

e ¢o=0
-6 0 &8 0
sl o 20
§ -1 =9 -1
o 0 -1 -2
In(q) =1 = so.
e g1 =3
30 2 0
34— B — 0 1 -1 0
2 -1 -6 -1
0 0 -1 1
In(q) =3=s;.

Indexové posloupnost svazku AA — B je (111 3). Dle Tabulky 2.2 se prunik zadanych
kvadrik rozpada na jednu realnou a jednu imaginarni kuzelosecku.

Elipsoid je obrazem koule v osové afinité. Afinita je specidlnim pripadem stredové ko-

lineace. Prunikova kiivky se dle Véty 3.13 rozpada na dvé kuzelosecky.

3.5 Souosé kvadriky

Kazdou kvadriku Ize ve vhodnych eukleidovskych soutradnicich popsat tzv. kanonickou
rovnici.

Pro regularni kvadriky se jedna o tyto rovnice:

1. ehpsoid: (w;gz)Q + (y_bgll) + (Z pz) :1

2. jednodilny hyperboloid: = pT)Q N ) A T |

b2 e
3. dvojdilny hyperboloid: &= p” 2 _ <y‘b§y)2 - (Z_CI;Z)Q =1
4. elipticky paraboloid: &= p’ + W qpy) +2(z—p:) =0
5. hyperbolicky paraboloid: &= p‘” - (y_qu)2 +2(z—p,) =0.

Koeficienty p,, p, a p. budeme nazyvat koeficienty posunuti.
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3.20 Definice. Budeme-li uvazovat regularni kvadriky popsané v predchozi poznamce,

jejich orientovanymi poloosami budeme rozumnét ¢isla
1. a, b a ¢, pokud se jedna o elipsoid
2. a, b a —c, pokud se jedna o jednodilny hyperboloid
3. a, —b a —c, pokud se jedna o dvojdilny hyperboloid
4. p, q a 0, pokud se jedna o elipticky paraboloid
5. p, —q a 0, pokud se jedna o hyperbolicky paraboloid.
Tyto orientované poloosy budeme znaci o, o, a 0..

,Bézné“ poloosy jsou kladnd realna ¢isla a orientované poloosy jsou realna cisla. Plati,

ze ,béznd poloosa“ = |orientovand poloosal.

Kazdou regularni sttedovou kvadriku lze pti vhodné volbé soutadnic popsat rovnici
sgn (o) % + sgn (oy) (y_(f;y)Q + sgn (0,) (2_0%)2 = 1. (Viz 1, 2. a 3. v Definice 3.20.)
Kazdou regtﬁlérni nesti"edovouykvadriku lze pri vhodné afinni volbé souradnic popsat rovnici
sgn (o) (x;;éz)Q + sgn (o) (y_oﬂ +2(z —p.) =0. (Viz 4. a 5. v Definici 3.20.)

2
Yy

3.21 Definice. Kvadriky, které maji stejné sméry os nazveme souosymi kvadrikami.
Souosé stredové kvadriky nemusi mit spoleény stied.

3.22 Veéta. Méjme dvé stredové souosé requldrni kvadriky se spolecnym stredem, s nuloviyj-
mi koeficienty posunuti a s orientovanymi poloosami oy, 0y, 0, 0, 0y @ 0. Prinik téchto
kvadrik se rozpadd na dvé kuZelosecky, prdve tehdy, kdyz:

a) Fi € {z,y,z} 0o, =0; nebo

9j

b) Ji, j €{z,y 2} 2= =

Diikaz. Uvazujme tyto dvé kvadriky v projektivnim prostoru. Matice téchto kvadrik jsou

—1 0 0 0
0 sgn(oz) 0 0

A= 0 0 sgn (0y) = 0 ’
0 0 0 ' sgn (0,) O%
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B 0 sgn(0,) = 0 0
I 0 sgn (0y) = 0
0 0 0 sgn (0,) =

o2
Substituce k zjednoduseni zépisu: ¢; = sgn (0;) O% a ¢; = sgn (0;) 5%, pro i € {x,y, z}.
Prunik dvou kvadrik se rozpada, jestlize matice parametrizovaného svazku \A — B,
ktery urcuji tyto dvé kvadriky, ma alespon jedno vlastni ¢islo s geometrickou nasobnosti 2.

A—1 0 0 0
\A— B — ACy — Cy 0 ) 0
0 0 ey — ¢y 0

0 0 0 Ac, — ¢,

det (MA—B) = (A= 1) (Acz — &) (Aey — ¢y) (Ac, — &)

Vlastni ¢islo této matice bude mit geometrickou nasobnost 2, pokud ¢; = ¢; pro @ €
{z,y, 2} nebo pokud £ = g—j proi#jai,j€{x,y, 2}

2
. , . (. . N2 ~\ =2 sgn(o;)o? _ sgn(o;)o;
Po vraceni substituce dostavame: sgn (0;) of = sgn (0;) 0; a (@) = sgn(enet & PO
v z = . 0; OJ . . . .
upravach o; = 0; pro i € {x,y, z} nebo o=z proi #jaije{r,y 2z} ]

Jinymi slovy tato véta tikd, Zze prunik dvou souosych stiedovych kvadrik se rozpada
na dvé kuzelosecky, pokud maji shodnou dvojici vrcholi nebo pokud pomér dvou jejich
poloosy je shodny. Pokud maji kvadriky shodnou dvojici vrcholu, pak se v téchto vrcholech
dotykaji a jejich prunik se rozpadd v dusledku Véty 3.1.

3.23 Priklad. Uvazujme elipsoid
22% 4+ 42 + 622 =1

a hyperboloid
4a* + 8y* — 522 = 1.
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Obrazek 3.14: Souosy elipsoid a hyperboloid. Dva pohledy na
kvadriky z Piikladu 3.23 a jejich prunikovou kiivku. Pomér jejich

poloos je shodny a roven 2. Purnik se rozpada an dvé kuzelosecky,
které elezi v rovnobéznych rovinach.

Spocitame indexovou posloupnost parametrizovaného svazku uavzovanych kvadrik.

-1 0 0 0 -1 0 0 O
e 0 200 B- 0 40 0
0 040 0 08 0
0 00 6 0 00 -5

det (MA — B) =2(1 — \) (2A — 4)* (6A + 5)

Redlné koteny tohoto polynomu jsou A\ = —%, Ao=1, A3 =Xy =2.
Volime qo = —1, ¢ =0, ¢ = g a q3 = 3. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

e go=—1
2 0 0 0
|06 0 0
0 0 =12 0
0 0 0 -1
In(q) =1 = so.
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e g1 =20
1 0 0 O
B 0 -4 0 0
0 0 =80
0 0 0 5
In(q) =2=¢
'%Z%
-1 0 0 0
9 §A—B _ 0 -2 0 O
2 0 0 —4 0
0O 0 0 28
In(g)=1= s,
® g3 =3
200 0
a4 B — 020 O
0 04 O
0 0 0 23
In(gq3) = 3 = ss.

Indexova posloupnost parametrizovaného svazku AMA — B je (1 1271 1 171 3). Z Tabulky 2.2
plyne, ze se prunik zadanych kvadrik rozpadd na dvé neprotinajici se realné kuzelosecky.

Dle Véty 3.22 se prunik zadanych kvadrik rozpada na dvé kuzelosecky, protoze g—i =

O—y:
5?4

3.24 Priklad. Uvazujme dva elipsoidy

207 + 8yt + 422 =1

7x% + 3y? + 427 = 1.
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Obrazek 3.15: Souosé elipsoidy. Dva pohledy na kvadriky z Piikladu

3.24 a jejich prunikovou kiivku. Tyto elipsoidy se dotykaji ve svych
hlavnich vrcholech, v dusledku Véty 3.1 se jejich prunik rozpada na
dveé kuzelosecky, které s eprotinaji v téchto bodech dotyku.

Spocitame indexovou posloupnost parametrizovaného svazku zadanych kvadrik.

-1 0 0 0 -1 0 0 0
e 0 200 B- 0 700
0 080 0 030
0 00 4 0 0 0 4

det M —B) = —4(A—1)>(2A = 7) (8A — 3)

Redlné koteny tohoto polynomu jsou A\ = %, A=A3=1, = %
Volime ¢qo = 0, ¢ = %7 g2 = 2 a q3 = 4. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

® ¢ =0
1 0 0 0
s |0 =T 0 0
0O 0 -3 0
0 0 0 -4
In(q) =1 = so.
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[ ] qu%
0 0 0
1 _
i _p_ 0 -6 0 0 ‘
2 0 0 1 0
0 0 0 -2
In(q) =2 =s1.
® =2
-1 0 0 0
94— B — 0 -3 0 0 '
0 0 13 0
0 0 0 4
In(g) =2 = so.
o g3=4
-3 0 0 0
UA— B — 0 1 0 O
0 029 0
0 0 0 12
In(q3) =3 = ss.

Indexova posloupnost parametrizovaného svazku AMA — B je (1 1211 2 1 3). Z Tabulky 2.2
plyne, ze se prunik zadanych kvadrik rozpada na dvé realné kuzelosecky protinajici se ve
dvou bodech.

Prunik zadanych elipsoidu se dle Véty 3.22 rozpada na dvé kuzelosecky, protoze o, =
0, = 4. Prunik téchto dvou kvadrik se také rozpadd v dusledku Véty 3.1.

3.25 Véta. Meéjyme dvé souosé regularni kvadriky, jednu stredovou s nulovymi koeficienty
posunuti a s orientovanymi poloosami oy, o, a 0, a druhou nestredovou s nulovymi koefi-
cienty posunuti a s orientovanymi poloosami o5, 0, a 0. Prinik téchto kvadrik se rozpadd
na dvé kuzelosecky, jestlize :

Dukaz. Budeme postupovat analogicky jako pii dokazovani Véty 3.22.
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Uvazujme kvadriky v projektivnim prostoru. Jejich matice jsou:

-1 0 0 0
0 sgn(oy) = 0 0
A= 0 0 sgn (oy) 0% 0 ’
0 0 0 sgn (02) =
0 0 0 1
0 sgn(0s) = 0 0
b= 0 0 sgn (o) % 0
1 0 0

Pouzijeme substituci ¢; = sgn (0;) O% a ¢; = sgn (0;) 6%
Prunik dvou kvadrik A, B se rozpada, jestlize matice svazku A — AB, ktery urcuji tyto dve
kvadriky, méa alespon jedno vlastni ¢islo s geometrickou nasobnosti 2.

-1 0 0 -
A \B = 0 cp— N\, 0 ) 0

0 0 cy — Ay 0

- 0 0 Cy

det (A — AB) = — (¢, — A&,) (¢y — AGy) (cz + A?)

Matice kvadriky z tohoto svazku bude mit vlastni ¢islo s geometrickou nasobnosti 2,

2
pokud 2= = g—z V piipadé, kdy sgn (0,) = —1 a |o,| = %, pro i € {z,y} se jedna o vlastni
¢islo s algebraickou néasobnosti 2 a geometrickou 1. ]

3.26 Priklad. Uvazujme elipsoid
2207 +4y* + 622 =1

a paraboloid
2?4+ 2% + 22 = 0.
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Obrazek 3.16: Souosy elipsoid a paraboloid. Dva pohledy na

kvadriky z Piikladu 3.26 a jejich prunikovou kiivku — jednu
kuzelosecku.

Spocitame indexovou posloupnost parametrizovaného svazku kvadrik.

-1 0 0 0 0 001
. 0 200 B= 0100
0 040 0020
0 00 6 100 0

det (A\A — B) = =8 (6% + 1) (=2 + \)°
Redlné koteny tohoto polynomu jsou A\; = Ay = %
Volime gy = 0 a ¢; = 1. K takto volenym ¢; dopoc¢itame s;.

e go=20
0 0 0 -1 1 0 0 0
s |00 0 | o -1 0 o0
00 —=2 0 | lo o0 -1 0
-1 0 0 0 00 0 -2
In(q) =1=so.
e g1 =1
-100 -1 10 0 0
0 10 0 02 0 0
A—B= ~
0 02 0 00 3+¥2 0
-100 6 00 0 348
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In(q) =3=s.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (1 171 3). Z Tabulky 2.2 plyne,
ze se prunik zadanych kvadrik rozpada na jednu redlnou a jednu imaginarni kuzelosecku.

Prunik uvazovaného elipsoidu a paraboloidu se dle Véty 3.25 rozpadé na dvé kuzelosecky;,

protoze & = 2 =2,
Og Oy

3.27 Priklad. Uvazujme hyperboloid
22?4+ 8y? — 222 =1

a paraboloid
22 + 4y +22 = 0.

Obrazek 3.17: Souosy hyperboloid a paraboloid. Dva pohledy
na kvadriky z Piikladu 3.27 a jejich prunikovou kiivku — dvé
kuzelosecky, které lezi v rovnobéznych rovinach.

Spocitame indexovou posloupnost parametrizovaného svazku zadanych kvadrik.

-1 0 0 O 0 001
e 0 20 O B- 0100
0 08 0 00 40
0 00 =2 1000
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det (A\A — B) =4 (22* — 1) (2A — 1)?

Redlné kofeny tohoto polynomu jsou A\; = —/3, Ao = A3 =5 a Ay = /3.

Volime qo = —1, ¢ =0, ¢ = % a q3 = 1. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

e go=—1
1 0 0 -1 12 0 0
a_p_| 0 =30 0o | [ 0 =3 0
B 0 12 0 | 0o 0o :-¥%
-1 0 0 2 o o o 3
In(q) =2 = so.
e ¢ =0
0 0 0 -1 —4 0 0 0
s | 0 -t o 0 [ |0 -1 00
o 0o =4 0 |7 0o 0o -10
-1 0 0 0 0 0 0 1
In(g)=1=s
'%Z%
~2.00 -1 1-¥0 9 0
2 1 14 VDO
2, _p_ 0320 N 0 1+3(1)
0 04 0 0 0 L
-1 0 0 —3 0 0 0
In(q) =3=s
e g3=1
~100 -1 S - T (R
A_p_| 0 1o 0| 0 —3_% g
0 04 0 0 0 1
100 -2 0 0 0
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Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AMA — B je (21 1 11 3 1 2). Z Tabulky 2.2
plyne, Ze se prunik zadanych kvadrik rozpadd na dvé neprotinajici se realné kuzelosecky.

Prunik uvazovaného hyperboloidu a paraboloidu se dle Véty 3.25 rozpada na dvé ku-

5 ¢ 0 %2 — %y
zelosecky, protoze o = o

3.28 Pozorovani. V dalsich tvahdch budeme podobnym zpusobem zkoumat prunik dvou
stredovych reguldrnich kvadrik, jedné s koeficienty posunuti p,, p, a p. a orientovanymsi
poloosami oy, 0, a 0, a druhé s nulovymi koeficienty posunuti a s orientovanymi poloosami

0z, 0y @ 0,. UvaZugme substituci ¢; = sgn (o;) 0% a ¢; = sgn (0;) 6% Matice téchto kvadrik

150U
—1 O 0 0 Cxpg + Cyp?! + Czpz -1 —CzPgx _Cypy —CPz
. 0 ¢, E) 0 B= —CyPa Cy 0 0
0 0 ¢ O —CyDy 0 Cy 0

Podminky pro rozpad pruniku takto zadanych kvadrik jsou velmi komplikované, proto polo-
Zime

pz = 0.
Rozpad pruniku dvou kvadrik nastdvd, pokud ve svazku, ktery urcéuji tyto kvadriky, je sin-
guldrni kuZelosecka s vlastnim cislem s geometrickou nasobnosti. Jednou z podminek pro
rozpad pruniku dvou kvadrik je dvojndsobny korech charakteristického polynomu parametri-
zovaného svazku NA — B.

—\—cypl —c.pt + 1 0 CyDy C.p-
NA—B| = 0 ACp — Cy _O 0
CyDy 0 ACy — ¢y 0
C.P 0 0 AC, — C,
“A—gpl—cepi+ 1l g, €Dz
M —B| = (Aép — ) CyDy ACy — ¢y 0
(9 0 A, — ¢,
= Je koren charakteristického polynomu. Tento koren bude dvojndsobny, poku determinant
matice
2= Cyp?ZJ —cpr+1 CyDPy C2P-
det CyDy g—zéy — ¢y 0 =0.
C2Pz 0 e — ¢

Tato podminka je splnéna pro
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CyCx (cﬁ C,—c:Cyiy —l—czpz CqCyCqp—CyCypCo +cz6925)

1. ¢, = nebo
Y [ (Ciaz +CzxCrCq +Cyp%cwazaw+cngcwazaw_Czczaw +cz E% —picyczéi)
. = Ewcz(c:c_éw)
2. py,=0,¢,= e (cpits—taten) nebo

3. p,=0,c, = ut=

Vsechny tyto podminky popisuji dotyk dvou kvadrik. Dle Véty 3.1 se prunik dvou
kvadrik rozpadéd na dvé kuzelosecky, pokud se kvadriky dotykaji.

3.29 Priklad. Uvazujme hyperboloid

16 16
a elipsoid
3, 5 s 3 9
- - (y—1 - 2)"=1.

Koeficienty téchto kvadrik splinuji podminky 1 predchazejicih tvah.

Obrazek 3.18: Souosy hyperboloid a elipsoid. Dva pohledy na

kvadriky z Prikladu 3.29 a jejich prunikovou kiivku. Tyto dvé
kvadriky se dotykaji ve dvou bodech.

Spocitame indexovou posloupnost parametrizovaného svazku zadanych kvadrik.

=16 0 0 O 13 0 =5 6

A 0 16 0 O B- 0 3 0 0
0 0 —-15 0 -5 0 5 0

0O 0 0 1 6 0 0 3
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det (\MA — B) =5 (3\% — 5\ — 4) (16A — 3)

Redlné kotreny tohoto polynomu jsou A\ = %ﬁ, Ao = A3 = 13—6 a = %ﬁ.

Volime gy = —1, ¢ =0, g = 1 a g3 = 3. K takto volenym ¢; dopoc¢itame s;.

® go=-3
3% 0 o5 -6
0 =51 0 O
b} 0 40 O
-6 0 0 -6

—3A—-B=

In(qo) = 2 = so. Tato kvadrika je jednodilny hyperboloid.

e g1 =20
-13 0 5 -6
B 0o -3 0 O
5 0 =5 0
-6 0 0 =3
In(q) =1=s.
e p=1
-29 0 5 —6
A_B— 0 13 O 0
5 0 =20 O
-6 0 0 =2
In(g) =1=ss.
® g3=3
-61 0 5 —6
aA_ B 0 45 O 0

5 0 =50 0
-6 0 0 0

In(g3) = 2 = s3. Tato kvadrika je jednodilny hyperboloid.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AMA — B je (21 111 1 1 2). Z Tabulky 2.2
plyne, ze se prunik kvadrik rozpada na dvé imaginarni kuzelosecky, protinajici se ve dvou

realnych bodech.

Protoze zadany hyperboloid a elipsoid splinuji podminky 1 predchoziho Pozorovéani 3.28,

jejich prunik se rozpada na dvé kuzelosecky.
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Muzeme taky tict, ze prunik zadanych kvadrik se rozpada na dveé kuzelosecky, protoze
kvadriky se dotykaji ve dvou bode a tim splnuji predpoklady Véty 3.1.

3.6 Dalsi zajimavé priklady rozpadu pruiniku dvou
kvadrik

V této kapitole uvedeme dalsi zajimavé priklady rozpadu pruniku dvou kvadrich, abychom
vycerpali vétsinu moznosti v Tabulkach 2.1, 2.2 a 2.3.

3.30 Priklad. Uvazujme hyperbolicky paraboloidy
r4+yz=0

a valec
22+ 2r+22=0.

Obrazek 3.19: Hyperbolicky paraboloid a valce. Dva pohledy na

kvadriky z Prikladu 3.30 a jejich prunikovou kfivku. Tato prunikova
kiivka se rozpada na jednu kiivku tietiho stupné a jeji asymptotu.

80



Spocitame indexovou posloupnost uvazovanych kvadrik.

0400 0100
1 11
AZQOO(I)’B: 00
000 2 0000
003 0 0001

1
det (M = B) = 7o (A= 2)* A2
Realné koteny tohoto polynomu jsou A\; = Ay =0 a A3 = \y = 2.

Volime gy = —1, ¢ = 1 a ¢ = 3. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

o go=—1
0 -2 0 0 =1VIo 0 0
a_p_| 300 | 0 =2 9 0
0 0o -1 0 0 =2
0o 0 -3 1 0 0 0 =l
In(qo) =2 = so
e =1
0 -1 0 0 -2 0
A_p_| 5 "to oo | 0 L2 g 0
0 0o 1 0 0 =29
0 0 % -1 0 0 0 2
In(q) =2=s;.
=3
0o 1 0 o0 =LV g 0 0
sA_p_ |3 100 0 20 0
00 0 3 0 0 =20
0 0 3 -1 0 0 0 =0
In(q) =2 = ss.

Indexovéa posloupnost svazku AA — B je (2112 11 2). Dle Tabulek 2.3 a 2.1 zatim neni
prunik kvadrik urc¢en jednoznacné. Jesté musime dopocitat znaménkovou posloupnost pa-
rametrizovaného svazku AA — B.

0 -1 0 0 00 0 0
-1 -10 0 0 -1 0 0
MA—B=-B= =
’ 0 0 0 0 0 0 =5
0 0 0 —1 0 0 0 =5




m4 signaturu (1,1,2).

00 0 0 00 0 0
0 10 0 0 -1 0 0
MA—B=2A—-B= ~
' 00 0 1 0 0 =5
0 0 1 —1 0 0 0 T

mé signaturu (1,1,2). Znaménkova posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je
(2((1,2))2((1,2)) 2). Priunik kvadrik se rozpada na kiivku tretiho stupné a piimku, které
se protinaji ve dvou bodech. Tato piimka je asymptotou krivky tfetiho stupné, proto jeden
jejich prusecik je vlastni bod.

3.31 Priklad. Uvazujme dva hyperbolické paraboloidy

zy+2=0

—zrz+y=0.

A »

Obrazek 3.20: Dva hyperbolické paraboloidy. Dva pohledy na
kvadriky z Piikladu 3.31 a jejich prunikovou krivku.

Prunikovou kiivku téchto kvadrik muzeme najit algebraicky. Z rovnice druhé kvadriky
dostavame y = xz a to dosadime do rovnice druhé kvadriky.

x2z+z:z(x2—|—1)
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Z téchto vypoctu plyne, ze uvazované kvadriky se protinaji na prusecnici rovin y = 0 a
z=0.
Spocitame indexovou posloupnost kvadrik.

0 0 O % 0 O % 0
. 0 0 % 0 B 0 0 0 —%
02 00| 0 0 0
000 0 —3 0 0
det (AMA — B) = 1 ()\2 + 1)2
16
Tento polynom nema realné koteny.
Volime ¢y = 0. K tomuto ¢y dopocitame sg.
e g=0
0 O —% 0 —% 0 00
B 0 0 0 % ~ 0 —% 00
-3 0 0 0 0 0 30
0 3 0 0 0 0 0 3

In(q) =2 = so.

Indexova posloupnost svazku AA — B je (2). Dle Tabulky 2.1 se prunik zadanych kvadrik
rozpada na krivku tietiho stupné a piimku, které se neprotinaji. Tato kiivka tfetiho stupné

je imaginarni.
3.32 Priklad. Uvazujme hyperbolicky paraboloid
xy+z2=0

a parabolicky valec
2z + 2% = 0.
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Obrazek 3.21: Hyperbolicky paraboloid a parabolicky valec. Dva
pohledy na kvadriky z Piikladu 3.32 a jejich prunikovou kiivku —
ktivku tretiho stupné a jeji asymptotu

Spocitame indexovou posloupnost kvadrik.

000 3 0100
00110 1000
A: 1 2 7B:
05 00 0000
% 0 0 O 0 0 01
det (A — B) Ly
e — = —
16
Redlny klofen tohoto polynomu je Ag = 0.
Volime ¢y = —1 a ¢; = 1. K takto volenym ¢; dopocitame s;.
e go=—1
o -1 0 -1
-1 0 -1 0
—A—-B= L2 ~
0 -3 0 0
-z 0 0 -1
—1+V3+v/12+42V3 0 0 0
4
—1—/3+4/12-2V3
~ 0 i 0 0
0 0 —14+/3-4/12+2V3 0
4
—1—/3-4/12-2V3
0 0 0 7]

84



e =1
0 -1 0 3
R e
2
: 0 0 -1
—1+v344/1242V3 0 0 0
4
N 0 717\/§+4 12—2v/3 0 0
- —14++v/3—4/12423
0 0 > 0
0 0 0 717\/374\/1272\/5
In(q) =2 =s1.

Indexovéa posloupnost svazku AA — B je (2 ™11 2). Dle Tabulek 2.3 a 2.1 neni prunik
zadanych kvadrik urcen jednoznacné. Jesté musime dopocitat znaménkovou posloupnost
parametrizovaného svazku AA — B.

0 -1 0 0 00 0 O
NA_B=_B— -1 0 0 0 ~ 01 0 O
0O 0 0 0 00 -1 0
0 0 0 -1 00 0 -1

mé signaturu (1, 1,2). Znaménkova posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je
(2,((((1,2))))). Prunik uvazovanych kvadrik rozpada na kiivku tfetiho stupné a piimku,
které se dotykaji. Protoze ptimka je asymptotou kiivky tretiho stupné, dotykaji se tyto
krivky v nevlastnim bodé.

3.33 Priklad. Uvazujme jednodilné hyperboloidy

—P 4yt + =1

—r? + 27 + 322 = 1.
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Obrazek 3.22: Dva jednodilné hyperboloidy. Dva pohledy na

kvadriky z Piikladu 3.33. Tyto kvadriky se neprotinaji.

Spocitame indexovou posloupnost parametrizovaného svazku kvadrik.

-1 0 0 0 -1 0 0 0
e 0 -1 00 B- 0 -1 00
0 0 10 0 0 20
0 0 01 0 0 03

det VA —B)=(A=1>(A—2) (A —3)

Redlné koteny tohoto polynomu jsou A\ = Ao =1, A3 =2 a Ay = 3.
Volime ¢ =0, ¢ = %, Q2 = % a q3 = 4. K takto volenym ¢; dopocitame s;.

e =20
10 0 0
- 01 0 O
00 =20
00 0 3
In(q) =2=so
°Q1=% )
-3 01 0 O
§A—B: 0 —3 01 0
2 0o 0 -5 0
o o o0 -3
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In(q1) =0=s1.

b q2:§
3
-5 03 0 0
§A—B: 0 —3 (1) 0
2 0o 0 5 0
o 0 o0 -1
In(g)=1=s,.
o g3 =14
-3 0 00
UA— B — 0 -3 00
0 0 20
0 0 01

In(g;) =2 =s3.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (21101 11 2). Z Tabulky
2.2 plyne, ze se prunik uvazovanych kvadrik rozpada na dvé neprotinajici se imaginarni
kuzelosecky:.

3.34 Priklad. Uvazujme hyperbolicky paraboloid

22—y —22=0

2 —y*+ (2 -2 =5
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Obrazek 3.23: Dva jednodilné hyperboloidy. Dva pohledy na

kvadriky z Prikladu 3.34 a jejich prunikovou kiivku — dve
rovnobézné hyperboloidy. Tyto hyperboloidy maji rovnobézné
asymptoty, proto se dotykaji v téchto nevlastnich bodech.

Spocitame indexovou posloupnost zadanych kvadrik.

0 0 0 -1 -1 0 0 =2
A 0 1 0 0 B= 01 0 O

0 0 -1 0 0 0 -1

-1 0 0 O -2 0 0 1

det (A\A — B) = (A\? —4A +5) (A — 1)?

Realny klofen tohoto polynomu je A\g = 1.
Volime gy = 0 a ¢; = 2. K takto volenym ¢; dopoc¢itame s;.

® gy =
1 0 0 2 -10 0 0
g |lOo-to 0 | 0o 10 0
0 0 1 0 0 0 +v5 0
2 0 0 —1 00 0 —5
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.QO:2
10 0 O
oa_p_ |01 0 o0
00 -1 0
00 0 -1

In(q) =2=s.

Indexova posloupnost svazku AA — B je (211 2). Dle Tabulky 2.2 se prunik zadanych
kvadrik rozpadd na dvé realné kuzelosecky s dvéma body dotyku. tzot bodz dotzku jsou
nevlastni s jsou to asymptoty obou prunikovych hyperbol.

3.35 Priklad. Uvazujme elipsoid

1
x2+1y2+z2=1

a valec
2+ 22=1.

Obrazek 3.24: Elipsoid a vélec. Dva pohledy na kvadriky z Piikladu
3.35 a jejich prunikovou kfivku — kruznici. Zadany valec je opsany
elipsoidu podél jeho hlavni kruznice.

Spocitame indexovou posloupnost kvadrik.

-4 0 0 0 -1 0 0 0
e 0 400 B- 0 100
0 010 0 000
0 00 4 0 001
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det (AMA — B) = — (4A— 1)\

Realné koteny tohoto polynomu jsou Ay =0 a Ay = A3 = Ay = i.

Volime ¢ = —1, ¢1 = % a g2 = 1. K takto volenym ¢; dopocitame s;.
® qo=—1
30 0 0
4B 0 -3 0 0
0 0 -1 0
0o 0 0 =3

In(q) =1=so.

[ ] (hzé
: 01 0 0
L 0 -5 (1) 0
0 0 3 0
0O 0 O —%
In(q1) =2=s
e =1
-3 0 0 0
A_DB— 0 3 00
0O 010
0O 0 0 3
In(g) =3 = sa.

Indexové posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je (1121171 3). Dle Tabulky
2.2 zatim neni prunik kvadrik urc¢en jednoznacné. Jesté musime dopocitat znaménkovou
posloupnost parametrizovaného svazku AA — B.

1 0 0 O
—1
MA—B=-B= 0 00
0 0 0 O
0 0 0 —1
mé signaturu (1, 1,2).
00 0O
1
MA—B=-A—-B= 00 ? 0
1 0010
00 0O
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mé signaturu (3,1,0). Znaménkova posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je
(1(1,2)2(((1,0))) 3). Prunik uvazovanych kvadrik se rozpadd na jednu dvojnasobnou realnou
kuzelosecku.

3.36 Priklad. Uvazujme jednodilny hyperboloid
ry+yi+22—2y=1

a valec
Y 422 =1.

Obrazek 3.25: Jednodilny hypeboloid a vélec. Dva pohledy na

kvadriky v Piikladu 3.16 a jejich prunikovou kiivku. Prunikem
téchto kvadrik je kuzelosecky, hrdlova kruznice hyperboloidu a
dvé rovnobézky, tvorici ptimky hyperboloidu. Dvé rovnobézky
se protinaji v nevlastnim bodé a protinaji také prunikovou
kuzelosecku.

Spocitame indexovou posloupnost uréenych kvadrik.

10 -1 0 ~1.0 0 0
1

Al 000y 0000

-1 1 1 0 0 010

00 0 1 0 00 1
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1
daQA—B%:ZQ—lfV
Redlné kotreny tohoto polynomu jsou Ay = Ay =0a A3 = Ay = 1.

Volime ¢y = —1, ¢1 = % a q2 = 2. K takto volenym ¢; dopocitame s;.
® go=—1
2 0 1 0
1
A_B-— 0 0 —35 0
1 -1 =2 0

o
o
o
|
NG

Tato kvadrika je hyperbolicky paraboloid. In (¢o) = 2 = so.

e q =2
10 -3 0
1
2A-B= 01 (1) g !
-3 1 2 0
0 0 O —%
Tato kvadrika je hyperbolicky paraboloid. In (q;) = 2 = s;
° ¢ =2
-1 0 =2 0
oA B - 0 0 1 0
-2 1 1 0
0 0 0 1
Tato kvadrika je hyperbolicky paraboloid. In (¢2) = 2 = ss.

Indexové posloupnost svazku AA — B je (211 2 11 2). Dle Tabulek 2.3 a 2.1 zatim neni
prunik kvadrik urcen jednoznac¢né. Jesté musime dopocitat znaménkovou posloupnost pa-
rametrizovaného svazku AA — B.

0 0 0 O

NA_B—_p_ |0 100

0 0 1 O

0 0 0 -1

ma signaturu (1,1, 2).
0 0 -1 0 0 0 0 0
1 V5

MA—B=A-p=| " U 2 D 0500
-1 1 0 0 0 0 ¥ o0
0 0 0 O 0 0 0 0
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mé signaturu (2,1,1). Znaménkovd posloupnost parametrizovaného svazku AA — B je
(2((2,1))2((1,1))2). Prunik uréenych kvadrik se rozpadd na jednu redlnou kuzelosecku,
hrdlovou kruznici hyperboloidu a dvé realné piimky, které jsou rovnobézné a protinaji se

v nevlastnim bodé.
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Kapitola 4

Aplikace

Z ploch druhého stupné se v technické praxi nejcastéji vyskytuje valec, kuzel, koule,
paraboloid a hyperboloid. Rota¢ni paraboloid byva napt. odrazovou plochou reflektoru,
teleskopii, televiznich antén apod. Hyperbolicky paraboloid se pouziva k zastifesovani roz-
1éhlych tovarnich hal, hangaru apod. Pouzitim této plochy se dosahuje veliké ispory ma-
terialu. Jednodilného hyperboloidu se ve stavebni praxi pouziva jako primkové plochy pro

konstrukce chladirenskych vézi nebo pro konstrukce skofepin pro zastresovani hal.

Stavebni a technické konstrukce

Rozpad prunikové kiivky rota¢nich singuldrnich kvadrik se ¢asto vyskytuje ve stavitel-
stvi, strojirenstvi nebo technické praxi.

Ve stavitelstvi se setkdvame s prunikem valcovych ploch naptiklad pti zaklenuti ¢tver-
cového pudorysu. Césti vélcovych ploch s vodorovnymi tvoficimi pifmkami jsou nazyvany
valené klenby. Valené klenby muzeme nejruznéjsim zpusobem kombinovat, vznikaji tak

vvvvvv
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Obrazek 4.1: Kiizova klenba. Autor fotografie: Petra Surynkovd.
Cést priniku dvou vélcovych ploch.

= ENE R X P2

Obrazek 4.2: Klgsterni klenba. Cést priniku dvou vélcovych ploch.

V technické praxi se casto setkdvame s prunikem rotacnich singularnich kvadrik, napf.
rozvétvené potrubi, signalizacni zafizeni, okapové plochy, atd.
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Obrazek 4.3: Vyuziti rozpadu pruniku rotacnich singularnich
kvadrik v technické praxi-rozvétvené potrubi.

Obrazek 4.4: Vyuziti rozpadu pruniku rotacnich singularnich
kvadrik v technické praxi—spojovaci potrubi.

Vyuziti pruniku dvou kvadrik v designu je ¢asté.
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Obrazek 4.5: Vyuziti pruniku kvadrik v designu—stereo reproduk-
tory.

Zatim jsme uvedly piiklady aplikaci pruniku dvou kvadrik z vizualnich duavodu. Prunik
dvou kvadrik muze také vést ke zjednoduseni vypoctu.

Geometrické vypocty

V technologiich ma nejvétsi vyuziti rozpad pruniku dvou kvadrik pti urcovani polohy
ruznych objektu pomoci Global Positioning System, zkracené GPS, nebo pasivnich sle-
dovacich systému, zkrdcené POS.

V pripadé urc¢ovani polohy pomoci GPS hleddme pruniky kulovych ploch a elipsoidu,
ktery nahrazuje geoid. K pfesnéjsimu urceni polohy se vyuzivaji ¢tyti druzice. Pokud jsou
ve vypoctu pouze tii druzice, je uréenad poloha pouze na povrchu elipsoidu— tato poloha je
casto oznacovana jako neplnohodnotnd navigace 2D. V tomto piipadé nevyuzivame rozpad
pruniku dvou kvadrik v pravém slovat smyslu, ale vyuzivame pruniky kulovych ploch.

Pasivni sledovaci systém je zafizeni pasivni, tj. samo nic nevyzaifuje a spoléha na
elektromagnetické zareni vysilané cilem. POS se nejcastéji pouziva ke sledovani letadel.
Princip sytému POS je zalozen na méfeni casovych rozdilu, jez uplynou mezi ozarenimi
odpovidajicich dvojic stanic. Tim vznikd pro dvé stanice dvojdilny hyperboloid a pro
tii stanice tfi konfokalni dvojdilné hyperboloidy a také vznikd potieba zkoumat jejich
prunikovou kfivku. Mezi tyto pasivni sledovaci systémy patii naptiklad ceské systémy
Kopéac¢, Ramona, Tamara nebo nejnovéjsi Véra, ktery umoziuje automatické sledovani
az 300 letount, jak je uvedeno v [4].

Uvedme konkrétni pifklad z [14, str. 5]. Uvazujme body O]0,0,0], A[30,0,0],
B[-15,26,0] a C'[—15,—26,0]. Rovnice pro casové zpozeni jsou nasledujici:
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dao = /22— 60z; + 900 + 23 + a3 — \/2? + 23 + 73
dpo = /23 +30@, + 901 + a3 — 52a5 + a3 — \/23 + 23 + 4}
deo = /22 + 301 + 901 + 42 + 5215 + 42 — /T2 + 72 + 12

Po umecnéni téchto rovnic dostavame rovnice tii hyperboloidi.
Konfokélni kvadriky jsou symetrické podle roviny urcené jejich osami, v tomto piipadé
se jednd o rovinu z3 = 0. Prunikové kiivky lezi v rovinach kolmych na tuto rovinu symetrie.

Po vyteSeni soustavy rovnic vSech hypeboloidu dostavame

. a0 (dho + do — 1802) + (900 — dBo) (dio + deo)
60 (dAo +dgo + dCO)
dao (2 — %) + (%o — 2dpodco — 2702) (dpo — deo)
104 (dao + dpo + dco)
V Ps (dao, dpo,dco)
dao +dpo + dco
kde Ps (dao,dpo,dco) je polynom Sestého stupné proménych dao, dgo a deo.

X2

l’gzﬂ:

Y

S rozpadanim pruniku dvou kvadrik se také muzeme setkat pii konstrukci a vypoctu
tzv. stfedni osy prostorovych obejkti. S pojmem stfedni osa tizce Voroniho diagram, ktery
je vysvétlen v [3]. V biochemii je potfeba zkoumat mnozinu bodu, kterd je stfedni osou
zadanych kulovych ploch. Tato mnozina se sklada z ¢asti hyperboloidu.

Mnozina bodu, ktera je stfedni osou dvou kruznic.

Oznacéme poloméry kruznic r; a ry. Pro body stfedni osy dvou kruznic plati
|X51| — Ty = |XSQ| — T

|XSl| — ’XSQ’ =71 —7T9

Rozdil r; — r9 nezavisi na poloze bodu X. Stfedni osa dvou kruznic je hyperboloid.
Analogicky stfedni osa svou kulovych ploch je hypeboloid.
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Obrazek 4.6: Ilustrace mnoziny bodu, které maji od kulovych ploch

stejnou vzddlenost.[3, str. 2]. Hrany stfedni osy mnoziny kulovych
ploch jsou ¢asti kuzelosecky.

Duvodu pro¢ se v praxi pouzivaji rozpady pruniku dvou kvadrik je hned nékolik. Jednak
to mohou byt duvody estetické (klenby, design...), technické (rozvétvené potrubi, okapové
plochy, GPS...) nebo duvody vypocetni jednoduchosti (POS, stfedni osy...). Konkrétné v
pasivnich sledovaci systémech vypocetni programy pocitaji prunik tii hyperboloidu. Pokud
by tyto hyperboloid mély obecnou poloh, vedlo by to k feSeni rovnic osmého stupné. V
pripadé, zZe jsou hyperbolidy konfokalni ziskavame rovnice nevyse druhého stupné., jak je

ziemé z prikladu pruniku konfokalnich hyperboloidu.

99



Zaver

Za pomoci nastroju linearni algebry, projektivni a afinni geometrie a s vyuzitim programu
Maple a Rhino jsem studovali vzajemnou polohu dvou kvadrik. Podafilo se ndm objevit
nékolik novych vlastnosti zarucujicich rozpad prunikové kiivky dvou kvadrik. Déle jsme
uttidili a doplnili zakladni piiklady takového rozpadu znamé z deskriptivni geometrie a
dali je do souvislosti s projektivnimi vlastnostmi svazku kvadrik.

Znac¢né usili jsme rovnéz vénovali srozumitelné prezentaci pouzitych néstroju, které
jsme prevzali ze zahrani¢ni literatury, ve které jsou popsdny pomérné obtizné pocho-
pitelnym zpusobem. Timto zpusobem vznikl text, ktery jak doufame muze prinést uzitek
studentum a ucitelim deskriptivni geometrie a vSem zajemcum o aplikovanou geometrii.

Vysledky této prace byly pfijaty k prezentaci na 31. konferenci o geometrii a pocitacové
grafice porddané Ceskou spolecnosti pro geometrii a grafiku. V budoucnu bychom pokra-
covali v tomto tématu a vytvorili eukleidovskou nebo afinni klasifikaci prunikové kiivky
dvou kvadrik.
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