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DISERTAČNÍ PRÁCE
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Předmluva

Několikrát se mi v uplynulých letech stalo, že když jsem v rozhovoru zmı́nil téma své

disertačńı práce, prvńı reakćı byla otázka ”A o tom se dá napsat práce?“ Tazatelé by byli

jistě překvapeni, kdyby viděli seznam knih a článk̊u, napsaných výlučně o křivkách. Tato

práce je věnována tomu, jak se vyv́ıjelo pojet́ı křivky v analýze, teorii množin a topologii.

Před několika lety shodou okolnost́ı obhájila disertačńı práci na podobné téma Lenka

Lomtatidze na Masarykově univerzitě. Jej́ı práce byla věnována historickému vývoji

pojmu křivka a jej́ı těžǐstě bylo v geometrii. Věř́ım, že moje práce, jej́ıž obsahový pr̊unik

s praćı Lenky Lomtatidze je minimálńı, bude brána jako doplněńı a rozš́ı̌reńı jej́ıho textu.

Tato práce si neklade za ćıl poskytnout systematický výklad žádné partie matematiky,

o ńıž pojednává, nýbrž zaměřuje se na vznik a vývoj myšlenek, které se při vývoji

dotyčných partíı uplatňovaly. Z tohoto d̊uvodu nemá text formálńı strukturu obvyklou

v učebnićıch matematiky, tedy členěńı na definice, věty apod. Pokud jsou definice a věty

zvýrazněny a odděleny od ostatńıho textu, je to předevš́ım tehdy, když se jedná o d̊uležité

stavebńı kameny výkladu.

Práce se dotýká některých partíı matematiky, v nichž dosud neńı zcela ustálena česká

terminologie. Za cenné rady při hledáńı českých termı́n̊u v teorii fraktál̊u děkuji Jǐŕımu

Fialovi, který přeložil do češtiny Mandelbrotovu knihu Fraktály. Tvar, náhoda a dimenze

(Praha: Mladá fronta, 2003). Topologickou terminologii jsem volil podle existuj́ıćı české

literatury (užitečným pro mne byl např. Čech̊uv překlad Knasterova článku o neroz-

ložitelných kontinúıch 1).

Při přepisu ciźıch jmen do češtiny jsem přihĺıžel k ustáleným zvyklostem. Český tvar

řeckých jmen se ř́ıd́ı pravidly uvedenými ve Slovńıku antické kultury (Praha: Svoboda,

1974). Za rady týkaj́ıćı se přepisu japonských jmen děkuji Petru Vrbovi. Překlady citát̊u,

neńı-li uvedeno jinak, jsou moje vlastńı. Děkuji nicméně Annemarii Enneperové za po-

moc s latinskými texty.
1 KNASTER, B. Přehled teorie nerozložitelných kontinúı. Časopis pro pěstováńı matematiky a fysiky.

1933, sv. 62, č. 8, s. 310–337.
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Předmluva v

Jsem si vědom toho, že na přechylováńı ciźıch ženských př́ıjmeńı jsou r̊uzné názory

a že v běžné řeči i v odborné literatuře se můžeme poměrně často setkat s jejich ne-

přechýlenými podobami. V této práci nicméně respektuji doporučeńı Miloslavy

Knappové v knize Naše a ciźı př́ıjmeńı v současné češtině (Liberec: Tax az kort, 2002)

a ženská př́ıjmeńı uvád́ım v přechýleném tvaru (s výjimkou bibliografických údaj̊u).

U některých (zpravidla méně známých) autor̊u jsem považoval za užitečné připojit

stručné biografické údaje. Děje se tak zpravidla na mı́stě, kde je poprvé zmiňováno

d́ılo daného autora. Čerpal jsem přitom ze slovńıku Biographical Dictionary of Mathe-

maticians (New York: Charles Scribner and Sons, 1991) a z internetových zdroj̊u The

MacTutor History of Mathematics archive 2 a The Mathematics Genealogy Project 3.

Každá kapitola tvoř́ı v́ıceméně uzavřený celek, proto je literatura uváděna v závěru každé

kapitoly a ne až na konci práce. Výjimku tvoř́ı úvod a závěr, kde jsou citace uváděny

v poznámkách pod čarou. Jména matematik̊u, jejichž d́ılo je v dané kapitole rozeb́ıráno

či zmiňováno, uvád́ım nejprve v plném zněńı a připojuji roky narozeńı a úmrt́ı.

Text je doprovázen četnými ilustracemi. Všechny jsem vyhotovil sám pro účely této práce

(většinou pomoćı programu Grapher, distribuovaném jako součást operačńıho systému

Mac OS X), a to i tehdy, když maj́ı co nejvěrněji reprodukovat ilustrace z citovaných

děl. Jedinou výjimkou je obrázek 3.15 Mengerovy univerzálńı křivky na s. 101, který

jsem převzal z Wikimedia Commons v souladu s GNU Free Documentation License.

Sazbu jsem provedl v systému LATEX, s přihlédnut́ım k šabloně uveřejněné na stránkách

MFF UK a s využit́ım volně dostupné předlohy ”LATEX Thesis Template“, jej́ımž autorem

je Sunil Patel 4.

Největš́ı d́ıky jsem si nechal na závěr. Děkuji celé své rodině a zejména své ženě Janě za

veškerou podporu a trpělivost, se kterou snášela omezeńı vyplývaj́ıćı z mého doktorského

studia. Svému školiteli Jǐŕımu Veselému bych chtěl poděkovat za citlivé vedeńı, za pečlivé

čteńı rukopisu, za mnoho rad a doporučeńı, které k němu připojil a za veškerý čas, který

mé práci věnoval.

2 http://www-history.mcs.st-and.ac.uk
3 http://genealogy.math.ndsu.nodak.edu
4 http://www.sunilpatel.co.uk
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Častěji už́ıvané symboly 157

Seznam obrázk̊u 158

Rejstř́ık 160



Úvod

Pojem křivky hrál v určitých obdob́ıch vývoje matematiky roli, kterou lze bez nadsázky

označit jako kĺıčovou. V 17. stolet́ı např. studium vlastnost́ı křivek představovalo d̊uleži-

tou motivaci při vzniku infinitezimálńıho počtu. Pojem křivky měl od počátku bĺızko

k pojmu funkce, ústředńımu pojmu matematické analýzy. Na přelomu 19. a 20. sto-

let́ı přispělo zkoumáńı křivek k přesnému vymezeńı pojmů kontinua a dimenze v teorii

bodových množin.

Pojem křivky vznikl na základě běžné zkušenosti. Tak jako je napnuté vlákno předobra-

zem př́ımky (úsečky), je uvolněné nebo stočené vlákno předobrazem křivky. Eukleidés

(asi 330 – 260 př. n. l.) ve svých Základech charakterizuje čáru (linii) v definici 2 jako

”délku bez š́ı̌rky“, v definici 6 jako ”okraj plochy“. Protože v definici 4 je definována

př́ımka jako ”čára, která se svými body táhne rovně“ 1, lze uvedené formulace považovat

za prvńı známý pokus definovat křivku. Mezi čarami však Eukleidés věnuje pozornost

prakticky výlučně kružnici a př́ımce (úsečce).

Př́ımka a kružnice, př́ıp. geometrické objekty sestrojené pomoćı kruž́ıtka a prav́ıtka,

hrály v geometrii starověkého Řecka z r̊uzných d̊uvod̊u privilegovanou úlohu. V Aris-

totelově mechanice jsou kružnice a př́ımka základńımi typy drah pohybuj́ıćıch se těles.

Uvád́ı-li Aristotelés křivost a př́ımost jako protikladné a doplňuj́ıćı se vlastnosti linie, pak

nositeli těchto vlastnost́ı jsou kružnice resp. př́ımka. Řecká filosofie od Pýthagorových

dob nadřazovala jednoduché složitému. Rovnoměrný pohyb po kružnici byl v představách

Pýthagora a Platóna přisuzován nebeským těles̊um. Toto pojet́ı bylo dále rozpracováno

v Eudoxově, Appoloniově, Hipparchově a Ptolemaiově systému, které se musely vyrovnat

s nepravidelnostmi v pohybu nebeských těles po obloze (nesoulad mezi pozorovanými

drahami planet a představou jejich rovnoměného kruhového pohybu kolem Země byl

vysvětlován skládáńım v́ıce pohyb̊u), a přetrvalo v astronomii až do Koperńıkovy doby.

Neznamená to, že v té době nebyly jiné ”čáry“ známy a studovány; objevy nových křivek

byly úzce spojeny s tzv. klasickými problémy starověké geometrie, tedy kvadraturou

1 EUKLEIDÉS. Základy. Knihy I–IV. Nymburk : OPS, 2008, s. 41.
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Úvod 2

kruhu, trisekćı úhlu a zdvojeńım krychle. K jejich konstrukci byly použ́ıvány složitěǰśı

mechanické prostředky než kruž́ıtko. Některé křivky sloužily i k řešeńı v́ıce problémů.

Pappos (asi 290 – 350), jeden z posledńıch velkých představitel̊u alexandrijské mate-

matiky, popsal ve čtvrté knize pojednáńı známého jako Sb́ırka rozděleńı úloh geomet-

rie na úlohy rovinné, jež jsou řešitelné pomoćı př́ımek a kružnic, úlohy tělesové, k je-

jichž řešeńı se využ́ıvá kuželoseček, a úlohy lineárńı (křivkové), které jsou řešitelné po-

moćı křivek vznikaj́ıćıch ze složitěǰśıch ploch a komplikovaněǰśıch pohyb̊u. S t́ım souviśı

i rozděleńı křivek na rovinné, představované př́ımkou a kružnićı, tělesové, kterými jsou

kuželosečky, a lineárńı, mezi něž řadil např. Hippiovu kvadratrix, Archimédovu spirálu,

Nikomédovu konchoidu apod.

V souvislosti se snahou vyřešit kvadraturu kruhu se objevila potřeba určit délku kružnice

(tedy kružnici rektifikovat; tento pojem se ale začal použ́ıvat až v 17. stolet́ı). Eukleidova

geometrie neposkytovala prostředky k provedeńı rektifikace kružnice ani jakékoliv jiné

křivky. Postuláty, na jejichž základě bylo možné porovnávat délky oblouk̊u r̊uzných

křivek, formuloval Archimédés (asi 287 – 212 př. n. l.) v knize O kouli a válci a tyto

postuláty byly základem úvah o rektifikaci až do 19. stolet́ı.

Určeńı délky oblouku křivky bylo d̊uležitou úlohou, jej́ıž řešeńı vypov́ıdalo i o samotné

povaze křivky. Do jaké mı́ry lze považovat rovnou a křivou čáru za r̊uznorodé objekty?

Lze z aproximace usuzovat na přesné řešeńı? Jaké prostředky jsou k dosažeńı výsledku

legitimńı? Odpovědi na tyto otázky se v pr̊uběhu vývoje měnily. Rektifikace a rekti-

fikovatelnost oblouk̊u křivek jsou d̊uležitými tématy této práce; prvńı kapitola nazvaná

Problém rektifikace pojednává o historii těchto úloh od starověku do druhé poloviny

19. stolet́ı.

O

A

B

t

st

OBR. 1: Logaritmická spirála byla po kružnici prvńı rektifikovanou křivkou. Délka
oblouku spirály mezi bodem A a pólem O je rovna vzdálenosti pr̊useč́ıku B tečny t

a polárńı subtangenty st od bodu A.

Renesance přinesla obrovský zájem o geometrii, ale žádná nová křivka nebyla v tomto

obdob́ı studována. Jedinou možnou výjimkou je cykloida, kterou podle některých zdroj̊u
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popsal již Mikuláš Kusánský (1401 – 1464). Největš́ım vědeckým př́ınosem renesance je

nepochybně revoluce v astronomii, kterou přineslo slavné d́ılo De Revolutionibus or-

bium coelestium libri VI Mikuláše Koperńıka (1473 – 1543), vydané poprvé v roce 1543.

Kruhový pohyb, který v řecké astronomii měl výsadńı postaveńı, byl i v Koperńıkově

heliocentrickém systému považován za jediný možný pohyb nebeských těles. Teprve Jo-

hannes Kepler (1571 – 1630) rozpoznal, že tvar dráhy Marsu má bĺıže k elipse než ke

kružnici a dal tak nový podnět ke studiu kuželoseček.

Mimořádným zájmem o křivky byl provázen vývoj matematiky v 17. stolet́ı. René

Descartes (1596 – 1650) použil algebraické prostředky k řešeńı geometrických problémů

a položil tak základ novému oboru – analytické geometrii. Descartes v podstatě převzal

antické děleńı křivek na geometrické a mechanické, ale hranici mezi oběma skupinami

posunul. Geometrickou křivkou nazývá Descartes takovou křivku, kterou lze popsat al-

gebraickou rovnićı s neznámými x a y představuj́ıćımi souřadnice bod̊u křivky. Např. ki-

soida se tak přesunula z kategorie mechanických křivek mezi křivky geometrické. Př́ıklady

mechanických křivek podle Descartovy klasifikace byly křivky generované dvěma nezávis-

lými pohyby: kvadratrix, Archimédova spirála a šroubovice. Zat́ımco dř́ıve byla kon-

strukce sestávaj́ıćı z konečného počtu úkon̊u kritériem existence, v Descartově době tuto

roli do jisté mı́ry převzala rovnice. Podle stupně polynomu v rovnici popisuj́ıćı křivku

pak byly geometrické (dnes nazývané algebraické) křivky dále klasifikovány jako křivky

prvńıho stupně, křivky druhého stupně atd.

Úlohy souvisej́ıćı s křivkami a jejich vlastnostmi patřily mezi základńı motivačńı úlohy

při formulováńı základ̊u infinitezimálńıho počtu. Diferenciálńı a integrálńı počet spoju-

jeme dnes zejména se zkoumáńım vlastnost́ı funkćı, v 17. stolet́ı se však pojem funkce

v dnešńım smyslu ještě nepouž́ıval a nová teorie sloužila předevš́ım k řešeńı úloh spo-

jených s křivkami (výpočtu plochy obrazce ohraničeného obloukem křivky, určeńı délky

oblouku křivky, stanoveńı tečny ke křivce apod.). V tomto obdob́ı byla popsána celá

řada nových křivek a Lenka Lomtatidze právem nazývá obdob́ı 1650 – 1750 ”stolet́ım

křivek“.2

Chápáńı křivky se v 18. stolet́ı př́ılǐs nelǐsilo od chápáńı křivky ve starověku. Diderotova

Encyclopédie z poloviny 18. stolet́ı v podstatě pouze opakuje, že linie je ”veličina, která

je rozlehlá v délce, ale ne v š́ı̌rce ani v hloubce“. Uvád́ı se zde, že existuj́ı dva druhy liníı,

křivé a př́ımé. Křivka je pak definována vágně jako ”linie, která má v r̊uzných bodech

r̊uzný směr“.

Pojem křivky měl bĺızko k pojmu funkce. Křivka byla chápána jako graf funkce a některé

vlastnosti křivek byly přenášeny na funkce a obráceně. Předpokládalo se např., že křivka

má v každém bodě (s možnou výjimkou konečného počtu bod̊u) tečnu a tud́ıž i funkce
2 LOMTATIDZE, L. Historický vývoj pojmu křivka. Brno : CERM, 2007, s. 129.
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muśı být všude (až na př́ıpadný konečný počet bod̊u) diferencovatelná. Nutně pak

vyvstala otázka, zda lze hovořit o křivce např. i v př́ıpadě grafu Weierstrassovy funkce.

Rozvoj mechaniky zd̊uraznil chápáńı křivky jako dráhy pohybuj́ıćıcho se bodu. Ukázalo

se, že pro kinematické pojet́ı rovinné křivky je výhodné považovat souřadnice x a y

pohybuj́ıćıho se bodu za funkce času t. Rovinná křivka tak byla popsána dvojićı rovnic

x = f(t), y = ϕ(t), t ∈ [a, b],

přičemž parametr t nemusel nutně mı́t pouze význam času. Všechny křivky, algebraické

stejně jako transcendentńı, bylo možné popsat t́ımto zp̊usobem. Tento př́ıstup byl v osm-

desátých letech 19. stolet́ı vyjádřen v definici křivky, kterou formuloval Camille Jordan

(1838 – 1922).

Podle Jordanovy definice je křivka spojitým obrazem úsečky (intervalu). Brzy se však

ukázalo, že této definici vyhovuj́ı i objekty, které jsou velmi vzdálené intuitivńı představě

čáry. Někteř́ı autoři se proto označeńı ”křivka“ v tomto kontextu raději vyhýbaj́ı. O Jor-

danově definici, Jordanových křivkách jakož i o významu tzv. patologických křivek po-

jednává druhá kapitola nazvaná Křivka jako obraz intervalu.

Patrně prvńım, kdo byl schopen představit si pod pojmem linie objekty odchyluj́ıćı se od

běžné představy, byl Bernard Bolzano (1781 – 1848). Bolzano si položil otázku, kdy ještě

lze množinu bod̊u považovat za linii a jaké vlastnosti jsou pro linii podstatné. Dlouho

před vznikem teorie množin a topologie se pokusil formulovat obecnou geometricko-to-

pologickou definici linie (a také plochy a tělesa). Jeho úsiĺı předběhlo vývoj matematiky

o v́ıce než p̊ulstolet́ı.

Tak, jako může být spojitým obrazem intervalu např. čtverec nebo trojúhelńık, existuj́ı

na druhé straně objekty, které intuitivně maj́ı charakter linie a přesto nejsou obrazem

intervalu. Klasickým př́ıkladem je množina {[x, y] ∈ R2; y = sin(1/x), 0 < x ≤ 1} ∪
∪ {[x, y] ∈ R2;x = 0,−1 ≤ y ≤ 1}, která hrála v ujasňováńı představ o křivkách d̊ule-

žitou roli. Dvě zásadńı otázky týkaj́ıćı se křivek stály před matematiky zabývaj́ıćımi

se teoríı bodových množin na přelomu 19. a 20. stolet́ı: jaké (topologické) vlastnosti

charakterizuj́ı křivku a které geometrické objekty mohou být spojitým obrazem in-

tervalu. Odpověd’ na druhou otázku dali nezávisle Hans Hahn (1879 – 1934) a Stefan

Mazurkiewicz (1888 – 1945) a oṕırali se přitom o pojem lokálńı souvislosti.

Uspokojivou odpověd’ na prvńı z uvedených otázek našli až ve dvacátých letech 20. sto-

let́ı, opět nezávisle, Pavel Uryson (1898 – 1924) a Karl Menger (1902 – 1985). Křivka

byla v podstatě v duchu Eukleidovy definice chápána jako jednorozměrné kontinuum.

Formulováńı topologické definice křivky předpokládalo přesné vymezeńı pojmů konti-

nuum a dimenze. Teorie kontinua a teorie dimenze tak byly do značné mı́ry motivovány
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studiem křivek. O pojet́ı křivky v teorii množin a topologii pojednává třet́ı kapitola

nazvaná Křivka jako kontinuum.

Vývoj představ o křivce do značné mı́ry přispěl ke změně naźıráńı na patologické ob-

jekty, uváděné většinou jako protipř́ıklady k intuitivně očekávaným tvrzeńım. Tyto ob-

jekty už nebyly chápány jako výjimky a okrajové př́ıpady, nýbrž jako d̊uležité př́ıklady

vyznačuj́ıćı směr daľśıch úvah. Byla to ovšem logika a nikoliv intuice, která otevřela

těmto ”monstr̊um“ dveře do světa matematiky.

Hahn, významný představitel Vı́deňského kroužku, se v přednášce Die Krisis der An-

schauung 3 z roku 1933 vyjádřil skepticky o relevantnosti intuice v matematice a vyslovil

požadavek vyloučeńı intuice z matematických úvah a úplné formalizace matematiky.

Hahn̊uv logicistický postoj je do jisté mı́ry završeńım programu, který o sto let dř́ıve

začal uskutečňovat Bolzano. Na nespolehlivost intuice při formulováńı definic a tvrzeńı

týkaj́ıćıch se křivek, ploch a těles upozorňoval i Gordon T. Whyburn (1904 – 1969)

v článku z roku 1942, př́ıznačně nazvaném What is a Curve? 4.

Čtvrtá kapitola Délka, mı́ra, dimenze se vraćı k tématu délky oblouku křivky. Je v ńı

věnována pozornost otázkám platnosti známého vzorce vyjadřuj́ıćıho délku grafu funkce

a existence integrálu v něm obsaženého z hlediska teorie integrálu, kterou na přelomu 19.

a 20. stolet́ı vytvořil Henri Lebesgue (1875 – 1941). Budou diskutovány i daľśı prostředky,

které lze mı́sto délky oblouku použ́ıt k vyjádřeńı toho, jak ”velkou“ část prostoru daná

křivka zauj́ımá. Constantin Carathéodory (1873 – 1950) se zabýval zobecněńım pojmu

délky křivky z hlediska teorie mı́ry a roku 1914 publikoval pojednáńı o jednorozměrné

mı́̌re ve v́ıcerozměrných eukleidovských prostorech. Na Carathéodoryho práci navázal Fe-

lix Hausdorff (1868 – 1942), který definoval obecnou teorii p-dimenzionálńı mı́ry

v n-rozměrném eukleidovském prostoru, která připouštěla i neceloč́ıselné hodnoty p.

Hausdorffova dimenze se stala základńım prostředkem pro posuzováńı ”velikosti“

tzv. fraktál̊u.

Výše uvedené Hahnovy myšlenky o vyloučeńı intuice z matematických úvah se rozš́ı̌rily

poté, co byl anglický překlad jeho přednášky zařazen do třet́ıho svazku knihy The

World of Mathematics5. Jedńım z kritik̊u Hahnova postoje byl Benôıt Mandelbrot

(1922 – 2010), který v polovině 70. let minulého stolet́ı zavedl pojem fraktálu. Man-

delbrot shromáždil doklady o tom, že patologické objekty v matematice maj́ı řadu

společných znak̊u s tvary, které nacháźıme v př́ırodě. Intuice podle Mandelbrota neńı
3 HAHN, H. Die Krisis der Anschauung. In Krise und Neuaufbau in den exakten Wissenschaften.

Leipzig und Wien : Franz Deuticke, 1933, s. 41–64.
4 WHYBURN, G. T. What is a Curve? The American Mathematical Monthly. 1942, vol. 49, no. 8,

s. 493–497.
5 NEWMAN, J. R. (ed.). The World of Mathematics, vol. 3. New York : Simon and Schuster, 1956.
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neměnná, ale vztahuje se k naš́ı zkušenosti. Představa hladké křivky neńı podle něj intui-

tivně přijatelněǰśı než představa křivky, která v nemá v žádném bodě tečnu. Př́ıkladem

př́ırodńıho jevu, na který lze pohĺıžet jako na jev fraktálńı povahy, je Brown̊uv pohyb.

Mandelbrot charakterizoval fraktály pomoćı Hausdorffovy dimenze, ale pokus̊um o for-

málńı definici se sṕı̌se vyhýbal. Teorie fraktál̊u měla do jisté mı́ry módńı charakter,

znamenala však rovněž stimulaci zájmu o matematické vlastnosti těchto objekt̊u. Tomuto

tématu je věnována posledńı kapitola Fraktálńı křivky.

Práce zdaleka nemůže vyčerpat všechny aspekty daného tématu; některé z̊ustaly bez

povšimnut́ı, jiné jsou zmı́něny jen okrajově. Řazeńı témat je v́ıceméně chronologické.

Těžǐstě spoč́ıvá v obdob́ı konce 19. a začátku 20. stolet́ı, kdy krystalizováńı představ

o křivkách bylo úzce spojeno s vývojem topologie a teorie množin.

OBR. 2: Aproximace grafu Bolzanovy funkce, který je historicky prvńım popsaným
fraktálem



Kapitola 1

Problém rektifikace

Rektifikaćı rozumı́me určeńı délky oblouku křivky. Je to úloha, která vznikla z přirozené

představy: chceme-li změřit délku křivky, muśıme ji nejprve ”narovnat“ (rektifikovat).1

V úvodńıch kurzech analýzy na vysokých školách se student̊um zpravidla dokazuje,

že pokud funkce f má v intervalu [a, b] spojitou derivaci, lze délku křivky y = f(x),

x ∈ [a, b], vypoč́ıtat pomoćı vzorce

l =
∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx. (1.1)

Př́ıklad̊u, na nichž se dá tato aplikace určitého integrálu začátečńık̊um demonstrovat,

neńı mnoho; rektifikace může i v př́ıpadě velmi jednoduchých křivek vést na integrály,

které nelze vyjádřit pomoćı elementárńıch funkćı. Tato kapitola pojednává o historii

problému rektifikace od prvńıch úvah o určeńı délky kružnice ve starověku až po teorii

rektifikace v analýze konce 19. stolet́ı.

1.1 Rovné a křivé

V řecké filosofii byly př́ımost a křivost tradičně řazeny mezi základńı protivy, které jsou

počátkem jsoucna. Aristotelés (384 př. n. l. – 322 př. n. l.), jeden z největš́ıch myslitel̊u

starověku, v Metafyzice (I, 5, 986a) vyjmenovává deset základńıch protiv, na nichž je

podle pýthagorejc̊u založen svět. Jednu dvojici tvoř́ı i př́ımé a křivé. Ačkoliv Aristotelés

zjevně považoval toto pojet́ı za primitivńı, i on byl přesvědčen o rozd́ılném ontologickém

statutu př́ımého a křivého.

Kvadratura kruhu, jeden ze tři klasických problémů starořecké geometrie, je úlohou,

která obě protivy poj́ı dohromady. Samotný název kvadratura kruhu v sobě obsahuje
1 Obsah této kapitoly se z části překrývá s obsahem článku [Koudela, 2010a].

7
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představu přeměny, transmutace křivočarého útvaru v př́ımočarý. Přinejmenš́ım od

5. st. př. n. l. byla kvadratura kruhu v řeckém prostřed́ı široce rozeb́ırána a je zmiňována

hned na několika mı́stech Aristotelova d́ıla.

V knize O sofistických d̊ukazech (11, 172b) jmenuje Aristotelés vedle Hippokrata, který

se zabýval určeńım obsahu obrazc̊u ohraničených oblouky dvou kružnic (tzv. Hippokra-

tových měśıčk̊u), ještě sofisty Antifonta a Brysóna, kteř́ı navrhli řešeńı kvadratury kruhu.

Jejich d̊ukazy uvád́ı jako př́ıklady eristické (klamné) argumentace. Brysón̊uv postup je

podle Aristotela nesprávný, protože použ́ıvá pro řešeńı geometrického problému prostřed-

k̊u, které nepatř́ı do geometrie. O Antifontově metodě se na jiném mı́stě (Fyzika I, 2, 185a)

zmiňuje pouze v tom smyslu, že zabývat se j́ı neńı úkolem matematika. O vlastńı po-

vaze postupu obou sofist̊u se v́ıce dozv́ıdáme od Aristotelových pozděǰśıch komentátor̊u

Simplikia (In Phys. 55, 20 a n.) a Themistia (In Phys. 4, 2 a n.).

Antifont̊uv postup je založen na postupných aproximaćıch obsahu kruhu pomoćı ob-

sah̊u vepsaných pravidelných mnohoúhelńık̊u. Začneme např. s vepsaným čtvercem (jak

ukazuje Simplikios). V daľśım kroku zkonstruujeme nad každou stranou čtverce rovno-

ramenný trojúhelńık s vrcholem uprostřed menš́ıho oblouku kružnice nad př́ıslušnou

stranou, č́ımž dostaneme vepsaný osmiúhelńık. Stejným zp̊usobem pokračujeme dále.

Postupné zvětšováńı počtu stran vepsaného mnohoúhelńıku povede až k jeho splynut́ı

s kruhem; tak budeme schopni naj́ıt čtverec, jehož obsah je roven obsahu kruhu.

Antifontova metoda předpokládá úplné vyčerpáńı plochy odděluj́ıćı obvod kruhu od ve-

psaných mnohoúhelńık̊u a vycháźı zřejmě z aplikace atomistických představ v geometrii

[Knorr, 1986, s. 28]. Protože splynut́ı kruhu a mnohoúhelńıku nemohlo být dosaženo

konečným počtem krok̊u, neńı podle Aristotela tato metoda předmětem zájmu mate-

matiky. Heath [1921, s. 222] naproti tomu stav́ı Antifonta na čestné mı́sto v historii

matematiky, nebot’ u něj se poprvé setkáváme s představou vyčerpáńı obsahu pomoćı

posloupnosti vepsaných mnohoúhelńık̊u, která je základem Eudoxovy exhaustivńı metody

a která byla později virtuózně použ́ıvána Archimédem. Knorr [1986, s. 28] o p̊uvodnosti

Antifontova postupu pochybuje; Hippokratova metoda také předpokládá aplikaci nějaké

formy limitńıho procesu a neńı pravděpodobné, že by geometr Hippokratés převzal tech-

niku výpočtu od sofisty Antifonta. Podle Knorra je sṕı̌se pravděpodobné, že Antifón si

pro svoje sofisma vyp̊ujčil techniku, která byla v té době alespoň do jisté mı́ry rozš́ı̌rená.

Brysónovo řešeńı je založeno na předpokladu, že to, co může být větš́ı nebo menš́ı než

něco jiného, může být také stejné. Existuje-li čtverec s obsahem větš́ım, než má daný

kruh (např. čtverec opsaný kruhu) a čtverec s obsahem menš́ım (např. vepsaný čtverec),

pak muśı existovat i čtverec, který má stejný obsah jako daný kruh. Podle Aristotela se

Brysón ”odvolává na obecné mı́něńı těch, kteř́ı nevěd́ı, co je možné a nemožné v daném

oboru“ [Aristotelés, 1978, s. 43].
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Výklady Brysónova pojet́ı kvadratury se u r̊uzných komentátor̊u poměrně lǐśı [Knorr,

1986, s. 76–77]. Zjednodušený výklad vede např. k představě čtverce, jehož obsah je

roven aritmetickému či geometrickému pr̊uměru obsah̊u vepsaného a opsaného čtverce.

Podle některých autor̊u Brysón anticipoval Archimédovu metodu kvadratury založenou

na posloupnosti vepsaných a opsaných mnohoúhelńık̊u. I když nebudeme zapomı́nat,

že Brysón byl, stejně jako Antifón, sofista, můžeme připustit, že jeho myšlenka stoj́ı

někde na počátku cesty, která mnohem později vedla v analýze k formulováńı věty

o Darbouxově vlastnosti spojitých funkćı.

Neńı úplně jisté, zda Aristotelés sám připouštěl možnost kvadratury kruhu; k Anti-

fontově, Brysónově i Hippokratově metodě se stavěl kriticky, avšak podle některých

zmı́nek se zdá, že v zásadě považoval úlohu za řešitelnou (Kategorie VII, 7b). Rektifikaci

kružnice, tedy nalezeńı úsečky stejné délky jako obvod daného kruhu, což (jak bylo

později dokázáno) znamená totéž jako provedeńı kvadratury kruhu, však považoval za

nemožnou. Ve Fyzice (VII, 4) se zabývá srovnatelnost́ı kruhového a př́ımočarého pohybu

a uvád́ı zde [Aristotelés, 1996, s. 201]:

Jak však tomu bude u kruhu a u př́ımky? Nebot’ by to bylo zvláštńı, kdyby
nebylo možné, aby se tato určitá věc pohybovala v kruhu a stejně také
v př́ımce, nýbrž musela se nutně pohybovat bud’ rychleji nebo pomaleji. [. . . ]
Mimoto, pokud se týká d̊uvodu, nezálež́ı na tom, i kdyby někdo tvrdil, že
se muśı ihned pohybovat rychleji nebo pomaleji; nebot’ potom to bude tak,
že kružnice jest větš́ı a menš́ı než př́ımka, a tedy zase také stejná. Jestliže
totiž v čase a jedno proběhlo dráhu b a druhé dráhu c, bylo by asi b větš́ı
než c, ježto jsme v tom smyslu pojali to, co je rychleǰśı. Tedy jest také rych-
leǰśı, jestliže v kratš́ım čase vykoná stejný pohyb. A tak bude jedna část
času a, v ńıž těleso b proběhne stejnou část kruhu, jako je dráha [c], kterou
prob́ıhá těleso c v celém čase a. Vskutku však, jsou-li srovnatelné, vyplývá
to, co jsme právě řekli, že totiž některá př́ımka je stejná s kruhem. Ale nejsou
ovšem srovnatelné, a tedy ani pohyby. (překlad A. Kř́ıž)

I když z praktického hlediska je rektifikace křivky přirozenou úlohou, jej́ı řešeńı lež́ı pro

Aristotela mimo rámec matematiky. Převládaj́ıćım pravidlem při dokazováńı existence

geometrického objektu byla jeho konstruovatelnost. Konstrukce sestávaj́ıćı z konečného

počtu úkon̊u, spolu s d̊ukazem jej́ı oprávněnosti, sloužila Řek̊um jako d̊ukaz existence

konstruovaného objektu [Zeuthen, 1881]. Je pravděpodobné, že Aristotelovo přesvědčeńı

o nemožnosti porovnat kružnici a úsečku, tedy naj́ıt úsečku stejné délky jako obvod dané

kružnice, má tento základ, a neńı nutné vyvozovat z něj snad Aristotelovo nepochopeńı

geometrie, jak je občas naznačováno.
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1.2 Archimédovo měřeńı kruhu

Je-li obsah kruhu dělitelný bez omezeńı, jak byl Aristotelés přesvědčen, nemůže být

vyčerpán vepisováńım mnohoúhelńık̊u s rostoućım počtem stran v konečném počtu

krok̊u. To byla základńı námitka proti Antifontově metodě popsané v předchoźım od-

stavci.

Krokem směrem k našemu pojet́ı limity se stala exhaustivńı metoda, objevená patrně

Eudoxem a rozvinutá Eukleidem a Archimédem a určená ke stanoveńı obsahu rovinných

obrazc̊u a objemů prostorových těles. Exhaustivńı metoda umožnila obej́ıt výše uve-

denou nesnáz logickou cestou, která předpokládala uhodnut́ı výsledku a jeho následné

dokázáńı pomoćı reductio ad absurdum. Eukleidés tuto metodu použ́ıvá při dokazováńı

vět obsažených ve XII. knize Základ̊u, mezi něž patř́ı i tvrzeńı XII, 2 stanovuj́ıćı souvis-

lost mezi obsahem kruhu a jeho pr̊uměrem. Van der Waerden [1959, s. 256] hodnot́ı jeho

d̊ukaz jako obdivuhodný úspěch vědy. Je v něm zcela zřetelně obsažen moderńı pojem

limity: obsahy vepsaných mnohoúhelńık̊u konverguj́ı k obsahu kruhu v tom smyslu, že

rozd́ıl mezi nimi může být učiněn menš́ı než libovolná daná kladná hodnota.

Archimédés (c. 287 př. n. l. – c. 212 př. n. l.) v knize O kouli a válci uvád́ı i obecná

pravidla pro porovnáváńı délek oblouk̊u křivek. Nejprve definuje vydutou (konkávńı)

křivku jako každou křivku, která má následuj́ıćı vlastnost: Spoj́ıme-li libovolné dva

jej́ı body úsečkou, pak všechny body křivky lež́ı na téže straně úsečky nebo př́ıpadně

na úsečce samé, ale žádný na jej́ı druhé straně. Dále uvád́ı Archimédés pět axiomů,

z nichž prvńı dva jsou d̊uležité pro porovnáváńı délek úsečky a oblouku křivky resp. pro

porovnáváńı délek dvou konkávńıch oblouk̊u [Archimedes, 1897, s. 3–4]:

• Ze všech liníı, které maj́ı společné koncové body, je rovná čára nejkratš́ı.

• Z jiných liníı lež́ıćıch v jedné rovině, které maj́ı společné koncové body a které jsou

na jednu stranu společné tětivy vyduté (konkávńı) a z nichž jedna bud’ celá lež́ı

uvnitř mezi druhou liníı a společnou tětivou nebo má s druhou liníı část společnou

a část umı́stěnou uvnitř, je kratš́ı ta, která lež́ı uvnitř.

Dochovaná část Archimédovy knihy Měřeńı kruhu [Archimedes, 1897, s. 91–98] obsa-

huje tři tvrzeńı, které se oṕıraj́ı o výše uvedené postuláty. Dvě z nich se bezprostředně

vztahuj́ı k rektifikaci kružnice.

Prvńı ukazuje, že problém rektifikace kružnice lze převést na problém kvadratury kruhu

(a obráceně):

Obsah libovolného kruhu je roven obsahu pravoúhlého trojúhelńıku, v němž
délka jedné odvěsny je rovna poloměru kruhu a délka druhé jeho obvodu.
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Důkaz je proveden exhaustivńı metodou. Označme P obsah kruhu, K obsah trojúhelńıku

a předpokládejme, že P 6= K.

Necht’ nejprve P > K. Kružnici veṕı̌seme čtverec ABCD (obr. 1.1; značeńı i ilustra-

ce jsou převzaty z [Archimedes, 1897]). Nad každou z jeho stran sestroj́ıme rovno-

ramenný trojúhelńık s vrcholem uprostřed kratš́ıho oblouku kružnice, č́ımž obdrž́ıme

vepsaný osmiúhelńık. Stejným zp̊usobem postupujeme tak dlouho, dokud rozd́ıl mezi

obsahem vepsaného mnohoúhelńıku nebude menš́ı než rozd́ıl P −K, neboli dokud ob-

sah vepsaného mnohoúhelńıku nebude větš́ı než K. Vezmeme poté jednu z jeho stran,

např. AE, a kolmici ON k této straně procházej́ıćı středem kružnice. Obsah vepsaného

mnohoúhelńıku o n stranách je stejný jako obsah trojúhelńıku s výškou ON a základnou

n ·AE, tedy n ·AE ·ON/2. Protože ON je menš́ı než poloměr kruhu a n ·AE je menš́ı

než jeho obvod, je obsah vepsaného n-úhelńıku menš́ı než K, což je spor.

O

A

B C

D

F

G

E

HT

N

OBR. 1.1: K d̊ukazu tvrzeńı 1 z Archimédova Měřeńı kruhu [Archimedes, 1897, s. 91]

Necht’ tedy P < K. Kružnici oṕı̌seme čtverec a označ́ıme T pr̊useč́ık dvou jeho sousedńıch

stran, které se dotýkaj́ı kružnice v bodech E a H. Oblouky kružnice mezi jej́ımi pr̊useč́ıky

s opsaným čtvercem rozp̊uĺıme a jejich středy vedeme tečny ke kružnici. Označ́ıme A

střed oblouku EH a FAG tečnu v A. Úhel ]TAG je ovšem pravý a plat́ı TG > GA,

TG > GH. Plocha trojúhelńıku FTG je větš́ı než polovina plochy TEAH. Podobně

rozděĺıme-li obloukAH nap̊ul a sestroj́ıme tečnu v jeho středu, pak tato tečna ”odstřihne“

z plochy GAH v́ıce než jednu polovinu. Pokračujeme v děleńı, až bude rozd́ıl obsahu

opsaného mnohoúhelńıku a kruhu menš́ı než K−P . Protože kolmice ze středu O k libo-

volné straně mnohoúhelńıku je rovná poloměru kruhu, avšak obvod mnohoúhelńıku je

deľśı než obvod kruhu, je obsah vepsaného n-úhelńıku větš́ı než K, což je opět v rozporu

s předpokladem. Protože neplat́ı ani P > K, ani P < K, muśı platit P = K.
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Třet́ı tvrzeńı knihy Měřeńı kruhu stanovuje horńı a dolńı odhad pro poměr obvodu

kruhu a jeho pr̊uměru. Archimédova metoda měřeńı obvodu kruhu obsahuje inovaci:

k jeho stanoveńı jsou použity jak vepsané, tak také opsané mnohoúhelńıky.

Poměr obvodu libovolného kruhu k jeho pr̊uměru je menš́ı než 22/7, ale větš́ı
než 223/71.

Archimédova rektifikace představuje vrcholnou ukázku starověké početńı dovednosti.

Vyznačuje se zároveň logickou přesnost́ı charakteristickou pro Archimédovy výpočty,

která byla vzorem pro matematiky ještě v 17. stolet́ı.

1.3 Rektifikace kružnice a mechanické křivky

V antické geometrii byly jako geometrické křivky (linie) chápány kružnice a př́ımka

a s jistými výhradami ještě kuželosečky; ostatńı křivky byly nazývány mechanické,

protože při jejich popisu se uplatňovala představa pohybu. René Descartes (1596 – 1650)

posunul hranici mezi geometrickými a ostatńımi (mechanickými) křivkami dále. Mecha-

nické křivky jsou podle Descarta takové křivky, které jsou vytvářené dvěma nezávislými

pohyby, mezi nimiž nelze určit přesný vztah. Př́ıklady mechanických křivek podle Descar-

tovy klasifikace jsou kvadratrix, Archimédova spirála a šroubovice. Všechny tyto křivky

ve starověku sloužily k řešeńı problému kvadratury kruhu.

V knize O spirálách se Archimédés [1897, s. 151–188] zabývá rovinnou křivkou, kterou

opisuje bod pohybuj́ıćı se rovnoměrně po pr̊uvodiči, otáčej́ıćım se rovnoměrně kolem

daného bodu (pólu). V polárńıch souřadnićıch má tato křivka, nazývaná dnes Archimédo-

vou spirálou, rovnici

ρ = αϑ, (1.2)

kde α = r/(2π), přičemž r je vzdálenost konce prvńıho závitu spirály od pólu (poloměr

tzv. ”prvńı kružnice“ spirály). Archimédés ukazuje (tvrzeńı 18, 19 a 20), že tato křivka

může sloužit ke stanoveńı obvodu kružnice (a t́ım i ke kvadratuře kruhu, jak plyne

z tvrzeńı 1 v Měřeńı kruhu).

Je-li A koncovým bodem prvńıho závitu spirály a sestroj́ıme-li v tomto bodě tečnu ke

spirále, pak polárńı subtangenta OB bude rovna obvodu ”prvńı kružnice“ (obr. 1.2).

Obecně pak plat́ı [Archimedes, 1897, s. 174]: Je-li A bod n-tého závitu spirály, p ob-

vod kružnice se středem O a poloměrem OA, K pr̊useč́ık této kružnice s pr̊uvodičem

v počátečńı poloze a B pr̊useč́ık tečny vedené ke spirále v bodě A a př́ımky kolmé k OA,

pak

OB = (n− 1)p+KA, (1.3)
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O

A
B

OBR. 1.2: Stanoveńı délky ”prvńı kružnice“ Archimédovy spirály

přičemž oblouk 2 KA je měřen ”dopředu“. Toto tvrzeńı bychom v moderněǰśı podobě

mohli formulovat takto [Heath, 1921, s. 231]: Je-li ρ = αϑ rovnice spirály v polárńıch

souřadnićıch, pak pro polárńı subtangentu OB plat́ı OB = ρ2/α.

OBR. 1.3: Šroubovice

Jinou křivkou definovanou pomoćı dvou nezávislých pohyb̊u je šroubovice (helix). Je to

prostorová křivka, kterou opisuje bod, pohybuj́ıćı se rovnoměrně podél hrany obdélńıku,

rotuj́ıćıho kolem osy procházej́ıćı protilehlou hranou.
2 Symbolem s vodorovnou linkou nahoře (která z typografických d̊uvod̊u dostala přednost před

obloučkem) budeme v celé kapitole rozumět oblouk.
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Zp̊usob, jakým mohla být šroubovice použita k rektifikaci oblouku kružnice, popisuje

Heath [1921, s. 232]. Jestliže v libovolném bodě H šroubovice sestroj́ıme tečnu a ozna-

č́ıme B jej́ı pr̊useč́ık s rovinou OAC (ve které lež́ı podstava válce, po jehož povrchu

se pohybuje bod opisuj́ıćı šroubovici), pak pr̊umět úsečky HB do roviny OAC má

délku shodnou s délkou oblouku AC (obr. 1.3). Knorr [1986, s. 166–167] se domńıvá,

že šroubovice posloužila Archimédovi na heuristické úrovni k nalezeńı těch vlastnost́ı

spirály, které se týkaj́ı rektifikace kružnice.

Daľśı speciálńı křivkou, kterou lze využ́ıt k rektifikaci kružnice, je kvadratrix . Pappos
[1876, s. 252–253] uvád́ı, že

ke kvadratuře kruhu použili Nikomédés, Deinostratos a někteř́ı daľśı geometři
jistou křivku, která byla pojmenována podle této vlastnosti.

Kvadraturu kruhu lze stejně jako v př́ıpadě spirály provést na základě rektifikace oblouku

kružnice. Dokážeme, že délka oblouku kružnice ADC je ve stejném poměru k délce

úsečky OC, jako OC ku OF , tedy že plat́ı

ADC

OA
=
OA

OF
. (1.4)

Důkaz využ́ıvá reductio ad absurdum [Heath, 1921, s. 227–229]. Předpokládáme nejprve,

že plat́ı ADC : OA < OA : OF , tedy že existuje bod H takový, že ADC : OA =

= OA : OH, přičemž OH > OF (obr. 1.4 vlevo). Kolem bodu O oṕı̌seme kružnici

s poloměremOH, která protne kvadratrix v bodě E. Sestroj́ıme kolmici EK a protáhneme

úsečku OE do bodu D. Protože obvody kruhu jsou ve stejném poměru jako jejich

pr̊uměry, plat́ı ADC : OA = OA : OH = ADC : GEH. Z toho pak plyne, že

GEH = OA. Vzhledem k vlastnostem kvadratrix rovněž plat́ı, že OC : EK =

= ADC : AD = GEH : EH; to ale vede ke sporu, nebot’ pak by muselo platit také

EH = EK, což neńı možné.

Předpokládejme nyńı ADC : OA > OA : OF , tedy že existuje bod H takový, že

ADC : OA = OA : OH, přičemž OH < OF (obr. 4 vpravo). Oṕı̌seme kolem bodu O

opět kružnici s poloměrem OH, v bodě H vztyč́ıme kolmici, která protne kvadratrix

v bodě E a úsečku OE prodlouž́ıme do D. Stejně jako prve se ukáže, že muśı platit

GLH = OA a vzhledem k vlastnostem kvadratrix také ADC : AD = OC : EH a tud́ıž

i LH = EH, což neńı možné. Jedinou zbývaj́ıćı možnost́ı je tedy ADC : OC = OC : OF ,

což jsme měli dokázat.

Pappos podává zprávu i o námitkách jistého Spora, které ukazuj́ı na slabiny výše uve-

deného postupu. Prvńı námitka je založena na tom, že k tomu, abychom nechali po-

hybovat jeden bod po kružnici a druhý po úsečce a tyto pohyby aby byly v takovém
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OBR. 1.4: Rektifikace kružnice pomoćı kvadratrix [Heath, 1921, s. 228]

vzájemném poměru, že oba body dosáhnou konc̊u svých drah ve stejném okamžiku,

potřebovali bychom nejprve znát poměr poloměru kružnice ke čtvrtině jej́ıho obvodu,

tedy jinými slovy popis křivky předpokládá účel, pro který byla sestrojena. Druhá

námitka se týká pr̊useč́ıku kvadratrix s úsečkou CD, který neńı znám, nebot’ obě pohy-

buj́ıćı se úsečky na konci své dráhy splynou a neprot́ınaj́ı se tak v jednom bodě. Abychom

jej mohli nalézt, museli bychom opět předpokládat znalost poměru poloměru kružnice

ke čtvrtině jej́ıho obvodu.

V prvńı námitce zazńıvá opět Aristotelovo tvrzeńı o nemožnosti porovnat př́ımočarý

a křivočarý pohyb. Poloha bodu G, která je předmětem druhé námitky, by mohla být

určena exhaustivńı metodou s libovolnou zvolenou přesnost́ı, ale v tom př́ıpadě se jedná

opět o přibližnou metodu, jakou použil i Archimédés v Měřeńı kruhu.

1.4 Pokusy, úspěchy a omyly

Od konce 15. a začátku 16. stolet́ı pozorujeme v evropském myšleńı śıĺıćı opozici v̊uči

aristotelismu a středověké scholastické filosofii. Souběžně s t́ım roste v matematice zájem

o d́ılo Archiméda, jehož knihy jsou vydávány v latinských překladech. Stále významněǰśı

roli zač́ınaj́ı hrát infinitezimálńı techniky, jejichž použit́ı má, alespoň zpočátku, sṕı̌se

heuristický charakter.

Mancosu [1996, s. 34 a n.] poukazuje na to, že dř́ıve rozš́ı̌rená v́ıra v existenci horror

infiniti u řeckých geometr̊u neńı zcela opodstatněná a že už́ıváńı infinitezimálńıch technik

na heuristické úrovni bylo i ve starověku poměrně rozš́ı̌rené. V řecké geometrii však

nebylo př́ıpustné činit tyto metody součást́ı formálńıho dokazováńı. Neformálńı postupy

Archiméda a daľśıch v 17. stolet́ı známy nebyly a infinitezimálńı techniky tak byly vlastně
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znovu objevovány. Některé postupy přitom byly zcela nové, stejně jako snaha učinit

z těchto metod legitimńı součást formálńıho d̊ukazu.

Johannes Kepler (1571 – 1630) byl jedńım z prvńıch, kteř́ı vyv́ıjeli nové techniky, lež́ıćı

mimo rámec formálńıch postup̊u řeckých geometr̊u [Mancosu, 1996, s. 38]. Kepler přijal

učeńı Mikuláše Kusánského (1401 – 1464) a oṕıral se o představu geometrické spojitosti,

podle ńıž neńı podstatného rozd́ılu mezi př́ımými a zakřivenými liniemi [Boyer, 1949,

s. 110]. Vztah mezi nimi lze podle Keplera vyjadřovat kvantitativně. Infinitezimálńı

úvahy rozv́ıjel Kepler zejména ve spise Nova stereometria doliorum vinariorum (1615), ve

kterém se zabýval výpočtem objemů rotačńıch těles chápaných jako nekonečné soubory

nekonečně malých část́ı.

Až do Keplerovy doby měla v astronomii výlučné postaveńı kružnice jako dráha pohy-

buj́ıćıch se nebeských těles. Teprve s Keplerovými výsledky se toto paradigma začalo

měnit. Ve spise Astronomia nova (1609) se objevila představa Marsu ob́ıhaj́ıćıho kolem

Slunce po eliptické dráze. Kepler se zde zabýval i geometrickými vlastnostmi elipsy

a stanovil přibližnou hodnotu jej́ıho obvodu jako aritmetický pr̊uměr obvodu kruhu

s poloměrem rovným deľśı poloose a obvodu kruhu s poloměrem rovným kratš́ı poloose

[Kepler, 1860, s. 401]. Obvod elipsy x2/a2 +y2/b2 = 1 by tak byl přibližně roven π(a+b).

Bonaventura Cavalieri (1598 – 1647) vyvinul metodu indivisibilíı v pr̊uběhu dvacátých let

17. stolet́ı a publikoval ji roku 1635 v obsáhlém d́ıle Geometria indivisibilus continuorum

nova quadam ratione promota. Výkladem metody se zabývá i jeho daľśı kniha Exercita-

tiones geometricae sex (1647), která obsahuje také obhajobu Cavalieriho metody před

kritikou, vznesenou v̊uči ńı v předcházej́ıćıch letech.

Cavalieri svou metodu představuje ve dvou verźıch. Prvńı je obsažena v prvńıch šesti

knihách Geometrie indivisibilus a je založena na představě rovinného obrazce tvořeného

nekonečným počtem úseček (liníı) a porovnáváńı systémů ”všech liníı“ r̊uzných obrazc̊u

(podobně těleso je tvořeno nekonečným systémem rovinných obrazc̊u). Cavalieri si byl

vědom koncepčńıch pot́ıž́ı spojených s chápáńım rovinných obrazc̊u a prostorových

těles jako nekonečných systémů nedělitelných prvk̊u. Druhá verze metody indivisibilíı

je obsažena v sedmé knize Geometrie indivisibilus a je založena na ”distributivńım“,

nikoli ”kolektivńım“ chápáńı ”všech liníı“ [Mancosu, 1996, s. 48]. Sedmá kniha ob-

sahuje v úvodu proslulý Cavalieriho princip a jsou v ńı přeformulována některá tvrzeńı

předchoźıch knih na novém základě.

Zásadńı námitky proti Cavalieriho metodě (v obou jej́ıch verźıch) vznesl Paul Guldin

(1577 – 1643). Guldin pocházel z protestantské rodiny, ale konvertoval ke katolictv́ı

a vstoupil do jezuitského řádu, kde źıskal matematické vzděláńı. Jeho nejd̊uležitěǰśım

d́ılem je De centro gravitatis (zkráceně nazývané Centrobaryca), které vyšlo ve čtyřech
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knihách v letech 1635 – 1641. Metodu indivisibilíı kritizoval Guldin z pozice stoupence

tradičńıho př́ıstupu ke geometrii. Byl skeptický k úvahám o nekonečnu a atomistické

teorii kontinua a dával přednost konkrétńım řešeńım a explicitńım konstrukćım [Man-

cosu, 1996, s. 56].

Guldin̊uv hlavńı ćıl byl ovšem mnohem ambiciózněǰśı: přeformulovat základy geometrie

tak, aby neobsahovaly nepř́ımé d̊ukazy. Proti exhaustivńı metodě i Cavalieriho indi-

visibilíım postavil Guldin metodu založenou na vlastnostech těžǐstě rovinných obrazc̊u

a prostorových těles. Tzv. Guldinovo pravidlo je sice obsaženo již v Pappově Sb́ırce, ale

obviněńı z plagiátorstv́ı, vznesené později proti Guldinovi, je v současné době považováno

za neopodstatněné. Cavalieri v polemice s Guldinem poukazoval na to, že jediný př́ımý

d̊ukaz Guldinova pravidla je založen na indivisibilíıch a že jeho metoda je tedy hlubš́ı

než Guldinova. Př́ımý d̊ukaz je tak podle Cavalieriho podmı́něn připuštěńım indivisibilíı

[Mancosu, 1996, s. 61].

Cavalieri se soustředil na vyšetřováńı obsah̊u rovinných obrazc̊u a objemů těles. Guldin

se ve druhé knize zabýval i vyšetřováńım délky oblouku Archimédovy spirály a elipsy.

V př́ıpadě spirály (popsané rovnićı (1.2)) dosṕıvá k závěru, že délka jej́ıho prvńıho závitu

je rovna polovině obvodu ”prvńı kružnice“ [Guldin, 1640, s. 39 a n.]. Jeho úvaha spoč́ıvala

ve stanoveńı horńıho a dolńıho odhadu délky oblouku spirály pomoćı systémů opsaných

a vepsaných oblouk̊u kružnic.

ρi−1
ρi

Ai

Ai−1
Δϑ

OBR. 1.5: Guldinovo chybné stanoveńı délky prvńıho závitu Archimédovy spirály

Guldin předpokládal, že (zapsáno moderńım zp̊usobem, viz též [Zeuthen, 1903, s. 293])

rozděĺıme-li úhel 2π na n stejných d́ıl̊u ∆ϑ = 2π/n a bude-li li délka oblouku spirály

mezi body Ai−1 a Ai (obr. 1.5), plat́ı pro každé i = 1, . . . , n

ρi−1∆ϑ < li < ρi∆ϑ. (1.5)

Protože zvětšováńım počtu d́ıl̊u můžeme vždy dosáhnout toho, že rozd́ıl mezi levou

stranou a pravou stranou (1.5) bude menš́ı než libovolná daná kladná hodnota, plat́ı
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podle Guldina pro délku prvńıho závitu spirály l = πr (jedná se vlastně o hodnotu

integrálu
∫ 2π
0 ρ dϑ; Guldin tento výsledek dokazuje pomoćı reductio ad absurdum).

Výsledek je ovšem nesprávný, nebot’ druhá nerovnost v (1.5) neplat́ı. Sám Guldin uvedl

v daľśı části knihy opravu. Nesprávnost předpokladu ukázal numericky na př́ıkladu děleńı

kruhu na 12 stejných d́ıl̊u; délku spirály při tom aproximoval vepsanou lomenou čárou.

Podobně postupoval při numerickém odhadu délky elipsy.

Vedle infinitezimálńıch technik se postupně v matematice v 17. stolet́ı prosazuje i už́ıváńı

analytických metod. Hlavńım představitelem algebraizace geometrie je Descartes, jehož

Géométrie vyšla nejprve francouzsky roku 1637 jako př́ıloha Discours de la méthode.

Rozš́ı̌rila se předevš́ım d́ıky latinskému překladu van Schootena vydanému poprvé roku

1649 a podruhé o deset let později spolu s př́ıspěvky daľśıch autor̊u.

Descartes byl předevš́ım filosofem; jeho racionalismus se stal základem světového názoru

oṕıraj́ıćıho se o př́ırodńı vědy, který na dlouhou dobu výrazně ovlivnil postoj člověka

k př́ırodě a jej́ımu poznáváńı.

V souvislosti s rektifikaćı křivek je často citován Descart̊uv výrok o nemožnosti porovná-

vat př́ımé a zakřivené linie, v němž znovu zazńıvá aristotelské dogma o jejich rozd́ılné

povaze [Mancosu, 1996, s. 77–78]. Descartes byl obeznámen s infinitezimálńımi tech-

nikami, považoval je však (na rozd́ıl od algebraických metod) za nepřesné. Př́ıkladem

může být Descartovo řešeńı kvadratury kruhu. Jeho postup vycháźı z daného čtverce

a pokračuje konstrukćı posloupnosti obdélńık̊u, jejichž základny vytvářej́ı úsečku, jej́ıž

délka se s rostoućım počtem krok̊u bĺıž́ı pr̊uměru kruhu s obvodem rovným obvodu

daného čtverce. M. Cantor [1900, s. 853] nazval jeho postup ”arkufikaćı čtverce“.

Dokladem o tom, že Descartes, alespoň v př́ıpadě mechanických křivek, nepovažoval

délku oblouku a délku úsečky za r̊uznorodé veličiny, je jeho popis vlastnost́ı logaritmické

spirály v dopise Mersennovi z 12. zář́ı 1638. Descartes [1897, s. 360] si povšiml, že poměr

délky oblouku mezi pólem a daným bodem spirály a délky pr̊uvodiče tohoto bodu je

konstantńı a dále že úhel, který sv́ırá tečna s pr̊uvodičem, je také konstantńı.

Rektifikaci logaritmické spirály provedl Evangelista Torricelli (1608 – 1647) někdy v pr̊u-

běhu čtyřicátých let 17. stolet́ı. Pouze tři práce Torricelliho o geometrii byly publikovány

za jeho života pod titulem Opera geometrica (1644). Řada jeho praćı z̊ustala v rukopise

a byla vydána až mnohem později. Spis De infinitis spiralibus je obsažen v Torricelli-

ho spisech vydaných při př́ıležitosti tř́ıstého výroč́ı narozeńı ”toskánského Archiméda“

[Torricelli, 1919, s. 349–359].3

3 Revidovaná verze vyšla znovu se souběžným italským překladem a komentářem Ernesta Carruccia
v roce 1955 [Torricelli, 1955].
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Při určováńı délky oblouku pracuje Torricelli s lomenou čárou vepsanou a opsanou

spirále, z nichž prvńı je kratš́ı a druhá deľśı než odpov́ıdaj́ıćı oblouk spirály (na základě

Archimédova postulátu, který však Torricelli explicitně nezmiňuje). Protože rozd́ıl mezi

délkou opsané čáry a vepsané čáry může být menš́ı než délka libovolné zadané úsečky,

t́ım sṕı̌se to plat́ı o délce oblouku spirály a délce vepsané čáry, kterou Torricelli dokáže

určit. Výsledek Torricelli dokazuje pomoćı reductio ad absurdum, přesně v duchu d̊ukaz̊u

prováděných starořeckými geometry.

Několik desetilet́ı před Torricellim se stanoveńım délky oblouku logaritmické spirály

zabýval Thomas Harriot (1560 – 1621). Harriot se v 80. letech 16. stolet́ı zúčastnil Raleig-

hovy výpravy do Nového světa a strávil nějakou dobu v anglické kolonii na ostrově

Roanoke. K zájmu o logaritmickou spirálu jej přivedlo studium problémů souvisej́ıćıch

s navigaćı při mořeplavbě. Podle Peppera [1968] se Harriot zabýval rektifikaćı loga-

ritmické spirály již v devadesátých letech 16. stolet́ı a na základě aproximace oblouku

spirály lomenou čárou dospěl zřejmě k obecnému řešeńı odpov́ıdaj́ıćımu rovnici

l = r/ cosα pro délku l oblouku spirály ρ = eϑ cotg α mezi daným bodem s pr̊uvodičem

r a pólem (viz též [Koudela, 2010a, s. 157–159]). Jedná se o prvńı historicky doložený

pokus o rektifikaci oblouku jiné křivky než kružnice. I Harriotovy výsledky však z̊ustaly

pouze v rukopise a neměly vliv na daľśı vývoj matematiky.

Descartovo přesvědčeńı o rozd́ılné povaze křivek a př́ımek mohlo souviset s jeho roz-

lǐsováńım geometrických a negeometrických křivek (domńıvá se tak např. Bos [1981]).

Existenci podstatného rozd́ılu mezi algebraickými a mechanickými křivkami z hlediska

určeńı délky oblouku však zpochybnilo porovnáńı délky oblouku paraboly a Archimédovy

spirály, tedy algebraické a mechanické křivky.

Tvrzeńı, že délka prvńıho závitu Archimédovy spirály je rovna délce oblouku paraboly,

jej́ıž základna je rovna poloměru a osa polovině obvodu ”prvńı kružnice“, se objevilo ve

spise Cogitata physico-mathematica, jehož autorem byl minorita, vědec a spojuj́ıćı činitel

evropských učených kruh̊u Marin Mersenne (1588 – 1648). Mersenne [1644, s. 129–131]

výsledek připsal svému př́ıteli Robervalovi. Gilles Personne de Roberval (1602 – 1675),

který zastával prestižńı postaveńı na Collège Royal, publikoval málo a svoje metody

tajil. Při studiu křivek využ́ıval představu dráhy pohybuj́ıćıcho se bodu jako výsledku

skládáńı jednoduchých pohyb̊u. Korektńı d̊ukaz Robervalova tvrzeńı ve stylu řeckých

geometr̊u podal Blaise Pascal (1623 – 1662) v roce 1658.

Autorem p̊uvodńı myšlenky byl však zřejmě Thomas Hobbes (1588 – 1689), anglický filo-

sof, jehož názory na uspořádáńı společnosti měly později vliv na osv́ıcenstv́ı. Royalista

Hobbes se v roce 1641 uchýlil do pař́ıžského exilu, kde navázal kontakt s intelektuálńımi

kruhy kolem Mersenna. Jeho zájmy zahrnovaly i geometrii a sám se pokusil formulovat

metodu studia křivek na základě analýzy pohyb̊u [Jesseph, 1999, s. 119 a n.].



Kapitola 1. Problém rektifikace 20

Hobbes se pokusil vytvořit ucelený materialistický systém popisu světa, v jehož rámci

vykládal matematiku na základě pojmů rozlehlosti a pohybu. Jeho kritický postoj k teorii

indivisibilíı a Descartově analytické metodě byl alespoň do jisté mı́ry oprávněný, jeho

marné pokusy o kvadraturu kruhu jej však ve světě velké matematiky diskvalifikovaly.

Hobbes definoval linii (př́ımou i zakřivenou) kinematicky (viz odst. 3.1). Ve svém spise

De corpore (lat. 1655, angl. o rok později) chybně odvodil na základě kinematické analýzy

délku oblouku paraboly. Je otázkou, zda jeho výsledek měl nějaký vliv na úspěšné rek-

tifikace, které byly provedeny v době bezprostředně následuj́ıćı.

1.5 Curvarum rectificatio

Ve druhé polovině padesátých let 17. stolet́ı došlo k několika událostem, které rektifikaci

posunuly do středu zájmu předńıch matematik̊u té doby. V roce 1656 vyšla Wallisova

Arithmetica infinitorum, v ńıž byla naznačena možnost řešeńı rektifikace některých

křivek. O dva roky později vyšla Pascalova Histoire de la Roulette, která oznamovala

Wrenovu rektifikaci oblouku cykloidy. Roku 1659 vyšlo druhé latinské vydáńı Descar-

tovy Géométrie s van Heuraetovým obecným řešeńım problému rektifikace konkávńıho

oblouku a krátce poté i Wallis̊uv spis Tractatus duo s dodatkem obsahuj́ıćım popis rek-

tifikaćı několika křivek.

John Wallis (1616 – 1703), který déle než p̊ul stolet́ı zastával mı́sto saviliánského pro-

fesora geometrie na oxfordské univerzitě, je bezesporu jednou z nejvýrazněǰśıch postav

matematiky 17. stolet́ı. Za jeho nejvýznamněǰśı d́ılo je obecně považována Arithmetica

infinitorum pojednávaj́ıćı o uplatněńı aritmeticko-algebraických metod při řešeńı geo-

metrických problémů, zejména určováńı obsah̊u rovinných obrazc̊u a objemů těles.

Hlavńım inspiračńım zdrojem pro spis Arithmetica infinitorum byla Cavalieriho metoda,

s ńıž se Wallis seznámil prostřednictv́ım Torricelliho geometrických praćı. Wallis pochopil,

že metoda indivisibilíı otev́ırá nové možnosti při vyšetřováńı vlastnost́ı geometrických

objekt̊u. Jeho vlastńım př́ıspěvkem bylo nalezeńı zp̊usobu, jak vyjadřovat myšlenky

metody indivisibilíı aritmeticky prostřednictv́ım nekonečných řad.

Ve scholiu (komentáři) k tvrzeńı 38 Wallis [1656, s. 28–31] zd̊urazňuje, že př́ımka a křivka

nejsou r̊uznorodými geometrickými objekty a délky úsečky a oblouku křivky mohou být

vzájemně porovnány. Dále je ukázáno, že může být nalezena úsečka délky ”téměř rovné“ 4

délce oblouku paraboly.
4

”
quam proxime“; Jacqueline Stedallová v anglickém vydáńı [Wallis, 2004, s. 36] překládá

”
as close

as one wishes“.
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Na obr. 1.6 je parabola, jej́ıž rovnice by podle dnešńıch zvyklost́ı měla tvar a2y = x2

(pokud bychom soustavu souřadnic volili tak, aby počátek byl v bodě A a aby osa y

mı́̌rila dol̊u). Body a, 2a, 3a, 4a, . . . na ose x vedeme rovnoběžky s osou y. Jejich ordináty

budou mı́t hodnoty 1, 4, 9, 16, . . . a jejich rozd́ıly budou tvořit aritmetickou posloupnost

1, 3, 5, 7, . . . Úseky lomené čáry vepsané parabole budou mı́t délky
√
a2 + 1,

√
a2 + 9,

√
a2 + 25, . . . Lomená čára má ovšem délku menš́ı než parabola, může však aproximovat

jej́ı délku t́ım lépe, č́ım menš́ı je dané a.
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OBR. 1.6: Stanoveńı délky oblouku ve Wallisově spise Arithmetica infinitorum

Podobně by podle Wallise bylo možné stanovit délku oblouku kubické či bikvadratické

paraboly.

Daľśı křivkou, na které Wallis demonstruje svou metodu, je Archimédova spirála (ρ = αϑ,

ϑ ∈ [0, ϑ1]). Interval [0, ϑ1] rozděĺıme na n stejných část́ı ∆ϑ; každé z nich bude odpov́ıdat

stejný př́ır̊ustek pr̊uvodiče a. V bodě T spust́ıme kolmici k následuj́ıćımu pr̊uvodiči.

Je-li d pr̊uměr kružnice procházej́ıćı bodem T se středem totožným s pólem spirály, je

druhá mocnina délky úseku TT lomené čáry vepsané spirále rovna podle Pýthagorovy

věty ((1/2)d sin ∆ϑ)2 + (a + v)2 (prvńı člen nazývá Wallis ”sinus rectus“, v v druhém

členu je ”sinus versus“; obr. 1.6 odpov́ıdá p̊uvodńı ilustraci, symboly a, v, d jsou do-

plněny). Plat́ı ((1/2)d sin ∆ϑ)2 = v(d − v), dostáváme tedy vd − v2 + v2 + 2av + a2 =

= vd+2av+a2. Poměr v : d je konstantńı, polož́ıme jej rovným 1 : m. Potom je posledńı

výraz roven v2m+2va+a2. Hodnoty v tvoř́ı aritmetickou posloupnost; kdyby se jednalo

např. o posloupnost 0, 1, 2, 3. . . ., budou úseky vepsané čáry rovné
√

0 ·m+ 0 · a+ a2,
√

1 ·m+ 2 · a+ a2,
√

4 ·m+ 4 · a+ a2,
√

9 ·m+ 6 · a+ a2 atd. Č́ım větš́ı bude počet

d́ıl̊u, na něž je interval rozdělen, t́ım lepš́ı aproximaci délky oblouku dostaneme. Wallis
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zd̊urazňuje, že délka vepsané lomené čáry je vždy menš́ı než délka oblouku a ukazuje,

jakým zp̊usobem lze zároveň stanovit horńı odhad.

Wallis tedy popsal rektifikaci jako úlohu v zásadě proveditelnou, ačkoliv k žádnému

konkrétńımu výsledku nedospěl.

Spis Tractatus duo 5 z roku 1659 sestává ze dvou část́ı a dodatku. Prvńı část spisu, která

se zabývá vlastnostmi cykloidy, je reakćı na Pascalovu soutěž 6; druhá část je věnována

vlastnostem kisoidy. Z hlediska problému rektifikace je d̊uležitý dodatek, který reaguje

na van Heuraet̊uv objev rektifikace. Wallis v něm úlohu v̊ubec poprvé pojmenovává:

v analogii k označeńı kvadratura voĺı pro určeńı délky oblouku křivky řecké označeńı

euthunsis, které má tentýž význam jako latinské rectificatio (narovnáńı, tedy rektifikace).

Wallis [1659, s. 91] uvád́ı, že prvńı rektifikaci provedl William Neil (1637 – 1670) v červenci

nebo srpnu roku 1657; jednalo se o určeńı délky oblouku semikubické paraboly (tedy

křivky dané rovnićı y2 = ax3). Stejným problémem se po něm zabýval i William

Brouncker (1620 – 1684) a sám Wallis.

Neilovo řešeńı se oṕıralo o stejnou myšlenku jako Wallisovy úvahy o rektifikaci v knize

Arithmetica infinitorum, tedy chápáńı křivky jako infinitezimálně lomené čáry, avšak

výsledek byl źıskán čistě geometrickou cestou. Řešeńı je založeno na nalezeńı pomocné

křivky, jej́ıž kvadraturu umı́me provést; obsah plochy ohraničené obloukem křivky chápe

Neil jako součet obsah̊u obdélńık̊u s nekonečně malou základnou a délku křivky jako

součet nekonečně mnoha nekonečně krátkých úseček [Koudela, 2010b].

Wallis [1659, s. 93] publikoval i Brounckerovo algebraické řešeńı téhož problému. Na

obr. 1.7 je překreslena p̊uvodńı ilustrace včetně značeńı; body lež́ıćı mezi koncovými body

uvažovaných čar jsou označovány stejnými ṕısmeny. K dané parabole AcC sestroj́ıme

křivku AeE tak, aby obsah parabolických segment̊u ABC a Aac pro libovolný bod a

byl ve stejném poměru jako délky úseček BE a ae. Označ́ıme-li ve shodě s Brounckerem

5 Úplný název je Tractatus duo, Prior de Cycloide et corporibus inde genitis, Posterior Epistolaris
in qua agitur de Cissoide et corporibus inde genitis, et de curvarum tum linearum euthunsis, tum super-
ficierum platuomo .

6 Marguerite Perrierová v životopise Pascala vypráv́ı, že v roce 1658 postihla Pascala silná bolest
zub̊u spojená s nespavost́ı. Aby odvrátil své myšlenky od úporné bolesti, zaměstnal se Pascal geomet-
rickými úvahami a během několika dńı vyřešil řadu problémů, týkaj́ıćıch se cykloidy. Své náboženské
d́ılo považoval za předněǰśı, ale zároveň ćıtil potřebu svým názorovým oponent̊um předvést hloubku
svého ducha a ukázat, že rozumı́ d̊ukaz̊um lépe než jińı. Rozeslal proto výzvu k soutěži francouzským
i zahraničńım matematik̊um v podobě okružńıho listu se seznamem šesti problémů týkaj́ıćıch se vlast-
nost́ı cykloidy. Protivńık̊um byla dána lh̊uta tř́ı měśıc̊u a pro v́ıtěze byla určena finančńı odměna.
Na výzvu reagovali Wallis a Lalouvère, cena však udělena nebyla. Pascal sám později publikoval pod
pseudonymem Amos Dettonville (anagram jména Louis de Montalte, které bylo připojeno ke druhému
vydáńı Pascalových List̊u venkovanovi) svá vlastńı řešeńı ve formě dopisu Carcavymu a v témže roce
uveřejnil i pojednáńı o historii cykloidy. Bez ohledu na pochybnosti o regulérnosti soutěže je jisté, že se
Pascalovi podařilo vyvolat o cykloidu velký zájem. Svědč́ı o tom i Wrenova rektifikace oblouku cykloidy,
i když tato úloha nebyla do soutěže zařazena. [Pascal, 1914, s. 337 a n.]
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OBR. 1.7: Brounckerova rektifikace oblouku semikubické paraboly [Wallis, 1659, s. 93]

a = AB, b = BC a c = BE, pak poměr délky oblouku AeE a úsečky AB je roven

(9c2 + 4a2)
√

9c2 + 4a2 − 8a3

27ac3
. (1.6)

Brouncker̊uv postup je v podstatě shodný s Neilovým, výsledek ale Brouncker vyjadřuje

algebraickými prostředky. Využ́ıvá při tom znalosti kvadratury parabolického segmentu.

Spis Tractatus duo obsahuje i detailńı popis rektifikace základńıho oblouku cykloidy,

kterou provedl Wren [Wallis, 1659, s. 73 a n.]. Christopher Wren (1632 – 1723) se do his-

torie zapsal předevš́ım jako architekt, matematice se věnoval sṕı̌se okrajově. Rektifikaćı

cykloidy si však vysloužil uznáńı předńıch matematik̊u své doby, at’ už to byli Pascal či

Wallis nebo později Newton [1686, s. 20], který Wrena spolu s Wallisem a Huygensem

zařadil mezi nejvýznamněǰśı geometry své doby.

Wren aproximuje délku oblouku cykloidy pomoćı tzv. pilovitých lomených čar (polygona

serrata) opsaných a vepsaných tvoř́ıćı kružnici cykloidy a oṕırá se přitom o znalost

konstrukce tečen k cykloidě a Archiméd̊uv postulát. Tvrzeńı, že délka základńıho oblouku

cykloidy je rovna čtyřnásobku pr̊uměru tvoř́ıćı kružnice, dokazuje sporem. Jedná se

o poměrně komplikovanou, ale elegantńı ukázku exhaustivńı metody [Koudela, 2010a,

s. 162–164].

Vedle Archimédovy spirály, kterou se zabýval již v knize Arithmetica infinitorum, popi-

suje Wallis ve spise Tractatus duo rovněž konstrukci a vlastnosti logaritmické spirály
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[Wallis, 1659, s. 106–107]. Tvoř́ı-li středové úhly aritmetickou posloupnost, je poměr

délek každých dvou po sobě jdoućıch pr̊uvodič̊u konstantńı. Nahrad́ıme-li pro malé ∆ϑ

oblouk spirály úsečkou, bude délka oblouku spirály mezi pólem a bodem A stejná jako

délka přepony pravoúhlého trojúhelńıku, jehož jedna odvěsna je shodná s pr̊uvodičem

bodu A a úhel u vrcholu A odpov́ıdá úhlu, který tečna spirály sv́ırá s pr̊uvodičem. Spirála

může být tedy ”narovnána“ roztažeńım podél tečny až po jej́ı subtangentu (obr. 1.8).

Wallis si vš́ımá i paradoxńıho závěru, že oblouk tvořený nekonečným počtem závit̊u má

konečnou délku.

M

A

m

aa

A

OBR. 1.8: Wallisovo určeńı délky oblouku logaritmické spirály [Wallis, 1659, s. 106]

Wallis byl prvńım, kdo o logaritmické spirále něco publikoval, nebot’ Torricelliho práce

o spirále vyšla až ve 20. stolet́ı a Descart̊uv dopis Mersennovi byl vydán tiskem poprvé

v roce 1667. Wallis zřejmě s pracemi svých předch̊udc̊u, kteř́ı se logaritmickou spirálou

zabývali, obeznámen nebyl.

Wallis koncipoval dodatek ke spisu Tractatus duo jako dopis Huygensovi. Uzav́ırá jej

následuj́ıćımi slovy [Wallis, 1659, s. 121]:

Toto je tedy, šlechetný pane, několik př́ıklad̊u naš́ı metody porovnáváńı
křivek a př́ımek (nebo sṕı̌se narovnáváńı liníı a zakřivených ploch), mezi
nimiž (jak jsi viděl) byly jednak Tebou zmı́něné objevy a jednak některé
jiné. Byl bych připojil ještě daľśı, ale nechtěl jsem, aby se z mého dopisu
stala kniha.

1.6 Prestižńı záležitost

Nepoč́ıtáme-li Fermat̊uv př́ıspěvek, byl spor o prvńı úspěchy při řešeńı problému rek-

tifikace na začátku druhé poloviny 17. stolet́ı veden hlavně po anglo-holandské linii.

Wallis v dopise Huygensovi ve spise Tractatus duo reagoval mj. na objev obecné metody

rektifikace konkávńıch křivek Huygensova krajana Hendrika van Heuraeta (1633 – 1660).



Kapitola 1. Problém rektifikace 25

V Holandsku se Descartovým myšlenkám dostalo př́ıznivého přijet́ı. Druhé vydáńı

van Schootenova latinského překladu Géométrie, které vyšlo v roce 1659 a kterým

se Descartova metoda zřejmě definitivně prosadila, obsahovalo vedle van Schootenova

komentáře i několik kratš́ıch pojednáńı, která rozv́ıjela metodu studia křivek a jejich

vlastnost́ı algebraickými prostředky. Mezi jejich autory byl rovněž van Heuraet, který

v pojednáńı [van Heuraet, 1659] ukázal obecnou metodu rektifikace konkávńı kř́ıvky

a př́ıkladem, na němž svou metodu demonstroval, byla opět semikubická parabola.
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OBR. 1.9: Rektifikace semikubické paraboly podle van Heuraeta [1659, s. 518]

K dané křivce ABCDE a úsečce Σ sestroj́ıme daľśı křivku GHIKL tak, aby platilo

MC

CQ
=

Σ
MI

, (1.7)

kde MC je ordináta bodu C a CQ normála k prvńı křivce v témže bodě (obr. 1.9,

p̊uvodńı značeńı je zachováno). Potom délka křivky ABCDE bude č́ıselně rovna obsahu

plochy ohraničené křivkou GHIKL a úsečkami AF , AG a FL, dělené délkou Σ.

Van Heuraetova metoda je založena, podobně jako Neilovo řešeńı, na představě křivky

jako infinitezimálně lomené čáry a převedeńı problému rektifikace na problém kvadratury

pomocné křivky. Van Heuraet nečińı žádné předběžné předpoklady o křivce ABCDE,

jeho postup ale předpokládá existenci tečny v každém jej́ım bodě. Budeme-li křivku

ABCDE považovat za graf funkce y = f(x), bude pomocná křivka grafem funkce
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y =
√

1 + (f ′(x))2. Při hledáńı délky oblouku semikubické paraboly využ́ıvá van Heuraet

algebraické prostředky [Koudela, 2010b].

Rovněž pro Huygense představovala rektifikace křivek d̊uležitou oblast zájmu. Huy-

gensovo magnum opus Horologium oscillatorium, které bylo publikováno roku 1673, ob-

sahuje plody autorovy mnohaleté práce. Třet́ı část pojednává o výsledćıch Huygensova

výzkumu délek křivek a najdeme v ńı i jeho vlastńı verzi historie prvńıch rektifikaćı.

Vysoce v ńı hodnot́ı Wrenovu práci, Neil̊uv př́ıspěvek naopak podceňuje (což vyvolalo

rozhořčenou reakci Wallise, háj́ıćıho prvenstv́ı svého krajana). Huygens vyzdvihuje také

van Heuraetovu práci a zd̊urazňuje i sv̊uj vlastńı pod́ıl.

Boyer [1964] se domńıvá, že Huygens̊uv zájem o rektifikaci byl podńıcen Hobbesovým

nesprávným určeńım délky oblouku paraboly (viz s. 20). Roku 1657 dospěl Huygens ke

dvěma výsledk̊um, které měly k problematice rektifikace vztah [Yoder, 1988, s. 120 a n.].

Prvńım byla souvislost mezi rektifikaćı paraboly a kvadraturou hyperboly, druhým

vztah mezi obsahem parabolického konoidu a obsahem jeho kruhové základny. S těmito

výsledky seznámil svého někdeǰśıho učitele van Schootena, jehož prostřednictv́ım se

zpráva o nich dostala i k van Heuraetovi a údajně pro něj znamenala inspiraci pro

jeho práci o rektifikaci. Někteř́ı moderńı autoři tuto hypotézu přej́ımaj́ı; dnes je však

obt́ıžné takové tvrzeńı ověřit. Van Heuraetova práce měla nicméně obecněǰśı charakter.

Huygens sám na konci 50. let ćıtil, že muśı přinést významněǰśı výsledek, chce-li se

rovnat Wrenovi a van Heuraetovi. K tomu mu poskytl materiál jeho objev evolut.

Huygens̊uv vhled do světa geometrie mu umožnil přetvářet podněty přicházej́ıćı ze světa

mechaniky v geometrické teorie samostatného významu. Úsiĺı o konstrukci přesných

kyvadlových hodin přivedla Huygense k problému, který jej zaměstnával na konci 50. let:

k problému izochronńıho (tautochronńıho) kyvadla. Kyvadlo opisuj́ıćı oblouk kružnice

neńı izochronńı; doba kmitu záviśı na poloze, v ńıž je závaž́ı uvolněno. Při hledáńı

izochrony se Huygensovi nejprve podařilo vyřešit přidružený ”infinitezimálńı“ problém:

vyjádřit závislost doby kmitu kyvadla na délce ramene při dostatečně malé amplitudě,

kdy lze zanedbat odchylky od izochronńıho pohybu. Tento výsledek jej poté dovedl

k velkému úspěchu, kterým byl objev izochronie cykloidy.

Důkaz, který se později objevil v Horologiu oscillatoriu, měl Huygens sestaven v zásadě

již na konci roku 1659 [Yoder, 1988, s. 59–61]. Jeho odvozeńı naznačuje jasně Huygensovu

schopnost už́ıvat infinitezimálńı metody a najdeme v něm i použit́ı charakteristického

trojúhelńıku, který se stal později jedńım ze základńıch stavebńıch prvk̊u Leibnizovy

nové metody. Huygens si byl dobře vědom významu svého objevu a připsal ke svému

d̊ukazu citát z Ovidia: ”Magna nec ingenijs investigata priorum“.7

7 Velké věci, v něž předk̊u nevnikl d̊uvtip. (Proměny, 15, 146. Český překlad Ferdinand Stiebitz.)
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Při konstrukci izochronńıch kyvadlových hodin bylo třeba umı́stit kyvadlo (vlákno se

závaž́ım) mezi překážky tvarované tak, aby se závaž́ı pohybovalo po cykloidě [Schwabik,

1999]. Řešeńı tohoto praktického problému přivedlo Huygense k daľśımu významnému

geometrickému objevu: teorii evolut. Úkolem bylo k dané (převrácené) cykloidě naj́ıt

křivku (tzv. evolutu), na kterou se má vlákno nav́ıjet a jej́ıž tečna v každém bodě bude

kolmá k dané cykloidě a jej́ıž oblouk bude mı́t délku rovnou délce vlákna. Huygens měl

v té době již hotov d̊ukaz tvrzeńı o délce oblouku cykloidy, k němuž dospěl ještě před

vydáńım Tractatus duo, a rozpoznal, že hledanou křivkou je opět cykloida (obr. 1.10).

OBR. 1.10: Kyvadlo pohybuj́ıćı se po cykloidě

Ačkoliv tento výsledek vyplynul z řešeńı konkrétńıho problému souvisej́ıćıho s pohybem

kyvadla, nalezená technika měla obecný charakter. Huygens se neomezil jen na hledáńı

evoluty cykloidy; tutéž techniku, kombinuj́ıćı infinitezimálńı úvahy s algebraickým odvo-

zeńım, vyzkoušel i na parabole a zjistil, že evolutou paraboly je semikubická parabola,

jej́ıž latus rectum má délku rovnou 27/16-násobku téže veličiny dané paraboly.8 Daľśı

studovanou křivkou byla elipsa a zdá se, že Huygens již v roce 1659 odvodil obecný

vztah, který je obsažen v Horologiu oscillatoriu [Yoder, 1988, s. 87].

V bodech B a F dané křivky ABF (obr. 1.11) sestroj́ıme normály, které budou tečnami

jej́ı evoluty v bodech B a D. Lež́ı-li body B a F dostatečně bĺızko, můžeme považovat

pr̊useč́ık normál G za bod jejich dotyku s evolutou, tedy bod lež́ıćı na evolutě. Oblouk

mezi body B a F nahrad́ıme úsečkou a z podobnosti trojúhelńık̊u BOG a MNG resp.

BOF a HNF dostaneme rovnici

BG

MG
=
HN

HL
· KL
MN

, (1.8)

která umožňuje na základě vlastnost́ı křivky ABF určit bod G jej́ı evoluty.

Využit́ı evolut k rektifikaci bylo nasnadě. Vlákno odv́ıjej́ıćı se z překážky má stejnou

délku jako oblouk křivky, podle ńıž je překážka vytvarována. Každé určeńı evoluty je

zároveň jej́ı rektifikaćı [Yoder, 1988, s. 128].
8 Latus rectum paraboly je tětiva procházej́ıćı ohniskem a rovnoběžná s ř́ıd́ıćı př́ımkou. V př́ıpadě

paraboly y2 = rx se jedná o úsečku délky r. V př́ıpadě semikubické paraboly ay2 = x3 je pod pojmem
latus rectum mı́něna úsečka délky a [Yoder, 1988, s. 203, pozn. 31].
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OBR. 1.11: K odvozeńı obecné rovnice pro evolutu [Huygens, 1673, s. 81]

V tvrzeńı 11 z třet́ı části knihy Horologium oscillatorium spojuje Huygens [1673, s. 81]

výslovně určeńı evoluty s problémem rektifikace:

Pro danou křivku naj́ıt jinou křivku, která popisuje danou křivku jako svou
evolutu; a ukázat, jak z každé geometrické křivky může být nalezena jiná
křivka stejně geometrická. kterou je možné položit rovnou úsečce [tj. rekti-
fikovat].

Huygensova metoda se stala matematickým vyjádřeńım praktického a př́ımočarého řešeńı

problému rektifikace. Yoderová [Yoder, 1988, s. 130] cituje Huygens̊uv dopis, který odráž́ı

rivalitu mezi ńım a van Heuraetem při hledáńı obecné metody rektifikace. ”Troufám si

tvrdit, že tento objev uspokoj́ı i velmi náročného van Heuraeta; nebot’ pro mne je zajisté

nejvybraněǰśım ze všech objev̊u, na které jsem kdy narazil,“ ṕı̌se Huygens van Schoote-

novi. Huygensova metoda byla v dané době efektivněǰśı, nebot’ úspěšnost van Heurae-

tovy metody závisela na schopnosti provést kvadraturu obrazce ohraničeného pomocnou

křivkou. Ve van Heuraetově metodě s jej́ım spojeńım problematiky tečen a kvadratur

však můžeme vidět zárodek obecného pravidla, které se stalo základem nové metody:

tzv. základńı věty infinitezimálńıho počtu, vyjadřuj́ıćı vztah mezi operacemi integrace

a derivováńı.



Kapitola 1. Problém rektifikace 29

1.7 Geometrické řešeńı

Přibližně ve stejné době jako Neil a van Heuraet dospěl k řešeńı problému rektifikace

Pierre de Fermat (1601 – 1665). Jeho pojednáńı [Fermat, 1660] vyšlo bez souhlasu autora

jako př́ıloha k Lalouvèrovu Veterum geometria promota. Obsahuje obecnou metodu rek-

tifikace konkávńıch křivek a př́ıkladem, na němž je metoda ilustrována, je opět semiku-

bická parabola.

Fermatova práce neobsahuje ani zmı́nku o Neilově rektifikaci ani o van Heuraetově práci,

která musela být poměrně známá. Fermatova metoda se každopádně od praćı obou

jeho předch̊udc̊u značně lǐśı. Je patrné, že Fermat̊uv traktát o rektifikaci je předevš́ım

reakćı na Pascalovo pojednáńı týkaj́ıćı se porovnáńı oblouk̊u paraboly a Archimédovy

spirály. Nevyuž́ıvá algebraických prostředk̊u a délku úsečky a oblouku porovnává pomoćı

reductio ad absurdum.

Fermat se však záměrně odchyluje od Archimédovy metody rektifikace kružnice, která

pracuje s opsanou a vepsanou liníı, a ukazuje, že jeho postup je v tomto př́ıpadě výhodněj-

š́ı. Dané křivce oṕı̌se dva systémy úseček tvořených úseky tečen a pomoćı Archimédova

postulátu dokáže, že délka prvńıho je větš́ı než délka daného oblouku a délka druhého

menš́ı, přičemž rozd́ıly mezi délkou obou systémů úseček a daného oblouku lze učinit

menš́ı než je délka libovolné dané úsečky.
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OBR. 1.12: K Fermatově metodě rektifikace

Necht’ CD je oblouk hladké konkávńı křivky nad úsečkou AB (obr. 1.12). Mezi body

A a B zvoĺıme bod X, sestroj́ıme v něm kolmici k základně AB a v jej́ım pr̊useč́ıku P

s křivkou sestroj́ıme tečnu ke křivce. Dále zvoĺıme bod X ′ resp. X ′′ mezi A a X resp. X
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a B a vztyč́ıme v těchto bodech kolmice. Jejich pr̊useč́ıky s křivkou označ́ıme P ′ a P ′′

a pr̊useč́ıky s tečnou T ′ a T ′′. Plat́ı

T ′P < P ′P ,

nebot’ délka úsečky PV je menš́ı než délka PT ′ a ta je menš́ı než délka úsečky PP ′,

která je podle Archimédova postulátu kratš́ı než oblouk P ′P . Dále plat́ı

PT ′′ > PP ′′,

nebot’ T ′′P ′′′ < P ′′P ′′′ (stejně jako v předchoźım př́ıpadě) a PT ′′+T ′′P ′′′ > PP ′′′ (podle

Archimédova postulátu).

Rozděĺıme nyńı úsečku AB pomoćı bod̊u X0 = A,X1, X2, . . . , Xn = B na n stejných

d́ıl̊u. V každém z děĺıćıch bod̊u Xi, i = 1, . . . , n sestroj́ıme kolmice k základně AB

a v jej́ıch pr̊useč́ıćıch s křivkou, které označ́ıme Pi, sestroj́ıme tečny. Bod, ve kterém

tečna v bodě Pi protne kolmici v bodě Xi+1, označ́ıme Si+1. Podobně označ́ıme Ti−1

bod, ve kterém tečna v bodě Pi protne kolmici v bodě Xi−1 (obr. 1.13).

A=X0 B=XnXi Xi+1

Pi

Si+1

X1

P1

S1

Xi−1

Si−1
Pi−1

Si Pi+1

Pn

Sn

Pn−1

Sn−1

A=X0 B=XnXiXi−1

PiTi−1

Xi+1

Ti

Pi−1

Ti+1
Pi+1

Pn
Tn−1
Pn−1

P1

T1

T0

OBR. 1.13: Fermat̊uv zp̊usob stanoveńı horńıho a dolńıho odhadu délky oblouku

Protože PiSi+1 = Ti−1Pi, dostaneme s pomoćı dokázaných nerovnost́ı

P0S1 + P1S2 + · · ·+ Pn−1Sn > P0Pn > T0P1 + T1P2 + · · ·+ Tn−1Pn.

Protože plat́ı

T0P1 = P1S2, . . . , Tn−2Pn−1 = Pn−1Sn,

bude rozd́ıl celkových délek obou systémů úseček roven P0S1 +Tn−1Pn. Při dostatečném

počtu děĺıćıch bod̊u tak bude tento rozd́ıl a t́ım sṕı̌se i rozd́ıl mezi délkou deľśıho systému
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úseček a obloukem jakož i obloukem a kratš́ıho systému úseček menš́ı než délka libovolné

dané úsečky.

Rektifikaci Fermat demonstruje na př́ıkladu semikubické paraboly. ”Proč se tak dlouho

setrvávalo u otázky tak jednoduché, když lze bezprostředně dospět k Archimédově

metodě?“, ptá se Fermat [1660, s. 221] v narážce na domněnky o neproveditelnosti

rektifikace.

Jméno skotského matematika Jamese Gregoryho (1638 – 1675) neńı zdaleka tak známé

jako jména Newtona a Leibnize; myšlenky obsažené v jeho d́ıle z něj však čińı jejich

př́ımého předch̊udce. Jednu z prvńıch verźı základńı věty infinitezimálńıho počtu ob-

sahuje spis Geometriæ pars universalis, který Gregory napsal v době svého pobytu

v Itálii v letech 1664 – 1668. Toto d́ılo bylo zamýšleno jako shrnut́ı, sjednoceńı a zobecněńı

výsledk̊u dosažených při řešeńı problémů konstrukce tečen, kvadratur a rektifikaćı. Sám

Gregory připoušt́ı v úvodu, že všechny předkládané výsledky nejsou jeho vlastńı; jeho

schopnost naj́ıt obecnou zákonitost skrytou za jednotlivými př́ıpady však čińı jeho d́ılo

originálńım. Jeho d̊ukazy jsou vedeny v duchu Archimédovy (exhaustivńı) metody; Gre-

gory se nevyhýbá ani Cavalieriho metodě (indivisibilíı), přičemž poukazuje na to, že ji

lze převést na předchoźı zp̊usob. Obecné pravidlo spojuj́ıćı délku oblouku dané křivky

s obsahem obrazce ohraničeného pomocnou křivkou je obsaženo ve druhém tvrzeńı.

Předpokládá se jednoduchá, nezavinutá (non sinuosa) křivka, která má v každém bodě

tečnu. Gregory, podobně jako v citovaném pojednáńı Fermat, s jehož d́ılem se v Itálii

rovněž seznámil, použ́ıvá geometrický jazyk a dosṕıvá k výsledku odpov́ıdaj́ıćımu

vzorci (1.1).

1.8 Přednosti a slabiny
”
nové metody“

Vývoj základ̊u infinitezimálńıho počtu završili nezávisle Isaac Newton (1643 – 1727)

a Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 – 1716) a otevřeli tak cestu k metodickému zkoumáńı

problémů rektifikace, kvadratury a daľśıch úloh souvisej́ıćıch s vlastnostmi křivek.

Nová teorie byla poprvé představena v Leibnizově pojednáńı Nova methodus 9, které

v roce 1684 přinesl časopis Acta eruditorum. Všeobecně se soud́ı, že Newton dospěl

k hlavńım výsledk̊um již na přelomu 60. a 70. let; tiskem je však publikoval až mnohem

později.

Prvńı učebnici infinitezimálńıho počtu napsal Guillaume François Antoine markýz

de l’Hospital (1661 – 1704). Kniha nesla název Analyse des infiniments petits, pour
9 Celý název zńı Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quæ nec fractas nec

irrationales quantitates moratur et singulare pro illis calculi genus.



Kapitola 1. Problém rektifikace 32

l’intelligence des lignes courbes a vyšla v roce 1696; na jej́ım obsahu měl velký pod́ıl

Johann Bernoulli (1667 – 1748), jehož si l’Hospital najal jako svého učitele. Kniha byla

obecně považována za prezentaci Leibnizovy nové metody. Jedńım ze základńıch výcho-

disek byla pro l’Hospitala [1716, s. 3] představa křivky jako lomené čáry tvořené nekoneč-

ně mnoha nekonečně malými rovnými úseky:

Křivka může být považována za soubor nekonečně mnoha nekonečně krátkých
rovných čar, nebo (což je totéž) za lomenou čáru s nekonečným počtem
stran, z nichž každá má nekonečně malou délku a které určuj́ı zakřiveńı
prostřednictv́ım úhl̊u, jež sv́ıraj́ı mezi sebou navzájem.

Ani vynikaj́ıćı výsledky, které nová metoda přinášela, nedokázaly úplně rozptýlit pochyb-

nosti o legitimitě jej́ıch postup̊u. Kritikové infinitezimálńıho počtu poukazovali na lo-

gické nedostatky v jeho základech – na nejasné a rozporuplné definice základńıch pojmů

a předevš́ım na problematický pojem nekonečně malé veličiny. Sami objevitelé nové

metody si byli slabých mı́st své teorie vědomi, avšak dosažené výsledky zast́ınily potřebu

jejich úplného vyjasněńı.

Nejznáměǰśım odp̊urcem nové metody se stal biskup anglikánské ćırkve George Berke-

ley (1685 – 1753). Jeho kritika jak Newtonovy, tak Leibnizovy teorie obsažená ve spise

The Analyst z roku 1734 byla založena pouze na rozboru jejich vnitřńı konzistence

a vycházela z požadavk̊u na přesnost, které nebyly nijak nové. Berkeley poukazoval na

to, že nekonečně malé veličiny nejen nejsou nutné, ale jsou dokonce v řádně budované

teorii nepřijatelné.

Analýza v 18. stolet́ı na jedné straně přinášela nové poznatky a nemalým d́ılem přispěla

k úspěch̊um př́ırodovědy, z nichž pramenil optimistický pohled na možnost racionálńıho

porozuměńı světu, na druhé straně byla stále silněji pocit’ována existence slabých mı́st

v jej́ıch základech. Tento stav ilustruje Diderotova Encyclopédie (vycházela v letech

1751 – 1766), která měla představovat souhrn lidského věděńı v polovině 18. stolet́ı.

Koeditorem a autorem většiny hesel z oblasti matematiky byl Jean le Rond d’Alembert

(1717 – 1783). Heslo Limite je pojato vcelku moderńım zp̊usobem; na př́ıkladu kružnice

s opsaným a vepsaným pravidelným mnohoúhelńıkem je ukázáno, že ačkoliv lomené čáry

tvoř́ıćı obvody takových mnohoúhelńık̊u nebudou nikdy stejně dlouhé jako kružnice, lze

jej́ı délku chápat jako limitu délek těchto lomených čar. D’Alembert však toto pojet́ı

dále nerozpracoval a stejně jako ostatńı použ́ıval běžně nekonečně malé veličiny. Heslo

Rectification bylo naproti tomu v́ıceméně převzato z Chambersovy Cyclopædie, která

byla pro francouzské encyklopedisty inspiraćı. Křivka je zde výslovně chápána jako

lomená čára tvořená nekonečně krátkými úsečkami s délkami
√
dx2 + dy2.
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Vybudovat novou teorii, která by dokázala totéž co infinitezimálńı počet, ale neobsaho-

vala jeho slabiny a splňovala požadavky na přesnost odpov́ıdaj́ıćı geometrii starých Řek̊u,

se pokusil na přelomu 18. a 19. stolet́ı Joseph-Louis Lagrange (1736 – 1813). Jeho Théorie

des fonctions analytiques vyšla roku 1797 a obsahovala pojmy derivované a primitivńı

funkce, s jejichž pomoćı byly vyjadřovány operace derivováńı a integrováńı. K dané

(reálně analytické) funkci f uvažoval Lagrange [1797, s. 2] odpov́ıdaj́ıćı mocninnou řadu

f(x+ i) = f(x) + pi+ qi2 + ri3 + si4 + . . . (1.9)

a derivaci f ′(x) chápal jako koeficient p = p(x) u lineárńıho členu.

Lagrangeovo řešeńı problému rektifikace oblouku konkávńı křivky, která je grafem fun-

kce f , se oṕırá o Archiméd̊uv postulát. Na jeho základě Lagrange [1797, s. 158–159]

dokazuje, že délka oblouku mezi x a x+ i je ohraničena délkami úsek̊u tečen v koncových

bodech oblouku mezi př́ımkami x a x+ i, neboli

i
√

1 + [f ′(x)]2 ≤ l ≤ i
√

1 + [f ′(x+ i)]2.

Označ́ıme-li ϕ(x) =
√

1 + [f ′(x)]2 a bude-li Φ funkce vyjadřuj́ıćı délku křivky, pak pro

délku oblouku plat́ı Φ(x + i) − Φ(x) = iϕ(x) − iϕ(x + i). Odtud plyne Φ′(x) = ϕ(x)

a k nalezeńı délky oblouku křivky tedy potřebujeme naj́ıt primitivńı funkci k funkci

ϕ(x) =
√

1 + [f ′(x)]2. Hodnotu integračńı konstanty urč́ıme z podmı́nky, že Φ(x) = 0

v počátečńım bodě oblouku.

Lagrangeova teorie analytických funkćı představovala pokus o vybudováńı analýzy na

algebraickém základě a v analýze ”určovala tón“ zhruba po dobu dvou desetilet́ı na

přelomu 18. a 19. stolet́ı. Pojet́ı bĺızké Lagrangeovu se objevuje rovněž v kompendiu

poznatk̊u z diferenciálńıho a integrálńıho počtu Traité du calcul différentiel et du calcul

intégral (1797 – 1798), jehož autorem byl Silvestre François Lacroix (1765 – 1843). Při

d̊ukazu, že limita poměru délky oblouku konkávńı křivky a délky tětivy vedené kon-

covými body oblouku je rovna jedné, bĺıž́ı-li se př́ır̊ustek nezávisle proměnné nule, voĺı

Lacroix [1810, s. 451 a n.] ”nejanalytičtěǰśı zp̊usob“: použ́ıvá Taylorovu větu a rovněž,

byt’ ne výslovně, Archiméd̊uv postulát.

V prvńı polovině 19. stolet́ı začala být stále v́ıce pocit’ována potřeba přebudovat analýzu

na spolehlivých aritmetických základech a bez odkaz̊u na geometrickou intuici. Úsiĺı

o přeformulováńı základ̊u analýzy je v tomto obdob́ı spojeno předevš́ım se jménem

Augustin-Louis Cauchy (1789 – 1857). V Lagrangeově i Lacroixově d́ıle můžeme za-

znamenat posun v chápáńı pojmu funkce směrem k moderńımu pojet́ı. Pojem funkce

přestává být spojován s algebraickým výrazem, připoušt́ı se i funkce definované po-

moćı mocninné řady nebo funkce, pro které neńı exlicitńı předpis znám. Cauchẙuv
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Cours d’analyse de l’École Royale Polytechnique z roku 1821 se od zmı́něných praćı

jeho předch̊udc̊u významně lǐśı předevš́ım odlǐsným chápáńım spojitosti funkce. Negeo-

metrický př́ıstup vyžadoval také nové pojet́ı č́ısla.

Cauchyova nová analýza rozv́ıjená dále ve spise Leçons sur les applications du calcul

infinitésimal a la géométrie (1826) byla založena na zd̊urazněńı limity pro definováńı

derivaćı a integrál̊u. Radikálńı změnou ve srovnáńı s ustálenou prax́ı byla Cauchyova

definice integrálu jako limity posloupnosti integrálńıch součt̊u. Cauchy [1826, s. 77 a n.]

se zabývá i určeńım diferenciálu oblouku křivky a problémem rektifikace. Myšlenkově

je jeho odvozeńı podobné Lacroixovu, předpokládá se spojitá konkávńı křivka a alespoň

implicitně je při postupu použit i Archiméd̊uv postulát; vycháźı známý transformačńı

vzoreček ds =
√

1 + (y′)2 dx, kde y′ je derivace chápaná ve smyslu limity diferenčńıch

pod́ıl̊u.

Větš́ı pozornost než Cauchy věnoval problému rektifikace horlivý berĺınský stoupenec

nové analýzy Enno Heeren Dirksen (1788 – 1850). Dirksen [1835] si položil otázku, zda

obvyklý postup určeńı diferenciálu a následně primitivńı funkce vyjadřuj́ıćı délku je

správný a jaké je v teorii rektifikace mı́sto Archimédova postulátu. Nahradil Archiméd̊uv

postulát definićı délky křivky, která stav́ı na známém pojmu délky úsečky a na integrálu

jako limitě integrálńıch součt̊u.

Oblouk (prostorové) křivky s koncovými body A a B Dirksen rozděluje soustavou n+ 1

ekvidistantńıch rovnoběžných rovin tak, aby prvńı a posledńı procházely koncovými

body oblouku. Pr̊useč́ıky křivky Mi, i = 0, . . . , n s rovinami spojuje úsečkami, které

dohromady tvoř́ı lomenou čáru délky

Ln =
n−1∑
i=0

MiMi+1.

Č́ıslo

L = lim
n→∞

Ln

pak Dirksen nazývá délkou oblouku AB.

Bernard Bolzano (1781 – 1848) byl ke studiu základ̊u analýzy veden sṕı̌se filosofickými

pohnutkami. Uvědomoval si možná jasněji než kdokoliv z jeho současńık̊u, jaká jsou slabá

mı́sta tehdeǰśı analýzy a jaké postupy je třeba volit, aby teorie z př́ısně logického hlediska

obstála. Mezi jeho rané práce zabývaj́ıćı se analýzou patř́ı i pojednáńı [Bolzano, 1817],

ve kterém se Bolzano pokusil o obecné řešeńı problému rektifikace nejen bez použit́ı

nekonečně malých veličin, ale i bez Archimédova postulátu.
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Bolzano se ve své teorii rektifikace nechtěl oṕırat o nic jiného než o Taylorovu větu. Uva-

žuje jednoduchou rovinnou křivku popsanou rovnićı y = f(x); hledaná délka křivky je

dána rovnićı y = F (x). Př́ır̊ustku ∆x bude odpov́ıdat př́ır̊ustek délky F (x+∆x)−F (x),

který lze vyjádřit podle Taylorovy věty rozvojem ∆x(dF (x)
dx +∆x

2
d2F (x)

dx2 +. . . ). Tento výraz

vyjadřuje délku oblouku odpov́ıdaj́ıćıho úsečce ∆x a je určen hodnotami f(x + m∆x),

když za m dosad́ıme ”všechny myslitelné vlastńı zlomky nebo 0 nebo 1“. Bolzano

dále ukazuje, že hodnoty F (x + ∆x) − F (x) jsou určeny pouze hodnotami výrazu

f(x+m∆x)− f(x).

Stoj́ı-li pro dvě nebo v́ıce křivek výraz f(x + ∆x) − f(x) k ∆x ve stejném poměru

a nav́ıc pod́ıl f(x+m∆x)−f(x)
m∆x nabývá stejných hodnot pro každé výše uvedené m, pak

oblouky těchto křivek odpov́ıdaj́ıćı ∆x jsou podobné a z teorie podobnosti plyne, že

rovněž F (x+ ∆x)− F (x) jsou k ∆x ve stejném poměru. Výraz F (x+∆x)−f(x)
∆x tak záviśı

pouze na hodnotách f(x+m∆x)−f(x)
m∆x pro výše uvedená m.

Uvažujme dále dvě křivky popsané rovnicemi y = f(x) a y = ϕ(x). Funkce F resp.

Φ vyjadřuj́ıćı jejich délku bude podle Bolzana nepochybně možné z funkćı f resp. ϕ

odvodit stejným zp̊usobem. Výrazy dF (x)
dx a dΦ(x)

dx jsou ale určeny pouze pomoćı df(x)
dx

a dϕ(x)
dx a muśı být z nich odvoditelné stejným zp̊usobem.

Dobová kritika10 vytýkala Bolzanovi, že jeho d̊ukazy nejsou d̊ukazy v matematickém

slova smyslu, ale že jsou promı́chány s diskurźıvńı výplńı připouštěj́ıćı pochybnosti.

Z hlediska moderńı analýzy bylo problematické Bolzanovo přǐrazeńı nějakého č́ısla kaž-

dému oblouku křivky. O v́ıce než p̊ulstolet́ı později se Bolzanovou praćı zabýval Stolz

[1881] a upozornil, že problematický předpoklad možnosti rozvinut́ı funkce F (x) neńı

nutný, nebot’ by stačilo předpokládat existenci dF
dx .

Zaj́ımavěǰśı než jeho řešeńı problému rektifikace bylo z hlediska daľśıho vývoje matema-

tiky Bolzanovo vymezeńı pojmu křivky, plochy a tělesa, které přitom nebylo, jak Bolzano

sám poznamenává, pro řešeńı uvažovaného problému potřeba. Bolzanovy myšlenky týka-

j́ıćı se souvislosti a dimenze předběhly úsiĺı o definováńı těchto pojmů z hlediska teorie

množin a topologie (v́ıce v odstavci 3.2).

1.9 Duhamelovo pojet́ı délky křivky

Matematická analýza źıskávala podobu, v ńıž se dnes vyučuje v úvodńıch kurzech na

univerzitách, v pr̊uběhu 19. stolet́ı. Úsiĺı o vybudováńı pevných a logicky konzistentńıch

základ̊u vedlo k postupnému přebudováńı celé teorie včetně revize základńıch pojmů.
10 Allgemeine Literatur-Zeitung. September 1819, Num. 236, s. 180–184 (autor neuveden).
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Vývoj analýzy v 19. stolet́ı vyústil v rozpracováńı zcela nových matematických obor̊u:

teorie množin a topologie.

Devatenácté stolet́ı přineslo předevš́ım definici funkce ve smyslu jednoznačného přǐrazeńı

závisle proměnné každé hodnotě nezávisle proměnné. Fyzikálně-geometrické kontinuum

bylo nahrazeno kontinuem reálných č́ısel a infinitezimálńı počet byl vystavěn na pojmu

limity. Původně intuitivně samozřejmá úloha přǐrazeńı délky křivce a jej́ı stanoveńı po-

moćı integrálu (1.1) byla obrácena: délkou křivky byl nazván právě integrál, který dř́ıve

byl pouze prostředkem pro jej́ı stanoveńı.

Cauchyova nová analýza nebyla zpočátku přij́ımána jednoznačně. Potřeba oṕırat celou

teorii o logicky nezpochybnitelné základy byla obecně uznávána. Z heuristického pohledu

však tradičńı postupy použ́ıvaj́ıćı nekonečně malé veličiny vyhovovaly a pro potřeby

praxe byly brány jako adekvátńı.

Jedńım z Cauchyových následovńık̊u na École Polytechnique byl Jean-Marie Constant

Duhamel (1797 – 1872). Zabýval se matematickou fyzikou, těžǐstě jeho práce však spoč́ı-

valo v́ıce v pedagogické činnosti. Na École Polytechnique p̊usobil s přestávkami od roku

1830 do roku 1869. Ve svých učebnićıch přej́ımal alespoň do jisté mı́ry postupy nové

analýzy. Začal být řazen mezi jej́ı propagátory a uznáván jako reprezentant nového

proudu v matematice. Dnes je však jeho jméno mimo okruh odborńık̊u prakticky neznámé.

Duhamelovým životńım d́ılem je kniha Des méthods dans les sciences de raisonnement,

kterou napsal na sklonku svého života, ale která obsahuje myšlenky, jimiž se zabýval

od počátku své vědecké dráhy. Pokusil se v ńı vytvořit co nejobecněǰśı základ pro

metodologii deduktivńıch věd. Dı́lo má pět část́ı. Prvńı se zabývá obecnými filosofic-

ko-logickými základy deduktivńıch věd, daľśı tři jsou věnovány aplikaci těchto obecných

pravidel v oblastech odpov́ıdaj́ıćıch třem základńım předmět̊um deduktivńıch metod:

č́ıslu, rozlehlosti a śıle, tedy zhruba řečeno v aritmetice, v geometrii a v mechanice.

Posledńı posmrtně vydaná část, která byla připojena k druhému vydáńı, rozšǐruje de-

duktivńı racionálńı výstavbu v duchu francouzského pozitivismu na vědu o člověku ve

smyslu l’homme moral, se stránkou individuálńı (psychologickou) a sociálńı.

Otázkou rektifikace křivek se Duhamel zabývá ve druhé části nazvané Application des

méthodes générales a la science des nombres et a la science de l’étendue, která vyšla roku

1866. Duhamel si uvědomoval nemožnost srovnávat geometrickými prostředky oblouky

r̊uzných křivek, př́ıpadně oblouky s úsečkami. Abychom mohli vyjádřit délku oblouku,

tedy přǐradit danému oblouku jednoznačně č́ıslo vyjadřuj́ıćı jeho délku, je podle něj

potřeba nejprve jasně definovat, co rozumı́me pojmem délka oblouku křivky. Duhamel

[1866, s. 412] ji definuje jako limitu, k ńıž se bĺıž́ı délka lomené čáry vepsané danému

oblouku, když se délky stran lomené čáry vesměs bĺıž́ı nule.
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Aby tato definice měla smysl, dokazuje Duhamel, že tato limita existuje a je jednoznačně

určena bez ohledu na to, jakým zp̊usobem je děleńı oblouku realizováno. Předpokládá

konkávnost křivky mezi koncovými body celého oblouku; pokud tomu tak neńı, lze

rozdělit oblouk na menš́ı části, z nichž každá jednotlivě podmı́nku splňuje. Pro speciálně

zvolené děleńı oblouku nejprve dokáže, že posloupnost délek vepsaných lomených čar je

shora ohraničená a rostoućı a má tedy limitu.

Tato limita nezáviśı na zp̊usobu vepsáńı lomené čáry, za předpokladu, že délky jej́ıch

stran se bĺıž́ı nule. Duhamel [1866, s. 398] sv̊uj d̊ukaz oṕırá o tzv. ”principe fondamental

des infinement petites“, podle kterého

limita součtu veličin nekonečně malých11 se nezměńı, jestliže tyto veličiny
zaměńıme jinými veličinami, jejichž poměry k odpov́ıdaj́ıćım p̊uvodńım veli-
činám jsou rovny jedné.

Jinými slovy: Plat́ı-li α1(x)+α2(x)+· · ·+αn(x) → L ∈ R pro n→∞ a zároveň αk(x) ≥ 0

a limx→0 αk(x) = 0 pro každé k = 1, 2, . . . , n, pak také součet β1(x) + β2(x) · · ·+ βn(x)

konverguje k L, jestliže pro všechna k = 1, 2, . . . , n se poměr βk(x)/αk(x) pro x → 0

bĺıž́ı jedné.

Duhamel neformuloval zvlášt’ podmı́nky rektifikovatelnosti; ve svých úvahách se omezil

na takové oblouky, kterým bylo možné přǐrazovat č́ıslo vyjadřuj́ıćı jejich délku.

1.10 Délka grafu a nespojité funkce

Paul du Bois-Reymond (1831 – 1889) měl bĺızko k Weierstrassovi v zájmu o základy

analýzy a nezávisle na Cantorovi se zabýval i problematikou nekonečných bodových

množin. V článku [du Bois-Reymond, 1879] se zabýval otázkou rektifikace ve vztahu

k určeńı nejkratš́ı spojnice dvou bod̊u ve variačńım počtu. Chtěl speciálně podat prvńı

korektńı (z teorie integrálu vycházej́ıćı) d̊ukaz tvrzeńı, že mezi všemi rektifikovatelnými

liniemi spojuj́ıćımi dva body je úsečka nejkratš́ı. Protože pojem délky křivky (grafu

funkce y = f(x), x ∈ [a, b]) v sobě zahrnuje představu limitńıho přechodu, jedná se

o pojem bytostně analytický. Otázka rektifikovatelnosti pak podle du Bois-Reymonda

muśı souviset s existenćı integrálu (1.1).

Du Bois-Reymond nepožadoval spojitost funkce f , která byla dř́ıve při úvahách o délce

křivky mlčky předpokládána. Má-li rektifikovatelná funkce v nějakém bodě x1 skokovou
11 Nekonečně malou veličinou rozumı́ Duhamel každou proměnnou veličinu, která konverguje k nule.

Nejde tedy o pevnou konstantńı veličinu v tradičńım smyslu, ale o proměnnou.
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nespojitost, je podle du Bois-Reymonda rozumné započ́ıtat hodnotu |f(x1+)− f(x1−)|
do délky jej́ıho grafu.

Uvažujme křivku představovanou grafem funkce f definované na intervalu [a, b], která je

na [a, b] spojitá s výjimkou bod̊u tvoř́ıćıch množinu P , kde má f skokové nespojitosti.

Předpokládejme, že f má spojitou derivaci na každém intervalu, který neobsahuje žádný

bod množiny P .

Je-li P konečná množina tvořená body

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn < b = xn+1,

definujeme délku křivky

L =
n∑

k=1

|f(xk+)− f(xk−)|+
n∑

k=0

∫ xk+1

xk

√
1 + [f ′(x)]2dx (1.10)

Tuto definici lze dále zobecnit pro př́ıpad, že P je množina prvńıho druhu, za předpokladu,

že řada ∑
k∈P

|f(xk+)− f(xk−)|

konverguje.12 Du Bois-Reymond byl přesvědčen, že toto je nejobecněǰśı definice délky

křivky. Kdyby množina P byla hustá (Du Bois-Reymond použ́ıval vlastńı termı́n ”pan-

tachisch“) v intervalu [a, b], neexistovala by v něm derivace f ′ a křivka by nebyla rek-

tifikovatelná. Pojmy množiny prvńıho druhu a množiny ř́ıdké v daném intervalu nebyly

v roce 1879 rozlǐsovány [Hawkins, 1975, s. 81].

Zat́ımco pro Duhamela neměla otázka nerektifikovatelných křivek zvláštńı význam, je-

jich př́ıpadná existence źıskala d̊uležitost po du Bois-Reymondově formulaci podmı́nek

rektifikovatelnosti.

Daľśım matematikem, jehož vztah k reálné analýze byl ovlivněn Weierstrassem, byl

Otto Stolz (1842 – 1905). V článku věnovaném citované Bolzanově práci se Stolz [1881]

zabýval otázkou, jak je vymezena tř́ıda funkćı, jejichž graf má pro a ≤ x ≤ b konečnou

délku. Stolz přitom uvažoval spojité funkce, které maj́ı v [a, b] derivaci f ′ integrovatelnou
12 Pojem množiny prvńıho druhu zavedl Georg Cantor (1845 – 1918) v prvńım d́ıle svého pojednáńı

o bodových množinách na př́ımce [Cantor, 1879], v němž shrnul výsledky svého studia nekonečných
bodových množin, kterému se věnoval v souvislosti s problémem jednoznačnosti reprezentace dané
funkce trigonometrickou řadou. Podle Bolzano–Weierstrassovy věty obsahuje každá nekonečná omezená
množina M na č́ıselné ose alespoň jeden hromadný bod. Množinu všech hromadných bod̊u množiny M
nazývá Cantor prvńı derivovanou množinou (erste abgeleitete Punktmenge) množiny M a označuje ji
M ′. Je-li M ′ nekonečná, obsahuje opět alespoň jeden hromadný bod. Množinu všech hromadných bod̊u
množiny M ′ nazývá Cantor druhou derivovanou množinou množiny M a označuje ji symbolem M ′′.
Obecně n-tou derivovanou množinu množiny M označuje Cantor symbolem M (n). Je-li pro nějaké n ∈ N
množina M (n) konečná, nazývá se M množinou prvńıho druhu (eine Punktmenge der ersten Gattung). Ve
stejné době se problematikou nekonečných bodových množin na č́ıselné ose zabýval i du Bois-Reymond.



Kapitola 1. Problém rektifikace 39

v du Bois-Reymondově smyslu (jinými slovy množina bod̊u nespojitosti f ′ je prvńıho

druhu, viz [Hawkins, 1975, s. 81]). Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou rektifikovatelnosti

grafu y = f(x), x ∈ [a, b] je podle Stolze absolutńı konvergence integrálu
∫ b
a f

′(x)dx

(která zaručuje konvergenci
∫ b
a

√
1 + [f ′(x)]2 dx).

Du Bois-Reymondovo přesvědčeńı o souvislosti mezi existenćı integrálu (1.1) (v Rie-

mannově smyslu) a rektifikovatelnost́ı grafu funkce zpochybnil Ludwig Scheeffer (1859 –

1885). Na Scheeffera měl velký vliv Cantor, který sám vysoce hodnotil jeho výsledky

a doporučoval jejich otǐstěńı v Acta mathematica. Slibná kariéra Ludwiga Scheeffera

však byla předčasně ukončena tyfem ve věku pouhých 26 let.

Prvńı ze tř́ı Scheefferových př́ıspěvk̊u, které se v Acta mathematica objevily, byl věnován

rektifikaci křivek. Hutný, asi třicetistránkový text obsahuje vedle několika definic sedm

vět doprovázených př́ıklady. V úvodu Scheeffer [1884, s. 49] ṕı̌se, že jeho zájem o tuto

problematiku byl podńıcen studiem vlastnost́ı jedné pozoruhodné funkce, která

je všude spojitá, jej́ı derivace (jakož i jej́ı kvadrát) však má v každém libo-
volně malém intervalu nenulovou oscilaci, takže určitý integrál∫ x1

x0

√
1 + f ′(x)2 dx

podle Riemannovy definice nenabývá žádného smyslu. Přesto z geometrických
úvah jednoznačně vyplývá, že touto funkćı definovaná křivka má mezi každými
svými dvěma body určitou konečnou délku.

Podle Scheeffera je třeba otázku rektifikovatelnosti zkoumat nezávisle na otázce existence

integrálu (1.1).

Scheeffer definuje délku oblouku křivky představované grafem funkce y = f(x) mezi

body [x0, y0] a [x1, y1] v zásadě stejně jako Duhamel a Stolz, tj. jako limitu, k ńıž se bĺıž́ı

délky vepsaných lomených čar, když se délky interval̊u mezi jednotlivými děĺıćımi body

intervalu [x0, x1] vesměs bĺıž́ı nule. Zat́ımco Duhamel se zabýval spojitými a alespoň

po částech hladkými funkcemi, Scheeffer neklade na funkci f a priori žádná omezeńı.

Představu spojité čáry lze podle něj přijmout až na základě jeho definice délky oblouku.

Scheeffer se nejprve zabývá grafem spojité funkce a dokazuje znovu Duhamelovo tvrzeńı

o nezávislosti limity posloupnosti délek vepsaných lomených čar na zp̊usobu děleńı. Daľśı

tvrzeńı se týkaj́ı nespojitých funkćı, které Duhamel neuvažoval, a stanoveńı podmı́nek

rektifikovatelnosti jej́ıch graf̊u. Scheeffer [1884, s. 61] v té souvislosti uvád́ı př́ıklad ne-

spojité funkce, pro kterou integrál vyjadřuj́ıćı délku oblouku neexistuje, ale jej́ıž graf

má přesto konečnou délku ve výše uvedeném smyslu. Necht’ w1, w2, . . . je spočetná
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množina libovolných hodnot a s1, s2, . . . spočetná množina kladných hodnot, přičemž

řada
∑∞

r=1 sr má konečný součet. Pak křivka definovaná rovnićı

y =
x∑
−∞

sr, (1.11)

v ńıž se sč́ıtá přes všechny indexy r, pro které je wr < x, má mezi každými dvěma

body [x0, y0] a [x1, y1] délku x1−x0 + y1− y0. Obzvlášt’ zaj́ımavou se tato vlastnost jev́ı

v př́ıpadě, kdy množina w1, w2, . . . je hustá. Co speciálně odlǐsuje tuto křivku od běžné

stupňovité lomené čáry, je to, že neobsahuje žádnou horizontálńı linii.

V souvislosti s t́ımto př́ıkladem uvád́ı Scheeffer i daľśı př́ıklady funkćı, pro které integrál

(1.1) nabývá jiné hodnoty než jakou má podle definice délka jejich grafu (jedná se o prvńı

př́ıklady tzv. singulárńıch funkćı, o kterých bude podrobněji pojednáno v odstavci 4.2).

Du Bois-Reymond a Scheeffer rozš́ı̌rili pojem rektifikovatelnosti i na př́ıpad graf̊u nespo-

jitých funkćı. Problém rektifikace tak byl spojen s problematikou výjimečných množin

a vřazen do obecného trendu v analýze v posledńı čtvrtině 19. stolet́ı. Scheeffer se

nicméně soustředil pouze na nejvýše spočetné množiny bod̊u nespojitosti. V závěru

svého pojednáńı slibuje přinést i výsledky týkaj́ıćı se množin vyšš́ı mohutnosti, tento

slib však on sám nesplnil.
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DIRKSEN, E. H. 1835. Über die Anwendung der Analysis auf die Rectification der Curven, die
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Kapitola 2

Křivka jako obraz intervalu

Pojem křivky byl dlouho chápán jako intuitivně jasný a nevyžaduj́ıćı zvláštńı definici.

Otázka ”Co je to vlastně křivka?“ začala nabývat na významu teprve v souvislosti

s vývojem matematiky ve druhé polovině 19. stolet́ı. Prvńı obecně přij́ımanou definićı

křivky se stala tzv. Jordanova definice, jež byla formulována na konci osmdesátých let

19. stolet́ı a vyjadřovala matematicky představu křivky jako dráhy pohybuj́ıćıho se bodu.

Brzy se však ukázalo, že Jordanova definice je př́ılǐs široká a že j́ı vyhovuj́ı i objekty, které

maj́ı k intuitivńı představě křivky daleko. Tzv. patologické křivky, chápané zpočátku

jako okrajové jevy, začaly na přelomu 19. a 20. stolet́ı hrát d̊uležitou roli a přispěly

významnou měrou k vývoji nových obor̊u: teorie množin a topologie.

2.1 Křivky a funkce

Prvńım, kdo formálně definoval funkci proměnné veličiny jako výraz sestavený z dané

proměnné a konstant, byl Johann Bernoulli (1667 – 1748) v roce 1718 [Jahnke, 2003,

s. 114]. Představy o závislosti dvou veličin, které vedly ke vzniku pojmu funkce, lze

nicméně považovat za jeden ze základńıch stavebńıch kamen̊u matematického myšleńı

a sledovat je i do hlubš́ı minulosti [Juškevič, 1966].

Pojem funkce a pojem křivky měly k sobě od počátku poměrně bĺızko. Křivka vyjadřuj́ıćı

závislost dvou veličin sloužila jako obraz funkce, postupem času se ale vztah obou pojmů

měnil. Geometricky znázornit funkci mohlo být v př́ıpadě složitěǰśıch předpis̊u proble-

matické nebo dokonce neproveditelné. Vzorce, pomoćı kterých byly funkce popisovány,

źıskávaly větš́ı nezávislost.

Kolem poloviny 18. stolet́ı se objevuje ještě jiné, odlǐsné pojet́ı funkce. Leonhard Euler

(1707 – 1783) chápal funkci nejen jako analytický výraz (vzorec) obsahuj́ıćı proměnné

44
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a konstanty (jako Bernoulli a Leibniz), ale také jako proměnnou závisej́ıćı na jiné

proměnné [Lützen, 2003, s. 156], tedy v podstatě v moderńım smyslu. Funkce zač́ınala

být chápána jako samostatný matematický pojem, který se nemusel nutně vztahovat ke

geometrickému vyjádřeńı.

Pro moderńı chápáńı pojmu funkce mělo zásadńı význam Fourierovo pojednáńı Théorie

analytique de la chaleur (1822). Joseph Fourier (1768 – 1830) měl bĺızko k hlavńımu

proudu francouzské matematiky na přelomu 18. a 19. stolet́ı, představovanému Lagran-

gem, Lacroixem a Laplacem. Jako vedoućı vědecké části expedice se zúčastnil i Napoleo-

novy výpravy do Egypta. Fourier vyslovil názor, že každá omezená funkce definovaná

na intervalu (−a, a), a > 0, může být vyjádřena ve tvaru trigonometrické řady s koe-

ficienty určenými známými integrálńımi vzorci. Jeho práce, která v době svého vzniku

nebyla přij́ımána jednoznačně, byla postavena na nejobecněǰśım chápáńı pojmu funkce.

Je nicméně otázkou, zda Fourier skutečně připouštěl vztah mezi proměnnými ve stejném

smyslu, v jakém jej chápe moderńı analýza. Hawkins [1975, s. 6–7] je např. přesvědčen, že

Fourier chápal pojem funkce v podstatě stejně jako matematikové 18. stolet́ı. Poukazuje

rovněž na to, že integrace byla ve Fourierově době chápána převážně jako inverzńı ope-

race k derivováńı a že Fourier si neuvědomoval potřebu od̊uvodnit platnost integrálńıch

vzorc̊u pro koeficienty trigonometrické řady.

Moderńı pojet́ı funkce ve smyslu přǐrazeńı jediné funkčńı hodnoty každé hodnotě ar-

gumentu rozv́ıjel Gustav Lejeune Dirichlet (1805 – 1859) v souvislosti s formulováńım

obecných podmı́nek konvergence Fourierovy řady. Dirichlet studoval v Pař́ıži, kde mezi

jeho učitele patřili mimo jiné Fourier a Poisson. Po návratu do Německa až do konce

života p̊usobil na německých univerzitách a přispěl k tomu, že Německo se ve druhé

polovině 19. stolet́ı stalo matematickou velmoćı.

Dirichlet byl zřejmě prvńım, kdo k jistému účelu vymezil specifickou tř́ıdu funkćı. Šlo

o po částech spojité a po částech monotonńı funkce, které lze reprezentovat konvergentńı

Fourierovou řadou [Volkert, 1987]. V té souvislosti publikoval Dirichlet [1829, s. 132]

známý př́ıklad funkce definované předpisem

ϕ(x) =

c jestliže x je racionálńı,

d jestliže x je iracionálńı,
(2.1)

kde c 6= d. Žádnou část Dirichletovy funkce (dnes zpravidla uváděné s c = 1 a d = 0)

nelze graficky reprezentovat křivkou.

Rovněž spojitost funkce přestávala mı́t vztah k algebraickému vyjádřeńı funkce. V 18. sto-

let́ı byla spojitost funkce dávána do souvislosti s platnost́ı jednoho předpisu. Funkce

y = 1/x byla v tomto smyslu spojitá, i když jej́ı graf sestává ze dvou oddělených větv́ı.
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Nové chápáńı pojmu spojitosti funkce přǐslo s Bolzanem a Cauchym. Spojitou byla

zhruba řečeno nazvána taková funkce, jej́ımž grafickým vyjádřeńım je souvislá čára.

Tř́ıda spojitých funkćı (v novém smyslu) představovala d̊uležitou oblast, která začala

být intenźıvně studována.

Křivka vyjadřuj́ıćı podobu (spojité) funkce byla převážně chápána kinematicky. Tato

představa je explicitně vyádřena např. v knize Instituzioni analytiche z roku 1748, jej́ıž

druhá část, obsahuj́ıćı základy infinitezimálńıho počtu, byla roku 1775 vydána fran-

couzsky pod názvem Traités élémentaires de calcul différentiel et de calcul intégral.

Jedná se o prvńı učebnici infinitezimálńıho počtu napsanou ženou. Maria Gaetana Agne-

siová (1718 – 1799), ”nejvýznamněǰśı matematička od dob Hypatie“ [Struik, 1986, s. 178],

popisuje funkci takto [Agnesi, 1775, s. 2]:

Proměnnými nazýváme takové veličiny, které mohou r̊ust či klesat, a před-
stavujeme si je jako fluenty, uvedené do spojitého pohybu p̊usobeńım nějaké
śıly.

Zdálo se samozřejmé, že dráha pohybuj́ıćıho se bodu muśı být hladká, alespoň po částech.

To vedlo k názoru, že i spojitá funkce muśı být diferencovatelná, s př́ıpadnou výjimkou

konečného počtu bod̊u.

Takto uvažuje např. Louis Poinsot (1777 – 1859), který byl ve svém př́ıstupu ovlivněn

Lagrangem. Poinsot stanul po Lagrangeově smrti roku 1813 v čele odděleńı matema-

tických věd Institutu, založeného v porevolučńı době jako náhrada za zrušenou Akademii.

V době restaurace byl však jako exponent ćısařstv́ı nucen odstoupit (jeho nástupcem na

École Polytechnique se stal Cauchy). Ve svých přednáškách pro École Polytechnique

Poinsot [1816, s. 116] uvád́ı, že poměr př́ır̊ustk̊u proměnných ∆y/∆x má vždy limitu

pro ∆x bĺıž́ıćı se nule a oṕırá se při tom o představu křivky, která je geometrickým

znázorněńım y jako funkce x a jej́ıž tečna ”bezpochyby existuje“.

Ještě dř́ıve se souvislost́ı mezi spojitost́ı funkce a existenćı derivace v daném intervalu

zabýval André Marie Ampère (1775 – 1836). Jeho článek [1806] se oṕıral o Lagrangeovu

teorii analytických funkćı a obsahoval (mylný) d̊ukaz, že každá spojitá funkce je diferen-

covatelná v každém bodě, až na př́ıpadný konečný počet bod̊u, kde derivace neexistuje.

Je třeba připomenout, že v té době nebyly ještě pojmy funkce a spojitosti definovány

v dnešńım smyslu.

O Ampèrově závěru však nepochybovali ani autoři většiny učebnic analýzy, které byly

napsány v následuj́ıćıch desetilet́ıch. Joseph Ludwig Raabe (1801 – 1859) v knize Differen-

tial- und Integralrechnung vydané roku 1839 rozumı́ pod pojmem funkce každý výraz,

utvořený konečným či nekonečným počtem algebraických operaćı obsahuj́ıćıch proměn-

nou. Spojitou funkci definuje v podstatě v Cauchyově smyslu jako funkci, u ńıž nekonečně
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malá změna (nezávisle) proměnné vede k nekonečně malé změně hodnoty. Z ”Ampèrovy

věty“ čińı Raabe [1839, s. v. a 7] základ diferenciálńıho počtu.

Rovněž Joseph Bertrand (1822 – 1900) a Henri Garcet (1815 – 1871) v knize Traité d’algeb-

re, která se dočkala mnoha vydáńı, obecně konstatuj́ı (aniž by se zabývali podrobnostmi),

že spojitá funkce f má v každém bodě derivaci, nebot’ ”spojitá křivka [reprezentovaná

rovnićı y = f(x)] má v každém bodě definovanou tečnu“ [Bertrand, 1878, 94].

Dne 18. července 1872 popsal Karl Weierstrass (1815 – 1897) ve své přednášce pro Králov-

skou akademii v Berĺıně spojitou funkci, která v rozporu se všeobecným očekáváńım

nemá vlastńı derivaci v žádném bodě. Weierstrassova funkce je definována jako součet

nekonečné (trigonometrické) řady

f(x) =
∞∑

n=0

bn cos (anxπ), (2.2)

kde a je liché celé č́ıslo a b kladná konstanta menš́ı než 1. Weierstrass ukázal, že pokud

hodnota součinu ab je větš́ı než 1 + 3π/2, nemá funkce derivaci v žádném bodě.

Text p̊uvodńı přednášky byl vydán až ve druhém d́ıle Weierstrassových spis̊u [Weier-

strass, 1895], přesto se však Weierstrassova funkce stala prvńı spojitou nediferencova-

telnou funkćı, jej́ıž objev byl publikován. Zásluhu na tom měl Paul du Bois-Reymond

(1831 – 1889), který o Weierstrassově funkci referoval v článku [du Bois-Reymond, 1875],

zabývaj́ıćım se i daľśımi otázkami.

Weierstrassova funkce vyvolala v matematických kruźıch značný rozruch. O tom, jakým

dojmem zap̊usobila, svědč́ı nakonec i slova samotného du Bois-Reymonda ze zmı́něného

článku.

Ještě mnohá tajemstv́ı se Weierstrassova funkce zdá ukrývat, a nemohu se
ubránit pomyšleńı, že jsme zde vedeni hluboko až k samé hranici našeho
intelektu, podobné té, jakou v mechanice vyznačuj́ı pojmy hmoty a śıly.

Časem se ukázalo, že prvńı př́ıklady funkćı tohoto typu byly popsány ještě před Weier-

strassem. Nejstarš́ım známým př́ıkladem je Bolzanova funkce, která je spojitá v intervalu

[a, b], ale nemá v žádném bodě tohoto intervalu vlastńı derivaci (Bolzano dokázal, že

body, v nichž tato funkce nemá vlastńı derivaci, tvoř́ı v intervalu [a, b] hustou množinu

[Hykšová, 2003, s. 176]). Bolzano ji popsal před rokem 1834, avšak jeho objev z̊ustal

pouze v rukopise a byl publikován až dlouho po Bolzanově smrti (v́ıce o Bolzanově fun-

kci v části 5.7). O historii tohoto typu funkćı existuje rozsáhlá literatura (např. [Singh,

1953], [Volkert, 1987]).



Kapitola 2. Křivka jako obraz intervalu 48

Vznikla otázka, zda grafy takových funkćı lze ještě považovat za křivky. I du Bois-Rey-

mond, který prvńı podal zprávu o Weierstrassově funkci, napsal, že

v každém př́ıpadě pojem křivky, jak se použ́ıvá v geometrii, variačńım počtu
nebo v mechanice, předpokládá existenci tečen.1

Uvedený citát pocháźı z du Bois-Reymondovy reakce [1885] na Scheefferovo pojednáńı

o rektifikaci. Jak bylo řečeno v předchoźı kapitole, Scheeffer na základě př́ıkladu nespojité

funkce, jej́ıž graf má z geometrického hlediska konečnou délku, avšak Riemann̊uv integrál

(1.1) pro ni neexistuje, odmı́tl spojovat problém rektifikovatelnosti s otázkou existence

integrálu (1.1), jak to činil du Bois-Reymond.

Ukazovalo se stále naléhavěji, že je potřeba vyjasnit nejen pojem délky křivky, ale i pojem

křivky samotné.

2.2 Jordanova definice křivky a Jordanova věta

V pr̊uběhu 80. let 19. stolet́ı vyšla poprvé tř́ısvazková učebnice Cours d’analyse de l’École

Polytechnique (1882 – 1887), jej́ımž autorem byl Camille Jordan (1838 – 1922). Jordan

patř́ı spolu s Cauchym a Duhamelem mezi ty francouzské matematiky spojené s École

Polytechnique, kteř́ı výrazně přispěli k vývoji analýzy v 19. stolet́ı. Třet́ı svazek Cours

d’analyse vydaný v roce 1887 obsahuje dodatek Note sur quelques points de la théorie

des fonctions, ve kterém Jordan reviduje některé partie z hlediska soudobých nárok̊u

na přesnost. Dodatek obsahuje d̊ukazy dvou vět, v nichž se vyskytuje pojem křivky:

Cauchyovy věty a Jordanovy věty. V té souvislosti je zde podána obecná definice křivky,

která se dnes nazývá Jordanova a která odráž́ı představu křivky jako dráhy pohybuj́ıćıcho

se bodu [Jordan, 1887, s. 587].

Definice. Křivkou (v rovině) nazýváme množinu bod̊u popsaných rovnicemi

x = f(t), y = ϕ(t), (2.3)

kde t je nezávislý parametr. Jsou-li f a ϕ spojité funkce proměnné t, hovoř́ıme o spojité

křivce. Maj́ı-li tyto funkce stejnou periodu, jedná se o uzavřenou křivku. Nabývaj́ı-li x

a y zároveň stejných hodnot pro r̊uzné hodnoty t, má křivka v́ıcenásobné body. 2

1 Du Bois-Reymond použ́ıvá v tomto smyslu vlastńı pojem
”
Orthoidie“, který v matematice ne-

zdomácněl, ale přesto se objevil i v české literatuře. Práce Karla Čupra (1883 – 1956) O funkćıch
anorthoidńıch, která vyšla roku 1912 jako součást výročńı zprávy II. české státńı reálky v Brně, je
daľśım solidńım zdrojem informaćı o historii spojitých nediferencovatelných funkćı.

2 Uvedená formulace včetně zvýrazněńı odpov́ıdá p̊uvodńı definici. Tzv. Jordanova definice křivky
přij́ımaná v pozděǰśı době se omezuje na spojité funkce f a ϕ a t ∈ [a, b], někdy vylučuje i v́ıcenásobné
body.
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Definice křivky je doplněna definićı délky oblouku odpov́ıdaj́ıćıho hodnotám a ≤ t ≤ b

a stanoveńım nutné a postačuj́ıćı podmı́nky jeho rektifikovatelnosti. Jestliže

a = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn = b (2.4)

je děleńı intervalu [a, b] a f(tk) = xk, ϕ(tk) = yk, k = 0, 1, . . . , n, bude délka lomené čáry

vepsané křivce, jej́ımiž vrcholy jsou body [x0, y0], [x1, y1], . . . , [xn, yn] rovna

n∑
k=1

√
(xk − xk−1)2 + (yk − yk−1)2. (2.5)

Existuje-li konečná limita výrazu (2.5) pro n → ∞ (za předpokladu, že délky děĺıćıch

interval̊u se vesměs bĺıž́ı nule), nazývá Jordan ve shodě s Duhamelem tuto limitu délkou

oblouku křivky.

K tomu, aby oblouk měl konečnou délku, je nutné a stač́ı, aby součty

n∑
k=1

|xk − xk−1|,
n∑

k=1

|yk − yk−1|

byly omezené pro všechna děleńı (2.4). Jinými slovy, oblouk je rektifikovatelný, jestliže

funkce f a ϕ maj́ı na intervalu [a, b] konečnou variaci .3

V komplexńı analýze se dnes Jordanovou křivkou většinou rozumı́ homeomorfńı obraz

jednotkové kružnice. Označ́ıme-li C takovou křivku a IntC jej́ı vnitřek, pak lze Cau-

chyovu větu formulovat takto (podrobněji viz např. [Černý, 1983, s. 202]):

Věta (Cauchy). Je-li C rektifikovatelná kladně orientovaná uzavřená Jordanova křivka

a je-li funkce f holomorfńı v otevřené množině G, která obsahuje množinu IntC, potom∫
C
f(z) dz = 0. (2.6)

V Jordanově formulaci [1887, s. 605] se jednalo o uzavřenou rektifikovatelnou křivku lež́ıćı

ve vnitřku uzavřené křivky bez v́ıcenásobných bod̊u, kde je funkce f holomorfńı. Tato

věta vyžadovala rovněž vyjasněńı pojmu vnitřku uzavřené křivky. Jordan ćıtil nutnost

dokázat intuitivně samozřejmé tvrzeńı o tom, že uzavřená spojitá křivka rozděluje rovinu

na vněǰśı a vnitřńı část, přičemž vnitřńı ”obsahuje kruh konečného poloměru“ [Jordan,

1887, s. 593].
3 Jordan zavedl pojem konečné variace (oscillation limitée) v př́ıspěvku [Jordan, 1881], ve kterém se

zabýval otázkou, jaké podmı́nky muśı splňovat daná funkce, aby bylo možné ji reprezentovat trigono-
metrickou řadou.
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Moderńı formulace Jordanovy věty [Černý, 1983, s. 138] využ́ıvá pojem komponenta.

Je-li M ⊂ C, pak každou maximálńı souvislou podmnožinu M nazýváme komponentou

množiny M .

Věta (Jordan). Necht’ C je Jordanova křivka v C. Pak množina C \C je tvořena právě

dvěma komponentami, z nichž právě jedna je omezená. Hranićı obou komponent je C.

Jordan [1887, s. 592–593] při d̊ukazu vycházel z předpokladu, že tvrzeńı věty plat́ı pro

uzavřenou lomenou čáru bez v́ıcenásobných bod̊u. K dané křivce C lze sestrojit lome-

nou čáru P , která aproximuje C s libovolnou přesnost́ı. K ńı se sestroj́ı lomené čáry

S a S′ lež́ıćı vně resp. uvnitř P tak, aby C ležela mezi nimi. Daľśım krokem je pak

konstrukce posloupnost́ı lomených čar S1, S2, . . . a S′1, S
′
2, . . . tak, že C bude stále ležet

mezi odpov́ıdaj́ıćımi si čarami Sk a S′k a ty budou obě pro každé k > 1 ležet mezi čarami

Sk−1 a S′k−1. C tak bude zřejmě stále ležet uvnitř prstence děĺıćıho rovinu na dvě části.

Jordan̊uv d̊ukaz byl záhy kritizován. Jeho zásluhou ale je, že rozpoznal závažnost věty

a pokusil se ji dokázat. Pro Jordana měla tato věta využit́ı hlavně v analýze v kom-

plexńım oboru, Schoenflies a daľśı si však začali uvědomovat jej́ı význam v topologii

[Johnson, 1979, s. 168].

Prvńı verze Jordanovy věty se objevuje již v Bolzanově rukopise Anti-Euclid ze 40. let

19. stolet́ı, ve kterém Bolzano požaduje přeformulováńı eukleidovské geometrie podle

zásad správné výstavby vědecké teorie, jak ji představil ve svém spise Wissenschaftslehre.

Řada základńıch pojmů geometrie neńı podle Bolzana uspokojivě definována. Podobně

některá tvrzeńı postrádaj́ı d̊ukaz. Mezi tato tvrzeńı patř́ı i následuj́ıćı věta [Johnson,

1976, s. 285]:

Lež́ı-li uzavřená křivka v rovině a jestliže pomoćı souvislé linie 4 spoj́ıme bod
lež́ıćı uvnitř uzavřené křivky s bodem lež́ıćım vně, pak tato souvislá linie
protne uzavřenou křivku.

Johnson [1976, s. 285] spatřuje Bolzanovu motivaci v kritice Eukleidova prvńıho d̊ukazu

týkaj́ıćıho se konstrukce rovnostranného trojúhelńıku nad danou úsečkou, kterou vznesli

Wolff a Kästner. Bolzan̊uv vhled do problému byl ale podle něj mnohem hlubš́ı.

2.3 Cantor̊uv paradox dimenze

Korespondence mezi reálnými č́ısly a body č́ıselné osy, která je součást́ı běžného školńıho

výkladu teorie reálných č́ısel, byla korektńım zp̊usobem ustanovena v pojednáńı Stetig-

keit und die Irrationalzahlen Richarda Dedekinda (1831 – 1916) z roku 1872. Teorie
4 O Bolzanově pojet́ı linie, souvislé linie apod. pojednává odst. 3.2.
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Dedekindových řez̊u, která se stala základńı součást́ı teorie reálných č́ısel, je založena

na výsledćıch, k nimž Dedekind dospěl již na konci 50. let při zkoumáńı otázek spoji-

tosti. Dedekind ukazuje, že množina reálných č́ısel je spojitá ve stejném smyslu, v jakém

byla spojitost intuitivně přisuzována př́ımce. Impulsem k publikováńı této teorie bylo

Cantorovo pojednáńı o reálných č́ıslech, které vyšlo téhož roku a o kterém se Dedekind

s uznáńım zmiňuje. Dauben [1979, s. 48] upozorňuje, že naopak Dedekindovo tvrzeńı,

že ”č́ıselná osa je nekonečně bohatš́ı na body než obor racionálńıch č́ısel na č́ısla“,

předznamenalo daľśı směr Cantorova výzkumu nekonečných množin.

Nástrojem pro porovnáváńı nekonečných množin se Cantorovi stal pojem mohutnosti

(Mächtigkeit), jeden ze základńıch stavebńıch kamen̊u jeho teorie množin. Množiny M

a N maj́ı stejnou mohutnost (jsou ekvivalentńı), jestliže existuje prosté zobrazeńı M

na N . Již roku 1874 Cantor potvrdil obecně přij́ımaný názor, že reálných č́ısel je ”v́ıce“

než přirozených, když dokázal, že neexistuje prosté zobrazeńı množiny přirozených č́ısel

na množinu reálných č́ısel.

Daľśım Cantorovým krokem bylo porovnáńı mohutnosti bodových množin reprezen-

tuj́ıćıch útvary r̊uzné dimenze, tedy např. úsečky a čtverce. Cantor si položil na prvńı

pohled absurdńı otázku, zda by bylo možné naj́ıt prosté zobrazeńı úsečky na čtverec

a zřejmě i ke svému vlastńımu překvapeńı dospěl ke kladné odpovědi. V roce 1877 ozna-

muje Dedekindovi překvapuj́ıćı výsledek, že v́ıcerozměrné útvary maj́ı stejnou mohutnost

jako křivky [Dauben, 1979, s. 54–55].

Cantorova prvńı úvaha se oṕırala o představu vyjádřeńı souřadnic bodu v́ıcerozměrného

útvaru pomoćı desetinného rozvoje a jejich složeńı do desetinného rozvoje bodu úsečky.

Ve zjednodušeném dvourozměrném př́ıpadě by se bod jednotkového čtverce popsal po-

moćı dvojice č́ısel

x = 0, a1a2 . . . an . . . , y = 0, b1b2 . . . bn . . . , (2.7)

které by se přǐradil bod jednotkového intervalu

t = 0, a1b1a2b2 . . . anbn . . . . (2.8)

V prvńı verzi Cantorova d̊ukazu odhalil Dedekind rychle slabé mı́sto: t́ım byla reprezen-

tace č́ısel s ukončeným desetinným rozvojem. Cantor připustil oprávněnost Dedekindovy

námitky a slabé mı́sto v d̊ukazu odstranil, i když za cenu ztráty jednoduchosti argumen-

tace.

Cantor své výsledky publikoval v článku [Cantor, 1877]. Zd̊urazňuje v něm, že k jed-

noznačnému určeńı prvku Rn stač́ı jediný parametr a dimenze chápaná jako počet
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nezávislých parametr̊u nutných k určeńı daného prvku neńı jedinečnou charakteristikou

prostoru.

S takto připravenou p̊udou formuluje Cantor [1877, s. 245] hlavńı tvrzeńı svého po-

jednáńı:

Necht’ x1, x2, . . . , xn je n vzájemně nezávislých proměnných veličin nabývaj́ı-
ćıch hodnot ≥ 0 a ≤ 1 a necht’ t je jiná proměnná se stejným oborem hodnot
(0 ≤ t ≤ 1). Pak je možné veličinu t př́ı̌radit systému n veličin x1, x2, . . . , xn

tak, že jedné hodnotě t př́ısluš́ı jeden určitý systém hodnot x1, x2, . . . , xn

a jednomu danému systému x1, x2, . . . , xn př́ısluš́ı určitá hodnota t.

V d̊ukazu na rozd́ıl od prvńı verze sdělené Dedekindovi uvažuje nejprve pouze množiny

iracionálńıch č́ısel z intervalu (0, 1). V daľśım kroku pak ukáže, že existuje prosté zob-

razeńı množiny všech iracionálńıch č́ısel z intervalu (0, 1) na množinu všech reálných

č́ısel z intervalu [0, 1].

Článek [Cantor, 1877] byl posledńım Cantorovým př́ıspěvkem v Journal für die reine

und angewandte Mathematik. Vliv Leopolda Kroneckera (1823 – 1891) vedl k tomu, že

Cantor daľśı výsledky svého studia nekonečných množin publikoval v Mathematische

Annalen [Dauben, 1979, s. 69].

2.4 Otázka invariance dimenze

Existuje-li prosté zobrazeńı úsečky na čtverec, stač́ı k jednoznačnému určeńı libovolného

bodu čtverce jediný parametr. Pokud bychom chápali dimenzi nějakého geometrického

objektu zhruba řečeno jako počet nezávislých parametr̊u (souřadnic), které jsou potřeba

k jednoznačnému určeńı jeho libovolného bodu, byl Cantor̊uv výsledek v rozporu se

zřejmou dvourozměrnost́ı čtverce. To vedlo k velmi závažným otázkám, týkaj́ıćım se

samotného pojmu dimenze a jeho invariance v̊uči jistému druhu zobrazeńı. Cantor̊uv

výsledek v podstatě znamenal, že z existence bijekce ϕ : Rn → Rm neplyne n = m.

Otázka zněla, zda připojeńım daľśıch předpoklad̊u o zobrazeńı ϕ nelze dosáhnout toho,

že dimenze bude v̊uči ϕ invariantńı.

V chápáńı geometrického prostoru a dimenze došlo v 19. stolet́ı k podstatným změnám.

Geometrie se postupně oprostila od vazby na reálný svět a každodenńı zkušenost. Obecná

teorie rozlehlosti a spojitých veličin, kolem poloviny 19. stolet́ı rozv́ıjená na filosoficko-

geometrických základech předevš́ım Grassmannem, Riemannem a Helmholtzem, měla

značný význam i pro základy analýzy.
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Bernhard Riemann (1826 – 1866) se těmito otázkami zabýval ve své habilitačńı přednášce

Über die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen na univerzitě v Göttingen,

přednesené roku 1854, avšak publikované až roku 1868. V prvńı části vysoce ceněné

přednášky formuloval Riemann pojem n-rozměrné variety (n-fach augedehnten Man-

nigfaltigkeit). Riemannova teorie měla sloužit jako obecný rámec pro analysis situs, jak

byla tehdy nazývána topologie; chápáńı variety jako topologického objektu patrně zt́ıžilo

srozumitelnost Riemannových myšlenek [Johnson, 1979, s. 121]. Riemann ukazuje induk-

tivńı zp̊usob konstrukce n-rozměrné variety na základě představy pohybu. Obráceným

postupem lze podle Riemanna specifikovat bod n-rozměrné variety pomoćı n reálných

č́ısel (Größenbestimmungen). Johnson [1979, s. 127] při kritickém zkoumáńı této části

Riemannovy přednášky uvád́ı vážné koncepčńı pot́ıže a konstatuje, že ”Riemann teprve

ohledával cestu vedoućı k obecné topologii“.

Cantor̊uv paradoxńı výsledek zpochybnil závěry Riemanna a daľśıch týkaj́ıćı se souřadni-

cového pojet́ı dimenze a jej́ı invariance. Cantor a Dedekind nový objev interpreto-

vali r̊uzně. Pro Cantora znamenal nutnost revize všech dosavadńıch výsledk̊u, které se

př́ımo či nepř́ımo oṕıraly o předpoklad invariance dimenze. Dedekind naproti tomu hájil

předchoźı výsledky a přikláněl se k názoru, že invarianci dimenze lze obhájit připojeńım

požadavku spojitosti zobrazeńı ϕ [Dauben, 1979, s. 57].

V době bezprostředně následuj́ıćı vyšlo několik článk̊u obsahuj́ıćıch d̊ukazy, že nelze

sestrojit prosté a nav́ıc spojité zobrazeńı Rn na Rm, pokud n 6= m. Lüroth, Thomae

a Jürgens, jejichž př́ıspěvky vyšly během roku 1878, se snažili s menš́ı či větš́ı mı́rou

obecnosti ukázat, že předpoklad spojitosti zajist́ı invarianci dimenze v tom smyslu, jak

byla chápána před Cantorem. Eugen Netto (1848 – 1919) šel dále než jeho předch̊udci.

Netto studoval v Berĺıně u Kummera a Weierstrasse a devět let učil na gymnáziu

Friedricha Werdera; z té doby pocháźı jeho článek o invarianci dimenze. Po krátkém

p̊usobeńı ve Štrasburku źıskal na Weierstrassovo doporučeńı mı́sto na berĺınské uni-

verzitě. Téměř čtvrt stolet́ı pak p̊usobil jako řádný profesor na univerzitě v Giessenu.

Vedle práce o invarianci dimenze jsou známy předevš́ım jeho výsledky z oblasti teorie

grup.

V článku [Netto, 1879] dokazuje Netto obecné tvrzeńı, které je dnes občas spojováno

s jeho jménem [Sagan, 1994, s. 6].

Věta (Netto). Je-li f prosté zobrazeńı m-rozměrné variety na n-rozměrnou varietu

a m 6= n, pak f neńı spojité.

Necht’ Mn označuje n-rozměrnou varietu. Prosté zobrazeńı mezi M0 (podle Netta jedno-

prvkovou množinou) a M1 (liníı) zřejmě neńı možné. Totéž plat́ı o prostém zobrazeńı
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mezi Mn, n ≥ 1 a M0. Označ́ıme A jednoduchý uzavřený oblouk (einfache geschlossene

Linie) v M2 a předpokládáme jeho prosté zobrazeńı do M1. Obraz A v M1, který

označ́ıme A, nemůže být jednoprvkovou množinou ani celou M1 a muśı podle Netta být

určitou část́ı (ein bestimmtes Stück) linie M1. Uvažujme v M1 nějaký bod lež́ıćı uvnitř A

a jiný bod, který neńı prvkem A. Chceme-li spojit tyto dva body obloukem (auf stetigem

Wege) lež́ıćım v M1, muśıme překonat některý z koncových bod̊u A (označme je α1, α2).

Necht’ těmto bod̊um odpov́ıdaj́ı v M2 body a1, a2. Kdyby zobrazeńı M2 →M1 bylo nav́ıc

spojité, pak by nebylo možné spojit žádnou dvojici bod̊u v M2, z nichž jeden je prvkem

A a druhý ne, aniž by spojuj́ıćı oblouk obsahoval některý z bod̊u a1, a2. Z toho plyne,

že jednoznačné zobrazeńı M2 →M1 nemůže být zároveň spojité. Netto tuto úvahu dále

zobecňuje na př́ıpad v́ıcerozměrných variet.

Nett̊uv d̊ukaz, jehož hlavńı myšlenka je zde reprodukována (včetně p̊uvodńıho značeńı),

ilustruje dobře stav vývoje topologie na konci sedmdesátých let 19. stolet́ı. Netto si

kladl otázky, které byly pro uchopeńı problému zásadńı: co znamenaj́ı pojmy hranice

a vnitřek množiny, co je vlastně dimenze a jakým zp̊usobem by měla být korektně defi-

nována apod. Souvislost chápe Netto jako možnost spojit každou dvojici bod̊u obloukem,

který je celý součást́ı dané množiny. Na druhé straně je však Nett̊uv postup částečně

založen na intuici, některá tvrzeńı nećıt́ı potřebu dokazovat. Neńı-li obrazem oblouku

bod, muśı j́ım být zase oblouk, konstatuje např. Netto. Důkladný rozbor ukazuje, že jeho

postup se oṕırá o daľśı předpoklady, jako je věta o invarianci oblasti nebo předpoklad

o separovatelnosti bod̊u [Johnson, 1979].

Dokázat invarianci dimenze se pokusil rovněž Cantor v článku z roku 1879. Jeho d̊ukaz

se oṕıral o jisté zobecněńı věty o mezihodnotě.

Nettovy a Cantorovy výsledky byly zprvu obecně přij́ımány; Jürgens sice upozornil záhy

na mezery v Nettově argumentaci, avšak jeho osmnáctistránkový spis Allgemeine Sätze

über Systeme von zwei eindeutigen und stetigen reellen Functionen von zwei reellen

Veränderlichen, vydaný jako soukromý tisk v nakladatelstv́ı B. G. Teubner roku 1879,

z̊ustal asi v́ıceméně bez povšimnut́ı [Dauben, 1979, s. 324].

Enno Jürgens (1849 – 1907) studoval v Heidelbergu a doktorskou disertačńı práci obhájil

roku 1875 na univerzitě v Halle. Od roku 1883 p̊usobil na Technische Hochschule v Cá-

chách. K problematice invariance dimenze se vrátil na konci stolet́ı v pojednáńı [Jürgens,

1899], v němž kriticky rozeb́ıral mezery jak v Nettově, tak i v Cantorově postupu ve světle

nových objev̊u, např. Peanovy křivky (viz následuj́ıćı odstavec). Jürgens poukazoval na

nutnost vyjasnit pojem dimenze v jistých patologických př́ıpadech, kdy např. množina

bod̊u lež́ıćıch na ploše nemá ani charakter linie ani charakter plochy (ein ausdehnungloser

Teil). Tato kritika měla na rozd́ıl od jeho předchoźıho článku ohlas a jeho argumenty

přejal např. Schoenflies [1908].
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Hodnoceńı Nettova postupu u moderńıch autor̊u do značné mı́ry záviśı na tom, zda

jsou v́ıce zd̊urazněny nové myšlenky [Dauben, 1979, s. 72] nebo mezery v argumentaci

[Johnson, 1979]. Práce Netta, Jürgense a Cantora však měly nepochybně velký vliv na

směr, kterým se ub́ıral vývoj topologie a v jehož rámci bylo nutné vyjasnit, jaké vlastnosti

určuj́ı dimenzi dané množiny a které objekty lze zvát liniemi, plochami a tělesy.

2.5 Křivky vyplňuj́ıćı prostor

Na Cantorovu a Nettovu práci navázal Giuseppe Peano (1858 – 1932) článkem [Peano,

1890], ve kterém popsal spojité zobrazeńı intervalu na čtverec, tedy křivku, která procháźı

všemi body čtverce. Pean̊uv objev byl přinejmenš́ım stejně překvapuj́ıćı jako Cantor̊uv

paradox dimenze, nebot’ byl v naprostém rozporu s obecně přij́ımanou intuitivńı předsta-

vou křivky.

Libovolné č́ıslo t ∈ [0, 1] lze vyjádřit ve tvaru

t =
a1

3
+
a2

32
+
a3

33
+ · · · , (2.9)

kde koeficienty a1, a2, . . . nabývaj́ı hodnot 0, 1 nebo 2, resp. ve tvaru triadického rozvoje

0, a1a2a3 . . .. Konstrukce Peanovy křivky je založena na použit́ı operátoru k, který

č́ıslu ai přǐrazuje jeho doplněk v trojkové soustavě, tedy kai = k1ai = 2 − ai, kde

ai = 0, 1 nebo 2. Pro n ≥ 2 definujeme knai = k(kn−1ai); plat́ı zřejmě knai = ai pro n

sudé a knai = kai pro n liché.

Pro t = 0, a1a2a3 . . . definujeme x = f(t) = 0, b1b2b3 . . ., kde b1 = a1, b2 = ka2a3,

b3 = ka2+a4a5, . . . a y = ϕ(t) = 0, c1c2c3 . . ., kde c1 = ka1a2, c2 = ka1+a3a4,

c3 = ka1+a3+a5a6, . . ..

Triadický rozvoj bod̊u uzavřeného intervalu [0, 1] neńı vždy určen jednoznačně. Č́ısla

s ukončeným rozvojem (která vynásobena nějakou mocninou 3 jsou rovna celému č́ıslu)

lze psát ve tvaru

0, a1a2 . . . an222 . . . , kde an = 0 nebo 1,

nebo ve tvaru

0, a1a2 . . . a
′
n000 . . . , kde a′n = an + 1.

Peano proto nejprve dokazuje, že zobrazeńı [0, 1] → [0, 1]×[0, 1], jehož složky tvoř́ı funkce

f(t) a ϕ(t), je nezávislé na vyjádřeńı č́ısel s ukončeným rozvojem. Stručně zd̊uvodňuje, že

toto zobrazeńı je spojité a oborem jeho hodnot je celý jednotkový čtverec. Dále naznačuje

možnost použit́ı jiné než trojkové soustavy a také sestrojeńı křivky procházej́ıćı všemi
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body jednotkové krychle. Na závěr bez d̊ukazu konstatuje, že funkce f(t) a ϕ(t) jsou

spojité nediferencovatelné funkce parametru t (d̊ukaz provedl Moore [1900]).

OBR. 2.1: Geometrické znázorněńı konstrukce Peanovy křivky (podle [Moore, 1900])

Konstrukce Peanovy křivky může být geometricky znázorněna pomoćı lomených čar,

které źıskáme spojeńım obraz̊u bod̊u 0, 1/32n, 2/32n, . . . , (32n − 1)/32n pro n = 1, 2, . . ..

Lomené čáry pro n = 1 a 2 jsou znázorněny na obr. 2.1 (zakulacené hroty jsou použity

pro lepš́ı představu o pr̊uběhu čar).

Krátce po Peanově článku přinesly Mathematische Annalen krátký př́ıspěvek Davida

Hilberta (1862 – 1943), ve kterém byla popsána geometrická konstrukce spojitého zobra-

zeńı jednotkové úsečky na jednotkový čtverec. Hilbert [1891] ukazuje, že souřadnicové

funkce, zprostředkuj́ıćı konstrukci zobrazeńı úsečky na čtverec, lze popsat geometricky

názorným zp̊usobem. Vycházel přitom z následuj́ıćı myšlenky: rozděĺıme jednotkový in-

terval na čtyři stejné úsečky a jednotkový čtverec na čtyři menš́ı shodné čtverce. Každé

d́ılč́ı úsečce přǐrad́ıme jeden d́ılč́ı čtverec zp̊usobem, který je naznačen na obr. 2.2 vlevo

(jedná se v podstatě o překresleńı p̊uvodńı ilustrace z Hilbertova článku). V daľśım kroku

rozděĺıme každou z d́ılč́ıch úseček opět na čtyři stejné d́ıly a každý d́ılč́ı čtverec na čtyři

menš́ı čtverce. Úsečky přǐrad́ıme vzájemně jednoznačně čtverc̊um tak, aby sousedńım

úsečkám odpov́ıdaly sousedńı čtverce a aby každý ze čtyř d́ıl̊u dané úsečky odpov́ıdal

nějakému d́ılu čtverce koresponduj́ıćıho s danou usečkou (obr. 2.2 uprostřed).

T́ımto zp̊usobem je naznačeno, jak bude každému bodu úsečky jednoznačně přǐrazen bod

čtverce. K tomu stač́ı určit posloupnost vnořených interval̊u, které odpov́ıdá posloup-

nost vnořených čtverc̊u. Hilbertova konstrukce se oṕırá o Cantorovu větu [Veselý, 2009,

s. 371].

Věta (Cantor). Necht’ (X, d) je úplný metrický prostor a necht’ {An}∞n=1 je nerostoućı

posloupnost neprázdných uzavřených množin v prostoru X, tj. An+1 ⊂ An, n ∈ N. Necht’

diam (An) → 0. Pak existuje právě jeden bod x ∈ X takový, že {x} =
⋂∞

n=1An.
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OBR. 2.2: Konstrukce Hilbertovy křivky [Hilbert, 1891]

V př́ıpadě, že daný bod t ∈ (0, 1) je koncovým bodem některého z d́ılč́ıch interval̊u,

odpov́ıdá mu v́ıce posloupnost́ı úseček a tud́ıž i v́ıce posloupnost́ı čtvrec̊u, které však ve-

dou ke stejnému obrazu. Zobrazeńı je surjektivńı a spojité (podrobně dokazuje

např. Veselý [2009, s. 373–374]). Zobrazeńı ovšem neńı vzájemně jednoznačné; Hilbert

uvád́ı, že každému bodu čtverce odpov́ıdá jeden, dva nebo čtyři body úsečky.5

Eliakim Hastings Moore (1862 – 1932) popsal variantu Hilbertovy křivky, která je uzav-

řená (počátečńı bod je totožný s koncovým). Jeho konstrukce předpokládá jiné řazeńı

čtverc̊u, jak je naznačeno na obr. 2.3.

OBR. 2.3: Konstrukce Moorovy křivky [Moore, 1900]

Henri Lebesgue (1875 – 1941) popsal křivku procházej́ıćı všemi body jednotkového čtverce,

která se od předchoźıch křivek lǐśı [Lebesgue, 1904, s. 44–45]. Pro

t =
a1

3
+
a2

32
+ · · ·+ an

3n
+ · · · , (2.10)

5 Sierpiński [1912, s. 18] ukázal, že existuj́ı rovněž body čtverce, jimž odpov́ıdaj́ı tři body úsečky.
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kde koeficienty ai nabývaj́ı pouze hodnot 0 nebo 2, polož́ıme

x = f(t) =
1
2

(a1

2
+
a3

22
+ · · ·+ a2n−1

2n
+ · · ·

)
(2.11a)

y = ϕ(t) =
1
2

(a2

2
+
a4

22
+ · · ·+ a2n

2n
+ · · ·

)
(2.11b)

 

OBR. 2.4: Konstrukce Lebesgueovy křivky

Body, které nelze vyjádřit rozvojem (2.10), lež́ı v některém ze styčných interval̊u Can-

torovy množiny. Je-li (t0, t1) takovým intervalem, definujeme

x = x0 +
x1 − x0

t1 − t0
(t− t0), y = y0 +

y1 − y0

t1 − t0
(t− t0). (2.12)

Část křivky odpov́ıdaj́ıćı (t0, t1) je tedy úsečkou spojuj́ıćı body [x0, y0] a [x1, y1]. Prvńı

kroky konstrukce Lebesgueovy křivky jsou znázorněny na obr. 2.4 (včetně zakulacených

roh̊u pro lepš́ı představu o pr̊uběhu lomené čáry).

Prvńı obsáhleǰśı pojednáńı o křivkách vyplňuj́ıćıch prostor 6 se objevilo už v roce 1912.

Bylo napsáno v poľstině; jeho autorem byl Wac law Sierpiński (1882 – 1969) a článek

[Sierpiński, 1912] vyšel v časopise Prace matematyczno-fizyczne, prvńım polském mate-

matickém časopise, vydávaném od roku 1888. Článek obsahuje i popis nové křivky (nazý-

vané dnes křivkou Sierpińského), vyplňuj́ıćı trojúhelńık s vrcholy [0, 0], [1, 0] a [0, 1].

Mnoho knih vydaných od počátku 20. stolet́ı obsahovalo popis křivek vyplňuj́ıćıch pros-

tor, na ucelenou monografii však toto téma čekalo až do devadesátých let 20. stolet́ı, kdy

vyšla kniha Hanse Sagana Space-Filling Curves [Sagan, 1994].
6 I když se většinou jedná o křivky procházej́ıćı všemi body čtverce nebo trojúhelńıku, použ́ıvám pro

křivky tohoto typu souhrnné označeńı křivky vyplňuj́ıćı prostor, které je českým ekvivalentem anglického
space-filling curves, popř. křivky Peanova typu.
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2.6 Křivky s nenulovým vněǰśım obsahem

Druhé vydáńı Cours d’analyse z roku 1893 Jordan zcela přepracoval, aby kniha splňovala

nároky na přesnost odpov́ıdaj́ıćı tehdeǰśımu stavu vývoje analýzy. Definici křivky a po-

znatky týkaj́ıćı se rektifikace a rektifikovatelnosti obsahoval již dodatek k prvńımu

vydáńı, i když některá odvozeńı byla revidována. Když Jordan dokazoval, že rovinný

obrazec ohraničený rektifikovatelnou uzavřenou křivkou má vždy konečný obsah, ukázal

zároveň, že vněǰśı obsah7 rektifikovatelné křivky je vždy nulový [Jordan, 1893, s. 107].

Jordanova úvaha je založena na představě rozděleńı oblouku o délce L na n d́ılč́ıch

oblouk̊u stejné délky a rozděleńı roviny, v ńıž křivka lež́ı, na čtverce o straně L/n. Každý

z d́ılč́ıch oblouk̊u může být zřejmě obsažen nejvýše ve čtyřech takových čtverćıch. Celá

křivka je tedy pokryta čtverci o celkovém obsahu nejvýše rovném 4nL2/n2 = 4L2/n,

který se s rostoućım n bĺıž́ı nule.

V roce 1894 byl založen časopis L’intermédiaire des mathématiciens, který byl určen

k výměně otázek, odpověd́ı, problémů a jejich řešeńı mezi matematiky celého světa.

V prvńım svazku vznesl Jordan [1894] otázku, zda vněǰśı obsah obecné (Jordanovy)

křivky může z̊ustat ”neurčitý“ (indeterminée). Peano [1896] odpověděl poukazem na

sv̊uj př́ıklad křivky vyplňuj́ıćı jednotkový čtverec. Neńı známo, zda Jordan Peanovu

odpověd’ vzal na vědomı́, veřejně na ni ale nikdy nereagoval [Johnson, 1979, s. 172].

Definice křivky uvedená v dodatku k prvńımu vydáńı Cours d’analyse z̊ustala v daľśıch

vydáńıch beze změny a Pean̊uv objev zmiňován nebyl.

Bylo nicméně přirozené, že se objevila snaha omezit Jordanovu definici křivky tak, aby

nepřipouštěla patologické objekty typu Peanovy či Hilbertovy křivky.

Adolf Hurwitz (1859 – 1919) ve své přednášce na prvńım mezinárodńım kongresu mate-

matik̊u (ICM) v Curychu při posuzováńı podmı́nek platnosti Cauchyovy věty (viz s. 49)

položil základńı otázky [Hurwitz, 1898, s. 101]:

Co je jednoduchá uzavřená linie, co je v̊ubec linie a zvláště uzavřená linie,
a jsou ve formulaci Cauchyovy věty př́ıpustné všechny nebo pouze některé
uzavřené linie?

Hurwitz navrhl zkoumat uzavřené množiny z hlediska tř́ıd ekvivalence, které jsou tvořeny

množinami, pro něž existuje prosté spojité zobrazeńı jedné na druhou. Jednoduchá

uzavřená křivka (v rovině) je podle něj množina bod̊u, která patř́ı do téže tř́ıdy jako

obvod čtverce.
7Peano [1887, s. 156] definuje vněǰśı obsah množiny bod̊u v rovině takto: rozděĺıme rovinu śıt́ı čtverc̊u

o straně 2−n a označ́ıme sn součet obsah̊u všech čtverc̊u, které maj́ı s danou množinou neprázdný pr̊unik.
Posloupnost sn je nerostoućı, jej́ı limita představuje vněǰśı obsah dané množiny.
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Osgood [1903] v duchu Hurwitzova pojet́ı definuje Jordanovu křivku jako množinu bod̊u

(v rovině), která je prostým a spojitým zobrazeńım úsečky včetně koncových bod̊u (neńı-

li křivka uzavřena) nebo kružnice (v př́ıpadě uzavřené křivky). Tato definice vylučuje

křivky s v́ıcenásobnými body a tedy i křivky Peanova typu. Osgood však ukázal, že i při

tomto omezeńı lze na výše uvedenou Jordanovu otázku dát kladnou odpověd’. Popisuje

konstrukci Jordanovy křivky (bez v́ıcenásobných bod̊u), která má nenulový vněǰśı obsah

(v Peanově smyslu).

William Fogg Osgood (1864 – 1943) vystudoval harvardskou univerzitu a svoje mate-

matické vzděláńı dovršil na konci 80. let 19. stolet́ı v Německu. V roce 1890 se vrátil na

Harvard, kde p̊usobil až do roku 1933. Je oceňován za to, že do Spojených stát̊u přenášel

myšlenky a atmosféru z mı́st, která v té době představovala hlavńı centra matematického

světa.

A

B

OBR. 2.5: Konstrukce Osgoodovy křivky [Osgood, 1903]

Prvńım krokem při konstrukci Osgoodovy křivky je sestrojeńı jednotkového čtverce,

jehož úhlopř́ıčku AB protáhneme na obě strany (obr. 2.5). Bod A bude počátkem kon-

struované křivky; přǐrad́ıme mu hodnotu parametru t = 0. Bod B bude jej́ım kon-

covým bodem a bude mu odpov́ıdat t = 1. Dvě části roviny rozdělené protaženou

úhlopř́ıčkou čtverce budou představovat vodu (tmavě šedá oblast) a pevnou zemi (světle

šedá oblast), mezi nimiž lež́ı b́ılý čtverec. V prvńım kroku rozděĺıme čtverec pomoćı

kanál̊u a hráźı na 9 menš́ıch stejných čtverc̊u. Mı́sta, kde se kanály a hráze dotýkaj́ı (na

obr. 2.5 vyznačená černou barvou), budou součást́ı konstruované křivky. Interval [0, 1]

rozděĺıme na 17 stejných d́ıl̊u. Prvńımu úseku konstruované křivky lež́ıćı mezi čtverci 1

a 2 přǐrad́ıme interval [ 1
17 ,

2
17 ], spojnici čtverc̊u 2 a 3 interval [ 3

17 ,
4
17 ] atd. Osmi úsek̊um

křivky tak budou odpov́ıdat intervaly [2n−1
17 , 2n

17 ], n = 1, 2, . . . , 8.

V daľśım kroku postupujeme analogickým zp̊usobem v každém z dev́ıti menš́ıch čtverc̊u.

Voda i pevnina tvoř́ı i po vybudováńı nových kanál̊u a hráźı jednoduše souvislé oblasti.
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Součást́ı konstruované křivky se stanou opět mı́sta, kde se kanály a hráze setkávaj́ı.

Těm, které se nacházej́ı v prvńım čtverci, přǐrad́ıme intervaly [2n−1
172 ,

2n
172 ], n = 1, 2, . . . , 8,

a podobně v daľśıch čtverćıch. Stejným zp̊usobem pokračujeme v konstrukci dále. Výsled-

ná Jordanova křivka bude tvořena (a) spočetným systémem úseček, kterým bude odpov́ı-

dat spočetný systém interval̊u lež́ıćıch v [0, 1], a (b) hromadnými body množiny kon-

cových bod̊u těchto úseček, jimž budou přǐrazeny ty hodnoty parametru t, které budou

limitami posloupnost́ı koncových bod̊u odpov́ıdaj́ıćıch interval̊u.

Vhodnou vobou š́ı̌rky kanál̊u a hráźı lze dosáhnout toho, že vněǰśı obsah Osgoodovy

křivky bude mı́t libovolnou hodnotu 0 < S < 1. Necht’ λ < 1
2 a necht’ {εk} je klesaj́ıćı

posloupnost kladných č́ısel, které tvoř́ı konvergentńı řadu ε1+ε2+ε3+. . ., jej́ıž součet je λ.

V prvńım kroku budeme volit š́ı̌rku kanál̊u tak, aby jejich obsah byl ε1. V druhém kroku

budeme volit š́ı̌rku kanál̊u tak, aby jejich celkový obsah v dev́ıti menš́ıch čtverćıch byl

ε2. T́ımto postupem dosáhneme toho, že celkový (vnitřńı) obsah kanál̊u bude
∑
εn = λ.

Stejně voĺıme i š́ı̌rku hráźı. Vněǰśı obsah Jordanovy křivky pak bude S = 1− 2λ.

Osgood uvád́ı, že k této konstrukci jej přivedlo zkoumáńı možnost́ı hranice jednoduše

souvislé oblasti. Jiný zp̊usob konstrukce Osgoodovy křivky uvád́ı Sagan [1994, s. 134]

a upozorňuje, že limitńı podobou Osgoodovy křivky (pro λ → 0) je Peanova křivka.

Sagan [1994, s. 140–141] ukazuje i konstrukce křivek Osgoodova typu, jejichž limitńı

podobou je Hilbertova či Lebesgueova křivka. Osgood̊uv př́ıstup p̊usob́ı možná poněkud

komplikovaně, jeho představa však zaujala Mandelbrota [1982, s. 149], který v proĺınaj́ı-

ćıch se systémech kanál̊u a hráźı viděl obraz lidského těla s jeho cévńım systémem

pronikaj́ıćım do každé části tkáně.

OBR. 2.6: Konstrukce křivky Youngové [Young, 1905]

Youngová [1905] popsala variantu Osgoodovy křivky, jej́ıž konstrukce vedla k názorněǰśı

představě o tvaru výsledné křivky. Křivka Youngové je v každém kroku aproximována
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lomenou čárou, která tvoř́ı hranici tmavě šedé oblasti sestávaj́ıćı z část́ı tvaru kř́ıže

(obr. 2.6).

Grace Youngová (roz. Chisholmová) (1868 – 1944) studovala matematiku na univerzitě

v Cambridge na Girton College, která byla tehdy vyhrazena pouze ženám. Pokračovala

ve studiu na univerzitě v Göttingen, kde pod vedeńım Felixe Kleina źıskala roku 1895

doktorát (byla prvńı ženou, která v Německu dosáhla tohoto stupně). Následuj́ıćıho roku

se provdala za svého učitele z Girton College Williama Henryho Younga. Zabývala se

převážně analýzou a teoríı množin, řadu praćı publikovala společně se avým manželem.

Nevýhodou konstrukćı Osgooda a Youngové je, že některé části intervalu [0, 1] se zobra-

zuj́ı na množiny nulového vněǰśıho obsahu (nebot’ součást́ı obou křivek je spočetný

systém úseček). Sierpiński navrhl jinou konstrukci křivky Osgoodova typu, jej́ıž každá

část je křivkou s nenulovým vněǰśım obsahem. Podobnou křivku popsal roku 1917

Konrad Knopp (1882 – 1957) v článku zabývaj́ıćım se vlastnostmi von Kochovy křivky

a křivek Peanova a Osgoodova typu (viz [Sagan, 1994, s. 136–140]).

2.7 Význam patologických křivek

”Intuice nemůže přinést přesnost ani jistotu [ . . . ]. Č́ım větš́ı nároky byly v matematice

kladeny na přesnost, t́ım méně prostoru zbývalo pro intuici. Neuplynula př́ılǐs dlouhá

doba od poznáńı, že nelze zjednat přesnost v dokazováńı, nebyla-li již dř́ıve př́ıtomna

v definićıch. Objekty, které poutaly pozornost matematik̊u, byly po dlouhou dobu špatně

definovány,“ uvád́ı Henri Poincaré (1854 – 1912) v eseji Les définitions mathématiques et

l’enseignement [Poincaré, 1914, s. 123–124].

Nezdálo se např́ıklad nutné dokazovat, že jestliže spojitá funkce nabývá v krajńıch

bodech uzavřeného intervalu hodnot r̊uzného znameńı, muśı v tomto intervalu exis-

tovat bod, ve kterém je tato funkce rovna nule. Tvrzeńı, že jednoduchá uzavřená křivka

rozděluje rovinu na dvě oblasti, bylo pokládáno za natolik zřejmé, že potřeba zvláštńıho

d̊ukazu nebyla pocit’ována. Představa spojité křivky, která neńı hladká (s př́ıpadnou

výjimkou konečného počtu bod̊u), se zdála být absurdńı.

Bolzano byl jedńım z prvńıch, kdo si uvědomovali potřebu dokazovat tvrzeńı, která

byla dř́ıve považována za samozřejmá. Některé bez d̊ukazu přij́ımané závěry se časem

potvrdily, jiné musely být revidovány. Prvńı objekty, kterým se později začalo ř́ıkat

patologické, sloužily jako protipř́ıklady k intuitivně očekávaným výsledk̊um. Paradoxńı

podoba některých závěr̊u byla zp̊usobena nesouladem s povrchńım očekáváńım.
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Volkert [1987, s. 194] uvád́ı, že ”seznam prominentńıch protipř́ıklad̊u“ v analýze vznikl

v souvislosti se zkoumáńım vlastnost́ı, které byly v minulosti s funkcemi spojovány

a které ve zkratce vyjadřuje výroky ”všechny omezené funkce jsou integrovatelné“,

”všechny spojité funkce jsou diferencovatelné“, ”všechny diferencovatelné funkce jsou

analytické“.

Prvńı přirozenou reakćı bylo vyloučit tyto objekty ze světa matematiky; zdálo se totiž,

že nemaj́ı žádný praktický význam. ”Dř́ıve, když se vymyslela nová funkce, bylo to

se zřetelem na nějaký praktický účel. Dnes se vymýšlej́ı jen proto, aby ukázaly vady

v uvažováńı našich otc̊u, a nelze z nich vyvodit nic jiného“, ṕı̌se Poincaré (s. 125).

Lebesgue [1922, s. 13] popisuje odpor, který musel překonávat při publikováńı výsledk̊u

svého studia funkćı reálné proměnné. Charles Hermite (1822 – 1901) bránil např. zařazeńı

prvńı z jeho praćı předložených Akademii prostřednictv́ım Emila Picarda (1856 – 1941)

do Comptes rendus. Bylo to v době, kdy Hermite napsal svou proslulou větu ”S hr̊uzou

a zděšeńım jsem se odvrátil od těchto politováńıhodných zjeveńı funkćı bez derivaćı“.

Jeho přáńım bylo, aby z matematiky byly vyloučeny všechny problémy, kterých se tyto

funkce nějakým zp̊usobem týkaj́ı. Pro mnoho matematik̊u se Lebesgue stal ”mužem

funkćı bez derivaćı“, ačkoliv se jimi vlastně nikdy speciálně nezabýval.

Prvńım, kdo v matematice použil výraz ”patologie“, byl zřejmě Arthur Moritz Schoen-

flies (1853 – 1928). V prvńım d́ılu své zprávy o výsledćıch teorie množin [Schoenflies,

1900, s. 111] ṕı̌se

Člověk by měl tendenci považovat oblast teorie reálných funkćı, z ńıž teorie
množin čerpala své hlavńı úspěchy, za druh patologie funkćı. Jevy, které zde
přicházej́ı v potaz, jsou přece bytostné výjimky, které se u tzv. normálńıch
funkćı nevyskytuj́ı.

(Vı́ce o Schoenfliesově práci v odstavci 3.5). Výraz ”monstrum“, který se v tomto kon-

textu také občas použ́ıvá, zřejmě zpopularizoval Poincaré, když v citovaném eseji (s. 125)

napsal: ”Logika občas plod́ı monstra“.8

Na počátku 20. stolet́ı se postoj v̊uči patologickým objekt̊um začal měnit. V citované

Schoenfliesově práci jim byl věnován významný prostor, rovněž druhé vydáńı Picardova

Traité d’analyse (1901) obsahovalo část věnovanou Peanově a Hilbertově křivce. Celou

sb́ırku ”monster“ obsahuje kniha Youngových The Theory of Sets of Points. Johnson

[1979, s. 172] poznamenává, že pro autory cvičené v Cantorových metodách nebyla

”monstra“ něč́ım cizorodým.
8 Dlouho před Poincarém psal o

”
monstrech“ v matematice John Wallis (1616 – 1703). Představa

v́ıcerozměrného prostoru je podle něj
”
jako monstrum v př́ırodě, méně pravděpodobná než chiméra nebo

kentaur“ [Wallis, 1685]
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Patologické zvláštnosti začaly hrát d̊uležitou roli při daľśım vývoji topologie a při hledáńı

přesného významu pojmů jako křivka, dimenze apod. Stále v́ıce se při tom ukazovalo, že

při formulováńı definic a tvrzeńı v topologii nelze spoléhat na intuici. O vývoji představ

o křivce v topologii pojednává následuj́ıćı kapitola.
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AMPÈRE, A. M. 1806. Recherches sur quelques points de la théorie des functions derives.
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1966, t. 17, s. 123–150.
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Kapitola 3

Křivka jako kontinuum

Poznatky a výsledky pocházej́ıćı z r̊uzných oblast́ı matematiky se na konci 19. stolet́ı spo-

jily do jednoho proudu a daly vzniknout novému oboru: topologii. Jeho d̊uležitou součást́ı

byla teorie bodových množin, chápaná zprvu jako základ geometrie a analýzy. Význam

křivek při utvářeńı teorie bodových množin byl srovnatelný s významem křivek pro in-

finitezimálńı počet. Teorie kontinua a teorie dimenze byly bezprostředně motivovány

úsiĺım o nalezeńı vhodné charakteristiky křivky. Mı́sta, ve kterých byla nová teorie bu-

dována, byla rozprostřena po celém světě, od severńı Ameriky přes Polsko a Rakousko až

po Japonsko. Některé jej́ı součásti jsou vázány na jednu školu či lokalitu – např. teorie

nerozložitelných kontinúı je spojena (byt’ ne výlučně) s varšavskou školou. Výjimkou

však nebyly ani výsledky dosažené ve stejné době nezávisle r̊uznými matematiky.

3.1 Vývoj představ o kontinuu v souvislosti s křivkami

Jednou z vlastnost́ı, které intuitivně připisujeme křivkám, je spojitost. Spojitost je

tradičně chápána jako vlastnost jednoho neděleného celku; jej́ım opakem je diskrétnost,

která je spojována s představou souboru oddělených část́ı. Spojitost má vztah k jednotě,

diskrétnost k mnohosti. Protiklad spojitého a diskrétńıho má zřejmě základ ve starověké

představě světa založeného na několika základńıch protivách, mezi něž patřilo i jedno

a mnohé (viz též s. 7).

U Aristotela (Metafyzika, V, 13, 1020a) kolikost 1 patř́ı mezi základńı kategorie a pro-

jevuje se dvěma formami: mnohost́ı a velikost́ı. Mnohost lze poč́ıtat, zat́ımco velikost

lze měřit. Velikost lze dělit v části souviśıćı, nepřetržité. Veličinu nepřetržitou v jednom

směru nazývá Aristotelés délkou, ve dvou směrech š́ı̌rkou, ve třech hloubkou. Veličiny,
1 Výrazem kolikost vyjadřuj́ı překladatelé Aristotela do češtiny (včetně Antońına Kř́ıže v posledńım

vydáńı Metafyziky [Aristotelés, 2003]) řecké to poson.

67
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které lze měřit, jsou výhradně veličiny extenźıvńı – délka, obsah, objem atd. Změřit

velikost znamená porovnat měřenou veličinu s části, kterou považujeme za jednotkovou.

Prostor, čas a s nimi souvisej́ıćı pohyb byly považovány za manifestace spojitosti. Struk-

tura spojité veličiny se stala předmětem zkoumáńı. Aristotelés předpokládal, že spo-

jitá veličina je bez omezeńı dělitelná na menš́ı části. Potenciálńı nekonečná dělitelnost

byla základem jeho odmı́tnut́ı možnosti vyčerpáńı obsahu kruhu posloupnost́ı vepsaných

mnohoúhelńık̊u (s. 10). Naproti tomu představa spojitého celku, sestávaj́ıćıho z aktuálně

nekonečného množstv́ı nedělitelných atomů, našla výraz např. u Epikura. Obě tato pojet́ı

se projevovala v matematickém myšleńı přinejmenš́ım až do 17. stolet́ı.

Na potenciálně nekonečné dělitelnosti času a prostoru jsou založeny proslulé Zenónovy

aporie, jejichž smysl se oṕırá o nepřijatelnost představy uskutečněńı nekonečného počtu

krok̊u v konečném čase. Aristotelés odmı́tl Zenónovy paradoxy jako logické klamy, přesto

však otázky, které jsou s nimi spojené, byly předmětem zájmu filosofie až do moderńı

doby. Aby bylo možné překonat Zenónovy paradoxy, bylo nutné vyjasnit abstraktńı

pojem kontinua, který je obsažen ve vńımáńı spojitého času a prostoru [Huggett, 2010].

Eukleidés v Základech charakterizuje ”čáru“ jako ”délku bez š́ı̌rky“ (v definici 2), př́ıpad-

ně jako ”okraj plochy“ (v definici 6). I když pozornost věnuje prakticky výlučně př́ımkám

a kružnićım, lze jeho charakteristiku vztáhnout na křivky obecně, protože jsou v ńı

naznačeny podstatné společné rysy všech liníı, tedy spojitost (délky) a vedle toho jed-

norozměrnost, která linii odlǐsuje od ploch a těles.

Již v geometrii starých Řek̊u se objevuje představa geometrických objekt̊u generovaných

pohybem. Nejednalo se jen o křivky jako spirála či kvadratrix, které byly definovány po-

moćı skládáńı pohyb̊u, ale např. i o definice těles vzniklých otáčeńım rovinných obrazc̊u.

Představa křivky jako dráhy pohybuj́ıćıho se bodu začala postupně nahrazovat statickou

představu křivky jako lineárńıho kontinua.

Christophorus Clavius (1538 – 1612) uvád́ı v komentář́ıch k Eukleidovým Základ̊um

[Clavius, 1612, s. 13] představu dráhy pohybuj́ıćıcho se bodu jako běžný matematický

prostředek popisu linie.

Ještě dále šel Thomas Hobbes (1588 – 1679), který přisuzoval ve své materialistické

př́ırodńı filosofii matematice a geometrii zvláštńı postaveńı. Geometrii chtěl Hobbes

znovu vystavět na týchž základńıch pojmech, které tvořily jádro jeho filosofického systé-

mu: na pojmech tělesa a pohybu. Neměnným atributem tělesa je rozlehlost (extension),

subjektivně vńımaná jako prostor. Všechny jeho proměny jsou projevem pohybu a sub-

jektivně jsou vńımány jako čas. Dvě tělesa jsou spojitá (continual), maj́ı-li společnou

nějakou část; dotýkaj́ı se, jestliže mezi ně nelze vložit žádné daľśı těleso. Linii definuje

Hobbes [1839, s. 111] jako dráhu pohybuj́ıćıho se tělesa, jehož velikost nebereme v úvahu.
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Těleso v takovém př́ıpadě chápeme jako bod, byt’ by to byla třeba Země ob́ıhaj́ıćı

kolem Slunce. Podobně plocha vzniká pohybem linie a těleso pohybem plochy. Některé

Hobbesovy myšlenky byly podnětné, ale jejich rozpracováńı v geometrii jej dovedlo i ke

zcela mylným závěr̊um.

V pr̊uběhu 17. stolet́ı se kinematický př́ıstup v geometrii proměnil z opory pro definováńı

geometrických veličin v nástroj vyšetřováńı vlastnost́ı těchto objekt̊u. Roberval, Torri-

celli a daľśı použ́ıvali kinematický př́ıstup při konstrukci tečen, hledáńı obsah̊u obrazc̊u

s křivočarými hranicemi apod. Matematizace př́ırodovědy a rozvoj mechaniky vedly

k novému pohledu na základy matematiky.

Kinematické pojet́ı bylo př́ıtomno i v základech infinitezimálńıho počtu. Newton i Leib-

niz zvolili podobný př́ıstup k ospravedlněńı své teorie. Newton hledal základ pro mate-

matickou teorii v zákonech pohybu a předevš́ım v zákonu spojitosti času; pro Leibnize

to byly zákony př́ırody, s nimiž matematika musela být v harmonii, měla-li sloužit jejich

výkladu [Schubring, 2005, s. 174]. Klasická ”metafyzická“ formulace o př́ırodě nedělaj́ıćı

skoky ovlivnila př́ırodovědu v následuj́ıćı době: Boškoviće, Carnota a daľśı.2

Diderotova Encyclopédie uvád́ı u hesla ligne (linie) ”rozlehlost v délce, bez š́ı̌rky nebo

hloubky“ a připojuje, že v př́ırodě se linie bez š́ı̌rky nebo hloubky nevyskytuj́ı; geomet-

rické linie maj́ıćı jednu dimenzi jsou jejich abstrakćı. Existuj́ı dva druhy liníı: př́ımky

a křivky. Heslo je prakticky doslova převzato z Chambersovy Cyclopædie, kde je nav́ıc

zd̊urazněn kinematický pohled na křivku jako dráhu pohybuj́ıćıcho se bodu. Oba tyto

pohledy měly hrát roli v pozděǰśı snaze dát pojmu křivka přesný význam. Kinematický

př́ıstup se transformoval do podoby parametrického popisu křivky a Jordanovy definice,

která byla popsána v předchoźı kapitole.

Významný krok směrem k matematicky přesné definici křivky bez odkaz̊u na pohyb

představovaly výsledky Bernarda Bolzana (1781 – 1848), obsažené předevš́ım v jeho geo-

metrických praćıch. Bolzano byl pr̊ukopńıkem moderńıho matematického myšleńı a přes-

né vymezeńı pojmů křivky a kontinua bylo součást́ı jeho programu budováńı pevných

základ̊u geometrie. V oblasti matematiky a jej́ı filosofie navazoval Bolzano předevš́ım na

Baumgartena a Kästnera, kteř́ı pojmům křivka a kontinuum věnovali také pozornost.

Alexander Gottlieb Baumgarten (1714 – 1762) měl značný vliv na evropské myšleńı konce

18. a začátku 19. stolet́ı; jeho Metaphysica ovlivnila vedle Bolzana např. i Kanta a Hegela.

Baumgarten [1779, s. 86] věnuje pozornost i pojmu linie (linea) a definuje ji jako spojitou

řadu bod̊u vložených mezi dva vzdálené body. Nejkratš́ı linie spojuj́ıćı dva body je př́ımá;

spojnice dvou bod̊u, která neńı př́ımá, je křivka (curva).
2 Je známo, že Leibniz formuloval i

”
matematičtěǰśı“ formulaci principu spojitosti, která má

bĺıže k moderńımu pojet́ı, ale která nebyla jeho současńıky ani bezprostředńımi následovńıky přijata
a rozv́ıjena [Schubring, 2005, s. 175].
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Abraham Gotthelf Kästner (1719 – 1800), jehož kniha Anfangsgründe der Mathematik

měla na Bolzana zásadńı vliv, uvád́ı definici kontinua založenou na pojmu souvislosti,

byt’ samozřejmě ne v moderńım pojet́ı. Podle Kästnera [1779, s. 176] spojitá veličina

(kontinuum) sestává z část́ı, které jsou spojeny tak, že kde konč́ı jedna, zač́ıná druhá,

a mezi nimi neńı nic, co by nebylo součást́ı této veličiny. Kästner se nedomńıvá, na rozd́ıl

od Baumgartena, že linie je tvořena body a považuje tuto definici za rozporuplnou.

3.2 Bolzanovy geometrické práce

Bolzanovy práce o geometrii vznikaly v poměrně širokém časovém rozpět́ı od roku 1804,

kdy vyšlo pojednáńı Betrachtungen über einige Gegenstände der Elementar Geometrie,

až po obdob́ı na sklonku jeho života. Společným znakem těchto praćı je úsiĺı o revizi

základ̊u geometrie a jej́ı vybudováńı v souladu s Bolzanem proklamovanými zásadami

výstavby vědecké teorie.

Betrachtungen, v̊ubec prvńı Bolzanova vydaná práce, obsahuje metodologické zásady,

které hrály d̊uležitou roli v celém jeho daľśım d́ıle: jednak je to požadavek dokázat

každé tvrzeńı, neńı-li dostatečně jasné, že d̊ukaz neńı nutný, a jednak zásada, že d̊ukaz

smı́ obsahovat pouze pojmy, které nejsou dokazovanému tvrzeńı ciźı [Johnson, 1976,

s. 268–269]. Podle Bolzana je takovým pojmem v geometrii např. pojem pohybu, který

”mnoźı matematikové už́ıvali k dokazováńı čistě geometrických pravd“ (Bolzano jmenuje

Kästnera, Mercatora a Kanta). Speciálně pojmy křivky a plochy je nutné definovat

nezávisle na představě pohybu. Ze stejného d̊uvodu Bolzano [1804, s. 46] odmı́tá i ”hranič-

ńı“ definice plochy, linie a bodu, které (mylně) připisuje Ockhamovi. Těleso je v tomto

smyslu rozlehlost́ı, která sama žádný jiný objekt neohraničuje. Plocha ohraničuje těleso,

linie plochu a bod linii. Podle Bolzana však ani v nejmenš́ım neńı potřeba, abychom

měli na mysli ideu tělesa, chceme-li uvažovat plochu, linii nebo dokonce bod.

V předmluvě ke svému druhému pojednáńı, filosoficko-matematickým Beyträge zu einer

begründeteren Darstellung der Mathematik, Bolzano [1810, s. VI] konstatuje, že ve srovná-

ńı s aritmetikou vykazuje stavba geometrie podstatné vady. Připomı́ná, že v geometrii

dosud chyb́ı přesná definice nejd̊uležitěǰśıch pojmů, jako jsou pojmy linie, plochy a tělesa.

V práci Die drey Probleme der Rectification, der Complanation und der Cubirung z roku

1817 (viz rovněž s. 34) se Bolzano zabývá úlohami z analýzy, zahrnul však do ńı také

sérii definic vymezuj́ıćıch pojmy linie, plochy a tělesa. Tyto definice geometricko-topo-

logického charakteru nemaj́ı bezprostředńı vztah k teorii, o ńıž práce pojednává, a nejsou

ani potřeba k jej́ımu pochopeńı nebo k odvozeńı některého tvrzeńı. Bolzano je uvád́ı
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proto, aby naznačil, jakým směrem se ub́ırá jeho práce na přebudováńı základ̊u geo-

metrie.

Společným rámcem všech Bolzanových geometrických úvah je trojrozměrný prostor. Pod

pojmem prostorový objekt (ein Raumding) rozumı́ Bolzano každý konečný či nekonečný

souhrn (Inbegriff) bod̊u v prostoru. Linii charakterizuje [1817, s. 94] pomoćı počtu

sousedńıch bod̊u.

Prostorový objekt, k jehož každému bodu, v jisté vzdálenosti a pro všechny
menš́ı vzdálenosti, existuje alespoň jeden a nejvýše konečná množina bod̊u
coby soused̊u, se obecně nazývá liníı.

Sousedem nějakého bodu v nějaké vzdálenosti je myšlen pr̊useč́ık objektu s kulovou

plochou, jej́ımž středem je daný bod a poloměrem daná vzdálenost. Pojem vzdálenosti

definoval Bolzano již v Betrachtungen. Jako základńı pojem v geometrii je tam položena

dvojice bod̊u, jej́ımiž atributy jsou směr a vzdálenost.

Bolzanovým záměrem bylo pokládat za linie i objekty sestávaj́ıćı z v́ıce nesouvisej́ıćıch

část́ı: např. jednou liníı je hyperbola tvořená dvěma oddělenými větvemi. Aby tyto

př́ıpady rozlǐsil, zavád́ı Bolzano [1817, s. 94] pojem souvislosti a definuje úplně souvislou

linii.

Prostorový objekt, jehož každá část, na kterou lze podle právě dané definice
pohĺıžet jako na linii, má alespoň jeden společný bod se zbývaj́ıćı část́ı, na
kterou pak muśı být rovněž pohĺıženo jako na linii, se nazývá úplně souvislou
liníı (eine durchaus zusammenhängende Linie).

Daľśı definice vymezuj́ı pojmy koncový a vnitřńı bod linie a jednoduchá a uzavřená linie

(viz obr. 3.1 a 3.2). V podobném duchu jsou v Die drey Probleme definovány i pojmy

plochy a tělesa.

Bolzanovy definice jedno-, dvou- a tř́ırozměrných variet z roku 1817 maj́ı obecný charak-

ter, avšak nepokrývaj́ı zdaleka všechny bodové množiny, které je dnes zvykem do těchto

kategoríı řadit; kromě toho vykazuj́ı i jisté formálńı nesrovnalosti [Johnson, 1976, s. 277].

V pozděǰśıch letech Bolzano své pojet́ı z roku 1817 přepracoval. Jeho nové definice

přihĺıžej́ı k jemnostem, jež staré definice nebraly v úvahu, a jeho vhled do problematiky

je hlubš́ı. Z hlediska Bolzanova chápáńı kontinua a linie zvlášt’ jsou d̊uležité zejména

nedokončené spisy Über Haltung, Richtung, Krümmung und Schnörkelung bei Linien

a Geometrische Begriffe, die jeder kennt und nicht kennt z let 1843–44, dále nedokončený

Versuch einer Erklärung der Begriffe von Linie, Fläche und Körper a rovněž Paradoxy

nekonečna vydané z Bolzanovy poz̊ustalosti roku 1851.
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OBR. 3.1: Prostorový objekt, jehož každý bod v jisté vzdálenosti a pro všechny menš́ı
vzdálenosti má sudý počet soused̊u, a přitom nemá body, jejichž vzdálenost od jiných
je větš́ı než daná vzdálenost, nazývá Bolzano [1817, s. 94] do sebe se navracej́ıćı nebo
uzavřenou liníı. Má-li každý bod právě dva takové sousedy, jde o jednoduchou do sebe

se navracej́ıćı čáru (obr. vlevo).

a b

cd

a b

OBR. 3.2: Hraničńı body linie jsou podle Bolzana [1817, s. 94] takové body, které
v jisté vzdálenosti a pro všechny menš́ı vzdálenosti maj́ı pouze jednoho souseda (vlevo

body a, b, c, d, vpravo a, b). Všechny ostatńı body se nazývaj́ı vnitřńımi body.

Linie, povrchy a tělesa chápe Bolzano jako zvláštńı př́ıpady prostorových rozlehlost́ı.

Rozlehlost (kontinuum) je množina bod̊u, která neobsahuje izolované body.

Jestliže bod i lež́ı v prostorovém objektu tak, že neexistuje žádná jakkoliv
malá vzdálenost, o ńıž by se dalo prohlásit, že pro tuto a pro všechny menš́ı
vzdálenosti má bod i jednoho nebo několik soused̊u, pak řeknu, že i stoj́ı
izolovaně nebo osamoceně v tom prostorovém objektu. [Bolzano, 1948, s. 143,
překlad P. Simon]

Dnes je v teorii množin zvykem považovat za izolovaný bod nějaké množiny takový

bod, který má okoĺı, v němž nelež́ı žádný jiný bod dané množiny. Bolzanova definice

je obecněǰśı: např. dyadicky racionálńı body intervalu [0, 1] jsou bolzanovsky izolované,

protože ke každému z nich existuj́ı sousedé ve vzdálenostech menš́ıch než libovolné dané

ε, nikoliv však ve všech vzdálenostech menš́ıch než ε. Bolzanova definice izolovaného
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bodu má bĺıže k pojmu bodu, ve kterém je množina 0-dimenzonálńı ve smyslu Menger–

Urysonovy teorie. Přesněji: v bolzanovsky izolovaném bodě je množina 0-dimenzionálńı,

ale opak obecně neplat́ı [Johnson, 1976, s. 283].

Nová definice linie neobsahuje omezeńı na konečný počet soused̊u [Bolzano, 1948, s. 144].

Rozlehlost, jej́ıž každý bod má v každé dostatečně malé vzdálenosti jenom to-
lik soused̊u, že jejich množina, uvažovaná pro jednu každou z těchto vzdálenos-
t́ı, stále ještě nepředstavuje rozlehlost, nazvu prostorový objekt jediné nebo
jednoduché rozlehlosti, nebo liníı. (Překlad P. Simon 3)

V podobném duchu definuje Bolzano dále prostorový objekt dvojnásobné rozlehlosti

neboli plochu a prostorový objekt trojnásbné rozlehlosti neboli těleso. Bolzano byl k této

změně motivován zřejmě i př́ıklady toho druhu, který je uveden na obr. 3.3 (obrázek je

včetně značeńı převzat z [Bolzano, 1948, s. 183]).

M

A B

A' B'

R S

C
C'

OBR. 3.3: Bolzanovská linie, která je tvořena spočetnou množinou kružnic, jež maj́ı
s př́ımkou RS jeden společný bod M . Bod M má pro každou dostatečně malou

vzdálenost nekonečně mnoho soused̊u (viz též [Johnson, 1976, s. 287]).

Simon [1981, s. 256] upozorňuje, že v nových Bolzanových definićıch se do popřed́ı

dostává terminologie založená na dimenzi a názvy linie, plocha a těleso jsou uváděny až

na druhém mı́stě.

a zb c d

OBR. 3.4: Bolzanovsky izolovaný bod

V Paradoxech nekonečna uvád́ı Bolzano [1963, s. 77] př́ıklad linie, která vznikne z úsečky

az (obr. 3.4), jestliže na ńı vyznač́ıme bod b lež́ıćı uprostřed mezi a a z, dále bod c lež́ıćı
3 Překlad tohoto a předcházej́ıćıho citátu přeb́ırám doslova z článku [Simon, 1981], pouze pro výraz

”
Linie“ použ́ıvám termı́n

”
linie“ a nikoliv

”
čára“.
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uprostřed mezi b a z, bod d uprostřed mezi c a z atd. a odejmeme body a, b, c, d, . . . , z.

Pokud bychom bod z ponechali, nebude vzniklá množina liníı (kontinuem), protože bod

z je izolovaným bodem (nemá souseda v žádné vzdálenosti az/2n).

V Geometrische Begriffe rozv́ıj́ı Bolzano sv̊uj topologický výzkum a podává sérii definic,

např. uzavřené a jednoduché uzavřené linie. Bohužel toto pojednáńı je nedokončené

a připomı́ná sṕı̌se soubor poznámek. Obsahuje i jinou formulaci Jordanovy věty, která

je však problematičtěǰśı než ta, jež je uvedena ve spise Anti-Euclid [Johnson, 1976,

s. 290].

Bolzanovy geometrické práce z pozdńıho obdob́ı obsahuj́ı množstv́ı myšlenek, o nichž

lze bez nadsázky ř́ıci, že předběhly dobu. K jejich rozvinut́ı do podoby ucelené teorie

však samotnému Bolzanovi již v té době chyběly śıly a žádného př́ımého pokračovatele

neměl.

Jedńım z matematik̊u 19. stolet́ı, kteř́ı Bolzanovo d́ılo alespoň zčásti znali, byl Georg

Cantor (1845 – 1918). Bolzanovo pojet́ı kontinua, jak je uvedeno v Paradoxech nekonečna,

Cantor [1883, s. 576] kritizuje. Zejména skutečnost, že bolzanovské kontinuum může

tvořit objekt sestávaj́ıćı z v́ıce oddělených část́ı, byla pro Cantora nepřijatelná. Je zřejmé,

že Bolzanovo a Cantorovo pojet́ı kontinua se rozcháźı; Cantorovo pojet́ı je základem

moderńıho chápáńı kontinua jako souvislé bodové množiny, zat́ımco Bolzanovo konti-

nuum bylo sṕı̌se předch̊udcem množiny kladné (topologické) dimenze. Bolzanovy geo-

metrické práce lze chápat jako vykročeńı směrem, v němž později vznikla Menger–Ury-

sonova teorie dimenze [Johnson, 1976, s. 283–284].

3.3 Pojem kontinua v Cantorově teorii

Cantor ve svém článku o ekvivalenci bodových množin [0, 1] a [0, 1]× [0, 1] (viz odst. 2.3)

ukázal, že č́ıselná osa může sloužit i jako model pro studium spojitých obor̊u vyšš́ı di-

menze. To byl jeden z d̊uvod̊u, proč Cantor v následuj́ıćıch letech zaměřil svoje úsiĺı

hlavně na studium bodových množin na př́ımce. Jeho výsledky byly publikovány v sérii

šesti článk̊u se společným názvem Über unedliche lineare Punktmannigfaltigkeiten, které

vycházely v letech 1879 – 1884 v Mathematische Annalen (pátý d́ıl série byl vydán rovněž

jako samostatná monografie pod názvem Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltig-

keitslehre; prvńıch pět d́ıl̊u se objevilo pouze s malým zpožděńım ve francouzském

překladu v Acta mathematica).

Hledáńı odpovědi na otázku, jaké vlastnosti má bodová množina, kterou nazýváme kon-

tinuem, bylo d̊uležitou součást́ı Cantorova výzkumu. Cantor, oṕıraje se o vlastńı teorii

reálných č́ısel, usiloval o popis kontinua aritmetickými prostředky [Dauben, 1979, s. 290].
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Jednou z podmı́nek charakterizuj́ıćıch kontinuum je dokonalost; dokonalou nazývá Can-

tor [1883, s. 575] takovou množinu, která je rovna své derivaci (množině svých hro-

madných bod̊u), tj. uzavřenou množinu, která neobsahuje izolované body. Druhou vlast-

nost́ı potřebnou k tomu, aby bodová množina byla kontinuem, je souvislost. Podle Can-

tora [1883, s. 575–576] je daná množina souvislá (zusammenhang), jestliže ke každým

dvěma jej́ım bod̊um a každému č́ıslu ε > 0 lze naj́ıt takovou posloupnost bod̊u této

množiny obsahuj́ıćı ony dva body, že vzdálenost každých dvou po sobě jdoućıch bod̊u

v této posloupnosti je menš́ı než ε. Pokud taková posloupnost neexistuje, nazývá Can-

tor danou množinu diskontinuem. Množina je úplným diskontinuem, jestliže uvedenou

vlastnost nemá žádná dvojice jej́ıch bod̊u.

Podobnými úvahami se zabýval Jordan ve druhém vydáńı Cours d’analyse [Jordan, 1893,

s. 26]. Zavád́ı zde pojmy komponenta (un seul tenant) a vzdálenost mezi množinami. Pro

dvě uzavřené množiny A,B ⊂ Rn definuje Jordan jejich vzdálenost rovnost́ı

d(A,B) = min{d(x, y);x ∈ A, y ∈ B}, kde d(x, y) je vzdálenost bod̊u x a y. Množiny A

a B jsou oddělené, jestliže d(A,B) > 0. Omezená a uzavřená množina bod̊u A je tvořena

jednou komponentou, jestliže nemůže být rozložena na v́ıce uzavřených oddělených

množin. Množina A je tvořena jedinou komponentou právě tehdy, když pro každé ε > 0

a každou dvojici bod̊u p, p′ ∈ A existuje řetězec bod̊u z A lež́ıćıch mezi nimi takový, že

vzdálenost každých dvou sousedńıch bod̊u v tomto řetězci je menš́ı než ε. Souvislost ve

smyslu Cantorovy definice je tak nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro to, aby množina

A byla tvořena jedinou komponentou (viz též [Wilder, 1978]).

Mezi poznámkami na konci citovaného pojednáńı uvád́ı Cantor [1883, s. 590] stručný

popis množiny, která je dokonalá a ř́ıdká 4 v intervalu [0, 1]. Tvoř́ı ji všechna reálná č́ısla,

která lze vyjádřit rozvojem

t =
a1

3
+
a2

32
+ · · ·+ an

3n
+ . . . ,

v němž všechny koeficienty an nabývaj́ı pouze hodnot 0 nebo 2 (jinými slovy jedná se

o množinu všech bod̊u uzavřeného intervalu [0, 1], v jejichž triadickém rozvoji se vysky-

tuj́ı pouze č́ıslice 0 nebo 2). Tato množina se běžně nazývá Cantorovým diskontinuem

nebo Cantorovou množinou 5 a má zásadńı význam v řadě oblast́ı matematiky.
4 Hustou množinou v intervalu I ⊂ R nazývá Cantor [1879, s. 2] takovou množinu, jej́ıž body obsahuje

každý interval (α, β) lež́ıćı v I. Množina je ř́ıdká v I, jestliže neńı hustá v žádném intervalu lež́ıćım v I.
Obecněji (viz např. [Alexandrov, 1954, s. 204]): množina M ⊂ Rn je hustá v otevřené množině G ⊂ Rn,
jestliže každý bod množiny G je bodem uzávěru množiny M (tj. G ⊂ M). Jestliže v Rn neexistuje
neprázdná otevřená množina, v ńıž by M byla hustá, pak se množina M nazývá ř́ıdkou v Rn.

5 Je známo, že Cantorovu množinu popsal anglický matematik H. J. S. Smith (1826 – 1883) již v roce
1875 v článku, který pojednával o integraci nespojitých funkćı a byl motivován Riemannovými výsledky
[Fleron, 1994].



Kapitola 3. Křivka jako kontinuum 76

Geometrická konstrukce, s jej́ıž pomoćı je Cantorova množina zpravidla znázorňována, je

založena na opakovaném děleńı daného intervalu na tři části a odńımáńı vnitřńıch bod̊u

prostředńı části. Označ́ıme E0 uzavřený interval [0, 1]. Rozděĺıme jej pomoćı bod̊u 1
3 a 2

3

na tři části a odebereme všechny body otevřeného intervalu (1
3 ,

2
3). Źıskáme uzavřenou

množinu E1 = [0, 1
3 ] ∪ [23 , 1]. Obě jej́ı části rozděĺıme opět na třetiny pomoćı bod̊u 1

9 ,
2
9 resp. 7

9 , 8
9 a odebereme vnitřńı body prostředńıch část́ı. Źıskáme uzavřenou množinu

E2, která bude sjednoceńım čtyř interval̊u délky 1
32 . S každým z nich postup opakujeme;

obecně množina Ek bude tvořena 2k intervaly délky 1
3k . Uzavřená množina E =

⋂∞
k=1Ek

je Cantorovou množinou.

Cantor [1883, s. 590] poznamenává, že jeho definice kontinua je nezávislá na pojmu

dimenze. Slibuje, že později podá i náležité definice kontinúı r̊uzné dimenze; tento slib

však nikdy nesplnil.

3.4 Lineárńı kontinua

Francouzské překlady Cantorových článk̊u vycházej́ıćı v Acta mathematica pomohly

otevř́ıt Cantorově teorii cestu do Francie. Bylo Cantorovým údělem, že jeho teorie

narážela na někdy velmi ostrou kritiku; vedle odp̊urc̊u ale nacházela i př́ıznivce.

Jedńım z Cantorových francouzských stoupenc̊u byl Paul Painlevé (1863 – 1933), který

ve své disertačńı práci vydané roku 1888 uplatnil teorii množin při analýze rozložeńı

singulárńıch bod̊u holomorfńıch funkćı v komlexńı rovině. V této souvislosti definuje

rovinnou křivku jako lineárńı kontinuum, tedy jako množinu bod̊u v rovině, která tvoř́ı

kontinuum (ve smyslu Cantorovy definice) a má nulový obsah [Painlevé, 1888, s. B4].

Painlevé, který se později stal významným politikem a ve dvou krátkých obdob́ıch

zastával funkci ministerského předsedy Francie, zvolil jiný př́ıstup ke křivce než Jordan

a věřil, že jeho definice vyjadřuje to, co se běžně pod pojmem křivka rozumı́. Lineárnost

kontinua však nepřesně spojil s nulovým obsahem.

Ludovic Zoretti (1880 – 1948) navázal na Painlevého v obsáhlém článku o holomorfńıch

funkćıch, který vyšel roku 1905. Množinu bod̊u, která je lineárńım kontinuem (je dokonalá,

souvislá a všechny jej́ı body jsou hraničńı), nazývá Zoretti [1905, s. 8] Cantorovou křivkou

(ligne cantorienne).

Pojem křivky učinil Zoretti ústředńım tématem svého článku La notion de ligne z roku

1909. Položil si v něm otázku, jaké podmı́nky muśı množina bod̊u splňovat, aby byla

Jordanovou i Cantorovou křivkou. Jordanova křivka je kontinuem v Cantorově smyslu (je
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dokonalá a souvislá), avšak nemuśı být lineárńım kontinuem. Naopak existuj́ı Cantorovy

křivky, které nelze považovat za spojité křivky v duchu Jordanovy definice.

Jednoduchým př́ıkladem je množina bod̊u tvořená grafem funkce

f(x) = sin
1
x

(3.1)

pro 0 < x ≤ 1 a úsečkou s koncovými body [0,−1] a [0, 1] (obr. 3.5). Tato množina

je také nazývána ”uzavřenou topologickou sinusovkou“ (closed topologist’s sine curve

[Steen, 1995, s. 137]). Jedná se o d̊uležitý př́ıklad, který bude ještě několikrát v daľśıch

odstavćıch zmı́něn.

1

-1

0

1

OBR. 3.5: Př́ıklad Cantorovy křivky, která neńı Jordanovou křivkou

Na přelomu 19. a 20. stolet́ı byla teorie množin obecně přij́ımána a rozv́ıjena. Hurwitzovo

programové vystoupeńı na prvńım ICM v Curychu v roce 1897 bylo uznáńım d̊uležitosti

Cantorovy teorie pro matematiku. Význam teorie množin byl dále podtržen proslulým

Hilbertovým projevem na druhém ICM v Pař́ıži v roce 1900.

Cantor sám nepublikoval žádné d́ılo, které by jeho teorii prezentovalo v ucelené formě

(nejbĺıže k tomu maj́ı výše zmı́něné Grundlagen). Prvńım soustavným pojednáńım

o teorii množin se stala teprve kniha Williama Henryho Younga (1863 – 1942) a Grace

Youngové The Theory of Sets of Points z roku 1906.

Navzdory tomu, že Cantor se křivkami speciálně nikdy nezabýval, je jim v knize Youn-

gových věnována poměrně velká pozornost. Chápeme-li podle autor̊u v teorii množin

křivku jako souhrn několika idej́ı, je třeba vedle uspořádáńı vźıt v úvahu i tvar, který je

v mnoha ohledech d̊uležitou charakteristikou. Připoušt́ı-li Jordanova definice jako křivky

i množiny, které nejsou ř́ıdké v rovině, pak je nutné ji odmı́tnout, nebot’ nevystihuje

některé vlastnosti, které je rozumné křivkám připisovat. Za Jordanovu křivku je v knize
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považována pouze množina bod̊u vyhovuj́ıćı Hurwitzově definici (viz s. 59). Problema-

tický a v budoucnu zřejmě neudržitelný je podle nich i pojem ”křivka vyplňuj́ıćı prostor“

(tato předpověd’ se ovšem nepotvrdila).

Rovinnou křivkou Youngovi rozumı́ každou uzavřenou souvislou množinu bod̊u ř́ıdkou

v rovině [Young, 1906b, s. 219]:

Množinu bod̊u ř́ıdkou v rovině takovou, že pro každé libovolně malé ε sjed-
noceńı ε-okoĺı všech bod̊u křivky tvoř́ı otevřenou souvislou množinu, jej́ıž
pr̊uměr 6 s klesaj́ıćım ε neklesá k nule, nazýváme zakřiveným obloukem (cur-
ved arc) nebo krátce křivkou (curve).

Dále Youngovi definuj́ı koncové body, uzavřenou křivku, jednoduchou uzavřenou křivku,

větev (branch) křivky a bod rozvětveńı (fork point), které slouž́ı ke zkoumáńı lokálńı

struktury křivky.

V článku, který vyšel téhož roku, označil Young se zjevným poukazem na Jordanovu

větu za jeden z úkol̊u topologie vymezit přesně pojmy křivky a oblasti. Klade si otázku,

které vlastnosti křivky chápané jako množina bod̊u jsou těmi, jež jsou nezávislé na

metrických a projektivńıch úvahách. Dosṕıvá k definici, která vylučuje množiny typu

Peanovy křivky [Young, 1906a, s. 4].

Křivkou nazýváme množinu bod̊u ř́ıdkou v rovině takovou, že sjednoceńı
trojúhelńık̊u opsaných kolem každého jej́ıho bodu tvoř́ı jednoduše souvis-
lou oblast, tzn., že každá dvojice trojúhelńık̊u může být spojena konečným
počtem trojúhelńık̊u, které se vzájemně překrývaj́ı.7

Young výslovně poznamenává, že ke své definici nepřipojuje předpoklad uzavřenosti

a vid́ı v tom výhodu při zkoumáńı hranic jednoduše souvislých oblast́ı. Poukazuje rovněž

na možnost zobecněńı uvedené definice na př́ıpad křivek v n-rozměrných prostorech,

které předpokládá nahrazeńı trojúhelńıku n-simplexem.8

I když kniha Youngových přinášela vedle výsledk̊u Cantora a jeho pokračovatel̊u i některé

p̊uvodńı výsledky autor̊u, byla předevš́ım rekapitulaćı teorie bodových množin a solidńım

a čitelným úvodńım textem pro začátečńıky. Vı́ceméně paralelně vznikaj́ıćı Schoen-

fliesova práce byla ambiciózněǰśım projektem.
6 V orig. span. Pojem directed span znamená š́ı̌rku pásu, ohraničeného př́ımkami kolmými k danému

směru, mezi nimiž lež́ı všechny vnitřńı body dané množiny a každá z nich procháźı alespoň jedńım
hraničńım bodem této množiny. Supremum š́ı̌rek takových pás̊u ve všech směrech se nazývá span.

7 Trojúhelńık chápe Young jako vhodný základńı pojem, ze kterého lze vycházet při studiu bodových
množin v rovině (nemuśı ale nutně j́ıt právě o trojúhelńık). Např. množinu ř́ıdkou v rovině definuje Young
[1906a, s. 2] jako množinu, pro kterou plat́ı, že uvnitř libovolného trojúhelńıku existuje trojúhelńık, který
neobsahuje žádný bod dané množiny.

8 V matematické literatuře se na začátku 20. stolet́ı začal tento pojem použ́ıvat pro n-rozměrnou
analogii trojúhelńıku v n- a v́ıcerozměrném prostoru (3-simplex je trojúhelńık, 4-simplex čtyřstěn atd.).
Young nicméně pojem simplex nepouž́ıvá.
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3.5 Schoenflies̊uv Bericht

O tom, že křivky na přelomu 19. a 20. stolet́ı hrály d̊uležitou roli ve vývoji teorie

bodových množin, svědč́ı mimo jiné i to, že Deutsche Mathematiker-Vereinigung (DMV)

se rozhodla na konci 90. let 19. stolet́ı vydat zprávu o výsledćıch, kterých bylo dosaženo

ve výzkumu ”křivek a bodových množin“. Jej́ım vypracováńım byl pověřen Arthur

Moritz Schoenflies (1853 – 1928), jeden z nejvýznamněǰśıch reprezentant̊u teorie množin

a topologie na přelomu 19. a 20. stolet́ı. Jeho práce Die Entwickelung der Lehre von den

Punktmnannigfaltigkeiten, běžně označovaná jenom jako Bericht , vyšla ve dvou d́ılech;

prvńı část byla vydána roku 1900, druhá část vyšla jako př́ıloha výročńı zprávy DMV

roku 1908. Celé d́ılo se stalo nejvýznamněǰśı monografíı o teorii množin a topologii

začátku 20. stolet́ı.

Zejména druhý d́ıl, věnovaný převážně ”geometrickým aplikaćım“ a postavený vedle

výsledk̊u jiných autor̊u rovněž na Schoenfliesových praćıch publikovaných v prvńıch

letech 20. stolet́ı (tři články se společným názvem Beiträge zur Theorie der Punktmen-

gen), byl zamýšlen jako systematické pojednáńı o základńıch pojmech, které měly sloužit

vybudováńı geometrie jako samostatné discipĺıny na podkladě analysis situs (topologie).

Tu Schoenflies charakterizuje jako discipĺınu, která se zabývá studiem vlastnost́ı inva-

riantńıch v̊uči prostým spojitým zobrazeńım. Značnou pozornost věnuje pojmu křivky,

o němž Felix Klein [1897, s. 586] prohlásil (jak Schoenflies připomı́ná), že

z čistě matematického hlediska nic neńı dnes temněǰśıho a neurčitěǰśıho než
jmenovaný pojem [křivky].

Pojem souvislosti, která pro Cantora byla jednou ze dvou základńıch charakteristik kon-

tinua, definuje Schoenflies pouze na základě teorie množin a snaž́ı se při tom vyhnout poj-

mu vzdálenosti obsaženému v Cantorově definici. Dokonalá množina je souvislá, jestliže

ji nelze rozdělit na dvě nebo v́ıce neprázdných dokonalých podmnožin [Schoenflies, 1904,

s. 209]. To je definice odpov́ıdaj́ıćı Jordanově, o ńıž Schoenflies ṕı̌se, že se s ńı seznámil

až později. Jordanovi sloužila podle Schoenfliese tato formulace pouze k odvozeńı Can-

torovy definice, s ńıž dále pracoval; souvislost však má fundamentálńı význam pro celou

topologii, nebot’ je to vlastnost, která je invariantńı v̊uči spojitému prostému zobrazeńı.

Pro účely studia předevš́ım bodových množin v rovině zavád́ı Schoenflies [1908, s. 111]

několik pojmů v podstatě stejným zp̊usobem, jakým je definuj́ı autoři dnešńıch učebnic.

Množina B(P, ε) všech bod̊u, jejichž vzdálenost od P je menš́ı než dané ε > 0, se

nazývá ε-okoĺım nebo prostě okoĺım (Umgebung) bodu P . Bodová množina E v rovině

se nazývá oblast́ı (Gebiet), jestliže je otevřená (pro každý bod P ∈ E existuje ε > 0

tak, že B(P, ε) ⊂ E) a souvislá. Bod P se nazývá hraničńı bod (Grenzpunkt) množiny
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E, jestliže každé jeho okoĺı obsahuje alespoň jeden bod množiny E a alespoň jeden bod,

který neńı prvkem E. Množina všech hraničńıch bod̊u množiny E se nazývá hranićı

(Grenze) této množiny. Je-li d(P,Q) vzdálenost bod̊u P,Q, je pr̊uměr diam(E) množiny

E definován předpisem diam(E) = sup{d(P,Q);P,Q ∈ E}.

Množinu, která je kontinuem (je uzavřená a souvislá) a neobsahuje žádnou souvislou

otevřenou množinu (Gebietsteil), nazývá Schoenflies [1908, s. 108] lineárńım kontinuem

(linienhaft nebo též kurvenhaft Kontinuum). Př́ıkladem lineárńıho kontinua je systém

úseček tvořený intervalem [0, 1] č́ıselné osy a kolmicemi o výšce 1/q vztyčenými v bodech

p/q, kde p, q ∈ N jsou č́ısla nesoudělná.

Za jeden ze základńıch pojmů analysis situs považuje Schoenflies pojem uzavřené křivky.

Definuje ji pomoćı topologických vlastnost́ı bez odkaz̊u na analýzu. Uzavřenou křivkou

nazývá Schoenflies [1908, s. 119] omezenou uzavřenou bodovou množinu C, která rozdělu-

je rovinu na dvě oblasti F a A tak, že každý jej́ı bod je společným hraničńım bodem

obou oblast́ı. Dokazuje dále, že taková množina neobsahuje izolované body a je dokonalá,

souvislá a lineárńı.

Jordanovu větu formuluje Schoenflies [1908, s. 168] takto:

Věta. Každá bodová množina, která je prostým spojitým obrazem kružnice, rozděluje

rovinu na dvě oblasti, jejichž je společnou hranićı; taková množina je tud́ı̌z uzavřenou

křivkou ve smyslu předchoźı definice.

V části věnované spojitým křivkám se Schoenflies zabývá Jordanovými křivkami a for-

muluje podmı́nky, které muśı bodová množina v rovině splňovat, aby byla spojitým

obrazem intervalu [0, 1]. Zavád́ı za t́ım účelem pojmy dostupnost a dostupnost ze všech

stran. Hranice G oblasti E je dostupná v bodě P s ohledem na E, jestliže pro každý bod

A ∈ E existuje lomená čára AP , tvořená konečným nebo př́ıpadně nekonečným počtem

úseček (pro jejichž koncové body je P hromadným bodem), která lež́ı celá (s výjimkou

P ) v E. Hranice G oblasti E je dostupná ze všech stran v bodě P s ohledem na E,

jestliže bod P je dostupný z každé podoblasti oblasti E, jej́ıž hranice bod P obsahuje.

K tomu, aby ohraničené rovinné kontinuum C bylo Jordanovou křivkou, je nutné a stač́ı,

aby hranice každé oblasti, která neobsahuje žádný bod C a jej́ıž hranice je podmnožinou

C, byla v každém svém bodě dostupná ze všech stran (allseitig erreichbar) z této oblasti

a aby pro každé ε > 0 existoval nejvýše konečný počet takových oblast́ı pr̊uměru větš́ıho

než ε [Schoenflies, 1908, s. 237].

Dostupnost ze všech stran v Schoenfliesově větě je podstatná; kdyby byla zaměněna za

pouhou dostupnost, přestala by věta platit [Moore, 1923]. Schoenflies [1908, s. 176] viděl
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v pojmu dostupnost most mezi analýzou a geometríı; chápal jej jako geometrický výraz

pojmu spojitost v analýze.

Elegantněǰśı řešeńı problému charakterizováńı Jordanových křivek, které o několik let

později předložili nezávisle Hahn a Mazurkiewicz, se oṕırá o pojem lokálńı souvislosti

(odst. 3.7).

Schoenfliesovo úctyhodné d́ılo se přes své ambice nestalo základem pro moderńı topologii

(t́ım se stala o pár let později Hausdorffova kniha Grundzüge der Mengenlehre). Svou

roli přitom sehrály i Schoenfliesovy chyby, na něž poukázal Brouwer.

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881 – 1966) byl výrazným reprezentantem nastupuj́ıćı

generace topolog̊u. Znal dobře Schoenfliesovy práce a záhy po vydáńı druhého d́ılu

Berichtu zaslal redakčńı radě Mathematische Annalen, kde vycházely Schoenfliesovy

Beiträge, př́ıspěvek nazvaný Zur Analysis Situs. Upozornil v něm na to, že některé

Schoenfliesovy výsledky nejsou správné, daľśı sice správné jsou, ale nejsou korektně

dokázány a daľśı pak jsou nejisté. Brouwerova kritika doplněná řadou protipř́ıklad̊u

vyšla v 68. svazku Mathematische Annalen spolu se Schoenfliesovou odpověd́ı. Následná

korespondence Brouwera se Schoenfliesem se vyznačovala klesaj́ıćı mı́rou vzájemného

porozuměńı a teprve Hilbertova intervence zabránila úplnému narušeńı vztah̊u [Dalen,

2005, s. 146].

Schoenflies patřil ke generaci Cantora a Jordana. Daľśı rozvoj teorie množin a topologie

byl už spojen se jmény jako Brouwer, Hausdorff, Janiszewski nebo Uryson. Schoenflies

byl ”t́ım, komu bylo dovoleno spatřit zasĺıbenou zemi, avšak nebyl t́ım, kdo do ńı měl

matematiky vést“ [Dalen, 2005, s. 141].

3.6 Ireducibilńı a nerozložitelná kontinua

Pro topologii, která se na konci 19. stolet́ı zformovala v relativně samostatnou mate-

matickou discipĺınu, bylo studium bodových množin a jejich vlastnost́ı prvořadým ćılem.

Jordanova věta a s ńı souvisej́ıćı přesná definice křivky měly z tohoto hlediska zvláštńı

d̊uležitost.

Americký matematik s norskými kořeny Oswald Veblen (1880 – 1960) se ve své doktorské

disertaci, obhájené roku 1903, zabýval axiomatickým systémem geometrie založeným na

pojmech bodu a uspořádáńı. V článku [Veblen, 1905] zaměřil svou pozornost na ”základńı

větu topologie“ (tedy Jordanovu věta), kterou dokazuje v obecném tvaru bez jakýchkoliv

omezuj́ıćıch podmı́nek. Pro tento účel a na základě svých geometrických axiomů nej-

prve definuje jednoduchou a jednoduchou uzavřenou rovinnou křivku jako množiny
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bod̊u maj́ıćı jisté vlastnosti. Ty jsou rozděleny do tř́ı skupin: 1) lineárńı uspořádáńı,

2) ordinálńı spojitost a 3) geometrická spojitost. Veblen ukazuje, že v př́ıpadě zavedeńı

systému souřadnic je jeho definice ekvivalentńı Jordanově definici.

Podnětným prostřed́ım semináře E. H. Moora na nové chicagské univerzitě prošel i daľśı

matematik norského p̊uvodu Nels Johann Lennes (1874 – 1951). Svou disertačńı práci

Curves in non-metrical analysis situs with an application in the calculus of variations,

kterou stejně jako Veblen sepsal pod Moorovým vedeńım, obhájil roku 1907 a publikoval

o čtyři roky později. Lennes, podobně jako Schoenflies, se soustředil na ty otázky, které

jsou nezávislé na metrických vlastnostech prostoru. Sem patř́ı zejména jeho charakte-

ristika souvislosti [Lennes, 1911, s. 303].

Bodová množina je souvislá, jestliže v každé dvojici podmnožin, z nichž jedna
je doplňkem druhé, alespoň jedna obsahuje hromadný bod druhé.

Studium vlastnost́ı jednoduchých oblouk̊u v rovině oṕırá Lennes [1911, s. 308] o následuj́ı-

ćı definici, kterou považuje za velmi bĺızkou běžnému intuitivńımu chápáńı pojmu křivka:

Spojitým jednoduchým obloukem mezi dvěma body A, B, A 6= B, rozumı́me
omezenou, uzavřenou a souvislou množinu bod̊u obsahuj́ıćı A i B takovou,
že žádná jej́ı vlastńı podmnožina neobsahuje A a B zároveň.

Lennes svoje výsledky prezentoval na zasedáńı American Mathematical Society (AMS)

v prosinci roku 1905. Abstrakt jeho přednášky uveřejněný následuj́ıćıho roku v Bulletinu

AMS obsahuje i obě výše uvedené definice.

Na stejné myšlence, která je obsažena v Lennesově definici křivky, je založen pojem

ireducibilńıho kontinua. Zoretti [1909] nazývá kontinuum, které obsahuje body A a B,

ale jehož žádná vlastńı podmnožina oba tyto body zároveň neobsahuje, kontinuem ire-

ducibilńım mezi body A a B (continu irréductible entre A et B). Oblouk kružnice, úsečka

či lomená čára neprot́ınaj́ıćı sebe sama jsou př́ıklady kontinúı ireducibilńıch mezi svými

koncovými body. Ireducibilńı kontinuum je zjevně Cantorovou křivkou, nebot’ žádné

plošné kontinuum neńı mezi žádnými svými dvěma body ireducibilńı. Zoretti dokazuje, že

každá jednoduchá (sama sebe neprot́ınaj́ıćı) Jordanova křivka je kontinuem ireducibilńım

mezi svými koncovými body. Zoretti zpočátku věřil, že plat́ı i obrácené tvrzeńı a že poj-

my jednoduchá Jordanova křivka s koncovými body A a B a kontinuum ireducibilńı mezi

body A a B jsou v zásadě identické. Obráceně je však situace složitěǰśı (viz obr. 3.6)

a ireducibilńı kontinuum může být i v rovinném př́ıpadě dosti komplikované; k tomu,

aby ireducibilńı kontinuum bylo jednoduchou Jordanovou křivkou, je nutné klást daľśı

podmı́nky.
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OBR. 3.6: Křivka ρ = 1 + 1/ϑ (v polárńıch souřadnićıch) spolu s kružnićı ρ = 1
tvoř́ı ireducibilńı kontinuum mezi bodem ρ = 1, ϑ = 1 a libovolným bodem kružnice

[Kuratowski, 1933, s. 131]

Podobnými otázkami jako Zoretti se zabýval polský matematik Zygmunt Janiszewski

(1888 – 1920), který se později stal jedńım z iniciátor̊u slavné varšavské matematické

školy. Svá doktorská studia v Pař́ıži (pod vedeńım Lebesguea) zakončil Janiszewski

v roce 1911 obhajobou disertačńı práce Sur les continus irréductibles entre deux points.

Janiszewski popisuje křivku v n-rozměrném eukleidovském prostoru (n ≥ 2) d̊usledně

pomoćı jej́ıch ”vnitřńıch“ vlastnost́ı (tj. bez vztahu k ostatńım bod̊um prostoru). Výcho-

diskem je pro něj pojem ireducibilńıho kontinua zavedený Zorettim. Ireducibilńımi kon-

tinui jsou oblouky všech ”slušných“ křivek, ale patř́ı mezi ně i značně komplikované

množiny. Janiszewski [1912, s. 81] proto zavád́ı pojem jednoduchého oblouku (arc sim-

ple) a ukazuje, že jednoduchý oblouk je identický s jednoduchou Jordanovou křivkou.

Jednoduchým obloukem AB nazýváme každé ireducibilńı kontinuum AB,
které má tu vlastnost, že libovolná dvě subkontinua, na které je rozděĺıme,
maj́ı společný právě jeden bod oblouku AB.

Jednoduchý oblouk je každá množina bod̊u, která je homeomorfńım obrazem úsečky.

Janiszewski dále pro kontinuum C nazývá kontinuum G ⊂ C kontinuem zhuštěńı (con-

tinu de condensation), jestliže C \G = C (G je tedy kontinuum, které je ř́ıdké v kon-

tinuu C). V př́ıkladu na obr. 3.5 je kontinuem zhuštěńı úsečka {[x, y];x = 0,−1 ≤ y ≤ 1}.
Aby nějaký ireducibilńı oblouk AB byl jednoduchý, je nutné a stač́ı, aby na něm ne-

existovalo žádné kontinuum zhuštěńı.

Janiszewski [1912, s. 109] rovněž dokazuje, že pro každé kontinuum G a dva jeho body

A, B existuje alespoň jedna podmnožina G která je ireducibilńım kontinuem mezi A

a B. Při d̊ukazu použil transfinitńı indukćı. Stejným tvrzeńım se zabýval i Mazurkiewicz

[1910] a dokázal jej bez použit́ı transfinitńı indukce.
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Obecnou teorii ireducibilńıch kontinúı vypracoval Kuratowski, značnou pozornost jim

věnovali i Mazurkiewicz, Knaster a Uryson. Jej́ı součást́ı je i teorie tzv. nerozložitelných

kontinúı, která se začala utvářet na konci prvńı dekády 20. stolet́ı mimo jiné i na základě

jednoho z Brouwerových protipř́ıklad̊u obsažených v kritice Schoenfliesových tvrzeńı.

Připomeňme, že Schoenflies ve shodě s obecnou intuićı definoval uzavřenou křivku v rovi-

ně jako uzavřenou omezenou množinu, která rozděluje rovinu na dvě oblasti, jejichž je

společnou hranićı.

Nejslavněǰśım z Brouwerových protipř́ıklad̊u je patrně uzavřená množina, která je společ-

nou hranićı tř́ı oblast́ı [Brouwer, 1910, s. 427].

Zhruba ve stejné době nezávisle na Brouwerovi uvedl podobnou konstrukci Arnaud Den-

joy (1884 – 1974). Zjednodušený př́ıklad obsahuje i práce Janiszewského [1912, s. 114].

Jednalo se o prvńı př́ıklady kontinúı, jejichž společnou vlastnost́ı je nerozložitelnost,

tzn. kontinua, která nejsou sjednoceńım dvou vlastńıch subkontinúı. Studium takových

množin se v pozděǰśıch letech stalo d̊uležitou součást́ı topologie.

Poutavé ĺıčeńı konstrukce takové množiny podal Kunizó Jonejama (1877 – 1968). Jeho

př́ıklad [1917, s. 60–62] je založen na představě země obklopené mořem a sladkovodńıho

jezera ve vnitrozemı́. Z jezera i z moře jsou stř́ıdavě každý den budovány kanály, které

zaváděj́ı vodu do země. Každý den je nutné pracovat tak dlouho, dokud vzdálenost

mezi sladkou a slanou vodou nebude nejvýše rovna odpov́ıdaj́ıćımu členu dané kle-

saj́ıćı posloupnosti konverguj́ıćı k nule. Pokračováńım práce den za dnem in infinitum

dostaneme křivku odděluj́ıćı slanou a sladkou vodu. Variace na tuto konstrukci umožńı

vytvořit spočetně mnoho souvislých vodńıch ploch oddělených společnou hranićı.

Jonejamovo dlouhé pojednáńı vyšlo v časopise Tôhoku Mathematical Journal , prvńım

japonském vědeckém časopise západńıho střihu. Jako autora uvedeného př́ıkladu uvád́ı

Jonejama Takea Wadu (1882 – 1944), který mj. napsal článek [Wada, 1911], zřejmě prvńı

článek z topologie, který byl v Japonsku vydán.

Bezprostředńım impulsem k publikováńı zmı́něného anglicky psaného Wadova článku,

který byl věnován pojmu křivky, byla práce [Lennes, 1911], jej́ıž téma se částečně

překrývalo s oborem Wadova nezávisle vedeného výzkumu. Wadovým ćılem bylo charak-

terizovat Jordanovu křivku (kterou chápe v duchu Hurwitzovy definice) z hlediska teorie

bodových množin. Definuje jednoduchou křivku (simple curve) v n-rozměrném euklei-

dovském prostoru jako množinu bod̊u M vyhovuj́ıćı dvěma nezávislým podmı́nkám.

Prvńı podmı́nka v podstatě ř́ıká, že M je ireducibilńı mezi body A a B (Wada tento po-

jem nepouž́ıvá, se Zorettiho praćı ani s výsledky Janiszewského zjevně nebyl obeznámen).

Tuto vlastnost maj́ı i některé množiny, jež jednoduchými Jordanovými křivkami nejsou.
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OBR. 3.7: Geometricky názorná konstrukce nerozložitelného kontinua. Obdélńık
ABCD rozděĺıme pomoćı úseček rovnoběžných se stranou AD na pět stejných část́ı.
Odebereme druhou a čtvrtou část a zbylé tři spoj́ıme dvěma oblouky (obr. a). Źıskaný
pruh esovitého tvaru rozděĺıme opět na pět část́ı, odebereme druhou a čtvrtou a zbylé
tři spoj́ıme dvěma oblouky (obr. b). Źıskaný pruh spojuj́ıćı body A a C opět rozděĺıme,

doplńıme dva oblouky (obr. c) atd. [Vietoris, 1921, s. 198–200]
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Wada proto připojuje daľśı podmı́nku: jestliže nějaké subkontinuum (continuous com-

ponent, tj. souvislá dokonalá podmnožina) množiny M , která obsahuje dva r̊uzné body

E a F , obsahuje rovněž třet́ı bod G, pak existuje také subkontinuum, které obsahuje

bod G a jeden z bod̊u E a F (ale ne oba zároveň). Wada ukazuje, že jednoduchá křivka

může být popsána rovnicemi

x1 = ϕ1(t), x2 = ϕ2(t), . . . , xn = ϕn(t),

kde ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn jsou spojité funkce parametru t ∈ [0, 1], které pro žádné dvě r̊uzné

hodnoty t nenabývaj́ı společně stejných hodnot; jedná se tedy o jednoduchou Jordanovu

křivku.

3.7 Jordanovy křivky a lokálńı souvislost

Pean̊uv př́ıklad křivky vyplňuj́ıćı čtverec ukázal, že Jordanova definice křivky je př́ılǐs

obecná a vyhovuj́ı j́ı i bodové množiny, které za křivky běžně nepovažujeme. Někteř́ı

autoři se proto zdráhali použ́ıvat v tomto kontextu pojem křivka a dávali přednost

obecněǰśımu označeńı jordanovské kontinuum. Přestože na počátku 20. stolet́ı směřovalo

úsiĺı mnoha matematik̊u k nalezeńı vyhovuj́ıćı topologické definice křivky, otázka, jaké

vlastnosti z topologického hlediska charakterizuj́ı Jordanovu křivku (neboli jaké vlast-

nosti muśı mı́t daná množina, aby byla spojitým obrazem uzavřeného intervalu) nez̊ustá-

vala stranou.

Jak již bylo uvedeno, tuto otázku si položil Schoenflies. Jeho poměrně komplikovaná věta

(s. 80) se oṕırá o vlastnosti doplňku množiny M a neńı tedy vnitřńı charakteristikou

množiny M . Týká se nav́ıc pouze rovinných kontinúı.

Obecněǰśı řešeńı stejného problému našli nezávisle Hans Hahn (1879 – 1934) a Stefan

Mazurkiewicz (1888 – 1945).

Hahn sv̊uj objev prezentoval před v́ıdeňskou akademíı v roce 1913 a publikoval jej

následuj́ıćı roku v Jahresbericht der DMV [Hahn, 1914]. Množina, která je spojitým

obrazem jednotkového uzavřeného intervalu (tedy Jordanovou křivkou), je omezená,

uzavřená a souvislá. Tyto tři vlastnosti však samy o sobě nestač́ı; specifickou vlastnost́ı,

která odlǐsuje Jordanovy křivky od jiných kontinúı, je lokálńı souvislost. Množina M je

lokálně souvislá v bodě P , jestliže ke každému ε > 0 existuje č́ıslo δ > 0 (závisej́ıćı ovšem

na ε i na P ) tak, že plat́ı: jestliže X a Y jsou dva body M , jejichž vzdálenost od P je

menš́ı než δ, pak oba lež́ı ve stejné uzavřené a souvislé podmnožině M , jej́ıž každý bod
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má od P vzdálenost menš́ı než ε. Množinu, která má tuto vlastnost v každém bodě, je

nazývána lokálně souvislou (Hahn použ́ıvá označeńı zusammenhängend im kleinem).9

Množina na obr. 3.5 má prvńı tři vlastnosti, avšak v žádném bodě úsečky s koncovými

body [0,−1] a [0, 1] neńı lokálně souvislá. Čtverec {[x, y] ∈ R2;x, y ∈ [−1, 1]} lze

považovat za obraz jednotkového intervalu, to však už neplat́ı o množině na obr. 3.8,

která z tohoto čtverce vznikne odebráńım vnitřńıch bod̊u rovnoramenných trojúhelńık̊u

se základnami tvořenými úsečkami s koncovými body [1/n, 1] a [1/(n + 1), 1], n ∈ N
a vrcholy na ose x, nebot’ v každém bodě úsečky {[x, y] ∈ R; 0 ≤ y ≤ 1, x = 0} je

porušena podmı́nka lokálńı souvislosti [Hahn, 1914, s. 321].

OBR. 3.8: Kontinuum, které neńı v každém bodě lokálně souvislé

Hahn se později stal jedńım ze spoluautor̊u manifestu Vı́deňského kroužku a předńım

představitelem logického positivismu. Jeho přednášky měly vliv i na Mengera (viz

odst. 3.10).

Hahn explicitně zavedl lokálńı souvislost jako nový topologický pojem. Ve skutečnosti

se však v jiném kontextu stejnou vlastnost́ı zabývala Pia Nalliová (1886 – 1964) v článku

[Nalli, 1911].

Výše uvedená charakteristika Jordanových křivek je dnes označována jako Hahn–Mazur-

kiewiczova věta.

Věta (Hahn–Mazurkiewicz). Množina A je Jordanovou křivkou právě tehdy, když A je

kompaktńı 10, souvislá a lokálně souvislá.
9 V moderńıch učebnićıch topologie lze nalézt obecněǰśı definici neodvolávaj́ıćı se na metrické vlast-

nosti prostoru: Prostor T je lokálně souvislý v bodě x, jestliže ke každému okoĺı U(x) bodu x existuje
souvislé okoĺı V (x) tak, že V (x) ⊂ U(x). Prostor T je lokálně souvislý, jestliže je lokálně souvislý
v každém svém bodě. [Munkres, 2000, s. 161]

10 Vı́ce o kompaktnosti v odstavci 3.9.
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Mazurkiewicz se touto problematikou zabýval ve své doktorské disertaci pod vedeńım

Sierpińského. Jeho výsledky byly Sierpińským předloženy ve třech př́ıspěvćıch, které

byly (polsky) publikovány v letech 1913 a 1914 v Comptes rendus des séances de la

Société des Sciences et des Lettres de Varsovie. Větš́ı publicity se Mazurkiewiczovým

výsledk̊um dostalo poté, co vyšly v systematickém francouzsky psaném článku v prvńım

svazku Fundamenta Mathematicæ [Mazurkiewicz, 1920].

Daľśım pojmem, který byl uveden v souvislosti se studiem Jordanových křivek, je sou-

vislost obloukem. Bodová množina M je obloukově souvislá, existuje-li ke každým dvěma

bod̊um x, y ∈M , x 6= y jednoduchý oblouk s koncovými body x, y [Moore, 1923, s. 294].

Nutnou podmı́nkou, aby daná množina byla Jordanovou křivkou, je souvislost obloukem.

K tomuto výsledku dospěl již dř́ıve Mazurkiewicz a nezávisle na něm také Heinrich

Tietze (1880 – 1964) a Robert Lee Moore (1882 – 1974). Neńı to však podmı́nka postačuj́ı-

ćı, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad [Moore, 1923, s. 293]: množina sestávaj́ıćı z interval̊u

OB,OB1, OB2, . . ., kde O je bod [0, 0], B = [0, 1] a Bn = [1/n, 1], n ∈ N, je obloukově

souvislá, avšak neńı Jordanovou křivkou.

O

B1B2B3B

C

OBR. 3.9: Kontinuum, které je obloukově souvislé, ale neńı Jordanovou křivkou

Moore a jeho žák Raymond L. Wilder (1896 – 1982) dokázali, že nutnou a postačuj́ıćı

podmı́nkou, aby dané kontinuum bylo Jordanovou křivkou, je souvislost obloukem každé

maximálńı souvislé otevřené podmnožiny. Označ́ıme-li bod [0, 1/2] ṕısmenem C, pak

množina M \ C je otevřená souvislá podmnožina M , avšak body O a B nemohou být

spojeny jednoduchým obloukem, který lež́ı v M \ C.

Sierpiński [1920] ukázal, že dané kontinuum je Jordanovou křivkou právě tehdy, když

pro každé ε > 0 jej lze chápat jako sjednoceńı konečného počtu uzavřených souvislých

množin pr̊uměru menš́ıho než ε.

Mazurkiewicz se problematikou lokálně souvislých kontinúı zabýval i v pozděǰśı době,

zejména s ohledem na tzv. dendrity – lokálně souvislá kontinua, která neobsahuj́ı žádnou

jednoduchou uzavřenou křivku.
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3.8 Př́ıklady Janiszewského a Sierpińského

Pátý ICM se konal roku 1912 v Cambridge. Janiszewski ve svém referátu [Janiszewski,

1912] položil otázku, zda ř́ıdká kontinua ve tř́ırozměrném eukleidovském prostoru muśı

nutně být křivkami nebo plochami (uvažujeme-li pouze ty, které jsou v dimenzi ”homo-

genńı“). Konstatoval, že zat́ımco pro př́ıpad dvourozměrného prostoru existuje Zorettiho

definice Cantorovy křivky, ve tř́ırozměrném prostoru dosud nemáme obecnou definici,

která by ze všech ř́ıdkých kontinúı vyčlenila právě linie.

Janiszewski ve svém př́ıspěvku rovněž uvedl, že existuje kontinuum (Cantorova křivka),

které neobsahuje jednoduchý oblouk, a naznačil jeho konstrukci. Takovou množinou je

kontinuum, jehož každé subkontinuum obsahuje kontinuum zhuštěńı.

Źıskáme je jako limitu posloupnosti liníı, jej́ımž prvńım členem je linie
y = sin (1/x) a daľśı źıskáme metodou kondenzace singularit 11 tak, že jedno-
duché oblouky nahrad́ıme všude liniiemi homeomorfńımi (elementarverwand-
te) s liníı y = sin 1

x . Je přitom pouze nutno zajistit, že konvergence k nule
bude při prováděných změnách dostatečně rychlá.

Podle poznámky připojené k uvedenému citátu byl tentýž př́ıklad znám i Brouwerovi.

Obecně každá křivka, která neobsahuje jednoduchý oblouk, se později začala nazývat

Janiszewského křivkou. Přesnou konstrukci křivky tohoto typu geometrickými prostředky

popsal Bronis law Knaster (1893 – 1990) ve své doktorské disertačńı práci [Knaster, 1922].

Podle Kuratowského [1980] byl Janiszewského př́ıklad ve své době podivný, ale protože

dědičně nerozložitelná kontinua neobsahuj́ı žádný oblouk, je vlastně skoro každé rovinné

kontinuum Janiszewského křivkou.

Janiszewski v závěru svého referátu uvád́ı podmı́nky, které by každá přijatelná obecná

definice linie měla splňovat:
11 Metodu kondenzace singularit popsal Hermann Hankel (1839 – 1873) roku 1870 jako prostředek pro

vytvářeńı patologických funkćı jistého druhu (např. funkce, která je spojitá v každém bodě omezeného
intervalu I, ale v žádném bodě nekonečné spočetné množiny husté v I nemá konečnou derivaci). Necht’

ϕ je funkce, která má
”
singularitu“ v bodě 0 (např. funkce ϕ definovaná předpisem ϕ(y) = y sin(1/y)

pro y ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1] a ϕ(0) = 0). Polož́ıme-li

f(x) =
X ϕ(sin nxπ)

ns
, s > 3,

přenese se podle Hankela chováńı funkce ϕ v bodě 0 na chováńı funkce f v bodech tvoř́ıćıch nekonečnou
spočetnou množinu. Hankelovu metodu dále rozpracovali Cantor a zejména Ulisse Dini (1845 – 1918) (viz
např. [Volkert, 1987, s. 211–214]).
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1. kontinuum homeomorfńı s rovinnou Cantorovou křivkou je samo Cantorovou

křivkou 12;

2. kontinuum, které je sjednoceńım konečného počtu Cantorových křivek, je Can-

torovou křivkou.

Janiszewského př́ıklad ukázal, že i Cantorova křivka může být dosti vzdálena intui-

tivńı představě o čáře. Mohlo by se zdát, že spojeńım Zorettiho a Jordanovy definice

dostaneme kritérium, které bude nejlépe odpov́ıdat běžné představě čáry. Avšak množiny,

které jsou zároveň Cantorovými i Jordanovými křivkami, mohou také vykazovat para-

doxńı vlastnosti.

Wac law Sierpiński (1882 – 1969), jeden z nejvýznamněǰśıch polských matematik̊u 20. sto-

let́ı a ústředńı postava varšavské matematické školy, publikoval př́ıklad rovinného kon-

tinua, které je zároveň Cantorovou i Jordanovou křivkou a jehož každý bod je bodem

rozvětveńı [Sierpiński, 1915]. Bod P ∈ K nazývá Sierpiński bodem rozvětveńı křivky

K, jestliže existuj́ı tři kontinua, které jsou podmnožinami K a každé dvě z nich maj́ı

společný pouze bod P .

A B

C C

A B

OBR. 3.10: Konstrukce Sierpińského trojúhelńıku

Prvńım krokem při konstrukci křivky je sestrojeńı rovnostranného trojúhelńıku T0 s vr-

choly A, B, C. Spoj́ıme-li úsečkami středy jeho stran, źıskáme čtyři menš́ı rovnostranné

trojúhelńıky. Odstrańıme vnitřńı body trojúhelńıku, který neobsahuje žádný z bod̊u A,

B, C. Zbývaj́ıćı tři trojúhelńıky tvoř́ı uzavřenou množinu T1. Každý ze tř́ı trojúhelńık̊u

tvoř́ıćıch množinu T1 rozděĺıme stejným zp̊usobem na čtyři rovnostranné trojúhelńıky

a odebereme vnitřńı body těch trojúhelńık̊u, které jsou otočeny vrcholem dol̊u (obr. 3.10).
12 Alexandrov [1954, s. 277] poukazuje na to, že sama o sobě vlastnost rovinné množiny být ř́ıdkou

v rovině neńı topologicky invariantńı; označ́ıme-li R1 množinu všech racionálńıch č́ısel na č́ıselné ose
a R2 množinu všech racionálńıch bod̊u v rovině (tj. takových bod̊u v rovině, jejichž obě souřadnice jsou
racionálńı č́ısla), lze ukázat, že R1 a R2 jsou homeomorfńı, přičemž množina R1 je ř́ıdká v rovině a R2

hustá.
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Sjednoceńı zbylých dev́ıti trojúhelńık̊u označ́ıme T2. Obecně množina Tk bude tvořena

3k trojúhelńıky.

Uzavřená množina T =
⋂∞

k=1 Tk, nazývaná Sierpińského trojúhelńık, je kontinuum ř́ıdké

v rovině a je tedy Cantorovou křivkou.

V obsáhleǰśı polské verzi [Sierpiński, 1916a], která vyšla v časopise Prace matematyczno-

fizyczne, dokazuje Sierpiński, že kontinuum T je rovněž Jordanovou křivkou. Konstruuje

za t́ım účelem posloupnost lomených čar {Pn} (jej́ı prvńı čtyři členy jsou znázorněny na

obr. 3.11), přičemž body čáry Pn popisuje spojitými funkcemi

x = fn(t), y = ϕn(t), t ∈ [0, 1]. (3.2)

Protože posloupnosti {fn}, {ϕn} konverguj́ı stejnoměrně v intervalu [0, 1], jsou funkce

f(t) = lim
n→∞

fn(t), ϕ(t) = lim
n→∞

ϕn(t),

spojité v [0, 1]. Sierpiński dokazuje, že křivka popsaná rovnicemi x = f(t), y = ϕ(t),

t ∈ [0, 1], je totožná s kontinuem T , které je tud́ıž Jordanovou křivkou.

OBR. 3.11: Konstrukce Sierpińského trojúhelńıku pomoćı posloupnosti lomených čar
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Hlavńım výsledkem ohlášeným v názvu článku je d̊ukaz, že každý bod křivky (s výjimkou

vrchol̊u A, B, C) je bodem rozvětveńı. Křivku, jej́ıž každý bod je bodem rozvětveńı, lze

źıskat tak, že šest kopíı křivky T poskládáme do tvaru šestiúhelńıku tak, aby jeden vrchol

byl společný.

Daľśı př́ıklad uvedl Sierpiński v poznámce, která se objevila v Comptes rendus pař́ıžské

Akademie roku 1916, a popsal podrobněji v rusky psaném článku [Sierpiński, 1916b]

v časopise Matematičeskij sbornik .

Jednotkový čtverec Q0 rozděĺıme na 9 stejných čtverc̊u se stranami délky 1
3 a odstrańıme

vnitřńı body prostředńıho z nich. Sjednoceńı zbývaj́ıćıch 8 čtverc̊u označ́ıme Q1. Každý

z nich rozděĺıme opět na 9 stejných čtverc̊u a odstrańıme vnitřńı body prostředńıch

osmi čtverc̊u. Označ́ıme Q2 sjednoceńı zbylých 64 čtverc̊u o straně 1
9 . Množina Qk bude

tvořena 8k čtverci o straně 1
3k . Uzavřená množina Q =

⋂∞
k=1Qk, nazývaná Sierpińského

koberec, tvoř́ı kontinuum ř́ıdké v rovině, tedy Cantorovu křivku.

OBR. 3.12: Konstrukce Sierpińského koberce

Sierpiński dokazuje, že ke každé Cantorově křivce K existuje křivka K ′, která je homeo-

morfńı s K a zároveň K ′ ⊂ Q.

Při d̊ukazu, že Q je zároveň Jordanova křivka, využ́ıvá Sierpiński modifikované kon-

strukce Peanovy křivky pomoćı aproximuj́ıćıch lomených čar, které jsou vedeny tak, aby

neprot́ınaly vnitřek prostředńıho čtverce.

Mazurkiewicz dokázal, že každý bod Q je bodem rozvětveńı nekonečného řádu (tj. že

pro každý bod P ∈ Q existuje nekonečné množstv́ı kontinúı procházej́ıćıch bodem P ,

přičemž žádné dvě z nich nemaj́ı kromě P žádné společné body). Nav́ıc se dá dokázat,

že pro každý bod P ∈ Q existuje nespočetně mnoho jednoduchých oblouk̊u lež́ıćıch

v Q, z nichž každé dva maj́ı jediný společný bod P . (V tomto ohledu je Sierpińského

kontinuum opakem Janiszewského křivky.)
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Mazurkiewicz sv̊uj výsledek nepublikoval, ale podle Sierpińského poznámky [1916a, s. 86]

to byl on, kdo prvńı tuto množinu sestrojil. Přesto je s Mazurkiewiczovým jménem

spojována sṕı̌se výjimečně.

3.9 Kompaktnost

Zásadńı vliv na vývoj topologie měla Hausdorffova kniha Grundzüge der Mengenlehre

(1914). Na ńı stavěla celá nastupuj́ıćı generace topolog̊u, jak o tom svědč́ı např. počet

citaćı v prvńıch ročńıćıch časopisu Fundamenta Mathematicæ, vycházej́ıćıho od roku

1920 [Purkert, 2002, s. 58]. Kniha je připsána Cantorovi, ”tv̊urci teorie množin“.

Teorie bodových množin dostala v Hausdorffově knize nový obecný tvar.

Teorie množin slav́ı sv̊uj nejskvěleǰśı triumf v aplikaci na bodové množiny a ve
vyjasněńı a zpřesněńı základńıch pojmů geometrie; to připouštěj́ı dokonce i ti,
kdo se k abstraktńı teorii množin stavěj́ı skepticky. [Hausdorff, 1914, s. 209]

Teorie bodových množin je budována v rámci abstraktńıch prostor̊u. Topologickým pros-

torem je abstraktńı prostor splňuj́ıćı čtveřici axiomů založených na obecném pojmu okoĺı.

Obecnost závěr̊u je spojena s d̊usledněǰśı logickou stavbou a umožňuje vyvarovat se chyb,

které pramenily z př́ılǐsného spoléháńı na intuici (viz např. [Purkert, 2002]).

Přestože Hausdorff věnuje pozornost pojmu kontinua a uvád́ı výsledky týkaj́ıćı se r̊uz-

ných aspekt̊u teorie křivek, samotné definici křivky se vyhýbá.

Definici pojmu křivky neuvád́ıme; množiny bod̊u, které obvykle toto jméno
nesou, jsou natolik odlǐsné povahy, že je nelze zahrnout pod žádný rozumný
společný pojem. Bylo by ale účelné zvát křivkami množiny bod̊u v rovině
alespoň tehdy, když nemaj́ı žádné vnitřńı body; spojitý obraz intervalu pak
obecně křivkou neńı. [Hausdorff, 1914, s. 369]

Zvláštńı význam pro teorii kontinua i křivek zvlášt’ źıskal pojem kompaktnosti. Vedle

souvislosti je to druhá základńı vlastnost, která v moderńım pojet́ı charakterizuje kon-

tinuum. Studium kompaktnosti bylo motivováno předevš́ım studiem jistých vlastnost́ı

omezených uzavřených interval̊u na č́ıselné ose, které hrály roli při dokazováńı některých

vět o reálných funkćıch, jako např. Weierstrassovy věty [Sundström, 2010].

Věta (Weierstrass). Každá funkce spojitá v omezeném uzavřeném intervalu nabývá

v tomto intervalu svého maxima.
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Prvńım, kdo použil pojem kompaktnost, byl Maurice Fréchet (1878 – 1973). Ve své slavné

disertaci z roku 1906, v ńıž se poprvé objevil pojem metrického prostoru, nazval Fréchet

[1906, s. 6] kompaktńı takovou bodovou množinu A, jej́ıž každá nekonečná podmnožina

má hromadný bod v A. Tato vlastnost je dnes nazývána sekvenciálńı nebo též Fréchetova

kompaktnost. Pojem kompaktnosti použil Fréchet již v př́ıspěvku [1904] uveřejněném

dř́ıve v Comptes rendus, kde jej použil při d̊ukazu zobecněné Weierstrassovy věty pro

abstraktńı prostory.

Teorii kompaktńıch prostor̊u věnovali zvláštńı pozornost dva představitelé ruské (sovět-

ské) topologické školy: Pavel Sergejevič Alexandrov (1896 – 1982) a Pavel Samuilovič

Uryson (1898 – 1924). Podle Urysona [1925, s. 41] každá matematická teorie má přirozený

obor existence; pro topologii 13 j́ım je tř́ıda kompaktńıch metrických prostor̊u. Alexand-

rov a Uryson [1924, s. 260] definovali pojem bikompaktnosti založený na myšlence otevře-

ného pokryt́ı. Jednalo se o zobecněńı vlastnosti, kterou pro množiny reálných č́ısel

popisuje Borel – Lebesgueova věta [Alexandrov, 1954, s. 124].

Věta (Borel – Legesgue). Z každého nekonečného systému otevřených interval̊u, který

pokrývá daný uzavřený interval [a, b], lze vybrat konečný podsystém, který také pokrývá

[a, b].

Dnešńı učebnice (např. [Munkres, 2000, s. 164]) definuj́ı pojem kompaktńıho prostoru

ve smyslu definice Alexandrova a Urysona. Systém U podmnožin prostoru X nazveme

pokryt́ım X, jestliže sjednoceńı všech prvk̊u U je rovno X. Jsou-li všechny prvky systému

U otevřené podmnožiny X, hovoř́ıme o otevřeném pokryt́ı.

Definice. Topologický prostor je kompaktńı, jestliže každé jeho otevřené pokryt́ı ob-

sahuje konečné podpokryt́ı.

Dř́ıve uvedená (Fréchetova) definice je méně obecná, pro metrické prostory jsou však obě

ekvivalentńı. Prostory studované v té době byly prakticky výhradně metrické, zpravidla

byly v centru zájmu eukleidovské prostory.

Důležitým př́ıkladem kompaktńıho metrického prostoru je Cantorova množina.

Druhé vydáńı Mengenlehre (1927) Hausdorff zcela přepracoval. Některé části byly vypuš-

těny, jiné byly revidovány. V části věnované kompaktńım prostor̊um dokazuje Hausdorff

[1927, s. 134] větu, k ńıž nezávisle dospěl i Alexandrov [1927, s. 567].

Věta (Hausdorff–Alexandrov). Každý kompaktńı metrický prostor je spojitým obrazem

kompaktńı, dokonalé a totálně nesouvislé množiny, tedy např. Cantorovy množiny.
13 Doslova topologie intrinsèque; tak označuje Uryson oblast topologie, oṕıraj́ıćı se o vnitřńı charak-

teristiky objekt̊u, kterými se zabývá.
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Hausdorff–Alexandrovova věta má mimo jiné i význam pro charakterizováńı Jordano-

vých křivek. Hahn [1928] v př́ıspěvku napsaném pro 8. ICM v Boloni navrhl nový d̊ukaz

Hahn–Mazurkiewiczovy věty (s. 87), který předčil jeho p̊uvodńı d̊ukaz jednoduchost́ı

a eleganćı. Zmı́něná věta vyplývá bezprostředně ze tř́ı tvrzeńı:

• Každá kompaktńı množina je spojitým obrazem Cantorovy množiny.

• Je-li množina M kompaktńı, souvislá a lokálně souvislá, pak lze spojit každou

dvojici bod̊u X,Y ∈M Jordanovou křivkou M ′, která lež́ı v M .

• Je-li množina M kompaktńı, souvislá a lokálně souvislá, pak pro každé ρ > 0

existuje σ > 0 tak, že pro každou dvojici bod̊u X,Y ∈ M , jejichž vzdálenost je

menš́ı než σ, existuje Jordan̊uv oblouk spojuj́ıćı X,Y , který lež́ı celý v M a jehož

pr̊uměr je menš́ı než ρ.

3.10 Menger–Urysonova teorie

Přestože na začátku 20. stolet́ı se řada matematik̊u intenźıvně zabývala studiem křivek

z topologického hlediska, nebyl problém obecné definice křivky uspokojivě vyřešen. Can-

torova definice byla vyhovuj́ıćı, ale platila jen pro rovinné křivky. K řešeńı problému

dospěli až ve dvacátých letech nezávisle dva reprezentanti nastupuj́ıćı generace topolog̊u:

Uryson a Menger.

Široké spektrum zájmů, které Uryson na počátku své krátké, ale nesmı́rně plodné mate-

matické kariéry měl, se časem zúžilo předevš́ım na topologii. Když Uryson dokončil

v roce 1921 aspiranturu na moskevské univerzitě, obrátil se na něj podle Alexandrovova

svědectv́ı [Nejman, 1972, s. 142 a n.] Dmitrij Fjodorovič Jegorov (1869 – 1931) s úkolem

naj́ıt nejobecněǰśı topologickou vnitřńı definici křivky a plochy. Tento úkol souvisel

s potřebou vytvořit obecnou teorii dimenze a na ni zaměřil Uryson svou mimořádnou

tv̊urč́ı energii. Alexandrov vypráv́ı, že o vyřešeńı problému jej Uryson zpravil při koupáńı

v řece Kljazmě, když trávili léto spolu s daľśımi mladými matematiky na chatě ve vsi

Burkovo. Koupáńı se později stalo Urysonovi osudným; roku 1924 tragicky zahynul při

plaváńı v moři pobĺıž Batz-sur-Mer v Bretani.

Jestliže topologie byla hlavńı oblast́ı Urysonových zájmů, pak teorie dimenze byla jeho

nejd̊uležitěǰśım př́ınosem v této oblasti. Jegorovovo zadáńı vyřešil Uryson v ještě obecněj-

š́ı rovině a podal definici n-rozměrné Cantorovy variety. I když hlavńı výsledky našel

již v roce 1921 a celá teorie byla hotova na jaře 1922, cesta k jej́ımu publikováńı byla

poměrně složitá.

V zimě 1921 – 22 vedl Uryson na moskevské univerzitě kurz Topologie kontinúı, v̊ubec

prvńı kurz topologie, který se zde uskutečnil a zároveň ”jeden z nejpozoruhodněǰśıch
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matematických kurz̊u, přednesených kdy ve zdech moskevské univerzity, výjimečný svou

tv̊urč́ı hloubkou“ [Nejman, 1972, s. 141]. Kurz byl postaven na p̊uvodńıch Urysonových

výsledćıch.

Urysonova teorie dimenze byla publikována ve dvoud́ılném pojednáńı Mémoire sur les

multiplicités Cantoriennes. Pr̊uběžné výsledky jeho práce byly prezentovány (Fréchetem)

pař́ıžské Akademii v letech 1922 a 1923. Prvńı d́ıl Mémoire nese datum 20. 3. 1923.

Uryson jej předal redakci časopisu Fundamenta Mathematicæ, ale vyšel až po Urysonově

tragické smrti ve dvou částech ve svazćıch VII (1925) a VIII (1926). Na jaře roku 1923

odjeli Uryson s Alexandrovem do západńı Evropy a Uryson o svých výsledćıch referoval

na zářijovém zasedáńı DMV. Druhý d́ıl Mémoire, který je věnován speciálně křivkám,

připravili k tisku Alexandrov a Brouwer po Urysonově smrti; vyšel roku 1927 ve Ver-

handelingen der Koninklijke Nederlandse Akademie van Wetenschappen te Amsterdam

(citace jsou zde uváděny podle ruského překladu [Uryson, 1951]).

Urysonova teorie je vybudována v rámci kompaktńıch metrických prostor̊u. Oṕırá se

o pojem ε-oddělitelnosti [Uryson, 1925, s. 65]. Symbolem B(x, ε) budeme rozumět otev-

řenou kouli se středem v bodě x a poloměrem ε.

Definice. Necht’ C je libovolná množina v kompaktńım metrickém prostoru. Řekneme,

že množina F ⊂ C ε-odděluje bod x ∈ C, jestliže rozd́ıl C \ F je sjednoceńım dvou

množin E a G, pro které plat́ı

1. E a G jsou odděleny (tzn. jsou disjunktńı a žádná z nich neobsahuje hromadný

bod druhé),

2. x ∈ E,

3. E ∪ F ⊂ B(x, ε).

Dimenzi definuje Uryson [1925, s. 65] indukćı.

Definice. Necht’ C je libovolná množina v kompaktńım metrickém prostoru a x ∈ C.

1. Jestliže pro nějaké ε může být bod x ε-oddělen prázdnou množinou, pak tento bod

má dimenzi 0 (vzhledem k C).

2. Jestliže všechny body množiny C maj́ı dimenzi 0 vzhledem k C, pak ř́ıkáme, že C

má dimenzi 0.

3. Jestliže bod x ∈ C, který nemá dimenzi < n (vzhledem k C), může pro nějaké ε

být ε-oddělen množinou B dimenze < n, pak tento bod má dimenzi n.

4. Množina C sestávaj́ıćı pouze z bod̊u dimenze ≤ n má dimenzi n, jestliže obsahuje

alespoň jeden bod, jehož dimenze je n.

Dimenze prázdné množiny je −1.
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Ve vysoce ceněné knize Hurewicze a Wallmana [1941] je teorie dimenze pojednána

v rámci obecněǰśıch separabilńıch metrických prostor̊u. Prostor má dimenzi n, existuje-li

v něm baze, jej́ıž prvky maj́ı hranice dimenze ≤ n − 1, a zároveň neexistuje baze, jej́ıž

prvky by měly hranice dimenze ≤ n− 2..

Urysonovým p̊uvodńım ćılem bylo v souladu s Jegorovovým zadáńım podat definici

Cantorovy n-rozměrné variety, jej́ımiž speciálńımi př́ıpady jsou Cantorova křivka a Can-

torova plocha. Navazuje v tomto ohledu výslovně na práci Janiszewského [Uryson, 1925,

s. 93].

Definice. Kontinuum dimenze 1 se nazývá Cantorovou křivkou.

Uryson dokazuje, že v př́ıpadě rovinné křivky je jeho definice ekvivalentńı s dř́ıvěǰśı

definićı Cantorovy křivky a že jeho definice splňuje podmı́nky Janiszewského (viz s. 89).

Druhá část Urysonova memoáru si klade za ćıl rozvinout teorii Cantorových křivek stejně

a ze stejných metodologických hledisek, jako je v prvńı části rozvinuta teorie dimenze.

Základem studia křivek jsou opět lokálńı vlastnosti, přičemž prostředkem je jako v prvńı

části pojem ε-oddělitelnosti. Tento nástroj slouž́ı předevš́ım k určeńı indexu větveńı bodu

křivky, které je kostrou celé teorie. Při studiu bod̊u rozvětveńı reviduje Uryson starš́ı

definice Younga a Janiszewského a poukazuje na to, že jeho př́ıstup mu umožňuje lépe

zkoumat strukturu křivek. Následuj́ıćı definice je v podstatě převzata z [Uryson, 1951,

s. 522–523].

Definice. Necht’ C je Cantorova křivka.

1. Řekneme, že bod x ∈ C má index n ∈ N a ṕı̌seme indxC = n, jestliže pro nějaké

ε > 0 existuje ε-odděleńı bodu x množinou B, tvořenou n body, přičemž pro

žádné dostatečně malé ε neexistuje ε-odděleńı bodu x množinou, tvořenou méně

než n body.

2. Jestliže bod x může být vždy ε-oddělen konečnou množinou bod̊u, jej́ıž mohutnost

neomezeně roste s 1/ε, je indxC = ω.

3. Jestliže bod x nepatř́ı ani do jedné z výše uvedených kategoríı a může být ε-oddělen

spočetnou množinou, je indxC = ℵ0.

4. Jestliže neplat́ı indxC ≤ ℵ0, ṕı̌seme indxK = c.

Je-li index bodu x větš́ı než 2, bude x bodem rozvětveńı; koncový bod má index 1.

Uzavřenou množinu tvořenou všemi body rozvětveńı a jejich hromadnými body nazývá

Uryson množinou větveńı kontinua C.

Kontinuum na obr. 3.13 vlevo ([Uryson, 1951, s. 524], viz též [Janiszewski, 1912, s. 96])

je tvořeno úsečkou {[x, y] ∈ R2; 0 ≤ x ≤ 1, y = 0} a úsečkami kolmými na osu x
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s koncovými body [p/2n, 0] a [p/2n, 1/2n], kde n ∈ N a p je liché č́ıslo menš́ı než 2n.

Všechny body maj́ı index 1, 2 nebo 3.

Kontinuum na obr. 3.13 vpravo [Uryson, 1951, s. 526] je sjednoceńım polokružnic

Cn = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 = 1/2n, y ≥ 0}, n ∈ N a jejich poloměr̊u, které sv́ıraj́ı

s kladnou poloosou x úhly πp/2n, kde p nabývá hodnot všech lichých č́ısel ≤ 2n − 1.

Bod [0, 0] má index ω.

OBR. 3.13: K analýze struktury křivek pomoćı indexu větveńı

V př́ıpadě kontinua na obr 3.5 maj́ı všechny jeho body lež́ıćı na ose y index ℵ0. Sierpiń-

ského koberec (obr. 3.12) je tvořen pouze body s indexem c.

Uryson dále věnuje pozornost konvergenci množin v kompaktńıch metrických prostorech.

Jej́ım jádrem je věta o kompaktnosti prostoru všech uzavřených množin daného kom-

paktńıho prostoru. Důkaz je obsažen v Hausdorffově Mengenlehre, Uryson však k němu

zřejmě dospěl nezávisle. Konvergenci množin zkoumá Uryson pomoćı tzv. Hausdorffovy

vzdálenosti (v́ıce o ńı v odst. 5.3).

Samostatný význam má Urysonova teorie kontinúı zhuštěńı. Nově je zaveden pojem

kontinua plného zhuštěńı [Uryson, 1951, s. 565].

Definice. Kontinuum K ⊂ C se nazývá kontinuem plného zhuštěńı (vzhledem k C),

jestliže pro každé ε > 0 existuje kontinuum Cε ⊂ C nemaj́ıćı společné body s K, pro

které plat́ı d(K,Cε) < ε. 14

Př́ıkladem [Whyburn, 1942, s. 18] je množina C = Q∪(
⋃∞

n=1Kn), kde Q je obvod čtverce

s vrcholy [0, 0], [1, 0], [1, 1] a [0, 1] a pro každé n ∈ N je Kn úsečka s koncovými body

[1/n, 0] a [1/n, 1] (obr. 3.14). Úsečka K s koncovými body [0, 0] a [0, 1] je kontinuum

plného zhuštěńı (vzhledem k C).

Kontinua plného zhuštěńı maj́ı význam zejména při studiu lokálně souvislých množin.

Uryson [1951, s. 570] nazývá (podle Mazurkiewicze) body druhého druhu ty body, v nichž

kontinuum C neńı lokálně souvislé, a dokazuje, že každý bod druhého druhu nálež́ı
14 Symbolem d(K, Cε) rozumı́me Hausdorffovu vzdálenost množin K a Cε. Výše uvedenou definici

lze formulovat také tak, že K je kontinuem plného zhuštěńı, jestliže v C existuje posloupnost po dvou
disjunktńıch kontinúı K1, K2, . . . , Kn, . . . nemaj́ıćıch společné body s K, která konverguje ke K ve smyslu
Hausdorffovy vzdálenosti. Kontinuum plného zhuštěńı se v topologii nazývá také kontinuum konvergence.
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K K1K2K3

Q

OBR. 3.14: Kontinuum plného zhuštěńı

nějakému kontinuu plného zhuštěńı. (Body prvńıho druhu jsou body, ve kterých je kon-

tinuum C lokálně souvislé.)

Dědičně lokálně souvislým kontinuem se nazývá takové lokálně souvislé kontinuum, jehož

každé subkontinuum je rovněž lokálně souvislé. Dědičná lokálńı souvislost je nutnou

a postačuj́ıćı podmı́nkou k tomu, aby dané kontinuum neobsahovalo kontinuum plného

zhuštěńı [Uryson, 1951, s. 572].

Připomeňme, že Zoretti, který zavedl pojem ireducibilńıho kontinua, se zprvu domńıval,

že jde o pojem identický s pojmem jednoduché Jordanovy křivky. Každý jednoduchý

oblouk je ireducibilńım kontinuem. Sám Zoretti si však záhy uvědomil, že k tomu, aby

platilo i opačné tvrzeńı, je nutné připojit daľśı podmı́nky. Problémem se zabývali např.

Mazurkiewicz a Janiszewski a rovněž Uryson [1951, s. 582], který dokazuje, že k tomu,

aby ireducibilńı kontinuum C bylo jednoduchým obloukem, je nutné a stač́ı, aby C

neobsahovalo žádné kontinuum plného zhuštěńı.

V daľśı části svého memoáru dává Uryson závěry týkaj́ıćı se vlastnost́ı kontinúı do

souvislosti s body rozvětveńı. Označ́ıme ve shodě s Urysonem [1951, s. 610] velkými

ṕısmeny následuj́ıćı vlastnosti bodu x kontinua C:

A. x je druhého druhu (vzhledem k C)

B. x je prvkem kontinua plného zhuštěńı (vzhledem k C)

C. x je prvkem kontinua zhuštěńı (vzhledem k C)

D. indxC ≥ ℵ0

Budeme-li výrok ”P implikuje Q“ zapisovat jako P → Q, ukazuj́ı následuj́ıćı schemata

logické vztahy mezi výše uvedenými vlastnostmi [Uryson, 1951, s. 610]:

A → B↗
↘

C

D
D 9 C 9 B 9 A
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V př́ıpadě ireducibilńıho kontinua jsou vlastnosti A, B, C ekvivalentńı; žádná z nich neńı

d̊usledkem vlastnosti D.

Stejnou problematikou jako Uryson se zhruba ve stejné době zabýval i Karl Menger

(1902 – 1985).

Menger byl přijat na v́ıdeňskou univerzitu jako student fyziky (v následuj́ıćıch odstavćıch

čerpám z práce [Johnson, 1981, s. 233 a n.]). Zhruba ve stejné době přǐsel do Vı́dně i Hahn

a Menger se zapsal na jeho seminář Neueres über den Kurvenbegriff. Úvodńı Hahnova

přednáška, v ńıž shrnul dosavadńı pokusy o definováńı pojmu křivka a konstatoval, že

navzdory jasné intuitivńı představě o křivce dosud scháźı jej́ı obecná přesná definice,

byla pro Mengera impulsem k intenźıvńı práci, jej́ımž výsledkem bylo nalezeńı směru,

kterým by se úvahy o definici křivky měly ub́ırat. Menger se svými myšlenkami seznámil

Hahna a povzbuzen jeho zájmem pokračoval v práci. Jej́ı součást́ı bylo i vypracováńı

obecné teorie dimenze, protože právě jednorozměrnost považoval Menger, stejně jako

Uryson, za nejd̊uležitěǰśı vlastnost křivky.

Cesta od prvńıch výsledk̊u k jejich publikováńı nebyla př́ımočará. Krátký popis pr-

votńıch myšlenek s názvem Der Begriff der Kurve bez d̊ukaz̊u a formálńı struktury

nebyl nikdy publikován. Daľśı krátké pojednáńı Über die Dimensionalität von Kon-

tinuen s podtitulem Entwurf uložil Menger do péče v́ıdeňské Akademie v obavě, aby

jej někdo nepřipravil o prvenstv́ı objevu. Dva deľśı články s totožným názvem Über die

Dimensionalität von Punktmengen z přelomu roku 1921/22 resp. listopadu 1922 byly

Hahnem jako redaktorem Monatshefte für Mathematik und Physik vráceny, protože ob-

sahovaly chyby. Konečně v závěru roku 1923 předal Menger redakci Monatshefte prvńı

část přepracovaného pojednáńı Über die Dimensionalität von Punktmengen, která se

stala zároveň základem jeho doktorské disertace. Druhou část svého pojednáńı dokončil

Menger o necelý rok později, publikována však byla kv̊uli finančńım pot́ıž́ım Monatshefte

až roku 1926.

Dimenzi definuje Menger [1926, s. 138] pro množiny v metrických prostorech:

Množina A se nazývá n-dimenzionálńı, jestliže n je nejmenš́ı nezáporné celé
č́ıslo s následuj́ıćı vlastnost́ı:
Pro každý bod a ∈ A existuje posloupnost okoĺı klesaj́ıćı k a s nejvýše
(n − 1)-dimenzionálńımi hranicemi; tj. pro každé a ∈ A a každé okoĺı U(a)
existuje okoĺı U1(a) ⊂ U(a) s nejvýše (n − 1)-dimenzionálńı hranićı. Pouze
prázdná množina a žádná jiná je (−1)-dimenzionálńı a nejvýše (−1)-dimen-
zionálńı.
Nejvýše n-dimenzionálńı nazveme přitom množinu, která je n-dimenzionálńı
nebo méně než n-dimenzionálńı, zat́ımco množinu, která neńı nejvýše
n-dimenzionálńı, budeme označovat jako alespoň n-dimenzionálńı.
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Obsáhlé pojednáńı o teorii křivek, které vyšlo v Mathematische Annalen, se oṕırá o tuto

definici křivky v metrickém prostoru [Menger, 1925, s. 278]:

Kontinuum K se nazývá křivkou, jestliže ke každému bodu množiny K exis-
tuje libovolně malé okoĺı, jehož hranice neobsahuje žádné kontinuum. Kon-
tinuum K, které je vložené v nějakém prostoru, se nazývá křivkou, jestliže
ke každému bodu množiny K existuje libovolně malé okoĺı, jehož hranice
nemaj́ı s K společné žádné kontinuum.

Křivkami v n-rozměrném eukleidovském (nebo obecně metrickém) prostoru jsou tak

jednorozměrná kontinua.

Pro zkoumáńı struktury křivek zavád́ı Menger pojem řádu bodu křivky (Ordnung des

Kurvenpunktes), který koresponduje s Urysonovým indexem. Bod p křivky se nazývá

regulárńım bodem, jestliže jestliže jeho libovolně malé okoĺı má konečnou hranici.

V březnu 1925 odjel Menger do Amsterodamu za Brouwerem, s ńımž byl v kontaktu

už v předcházej́ıćıch měśıćıch. Brouwer̊uv seminář, na který byli pozváni i Alexandrov,

Vietoris a Kerékjártó, se stal př́ıležitost́ı k intenźıvńı práci v oblasti moderńı topologie.

Menger se zde zabýval vedle teorie křivek a teorie dimenze rovněž otázkami z oblasti

logiky a základ̊u matematiky.

Po Mengerově návratu do Vı́dně vyšla jeho Dimensiontheorie (1928) a o pár let později

Kurventheorie (1932).

OBR. 3.15: Mengerova univerzálńı křivka je trojrozměrnou variantou Sierpińského
křivky. (Zdroj: Wikimedia Commons)
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V prvńı z uvedených knih je dokázána věta, že kompaktńı metrický prostor dimenze 1 je

homeomorfńı s nějakou podmnožinou tř́ırozměrného eukleidovského prostoru. Speciálně,

každá křivka je homeomorfńı s nějakou podmnožinou jisté ”univerzálńı“ množiny známé

jako Mengerova křivka či Mengerova houba (podle Mandelbrota [1982, s. 134]).

Teorie dimenze představená stručně v tomto odstavci je běžně nazývána teoríı Menger–

Urysonovou, přičemž se bere v úvahu, že výsledky obou autor̊u jsou v zásadě ekvivalentńı

a že oba k nim dospěli nezávisle. Ojedinělé jsou hlasy upřednostňuj́ıćı pouze jednoho

autora (např. Alexandrov v předmluvě k ruskému vydáńı Dimension Theory poukazuje

na to, že Uryson ke svým výsledk̊um dospěl dř́ıve než Menger a jeho práce je hlubš́ı,

naproti tomu Temple v knize 100 Years of Mathematics [1981, s. 132] zd̊urazňuje větš́ı

jednoduchost a obecnost Mengerovy teorie).
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Kapitola 3. Křivka jako kontinuum 103
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Kapitola 3. Křivka jako kontinuum 104
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Kapitola 4

Délka, mı́ra a dimenze

V prvńı kapitole jsme viděli, jak se od starověku do konce 19. stolet́ı vyv́ıjely představy

o tom, co znamená pojem délky křivky, které křivky jsou rektifikovatelné a jak lze

délku křivky poč́ıtat. Daľśı pokrok při řešeńı těchto otázek byl podmı́něn formulováńım

obecněǰśı teorie integrálu. Na začátku 20. stolet́ı se nav́ıc hledaly i jiné metody vyjádřeńı

délky křivky, zejména v souvislosti s rozv́ıjej́ıćı se teoríı mı́ry. Pojem lineárńı mı́ry měl dát

předevš́ım odpověd’ na otázku, jaká je ”délka“ množin obecněǰśıch než jsou oblouky rek-

tifikovatelných křivek. Vyvstala rovněž otázka, jak určovat ”velikost“ oblouku v př́ıpadě

nerektifikovatelných křivek. Pojem dimenze, který byl v této souvislosti zaveden, vycháźı

(na rozd́ıl od topologické dimenze z předchoźı kapitoly) z metrických vlastnost́ı prostoru

a má úzkou souvislost s pojmem mı́ry.

4.1 Délka křivky v Lebesgueově teorii

Jedńım z nejvýznamněǰśıch objev̊u v matematice na přelomu 19. a 20. stolet́ı byla

Lebesgueova teorie integrálu. Henri Lebesgue (1875 – 1941) ji poprvé v ucelené formě

představil ve své doktorské disertačńı práci Intégrale, longueur, aire, jež byla publikována

roku 1902 v časopise Annali di Matematica. Jej́ı kostru tvořily výsledky, které byly

prezentovány pař́ıžské Akademii v letech 1899 – 1901 a uveřejněny v Comptes rendus.

Délka křivky byla jedńım z ústředńıch témat Lebesgueovy disertačńı práce, která zač́ıná

následuj́ıćımi slovy [Lebesgue, 1902, s. 231]:

V této práci se pokuśım dát co nejobecněǰśı a nejpřesněǰśı definice některých
pojmů (v orig. nombres, tedy č́ısel), kterými se zabýváme v analýze: určitého
integrálu, délky křivky, obsahu plochy.
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Vedle nové definice integrálu bylo Lebesgueovým záměrem předevš́ım zavést pojem ob-

sahu zakřivené plochy podobně, jako je definována délka oblouku křivky; jej́ı definici pak

př́ıpadně upravit či zobecnit.

Lebesgue se oṕıral vedle práce Jordana hlavně o Borelovy výsledky. Borel̊uv axioma-

tický př́ıstup použil při definováńı mı́ry bodové množiny, ale analogicky postupoval i při

zaváděńı daľśıch pojmů.

V prvńı kapitole formuloval Lebesgue pojem mı́ry bodové množiny na př́ımce jako zobec-

něńı pojmu délky intervalu. V Lebesgueově teorii je vněǰśı mı́ra λ∗(A) libovolné množiny

A ⊂ R definována pomoćı spočetného pokryt́ı intervaly. Vnitřńı mı́ra omezené množiny

A ⊂ I, kde I je omezený interval, je definována pomoćı vztahu λ∗(A) = λ∗(I)−λ∗(I\A).

Množina A je podle Lebesguea měřitelná právě tehdy, když λ∗(A) = λ∗(A).

Lebesgue [1902, s. 233] poznamenává v předmluvě, že zobecněńım pojmu délky intervalu

(úsečky) v jiném smyslu je délka (oblouku) křivky, které je věnována třet́ı kapitola.

Lebesgue definuje délku oblouku křivky C jako limitu posloupnosti délek lomených čar,

které konverguj́ı stejnoměrně k C v následuj́ıćım smyslu: Je-li C prostorová křivka po-

psaná rovnicemi

x = f(t), y = ϕ(t), z = ψ(t), t ∈ [a, b], (4.1)

a {Cn} posloupnost lomených čar, přičemž pro body čáry Cn plat́ı

x = fn(t), y = ϕn(t), z = ψn(t), t ∈ [a, b], (4.2)

a funkce fn, ϕn resp. ψn konverguj́ı stejnoměrně k f , ϕ resp. ψ v intervalu [a, b], pak

ř́ıkáme, že C je limitou posloupnosti {Cn}. Lebesgue poukazuje na to, že jeho definice

a ”klasická“ definice délky oblouku (Scheefferova a Jordanova) jako limity délek ve-

psaných lomených čar jsou ekvivalentńı.

Jestliže křivka C má mezi dvěma svými body konečnou délku, ř́ıkáme, že je mezi těmito

body rektifikovatelná. Existuj́ı křivky, které nejsou rektifikovatelné mezi žádnými dvěma

svými body: např. křivka popsaná rovnicemi

x =
∞∑

n=0

bn cos anπt, y = 0, z = 0, (4.3)

pro jisté hodnoty a, b (tedy graf Weierstrassovy funkce) [Lebesgue, 1902, s. 286].

Pro hladkou křivku pak Lebesgue odvozuje následuj́ıćı výsledek.

Věta. Je-li C křivka popsaná rovnicemi (4.1) a f ′, ϕ′, ψ′ existuj́ı, pak k tomu, aby C byla

rektifikovatelná, je nutné a stač́ı, aby existoval integrál funkce
√
f ′2 + ϕ′2 + ψ′2. Tento

integrál pak vyjadřuje délku oblouku.
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Lebesgue, který byl dobře obeznámen s předchoźımi výsledky týkaj́ıćımi se problému

rektifikace, poznamenává, že du Bois-Reymondova definice délky křivky (viz s. 38) je

speciálńım př́ıpadem ”klasické“ definice.

Podle Hawkinse [1975, 131] byl Lebesgue̊uv zájem o problém rektifikace spojen s jeho

objevem, že každá funkce, která má v intervalu [a, b] konečnou variaci, má skoro všude

v [a, b] konečnou derivaci. Přepracovaná a zkrácená podoba teorie rektifikace, doplněná

však o nověǰśı poznatky, se objevila v Lebesgueových Leçons. Hlavńı výsledek představuje

následuj́ıćı věta [Lebesgue, 1904, s. 125].

Věta. Necht’ oblouk křivky C popsaný rovnicemi (4.1) má konečnou délku a funkce

x(t), y(t), z(t) maj́ı ohraničené Diniho derivace.1 Pak x′(t), y′(t), z′(t) existuj́ı zároveň

skoro všude v [a, b] a délka oblouku křivky je dána vzorcem

l =
∫
E

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 dt, (4.4)

kde E označuje množinu těch t ∈ [a, b], pro která x′(t), y′(t), z′(t) existuj́ı.

Lebesgue [1904, s. 127] v té souvislosti konstatuje, že rektifikovatelná křivka má skoro

všude (en général) tečnu. Body, kde tečna neexistuje, odpov́ıdaj́ı hodnotám t, které

nejsou součást́ı integračńıho oboru v (4.4). Hawkins [1975, 141] připojuje poznámku, že

Lebesgue t́ım vrátil integrálu význam, který p̊uvodně měl pro teorii rektifikace.

4.2 Singulárńı funkce

Funkce f s konečnou variaćı v intervalu [a, b] má konečnou derivaci pro všechny hodnoty

x ∈ [a, b] \ K, kde K je množina mı́ry nula. V samém závěru Leçons Lebesgue [1904,

s. 129] uvád́ı, že i když je tato derivace integrovatelná (sommable) ve všech bodech, kde

je konečná, neńı jej́ı primitivńı funkce nutně rovna f .

Existuj́ı tedy funkce, které nejsou v [a, b] ”neurčitými integrály své derivace“ (podle

tehdeǰśı terminologie). Aby toto platilo (tj. aby pro danou funkci f platilo
∫ x
a f

′(t) dt =

= f(x) − f(a) pro a ≤ x ≤ b), je podle Lebesguea nutné připojit daľśı předpoklad,

který znamená absolutńı spojitost funkce f v [a, b].2 Pojem absolutńı spojitosti zavedl
1 Podrobné informace o Diniho derivaćıch najde čtenář např. v knize [Kannan, 1996, s. 55 a n.].
2 Formálně: Funkce f je absolutně spojitá v [a, b], jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že

pro každý systém interval̊u [a1, b1], . . . , [an, bn] s a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ · · · ≤ an < bn ≤ b plat́ı

nX
k=1

(bk − ak) < δ =⇒
nX

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε

(viz. [Kannan, 1996, s. 154]).
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Giuseppe Vitali (1875 – 1932), který také publikoval prvńı d̊ukaz uvedeného tvrzeńı.

Lebesgue je dokázal (jednodušš́ımi prostředky) až roku 1907 [Hawkins, 1975, s. 145].

Př́ıkladem spojité funkce s variaćı konečnou, která neńı absolutně spojitá, je Cantorova

funkce. Je-li F Cantorova množina, pak každý jej́ı bod x lze vyjádřit ve tvaru

x =
a1

3
+
a2

32
+ · · ·+ an

3n
+ · · · (4.5)

s koeficienty an nabývaj́ımi pro všechna n ∈ N pouze hodnot 0 a 2. Pro x ∈ F pak

definujeme

ψ(x) =
b1
2

+
b2
22

+ · · ·+ bn
2n

+ · · · (4.6)

kde bn = an/2 pro každé n ∈ N. Ve styčných intervalech Cantorovy množiny definu-

jeme ψ(x) jako společnou hodnotu v obou koncových bodech intervalu a dále klademe

ψ(0) = 0, ψ(1) = 1.

Cantorova funkce je monotonńı, spojitá a má konečnou variaci v intervalu [0, 1] a plat́ı

ψ′(x) = 0 s.v. v intervalu [0, 1]. Délka jej́ıho grafu mezi [0, 0] a [1, 1] je rovna 2, ale∫ 1
0

√
1 + [ψ′(x)]2 dx = 1.

1

10

OBR. 4.1: Znázorněńı grafu Cantorovy funkce, který Mandelbrot [1975, s. 62] nazval

”d’áblovým schodǐstěm“

Cantorova funkce je jedńım z prvńıch př́ıklad̊u tzv. singulárńıch funkćı, které v Lebes-

gueově teorii hraj́ı významnou roli.3

Cantor k objevu singulárńıch funkćı dospěl v souvislosti se svým studiem mohutnost́ı

nekonečných bodových množin. Nezávisle na Cantorovi se t́ımto typem funkćı zabýval
3 Singulárńı funkćı se nazývá funkce f definovaná v intervalu [a, b], která neńı v [a, b] konstantńı a pro

kterou plat́ı f ′(x) = 0 skoro všude v [a, b] [Kannan, 1996, s. 170].
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Ludwig Scheeffer (1859 – 1885), který na př́ıkladu singulárńı funkce ukázal nesprávnost

Harnackovy domněnky, že funkce f spojitá v intervalu [a, b], pro niž v každém bodě

x ∈ (a, b), s možnou výjimkou ”diskrétńı“ množiny bod̊u 4, plat́ı f ′(x) = 0, je v tomto

intervalu konstantńı. Sám Harnack si význam funkćı Cantorova typu se zpožděńım

uvědomil a popsal vlastńı konstrukci stupňovité funkce Cantorova typu (v́ıce je o historii

prvńıch singulárńıch funkćı uvedeno v článku [Koudela, 2011]).

Axel Harnack (1851 – 1888) se narodil a vyr̊ustal v Dorpatu (dnešńı Tartu, Estonsko).

Od roku 1874 pobýval v Německu, jeho nejproduktivněǰśı obdob́ı je spojeno s p̊usobeńım

na Technische Hochschule v Drážd’anech. Známé jsou předevš́ım jeho výsledky v alge-

braické geometrii a analýze. Byl poměrně plodným autorem a přestože některé jeho

práce obsahovaly chyby, přinášely i nesporný pokrok.

Uvedené singulárńı funkce jsou konstantńı ve styčných intervalech dokonalé ř́ıdké množi-

ny Cantorova typu. Postupem času se objevily ještě podivněǰśı př́ıklady singulárńıch

funkćı, které jsou ryze monotonńı. Jejich konstrukce však většinou postrádá geomet-

rickou názornost, kterou se vyznačuje konstrukce Cantorovy či Harnackovy funkce. Kla-

sickým př́ıkladem je Minkowského funkce, kterou Hermann Minkowski (1864 – 1909)

sestrojil v souvislosti s úvahami o přǐrazeńı kvadratických iracionalit intervalu [0, 1]

racionálńım č́ısl̊um.

Minkowski [1904] definoval funkci označovanou otazńıkem následuj́ıćım zp̊usobem. V jed-

notkovém čtverci s vrcholy [0, 0], [0, 1], [1, 0] a [1, 1] vyznač́ıme na ose y dyadicky

racionálńı č́ısla postupným p̊uleńım interval̊u, poč́ınaje intervalem [0, 1]. Č́ıslu, které

p̊uĺı interval a/b, a′/b′, přičemž o č́ıslech a, b a a′, b′ předpokládáme, že jsou nesoudělná,

přǐrad́ıme bod x = (a + a′)/(b + b′).5 Hodnotám y = 0 resp. y = 1 přǐrad́ıme hodnoty

x = 0 resp. x = 1. V ostatńıch bodech x ∈ [0, 1] dodefinujeme funkci y =?(x) tak, aby

byla v intervalu [0, 1] spojitá.

Vlastnosti Minkowského funkce studoval později Arnaud Denjoy (1884 – 1974), který

mj. dokázal, že se jedná o singulárńı funkci. Daľśı př́ıklady ryze monotonńıch sin-

gulárńıch funkćı źıskané pomoćı odlǐsných postup̊u jsou popsány např. v [Kannan, 1996,

s. 208–213].
4 Nekonečnou množinu M ⊂ [a, b] nazývá Harnack [1882, s. 238] diskrétńı, jestliže pro každé ε > 0

existuje konečný systém interval̊u, který pokrývá množinu M a má celkovou délku menš́ı než ε. Označeńı

”
diskrétńı“ pro množiny nulové mı́ry souviśı s t́ım, že v integrálńım počtu jim Harnack přikládal stejný

význam jako konečným soubor̊um izolovaných bod̊u [Hawkins, 1975, s. 59].
5 Body na ose x tvoř́ı binárńı strukturu známou v teorii č́ısel jako Stern–Brocot̊uv strom. Minkowského

funkce představuje prosté zobrazeńı mezi dyadicky racionálńımi č́ısly a odpov́ıdaj́ıćımi členy Stern–Bro-
cotovy posloupnosti.
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1
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OBR. 4.2: Bodová konstrukce Minkowského funkce

4.3 Lineárńı mı́ra

Jedńım z prvńıch, kteř́ı se zabývali pojmem mı́ry (velikosti) bodové množiny, byl Can-

tor.6 V šestém d́ılu série Über unedliche lineare Punktmannigfaltigkeiten zavedl Cantor

[1884b, 473–479] pojem mı́ry (v orig. Inhalt, tedy obsah) omezené množiny A ∈ Rn.

Je-li A sjednoceńım konečného počtu omezených n-rozměrných část́ı (Stücken), je jej́ı

mı́ra I(A) rovna (Riemannovu) integrálu
∫
A dx1dx2 . . . dxn. V ostatńıch př́ıpadech postu-

pujeme následuj́ıćım zp̊usobem. Pro libovolný bod x ∈ Rn označ́ıme symbolem K(x, r)

n-rozměrnou uzavřenou kouli se středem v bodě x a s poloměrem r. Sjednoceńı

Ar = ∪x∈ĀK(x, r) všech kouĺı, jejichž středy jsou všechny body uzávěru množiny A,

lze rozdělit na konečný počet část́ı, z nichž každá je n-rozměrným kontinuem. Mı́ru

množiny A pak Cantor definuje jako

I(A) = lim
r→0+

∫
Ar

dx1dx2 . . . dxn. (4.7)

Cantor věnoval pozornost pojmu mı́ry i v dopise Mittag-Lefflerovi, který byl otǐstěn ve

čtvrtém svazku Acta mathematica. Upozorňuje v něm [Cantor, 1884a, 389–390], že mı́ra

množiny A záviśı na prostoru, za jehož součást A považujeme; speciálně pak záviśı na

n. Jednotkový čtverec uvažovaný jako podmnožina R3 má mı́ru 0, avšak jako součást

R2 má mı́ru 1. Cantor se zde dotkl tématu p-dimenzionálńı mı́ry v Rn, které ale dále

nerozpracoval.
6 Prvńım, kdo zavedl pojem mı́ry bodové množiny v R1 a R2, byl Otto Stolz (1842 – 1905) v roce 1884.

Cantor ke svým výsledk̊um, které maj́ı obecněǰśı charakter, dospěl nezávisle [Hawkins, 1975, s. 61–62].
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Minkowski [1901] se oṕıral o Cantorovu mı́ru při definováńı délky oblouku prostorové

křivky a obsahu zakřivené plochy v R3. Jako výchoźı pojem mu posloužil pojem ob-

jemu (ve smyslu integrálu
∫
dx1dx2dx3), který ”patř́ı k nejelementárněǰśım pojmům

analýzy nekonečna“ [Minkowski, 1901, s. 115]. Minkowski se domńıval, že jeho př́ıstup je

př́ımočařeǰśı než zaváděńı délky oblouku pomoćı délek vepsaných lomených čar. V každém

bodě křivky C sestroj́ıme uzavřenou kouli o poloměru r; sjednoceńı všech těchto kouĺı

tvoř́ı množinu Cr bod̊u, jejichž vzdálenost od křivky C je nejvýše r. Objem této množiny

označ́ıme symbolem V (Cr). Pokud existuje limita

lim
r→0+

V (Cr)
πr2

, (4.8)

představuje podle Minkowského délku křivky C. Dá se ukázat, že v př́ıpadě omeze-

ných uzavřených či otevřených bodových množin na př́ımce odpov́ıdá limita (4.8) jejich

Lebesgueově mı́̌re; u rektifikovatelné Jordanovy křivky odpov́ıdá délce oblouku.

Obecně by Minkowského p-rozměrná mı́ra množiny A ⊂ Rn byla definována jako

lim
r→0+

V (Ar)
Jn−p(r)

, (4.9)

kde Ar je sjednoceńı všech n-rozměrných kouĺı se středy tvořenými body množiny A

a poloměry r a Jn−p(r) je objem (n− p)-rozměrné koule s poloměrem r [Zoretti, 1927].

Nevýhody Minkowského lineárńı mı́ry jsou vyváženy relativńı jednoduchost́ı jej́ıho zave-

deńı. To přispělo k tomu, že Minkowského mı́ra nebyla zapomenuta ani poté, co byly

publikovány sofistikovaněǰśı definice lineárńı mı́ry. Na Minkowského mı́̌re je založena

tzv. Minkowského–Bouligandova fraktálńı dimenze, která je efektivńım nástrojem pro

kvantitativńı vyjadřováńı ”velikosti“ nerektifikovatelných křivek a jiných složitěǰśıch

bodových množin (viz odst. 4.7).

Poměrně velkou pozornost věnuj́ı lineárńı mı́̌re William Henry Young (1863 – 1942)

a Grace Youngová (1868 – 1944) v knize The Theory of Sets of Points. Zaváděj́ı nej-

prve pojem lineárńı mı́ry (linear content) bodové množiny lež́ıćı na rektifikovatelné Jor-

danově křivce vzhledem k této křivce analogicky, jako předt́ım definuj́ı lineárńı mı́ru

bodové množiny lež́ıćı na reálné ose. Dále věnuj́ı pozornost obecnému pojmu lineárńı

mı́ry. Množina bod̊u lež́ıćıch na rektifikovatelné Jordanově křivce v rovině má plošný

obsah rovný nule. Youngovi kladou otázku, zda množina nulového plošného obsahu muśı

vždy ležet na nějaké křivce. Podle nich je nutné zabývat se teoríı lineárńı mı́ry nezávisle

na úvahách o křivkách.

V knize jsou podány dvě definice lineárńı mı́ry. V prvńı z nich je zavedena mı́ra (označova-

ná v textu jako I) v podstatě stejně jako Minkowského délka křivky v R2. V př́ıpadě,
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že limita (4.8) neexistuje, může ji podle Youngových nahradit limes superior. Youngovi

nicméně poukazuj́ı na obt́ıže, které jsou s touto definićı spojeny. Navrhuj́ı proto daľśı

definici [Young, 1906, s. 273].

Necht’ malé oblasti o pr̊uměru d (v orig. span, viz s. 78) jsou opsány kolem každého

bodu dané uzavřené množiny A. Jejich sjednoceńı označ́ıme jako Ad a jeho obsah P (Ad).

Lineárńı mı́rou J množiny A pak nazývaj́ı autoři výraz

lim sup
d→0+

P (Ad)
d

. (4.10)

V př́ıpadě oblouk̊u běžných křivek (kuželoseček apod.) maj́ı lineárńı mı́ry I a J stejnou

hodnotu a jsou rovny délce oblouku. Obecně v př́ıpadě rektifikovatelné Jordanovy křivky

je jejich hodnota nejvýše rovna délce oblouku. Youngovi [1906, s. 273] však uváděj́ı

i př́ıklady množin, u kterých oba př́ıstupy vedou k paradoxńım hodnotám. Jedná se o

1. systém oblouk̊u rektifikovatelné Jordanovy křivky, pro který je lineárńı mı́ra

vzhledem k této křivce menš́ı než jeho lineárńı mı́ra;

2. uzavřenou spočetnou množinu bod̊u v rovině s kladnou lineárńı mı́rou;

3. uzavřenou spočetnou množinu bod̊u v rovině s nekonečnou lineárńı mı́rou.

Youngovi [1906, s. 270] konstatuj́ı, že teorie lineárńı mı́ry v rovině je teprve v plenkách

a jak nasvědčuj́ı uvedené př́ıklady, v žádném př́ıpadě nejde o jednoduchou a snadno

pochopitelnou teoriii.

Přibližně ve stejné době se problematiky lineárńı mı́ry dotkl i Dimitrie Pompeiu (1873 –

1954) ve své disertačńı práci [Pompeiu, 1905], kterou napsal pod vedeńım Poincarého

a obhájil v Pař́ıži roku 1905. Pompeiu, jeden z prvńıch rumunských matematik̊u, kteř́ı

dosáhli mezinárodńıho věhlasu, se ve své práci zabýval analýzou rozložeńı singularit

holomorfńıch funkćı v návaznosti zejména na práci Painlevého. Lineárńı mı́ru (délku,

longueur) množiny C ⊂ R2 definuje Pompeiu [1905, 283–284] podobně jako Youngovi

lineárńı mı́ru I, tedy jako limes superior pod́ılu V (Cr)/(2r) pro r → 0+. Podle Pompeia

lze každou uzavřenou množinu A bod̊u v rovině jediným zp̊usobem vyjádřit jako

A = A0 ∪ P, (4.11)

kde A0 je spočetná a P dokonalá. Dále zavád́ı následuj́ıćı klasifikaci bod̊u dokonalé

množiny P . Bod p je bodem prvńıho druhu (point de première espèce), jestliže existuje

kruh s poloměrem r opsaný bodu p tak, že všechny body množiny P , které lež́ı uvnitř

tohoto kruhu, tvoř́ı spočetný systém podmnožin konečné délky. Když takový kruh ne-

existuje, bude bod p nazýván bodem druhého druhu (point de seconde espèce). Pro
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libovolnou dokonalou množinu P ⊂ R2 pak plat́ı

P = A1 ∪A2, (4.12)

kdeA1 resp.A2 jsou množiny bod̊u prvńıho resp. druhého druhu, přičemžA1 je spočetným

systémem podmnožin konečné délky a A2 je dokonalá. Pompeiova práce obsahovala

i daľśı podnětné myšlenky; mimo jiné definici vzdálenosti mezi množinami (konkrétně

rovinnými křivkami), kterou později rozpracoval Hausdorff (viz odst. 5.3).

Oscar Janzen ve své disertačńı práci z roku 1907 napsané v Královci pod vedeńım

Schoenfliese a Meyera definoval lineárńı mı́ru odlǐsným zp̊usobem. Libovolnou omezenou

množinu A ⊂ R2 pokryjeme soustavou polouzavřených vzájemně se nepřekrývaj́ıćıch

obdélńık̊u se stranami s, r, s ≤ r. Pravoúhlé pr̊uměty části A lež́ıćı v obdélńıku Rn do

souřadnicových os budou mı́t (vněǰśı) mı́ru m′
n(r), m′′

n(r). Lineárńı mı́ru LJ množiny A

pak definujeme jako

LJ(A) = lim
r→0+

∞∑
n=1

√
m′

n(r) +m′′
n(r), (4.13)

Uvedenou definici lze snadno zobecnit na př́ıpad lineárńı mı́ry v Rn. Nevýhodou Janze-

novy mı́ry je jej́ı závislost na zp̊usobu volby soustavy souřadnic. Na s. 118 je uveden

př́ıklad množiny, jej́ıž Janzenova mı́ra je
√

2 při stejné volbě os jako na obrázku 4.3

a 0 v př́ıpadě otočeńı soustavy souřadnic o 45◦ (viz též [Morse, 1940]). Janzenova mı́ra

je nicméně př́ıkladem mı́ry, která splňuje požadavky, jež na mı́ru bodových množin v Rn

(se zvláštńım zřetelem k lineárńı mı́̌re) kladl Carathéodory.

4.4 Carathéodoryho teorie jednorozměrné mı́ry v Rn

Constantin Carathéodory (1873 – 1950), p̊uvodem turecký Řek, jehož otec byl zaměstnán

v diplomatických službách osmanské ř́ı̌se, źıskal vzděláńı v evropských školách. Mate-

matiku studoval v Berĺıně a poté v Göttingen, kde roku 1904 obhájil doktorskou di-

sertačńı práci na téma z variačńıho počtu, kterou napsal pod vedeńım Minkowského.

Kromě krátkodobého pobytu v Řecku, kde se pod́ılel na založeńı nové univerzity ve

Smyrně, p̊usobil na r̊uzných mı́stech v Německu (nejdéle v Mnichově, kde byl nástupcem

Lindemanna).

Carathéodory se v pojednáńı [Carathéodory, 1914], přečteném na zasedáńı Královské

společnosti nauk v Göttingen 24. 10. 1914 Felixem Kleinem (1849 – 1925), zabýval zobec-

něńım Lebesgueovy teorie pro vyjádřeńı pojmu délky v Rn. Jeho práce je rozdělena

na dvě kapitoly. V prvńı je podána formálńı teorie mı́ry. Carathéodory nejprve zavedl

vněǰśı mı́ru jako nezápornou monotonńı σ-subaditivńı funkci definovanou na systému
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všech podmnožin Rn a prostřednictv́ım jej́ıho omezeńı na měřitelné množiny zavedl

mı́ru a vybudoval obecnou teorii mı́ry. V jej́ım rámci pak ve druhé kapitole definoval

lineárńı (jednorozměrnou) mı́ru jako speciálńı př́ıpad mı́ry v prostoru Rn.

Vněǰśı mı́rou nazývá Carathéodory každou množinovou funkci µ∗, která vyhovuje násle-

duj́ıćım pěti axiomům:

1. pro každouA ⊂ Rn je µ∗(A) ≥ 0 (nevylučujeme př́ıpad, že µ∗(A) nabývá nekonečné

hodnoty);

2. je-li A ⊂ B ⊂ Rn, pak µ∗(A) ≤ µ∗(B);

3. je-li {An} spočetný systém podmnožin Rn, plat́ı µ∗(
⋃∞

n=1An) ≤
∑∞

n=1 µ
∗(An).

Množinu A ⊂ Rn nazývá Carathéodory měřitelnou, jestliže pro libovolnou W ⊂ Rn plat́ı

µ∗(W ) = µ∗(A ∩W ) + µ∗(W \ (A ∩W )).

Pro měřitelné množiny ṕı̌seme µ(A) = µ∗(A). Carathéodoryho definice měřitelnosti

nevyžaduje zavedeńı vnitřńı mı́ry. Prvńı tři axiomy stač́ı k odvozeńı základńıch tvrzeńı

teorie mı́ry. Aby však v̊ubec bylo možné ukázat existenci měřitelných množin, doplňuje

Carathéodory systém axiomů daľśımi dvěma podmı́nkami:

4. jestliže je vzdálenost d(A,B) množin A,B ⊂ Rn definovaná pomoćı předpisu

d(A,B) = inf{|x− y|;x ∈ A, y ∈ B} kladná, plat́ı

µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B),

5. µ∗(A) = inf{µ(B);A ⊂ B,B je měřitelná}.

Poté přistupuje Carathéodory k zavedeńı vnitřńı mı́ry µ∗(A) množiny A ⊂ Rn jako

suprema měr všech měřitelných množin obsažených v A a odvozuje obvyklou formulaci

měřitelnosti: množina A je měřitelná právě tehdy, když µ∗(A) = µ∗(A).

Ve druhé kapitole se Carathéodory věnuje konstrukci jednorozměrné mı́ry množiny

A ⊂ Rn pro n > 1. Je-li U spočetný systém množin Ui ⊂ Rn takový, že

a) A ⊂
⋃
Ui,

b) pr̊uměr diam(Ui) množiny Ui definovaný předpisem diam(Ui) = sup{|x−y|;x, y ∈ Ui}
je pro všechna i menš́ı než dané kladné č́ıslo δ,

pak výraz

L∗(A) = lim
δ→0+

Lδ(A), kde Lδ(A) = inf
{∑

diam(Ui);Ui ∈ U ,diam(Ui) < δ
}

(4.14)

nazveme vněǰśı lineárńı mı́rou množiny A. Na množiny Ui lze klást daľśı požadavky;

speciálně lze obecné množiny Ui nahradit jejich konvexńımi obaly. Všechny vlastnosti

vněǰśı mı́ry odvozené v prvńı kapitole plat́ı i pro L∗(A) a celá teorie tak může být
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aplikována i na př́ıpad lineárńı mı́ry. Dá se ukázat, že množina konečné lineárńı mı́ry větš́ı

než nula má n-rozměrnou Lebesgueovu mı́ru pro n ≥ 2 rovnou nule a rektifikovatelná

Jordanova křivka má lineárńı mı́ru rovnou supremu délek všech lomených čar vepsaných

dané křivce, tedy běžně chápané délky oblouku.

V závěrečném odstavci druhé kapitoly je naznačena možnost zobecnit výše uvedený

postup i na obecněǰśı př́ıpad p-dimenzionálńı mı́ry v Rn pro p ∈ N, p ≤ n. Obě podmı́nky,

které muśı splňovat systém U , z̊ustávaj́ı v platnosti.

4.5 Některé daľśı práce o lineárńı mı́̌re

Carathéodoryho teorie byla přij́ımána jako dostatečně obecná a vyhovuj́ıćı teorie lineárńı

mı́ry v Rn. Přesto se v následuj́ıćıch letech objevily daľśı definice lineárńı mı́ry, které se od

Carathéodoryho pojet́ı lǐsily. Seymour Sherman (1917 – 1977), který se ve své disertačńı

práci věnoval srovnáńı r̊uzných definic lineárńı mı́ry v rovině, uvád́ı tři otázky, které je

nutné při posuzováńı těchto definic brát v úvahu [Sherman, 1942]:

1. Dávaj́ı nové mı́ry očekávané hodnoty pro bodové množiny, kterým lze přǐradit

délku běžným zp̊usobem?

2. Je nová mı́ra invariantńı v̊uči eukleidovským transformaćım?

3. Splňuje nová mı́ra obvyklé podmı́nky kladené na mı́ru (speciálně Carathéodoryho

axiomy)?

Problematikou lineárńı a plošné mı́ry se zabýval rovněž Wilhelm Gross (1886 – 1918).

Gross patř́ı spolu s Radonem, Blaschkem a daľśımi k výrazným představitel̊um rakouské

matematiky, kteř́ı na počátku minulého stolet́ı studovali na v́ıdeňské univerzitě. Dok-

torskou disertačńı práci z teorie diferenciálńıch rovnic napsanou pod vedeńım Wirtingera

a Mertense obhájil Gross roku 1910. Jeho dva články věnované mı́̌re vyšly posmrtně roku

1918 ve 29. svazku Monatshefte für Mathematik und Physik .

V prvńım z nich se Gross [1918a] zabýval Minkowského definićı délky křivky. Je-li

A ⊂ R2 (Gross uvažoval dvourozměrný př́ıpad) a P (AR) obsah množiny Ar, která je

sjednoceńım kruh̊u se středy v bodech množiny A a s poloměrem r, je mı́ra L0
M (A)

množiny A (ein lineares Punktmaß) definována podle Minkowského jako

L0
M (A) = lim

r→0+

P (Ar)
2r

, (4.15)

pokud tato limita existuje. Gross dále modifikuje Minkowského definici tak, aby byly

splněny všechny Carathéodoryho podmı́nky pro vněǰśı mı́ru. Protože limita (4.15) ne-

muśı pro každou uzavřenou omezenou množinu v R2 existovat, nahrazuje Gross nejprve
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symbol lim ve vztahu (4.15) symbolem lim inf a zavád́ı mı́ru

lM (A) = lim inf
r→0+

P (Ar)
2r

, (4.16)

která však nesplňuje třet́ı podmı́nku Carathéodoryho.

Necht’ U je systém spočetně mnoha množin Ui ⊂ R2 takových, že A ⊂
⋃
Ui. Gross

[1918a, s. 180] definuje vněǰśı mı́ru L∗M (A) množiny A vztahem

L∗M (A) = inf {
∑

lM (Ui);Ui ∈ U }, (4.17)

kde se infimum bere přes všechna pokryt́ı množiny A.

V poznámce pod čarou nab́ıźı Gross [1918a, s. 180] ještě daľśı definici lineárńı mı́ry.

Necht’ U je systém spočetně mnoha množin Ui ⊂ R2 takových, že A ⊂
⋃
Ui. Označ́ıme

r1, r2, . . . posloupnost kladných č́ısel vesměs menš́ıch než dané δ a V systém množin Vi

tvořených těmi body Ui, jejichž vzdálenost od A je menš́ı než ri. Výraz

Λ∗M (A) = lim inf
δ→0

{
∑ m(Vi)

2r
;Vi ∈ V }, (4.18)

kde m(Vi) je objem množiny Vi, potom představuje vněǰśı (lineárńı) mı́ru množiny A.

Zřejmě je Λ∗M (A) ≤ L∗M (A).

Gross [1918a, s. 184 a n.] věnuje pozornost př́ıkladu dokonalé řidké množiny v rovině,

která má z hlediska lineárńı mı́ry zaj́ımavé vlastnosti. Čtverec W0 s vrcholy [0, 0], [0, 1],

[1, 0] a [1, 1] rozděĺıme na 34 stejných čtverc̊u o straně 1
32 . Z nich vybereme 32 čtverc̊u,

pro které plat́ı

h1

3
+
h2

32
≤ x ≤ h1

3
+
h2 + 1

32
,

h2

3
+
h1

32
≤ y ≤ h2

3
+
h1 + 1

32
,

přičemž č́ısla h1, h2 nabývaj́ı hodnot 0, 1, 2. Systém těchto čtverc̊u označ́ıme W1. Každý

z nich rozděĺıme na 44 stejných čtverc̊u o straně 1
32·42 , z nichž vybereme 42 čtverc̊u

splňuj́ıćıch

h1

3
+
h2

32
≤ 32(x− x1) ≤ h1

3
+
h2 + 1

32
,

h2

3
+
h1

32
≤ 32(y − y1) ≤ h2

3
+
h1 + 1

32
,

kde x1, y1 jsou souřadnice levého dolńıho vrcholu daného čtverce a č́ısla h1, h2 nabývaj́ı

hodnot 0, 1, 2, 3 (obr. 4.3). Systém těchto 32 ·42 čtverc̊u označ́ıme W2. Každý z nich dále

rozděĺıme na 54 stejných čtverc̊u o straně 1
32·42·52 atd. Označ́ıme

A =
∞⋂

n=0

Wn.
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Gross dokazuje, že
√

2 ≥ L(A) 6= LM (A) =
√
π+2 = lM (A). Minkowského mı́ra množiny

A neexistuje.

0 1

1

x1

y1

x1
y1

x2x2

y2

y2

OBR. 4.3: Konstrukce Grossovy množiny

Grossova množina má nenulovou lineárńı mı́ru, ale jej́ı pr̊uměty do souřadnicových os

maj́ı mı́ru nula. Gross i Radon, který Gross̊uv článek připravil k vydáńı, se domńıvali,

že lineárńı mı́ra L(A) Grossovy množiny je
√

2. Bezikovič [1928, s. 435] dokázal, že ve

skutečnosti je L(A) < 4
π . Bezikovič rovněž zkonstruoval př́ıklad množiny s nenulovou

lineárńı mı́rou, jej́ıž pr̊umět na libovolnou př́ımku má mı́ru nula.

Ve druhém z uvedených článk̊u zavád́ı Gross [1918b] plošnou mı́ru zp̊usobem, kterým lze

definovat i lineárńı mı́ru v R2, př́ıp. v Rn [Nöbeling, 1942, s. 135]. Rovinu s kartézskou

soustavou souřadnic rozděĺıme pro k ∈ N śıt́ı vzájemně kolmých př́ımek na čtverce

p/2k ≤ x < (p + 1)/2k, p/2k ≤ x < (p + 1)/2k. Necht’ M ⊂ R2 je libovolná množina

a M i
k = M ∩Qi

k jej́ı pr̊unik se čtvercem Qi
k. Dále označ́ıme Π(M i

k) supremum (vněǰśıch)

Lebesgueových měr pravoúhlého pr̊umětu M i
k na př́ımku g ⊂ R2, kde supremum se bere

přes všechny př́ımky v R2. Označ́ıme Sk(A) =
∑

i Π(M i
k); posloupnost {Sk(A)} je nekle-

saj́ıćı a má limitu (vlastńı nebo nevlastńı). Tato limita je vněǰśı Grossovou lineárńı mı́rou

množiny A, která splňuje prvńı čtyři Carathéodoryho axiomy. Všechny uvedené definice

se týkaj́ı lineárńı mı́ry množin ve dvou– či v́ıcerozměrných eukleidovských prostorech.

Zobecněńım pojmů délky a lineárńı mı́ry pro množiny v obecném metrickém prostoru

se zabýval Karl Menger (1902 – 1985). Definice délky oblouku v metrickém prostoru je

podle Mengera [1930, s. 467] přirozeným zobecněńım definice délky oblouku v Rn. Je dán

jednoduchý oblouk C v metrickém prostoru X (prosté a spojité zobrazeńı [0, 1] → X)

s koncovými body a a c a jeho konečná podmnožina E. Zvoĺımě orientaci oblouku C

a v souladu s ńı označ́ıme body množiny E jako b1, b2, . . . , bn. Jako délku oblouku C
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budeme pak chápat supremum množiny l(E,B) =
∑n−1

i=1 d(bi, bi+1), kde supremum se

bere přes všechny konečné podmnožiny bod̊u oblouku C.

Daľśı zobecněńı pojmu délky lze podle Mengera [1930, s. 473] provést následuj́ıćım

zp̊usobem. Necht’ je dána symetrická, ireflex́ıvńı relace ρ prvk̊u množiny M ⊂ X.

Množinu M budeme nazývat souvislou vzhledem k relaci ρ, jestliže ke každým dvěma

prvk̊um a, b ∈M existuje konečně mnoho prvk̊u m1,m2, . . .mn tak, že a = m1, b = mn

a pro každé i = 1, 2, . . . , n− 1 plat́ı mi ρmi+1.

Je-li dána např. množina C jako sjednoceńı konečně mnoha oblouk̊u, z nichž každé dva

maj́ı společné nejvýše své koncové body. Označ́ıme M (konečnou) množinu bod̊u, které

jsou koncovými body alespoň jednoho oblouku a definujeme relaci ρ tak, že pro a, b ∈M
plat́ı a ρ b právě tehdy, když a a b jsou spojeny jedńım obloukem, který je součást́ı C;

pak je M s ohledem na tuto relaci souvislá právě tehdy, když je C souvislá v běžném

smyslu.

Každé symetrické ireflex́ıvńı relaci ρ definované v množině M přǐrad́ıme č́ıslo, rovné

součtu vzdálenost́ı všech dvojic prvk̊u M , pro které relace ρ plat́ı. Toto č́ıslo budeme

nazývat lineárńı mı́rou (Längeninhalt) množiny M vzhledem k relaci ρ.

Je-li M konečná, existuje zřejmě jen konečný počet možnost́ı, jak symetrickou ireflex́ıvńı

relaci v M definovat. Každé takové relaci odpov́ıdá nějaká lineárńı mı́ra množiny M .

Nejmenš́ı z č́ısel, které jsou lineárńımi mı́rami M vzhledem k nějaké relaci, pro niž je M

souvislá, nazývá pak Menger prostě lineárńı mı́rou M a označuje µ(M).

Výše uvedený př́ıklad Grossovy množiny ukazuje, že lineárńı mı́ry definované odlǐsnými

zp̊usoby mohou vést k r̊uzným hodnotám. Přehled těchto definic podal Nöbeling [1942]

a zároveň ukázal, že v př́ıpadě kontinua (souvislé kompaktńı množiny) v Rn dávaj́ı

všechny stejný výsledek. V takovém př́ıpadě lze podle Nöbelinga mluvit prostě o délce

L(K) kontinua K.

Georg Nöbeling (1907 – 2008) studoval v Göttingen a ve Vı́dni. Ve své disertačńı práci

napsané pod vedeńım Mengera se zabýval univerzálńımi n-rozměrnými množinami

v (2n + 1)-rozměrném prostoru (zobecněńım Mengerovy univerzálńı množiny). Jeho

v́ıdeňský pobyt, při němž měl bĺızko k člen̊um Vı́deňského kroužku, mu přinesl v mate-

matickém světě věhlas. Daľśı obdob́ı jeho života je spojeno předevš́ım s p̊usobeńım na

univerzitě v Erlangen.

Nöbeling [1942, s. 139] uvád́ı ještě daľśı definici lineárńı mı́ry kontinua K v Rn, kterou

označuje LB(K). Pokud K je lokálně souvislé, klademe LB(K) = sup {l(S)}, kde

l(S) = l(B1) + l(B2) + . . . l(Bk) a supremum se bere přes všechna sjednoceńı konečně

mnoha vzájemně disjunktńıch oblouk̊u obsažených v K (l(B) má obvyklý význam délky
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oblouku jako suprema délek vepsaných lomených čar). Pokud K neńı lokálně souvislé,

klademe LB(K) = +∞.

Podle Nöbelinga je každému kontinuu K přǐrazeno nezáporné č́ıslo L∗(K) ≤ +∞, které

splňuje dvě podmı́nky:

1. pro konečný systém po dvou disjunktńıch subkontinúı K1, . . . ,Km ⊂ K je

L∗(K1) + · · ·+ L∗(Km) ≤ L∗(K);

2. L∗(K) ≥ d(K).

Mezi všemi funkcemi splňuj́ıćımi tyto dvě podmı́nky existuje minimálńı funkce L(K) a je

rovna LB(K). Všechny běžné lineárńı mı́ry až na jednu výjimku dávaj́ı tutéž hodnotu.

Onou výjimkou je délka definovaná Mengerem. Nöbeling [1942, s. 159] uvád́ı př́ıklad

kontinua K ⊂ R2, které je sjednoceńım úseček {[x, y] ∈ R2;x = 0, 0 ≤ y ≤ 2}
a {[x, y] ∈ R2;−1 ≤ x ≤ 1, y = 0}. Zat́ımco L(K) = 4, Mengerova délka kontinua

K je rovna 2 +
√

5.

Zaj́ımavou oblast daľśıho výzkumu souvisej́ıćı p̊uvodně s lineárńı mı́rou otevřel Abram

Samojlovič Bezikovič (1891 – 1970), který svými pracemi o regulárńıch a iregulárńıch

množinách položil základy tzv. geometrické teorie mı́ry.

Podle Bezikoviče [1928] tvoř́ı lineárně měřitelné množiny (tedy množiny s konečnou

lineárńı mı́rou v Carathéodoryho smyslu) d̊uležitou tř́ıdu bodových množin v rovině,

která obsahuje jako podtř́ıdu všechny rektifikovatelné křivky.

Necht’ množina A ⊂ R2 je lineárně měřitelná, L(A) je jej́ı mı́ra a B(a, r) kruh se středem

a a poloměrem r. Výraz

lim sup
r→0+

L(A ∩B(a, r))
2r

resp. lim inf
r→0+

L(A ∩B(a, r))
2r

(4.19)

nazveme horńı resp. dolńı hustotou množiny A v bodě a a budeme jej značit D∗(a,A)

resp. D∗(a,A). Plat́ı-li D∗(a,A) = D∗(a,A), budeme jejich společnou hodnotu označovat

prostě D(a,A) a nazývat hustotou množiny A v bodě a.

Plat́ı-li D(a,A) = 1, nazýváme a regulárńım bodem (bodem hustoty) množiny A; každý

jiný bod se nazývá iregulárńım bodem. Jestliže skoro všechny body množiny A (všechny

body až na body tvoř́ıćı množinu mı́ry 0) jsou regulárńı, budeme A nazývat regulárńı

množinou; jestliže skoro všechny body množiny A jsou iregulárńı, budeme A nazývat

iregulárńı množinou.

Zat́ımco všechny měřitelné množiny na č́ıselné ose jsou regulárńı, v př́ıpadě obecných

lineárně měřitelných množin to neplat́ı. Bezikovič uvád́ı odhad pro horńı a dolńı hustotu:
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Ve skoro všech bodech lineárně měřitelné množiny A je

1
2
≤ D∗(a,A) ≤ 1, 0 ≤ D∗(a,A) ≤ 1. (4.20)

Př́ıkladem množiny s D∗(a,A) = 0 je Grossova množina.

Množina všech regulárńıch bod̊u lineárně měřitelné množiny je regulárńı množina a mno-

žina všech jej́ıch iregulárńıch bod̊u je iregulárńı množina.

Regulárńı množiny maj́ı některé vlastnosti analogické vlastnostem rektifikovatelných

křivek. Rektifikovatelná křivka má tečnu skoro všude. Zobecńıme-li vhodným zp̊usobem

pojem tečny, lze podobné tvrzeńı vyslovit i o regulárńı množině.

Necht’ A je měřitelná a pro a ∈ A plat́ı D∗(a,A) > 0. Necht’ TT ′ je př́ımka procházej́ıćı

bodem a a necht’ př́ımky t1t′1 a t2t′2 procházej́ıćı rovněž bodem A tvoř́ı úhly α
2 (0 < α < π)

po obou stranách TT ′ (obr. 4.4). Označ́ıme S(a, α) sjednoceńı výseč́ı t1at2 a t′1at
′
2.

Jestliže pro každé α > 0 je D(a,A \A∩S(a, α)) = 0, řekneme, že př́ımka TT ′ je tečnou

k množině A v bodě a [Besicovitch, 1928, s. 425].

T
T' a t1
t'1

t2

t'2

α

α

OBR. 4.4: K definici tečny lineárně měřitelné množiny

Bezikovič dokazuje, že ve skoro všech regulárńıch bodech lineárně měřitelné množiny A

existuje tečna k A; ve skoro všech iregulárńıch bodech tečna k A neexistuje. Regulárńı

množiny maj́ı podle Bezikoviče vlastnosti podobné vlastnostem rektifikovatelných křivek,

zat́ımco iregulárńı množiny se chovaj́ı zcela odlǐsně (opačně).

Ke každé regulárńı množině A a č́ıslu ε > 0 existuje nejvýše spočetný systém rekti-

fikovatelných křivek mı́ry < L(A) + ε, který obsahuje skoro všechny body A. Regulárńı

množinu tak lze aproximovat systémem rektifikovatelných křivek, přičemž obě množiny

se lǐśı o množinu, jej́ıž mı́ra je menš́ı než ε.

Tř́ıda regulárńıch množin, na rozd́ıl od tř́ıdy lineárně měřitelných množin, je zobecněńım

tř́ıdy rektifikovatelných křivek. Tř́ıda iregulárńıch množin se od tř́ıdy rektifikovatelných

křivek zásadně lǐśı.

Bezikovičova práce představovala prvńı krok při studiu lokálńı struktury množin, kterému

se začali záhy věnovat i daľśı autoři. Sám Bezikovič se k tématu vrátil o 10 let později

v článku [1938]. Zavád́ı zde pojem ”Y-set“ pro měřitelnou množinu, která je podmnožinou
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spočetného systému rektifikovatelných křivek. Každá taková množina je regulárńı a má

tečnu skoro ve všech bodech. Bezikovič věnuje pozornost rovněž kontinúım konečné

lineárńı mı́ry. Dokazuje, že každá obloukově souvislá množina je regulárńı. Každé kon-

tinuum konečné lineárńı mı́ry je obloukově souvislá množina.

Samostatnou kapitolu tvoř́ı lineárńı mı́ry, jejichž definice se oṕıraj́ı o pojem geometrické

pravděpodobnosti. Vedle citovaných praćı Shermana [1942] a Nöbelinga [1942] je tomuto

typu lineárńı mı́ry věnována pozornost např. v knize Tricota [1995], kde jsou uvedeny

daľśı odkazy.

4.6 Hausdorffova mı́ra a dimenze

Felix Hausdorff (1868 – 1942) navázal na Carathéodoryho v pojednáńı Dimension und

äußeres Maß, které bylo dokončeno v březnu 1918 a vyšlo následuj́ıćıho roku v 79. svazku

Mathematische Annalen [Hausdorff, 1919]. Hausdorff navázal zejména na posledńı odsta-

vec Carathéodoryho práce, v němž je naznačena konstrukce p-dimenzionálńı mı́ry

v n-rozměrném eukleidovském prostoru. Carathéodoryho definice připouštěla pouze celo-

č́ıselné hodnoty p; Hausdorffovým záměrem bylo rozš́ı̌rit ji i na neceloč́ıselné hodnoty.

V úvodńı části Hausdorff analyzuje podmı́nky, za nichž lze vněǰśı mı́ry vzájemně srovná-

vat. Dvě vněǰśı mı́ry L∗, M∗ jsou stejného řádu, jesliže existuj́ı č́ısla c, c′ > 0 taková,

že pro každé A ⊂ Rn plat́ı cL∗(A) ≤ M∗(A) ≤ c′L∗(A). (Mı́ry stejného řádu zároveň

nabývaj́ı nulové hodnoty, konečné kladné hodnoty nebo nekonečné hodnoty). Jestliže

pro každé kladné ε plat́ı M∗(A) ≤ εL∗(A), nazýváme L∗ mı́rou nǐzš́ıho a M∗ mı́rou

vyšš́ıho řádu. (Tento př́ıpad nastává např. tehdy, když M∗(A) = 0, zat́ımco L∗(A) > 0).

Hausdorff nejprve ukazuje obecnou metodu konstrukce množinové funkce, která splňuje

Carathéodoryho axiomy pro vněǰśı mı́ru. Necht’ A ⊂ Rn, δ > 0, U je spočetný systém

množin Ui ⊂ Rn takových, že A ⊂
⋃
Ui a diam (Ui) pr̊uměr množiny Ui. Pro libovolnou

nezápornou spojitou či omezenou funkci l definovanou pro všechny omezené množiny

v Rn splňuje funkce

L(A) = lim
δ→0+

Lδ(A), kde Lδ(A) = inf
{∑

l(Ui);Ui ∈ U ,diam(Ui) < δ
}

(4.21)

axiomy uvedené v odstavci 4.4 a je tedy vněǰśı mı́rou v Carathéodoryho smyslu.

Za př́ıklad množinové funkce l(Ui) může sloužit pr̊uměr množiny Ui, či p-dimenzionálńı

objem nejmenš́ı konvexńı množiny Ci obsahuj́ıćı Ui, př́ıpadně Carathéodoryho

p-dimenzionálńı pr̊uměr Ui. Složeńım libovolné nezáporné spojité monotonńı funkce h(t)
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definvané pro t ≥ 0 a funkce l(U) lze źıskat daľśı ”vytvářej́ıćı“ funkce a podobně volba

systému U dává široké spektrum možnost́ı tvorby konkrétńı vněǰśı mı́ry.

Volba p-dimenzionálńıch kouĺı jako množin systému U a jejich p-dimenzionálńıho ob-

jemu jako funkce l(Ui) umožňuje definovat p-dimenzionálńı mı́ru následuj́ıćım zp̊usobem:

Necht’ B je spočetný systém p-dimenzionálńıch kouĺı Bi v Rn takových, že A ⊂
⋃
Bi.

Výraz

Lp(A) = lim
δ→0+

Lp
δ , kde Lp

δ = inf
{
cp
∑

[diam(Bi)]p;Bi ∈ B,diam(Bi) < δ
}
, (4.22)

kde cp je pr̊uměr jednotkové p-dimenzionálńı koule, představuje vněǰśı mı́ru v Rn. Haus-

dorff dále ukazuje, že pro p = 1, p = 2, p = 3 dává právě definovaná mı́ra v př́ıpadě

některých jednoduchých množin obvyklé hodnoty délky, obsahu a objemu.

Poté Hausdorff přistupuje k modifikaci předchoźı definice tak, aby bylo možné źıskat

netriviálńı (r̊uznou od nuly i +∞) p-dimenzionálńı mı́ru i pro př́ıpad neceloč́ıselných hod-

not p. Pro nezápornou, spojitou a neklesaj́ıćı funkci h definovanou pro t ≥ 0 a splňuj́ıćı

podmı́nku h(t) → 0 pro t→ 0 definujeme (Hausdorffovu) mı́ru množiny A odpov́ıdaj́ıćı

funkci h předpisem

H(A) = lim
δ→0+

Hδ(A), kde

Hδ(A) = inf
{∑

h(diam(Bi));Bi ∈ B,diam(Bi) < δ
}
.

(4.23)

Obecně vněǰśı mı́̌re s vytvářej́ıćı funkćı h přǐrazujeme podle Hausdorffa dimenzi [h]; di-

menzi [tp] zapisujeme také (p); množina této dimenze je množinou dimenze p v dř́ıvěǰśım

smyslu, obrácené tvrzeńı však obecně neplat́ı.

V systému dimenźı odpov́ıdaj́ıćıch množině A zavád́ıme uspořádáńı následuj́ıćım zp̊uso-

bem: Jsou-li λ, µ dvě funkce, jimž odpov́ıdaj́ı mı́ry L(A),M(A), které jsou stejného řádu,

pak ř́ıkáme, že [λ] a [µ] jsou si rovny; každá množina dimenze [λ] je současně množinou

dimenze [µ] a naopak. Je-li M(A) mı́rou vyšš́ıho řádu než L(A), pak nazveme [µ] vyšš́ı

a [λ] nižš́ı dimenźı. Množina určité dimenze má pro každou vyšš́ı dimenzi mı́ru 0 a pro

každou nižš́ı dimenzi mı́ru +∞.

Důležité je chováńı funkce h použ́ıvané ke konstrukci Hausdorffovy mı́ry v okoĺı bodu

t = 0; dimenze se pak jev́ı jako ”Ordnung des Nullwerdens“.7 K tomu, aby bylo možné

dimenzi kvantifikovat, potřebujeme uspořádanou škálu funkćı.
7 Tento pojem slouž́ı k porovnáváńı

”
rychlosti“, s ńıž dané funkce konverguj́ı k nule. Necht’ pro

nezáporné funkce f a g definované pro t ≥ 0 plat́ı f(t) → 0 a g(t) → 0 pro t → 0+. Limitu limt→0+
f(t)
g(t)

(pokud existuje) označ́ıme L. Jestliže 0 < L < +∞, ř́ıkáme, že f a g jsou stejného řádu; jestliže L = 0,
je f je nižš́ıho řádu než g; jestliže L = +∞, je f vyšš́ıho řádu než g.
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Zvláštńı pozornost věnuje Hausdorff funkćım

• h(t) = tp pro p > 0

• h(t) = tp0

(
1
l 1t

)p1
(

1
l2

1
t

)p2

. . .

(
1
lk

1
t

)pk

které umožňuj́ı uspořádáńı dimenźı pomoćı reálných č́ısel p resp. n-tic reálných č́ısel

(p0, p1, . . . , pk). (Označujeme lkt = log log . . . log︸ ︷︷ ︸
k×

t).

Konstrukce p-dimenzionálńı mı́ry s neceloč́ıselnou hodnotou p má rozumný smysl pouze

tehdy, pokud skutečně existuj́ı množiny, pro které Hausdorffova mı́ra nabývá netriviálńıch

hodnot (0 < H(A) < ∞). V daľśı části svého pojednáńı dává proto Hausdorff př́ıklad

takové množiny.

Necht’ ξ0, ξ1, ξ2, . . . jsou kladná č́ısla splňuj́ıćı podmı́nky

ξ0 > 2ξ1, ξ1 > 2ξ2, . . . (4.24)

Označme F0 interval [0, ξ0]. Množinu F1 dostaneme tak, že vyjmeme vnitřńı body

prostředńı části F0 o délce ξ0 − 2ξ1; F1 je tak tvořena dvěma uzavřenými intervaly

o délce ξ1. Oba tyto intervaly opět rozděĺıme stejným zp̊usobem na tři části a vyjmeme

vnitřńı body obou prostředńıch část́ı o délce ξ1 − 2ξ2; dostaneme množinu F2, kterou

tvoř́ı čtyři uzavřené intervaly o délce ξ2 (viz obr. 4.5). Po n-tém kroku źıskáme množinu

Fn tvořenou 2n uzavřenými intervaly délky ξn.

OBR. 4.5: Konstrukce množiny Cantorova typu

Označ́ıme-li F =
⋂∞

n=0 Fn, pak F je dokonalá ř́ıdká množina Cantorova typu, jejiž

Lebesgueova mı́ra je rovna nule. Hausdorffova mı́ra bude nejvýše rovna 2nh(ξn). Zvoĺıme

ξn tak, aby byla splněna podmı́nka

2nh(ξn) = 1, (4.25)

pak bude platit H(F ) ≤ 1. S větš́ım úsiĺım se potom dokáže, že zároveň muśı platit

H(F ) ≥ 1. Množina F má tedy Hausdorffovu mı́ru odpov́ıdaj́ıćı funkci h rovnou 1
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a v souladu s předchoźım značeńım je jej́ı Hausdorffova dimenze [h(t)]. Speciálně pro

h(t) = tp máme podle (4.25) 2nξp
n = 1. Klasická Cantorova množina, při jej́ıž kon-

strukci se odstraňuj́ı v každém kroku vnitřńı body prostředńı třetiny (ξk = 1/3, k ∈ N)

dostáváme dimenzi p = log 2/ log 3.

Hausdorffova práce o dimenzi a vněǰśı mı́̌re se dočkala významněǰśıho ohlasu až přibližně

po deseti letech. Roku 1929 vyšel prvńı ze série Bezikovičových článk̊u, které byly věno-

vány Hausdorffově mı́̌re a dimenzi. Dı́ky Bezikovičovým praćım se pojem Hausdorffovy

dimenze stal známým; o p̊ul stolet́ı později Mandelbrot navrhl označeńı Hausdorffova-

Bezikovičova dimenze, které se však př́ılǐs neujalo.

Bezikovič a Ursell [1937] se zabývali Hausdorffovou dimenźı graf̊u spojitých funkćı jedné

proměnné. Dimenze je zde dána do souvislosti s Lipschitzovou podmı́nkou 8 a je dokázána

věta:

Věta. Jestlǐze funkce f : R → R je δ-lipschitzovská, pak Hausdorffova dimenze křivky

C : y = f(x) splňuje

1 ≤ dimH C ≤ 2− δ.

Z této věty plyne, že Hausdorffova dimenze grafu diferencovatelné funkce je rovna jedné.

Autoři uváděj́ı př́ıklad funkce f ∈ Lip δ s δ < 1 definované předpisem

y = f(x) =
∞∑

n=1

anϕ(bnx), (4.26)

kde ϕ je pilovitá funkce, pro niž plat́ı ϕ(x) = 2x pro 0 ≤ x ≤ 1
2 a ϕ(x) = ϕ(−x) =

= ϕ(x+ 1), a koeficienty an a bn splňuj́ı an = b−δ
n s 0 < δ < 1. Diskutovány jsou r̊uzné

př́ıpady odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným hodnotám bn a δ včetně př́ıpadu, kdy graf funkce f má

dimenzi rovnou 2− δ.

4.7 Fraktálńı dimenze

Hausdorffova dimenze se ukázala být vhodným kvantitativńım prostředkem při vy-

jadřováńı komplexnosti struktur, pro které Mandelbrot zavedl označeńı fraktály. Právě

pojem fraktálńı (Hausdorffovy) dimenze posloužil Mandelbrotovi k vymezeńı pojmu

fraktálu. Podle p̊uvodńı Mandelbrotovy definice je fraktál objekt, jehož fraktálńı di-

menze je větš́ı než jeho dimenze topologická [Mandelbrot, 1975, s. 12]. V konkrétńıch
8 Funkce f splňuje Lipschitzovu podmı́nku s exponentem δ > 0 (f je δ-lipschitzovská, symbolicky

f ∈ Lip δ) jestliže existuje č́ıslo C tak, že pro všechna x, y ∈ R plat́ı

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|δ.

Uvedená podmı́nka se někdy nazývána Hölderova a název Lipschitzova je vyhrazen pro př́ıpad δ = 1.
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př́ıpadech může být nicméně určeńı Hausdorffovy dimenze úkolem značně náročným.

I z tohoto d̊uvodu byla navržena daľśı pojet́ı dimenze, která ve speciálńıch př́ıpadech

umožňuj́ı snadněǰśı a rychleǰśı výpočet.

Georges Bouligand (1889 – 1979) vycházel z Minkowského definice mı́ry množiny A ⊂ R3.

Objem množiny Ar (sjednoceńı kouĺı s poloměrem r a středy tvořenými body množiny

A) je úměrný r3−s, kde s je rovno běžně chápané dimenzi množiny A (s = 1 v př́ıpadě

linie, s = 2 v př́ıpadě plochy atd.). Koeficient u r3−s pak označuje Minkowského mı́ru.

Bouligand použil podobnou myšlenku pro zavedeńı neceloč́ıselné dimenze. Jestliže pro

A ⊂ Rn má poměr V (Ar)/rn−s konečnou limitu pro r → 0+, pak považujeme množinu

A za s-dimenzionálńı.

Definice. Je-li A ⊂ Rn, pak

dimB A := n− lim
r→0+

log V (Ar)
log r

. (4.27)

Bouligand vystudoval École Normale Superieure. Působil v Rennes, Poitiers a od roku

1938 na Sorbonně v Pař́ıži. Zabýval se mnoha oblastmi matematiky a fyziky a rovněž

pedagogikou a metodologíı př́ırodńıch věd. Určováńı velikosti bodových množin v R3

pomoćı neceloč́ıselné dimenze, k ńıž dospěl nezávisle na Hausdorffovi, je patrně jeho

nejznáměǰśım objevem.

Prvńı stručná zpráva o Bouligandových výsledćıch byla publikována v Comptes ren-

dus roku 1925. Původně byla uložena v zapečetěné obálce a svěřena pař́ıžské Akademii,

aby mohla být použita jako doklad v př́ıpadě sporu o prvenstv́ı. Fraktálńı dimenze

označovaná dnes zpravidla jako Minkowského-Bouligandova je podrobně popsána

v článku [Bouligand, 1928].

Bouligand uvád́ı několik zp̊usob̊u zavedeńı dimenze: pokryt́ı množiny A koulemi se středy

lež́ıćımi v A, pokryt́ı vzájemně disjunktńımi nebo dotýkaj́ıćımi se koulemi se středy v A

nebo pokryt́ı pravoúhlou śıt́ı stejných čtverc̊u (krychĺı). Posledńı zp̊usob, který z hlediska

praktického využit́ı má značný význam, souviśı s t́ım, že Minkowského–Bouligandova

dimenze se v anglicky psané literatuře nazývá rovněž box dimension či box–counting

dimension.9

Analogicky tak lze definovat

dimB A = lim
r→0

logNr(A)
− log r

, (4.28)

9 Čeština v tomto př́ıpadě nenab́ıźı ustálený termı́n. Označeńı mř́ıžková či krabicová dimenze se př́ılǐs
nevžila a proto se v této práci drž́ım označeńı Minkowského–Boulgandova dimenze.
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kde Nr(A) je počet čtverc̊u (krychĺı) se stranou r, které maj́ı s množinou A neprázdný

pr̊unik. Minkowského–Bouligandova dimenze má proto značný praktický význam, nebot’

uvedený postup a vzorec (4.28) lze dobře použ́ıt pro odhad dimenze např. i v př́ıpadě

experimentálně zjǐstěných dat.

Nahrad́ıme-li ve vzorci (4.28) znak lim znakem lim sup resp. lim inf, dostaneme tzv. horńı

resp. dolńı Minkowského–Bouligandovu dimenzi (označovanou dimB resp. dimB). Pro

každou množinu A ⊂ Rn plat́ı [Falconer, 2003, s. 46]

dimH A ≤ dimBA ≤ dimBA. (4.29)

Hausdorffova a Minkowského–Bouligandova dimenze nabývaj́ı u poměrně široké tř́ıdy

množin stejných hodnot, bohužel to ale neplat́ı zcela obecně. Např. množina racionálńıch

č́ısel v intervalu [0, 1] má Minkowského-Bouligandovu dimenzi 1, avšak jej́ı Hausdorffova

dimenze je rovna 0.

Bouligandovi nálež́ı zřejmě i zásluha za formulováńı pojmu dimenze vycházej́ıćıho ze

soběpodobnosti, vlastnosti, která je charakteristická pro řadu fraktál̊u. Tento druh di-

menze se stal d́ıky Mandelbrotovi známý jako soběpodobnostńı dimenze (self-similarity

dimension, v́ıce v odst. 5.2).

Pojem neceloč́ıselná dimenze založená na stejných či podobných úvahách se pod r̊uznými

názvy objevoval v praćıch daľśıch autor̊u. Jiná formulace pocháźı od Lva Semjonoviče

Pontrjagina (1908 – 1988) a Lva Genrichoviče Šnirel’mana (1905 – 1938).

Pontrjagin a Šnirel’man [1932] zaváděj́ı pojem metrického řádu (ordre métrique) kom-

paktńıho metrického prostoru X. Uvažuj́ı pokryt́ı X konečným systémem uzavřených

množin s pr̊uměrem nejvýše ε. Nejmenš́ı počet takových množin nutný k pokryt́ı X

označ́ıme Nε(X). Jedná se o funkci rostoućı nade všechny meze pro ε→ 0+ a závisej́ıćı

zřejmě na metrice X.

K definováńı metrického řádu je použita škála mocninných funkćı ta a metrický řád k

prostoru X je pak definován jako řez v množině všech a. Lze jej vyjádřit rovnost́ı

k = lim sup
ε→0

(
− logNε(X)

log ε

)
(4.30)

Metrický řád neńı topologicky invariantńı charakteristikou X. Autoři nicméně dokazuj́ı

větu, která ukazuje na překvapivou souvislost mezi metrickými vlastnostmi daného pros-

toru a jeho topologickou dimenźı.

Věta. Nejmenš́ı z metrických řád̊u (4.30) pro všechny metriky kompaktńıho prostoru X

je roven jeho topologické dimenzi.
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Rozd́ıl mezi Hausdorffovou dimenźı a metrickým řádem Pontrjagina a Šnirel’mana spoč́ı-

vá v tom, že v prvńım př́ıpadě se daná množina pokrývá množinami pr̊uměru nejvýše

ε a sč́ıtaj́ı se s-té mocniny jejich pr̊uměr̊u, zat́ımco ve druhém př́ıpadě se daná množina

pokrývá množinami pr̊uměru nejvýše ε a sč́ıtaj́ı se s-té mocniny ε. Hausdorffova dimenze

je tud́ıž vždy nejvýše rovna metrickému řádu. Výše uvedená hlavńı věta Pontrjaginova

a Šnirel’manova článku plat́ı i pro Hausdorffovu dimenzi [Edgar, 1993, s. 141].

Tricot [1995] nazývá Minkowského–Bouligandovu dimenzi definovanou pomoćı vzorce

(4.7) prostě fraktálńı dimenźı. Podobně Barnsley [1988, s. 174] definuje fraktálńı dimenzi

pomoćı vzorce (4.28), v němž Nr(A) představuje nejmenš́ı počet kouĺı B(x, r) nutných

k pokryt́ı A. Význam pojmu fraktálńı dimenze nicméně neńı ustálen a může být použit

i pro některou z obecně neceloč́ıselných dimenźı, které byly popsány v nověǰśı době.

Tricot [1981] podává přehled 12 r̊uzných definic pro množiny na č́ıselné ose. Přehled

významněǰśıch definic dimenze lze naj́ıt např. v knihách Falconera [2003] nebo Mattily

[1995].
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Kapitola 5

Fraktálńı křivky

Objekty, označované v matematice jako patologické, byly často popsány jako hraničńı

př́ıklady či protipř́ıklady ukazuj́ıćı potřebu přesného vymezeńı pojmů, chápaných jako

intuitivně jasné. V pr̊uběhu 20. stolet́ı se poměr k těmto objekt̊um měnil. Patologické

zvláštnosti, mezi nimiž hrály významnou roli křivky, začaly být systematicky studovány.

Výrazný podnět v tomto ohledu představovala teorie fraktál̊u, která se objevila na konci

70. let. Mandelbrotovy práce měly značnou odezvu a fraktálńı geometrie byla některými

jeho stoupenci považována za vhodněǰśı prostředek k popisu reálného světa než geometrie

klasická. Nadšeńı z nové teorie časem do jisté mı́ry vyprchalo, zájem o fraktály však

podńıtil i daľśı studium matematických vlastnost́ı těchto objekt̊u, např. autoafinity apod.

5.1 Pojem fraktálu a fraktálńı křivky

Pojem ”fraktál“ je relativně nový; poprvé se objevuje v roce 1975 v knize Les objets

fractals, forme, hasard et dimension Benôıta Mandelbrota (1922 – 2010). Rozš́ı̌rená verze

Mandelbrotovy knihy vyšla o dva roky později v anglickém překladu pod názvem Frac-

tals: Form, chance and dimension (český překlad čtvrtého vydáńı z roku 1995 vydalo

nakladatelstv́ı Mladá fronta v edici Kolumbus v roce 2003).

Mandelbrot shromáždil doklady o tom, že patologické objekty v matematice maj́ı některé

společné znaky s tvary, které nacháźıme v př́ırodě. Začal je nazývat fraktály (z lat. frac-

tus, zlomený). Podle Mandelbrota [1975, s. 16] jsou fraktály objekty, jejichž Hausdorffova

dimenze je větš́ı než jejich dimenze topologická. Sám Mandelbrot později [1982, s. 159]

připustil, že jeho definice je na jedné straně př́ılǐs úzká a vylučuje z kategorie fraktál̊u

objekty, které tam pro jiné své vlastnosti patř́ı, na druhé straně ponechává otevřenou

hranici se ”skutečným geometrickým chaosem“, tj. s objekty, které nemaj́ı z hlediska

př́ıpadného daľśıho zkoumáńı žádné rozumné vlastnosti.

132
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Taylor [1992] navrhl jinou definici fraktálu založenou na porovnáńı Hausdorffovy dimenze

a tzv. packing dimension.1 Fraktálem nazývá borelovskou množinu v Rn, pro kterou obě

dimenze maj́ı stejnou hodnotu.

Barnsley [1988, s. 35] chápe fraktály jako prvky ”prostoru fraktál̊u“; tak nazývá systém

všech neprázdných kompaktńıch podmnožin nějakého metrického prostoru. Zd̊urazňuje

však, že pojem fraktáluje otevřený a je zpravidla vymezen pomoćı množstv́ı př́ıklad̊u,

obrázk̊u a vztah̊u.

Falconer [2003, s. xxv] voĺı podobný neformálńı př́ıstup a popisuje fraktály jako množiny

bod̊u, vyznačuj́ıćı se jistými typickými vlastnostmi, ne nutně ale všemi najednou. Násle-

duj́ıćı vlastnosti jsou podle něj pro fraktály charakteristické:

• jemná struktura, patrná při libovolném zvětšeńı;

• nemožnost nebo obt́ıžnost popisu jazykem tradičńı geometrie;

• jednoduchá (často rekurźıvńı) definice;

• fraktálńı dimenze větš́ı než dimenze topologická;

• určitá forma soběpodobnosti.

Množiny, které se běžně uváděj́ı jako př́ıklady fraktál̊u, jsou často rovinnými křivkami

ve smyslu Jordanovy, př́ıp. Cantorovy definice. Typickými př́ıklady jsou Sierpińského

křivky popsané v odstavci 3.8. Fraktálńı křivky se vedle výše uvedených znak̊u vyznačuj́ı

některými specifickými vlastnostmi, které mohou sloužit k samostatnému vymezeńı poj-

mu fraktálńı křivka.

To je zp̊usob, který voĺı např. Tricot [1995, s. 136]; podle něj můžeme fraktálńı křivku

kvalitativně charakterizovat jako křivku, jej́ıž žádná část neńı rektifikovatelná a která

je ”homogenńı“, tedy každá jej́ı část je v jistém smyslu podobná celku. Při definováńı

fraktálńı křivky je podle Tricota podstatná interpretace pojmů ”stejná struktura“ a ”po-

dobnost“. Přesný význam lze tomuto popisu dát pouze kvantitativně. Bud’ lze zvolit

vhodný parametr (např. fraktálńı dimenzi) a považovat za podobné dvě struktury,

pro které tento parametr nabývá stejné hodnoty nebo hodnoty stejného řádu. Druhou

možnost́ı je popisovat podobné struktury pomoćı jistého typu transformaćı, které vedou

např. k vymezeńı tř́ıd soběpodobných nebo autoafinńıch křivek.
1 Tento pojem zavedl Claude Tricot roku 1982. Zat́ımco Hausdorffova dimenze je založena na

představě pokryt́ı dané množiny množinami, jejichž pr̊uměr je menš́ı dané δ, definice packing dimension
vycháźı z představy vyplněńı dané množiny množinami dostatečně malého pr̊uměru. Této definici di-
menze, která je nesporně z hlediska některých aplikaćı d̊uležitá, nevěnuji v této práci zvláštńı pozornost;
podrobnosti lze nalézt např. v knize [Edgar, 2008, s. 169 a n.]. Stranou ponechávám i otázku vhodného
českého překladu anglického označeńı. Někteř́ı autoři voĺı název

”
pakovaćı dimenze“, jehož výhodou je,

že odkazuje bezprostředně na p̊uvodńı anglický termı́n.
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5.2 Soběpodobné křivky

Soběpodobnou se nazývá množina, která zhruba řečeno je sjednoceńım konečného počtu

část́ı, z nichž každá je zmenšenou kopíı celku. Mandelbrot [1975, s. 41 a n.] chápal

soběpodobnost jako jednu z charakteristických vlastnost́ı fraktál̊u. Klasickým př́ıkladem

soběpodobné množiny je proslulá von Kochova křivka, popsaná roku 1904 švédským

matematikem von Kochem.

Helge von Koch (1870 – 1924) studoval na stockholmské univerzitě, doktorskou disertačńı

práci z teorie diferenciálńıch rovnic napsal pod vedeńım Mittag–Leflera a obhájil roku

1892. Von Kochovým záměrem v článku [1904] bylo uvést př́ıklad křivky, která nemá

v žádném bodě tečnu a jej́ıž konstrukce, na rozd́ıl např. od grafu Weierstrassovy funkce,

nepostrádá geometrickou názornost.

I když Weierstrass̊uv př́ıklad uvedl tuto mylnou domněnku [ o diferenco-
vatelnosti spojitých funkćı ] jednou provždy na pravou mı́ru, zdá se mi, že
neńı uspokojuj́ıćı z geometrického hlediska, nebot’ jeho funkce je definována
analytickým výrazem, který skrývá geometrickou povahu souvisej́ıćı křivky
a z tohoto pohledu neńı zřejmé, proč tato křivka nemá tečny. (Cit. podle
[Edgar, 1993, s. 25])

Konstrukce von Kochovy křivky vycháźı z úsečky AB se zvolenou orientaćı (např. od A

do B). Na ni je uplatněna tzv. operace Ω, která danou úsečku nahrad́ı lomenou čárou

ACDEB složenou ze čtyř úseček, které maj́ı stejnou délku a jejichž orientace odpov́ıdá

uvedenému pořad́ı jejich koncových bod̊u (obr. 5.1). V daľśım kroku je tatáž operace Ω

aplikována na každý z úsek̊u lomené čáry ACDEB, č́ımž se źıská lomená čára AFGH . . .

sestávaj́ıćı z 42 úsek̊u.

A F H C E P R B

G I

K L

D

M O

N
Q

OBR. 5.1: Konstrukce von Kochovy křivky [Edgar, 1993, s. 29]

Označ́ıme úsečku AB jako P0, lomenou čáru ACDEB jako P1 atd. Popsanou konstrukćı

źıskáme posloupnost lomených čar

P0, P1, P2, P3, . . . , Pn, . . . . (5.1)



Kapitola 5. Fraktálńı křivky 135

Von Koch podrobně dokazuje, že sjednoceńı P množiny S vrchol̊u lomených čar Pn,

n ∈ N, a množiny S′ hromadných bod̊u množiny S je (Jordanovou) křivkou, která

nemá v žádném bodě tečnu. Délka oblouku mezi libovolnými dvěma body této křivky je

nekonečná a zvoĺıme-li AB = 1, bude obsah obrazce ohraničeného čarami P0 a P roven
1
20

√
3.

Von Koch se soběpodobnost́ı ”své“ křivky nezabýval. Jej́ı význam si ale uvědomil Ernesto

Cesàro (1859 – 1906), který v pojednáńı [1905], jež vyšlo pouhý rok po von Kochově

memoáru, napsal:

Kdyby [tato křivka] byla obdařena životem, nebylo by možné ji celou zahubit,
nebot’ by se znovu a znovu rodila z hlubin svých trojúhelńık̊u, podobně jako
se rod́ı život ve vesmı́ru.

Rozš́ı̌rená verze von Kochova článku vyšla následuj́ıćıho roku v Acta mathematica. Von

Koch [1906] se v ńı zabýval i zobecněńım své konstrukce. Operace Ω nahrazovala úsečku

AB lomenou čárou ACDEB tvořenou čtyřmi úsečkami stejné délky. Připust́ıme-li, že

úseky této čáry nejsou stejně dlouhé (jejich délky necht’ jsou AC = a, CD = DE = b,

EB = c), źıskáme možnost sestrojit celou tř́ıdu křivek vyznačuj́ıćıch se r̊uznými vlastnost-

mi v závislosti na volbě parametr̊u a, b, c. Zvoĺıme např. klesaj́ıćı posloupnost kladných

č́ısel b1, b2, b3, . . . a na P0 = AB provedeme operaci Ω s b1 jako druhým parametrem,

na každém z úsek̊u P1 provedeme operaci Ω s b2 jako druhým parametrem atd. Prvńı

a třet́ı parametr bude v každém kroku stejný. Označ́ıme-li Ln délku čáry Pn, bude

L0 = 1,

L1 = L0 + b1,

L2 = L1 + 4b2,

. . .

Ln = Ln−1 + 4n−1bn,

. . .

(5.2)

Hodnota L = limLn bude záviset na tom, zda řada
∑

4nbn konverguje či diverguje. Na

obr. 5.2 je naznačena konstrukce s bn = 5−n. V závěru ponechává von Koch otevřenou

otázku existence rektifikovatelné křivky nemaj́ıćı v žádném bodě tečnu. Touto otázkou

se nicméně zabýval už Lebesgue [1904, s. 127], který dokázal, že body, v nichž rektifiko-

vatelná křivka popsaná rovnicemi (4.1) nemá tečnu, odpov́ıdaj́ı hodnotám parametru t,

které tvoř́ı množinu nulové mı́ry.

Z podobného zp̊usobu konstrukce von Kochovy křivky a křivek Peanova a Osgoodova

typu vyšel při odvozováńı jejich parametrického popisu Konrad Knopp (1881 – 1957).

Knopp [1917] nazývá Peanovou křivkou křivku vyplňuj́ıćı trojúhelńık, kterou popsal
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OBR. 5.2: Aproximace rektifikovatelné křivky von Kochova typu, která neńı
soběpodobná

Sierpiński (viz např. [Sagan, 1994, s. 51 a n.]). Osgoodovou křivkou rozumı́ Jordanovu

křivku s nenulovou plošnou mı́rou, která se však lǐśı od p̊uvodńı Osgoodovy verze, nebot’

uvedenou vlastnost má každá jej́ı část. Sagan [1994, s. 136] tuto křivku nazývá Knoppo-

vou křivkou (Osgoodova typu). Jordanovu křivku lze obecně v komplexńı rovině popsat

rovnićı z = f(t), kde f je spojitá komplexńı funkce parametru t ∈ [0, 1]. Vyjádř́ıme-li

body intervalu [0, 1] dyadickým rozvojem

t =
a1

2
+
a2

22
+ · · ·+ an

2n
+ · · · , (5.3)

kde an nabývá pro každé n pouze hodnot 0 nebo 1, plat́ı pro von Kochovu i Sierpińského

křivku

f(t) =
∞∑

n=1

ε0ε1 . . . εn−1ε
−1
n

qn
an, (5.4)

kde ε0 = 1 a εk = e±(−1)k−1αi pro k ∈ N (horńı znaménko plat́ı pro ak = 0, dolńı pro

ak = 1). Pro von Kochovu křivku je q =
√

3 a α = π/6, pro Sierpińského křivku je

q =
√

2 a α = π/4. Knoppova křivka neńı soběpodobná a jej́ı parametrický popis je

o něco komplikovaněǰśı.

Obecné pojednáńı o křivkách sestávaj́ıćıch z část́ı, které jsou podobné celé křivce, pocháźı

od Paula Lévyho (1886 – 1971). Lévy [1938] se soustředil na soběpodobnost, kterou se

nevyznačuje jen von Kochova křivka, ale množstv́ı daľśıch rovinných i prostorových

křivek i některé plochy. V úvodu poznamenává, že ta část jeho pojednáńı, která je

věnována von Kochově křivce, je založena na výsledćıch pocházej́ıćıch již z doby na

začátku stolet́ı; nezávisle dospěl k objevu téže křivky jako von Koch, ale nedocenil tehdy

význam své práce a výsledky nepublikoval.

Lévy studoval a později p̊usobil na École Polytechnique, École des Mines a na Sor-

bonně; zabýval se mnoha oblastmi matematiky, předevš́ım funkcionálńı analýzou a teoríı

pravděpodobnosti. Mezi jeho žáky patřil mimo jiné i Mandelbrot.
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V prvńı kapitole buduje obecnou teorii soběpodobných křivek včetně jejich klasifikace.

Křivku chápe Lévy jako Jordanovu křivku ve smyslu definice na s. 48. Dva oblouky

odpov́ıdaj́ıćı hodnotám parametru t ∈ [t0, t1] resp. t ∈ [t′0, t
′
1] jsou př́ımo podobné jestliže

existuje spojitá rostoućı funkce t′ = ϕ(t), t ∈ [t0, t1] s oborem hodnot [t′0, t
′
1], přičemž

body t a t′ si odpov́ıdaj́ı na základě podobnosti ”s kladným funkčńım determinantem“

(tj. bez zrcadleńı). Křivkou řádu r (r ∈ N, r > 1) nazývá Lévy křivku, která může být

rozložena na r oblouk̊u s t ∈ [ti−1, ti], t0 = 0 < t1 < · · · < tr−1 < tr = 1, z nichž každý

je podobný křivce C. Jsou-li všechny podobnosti př́ımé, označuje Lévy křivku jako C0.

Nejsou-li podobnosti př́ımé, ale jsou téhož typu, jde o křivku typu C ′. Všechny ostatńı

jsou označovány jako C ′′.

Druhá kapitola je věnována soběpodobným křivkám v rovině. Sierpińského křivka vypl-

ňuj́ıćı trojúhelńık (Lévym nazývaná Peanova) je typu C1 a řádu 2. Von Kochova křivka

je typu C1 a řádu 2 nebo typu C0 a řádu 4. Rovněž křivku Peanovova typu (Lévy ji

nazývá Hilbertovou křivkou) lze chápat jako křivku typu C0 řádu n, kde n je druhá

mocnina lichého č́ısla.

Každá křivka řádu r je pro libovolné n ∈ N zároveň křivkou řádu rn. Pro paramet-

rické vyjádřeńı křivky je účelné volit ekvidistantńı děleńı intervalu [0, 1] pomoćı bod̊u

0 = t0 < t1 < · · · < tr−1 < tr = 1, přičemž každý z interval̊u [ti−1, ti], i = 1, . . . , r

odpov́ıdá jednomu z r oblouk̊u křivky podobných celé křivce. Konstrukce křivky C

je pak založena na konstrukci posloupnosti lomených čar P0, P1, . . . , Pn, . . . vepsaných

křivce C. Čára Pn procháźı body, které odpov́ıdaj́ı hodnotám parametru

t =
a1

r
+
a2

r2
+ · · ·+ an

rn
, (5.5)

kde koeficienty a1, . . . , an nabývaj́ı hodnot 0, 1, . . . , r−1. Křivka C (s výjimkou př́ıpadu,

kdy C je úsečka) má zřejmě lokálně nekonečnou délku a v žádném bodě nemá tečnu.

Lévy dále představuje křivku typu C0 řádu 2 označovanou dnes jako Lévyho křivka. Jej́ı

konstrukce zač́ıná rovnoramenným trojúhelńıkem S (obr. 5.3) s úhlem α při základně

menš́ım než π/3. Jeho vrcholy odpov́ıdaj́ı po řadě hodnotám 0, 1/2, 1 parametru t.

Lomená čára tvořená oběma kratš́ımi stranami trojúhelńıku S je prvńı aproximaćı P1

Lévyho křivky. Druhou aproximaci źıskáme spojeńım kratš́ıch stran trojúhelńık̊u S1,1

a S1,2, které jsou podobné S, jejich základny jsou kratš́ı strany S a oba lež́ı vně S.

Analogicky postupuje při konstrukci lomené čáry Pn pro n ≥ 3.

Lévy upozorňuje také na zaj́ımavou vlastnosti Lévyho křivky s α = π/4 (obr. 5.4), totiž

že pomoćı kopíı této křivky lze ”vydláždit“ rovinu. Přesněji řečeno, existuje posloupnost

Cj , j ∈ N, přesných kopíı této křivky, které se vzájemně nepřekrývaj́ı (žádné dvě nemaj́ı
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OBR. 5.3: Konstrukce Lévyho křivky s α = π/6 [Edgar, 1993, s. 207]

společné vnitřńı body) a které pokrývaj́ı rovinu, tj. R2 =
⋃
Cj [Edgar, 1993, s. 236].

Tuto vlastnost maj́ı i některé daľśı tzv. drač́ı křivky.

OBR. 5.4: Konstrukce Lévyho křivky s α = π/4

5.3 Hausdorffova vzdálenost

Při konstrukci fraktálńıch křivek zpravidla vycháźıme z vhodně zvolené počátečńı mno-

žiny a nějaké základńı operace, jej́ımž opakovaným aplikováńım dostáváme posloupnost

množin (většinou lomených čar), které aproximuj́ı danou křivku t́ım lépe, č́ım větš́ı je
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počet iteraćı. Konstruovaná křivka je při tom chápána jako limita posloupnosti těchto

množin.

Aby bylo možné mluvit o konvergenci množin, je nutné vyjasnit pojem vzdálenosti

množin. Vzdálenost bodu x od neprázdné omezené množiny A v metrickém prostoru

(X, d) definujeme vztahem

d(x,A) = inf {d(x, y); y ∈ A}. (5.6)

Označ́ıme dále ρ(A,B) supremum vzdálenost́ı bod̊u množiny A od množiny B.

ρ(A,B) = sup {d(x,B);x ∈ A}. (5.7)

Výrazy ρ(A,B) a ρ(B,A) si obecně nejsou rovny. Hausdorffovu vzdálenost množin A

a B definujeme jako větš́ı z těchto dvou výraz̊u;

d(A,B) = max {ρ(A,B), ρ(B,A)}. (5.8)

Takto definovaná funkce má všechny vlastnosti vzdálenosti: pro libovolné množiny A,B

je d(A,B) ≥ 0, přičemž rovnost plat́ı právě tehdy, když A = B, dále d(A,B) = d(B,A) a

pro libovolné A,B,C je d(A,C)+d(C,B) ≥ d(A,B). V metrickém prostoru K (X), jehož

prvky jsou kompaktńı podmnožiny prostoru X, znamená pojem konvergence An → A

jednoduše d(A,An) → 0.

Úvahami o vzdálenosti a konvergenci množin se zabýval ve své disertačńı práci Dimitrie

Pompeiu (1873 – 1954). Je-li A spočetný systém uzavřených množin Ai (v komplexńı

rovině), pak vzájemnou vzálenost (écart mutuel) množin Aj a Ak definuje Pompeiu

[1905, s. 281–282] jako

ρ(Aj , Ak) + ρ(Ak, Aj). (5.9)

Pompeiu se zabýval předevš́ım př́ıpadem, kdy Ai jsou rektifikovatelné křivky. Pojem

vzdálenosti umožnil pohĺıžet na systémy křivek jako na bodové množiny; Pompeiu si

byl však zároveň vědom obt́ıž́ı, které jsou s takovou analogíı spojeny. Křivka, která je

limitou posloupnosti křivek, se může od prvk̊u této posloupnosti značně odlǐsovat; limita

posloupnosti rektifikovatelných křivek nemuśı být nutně rektifikovatelná křivka, limita

poslouposti spojitých křivek nemuśı být nutně spojitá křivka atd. Oba výrazy (5.8)

a (5.9) maj́ı ekvivalentńı vlastnosti [Birsan, 2006]. Hausdorff, který definoval vzdálenost

množin zp̊usobem popsaným výše ve své knize Grundzüge der Mengenlehre, Pompeiovu

práci cituje, přesto se však výše uvedená definice spojuje většinou jen s jeho jménem.
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Pojem ε-okoĺı množiny

Aε =
⋃
x∈A

B(x, ε) (5.10)

použ́ıvaný při definováńı Minkowského mı́ry (s. 113) lze rovněž použ́ıt k definováńı

Hausdorffovy vzdálenosti. Plat́ı [Tricot, 1995, s. 49]

sup {d(x,B);x ∈ A} ≤ ε⇐⇒ A ⊂ Bε. (5.11)

Můžeme proto definovat

d(A,B) = inf {ε;A ⊂ Bε, B ⊂ Aε}. (5.12)

5.4 Systémy iterovaných funkćı

Vydáńı Mandelbrotovy knihy Fractal Geometry of Nature (1982) vyvolalo zájem o fraktá-

ly i mezi těmi, kdo se o matematiku nikdy hlouběji nezaj́ımali. Mandelbrotovy úvahy

ale inspirovaly i seriózńı matematický výzkum. O obou aspektech svědč́ı kniha Michaela

Barnsleyho Fractals Everywhere (1988), jež vznikla na základě kursu fraktálńı geomet-

rie, který Barnsley vedl na Georgia Institute of Technology. Barnsley uvád́ı, že jeho kurs

navštěvovali studenti, jejichž specializaćı byly nejr̊uzněǰśı obory od leteckého inženýrstv́ı

po psychologii. Fractals Everywhere je jednou z prvńıch knih, v nichž je fraktálńı geo-

metrie vykládána systematicky a formálńım zp̊usobem.

Jedńım z kĺıčových pojmů, o které se Barnsley oṕırá, je pojem systému iterovaných funkćı

(iterated function system, IFS), který ”poskytuje vhodný rámec pro popis, klasifikaci

a komunikaci fraktál̊u“ [Barnsley, 1988, s. 2].

Necht’ (X, d) je metrický prostor a d(x, y) vzdálenost prvk̊u x a y v (X, d). Zobrazeńı

S : (X, d) → (X, d) budeme nazývat kontrakćı s koeficientem c, jestliže existuje č́ıslo

0 ≤ c < 1 takové, že pro všechna x, y ∈ (X, d) plat́ı d(S(x), S(y)) ≤ c d(x, y). Nahrad́ı-

me-li v tomto vztahu znak nerovnosti rovńıtkem, je uvedená kontrakce podobnost́ı. Dvě

množiny jsou podobné, je-li jedna obrazem druhé při transformaci S.

Definice. Systémem iterovaných funkćı v úplném metrickém prostoru (X, d) rozumı́me

konečný systém kontrakćı Si : (X, d) → (X, d) s koeficienty ci, i = 1, . . . ,m.
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Množina A ⊂ (X, d), pro kterou plat́ı

A =
m⋃

i=1

Si(A), (5.13)

se nazývá invariantńı množinou (atraktorem) systému iterovaných funkćı S1, S2, . . . , Sm.

Množina A má často vlastnosti typické pro fraktály. Jsou-li všechna zobrazeńı v rovnici

(5.13) podobnostmi, je množina A soběpodobná.

Pojem IFS zavedli Barnsley a Demko [1985] jako nástroj pro generováńı široké tř́ıdy

fraktál̊u. Stejný či podobný př́ıstup byl však v matematické literatuře popsán mnohem

dř́ıve.

P. A. P. Moran (1917 – 1988) se v článku [Moran, 1946] zabýval Hausdorffovou dimenźı

množin v Rn, které lze vyjádřit jako sjednoceńı konečného počtu zmenšených kopíı sebe

sama (tedy soběpodobných množin). Moran formuloval tzv. podmı́nku otevřené množiny

a odvodil d̊uležitý výsledek týkaj́ıćı se Hausdorffovy dimenze soběpodobných množin.

Systém transformaćı S1, S2, . . . , Sm splňuje podmı́nku otevřené množiny , jesliže existuje

neprázdná omezená otevřená množina U taková, že Si(U) ⊂ U pro i = 1, 2, . . . ,m

a Si(U) ∩ Sj(U) = ∅ pro i 6= j.

Věta. Necht’ S1, . . . , Sm je systém podobnost́ı s koeficienty c1, . . . , cm, který splňuje

podmı́nku otevřené množiny. Necht’ pro nějaké D > 0 je
∑m

k=1 c
D
k = 1. Pak

dimH(F ) = D.

Moranova věta umožňuje snadný výpočet dimenze soběpodobných množiny splňuj́ıćıch

podmı́nku otevřené množiny (někdy se v tomto smylu použ́ıvá pojem podobnostńı či

soběpodobnostńı dimenze). Množina U se nazývá rovněž Moranova otevřená množina

[Edgar, 2008, s. 191].

Von Kochovu křivku můžeme v množině C komplexńıch č́ısel s běžně definovanou vzdále-

nost́ı vyjádřit jako sjednoceńı K = S1(K) ∪ S2(K), kde

S1(z) = az̄, S2(z) = a+ (1− a)z̄ (5.14)

s a = 1/2 +
√

3i/6. Transformace S1 a S2 jsou podobnosti s koeficienty c1 = c2 = 1/
√

3

a Hausdorffova dimenze množiny K je řešeńım rovnice

2 ·
(

1√
3

)D

= 1,

tedy dimH K = D = log 4/ log 3. Podmı́nka otevřené množiny je splněna, vezmeme-li

jako množinu U množinu vnitřńıch bod̊u rovnoramenného trojúhelńıku s vrcholy 0, 1, a.

Ne vždy je ale podmı́nku otevřené množiny snadné ověřit.
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Bĺızkým př́ıbuzným Lévyho křivky je tzv. Heighwaẙuv drak . Jedná se o soběpodobnou

rovinnou křivku, kterou poprvé sestrojil fyzik John E. Heighway z NASA. Název, který

je narážkou na vzdálenou podobu křivky s plovoućım drakem, nepocháźı výjimečně od

Mandelbrota, nýbrž od Heighwayova kolegy Williama G. Hartera. V časopise Scien-

tific American popsal křivku roku 1967 Martin Gardner (1914 – 2010) ve svém sloupku

Mathematical Games (knižńı vydáńı [Gardner, 1989, s. 207]).

Gardner zmiňuje tři zp̊usoby popisu křivky: č́ıselné vyjádřeńı pomoćı binárńıch posloup-

nost́ı, skládáńı paṕıru, které p̊uvodně použil Heighway, a rekurźıvńı geometrickou kon-

strukci.

Heighwayova drač́ı křivka je invariantńı množinou systému transformaćı

S1(z) = az, S2(z) = 1− āz, (5.15)

kde a = 1/2 + (1/2)i. Heighwayova křivka má Hausdorffovu i topologickou dimenzi

rovnou 2 (a neńı tud́ıž fraktálem ve smyslu p̊uvodńı Mandelbrotovy definice). Podmı́nka

otevřené množiny je splněna, vezmeme-li za U množinu vnitřńıch bod̊u křivky [Edgar,

2008, s. 191].

OBR. 5.5: Heighwaẙuv drak

Strukturou a vlastnostmi invariantńıch množin systému kontrakćı se zabýval Robert

F. Williams na přelomu 60. a 70. let 20. stolet́ı. Williams publikoval v době, kdy byl

hostem Instituto Matematica Pura y Applicada v Rio de Janeiru, článek [Williams,

1971], který se dočkal významněǰśıho ohlasu až v souvislosti se studiem fraktál̊u a sobě-

podobných množin. Williams se zabýval systémem kontrakćı S1, . . . , Sm v úplném met-

rickém prostoru a vlastnostmi uzávěru F množiny pevných bod̊u všech zobrazeńı
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Si1 ◦ · · · ◦ Sip , 1 ≤ i1, . . . , ip ≤ m. Dokázal v podstatě, že existuje právě jedno kom-

paktńı řešeńı rovnice (5.13) a má tvar F .

Základem úvah o kontrakćıch a jejich pevných bodech je Banachova věta, kterou Stefan

Banach (1892 – 1945) dokázal roku 1920 [Veselý, 2009, s. 374].

Věta (Banach). Necht’ (X, d) je úplný metrický prostor a S kontrakce v (X, d). Pak

existuje právě jeden bod ξ ∈ X, který je pevným bodem zobrazeńı S (tj. S(ξ) = ξ).

Zvoĺıme-li libovolný bod x0 ∈ X a definujeme xn = Sn(x0), n ∈ N, pak posloupnost

{xn} je cauchyovská a konverguje k bodu ξ.

Rozsáhlou studii o soběpodobných množinách publikoval roku 1981 John E. Hutchinson,

kterého inspirovaly Mandelbrotovy knihy o fraktálech. Pojednáńı [Hutchinson, 1981] se

oṕırá o základńı poznatky shrnuté v následuj́ıćı větě.

Věta. Necht’ (X, d) je úplný metrický prostor a Si : (X, d) → (X, d), i = 1, . . . ,m

konečný systém kontrakćı. Pak plat́ı:

1. Existuje jediná uzavřená a omezená množina A , která je řešeńım rovnice (5.13).

2. Množina A je kompaktńı a je uzávěrem množiny pevných bod̊u ξi1...ip zobrazeńı

Si1 ◦ · · · ◦ Sip, 1 ≤ i1, . . . , ip ≤ m.

3. Pro libovolnou F ⊂ X definujeme S(F ) =
⋃n

i=1 Si(F ), Sn(F ) = S(Sn−1(F )). Je-

li F uzavřená a omezená, pak Sn(F ) → A pro n → ∞ ve smyslu Haudorffovy

metriky.

Obecněǰśı rámec pro studium soběpodobných množin zvolil Masajoši Hata. Hata [1985]

definoval soběpodobnou množinu jako množinu A ∈ K (X), kterou lze vyjádřit ve tvaru

A =
⋃
i∈L

fi(A), (5.16)

kde L = {1, 2, . . . ,m} nebo L = N a fi jsou neexpanźıvńı zobrazeńı v (X, d) 2. Hata

věnoval pozornost topologické struktuře i metrickým vlastnostem soběpodobných množin.

Zabýval se mimo jiné otázkou, za jakých podmı́nek je soběpodobná množina lokálně sou-

vislým kontinuem, tedy Jordanovou křivkou v (X, d). Zavád́ı pojem konečného řetězce

spojuj́ıćıho množiny Q1, Qn ⊂ (X, d). Tak nazývá konečnou posloupnost {Q1, . . . , Qn},
pro která plat́ı Qi ∩Qi+1 6= ∅ pro všechna 1 ≤ i < n. Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou,

2 Neexpanźıvńım zobrazeńım (Hata použ́ıvá pojem weak contraction) se nazývá zobrazeńı
f : (X, d) → (X, d), při kterém pro všechna x, y ∈ (X, d), x 6= y plat́ı d(f(x), f(y)) < d(x, y).
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aby invariantńı množina konečného systému neexpanźıvńıch zobrazeńı byla lokálně sou-

vislým kontinuem, je, že pro libovolná 1 ≤ i < j ≤ m existuje posloupnost {r1, . . . , rn} ⊂
⊂ {1, 2, . . . ,m} taková, že {fi(A), fr1(A), . . . , frn(A), fj(A)} tvoř́ı konečný řetězec.

5.5 Fraktálńı křivky a funkcionálńı rovnice

Jiný pohled na množiny jako je von Kochova křivka, Lévyho křivka apod. souviśı s jejich

popisem pomoćı funkcionálńıch rovnic. Jedńım z matematik̊u, kteř́ı se t́ımto problémem

zabývali, je Walter Wunderlich (1910 – 1998).

Wunderlich patř́ı k předńım představitel̊um v́ıdeňské geometrické školy. Jeho rodina

měla kořeny částečně i v Čechách a Wunderlich mluvil plynně česky. Studoval mate-

matiku na v́ıdeňské univerzitě a deskriptivńı geometrii na v́ıdeňské technice, mezi jeho

učitele patřili např. Furtwängler, Hahn, Kruppa a daľśı.

Aritmetické vyjádřeńı křivek Peana, Hilberta, Sierpińského, von Kocha apod. jej přivedlo

k myšlence, že

uvažované křivky lze úplně popsat jistými funkcionálńımi rovnicemi, které
souvisej́ı s automorfńımi transformacemi těchto křivek. [Wunderlich, 1954]

Necht’ Γ je souvislá, omezená a uzavřená množina v R2 a F1, . . . , Fr, r ≥ 2 systém

”fundamentálńıch transformaćı“, tj. zobrazeńı Fk : R2 → R2, k = 1, . . . , r, které splňuj́ı

následuj́ıćı podmı́nky.

1. Fk(Γ), k = 1, . . . , r jsou vlastńı podmnožiny Γ a žádné dvě nemaj́ı společné vnitřńı

body;

2. pro každé k = 1, . . . , r plat́ı d(Fk(p), Fk(q))/d(p, q) ≤ θ < 1 pro všechna

p, q ∈ R2, p 6= q (Fk je tedy kontrakce v R2). Označ́ıme-li Fn
k (Γ) = Fn

k (Fn−1
k (Γ)),

pak posloupnost {Fn
k (Γ)} konverguje k bodu ξk ∈ Γ, který je invariantńım bodem

transformace Fk.

3. Označ́ıme-li a = ξ1 a b = ξm, pak a 6= b a Fk(b) = Fk+1(a), k = 1, . . . , r − 1.

Aby źıskal aritmetický popis křivky C, vyjadřuje Wunderlich každé t ∈ [0, 1] pomoćı

r-adického rozvoje
a1

r
+
a2

r2
+ . . .

ak

rk
+ . . . , (5.17)

ve kterém každé ak nabývá některé z hodnot 0, 1, . . . , r−1. Každému t ∈ [0, 1] přǐrad́ıme

bod

p = lim
n→∞

T1 ◦ T2 ◦ . . . Tn(Γ), kde Tk = Aak+1, k = 1, . . . , n. (5.18)
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Prvńım př́ıkladem, který Wunderlich uvád́ı, je Takagiho křivka. Jedná se o graf funkce

f(x) =
∞∑

n=0

1
2n

Ψ(2nx) (5.19)

kde výraz Ψ(x) = d(x,Z) (představuj́ıćı tzv. pilovitou funkci) znamená vzdálenost mezi

č́ıslem x a nejbližš́ım celým č́ıslem. Takagi [1903] popsal funkci (5.19) jako př́ıklad spojité

funkce, která v žádném bodě nemá konečnou derivaci.

Teidži Takagi (1875 – 1960) je nazýván otcem moderńı japonské matematiky. Studoval na

Tokijské ćısařské univerzitě, roku 1898 byl japonskou vládou vybrán ke studiu v zahranič́ı

a strávil tři roky v Německu (převážně v Göttingen). Takagi se stal prvńım japonským

matematikem, jehož pověst se rozš́ı̌rila v Evropě i v Americe. Jeho výsledky pomohly

Artinovi formulovat obecný zákon reciprocity a řešit devátý Hilbert̊uv problém.

0 1

OBR. 5.6: Aproximace grafu Takagiho funkce. Uvnitř oblouku je vidět jeden ”zub“
pilovité funkce Ψ.

Wunderlich voĺı jako f1, f2 afinńı transformace, které bodu p = [x, y] přǐrazuj́ı bod

p′ = [x′, y′] resp. p′′ = [x′′, y′′], kde

x′ =
1
2
x, y′ =

1
2

(x+ y),

x′′ =
1
2

(1 + x), y′′ =
1
2

(1− x+ y).

Podmı́nky 1)-3) jsou splněny pro Γ = [0, 1]2, θ = (1 +
√

5)/4 a a = [0, 1], b = [1, 0].

Z parametrického vyjádřeńı Takagiho křivky odvozuje Wunderlich funkcionálńı rovnice

y
(x

2

)
=

1
2

[x+ y(x)], y(1− x) = y(x). (5.20)

Řešeńım těchto rovnic pro x ∈ [0, 1] je funkce (5.19). Takagiho křivka má tečnu rovnoběž-

nou s osou y v každém bodě, který je prvkem husté podmnožiny intervalu [0, 1] a který

odpov́ıdá č́ıslu s ukončeným dyadickým rozvojem.
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O křivkách a funkćıch definovaných pomoćı funkcionálńıch rovnic publikoval několik

článk̊u Georges de Rham (1903 – 1990). De Rham studoval na univerzitě v Lausanne,

doktorát źıskal v Pař́ıži pod vedeńım Lebesguea. Později p̊usobil na univerzitách v Lau-

sanne a v Ženevě, zabýval se geometríı a topologíı.

V článku [1957] hledal de Rham řešeńı následuj́ıćı úlohy: Jsou dány transformace F1, F2 :

R2 → R2. Je třeba nalézt zobrazeńı M : [0, 1] → R2, které vyhovuje rovnićım

M

(
t

2

)
= F1(M(t)), M

(
1 + t

2

)
= F2(M(t)). (5.21)

De Rham dokázal tuto větu:

Věta. Jsou-li F1, F2 kontrakce, ξ1, ξ2 jejich pevné body a plat́ı-li F1(ξ2) = F2(ξ1), pak

rovnice (5.21) maj́ı jediné omezené řešeńı a toto řešeńı je spojité.

Je-li M omezené řešeńı rovnic (5.21), pak obraz libovolné omezené množiny při zobrazeńı

Fa1 ◦Fa2 ◦ · · · ◦Fan , kde ai nabývá pro každé i = 1, . . . , n hodnoty 0 nebo 1, konverguje

pro n→∞ k bodu M(t). Tento bod tak lze vyjádřit jako

M(t) = lim
n→∞

(Fa1 ◦ Fa2 ◦ · · · ◦ Fan)(P ), (5.22)

kde P je bod nezávislý na t.

Rovnice (5.21) vyžaduj́ı ještě podmı́nku týkaj́ıćı se pevných bod̊u zobrazeńı F1, F2. Je-li

M(t) řešeńı, M(0) pevný bod F1 a M(1) pevný bod F2, dostaneme

F1(M(1)) = F2(M(0)) = M

(
1
2

)
. (5.23)

Jako př́ıklad uvád́ı de Rham lineárńı transformace

F1(z) = az, F2(z) = a+ (1− a)z (5.24)

s pevnými body ξ1 = 0 a ξ2 = 1 a podmı́nkami |a| < 1, |1− a| < 1, které zaručuj́ı, že F1

a F2 jsou kontrakce. Pro a = 1/2 vycháźı M(t) = t. Mezi řešeńımi rovnic (5.21) se však

vyskytuje i řada ”podivných“ křivek, z nichž některé byly v této práci popsány. Je-li

a 6= 1/2, pak v každém bodě t ∈ [0, 1] je derivace bud’ rovná nule nebo neexistuje. Je-li

nav́ıc a reálné, je M ryze monotonńı singulárńı funkce. Je-li min{|a|, |1 − a|} > 1/2,

je M(t) spojitá funkce, která v žádném bodě neńı diferencovatelná. Např. hodnota

a = 1/2 + i/2 vede na Lévyho křivku (obr. 5.4).
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Jiným jednoduchým př́ıkladem jsou transformace

F1(z) = az̄, F2(z) = a+ (1− a)z̄ (5.25)

s |a| < 1, |1 − a| < 1. Křivka definovaná rovnicemi (5.21) je obsažena v trojúhelńıku T

s vrcholy 0, 1, a (přesněji v 2n trojúhelńıćıch, které jsou obrazy T při transformaćıch

Fa1 ◦ Fa2 ◦ · · · ◦ Fan . Hodnota a = 1/2 + (
√

3/6)i odpov́ıdá von Kochově křivce.

(a) (b)

OBR. 5.7: Řešeńı rovnic (5.21) pro r̊uzné hodnoty komplexńıho parametru a v př́ıpadě
transformaćı (5.25) [Hata, 1985]

Hata [1985] věnoval pozornost řešeńı rovnic (5.21) pro r̊uzné hodnoty komplexńıho

parametru a v př́ıpadě transformaćı (5.25). Podmı́nky |a| < 1, |1 − a| < 1 vymezuj́ı

v komplexńı rovině oblast podobnou čočce (obr. 5.7 a). V př́ıpadě |a − 1/2| < 1/2

(vnitřńı body šedého kruhu vlevo) je křivka prostým obloukem s vněǰśı plošnou mı́rou

rovnou 0; ve všech ostatńıch bodech jde o křivku Peanova typu.

Hata rovněž dokázal, že funkce, která je řešeńım rovnic (5.21), je lipschitzovská s ex-

ponentem α = − log δ/ log 2, kde δ = max{Lip(F1),Lip(F2)}. Symbol Lip(Fi), i = 1, 2,

označuje Lipschitzovu konstantu zobrazeńı Fi,

Lip(Fi) = sup
{d(Fi(x), Fi(y))

d(x, y)
;x 6= y

}
.

Např. řešeńı odpov́ıdaj́ıćı von Kochově křivce je lipschitzovské s exponentem log 3/ log 4.

V př́ıpadě |α(1−α)| < 1/4 je řešeńım funkce s derivaćı rovnou 0 s. v (tmavě šedá oblast

ohraničená lemniskátou |α(1 − α)| = 1/4 na obr. 5.7 b), v př́ıpadě |α(1 − α)| > 1/4

derivace neexistuje s. v. Pro |α| > 1/2 je |1− α| > 1/2 nemá derivaci v žádném bodě.
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5.6 Autoafinńı křivky

Řadu fraktál̊u lze chápat jako invariantńı množiny konečného systému kontrakćı, které

jsou afinńımi transformacemi. Takové množiny sestávaj́ı z část́ı, jež sice nejsou přesnými

kopiemi celku, ale vykazuj́ı přesto jistou podobnost s celkem.

Afinńı transformaćı S : Rn → Rn nazýváme transformaci, složenou z lineárńıho zobra-

zeńı a posunut́ı

S(x) = T (x) + b, (5.26)

kde T (x) je lineárńı transformace reprezentovaná matićı n × n a b je sloupcový vek-

tor [Falconer, 2003, s. 139]. Je-li IFS tvořen afinńımi transformacemi, nazýváme jeho

atraktor autoafinńı množinou.

Rovinné křivky je někdy účelné popisovat v komplexńı rovině; rovnice (5.26) pak má

podobu

S(z) = αz + βz̄ + γ. (5.27)

Mandelbrot [1982, s. 237] použil označeńı autoafinńı (self-affine) pro souřadnicové funkce

modeluj́ıćı dráhu Brownova pohybu, aby odlǐsil jejich charakter od soběpodobných funkćı.

Rozsáhlé dvoud́ılné pojednáńı o vlastnostech autoafinńıch funkćı publikoval Norio Kôno

([1986], [1988]).

Kôno vycházel z Moorova článku [1900], v němž jsou popsány a zobrazeny autoafinńı

grafy souřadnicových funkćı Peanovy křivky.

1

1

0 1

1

0

OBR. 5.8: Konstrukce grafu souřadnicové funkce y = y(t) Peanovy křivky
[Moore, 1900]

Kôno definoval autoafinńı funkci s koeficientem H vzhledem k základu r jako reálnou

funkci definovanou v intervalu [0, 1], která splňuje následuj́ıćı podmı́nky: existuje přiroze-

né č́ıslo r > 1 takové, že pro každé tk = kr−N , k = 0, 1, . . . , rN−1, N ∈ N a 0 ≤ h < r−N
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plat́ı

f(tN,k + h)− f(tN,k) = TN,kr
−NHf(rNh), (5.28)

kde TN,k = 1 nebo − 1. Souřadnicová funkce Peanovy křivky y = y(t) (obr. 5.8) je

autoafinńı s koeficientem H = 1/2 a r = 9.

Peano bez d̊ukazu uvedl, že souřadnicové funkce ”jeho“ křivky nemaj́ı konečnou derivaci

v žádném bodě. Kôno dokázal, že autoafinńı funkce s koeficientem 0 < H < 1 neńı

v žádném bodě lipschitzovská s exponentem H ′ > H. Hausdorffova dimenze graf̊u

souřadnicových funkćı Peanovy křivky je rovna 3/2.

Mı́rně obecněǰśı definici autoafinńı funkce podal Kôn̊uv krajan Teturo Kamae [1986].

Kamae p̊uvodně nazýval funkce, které byly předmětem jeho studie, soběpodobnými; na

Mandelbrotovu radu použil v konečné verzi označeńı autoafinńı. Kamae charakterizoval

autoafinńı funkce jako funkce generované konečnými automaty.

McMullen [1984] studoval autoaffińı množinu, kterou nazval zobecněným Sierpińského

kobercem. Necht’ m,n ∈ N, 1 < m ≤ n a necht’

Sij

(
x

y

)
=

(
n−1 0

0 m−1

)(
x

y

)
+

(
j/n

i/m

)
(5.29)

je afinńı transformace, která zobrazuje jednotkový čtverec [0, 1]2 na obdélńık Rij . Necht’

Z je libovolná neprázdná podmnožina {0, . . . ,m−1}×{0, . . . , n−1}. Pak existuje jediná

neprázdná kompaktńı množina M ⊂ [0, 1]2, která je řešeńım rovnice

M =
⋃

(i,j)∈Z

Sij(M). (5.30)

Množina M se občas nazývá McMullen̊uv koberec. V př́ıpadě m = n jsou transformace

(5.29) podobnostmi. McMullen dokázal, že

dimH M = logm

(
m−1∑
i=0

t
logn m
j

)
, (5.31)

kde tj je počet hodnot i takových, že (i, j) ∈ Z.

Do této tř́ıdy patř́ı podle McMullena v podstatě i tzv. Hironakova křivka (obr. 5.9),

spojitá rovinná křivka tvořená zobecněným Sierpińského kobercem s m = 2, n = 3

a Z = {(0, 0), (1, 1), (2, 0)} a svislými spojnicemi. Podle (5.31) je dimenze Hironakovy

křivky log2(1 + 2log3 2).
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OBR. 5.9: Aproximace Hironakovy křivky po pěti iteraćıch

Řada autor̊u se v následuj́ıćıch letech zabývala Hausdorffovou dimenźı autoafinńıch

křivek v r̊uzných speciálńıch př́ıpadech (např. [Falconer, 1988], [Lalley, 1992], [Allaart,

2007]). Ukazuje se však, že situace je o hodně složitěǰśı než v př́ıpadě soběpodobných

křivek a žádné přirozené zobecněńı Moranova vzorce pro autoafinńı množiny neńı známo

[Falconer, 2003, s. 139].

5.7 Bolzanova funkce

Historicky prvńı fraktálńı křivkou (a prvńım fraktálem v̊ubec) je graf Bolzanovy funkce.

Bernard Bolzano (1781 – 1848) ji popsal před rokem 1834 ve spise Functionenlehre, který

však vyšel tiskem až dlouho po jeho smrti. V Bolzanově poz̊ustalosti objevil jej́ı popis

plzeňský středoškolský profesor Martin Jašek (1879 – 1945) a sv̊uj objev zveřejnil roku

1921 (viz např. Hykšová [2003, s. 176]).

Konstrukci Bolzanovy funkce začneme tak, že zvoĺıme body A = [x0, y0], B = [x1, y1],

x1 > x0, y1 > y0, které budou koncovými body jej́ıho grafu. Úsečka AB bude grafem

lineárńı funkce f1. Dále sestroj́ıme čtyři body, které označ́ıme C,D,E a jejichž souřadnice

budou po řadě dány vztahy

x = x0 + 3
8(x1 − x0), y = y0 + 5

8(y1 − y0),

x = x0 + 1
2(x1 − x0), y = y0 + 1

2(y1 − y0),

x = x0 + 7
8(x1 − x0), y = y0 + 9

8(y1 − y0).

(5.32)

Lomená čára ACDEB bude grafem po částech lineárńı funkce f2. Každou ze čtyř úseček

AC, CD, DE, EB nahrad́ıme lomenou čárou procházej́ıćı body, které sestroj́ıme ana-

logickým zp̊usobem jako body C,D,E v př́ıpadě úsečky AB, přičemž x0, y0 a x1, y1
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ve vztaźıch (5.32) nahrad́ıme souřadnicemi koncových bod̊u každé z těchto tř́ı úseček.

Dostaneme lomenou čáru, která je grafem funkce f3.

Bolzanova funkce je limitou spojitých funkćı f1, f2, f3, . . .. Bolzano [1930, s. 66 a n.] ji

sestrojil jako př́ıklad funkce, která je spojitá v intervalu [a, b], avšak neńı monotonńı

v žádném podintervalu. Ve druhé části svého spisu Bolzano [1930, s. 98–99] dokázal, že

mezi každými dvěma body, ve kterých f nemá derivaci, lež́ı třet́ı bod, ve kterém derivace

rovněž neexistuje.

Vlastnostmi Bolzanovy funkce se zabýval Karel Rychĺık (1885 – 1968), který opravil

Bolzan̊uv d̊ukaz spojitosti (Bolzano si ještě neuvědomoval význam stejnoměrné kon-

vergence) a dokázal, že v žádném bodě intervalu (0, 1) nemá konečnou ani nekonečnou

derivaci, v bodě x0 = 0 nemá konečnou derivaci zprava a v bodě x1 = 1 nemá konečnou

ani nekonečnou derivaci zleva. Vojtěch Jarńık (1897 – 1970) se zabýval i existenćı jed-

nostranných derivaćı a vyšetřoval rovněž Diniho derivace Bolzanovy funkce (daľśı po-

drobnosti a odkazy uvád́ı Hykšová [2003, s. 178]).

Gerhard Kowalewski (1876 – 1950) popsal [1923] modifikovanou verzi konstrukce Bolzano-

vy funkce. Rozp̊uĺıme danou úsečku PQ bodem M , rozděĺıme každou polovinu na čtyři

stejné d́ıly pomoćı bod̊u P1, P2, P3 resp. Q1, Q2, Q3 a sestroj́ıme body P ′3 resp. Q′3, které

lež́ı na stejné svislé př́ımce jako P3 resp. Q3, přičemž úsečky PP ′3 a MQ′3 maj́ı dvakrát

větš́ı směrnici než PQ. Nahrazeńı úsečky PQ lomenou čárou PP ′3MQ′3Q je ”základńı

operaćı“, která se opakuje v daľśıch kroćıch konstrukce (obr. 5.10; srv. také obr. 2 na

s. 6). Kowalewski se také zabýval spojitost́ı a diferencovatelost́ı Bolzanovy funkce.

Wunderlich [1954] popisuje graf Bolzano–Kowalewského křivky pomoćı čtyř afinńıch

transformaćı

ϕ1

(
x

y

)
=
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+

(
1
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)
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(5.33)

s Γ = [0, 1] × [0, 2] a θ = 3
4 . Ačkoliv třet́ı Wunderlichova podmı́nka v tomto př́ıpadě

splněna neńı, konverguje řetězec přilehlých obdélńık̊u Ak1 ◦ Ak2 ◦ . . . Akn(Γ) ke křivce,

která je grafem Bolzanovy funkce. Z (5.33) Wunderlich odvozuje funkcionálńı rovnice

popisuj́ıćı Bolzanovu křivku.

y
(

3
8x
)

= 3
4y(x), y

(
1− x

8

)
= 1 + 1

4y(x),

y
(

1+x
2

)
= 1

2 + y
(

x
2

)
.

(5.34)
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OBR. 5.10: Aproximace Bolzano–Kowalewského křivky s P = [0, 0] a Q = [1, 1]
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matical Journal. 1984, vol. 96, s. 1–9.

MOORE, E. H. 1900. On Certain Crinkly Curves. Transactions of the American Mathematical

Society. 1900, vol. 1, no. 1, s. 72–90.

MORAN, P. A. P. 1946. Additive Functions of Intervals and Hausdorff Measure. Proceedings of

the Cambridge Philosophical Society. 1946, vol. 42, s. 15–23. (Přetǐstěno v EDGAR, G. (ed.),
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géométrique élémentaire. Arkiv för Matematik, Astronomi och Fysik. Bd. 1, s. 681–702. (Angl.
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courbes planes. Acta mathematica. 1906, vol. 30, s. 145–174.

WILLIAMS, R. F. 1971. Composition of contractions. Boletim da Sociedade Brasileira de
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Závěr

V této práci je popsána řada ”podivných“ křivek. Jejich role při ujasňováńı představ

o křivkách byla d̊uležitá a proto je jim věnován poměrně velký prostor. Označeńı ”po-

divné“, ”patologické“ jim dáváme sṕı̌se ze zvyku a ze setrvačnosti; názory na to, co je

”normálńı“, ”přirozené“, ”intuitivńı“ se v pr̊uběhu vývoje měnily.

Fraktálńı křivky jsou většinou konstruovány iterativńım procesem, při němž je na vhodně

zvolenou počátečńı množinu opakovaně aplikována relativně jednoduchá základńı ope-

race. Prvńı kroky konstrukce jsme schopni znázornit, ale podobu křivky samé si předsta-

vit nedokážeme.

V souvislosti s rozšǐrováńım souboru patologických křivek na konci 19. stolet́ı byla

kladena otázka, jak a zda v̊ubec je vymezena tř́ıda ”názorných“ křivek, tj. křivek,

u kterých lze z jejich geometrického znázorněńı usuzovat na jejich vlastnosti. Ve druhé

kapitole jsme zmı́nili názor du Bois-Reymonda, podle kterého alespoň v geometrii či

v mechanice pojem křivky předpokládá existenci tečen. Uvedenou otázku si kladl i Köp-

cke 1, podle nějž ”názornost“ křivky je spojena s představou křivky jako dráhy pohy-

buj́ıćıho se bodu, kterou Köpcke chápe ve fyzikálńım smyslu a požaduje jej́ı hladkost.

Ani hladkost křivky nebyla vždy něč́ım, co by automaticky zaručovalo intuitivńı přijatel-

nost. Antické děleńı křivek na geometrické a mechanické vylučovalo z geometrie křivky

vytvářené mechanicky. V prvńı kapitole jsme viděli, že k určeńı délky oblouku hladké

křivky muśıme stejně uplatnit limitńı proces, nebot’ jedinou křivkou, jej́ıž délku jsme

schopni př́ımo změřit, je úsečka nebo lomená čára. Mandelbrot 2 dokonce vyslovil názor,

že pro nepřipravenou mysl je přijatelněǰśı představa křivky, která v žádném bodě nemá

tečnu, než křivky hladké.
1 KÖPCKE, A. Über Differentiirbarkeit und Anschaulichkeit der stetigen Functionen. Mathematische

Annalen. 1887, Bd. 29, Heft 1, s. 123–140.
2 MANDELBROT, B. The Fractal Geometry of Nature. New York : W. H. Freedman and Co., 1982.

ISBN 0-7167-1186-9.
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Zájem o oblast ”podivných“ křivek vzrostl v posledńıch desetilet́ıch i d́ıky novým možnos-

tem, které při jejich zobrazováńı nab́ızej́ı nové technologie. Aniž bychom chtěli přeceňo-

vat význam poč́ıtač̊u při vizualizaci fraktálńıch křivek, můžeme připustit, že výpočetńı

technika zpř́ıstupnila tuto oblast matematiky a umožňuje experimentováńı, které přinej-

menš́ım z pedagogického hlediska má smysl. Poč́ıtače vedle toho umožňuj́ı analyzovat

některé vlastnosti křivek, źıskaných empirickou cestou.

Mohlo by se zdát, že s pomoćı poč́ıtače se dokážeme přibĺıžit až k limitńı podobě kon-

struované křivky. Aproximace grafu Takagiho funkce nebo von Kochovy křivky se nav́ıc

po nějakých osmi iteraćıch vizuálne již př́ılǐs neodlǐsuje od aproximace po padesáti ite-

raćıch. Náš názor z̊ustává nicméně limitován rozlǐseńım monitoru či tiskárny a možnost-

mi našeho zraku.

Takagiho funkce je př́ıkladem spojité nediferencovatelné funkce, jej́ıž konstrukce je geo-

metricky poměrně názorná. Přesto částečný součet řady (5.19) již pro nepř́ılǐs velké n

podle Hahna 3 uniká intuici, která nás zcela zrazuje, pokud jde o výsledný obrazec. Pouze

logická analýza je schopna sledovat konstrukci až k jej́ımu konečnému výsledku.

Při konstrukci Takagiho funkce se uplatňuje pilovitá funkce fn(x) = Ψ(2nx)/2n,

x ∈ [0, 1], kde Ψ(x) = d(x,Z) je vzdálenost mezi x a nejbližš́ım celým č́ıslem (viz

s. 145). Pro dostatečně velké n se čára y = fn(x) nedá vizuálně odlǐsit od úsečky

{[x, y]; 0 ≤ x ≤ 1, y = 0}, obě čáry však maj́ı zcela odlǐsné vlastnosti.

Přesto nelze vizuálńı př́ıstup ke křivkám odmı́tat; tvar je jejich d̊uležitou charakteris-

tikou. Těžko si např. představit, že Jakob Bernoulli by věnoval logaritmické spirále svá

nadšená slova,4 kdyby ji znal jen na základě vzorc̊u a vztah̊u.

Poč́ıtačové znázorněńı fraktálńıch křivek je přitažlivé předevš́ım svou snadnost́ı a mož-

nostmi. Poč́ıtače do jisté mı́ry rehabilitovaly roli obrázk̊u v analýze. Spolu s procesem

emancipace analýzy na geometrii se obrázky z učebnic vytrácely. V učebnićıch analýzy

vydaných v 19. stolet́ı je skutečně obt́ıžné naj́ıt ilustrace, které by přibĺıžily uváděná

tvrzeńı, vzorce a jejich odvozováńı. Po jistou dobu převládalo přesvědčeńı, že pouze

formálńı symbolický př́ıstup patř́ı do matematiky. Edgar 5 v poznámce doprovázej́ıćı

překlad von Kochova pojednáńı o křivce bez tečen nicméně zd̊urazňuje, že pro mate-

matické myšleńı jsou d̊uležité obě stránky: formálně symbolická i vizuálně geometrická.

Svědč́ı o tom i nedávno vydaná kniha Curious Curves 6 autor̊u Darsta, Palagallové

a Price, kterou lze zájemc̊um o tuto oblast matematiky doporučit.

3 HAHN, H. Die Krisis der Anschauung. In Krise und Neuaufbau in den exakten Wissenschaften.
Leipzig und Wien : Franz Deuticke, 1933, s. 41–64.

4 BERNOULLI, J. Jacobi Bernoulli Basileensis Opera. Genevæ: Sumptibus haeredum Cramer &
fratrum Philibert, 1744, s. 502.

5 EDGAR, G. Classics on Fractals. Addison–Wesley, 1993, s. 24. ISBN 0-201-58701-7.
6 DARST, R. et al. Curious Curves. World Scientific, 2010.



Častěji už́ıvané symboly

N množina přirozených č́ısel

Z množina celých č́ısel

R množina reálných č́ısel

C množina komplexńıch č́ısel

Rn n-rozměrný eukleidovský prostor

ρ, ϑ polárńı souřadnice bodu v rovině

[a, b] uzavřený interval s koncovými body a a b

(a, b) otevřený interval s koncovými body a a b

z č́ıslo komplexně sdružené se z

B(x, r) otevřená koule se středem x a s poloměrem r

K(x, r) uzavřená koule se středem x a s poloměrem r

AB úsečka nebo délka úsečky s koncovými body A a B

AB oblouk nebo délka oblouku s koncovými body A a B

(X, d) metrický prostor (s metrikou d)

A uzávěr množiny A

IntA vnitřek množiny A

diam (A) pr̊uměr množiny A

d(x, y) vzdálenost bod̊u x a y

d(x,A) vzdálenost bodu x od množiny A

d(A,B) vzdálenost množin A a B

L(A) lineárńı mı́ra množiny A

D(a,A) hustota množiny A v bodě a

dimH A Hausdorffova dimenze množiny A

dimB A Minkowského–Bouligandova dimenze množiny A
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1.11 K odvozeńı obecné rovnice pro evolutu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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2.6 Křivka Youngové . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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3.7 Nerozložitelné kontinuum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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5.2 Křivka von Kochova typu s konečnou délkou . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
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Descartes, René, 3, 12, 18–20, 24, 25
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Fréchet, Maurice, 94

Fundamenta Mathematicæ, 88, 93, 96

funkce

Bolzanova, 47, 150–151

Cantorova, 110, 111

Dirichletova, 45

Harnackova, 111
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ireducibilńı, 82–84, 99, 100
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Minkowského, 113, 127, 140
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Mengerova křivka, 102, 120

Mersenne, Marin, 18, 19, 24

metoda indivisibilíı, 16, 17, 20, 31
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Cantorova, 58, 75, 76, 94, 95, 110, 126
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množina

”diskrétńı“, 111
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kružnice, 2, 9, 10, 12, 14, 29
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semikubické paraboly, 22, 25, 26, 29, 31

rektifikovatelnost, 37–40, 48, 49, 59, 108, 109,

113, 114, 117, 121, 122, 135

Rham, Georges de, 146

Riemann, Bernhard, 53, 75

Roberval, Gilles Personne de, 19, 69
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semikubická parabola, 22, 25–27, 29, 31

Sherman, Seymour, 117

Scheeffer, Ludwig, 39–40, 48, 108, 111

Schoenflies, Arthur Moritz, 50, 54, 63, 78–82,

84, 86, 115

Bericht, 79–81
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variace konečná, 49, 109, 110

varieta, 53, 54, 97
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