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kruhova inverze, jakozto piiklad zobrazeni, které neni afinni. Cely text je pro vétsi
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Uvod

Tématem této diplomové prace jsou geometricka zobrazeni.

Text predstavuje studijni material, ktery by mohl byt ur€en napt. studentiim tietiho ro¢niku
ucitelstvi matematiky na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy v Praze. Vychazi
z ptrednasek a cviceni pfedmétu Geometrie II vedenych RNDr. Vaclavem Kubatem, CSc.
Text by ale bylo mozno pouzit i jako doplikovy materidl pfi vedeni stfedoSkolského seminate.

Skole, proto jsou v prvni kapitole uvedeny zakladni poznatky o geometrickych zobrazenich
v souCasnych u€ebnicich matematiky. Definice uvedené v této kapitole jsou citace z pfislus-
nych ucebnic.

Druhé kapitola obsahuje zpracované teoretické poznatky o geometrickych zobrazenich, se
kterymi se studenti seznamuji v predmétu Geometrie II. Jsou zde uvedeny piislusné definice
a vety vcetné jejich dikazl. Prvni dvé podkapitoly, Délici pomér a Linearni kombinace bodi,
jsou piipravné a jejich zvladnuti je pro pochopeni dal$iho textu podstatné.

V dalSich podkapitolach jsou probrany zakladni vlastnosti afinnich zobrazeni, specidlni
pozornost je pak vénovana shodnym a podobnym zobrazenim v eukleidovskych prostorech.
Posledni podkapitola je vénovana kruhové inverzi, jakozto piikladu zobrazeni, které neni afinni.

Cely text je pro vétsi nazornost doplnén fadou obrazk, autorka se snazila pribézné ukazo-
vat na souvislosti mezi stfedoskolskym a vysokoskolskym uc¢ivem.

Tteti kapitola predstavuje sbirku prikladt k prednasce Geometrie II.

Vseobecné lze fici, ze ptikladl k ptislusné teorii, které by poskytovaly ndméty nad ramec
uciva stfedni Skoly, neni mnoho. Hlavné vSak se doposud ,,nevyskytovaly pohromadé®, bylo
tteba je vyhledavat v riznych zdrojich. Autorka se pokusila soustiedit je do jednoho textu,
sjednotit u nich terminologii a samoziejmé& uvést jejich feSeni — tzn. zkontrolovat uvedené
a spocitat neuvedené vysledky a vlastni ptiklady vymyslet tak, aby ,,hezky vychéazely*.

Piiklady oznaCené [S1] a [S2] byly ptevzaty z ucebnic Geometrie I a II kolektivu autoril
v Cele s M. Sekaninou. Tyto piiklady byly pfepocitany a na n€kterych mistech drobné upraveny.
Autorem piikladi oznacenych [VK] je vedouci prace, RNDr. Vaclav Kubat, CSc. Jedna se
o ptiklady, které byly v minulych letech zadavany mj. pfi pisemné zkouSce z Geometrie II.
U téchto piikladl autorka spocitala a zvetejnila vysledky. Piiklady oznacené [DT] vytvoftila
sama autorka.

K dobrému pochopeni tohoto studijniho materidlu je nutna znalost zédkladnich pojmu zave-
denych v pfednaSce Geometrie 1. Jedna se zejména o pojmy afinni a eukleidovsky prostor,
zaméteni afinniho prostoru, linedrni soustava soufadnic, nadrovina.

Sbirka ptikladi predpoklada znalosti z analytické geometrie v rozsahu stfedni Skoly a zna-
losti pocetnich technik predmétu Geometrie I.



1. Prehled uciva o geometrickych zobrazenich
v u€ebnicich matematiky
pro zakladni a stredni skoly



1.1 Uéebnice pro zakladni skoly

S pojmem zobrazeni se zaci zakladnich Skol resp. nizSich tfid viceletych gymnazii poprvé
seznamuji pii vyuce v 6. rocniku resp. v prim¢. Ucebnice [1] zavadi zobrazeni z mnoziny 4 do
mnoziny B jako ptedpis, podle které¢ho je kazdému prvku mnoziny A pfifazen nejvyse jeden
prvek mnoziny B. V ucebnici [2] je definovano geometrické zobrazeni v roving, které pfira-
zuje bodim této roviny jiné, popt. tytéz body téze roviny, a to podle daného ptedpisu.
Specialné se rozlisuji dva typy zobrazeni — shodnost a podobnost. Ob¢ uvedena zobrazeni se
na této urovni zkoumaji predev$im v roviné.

Motiva¢nim ptikladem je v [1], [3], [6], [11] a [12] zavedeni pojmu shodnych utvarii,
jakozto utvaru, které se po premisténi kryji a maji tedy stejny tvar a velikost. Tento pojem je
ilustrovan na ptipadu shodnych usecek, které maji stejnou délku, a shodnych trojuhelnikd, kte-
ré maji stejné délky odpovidajicich si stran a stejné velikosti odpovidajicich si vnitinich thla.

Shodné zobrazeni (struné€ji shodnost) je v [1] nasledn¢ definovano jako zobrazeni, které
kazdym dvéma bodim A4, B pfitazuje body A’, B’ tak, ze |A’B’| = |AB|.

V ucebnici [2] je zvolen opacny postup. Nejprve je vySe uvedenym zptisobem definovano
shodné zobrazeni a nésledné jsou za shodné prohlaSeny ty utvary, které si v daném shodném
zobrazeni odpovidaji.

Uvedené ucebnice pro zékladni Skoly a viceletd gymnazia také zavadéji pojem samodruzny
bod pro bod, ktery pfi daném zobrazeni splyva se svym obrazem.

Jako specialni pfipady shodnych zobrazeni byvaji (v uvedeném potadi) probirany: osova
soumé&rnost, sttedova soumérnost, posunuti a otoceni. Pfitom posunuti a otoceni jsou zafazeny
pouze v ucebnicich [1], [11] a jako rozSifujici u¢ivo v ucebnicich [4], [9]. Ucebnice [1]
a [3] zavad¢ji navic jesté rovinovou soumérnost (zrcadleni). V nésledujicim odstavci jsou
uvedeny nejbéznéjsi zpisoby definic pouzité napt. v [1].

Osova soumérnost se nazyva zobrazeni ur¢ené primkou o, ve kterém

1. kazdému bodu X € o je piifazen bod X’ = X,

2. kazdému bodu X ¢ o je ptifazen bod X" takovy, Ze ptimka XX’ je kolma k ptimce o a pri-
seCik pfimek XX” a o je stfed tseCky XX".

Stredova soumeérnost se nazyva zobrazeni ur¢ené bodem S, ve kterém

1. obrazem bodu S je opét bod S,
2. kazdému bodu X # § je pfifazen bod X’ takovy, ze bod § je sttedem tsecky XX".

Posunuti se nazyva zobrazeni urené orientovanou useckou PP’, ve kterém je kazdému
bodu X pfirazen bod X’ takovy, ze orientované tisecky PP”a XX’ jsou shodné, rovnobézné
a shodn¢ orientované.

Otoceni se nazyva zobrazeni ur¢ené bodem S a orientovanym uhlem o, ve kterém

1. obrazem bodu S je opét bod S,

2. obrazem libovolného bodu X # § je takovy bod X', Ze | X"S| = | XS| a orientované thly a
a XSX’jsou shodné a shodné orientované.



Rovinova soumérnost se nazyva zobrazeni ur¢ené rovinou o, ve kterém

1. kazdému bodu X € o je ptitazen bod X' = X,

2. kazdému bodu X ¢ o je pfifazen bod X’ tak, ze ptimka XX’ je kolma k roviné w a prise-
¢ik ptfimky XX s rovinou o je stied tseCky XX".

Ucebnice [12] a [13] pro viceletd gymnézia definuji osovou a stiedovou soumeérnost
obdobnym zptsobem jako ucebnice [1], pouze je osova soumérnost vice prezentovana jako
»preklopeni® roviny podél dané piimky a stfedova soumérnost jako otoCeni roviny kolem da-
ného bodu o 180°. Trochu jinym zptsobem ale piistupuje uc¢ebnice [13] k definici posunuti:

Posunuti v roving, které pfemistuje dany bod P do dan¢ho bodu Q, je ur€eno orientovanou

useckou PQ. Pro obraz Y libovolného bodu X roviny plati:

1. Pokud bod X nelezi na ptfimce PQ, pak je bod Y vrcholem rovnobézniku PXYQ.

2. Pokud bod X lezi na ptimce PQ, lezi na ni i bod 7, a to tak, ze |[XY| = |PQ| a jedna z polo-
ptimek PQ, XY je podmnoZinou druhé.

V ostatnich ucebnicich (napt. [3], [4], [6], [7], [9], [11]) se od téchto zpiisobii definic
upousti a jednotliva zobrazeni jsou zavadéna na konkrétnich ptikladech ilustrujicich postup pii
konstrukei obrazi.

Ve vSech ucebnicich je specialni pozornost vénovana konstrukcim obrazii riznych geome-
trickych tvart v danych zobrazenich, v pfipad¢ osové a stfedové soumérnosti se zkoumaji také
osove a stfedové soumérné utvary.

V ucebnici [1] je stiedové soumérny utvar podle bodu S charakterizovan jako utvar, ktery
se ve stfedové soumérnosti se sttedem S zobrazi sam na sebe. Utvar osové soumérny podle
piimky o je takovy tutvar, ktery se v osové soumeérnosti s osou o zobrazi sam na sebe.

Ucebnice [12] nazyva stiedoveé soumérnym utvarem takovy utvar, pro ktery existuje bod S
majici tu vlastnost, Ze pfi otoceni o 180° kolem bodu S piejde dany ttvar sam v sebe.

Ucebnice [4], [9] a [12] zavad¢ji také pojmy primo shodné a neprimo shodné utvary nasle-
dujicim zpiisobem na zaklad¢ predstav o piemistovani utvari tak, aby se kryly:

O dvou shodnych ttvarech budeme fikat, ze jsou pfimo shodné, kdyz je pii pfemistovani

v roving (napt. pomoci prasvitky) pouze posunujeme a ota¢ime. Nepiimo shodné utvary pti

pfemist'ovani posunujeme, ota¢ime a jeden z nich musime pfevratit v prostoru.

Ucebnice [9] navic zdlrazinuje, Ze dva Gtvary mohou byt soucasné ptimo i nepiimo shodné.
Jako ptiklad uvadi utvary osové soumérné.

Ucebnice [2] rozliSuje ptimo shodné utvary na zaklad¢ shodné orientace postupu mezi vzo-
ry a odpovidajicimi obrazy bud’ ve sméru, nebo proti sméru pohybu hodinovych rucicek.

S podobnym zobrazenim byvaji zaci seznamovani pti vyuce v 9. ro¢niku resp. v kvarté.
Také podobné zobrazeni je v [1], [8], [11] a [14] nejprve ilustrovano na ptipadu podobnych
utvarii, jakozto utvard, které maji stejny pomér vzdalenosti odpovidajicich si bodua. Jako pfi-
klad jsou uvadény podobné trojuhelniky, které maji stejné poméry délek odpovidajicich si
stran a stejné velikosti odpovidajicich si uhli.



V ucebnici [5] jsou dva geometrické utvary oznaceny jako podobné, pokud je mozné jeden
z nich zobrazit pomoci ¢tvercové sité tak, ze ziskame dvojici shodnych ttvart. Déle je ukazano,
ze dva podobné utvary maji stejny pomeér délek vsech dvojic odpovidajicich si usecek.

Podobné zobrazeni (struénéji podobnost) je v [1] nasledné definovano jako zobrazeni, které
kazdym dvéma bodim 4, B piitazuje body A4’, B’ tak, ze |A’B’| = k |AB|, kde kladné¢ Cislo k&
(tzv. pomér podobnosti) je pro vSechny dvojice bodu stejné. Pfitom shodnost je chapéana jako
zvlastni piipad podobnosti pro k= 1.

Ucebnice [2] opét voli opacny postup. Nejprve je vyse uvedenym zptisobem definovéano po-
dobné zobrazeni a néasledné& jsou za podobné prohlaSeny ty utvary, které si v daném podobném
zobrazeni odpovidaji.

Ucebnice [14] také v analogii s pfimou a nepfimou shodnosti zavadi pojmy p7imad a nepri-
ma podobnost. Pro rozhodovani o pfimé ¢i nepiimé podobnosti formuluje tzv. ,,pravidlo sméru
Sipek*, které ilustruje na ptikladu dvou podobnych trojihelnikt nasledujicim zptisobem:

Zvolime-li potadi vrcholil jednoho z trojuhelnikii Sipkami a Sipky udavajici potadi jejich
odpovidajicich obrazl jsou orientovany stejnym smérem, jedna se o pfimou podobnost.

Specialni pozornost je vénovana zjiStovani, zda jsou n&jaké geometrické utvary podobné.
Nejcastéjsim typem uloh, které vyuzivaji podobnosti trojuhelnikii, je na této Grovni déleni
usecek na dany pocet shodnych dili nebo déleni usecek v daném poméru. Déle se objevuje vy-
uziti podobnosti v praxi, napt. pii zjiStovani vysky véze na zakladé€ znalosti délky jejiho stinu
nebo pii ur€ovani vzdalenosti dvou mist v terénu, mezi nimiZ je prekazka znemoziujici pfimeé
méfeni. Podobnost je vyuZzivana také pii praci s métitkem.

Ucebnice [1], [5] a [10] uvadéji jako rozsitujici ucivo na zaver kapitoly o podobnosti také
stejnolehlost jako specialni ptipad podobného zobrazeni. V nasledujicim odstavci je uvedena
definice pouzita v [1].

Stejnolehlost se nazyva zobrazeni ur¢ené bodem S a ¢islem & # 0, ve kterém

1. obrazem bodu S je opét bod S,

2. kazdému bodu X # S je pfifazen bod X" tak, Ze plati |SX"| = |k|-|SX],
pfitom pro k > 0 lezi bod X" na polopiimce SX a pro k£ < 0 je bod X" bodem polopiimky
opacné k poloptimce SX.

Bod S se nazyva stfed stejnolehlosti, ¢islo k # 0 se nazyva koeficient stejnolehlosti.

Ucebnice [5] a [10] voli pro zavedeni stejnolehlosti méné formalni piistup, stejnolehlost je
ilustrovdna na specialnim piipadu dvou stejnolehlych geometrickych utvart. Je ukazano, ze
spojnice sob¢ odpovidajicich bodl prochézeji sttedem stejnolehlosti a sobé odpovidajici pfim-
ky jsou rovnobézné.

V ucebnici [5] je navic blize uveden vztah mezi stejnolehlosti a podobnosti — pomér po-
dobnosti je roven absolutni hodnoté€ koeficientu stejnolehlosti.



1.2 Ucéebnice pro stredni Skoly

Stredoskolské ucebnice matematiky urcené specidlné pro gymndzia uvadeji samostatné
zobrazeni v roviné a zobrazeni v prostoru.

V ucebnici planimetrie [15] je zobrazeni v roviné definovano jako ptedpis, ktery kazdému
bodu X roviny pfifazuje praveé jeden bod X’ roviny. Zavadi se pojmy samodruzny bod a samo-
druzny Utvar zobrazeni. Poprvé se objevuje také pojem identita — rozumi se ji zobrazeni, pii
kterém je kazdy bod samodruzny.

V samostatnych kapitolach jsou postupné probirana shodna zobrazeni, stejnolehlost a jako
rozsifujici ucivo také podobna zobrazeni.

Shodnym zobrazenim v roviné se rozumi zobrazeni, ve kterém je obrazem kazdé GseCky 4B
usecka A’ B’ s ni shodnd. Analogicky s u¢ebnicemi [4], [9] a [12] se zavadi pojmy piima a ne-
pfima shodnost. Bez ditkazu je uvedeno tvrzeni, ze kazdé shodné zobrazeni je prosté.

Podrobnéji jsou probrana nasledujici shodna zobrazeni — osova soumérnost, stiedova sou-
mérnost, posunuti a oto¢eni. Definice téchto zobrazeni na sttedoSkolské tirovni zcela kores-
ponduji s definicemi uvedenymi napt. v [1] — viz str. €. 7.

Nové zavedenym pojmem je zobrazeni inverzni k danému zobrazeni. Ukolem je uréit
zobrazeni inverzni k dané osové a stfedové soumérnosti, posunuti i otoceni.

Dale je zdturaziovano, ze napt. ptimo z definice plyne, Ze osova soumernost je jednoznacné
uréena osou soumérnosti, ale mize byt dana také dvojici riznych bodi X, X7, jestlize kazdy
z nich je obrazem druhého v této osové soumérnosti. Osou soumérnosti je potom osa usecky XX".
Podobné¢ Ize zadat také sttedovou soumérnost.

Oproti uéebnicim pro ZS je patrny vyrazny posun v obtiznosti feSenych tiloh. Nastava pie-
chod od tloh vyzadujicich pouhou konstrukci osové resp. sttedové soumérnych ttvara k tlo-
ham vyzadujicim véts$i predstavivost a rozbor dané situace. Piikladem je tieba vyuziti osové
soumérnosti pii fesSeni nékterych uloh o odrazu a o nejkratsi spojnici dvou bodd lomenou ¢a-
rou. Osova soumérnost je také vyuzivana k sestrojeni pricky dvou utvart, kterd je k dané piim-
ce kolma a je touto pfimkou ptilena nebo ke konstrukci trojuhelniku, je-1i jednim ze zadanych
prvkil soucet nebo rozdil jeho stran. Rovnéz stfedova soumérnost je vyuzivana mnohostran-
néji. Je ukazéano uziti sttedové soumérnosti pii diikazech rznych tvrzeni nebo pii konstrukci
pricky dvou utvart, ktera je danym bodem pulena.

Také posunuti a otoceni jsou definovana shodné s ucebnici [1]. Pouze jsou na stiedoskolské
urovni preciznéji zavedeny pojmy orientovand usecka, orientovany uhel a smysl orientace,
které byly diive zavedeny pouze na zéklad¢ ptedstav a uvedenim prtikladii. Zaroven se zdlraz-
fluje souvislost otoc¢eni s identitou a stfedovou soumérnosti. Posunuti na sttedoskolské urovni
umoznuje fesit fadu konstrukénich uloh, otoceni Ize uzit jak v konstrukénich, tak i v dikazo-
vych tlohach.
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Zcela novym ucivem, uvedenym v [15] pouze jako ucivo rozsifujici, je skladani shodnych
zobrazeni zavedené nasledujicim zplisobem:

Jsou déna dvé shodna zobrazeni Z,, Z, a X je libovolny bod (roviny); Z,: X - X', Z,: X' — X"
Zobrazeni Z: X — X" se nazyva zobrazeni slozené ze zobrazeni Z,, Z, v tomto potadi.

Na ptikladu je ukézano, ze sklddani zobrazeni neni obecné komutativni. Specialni pozor-
nost je vénovana skladani dvou osovych soumérnosti s ohledem na riizné vzajemné polohy os.
V nasledujicim odstavci jsou uvedeny odvozené zavery.

Slozenim dvou osovych soumérnosti, jejichZ osami jsou totozné piimky, je identita.

Slozenim dvou osovych soumérnosti, jejichz osami jsou ptfimky rovnobézné rizné, je posu-
nuti. Jeho délka je rovna dvojnasobku vzdalenosti danych os, jeho smér je kolmy k obéma
osam a je dan jejich poradim.

Slozenim dvou osovych soumérnosti, jejichz osami jsou pfimky rtiznobézné, je otoceni.
Jeho stfedem je prusecik danych os, velikost uhlu otoceni je rovna dvojnasobku velikosti
uhlu os. Smysl otoceni je urcen potfadim os.

V ucebnici [15] je také na ptikladu skladani tii osovych soumérnosti zavedeno nové shod-
né zobrazeni, kterym je posunutd soumérnost. Bez dikazu je uvedeno, ze libovolné shodné
zobrazeni v roving Ize slozit z jedné, dvou nebo tii osovych soumérnosti.

Také stejnolehlost je v ucebnici [15] definovana shodné s ucebnici [1]. VEtsi prostor je ve-
novan konstrukcim obrazl riiznych geometrickych ttvard v zadané stejnolehlosti a hledani
stejnolehlosti, ve které je obrazem zadaného utvaru jiny zadany ttvar. Zdaraziuje se souvis-
lost stejnolehlosti a identity pro k£ = 1 a stejnolehlosti a stfedové soumérnosti pro £ = —1.
Samostatna kapitola je vénovana stejnolehlosti kruznic a na jejim zakladé konstrukcei spolec-
né tecny dvou kruznic.

Na stredoskolské urovni se objevuje uziti stejnolehlosti v dikazovych a konstrukénich tulo-
hach. Pomoci stejnolehlosti je napt. dokézano, ze jak téznice, tak i vySky v trojuhelniku pro-
chazeji vzdy jednim bodem. Stejnolehlost je vyuzivana také v ptipade€, ze body nebo piimky
potiebné pro konstrukci lezi mimo nakresnu.

Zavedeni podobného zobrazeni v ucebnici [15] se nelisi od postupu pouzitého napt. v uceb-
nici [1]. Je zde navic uvedena souvislost podobnosti a stejnolehlosti — stejnolehlost s koefi-
cientem k je podobnost s pomérem podobnosti |k|. Bez dikazu jsou nové uvedena tvrzeni, ze
kazdé podobné zobrazeni je prosté a ze kazdou podobnost v roviné lze rozlozit ve stejnoleh-
lost a shodnost.

Ucebnice stereometrie [16] navazuje na ucebnici planimetrie [15]. Zobrazeni v roving roz-
Sifuje na zobrazeni v prostoru a zkouma shodna a podobna zobrazeni v prostoru.

Shodné zobrazeni v prostoru definuje analogicky jako shodné zobrazeni v roviné, pouze
misto o bodech v roviné mluvi o bodech v prostoru. Bez ditkazu je uvedeno, Ze také v prosto-
ru je kazdé shodné zobrazeni prosté. Ucebnice [16] zdiiraziuje, Ze zatimco v roving si kazdou
shodnost miizeme piedstavit jako premisténi, v prostoru mizeme vhodnym piemisténim zto-
toznit jen ptimo shodné utvary.
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V samostatnych kapitolach jsou blize vylozeny rovinova soumérnost, sttedova a osova sou-
meérnost, posunuti a otoceni. Definice rovinové soumérnosti odpovida definici pouzité v [1],
ostatni vySe jmenovand zobrazeni jsou definovana obdobnym zplisobem jako v roving.

Dale je v ucebnici [16] zminéno, Ze rovinova soumérnost je nepiimé shodnost, kterd ma
obdobny vyznam jako osova soumérnost v rovin€. VSechna shodnd zobrazeni v prostoru se da-
ji slozit z kone¢ného poctu rovinovych soumérnosti.

Jako rozsifujici ucivo je v [16] zafazeno sklddani shodnych zobrazeni v prostoru.
Podrobnéji je probrano skladani dvou rovinovych soumérnosti s ohledem na riizné vzajemné
polohy obou rovin soumérnosti. V nasledujicim odstavci jsou uvedeny odvozené zavéry.

Slozenim dvou rovinovych soumérnosti, jejichz roviny soumérnosti splyvaji, je identita.

Zobrazeni sloZené ze dvou rovinovych soumérnosti s rovinami soumérnosti rovnobéznymi
riznymi je posunuti v prostoru. Jeho délka je rovna dvojnasobku vzdalenosti danych rovin
soumérnosti, jeho smér je kolmy k obéma rovindm soumérnosti a je dan jejich pofadim.

Zobrazeni slozené ze dvou rovinovych soumeérnosti s riiznobéznymi rovinami soumeérnosti
je otoCeni kolem piimky v prostoru. Osou otoceni je prasecnice danych rovin soumérnosti,
velikost thlu otoceni je rovna dvojnasobku odchylky rovin soumérnosti, smysl otoceni je
uréen poradim rovin soumérnosti.

Bez dikazu je dale uvedeno, ze kazdé shodné zobrazeni v prostoru se da slozit z jedné,
dvou, tii nebo Ctyt rovinovych soumérnosti. Jako ptiklad je uveden dalsi typ shodného zobra-
zeni v prostoru — posunuté otoceni, které vznikne slozenim otoceni kolem osy a posunuti ve
sméru osy otocenti, tj. slozenim ¢tyt rovinovych soumérnosti.

Také podobné zobrazeni v prostoru definuje ucebnice [16] stejnym zpisobem jako ucebni-
ce [15] v roving. Jako zékladni podobné zobrazeni je opét uvedena stejnolehlost. Bez dikazu
je také uvedeno, ze kazdé podobné zobrazeni v prostoru vznikne slozenim stejnolehlosti a n¢-
jakého shodného zobrazeni.
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2. Geometricka zobrazeni — ucebni text
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2.1 Délici pomér

Uvazujme afinni ptimku A4, se zaméfenim V. Zvolme na piimce tii body 4, B, C tak, aby
A # B a B # C (uvédomte si, ze odtud nevyplyva 4 # C). Ve ¥, zvolme jako generator nenu-
lovy vektor u. Potom mizeme psat C— A =xu, C—B =y u.

Diky ptedpokladu B # C je y # 0. Lze tedy utvofit zlomek X a nazvat ho délici pomér
y

bodu C vzhledem k bodiim A4, B.
Definice 1: Délicim pomérem bodu C vzhledem k bodim A4, B nazveme ¢islo (C; 4, B) = u
y

Je vidét, ze v ptipad¢, ze by bylo 4 = B, byl by délici pomér kazdého bodu C ptimky A,
(rizného od bodu B) roven jedné. Proto jsme délici pomér definovali jen pro ptipad, Ze A # B.

<y ;> . . “1s s o foge s X .
Ovéifme nyni, ze uvedend definice déliciho poméru je opravdu korektni, tj. ¢islo — zavisi
Y

skute¢né pouze na bodech 4, B, C a nezéavisi na volbé reprezentanta u. Zvolme tedy jiny ne-
nulovy vektor v € V,. Vektor u zfejmé bude jistym nasobkem vektoru v, tj. u = kv, k # 0.
Potom Ize psat C—A=xu=x(kv)=(xk)v,C—-B=yu=y(kv)=(yk)v, atedy

.....

lili pfimo vektor C — B, tj. u = C — B, pak by bylo y =1 a (C; 4, B) = x. Délici pomér x
bodu C vzhledem k bodiim A4, B by byl uréen rovnosti C — 4 = x (C — B) a vyjadioval by,
jakym nasobkem vektoru C — B je vektor C — 4.

Uvédomte si ale, Ze zapis
— A4
(C; A’B) = C_
C-B

nema smysl. Podil dvou vektort viitbec neni definovan.

Zvolme nyni na pfimce A, linedrni soustavu soufadnic (LSS) danou repérem +P, u,.
Oznaéme prislusné souradnice bodi 4 = [a], B=[b], C=[c]. PotomA=P+au, B=P+bu,
C=P+cu,C-—-A=(c—-—a)u,C—B=(c—>b)u,atedy

c—a

c—b

(C; A,B) = (diky C#B jec—b #0).

Tento podil jakozto pomér dvou redlnych Cisel jiz definovany je.
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Délici pomér miizeme stejnym zpusobem definovat také pro body jednorozmérného pod-
prostoru A afinniho prostoru A4,. VySe uvedeny vztah potom plati i pro délici pomér tii bodt
na pfimce v prostoru 4,. Dokazme si jeho platnost v nasledujici véte.

Véta 1:

Diikaz:

Necht’ 4, je afinni prostor, 47 = {Q, v} je pfimka v 4,, 4, B, C jsou body piimky 4,
ptiCemz A # B a B # C. Necht ve zvolené LSS je O = [q,, - » ¢,], V=(V}, ... , V).
Jsou-li4=]ay,..,a,)],B=[b,..,b], C=]c, ..,c,], potom

C —Clj

(C;4,B) =

/ pro kazdé j, pro které v ;* 0.
€, =Y
Body 4, B, C mizeme ve zvolené¢ LSS obecné zapsat jako
A=Q+av,B=0+Bv,C=0+yv.
Potom C-A4=(y—a)v,

C-B=(y-PB)v
y—a
(C;4,B) =
y=B
Vztahy A= Q+av,B=0Q0 + v, C= 0 + yv mizeme ve zvolené¢ LSS rozepsat
v soufadnicich jakoa; = q,+ av,b,=q,+ Bv,c;=q;+yv,prokazd¢j=1, ..., n.
Je-li v, # 0, miZzeme vyjadfit
4,~4; b,—q, ¢4,
o = . = . = .
V. ﬂ V. 4 V.

J J J
Dosazenim do vztahu pro délici pomér (C; 4, B) ziskdme rovnost

(C: A B):cj—qj—(aj—qj):cj—aj.
¢;=4;-(;-q;,) ¢;-b,

[lustrujme uvedenou vétu na piikladu pfimky 4% v afinni roviné A4, (viz obr. €. 1).
Necht' 4, B, C jsou body na ptimce splitujici 4 # B a B # C. Zvolme v A, kosouhlou LSS
uréenou osami o,, 0, a promitnéme postupné do obou téchto os body 4, B, C vzdy rovnobézné

s druhou osou. Ozna¢me ziskané soutadnice bodt 4 = [a,, a,], B = [b,, b,], C =[c,, ¢,].

A’

Obrazek ¢. 1
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Véta

1 potom ftika, ze délici pomér bodu C vzhledem k bodiim 4, B je roven délicimu po-

meéru priuméta téchto bodt do obou os.
Generator v pfimky A, mél ve vyse uvedeném piipadé ve zvolené LSS ob¢ soufadnice ne-

nulové: v, # 0, v, # 0. Kdyby naptiklad prvni soufadnice vektoru v byla nulova, tj. v, = 0,
v, # 0 (viz obr. €. 2), pak by praméty boda do osy o, splynuly a dé€lici pomér by pro né nebyl
definovan.
0, A’
/ 7
Cz C
b// _______ /s
/ /"
> 0
/ / a,=b,=c 1
Obrazek ¢. 2
Véta 1 také jinymi slovy fikd, Ze pii rovnobézném promitani z jedné piimky na druhou se

délici pomér zachovava. (Pfi sttedovém promitani z pfimky na jinou piimku se délici pomér
obecné nezachovava — zachovava se pouze v ptipadé dvou rovnobéZnych piimek.)

Véta 2:

Diukaz:

Necht jsou v afinnim prostoru 4, dany body 4, B, A # B.

Potom zobrazeni, které kazdému bodu C ptimky {4, B} riznému od B ptifadi délici
pomér (C; 4, B), je vzajemn¢ jednoznacné zobrazeni mnoziny {4, B} — {B} na mno-
zinu R — {1}.

Na ptimce p = {4, B} zvolme LSS. Ziskame tak vz4djemné jednozna¢né zobrazeni

p — R, které kazdému bodu ptimky p pfifadi jeho soutfadnici. V uvedeném zobrazeni
necht’ plati 4 — [a], B — [b], C — [c].

Vytvotfme nyni zobrazeni, které kazdému bodu C € {4, B}, C # B, pritadi d¢lici po-
mér (C; 4, B), tj. zobrazeni

Ziskame tak linearni lomenou funkci
c—a b—a

=1+
c—b c—b

d(c)= , jejimz grafem je hyperbola (nakreslete).

Tato funkce pfedstavuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny R — {b} na mno-
zinu R — {1}. Tim je diikkaz proveden.
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Nyni budeme zkoumat, jak se délici pomér tii bodii zméni, pokud zaménime jejich potadi.
Uvazujme tii po dvou rizné body 4, B, C afinni ptimky A4, (tj. 4 # B, B# C, C # A).
Necht plati (C; 4, B) = d. NaSim tkolem je urcit, ¢emu jsou pak rovny délici poméry (C; B, 4),
(4; B, C), (4; C,B), (B; 4, C) a (B; C, A).

Zvolme na piimce LSS, ve které 4 = [a], B=[b] a C = [c]. Potom d = "_Z .
C J—
L, N c—b 1
Odtud dostavame, ze (C;B,A4) = =—.
c—a d

Vidime, Ze transpozice bodl na druhém a tetim misté se projevi pievracenou hodnotou déli-
ciho poméru.
Pomoci algebraickych uprav vyjadiime také zbyvajici délici poméry:

(A;B’C):a—b:b—a:c—a—(c—b) c-—a c¢— b_l_l:d 1’
a-c c—a c—a c—a c—a d d

(B;A,C):b_a a-b c—b—(c—a):c—b c=a_,_ 4
b—c c-b c—b c—b c-b

Z vyse uvedeného potom plyne, ze

d

A;C,B)y=—,

( ) =

(B;C, A) b

b b l_d‘

Véta 3: Je-li S stied usecky 4B, pak (S; 4, B) = —1.
Diikaz: Stted S GseCky AB je definovan vztahem S = 4+ % (B-4).

Oznaéme (S; 4, B) = d. Potom pro délici pomér d plati S — 4 =d (S — B).
Protoze stfed S Gisecky 4B je totozny se stiedem usecky BA, je také

S=B+ 1 (4-B).
2
Z prvniho vztahu pro stfed usecky vyjadiime S — 4 = % (B-4),

druhy vztah obdobné ptrepisSeme jako S — B = %(A -B).
Dosazenim obou vyrazli do vztahu pro délici pomér ziskame rovnost

%(B—A):d- %(A—B),odkudd:—

Zaroven také plati, ze (S; B, A) = —1 (porovnejte s pfedchozim odstavcem).
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Lemma 1: Necht jsou dany body B, C, D, E v afinnim prostoru 4,,.
Potom B — C = D — E préave tehdy, kdyz S, = S5

Diikaz: Véta ma charakter ekvivalence, je proto tfeba dokazat dvé implikace.
(1) Ptedpokladejme, Zze B — C = D — E. Postupnymi upravami dostaneme

S :C+%(D—C)=[B+(E—D)]+é{D—[B+(E—D)]}=
:B+(E—D)+%[(D—B)—(E—D)]:B+(E—D)+%(D—B)—%(E—D):
1 1 1
=B+ (E-D)+_(D=B)=B+_(E~B) =Sy .

(2) Predpokladejme, Ze plati rovnost S., = Sy, Postupnymi Gipravami dostaneme

1 1 1
C+—(D=C)=B+_(E-B), /+2(B—D)

1 1 1 1
C+5(D—C)+E(B—D)—B+5(E—B)+E(B—D),

C+%(B—C):B+%(E—D),

(C—B)+%(B—C):%(E—D),

—(B—C)+%(B—C):%(E—D),

1 1
5 (B=0)=—_(D-B).

B-C=D-F.

Uvedené lemma v podstaté (v terminologii stfedni Skoly) fika, ze dv€ orientované tsecky
CB a ED urcuji stejny vektor praveé tehdy, kdyz maji usecky CD a BE stejny stied S. Lze ho
vyjadfit také tvrzenim, Ze v rovnobézniku se uhlopticky navzajem puli (viz obr. €. 3).

Obrazek ¢. 3
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2.2 Linearni kombinace bodu

Ze stiedni Skoly vite, ze stied S GseCky 4B v afinnim prostoru A, mizeme vyjadrit ve tvaru

S=A4A+

%(B— A). Zvolme LSS, ve kter¢ 4 = [a,, ..., a,], B=[b,, ..., b,], S= 1[5, ... , 5,].
1 1

Potom pro soufadnice uvedenych bodi plati s, = a, + % (b, —a,)= 5 a;, + Ebi , kde i=1,...,n.

: 1 1 ,
Nabizi se tedy pouzivat pro stied S také zapis S = 5 A+ 5 B, ktery ale zatim nema smysl.

Nez piistoupime k definici linearni kombinace bodd, je tfeba dokdzat dvé véty, které pod-
pofti opravnénost zminéné definice.

Véta 4:

Diikaz:

Véta 5:

Diukaz:

Necht’ 4 je afinni prostor, By, ..., B, € 4, B,, ..., B, € R.
Necht' C, D € A4 jsou dva libovolné body.

k k k
Je-li ' B, =0 a oznatime-li uc =Y B, (B,—C) a u, =Y B, (B, —D),
=1 i=1 i=1

pak u. = u,,.

Abychom dokazali rovnost dvou vektort u. a u,,, staci ukazat, ze u.— u,, = o.

Zfejmé Ue —u, :Zﬁi (Bi _C)_Zﬂi (Bi _D) :Zﬁi (Bi _C)+Zﬁi (D_Bi):

=Zﬁ,-[(B,-—C>+(D—B,->]=[Zﬁij<D—0)=0-<D—0)=o.

Necht’ 4 je afinni prostor, By, ..., B, € 4, B, ..., B, € R.
Necht' C, D € A4 jsou dva libovolné body.

k k k
Je-li » B. =1 aoznaime-i X, =C+ ) B, (B,—C)a X,=D+ ) B, (B,—D),
i C i i D

i=1 i=1 i=l

pak X=X,
Abychom dokazali rovnost dvou bodll X a X, také sta¢i ukazat, ze X . — X,, = o.

Zfejmé X, - X, :(C+zk:ﬁi (B, —C)j—(D+zk:ﬁi (B, —D)j:

:(C_D)+Zﬁi (Bi _C)"'Zﬁi (D_Bi)'

19



Dale plati X — X, = (C—D)+Zk:[3i [(B,—C)+(D-B)]=

i=l1

:(C—D)+(

1

) ﬂi](D—C):(C—D)+(D—C):o.

Tim je dikaz proveden.

Obé¢ uvedené véty lze také snadno dokézat ve zvolenych soufadnicich. Ukazme si postup
v ptipadé véty 5. Pro j-tou soutadnici bodu X plati

k

k k k k
Xc,; =€ +Zﬂi (bij _cj):cj +Zﬂi bij _(Z‘,ﬂijc/‘ =c; +Zﬂi bij —-C; ZZﬂi bij'
-1 =1 i-1 i=1

i=1

Vidime, Ze pfi Gpravé bodu X v soufadnicich bod C ,,vypadne®. Bod X tedy nezavisi na
volbé bodu C, bod C miiZeme nahradit jinym bodem D. Proto X .= X,

Nyni jiz mizeme vyslovit slibenou definici linedrni kombinace bodd.

Definice 2: Necht’ 4 je afinni prostor, B, ... , B, € A, B, ..., B, € R.

Necht P € A4 je libovolny bod.
Linearni kombinaci bodl B,, ..., B, s koeficienty f3,, ... , B, budeme znalit sym-

k
bolemZBiB,., nebo B,B, + ... + B, B,, kterym budeme rozumeét

i=1

k k
1.vektor > B, (B, — P), pokud > B, =0,

i=1 i=1

k k
2.bod P+ B, (B,—P), pokud > B, =1.

i=1 i=l1

V jinych ptipadech linearni kombinaci nedefinujeme.

Vratme se jest€¢ ke zminénému stfedu S tsecky 4B, ktery jiz mizeme zapsat symbolem
S = % A+ % B . Soucet koeficientl této linearni kombinace je roven jedné, podle definice 2 se
tedy spravné jedna o bod. Je-li bod P pocatkem LSS zvolené v afinni roviné 4,, miZeme stied S
usecky A B rozepsat ve tvaru § = P+ % (A-P)+ % (B - P) (viz obr. ¢. 4).

Je ztejmé, Ze bod S nezavisi na volbé LSS, a tedy ani na volbé bodu P. Z pohledu linearni
kombinace je bod P pouze pomocnym bodem, jehoz volba ndm umozni zadany vektor resp.
bod zakreslit. Za pomocny bod mizeme tieba zvolit i ptimo bod 4. Potom

1 1 1 ) .
S=4+ > (A-A)+ 5 (B-A)=A4+ 5 (B—A), coz je zndmé vyjadieni pro stied S Gsecky 4B.
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1
E(B—P)

Y

Obrazek ¢. 4

MuzZete si také vSimnout, ze zapis u = A — B (pro body 4, B afinniho prostoru 4 a vektor u
z jeho zaméieni V') méa nyni vyznam také jako linearni kombinace boda. Soucet jejich koefi-
cientl je roven nule, jedna se tedy spravné o vektor, ktery bychom podle definice 2 (pii volbé
P = B) vyjadrili prave predpisem u = (4 —B)—(B-B)=(A4—-B)—o0=4-B.

Nasledujici véta nam ukaze, jak Ize zadanou lineadrni kombinaci vyjadfit ve zvolenych sou-
fadnicich.

Véta 6: Necht’ 4 je afinni prostor dimenze n, By, ..., B, € A, B,, ..., B, € R.
Necht ve zvolené LSS plati B, = [b,, ... , b, ], i =1, ... , k.

Je-li Zk:ﬂ[ =0a u=iﬁ[B[, potom u=(zk:ﬂ[ b, .. ,iﬁi bmj.
i=1 i=1 i=1

i=1

Je—liiﬁi =la X:zk:ﬂl.Bi, potom Xz[iﬂi by, ... ,Zk:ﬂi bm]
i=1 i=1 i=1 i=1

Diikaz: Ob¢ linearni kombinace mizeme urcit pomoci pocatku P = [0, ... , 0] zvolené LSS.
Pro vektor u = 8,B, + ,B, + ... + B, B, potom plati
u=p,(B,—P)+B,(B,—P)+ ..+ B (B, —P).
Jeho j-ta soufadnice je rovna
u;= ﬁl(blj _pj) + ﬁz(sz _pj) ...t ﬁk(bkj _pj) = ﬁlblj + B, sz +.ot ﬁkbkj’
nebot’ p; = 0 pro kazdé¢ j =1, ..., n.

Podobné bod X = ,B, + B,B, + ... + B, B, mizeme zapsat jako
X=P+pB,B,-P)+pB,B,—P)+ ..+ B,(B,—P).
Jeho j-t4 soutadnice je rovna
x,=p;+ ﬁl(blj_pj) + B, (ij _pj) ..t ﬁk(bk_j _pj) = ﬁlbl_j + B, bz_/ +.t Bkbkj’
nebot’ p, = 0 pro kazdé¢ j =1, ..., n.
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Dale se budeme zabyvat linearni nezavislosti bodi. Tento pojem nejprve nadefinujeme a poté
vyslovime a dokdzeme ekvivalentni podminky pro linedrné zavislé a nezavislé body.

Definice 3: Necht’ 4 je afinni prostor, B, ... , B, € A, B, ..., B, € R.

Skupina bodt B,, ... , B, se nazyva linearné nezavisla, jestlize plati:
k k
ZﬁiBi =0 A Zﬁ; =0|=B,=8,=..=8,=0.
i=l i=1
Neni-li skupina bodii B, ... , B, linedrn¢ nezavisla, fikdme, ze je linedrné zavisla.

k
Podminka Z B, =0 zarucuje, Ze uvedena linedrni kombinace predstavuje vektor.

i=1

Je zifejmé, Ze linearni nezdvislost skupiny bodl nezéavisi na tom, v jakém potadi body uve-
deme. Pojmy linearni zavislost a nezavislost se vzdy tykaji skupiny boda, nikoliv jednotlivych
bodi. Pro jednoduchost vyjadfovani ale budeme v dalSim textu hovofit o linedrné¢ zavislych
a nezavislych bodech.

Definice 3 tak tika, ze pouze trividlni linearni kombinace linearné nezéavislych bodu je rovna
nulovému vektoru. Definice linearné€ nezavislych bodi je tedy zcela analogické definici linearné
nezavislych vektort.

Véta 7: Necht’ 4 je afinni prostor. Body B, ... , B, € A jsou linearn¢ nezavislé pravé tehdy,
kdyz jsou linearné nezavislé vektory B, — B,, B — B,, ... , B, — B,.

Diikaz: (1) Predpokladejme nejprve, ze body B, ... , B, jsou linearn¢€ nezavislé.
Uvazujme linearni kombinaci vektor
By (B, —B)+ B3 (B;—B)) + ...+ B, (B, — B,
o které predpokladejme, Ze je rovna nulovému vektoru o, tj.
B, (B,—By) + B3 (By—B) + ...+ B, (B, —B)=o.
Chceme dokazat, ze v tomto ptipad¢ jsou vSechny koeficienty uvedené linearni
kombinace rovny nule.

Vyse uvedena rovnost ziistane zachovana, pokud k jeji levé strané pfi¢teme vektor
B (B, — B,), kde B € R. Plati tedy

BB, —B)+p,(B,—B)+ ..+ B, (B,—B,) =o0prokazdé¢ € R.
Zvolme p € R tak, aby B+ B, + ...+ B, =0, tj. polozme f=-f, —... - B,.
Ziskame tak linedrni kombinaci boda S B, + 3, B, + ... + B, B, = o.
Z predpokladu, Ze body B, ..., B, jsou linearné nezavislé, pak plyne jednak =0,
jednak nami pozadovand rovnost 3, = f;=...= 3, =0.

Vektory B, — B,, B; — B,, ... , B, — B, jsou tedy linearné nezavislé.
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(2) Predpokladejme nyni, ze vektory B, — B,, B; — B,, ... , B, — B, jsou linearn¢
nezavislé. Necht plati

Zk:ﬁl.Bi =0 A Zk:ﬂi =0.
i=1 i=1

Chceme dokézat, ze potom B, =, =...=f,=0.

Vyse uvedenou linearni kombinaci bodii miizeme pomoci libovolného bodu P € 4

piepsat jako B, (B, - P)+ B, (B,—-P)+ ..+ B, (B,—P)=o.

Zvolime-li P = B,, ziskdme rovnost

By (B, —B)+ B, (B,—B)+ ...+ B, (B, — B) =0, .
B, (B,—B)+ ..+ B (B.—B)=o.

Z ptedpokladu, ze vektory B, — B,, B; — B,, ... , B, — B, jsou linearn¢ nezavislé,
k

plyne B, = ... = 8, = 0. Zbyvajici rovnost , = 0 pak plyne z podminky Z/Bi =0.
i=1

Body B, ..., B, jsou tedy linearn¢ nezavislé.

Jak zndmo, dva linedrné nezavislé vektory urcuji rovinu (dimenze 2), tfi linedrné nezavislé
vektory urcuji prostor dimenze 3 atd. Ve vété 7 vystupuje k£ — 1 linearn€ nezavislych vektort,
které urcuji prostor dimenze k — 1. Véta 7 tak vlastné 1k, ze body B, ... , B, € A jsou linearné

nezavislé prave tehdy, kdyz urcuji podprostor dimenze k — 1, neboli nadrovinu prostoru A,.

Véta 8: Necht’ A4 je afinni prostor. Body B, ..., B, € A4 jsou linearné zavislé prave tehdy, kdyz
je alespon jeden z nich linedrni kombinaci ostatnich.

Diikaz: (1) Necht’ jsou body B, ..., B, linearné zavislé.
Potom existuje jejich netrividlni linedrni kombinace, ktera je rovna nulovému vek-
toruo, tj. 3 B, ..., B, € R, pro ktera plati

iﬂ,:o A Zk:ﬁizio A Zk:ﬁiBizo.
i=l i=1 i=1

Prvni podminku je tfeba splnit, abychom mohli definovat linearni kombinaci bodi,
jejimz vysledkem je vektor, druha podminka vyjadiuje, ze alespon jedno z Cisel
B, ..., B, je nenulové.

Necht je napt. B, # 0. RozepiSme uvedenou linearni kombinaci pomoci bodu P € A.
Plati

k
ZﬁiBi = /3131 + /3232 + .. [))kBk =
i=1

=B(B, —-P)+B,(B,-P)+ .. +B, (B, —P)=o.
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Diky B, # 0 mizeme posledni rovnost ¢islem f, vyd¢lit. Postupné dostaneme

(B, —P)+%(B2 -P)+ .. +%(Bk -P)=o,

1 1

B Bi
B -P=-C2(B,-P)- .. - L (B, - P),
ﬂl( ) [31( )
B Bi
B =P-"2(B,-P)— .. -—“(B, -P),
ﬁl( ) ﬁl( )
B, :—&B2 - . —&Bk.
B, B

k
Tento zapis bodu B, mé smysl, nebot’ diky podmince Z B, = 0 je soucet koeficientl
i=1
uvedené linearni kombinace roven jedné a jedna se tedy o bod. Jiz zminény zapis
vyjadiuje, ze bod B, je linedrni kombinaci ostatnich bod.

(2) Necht je napt. bod B, linearni kombinaci ostatnich bodu, tj. B, = ,B, + ... + B, B,
za predpokladu S, + ... + B, = 1. Tuto linedrni kombinaci za pomoci zvoleného
bodu P € A4 ptepiSeme postupné do tvaru

B, =P+ B,(B,-P)+ ..+ B(B,—P),
B, —P=p,(B,—P)+ ..+ B (B, —P),

(B, —P)—B,(B,—P)—...— B (B, — P) =0,

B, - pB,B,—...— B,B,=o.
Tato linedrni kombinace ma opét smysl, nebot’ soucet jejich koeficienti
1 -8, —..— B, =0. Dostali jsme tedy linearni kombinaci boda B,, ... , B,, ktera
je netrivialni (koeficient u bodu B, je roven jedné) a je rovna nulovému vektoru o.
Body B,, ..., B, jsou tedy linearné zavislé.

Je uzite¢né si uvédomit, ze vztah pro bod B, odvozeny v prvni ¢asti dikazu véty 8 bychom
»mohli ziskat* také pfimou Upravou vztahu ,B, + 8,B, + ... + B, B, = 0. Postup
BB, ==B,B,~ ... = B,B, [ B,
B=-tep . Pip
B, B
ale neni pfi praci s body matematicky korektni.
Sami si promyslete, zda 1ze ve druhé ¢asti ditkazu pouzit ptimy postup
By =pyBy+ ... + BBy,
B, —-B,B,—...— BB, =o.
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Véta 9: Necht’ A4 je afinni prostor, B, ... , B, € A.
Je-li A’ podprostor prostoru A ur¢eny body B,, ..., B,, potom

A'= {ZﬂiBi Zﬁi = 1}.

Uvedenou vétu lze jinymi slovy vyjadrit také tak, ze bod X € 4’ pravé tehdy, kdyz existuji
¢isla By, ..., B, e R, B+ ...+ B,=1,tak, zZe X=B,B, + ... + B, B,.

Diikaz: Je-li podprostor A prostoru A4 urceny body B, ... , B,, obsahuje jeho zamé&feni V’
vektory B, — By, ... , B,— B,.
Uvazujme bod X' = B, B, + ... + B, B,, ktery lze podle definice 5 (pfi volbé P = B,)
zapsat jako X =B, + B, (B,—B,) + B, (B,—B,) + ... + B, (B,— B,) =

=Byt B, (B, —By) * ... T B (By— By).

Protoze bod B, € A”a vektory B, (B, — B,), ..., B, (B,—B,) € V', je X € A".
Naopak, jestlize X € 4’, 1ze ho zapsat jako vhodnou linearni kombinaci bodu B,, ..., B,.
Staci v prostoru 4’ zvolit jako ,,repér” {B,, B, — B, ... , B,— B, }.
Jsou-li vektory B, — B,, ... , B, — B, linearné nezavislé, tvoii bazi zaméfeni V.
Dimenze prostoru A’ je pak rovna k a bod B, a vektory B, — B, ... , B, — B, opravdu
tvofi repér +B,, B, — B, ... , B, — B,, prostoru A”.
Pokud nejsou vektory B, — B,, ... , B, — B, linearn¢€ nezavislé, nelze o repéru v pravém
slova smyslu hovotit. V tomto ptipad¢ vektory B, — B, ... , B, — B, netvoti bazi za-
méteni V7, jedna se pouze o mnozinu generatora.
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2.3 Afinni zobrazeni

V prvni kapitole jsme vidéli, Ze pfi rovnobézném promitani z jedné pifimky na druhou se
zachovava délici pomér. Také pfi stftedovém promitani z piimky na ptimku s ni rovnobéznou
se delici pomér zachovava. Takova zobrazeni, kterd délici pomér bodi zachovavaji, nazyvame
afinni.

Definice 4: Necht’ 4 a A jsou afinni prostory.
Zobrazeni f: A — A’se nazyva afinni, jestlize je splnéna nésledujici podminka:
jsou-li B, C, D € A tii po dvou riizné, kolinearni body, potom bud’to
a) f(B) = f(C) = f(D), nebo
b) f(B), f(C), f(D) jsou po dvou rizné, kolinearni a jejich délici pomér se rovna
délicimu pomeéru jejich vzort, tj. plati ( f(B); f(C), f (D))= (B; C, D).

Véta 10: Necht' 4 a 47 jsou afinni prostory.
Zobrazeni f: A — A’je afinni pravé tehdy, kdyz pro kazdé tfi body B, C, D € 4
plati: jestlize existuje A € R tak, ze D — B= A (C — B), potom
JD)=fB)=A(f(C)-f(B)).

Dikaz: Véta ma charakter ekvivalence, je proto tfeba dokazat dvé implikace.

(1) Necht’ je zobrazeni f afinni.
Zvolme B, C, D € A tak, ze plati D — B= A (C — B) pro jist¢ A € R.
Body B, C, D jsou tedy kolinearni, pfedpokladejme, Ze jsou navic po dvou riizné.

Je-li f(B)=f(C)=f(D),potom f(D)— f(B)=o0, f(C)— f(B)= o0 arovnost
S (D) - f(B)=A(f(C)- f(B)) plati.

Jsou-li £(B), f(C), (D) po dvou rizné, kolinearni a pro délici poméry plati
(f(B); f(C), f(D))=(B; C, D), potom z predpokladu, ze D — B= 1 (C - B)
(neboli B— D = A (B — C)) plyne rovnost (B; C, D) = 1/4, a tedy také

(f(B); f(C), f(D))=1/A. Posledni vztah lze piepsat ve tvaru

JB) = f(C)=1A(f(B)—-f(D)),neboli A (f(C) - f(B)) = f(D)—-f(B).
Sami ovéite, ze nejsou-li body B, C, D navzajem rizné (coz jsme v dikazu zatim
neuvazovali), je implikace D—-B=A(C—-B) = f(D)— f(B)=A(f(C) - f(B))
splnéna pro kazdé (nejen afinni) zobrazeni f.

(2) Necht plati uvedenad podminka.
Zvolme tfi po dvou rizné, kolinearni body B, C, D € A.
Potom ziejmé existuje A € Rtak,z2e B—D= A1 (B - C).
Podle vyse uvedené podminky je f(B) — f (D)= A (f(B)— f(C)).
Obé rovnosti 1ze podle definice déliciho poméru prepsat ve tvaru (B; D, C) = A
a(f(B); f(D), f(C)) = A
Odtud (B; D, C) = (f(B); f(D), f(C)). Zobrazeni f je tedy afinni.
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Véta 11: Necht’ 4 a A’ jsou afinni prostory.
Obrazem ptimky p pfi afinnim zobrazeni f: A — A’ je bud'to pfimka, nebo jedno-
prvkova mnozina.

Diikaz: Obraz piimky p pii (afinnim) zobrazeni f ziskdme jako mnozinu obrazl vsech jejich
bodl, tj. f(p)={f(X), X € p}. Pfimka p je jednozna¢n¢ urcena dvéma riznymi bo-
dy, necht p = {B, C}, B # C. Mohou nastat dvé moznosti:

a) f(B) = f(C),tj. obrazy bodi B a C splyvaji
Zvolme libovolny bod X € p, X # B, X # C. Body B, C, X jsou tedy po dvou rizné,
kolinearni a pfimo z definice afinniho zobrazeni plyne f(B) = f(C) = f(X).
Vsechny body piimky p se v tomto piipadé zobrazi do jednoho bodu.

b) f(B) # f(C), tj. body B a C se zobrazi do rtiznych bodt

Protoze poloha libovolného bodu X € p, X # B, X # C, je jednozna¢n¢ urcena hod-
notou d¢€licitho poméru (X; B, C) a afinni zobrazeni dé¢lici pomér zachovava, lezi
bod f(X) na ptimce { f(B), f(C)} a jeho poloha je jednoznacné urcena hodnotou
déliciho poméru ( f(X); f(B), f(C))=(X; B, C). Je-li bod X napt. sttedem usecky BC,
je bod f(X) sttedem usecky f(B) f(C) apod.

Pokud naopak na ptimce { f(B), f(C)} zvolime libovolny bod Y, pak je obrazem
toho bodu X piimky {B, C}, pro ktery plati, ze (X; B, C) = (Y; f(B), f(C)).

Toto ptifazeni mezi body piimek {B, C} a { f(B), f(C)} je vzajemn¢ jednoznacné.
Obrazy vsech bodl pfimky p vytvoii v tomto piipadé opét primku.

Véta 12: Necht’ (A4, V') a (4”, V’) jsou afinni prostory. Necht' f: 4 — A”’je afinni zobrazeni.
Potom existuje praveé jeden homomorfismus ¢ : V' — V7, pro ktery plati

o X-Y)=fX)- f(Y)prokazdé¢ X, Y € A.

Diuikaz: Zvolme vektor v € V. Potom existuji body B, C € A4 tak, ze v=B — C.
Definujme zobrazeni ¢ : V' — V'’ piedpisem ¢ (v) = f(B) — f(C).
Protoze ale existuje vice takovych uspotradanych dvojic bodt B, C € A, jejichz rozdil
je roven vektoru v, je tfeba ovétit, ze rozdil jejich obrazi je potad stejny.
Kdybychom vektor v urcili pomoci jinych bodua D, E € A, tj. kdyby také v=D — E,
pak by z rovnosti B — C = D — E podle lemmatu 1 plynulo, ze S., = S,
Protoze afinni zobrazeni f zachovéava délici pomér, zobrazi se stied usecky CD na
stied useCky f(C) f (D) a stied tisecky BE na stied usecky f(B) f(E). Plati tedy
S 1o i =S s pw» 0dkud opét podle lemmatu 1 plyne, ze f(B) — f(C) = f(D) - f(E).
Jsou-li tedy (ve stfedoSkolské terminologii) dvé usporadané dvojice bodu B, Ca D, E
,umisténim téhoz vektoru v € V*“ aje-li f: 4 — A’afinni zobrazeni, jsou také uspora-
dané dvojice f(B), f(C) a (D), f(E) umisténim téhoz vektoru ze zaméteni V.
Tim jsme ovéfili, ze zobrazeni ¢ : V' — V’je predpisem ¢ (X —Y) = f(X) — f(Y) pro
kazdé X, Y € A definovano korektné¢.
Zbyva dokézat, ze se jedna o homomorfismus a Ze existuje pravé jeden.
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Abychom dokazali, Ze ¢ je homomorfismus, je tieba ovétit dve vlastnosti:
DVYuveViotv)=ow+oe®),
DQVueV,VAeR: p(Lu)=10¢(u).
ad 1) Uvazujme dva vektory u, v € V, pro které miizeme zvolit jejich umisténi tak, ze
u=C—-Bav=D-C.Potomjeu+v=(C—-B)+(D—-C)=D-B (vizobr. C. 5).

D

Obrazek ¢. 5

Odtud ¢ (u +v)= @ (D—-B)=f(D)- f(B)=(f(D)- f(C) +(f(C)-f(B) =
—pD-O)+o(C-B)=pM+o@=0)+¢©),
nebot’ s¢itani vektort ve ¥’ je komutativni.

ad 2) Zvolme vektor u € V a predpokladejme, ze u # o (bez tohoto predpokladu by
byl diikaz trividlni). Dale zvolme A € R. Potom mtzeme pro vektory u a A u zvo-
litbody B, C,D € Atak, zeu=C—-BaAu=D - B (viz obr. ¢. 6).

Obrazek ¢. 6

Body B, C, D tedy lezi na jedné piimce a plati D — B = A (C — B). Odtud podle
véty 10 plyne rovnost (D) — f(B) = A (f(C) — f(B)). Potom je
pAu)=9(D-B)=f(D)-fB)=A(f(C)-f(BN=10(C-B)=21¢ ).

Sami nakonec sporem dokaZte jednoznacnost.

Véta 12 tika, ze homomorfismus ¢ : V' — V' je jednoznacné uren danym afinnim zobra-
zenim f: A — A’, je s nim asociovany. Odtud také vyplyva jeho nazev.

Definice 5: Necht' (4, V') a (A’, V") jsou afinni prostory. Necht' /: 4 — A’je afinni zobrazeni.
Homomorfismus ¢ : V' — V7, pro ktery plati ¢ (X —Y) = f(X) — f(Y) pro kazdé
X, Y € A, se nazyva homomorfismus asociovany s afinnim zobrazenim f.
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Nabizi se otazka, jestli také naopak k libovolné zvolenému homomorfismu ¢ : V' — V’
existuje pravé jedno afinni zobrazeni f: A — A’tak, aby zvoleny homomorfismus ¢ byl jeho
asociovanym homomorfismem. V nasledujici vété si dokdzeme, ze tomu tak neni. Afinni zobra-
zeni je ale jednozna¢n€ urceno svym asociovanym homomorfismem a obrazem jednoho bodu.

Véta 13: Necht’ jsou dany afinni prostory (4, V') a (A”, V”). Necht je dan homomorfismus
¢@: V — V’anecht je zvolena dvojice bodi Be A aB’ € A".
Potom existuje praveé jedno afinni zobrazeni f: 4 — A”takové, Ze jeho asociovanym
homomorfismem je dany homomorfismus ¢ a plati /' (B) = B".

Diikaz: Existenci afinniho zobrazeni f dokézeme tak, ze sestrojime zobrazeni f majici poza-
dované vlastnosti a oveéfime, Ze je afinni.

Zvolme X € A a definujme zobrazeni f: A — A’ piedpisem f(X)=B"+ ¢ (X — B).

Nyni dokazeme nasledujici vlastnosti:
a) f(B) =B,
b) ¢ splituje zakladni vlastnost homomorfismu asociovaného zobrazeni f,
¢) zobrazeni f je afinni.

ada) f(B)=B'+to(B—-B)=B'"+¢p(0)=B’"+o0=B’
ad b) Je tieba ovéfit, Ze prokazdé X, Y e Aje f(X)—f(Y)=p (X-7T).

Ziejmé f(X) - f(Y)=[B'+ ¢ (X=B)] - [B'+ ¢ (Y- B)] =
~(B'-B)+@(X-B)- ¢ (Y-B)=
=pX-B)t9B-Y) =p(X-B)+(B-Y)=0{X-Y).

ad c) Podle véty 10 staci dokazat, ze z rovnosti Z— X = A (Z — Y) plyne také rovnost

J@) - fX)=A(f(Z2)-f(Y)),kde X, Y, Z € A.

Zvolme tedy tfi body X, Y, Z na pfimce tak, Ze plati Z—-X=A1(Z-Y).

Potom f(Z) - f(X)=@(Z-X)=@(A(Z-Y) =A@ (Z-Y)=A(f(2) - f(Y)).

Sami nakonec sporem dokazte jednoznacnost.

Afinni zobrazeni mizeme jednoznaéné¢ urcit také pomoci obrazii vhodného poctu linearné
nezavislych bodi.

Véta 14: Necht’ (A, V') a (A’, V") jsou afinni prostory, necht dim 4 = n.
Jsou-li Py, P,, ..., P, linearn¢ nezavislé body prostoru 4 a P’,, P’,, ... , P’, jsou libo-
voln¢ zvolené body prostoru A”, pak existuje prave jedno afinni zobrazeni f: 4 — A’
pro které plati /' (P;) = P’ prokazd¢ i=0, 1, ..., n.

Diikaz: Necht jsou v afinnim prostoru 4 dany linedrné nezavislé body P, P,, ..., P,.
Podle véty 7 jsou tedy vektory u, = P, — P, ..., u, = P, — P, linearn¢ nezavislé. Protoze
jich je pravé n, tvofi bazi zaméteni V prostoru A.

Zvolme v prostoru A’ libovolné body P, P/, ..., P’

n

a ozna¢me u’; = P’ — P/,
proi=1, .., n.
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Z lineérni algebry vime, Ze existuje pravé jeden homomorfismus ¢ : V' — V', pro ktery
plati ¢ (u;)) =u’,=P’,— Py proi=1, ..., n.

Afinni zobrazeni f definujme podle véty 13 predpisem f(X) =P’y + ¢ (X - P,), kde
f (P, = P’. Potom f(P,)=P,+ ¢ (P,— P, =P+ (P,— P’) =P’ a pozadovana
rovnost tedy platiiproi=1, ..., n.

Podle véty 14 je tedy napt. afinni zobrazeni roviny A, do prostoru A’ jednozna¢né uréeno
obrazy libovolnych tfi linearn€ nezavislych bodi 4, B, C € A,, tj. obrazy vrcholil libovolného
trojuhelniku ABC v roviné A4 ,.

Nasledujici véta se tyka obrazu linearni kombinace bodl pfi afinnim zobrazeni a fika, Ze
obrazem linedrni kombinace bodu je ,,stejnd* linearni kombinace obrazi téchto bod.

Véta 15: Necht' 4 a A7 jsou afinni prostory, necht’ f: 4 — A’ je afinni zobrazeni.
Necht' By, ... , B, € A abod X € A lze zapsat ve tvaru X = ,B, + ... + [, B,,

kde By, .\ By € R, By+ .+ B, = 1. Potom f(X) = By f(Bo) + ... + B, £ (By).

Diikaz: Libovolny bod X € A lze zapsat jako linearni kombinaci bodl B, ... , B, € A pravé

tehdy, kdyz dim A < k (srovnejte viz vétu 9). RozepiSme uvedenou line4rni kombinaci
pomoci bodu P € 4. Potom X =P + B, (B, — P) + ... + B, (B, — P). S vyuzitim
zéakladni vlastnosti homomorfismu ¢ asociovaného s afinnim zobrazenim f ziskdme

f(X)—f(P)=(P(X—P)=(p[2ﬂ,.(B,. —P)]:

> B9 (B,~P)= B.(f(B)~f(P).

Odtudf(X)=f(P)+Z,ﬂi(f(Bi)—f(P))-

Bod f(P) € A’ v této linedrni kombinaci vystupuje pouze v roli pomocného bodu,
mizeme tedy psat

f(X)=Zﬁ,- S (B).

Tim je dikaz proveden.

Véta 11 se zabyvala obrazem piimky pfi afinnim zobrazeni. Nasledujici véta uvadi, jak se
pii afinnim zobrazeni zobrazi dvé piimky, které jsou rovnobézné. Postup pii dikazu véty 16
1ze pouzit také pro dikaz véty 11, na rozdil od dikazu uvedeného u véty 11 predpoklada navic
pouze zavedeni asociovaného homomorfismu.
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Véta 16: Necht p a g jsou dvé rovnobézné ptimky v afinnim prostoru A, necht’ f je afinni
zobrazeni prostoru 4 do prostoru A”.
Potom f'(p) a f(g) jsou bud'to dvé rovnobézné piimky, nebo dva body.

Diikaz: Uvazujme dvé rovnobeézné piimky p = {P, u} a g = {Q, u}, jejichz generatorem sméru
je stejny vektor u # 0. Kazdy bod ptimky p lze psat ve tvaru X = P + ¢ u, kazdy bod
piimky g matvar Y=0Q +su,kdet,s € R.

Potom f(X) = f(P) + 1 ¢ (u), podobné f(Y) = f(Q) + 5 ¢ ().

V ptipade, ze o (u)=0 € V', je f(X)= f(P)a f(Y)= f(Q). Cela ptimka p se v tomto
piipad¢€ zobrazi do bodu f(P), celd ptimka ¢ se zobrazi do bodu f(Q).

Pokud ¢ (u) # 0, je obrazem piimky p pfimka urend bodem f(P) a nenulovym vek-
torem @ (u), piimka g se zobrazi na pfimku ur¢enou bodem f(Q) a stejnym nenulo-
vym vektorem ¢ (u). Pfimky f'(p) a f(g) jsou v tomto piipad€ navzajem rovnobézné.

Vétu 16 mizeme ilustrovat na piipadu rovnobézného promitani afinniho prostoru 4; do afin-
ni roviny A,. Zvolime-li smér promitani s rovnobézny s ptimkami p, g, zobrazi se obé ptimky
do bodu (viz obr. €. 7), v opacném piipadé se piimky p, g promitnou do rovnobéznych piimek
f(p), f(g) (viz obr. €. 8 pro smér s kolmy k rovin€ A4,). Ve specialnim ptipad¢, kdy smér pro-
mitani s zvolime rovnobézny s rovinou urcenou piimkami p, g, mohou piimky f (p), f(q)
splynout (viz obr. €. 9).

p s q
/ \ \ f(q)
; -

AN Ly () \L A2
7 / / \ \
Obrazek ¢. 7 Obrazek ¢. 8

\ \f(p) —/(4)
NN

Obrazek ¢. 9

A,
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Véta 17: Necht’ (4, V') a (4’, V") jsou afinni prostory.
Afinni zobrazeni f: A — A’je injektivni resp. surjektivni pravé tehdy, kdyz
je injektivni resp. surjektivni jeho asociovany homomorfismus ¢ : V' — V.

Diikaz: Véta mé charakter ekvivalence a jeji tvrzeni se tyka dvou vlastnosti afinniho zobra-
zeni a jeho asociovaného homomorfismu, je proto tfeba dokdzat ¢tyti implikace.

Ptipomenime, ze injektivni zobrazeni znamena prosté, surjektivni zobrazeni je zobra-
zeni na.

(1) Necht’ zobrazeni f neni injektivni.
Potom existuji dva rizné body X, ¥ € A (X # Y), pro které je f(X) = f(Y).
Odtud ¢ (X—Y) = f(X) — f(Y) = 0. ProtoZze homomorfismus ¢ zobrazuje nenulovy
vektor X — Y na vektor nulovy, neni homomorfismus ¢ injektivni.

(2) Necht homomorfismus ¢ neni injektivni.
Potom existuje nenulovy vektor u € V, pro ktery ¢ (u) = o.
Zvolme body C, D € A (C# D) tak, zeu = C — D.
Potom ¢ (u) = @ (C— D)= f(C)— f(D). Protoze ¢ (u) = o, plyne odtud rovnost
f(C)= f(D). Zobrazeni f tedy neni injektivni.

(3) Necht je zobrazeni f surjektivni.
Zvolme libovolny vektor v’ € V’abody X, Y € A"tak, ze v/=X-Y.
Protoze je zobrazeni f surjektivni, existuji k bodim X, Y body C, D € A tak, ze
f(C)=Xaf(D)=Y.
Potom ¢ (C—- D)= f(C)— f(D)=X-Y=v". K vektoru v’ € V’jsme nasli jeho
vzor, vektorv=C-D e V.
Tim jsme dokézali, ze homomorfismus ¢ je surjektivni.

(4) Necht' je homomorfismus ¢ surjektivni.
Zvolme libovolny bod Y € A”. Déle zvolme bod C € A a ozna¢me jeho obraz
f(C)=Xe A’ Body X, Y € A" urcuji vektorv'=Y-X € V".
Diky predpokladu, Ze homomorfismus ¢ je surjektivni, existuje vektor v € V tak,
zep(v)=v=Y-X
Umistéme vektor v v prostoru V tak, ze v =D — C pro vhodny bod D € A.
Odtud ¢ (v) = ¢ (D - C) = f(D) - f(O).
Porovnanim se vztahy ¢ (v) =Y - Xa X = f(C), ziskame Y= f(D). Bod D € A4 je
tedy vzorem zvolené¢ho bodu Y € A”. Proto je zobrazeni f surjektivni.

Nasledujici véta nam ukaze, jak lze vypoctem ziskat soufadnice obrazii bodu pii daném
afinnim zobrazeni.

Véta 18: Necht' 4, a A”, jsou afinni prostory se zvolenymi LSS. Necht' f: 4, - A, je afinni
zobrazeni. Potom existuje matice 4 = (a;) typu (m, n) a ¢isla by, ... , b, tak, Ze
oznacime-li soutadnice libovolného bodu X € A4, jako X = [x,, ..., x,] a soufadnice
jeho obrazu f(X)=X"e€ A’, jako X' =[x/, ..., x,], plati

n
X :zaﬂ. x; +b;,kde j=1,...,m.
i=l1
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Diikaz: Uvazujme LSS v afinnim prostoru A4, danou repérem +P, e,, ... , e,, a v prostoru 4”7,

urcenou repérem +Q, vy, ... , V,,,.
Zvolime-li libovolny bod X =[x, ..., x,] € 4, pak ho lze zapsat ve tvaru
X=P+) xe,
i=I
a jeho obraz f(X)=X"=[x', ..., x’,] € A’, mlzeme zapsat ve tvaru

X' = Q+Zx} V.
j=1
Potom plati
X'=f(X)=f(P)+¢(ine,~],
i=1

kde ¢ je homomorfismus asociovany s afinnim zobrazenim f.
Ozna¢me soufadnice bodu f'(P) v prostoru 4°, jako f(P) =[b,, ... , b, ]. Odtud mame

X'=[Q+ijvj}+2xigo(ei)=Q+ijvj+in (Zaﬁvj}=
j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
:Q+ijvj +Z(Zaﬁ x,.jvj :Q+Z(Zaﬁ X; +b_/.jvj.
Jj=1 Jj=l \i=l j=l\i=l
Porovnanim posledniho vyrazu se vztahem X' =Q+ Zx; v,
j=1

ziskame pozadovanou rovnost.

Z uveden¢ho dikazu take plyne vyznam matice 4 = (a;,) a Cisel by, ..., b

Matice 4 = (a;;) je matici homomorfismu ¢ vzhledem k bazim +e,, ... , e

. ATV, L,
¢isla by, ..., b,, predstavuji soufadnice obrazu pocatku LSS prostoru A,,.

mi>

Definice 6: Necht’ 4, a A’, jsou afinni prostory se zvolenymi LSS. Necht' f: 4, —> A’, je

m

afinni zobrazeni. Ma-li nezavisle proménny bod X € A4, souradnice X = [x,, ..., X, ]
a jeho obraz f(X) = X’ € A’, ma soufadnice X’ =[x, ..., x’,], pak systém
,»predpist‘

n

r ;o —
X' —Zaﬁxi +b,,kde j=1,...,m,
i=1

nazyvame analytické vyjadieni daného afinniho zobrazeni f vzhledem ke zvole-
nym LSS.
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Véta 19: Necht' 4, a A’, jsou afinni prostory se zvolenymi LSS. Necht’ jsou dana realna Cisla
a,, b, kdei=1,..,naj=1,..,m Pfitadime-li kazdému bodu X' = [x,, ..., x,] € 4,
bod X' =[x, ..., x’,] € A’, tak, Ze plati
X = Zaﬁ x; +b; prokazdé j=1,...,m,
i=1

ziskame zobrazeni f: A, — A’,, které je afinni.

Diikaz: Je tteba dokdzat, Ze uvaZované zobrazeni f je afinni. K tomu vyuZijeme vétu 10.
Uvazujme body X =[x, ..., x,], Y = [y}, ... , ¥, ], Z= [z}, ... , 2,] € A,,, pro které plati
Z—X=A(Z-7Y). Ve zvolenych soutradnicich tento vztah mizeme pfepsat ve tvaru
z,—x;,=A(z;—y,),kdei=1, ..., n. Podle predpokladu véty plati vztahy

n n n
X'=Ya,x +b,y =Y a,y,+b,, 2/ =Y a,z,+b, prokazdéj=1,..,m.
i=1 i=1 i=1
Potom mame
n n n
! ! ! ’
2y =xp =20, (z—x)= D a, Az, —y)=A ) a, (z,—y)=A(z) =)
i=1 i=1 i=1

Rovnost z/, —x" = A (z’,— y’) pro kazdé j = 1, ... , m miZeme nazpé&t piepsat ve tvaru
Z'—X'=A(Z"-7Y"). Tim je dokdzano, ze zobrazeni f je afinni.

Véty 18 a 19 souhrnné tikaji, ze afinni zobrazeni je pii zvolenych LSS jednozna¢né urc¢eno
svym analytickym vyjadienim. Kazdé afinni zobrazeni f: A, — A’, je vzhledem k danym LSS
urceno systémem rovnic

n
r _ ;o
X = E a;x;+b,,j=1,...m
i=1

a naopak, uvedenym systémem rovnic je vZzdy dano afinni zobrazeni f: 4, —> A’,.
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2.4 Samodruzné body a sméry afinniho zobrazeni

Pfi zobrazeni afinniho prostoru 4 do sebe mé smysl zkoumat, které body a sméry se zobrazi
samy na sebe, neboli které¢ body a sméry jsou samodruzné. V této kapitole oba pojmy nejprve
nadefinujeme a poté se budeme zabyvat jejich vlastnostmi.

Definice 8: Necht' A4 je afinni prostor.
Bod X € 4 budeme nazyvat samodruznym bodem afinniho zobrazeni /: 4 — A,

jestlize f(X) =X.

Véta 20: Necht’ A4 je afinni prostor.
Mnozina v§ech samodruznych boda afinniho zobrazeni f: 4 — A je bud’to prazdna,
nebo je podprostorem prostoru A.

Mnozina vSech samodruznych bodii mize byt prazdnd, prikladem je posunuti o nenulovy
vektor. Sttedova soumérnost mé jediny samodruzny bod (stfed soumérnosti), ov§em bod pova-
zujeme za podprostor (s trividlnim zamétenim).

Diikaz: Ma-li afinni zobrazeni f dva rizné samodruzné body B = f(B), C = f(C), je samo-
druzny také kazdy bod X ptimky BC, nebot bod X ma vici bodim B, C urcity delici
pomér (X; B, C) a afinni zobrazeni dé€lici pomér zachovava. Proto podle definice 4
je (f(X); f(B), f(C))=(X; B, C). Diky tomu, ze B= f(B)a C= f(C), je tedy také

X=fX).
Obecné: necht’ mnozina vSech samodruznych bodu afinniho zobrazeni f neni prazdna.
Ozna¢me B, ... , B, maximalni moZnou skupinu linearné nezavislych bodi takovych,

ze kazdy z nich je pfi zobrazeni f samodruzny.
Uvazujme bod X, ktery lezi v podprostoru 4’ prostoru A4 ur¢eném body B,, ... , B,.
Podle véty 9 je bod X jejich linedrni kombinaci:

X=ByBy+ ..+ BB, kde B, ..., B, e R, B+ ...+ B, = 1.
Potom podle véty 15 je f(X) =B, f(B,) + ... + B, f(B,).
Protoze kazdy z bodt B,, ... , B, je samodruzny, je f(B,) = B,, ... , f (B,) = B,, a proto
také f/(X) = X. Mnozina vSech samodruznych bodl tedy v tomto ptipad¢ tvoii pod-
prostor prostoru A dimenze k.

Vétu 20 miZzeme také snadno dokazat algebraicky. Nize uvedeny dikaz zaroven ilustruje
obecny postup pii vypoctu samodruznych boda.

Necht’ A4 je afinni prostor dimenze n. V prostoru A zvolme LSS. Pro nezavisle proménny
bod X a jeho obraz X’ budeme pouzivat znaceni X = [x,, ... , x,], f (X) = X" =[x/, ... , x",].
sAnalytické vyjadieni afinniho zobrazeni f: 4 — 4 ma pak tvar

n
ro_ 5 —
X, = E a,x;+b;, kdej=1,...,n.
i=1
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Bod X € A4 je pti zobrazeni f samodruzny, jestlize f(X) = X. Jak znamo, bod a jeho obraz
splyvaji pravé tehdy, kdyz maji oba ve zvolené LSS stejné souradnice. Musi byt tedy splnéna
podminka

n
X, =Y a,x,+b, kde j=1,..,n,
i=1

kterd mé po uprave charakter homogenni soustavy # linearnich rovnic pro n neznamych x,, ... , x,:
(a,—Dx;tapx,+..+ta,x,+b =0,
ay x; t(ap—Dx, +..+a,x,+b,=0,

Xy + a,n Xy REET (ann - 1) X, + bn =0.

Podle Frobeniovy véty je mnozina vSech feSeni této soustavy rovnic bud’ prazdnd, nebo,
pokud je hodnost # matice soustavy rovna hodnosti rozsifené¢ matice soustavy, je podprosto-
rem dimenze k =n — h.

Geometricky to znamend, Ze mnoZzina vSech samodruznych bodt afinniho zobrazeni f je
bud’ prazdna, nebo tvoii podprostor prostoru A dimenze k. Pro k= 0 se jedna o bod, pro k=1
se jedna o pfimku, pro £ = 2 rovinu atd. Splyne-li podprostor samodruznych bodii afinniho
zobrazeni f s celym prostorem A, je f identitou.

Definice 9: Je-1i V vektorovy prostor, pak kazdy jeho jednodimenzionalni podprostor V,
nazyvame smérem ve V.

Kazdy nenulovy vektor # € V urcuje jednoznacné prave jeden smér. Dva nenulové vektory
urcuji stejny smér prave tehdy, kdyz jsou linearné zavislé, tj. kdyz je jeden ndsobkem druhého.
Napt. vektory u a —u urcuji stejny smér V; (viz obr. €. 10).

Vi

—u

Obrazek ¢. 10

Definice 10: Necht’ 4 je afinni prostor se zaméfenim V.
Je-li f: A — A afinni zobrazeni a ¢ : V' — V jeho asociovany homomorfismus,
pak smér V, cc V budeme nazyvat samodruznym smérem afinniho zobrazeni f,
pokud o (V;) =V,.

Definice 10 tedy tika, ze smér je pfi afinnim zobrazeni prostoru do sebe samodruzny, jest-
lize se zobrazi sdm na sebe pii asociovaném homomorfismu. Pfitom obrazem sméru V,; rozu-
mime mnozinu ¢ (V;) = {p (v), v € V;}.

O samodruzném sméru ma opét smysl mluvit jen v piipadé homomorfismu vektorového
prostoru do sebe, tedy v ptipadé, ze ¢ je endomorfismus.
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Véta 21: Necht' A4 je afinni prostor se zamefenim V.
Necht’ f: A — A je afinni zobrazeni a ¢ : ¥ — V jeho asociovany homomorfismus.
Je-li smér V; cc V generovan nenulovym vektorem u, pak V, je samodruznym sme¢-

rem afinniho zobrazeni f pravé tehdy, kdyz existuje A # 0 tak, ze ¢ (u) = A u.

Véta 21 jinymi slovy ik, Ze vektor u # o generuje samodruzny smér afinniho zobrazeni f
pravé tehdy, kdyz to je vlastni vektor asociovaného homomorfismu ¢ ptislusny nenulovému
vlastnimu ¢islu A.

Diikaz: (1) Necht je vektorovy podprostor V; generovany vektorem u # 0 samodruznym sme¢-
rem, tj. plati @ (V) =V;.
Smér V, je pak sestaven z nasobkt vektoru u, neboli V; = {au, o € R}.
Plati o (V) ={p (au),a € R} = {a ¢ (u), o« € R}, nebot’ ¢ je homomorfismus.
Protoze ¢ (V) = V,, musi kazdy vektor z ¢ (V) lezet ve V,. Zvolme a = 1. Potom
vektor a ¢ (u) = ¢ (u) € V,. To znamena, ze existuje A € R tak, ze ¢ (u) = 1 u.
Zbyva dokazat, ze A # 0. Kdyby A = 0, pak by bylo ¢ (#) = 0.u = 0, a tedy by bylo
¢ (V,) = {o}. Protoze ale podprostor obsahujici pouze nulovy vektor neni jedno-
dimenzionalnim podprostorem, musi byt A # 0.

(2) Necht existuje A # 0 tak, ze ¢ (u) = A u pro u # o.
Je-1i vektor u generatorem sméru Vy, pak V, = {au, a € R }.
Platio (V) ={p(au),a e R} ={apu),ac e R} ={a(Au),a e R} =
={(aA)u,axaeR}.

Posledni rovnost plyne z definice vektorového prostoru.
Protoze soucin a A probéhne celé R, je ¢ (V) = V;. Smér V; je tedy samodruzny.

Uvazujme piimku p, kterd je v afinnim prostoru A ur¢end bodem P a nenulovym smérovym
vektorem u. Necht’ f je afinni zobrazeni prostoru 4 do sebe a ¢ jeho asociovany homomofismus.
Je-1i smér piimky p pfi zobrazeni f samodruzny, je ¢ (u) = A u, kde A # 0. Pfimka p se tedy
zobrazi na piimku s ni rovnobéznou.

Jsou-li v afinni rovin€ dany dva rizné body X, Y, které urcuji vektor u = Y — X, pak vektor u
generuje samodruzny smér prave tehdy, kdyz ¢ (u) = A u, tj. f(Y) - f(X) =1 (Y - X) pro
A # 0, neboli praveé kdyz f(X) f(Y) je opét usecka a tisecky XY a f'(X) f(Y) jsou rovnobézné.

MiiZete si promyslet, Ze napt. osova soumérnost v rovin¢ bude mit pravé dva samodruzné
smeéry — smer osy o soumérnosti (vlastni ¢islo A = 1) a smér k nému kolmy (vlastni ¢islo A =—1)
(viz obr. €. 11).

Na druhou stranu napft. stejnolehlost se sttedem S (a libovolnym koeficientem & # 0) bude
mit vSechny sméry samodruzné, nebot’ kazdou tiseCku zobrazi na tsecku s ni rovnobéznou
(viz obr. €. 12 pro koeficient k£ = 2). Vlastni Cislo stejnolehlosti pak bude jednotné a bude rovno
pravé koeficientu k.
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Y, 7(Y)
X fX) g J
—_— - .
X, nol sy o) \
S X S(Y)
Obrazek ¢. 11 Obrazek ¢. 12

Na zavér této kapitoly uved’'me obecny postup pii vypoctu samodruznych smért.

Necht’ 4, je afinni prostor dimenze n se zaméfenim V,, f je afinni zobrazeni prostoru A,
do sebe a ¢ jeho asociovany homomorfismus. Chceme najit generator # samodruzného sméru V;,
pro ktery plati: 1. u # o,

2. @ (u) = A u pro vhodné nenulové 1 € R.

V prostoru 4, zvolme LSS pomoci baze +e,, ... , e,, zaméteni V.

Pro vektor u = (u,, ... ,u,)pakplatiu =u, e, + ... tu,e,a o (u)=u, ¢ (e,)+ ... +u, ¢ (e,),
nebot’ @ je homomorfismus. Zaroven ma byt ¢ () =Au=(Au,) e, +..+(1u,e,.

Abychom oba vztahy pro ¢ (x) mohli porovnat, je tfeba, aby byly vyjadfeny vzhledem ke
stejné bazi. O vektorech ¢ (e,), ..., ¢ (e,) ani nevime, zda viibec bazi tvofi.

Je-li 4 = (a;;) matice homomorfismu ¢ vzhledem k bazi e;, mizeme psat

(p(ei)=2aﬁ e; proi=1..,n

/=

Porovnanim vztahu ¢ (u) = Zui ¢(e;)= Zui (Z a, ejJ = (Z a, ui]ej se vztahem

i=l i=1 j=1 j=1 \Ui=l
n n
o(u)= Z(/l u;)e; ziskame pro vektor u podminku Lu, = » a, u;, kde j=1,...,n.
j=1 i=1
Tato podminka ma po Gprave charakter homogenni soustavy z linedrnich rovnic pro (n + 1)
neznamych. Kromé soufadnic u,, ... , u, vektoru u jest¢ nezname také koeficient A, ktery

v této soustaveé vystupuje v roli parametru.
Upravena a rozepsana soustava rovnic ma nasledujici tvar:
(a,-ANu +a,u,+..+a,u,=0,
ay uy+(an—A)uy+ .. +ay,u,=0,

a,u,ta,u,+..+(@,—-A)u,=0.
Muizeme ji zapsat také v maticovém tvaru (4 — A I) u = o, kde I je jednotkova matice fadu n.

38



Uvazovana homogenni soustava rovnic ma pro libovolné A trivialni feSeni u, = ... = u, = 0.
Nas ale zajimaji pouze netrividlni feSeni (pozadujeme u # 0), tj. feSeni, v nichZ je alespon jedno
z Cisel uy, ..., u, nenulové. Hledame tedy takové A # 0, aby vySe uvedend soustava rovnic méla
netrividlni feSeni.

Z linearni algebry vite, ze homogenni soustava n linearnich rovnic o n nezndmych ma ne-
trividlni feSeni prave tehdy, kdyZ se determinant matice soustavy rovna nule (matice soustavy
musi mit linearné zavislé fadky, musi byt singuldrni). Nemtzeme tedy zvolit ¢islo A libovolnég,
ale musime ho zvolit tak, aby det (4 — A I') = 0. Tato rovnice n-t€ho stupné pro neznamou A se
nazyva charakteristickd rovnice.

Pokud uvedenou rovnici vyteSime, ziskdme obecné n kofent 4, ..., A,. Uvédomte si, Ze ac-
koliv ma charakteristickd rovnice redlné¢ koeficienty, mize mit také komplexni feSeni.
Pro dalsi vypocet budeme uvazovat pouze takova cCisla A, kterd jsou realna a nenulova.
Postupné jedno po druhém dosadime do soustavy (4 — A I) u = o a najdeme odpovidajici
reseni u = (u,, ... , u,).

Vyfesit charakteristickou rovnici nemusi byt v ptipadé, kdy je jeji stupeit n > 2, jednoduché.
Casto nam pomiize, kdyz dovedeme na zaklad¢ zadani ,,uhodnout* mozné hodnoty nékterych
kofenti A,, ... , 4

0

Je uzitecné si pfi feSeni prikladl vSimnout, ze v ptipadé, kdy vlastni Cislo A je m-ndsobnym
kotfenem charakteristické rovnice, tvofi jemu odpovidajici vlastni vektory m-rozmérny pod-
prostor daného vektorového prostoru. Kazdy nenulovy vektor uvedeného podprostoru pak uréuje
samodruzny smér daného afinniho zobrazeni.
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2.5 Zakladni afinity

Zatim jsme se zabyvali jen takovymi vlastnostmi afinnich zobrazeni, které se tykaly obecné
vSech afinnich zobrazeni. V této kapitole budeme zkoumat pouze ta afinni zobrazeni prostoru
na sebe, kterd jsou vzajemné jednoznacnd. Takova zobrazeni nazyvame afinitami.

Definice 11: Necht' A je afinni prostor.
Vzajemné jednoznacné afinni zobrazeni f: A — A se nazyva afinita prostoru A.

Ptipomenime, ze vzajemné jednoznacné je takové zobrazeni, které je soucasné prosté i na.
Je-li tedy f: A > A vzijemné jednoznacné zobrazeni, je podle véty 17 také jeho asociovany
homomorfismus ¢ : V' (4) > V (A) vzajemn¢ jednoznacné zobrazeni. To znamend, Ze asocio-
vany homomorfismus kazd¢ afinity je vzdy automorfismem.

Véta 22: Necht' A je afinni prostor.
Vsechny afinity prostoru 4 tvoii grupu vzhledem ke skladani.

Jak vite z linedrni algebry, grupou rozumime mnozinu s binarni operaci, ktera je asociativ-
ni, ma neutrdlni prvek a ke kazdému prvku v dané mnozin¢ existuje prvek inverzni.

Diikaz: Necht fa g jsou dvé afinity prostoru A4, tj. fa g jsou vzajemné jednoznacnd afinni
zobrazeni prostoru 4. Podle definice afinniho zobrazeni tedy ob¢ afinity zachovavaji
délici pomér.

Je zifejmé, Ze slozené zobrazeni f o g bude také zachovavat d€lici pomér a bude vza-
jemng¢ jednoznacné, tj. f o g bude také afinita.

Dale vime, Ze skladani libovolnych tfi zobrazeni je asociativni, proto specialné skla-
dani tfi afinit prostoru A je asociativni.

Neutralnim prvkem vzhledem ke skladani je identita, ktera je sama afinitou, nebot’ za-
chovava délici pomér a je zfejme vzdjemné jednoznacnym zobrazenim.

Zbyvé prozkoumat, zda inverznim zobrazenim k afinit¢ f prostoru 4 je opé€t afinita
prostoru 4. Ke kazdému vzdjemné jednoznacnému zobrazeni f miiZzeme vytvofit
inverzni zobrazeni f~!, které bude také vzajemné jednoznacné. Zatim ale nevime, jestli
je také afinni.

Uvazujme tedy vzdjemné jednoznacné afinni zobrazeni f: 4 — A.

Zvolme tii po dvou riizné, kolinedrni body X, Y, Z € A. ProtoZe zobrazeni f je vza-
jemné jednoznacné, existuji body B, C € A, pro které f(B)=Xa f(C) =Y.

Pro inverzni zobrazeni f~!: 4 — A potom plati f'(X)=Ba f'(Y)=C.

Zvolme nyni bod D e A tak, aby body B, C, D byly kolinearni a aby platilo, ze

(D; B, C) = (Z; X, Y). Protoze afinni zobrazeni f dé€lici pomér zachovava, musi byt
f(D) = Z. Pro inverzni zobrazeni f~'pak plati /' (Z) = D.
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Body /' (X), /' (Y), f7'(Z) jsou tedy po dvou rizné, kolinearni a plati pro né, ze
(7@ 7 X), [ ()= (£ X, ).

Tato rovnost vyjadiuje, Ze zobrazeni f~' zachovava d¢lici pomér, tj. /! je afinni.

Dtkaz, ze inverzni zobrazeni k afinnimu zobrazeni je opé€t afinni, 1ze také snadno provést
pomoci LSS. Necht' A4 je afinni prostor dimenze n a f je afinni zobrazeni prostoru 4 do sebe,
které ma vzhledem ke zvolené LSS analytické vyjadieni

fix =;aﬁxi +b,, kde j=1,...,n.

V maticovém zapisu lze psat f: x"= 4 x + b, kde matice 4 = (a;), ostatni veliCiny x’, x a b
uvazujeme jako sloupcové vektory. Checeme-li ziskat ptedpis pro inverzni zobrazeni f~!, mu-
sime pomoci ,,soufadnic* x” vyjadfit ,,soufadnice* x. Postupné¢ ziskdme

Ax=x"—b,
ATAx=A4A"(x"-b),
x=A4A"(x"-b),

xX=A'x"—A"b,
x=A"x"+c¢,
kde A-! je matice inverzni k matici 4, ¢ jsme oznacili souc¢in — 4! b.
Analytické vyjadieni inverzniho zobrazeni /! ma tedy ,,stejny* tvar jako analytické vyjad-
feni afinniho zobrazeni f. Podle véty 19 je proto zobrazeni /! afinni.

V ptedchozi kapitole jsme ve vété 20 uvedli, Ze mnoZina vSech samodruznych bodl afinniho
zobrazeni prostoru 4 do sebe je bud’to prazdna, nebo tvoii podprostor prostoru 4. Je-li timto
podprostorem cely prostor A, je ptisluSné afinni zobrazeni identitou prostoru A.

Dalsi dulezity pfipad nastane, je-li mnozinou vSech samodruznych boda néjaka nadrovina
prostoru A. Takové afinni zobrazeni, které je navic jesté vzajemné jednoznacné, nazyvame
zakladni afinitou.

Definice 12: Necht' A4 je afinni prostor.
Afinitu prostoru 4 budeme nazyvat zakladni, pokud mnozina vSech jejich samo-
druznych bodi je nadrovinou prostoru A4.

Zakladni afinitou je napt. symetrie podle libovolné nadroviny v prostoru E,, nebot’ zminéna
nadrovina je pravé mnozinou vSech samodruznych bodt. Konkrétné je zakladni afinitou napf.
symetrie podle pifimky v prostoru E, nebo symetrie podle roviny v prostoru E;. Naopak, napft.
symetrie podle pifimky v prostoru E; neni zakladni afinitou.

Jesté€ poznamenejme, Ze v piipadé€ afinni roviny A, fikdme zékladnim afinitim osové afinity,
pfimka samodruznych bodi je osou dané osové afinity.
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Véta 22 uvadéla, ze vSechny afinity daného prostoru tvoii grupu vzhledem ke skladani.
Neni tézké dokazat, ze pouze zakladni afinity grupu netvoii. Slozenim dvou zékladnich afinit
neni vzdy zakladni afinita. Napf. slozenim symetrii podle dvou riznych rovnobéznych piimek
v roving je posunuti, které nemé zadné samodruzné body. Nejedna se tedy o zékladni afinitu.

Nasledujici véta fika, ze kazda zakladni afinita prostoru A4 je jednozna¢né ur¢ena mnozinou
svych samodruznych bodl (tj. nadrovinou prostoru A) a obrazem jednoho bodu, ktery neni
samodruzny.

Véta 23: Necht' A4 je afinni prostor dimenze 7 a p je nadrovina prostoru A.
Necht’ jsou dale dany body B, B, € A — p, pticemz B’ # B,,.
Potom existuje prave jedna zékladni afinita f prostoru A4, pro kterou plati:

1.{Xed; f(X)=X}=p,
2. f(B,) = B,

Diikaz: Zvolme v nadroviné p linedrné nezavislé body B, ... , B

Potom podle véty 14 existuje pravé jedno afinni zobrazeni f prostoru 4 na sebe, pro
které plati f(B,)=B", f(B,) =B,, ..., f(B,) =B,.

Body B, ..., B, € pjsou tedy pii zobrazeni f samodruzné.

Zvolme libovolny bod X e p, ktery lze podle véty 9 zapsat jako linedrni kombinaci
bodu B, ...,B,t. X=p,B,+ ..+ B,B,.

Potom podle véty 15je f(X)=8, fB)+..+B, f(B,)=p,B,+...+B,B,.

Plati tedy f'(X) = X, neboli bod X je také samodruznym bodem pti zobrazeni f.

Tim jsme dokazali, Ze nadrovina p je tvofena pouze samodruznymi body zobrazeni f.
Podle véty 20 je mnozina vSech samodruznych bodi bud’ prazdnd, nebo je podprosto-
rem prostoru A. V tomto piipadé¢ samodruzné body nemohou tvofit cely prostor A4,
nebot’ bod B, € A — p neni samodruzny. Nadrovina p je tedy mnozinou vSech samo-
druznych bodii zobrazeni f, zobrazeni f je proto zdkladni afinitou.

Nasledujici véta fika, ze kazdou afinitu afinniho prostoru 1ze slozit ze zakladnich afinit. Tim
se také zaroven vysvétluje oznaceni ,,zdkladni‘ afinita.

Véta 24: Necht’ 4 je afinni prostor dimenze n.
Ke kazdé¢ afinité f prostoru 4 existuje k zakladnich afinit £, ..., f,, kde k<n + 1,

tak, ze f = f, o f, ;0..0 f,0 [}

Diikaz: Zvolme v prostoru 4 linearné nezavislé body P,, Py, ..., P,.
Podle véty 14 je afinita f prostoru A jednoznacné¢ urcena obrazy téchto bodi.
Ptedpokladejme, ze f'(P,) =Py, f(P,) =P, ..., f(P,)=P’,.

Zvolme dale v prostoru 4 nadrovinu p,, ktera neobsahuje body P, P’,.

42



Potom podle véty 23 existuje prave jedna zakladni afinita /), kterd zobrazuje bod P,
na bod P, (4. plati f,(P,) = P’)) a ma nadrovinu p, za svou mnozinu vSech samo-
druznych bodl. Oznac¢me f,(P;,)=P,,proi=1, 2, ..., n. Body P%, P,,, ... , P,, jsou
jakoZzto obrazy linedrn€ nezavislych bodl pfi afinité f, také linedrné€ nezavislé.

Dale zvolime v prostoru A nadrovinu p,, kterd prochazi bodem P’,, ale neobsahuje
body P,, a P’,. Potom opét podle véty 23 existuje prave jedna zakladni afinita f,, ktera
ma p, za svou mnozinu vsech samodruznych bodt a plati f,(P,,;) = P’. Oznacme
nyni f,(P,,)=P,;proi=2,3,..,n.

Dale postupujeme analogicky: zvolime nadrovinu p ;, ktera prochazi body P’ a P’,, ale
neobsahuje body P,, a P’,. Zakladni afinita f; potom bude mit za mnozinu vSech
svych samodruznych bodd pravé nadrovinu p; a bude platit f5(P,,) = P’,. Nakonec
budeme volit nadrovinu p, , , obsahujici body P’,, P’,, ..., P/, . Body P,,a P/, v ni
lezet nebudou. Posledni zékladni afinita f, ., s nadrovinou samodruznych bodu p,, .,
pak zobrazi bod P,, na bod P’,.

SloZena afinita f,,, o f, 0 ... o f, o f, zobrazuje bod P, na bod P’ proi=0, 1, ..., n,
je tedy totozna s afinitou f. Tim jsme ukazali, ze kazda afinita f je slozena z nejvyse
n + 1 zakladnich afinit. PoCet zakladnich afinit ale mize byt i nizsi.

V ptipad¢, Ze by se pti zakladni afinité f, bod P, zobrazil pifimo na bod P’;, by nam
jedna zakladni afinita ubyla. PocCet zékladnich afinit se tak ptipadné mtze snizit. Proto
pro pocet k zékladnich afinit plati nerovnost k <n + 1.

Postup pfi rozkladu afinity f na zakladni afinity jeSt¢ pfiblizime nésledujicim sché-
matem (viz obr. €. 13). Kazdy fadek je pfitom tvofen linearn¢ nezavislymi body.

P() ])1 P2 .............. Pn71 Pn
0

P/O P]l I)12 ............. P17’171 Pln
Y/

P,O })/1 I)22 ............. Pz,n—l P2n
Y/

P/O Pll P/2 .............. P3,n—1 P3n

P/O P/l P’2 .............. P’}'t*l Pnn
\Lfn-*-l

P/O F)/1 sz .............. P,nfl P’n

Obrazek ¢. 13
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Nasledujici véta uvadi, v jakém tvaru lze zapsat analytické vyjadieni kazdé zakladni afinity.

Véta 25: Necht' A4 je afinni prostor dimenze 7.
Necht’ p je nadrovina prostoru 4, kterd ma vzhledem ke zvolené LSS rovnici
cx,t..+tc,x,+c,.,=0.
Je-1i f zakladni afinita, jejiz mnozinou vSech samodruznych bodl je nadrovina p,
potom existuji ¢isla A, ... , 4, € R tak, Ze analytické vyjadieni zakladni afinity /' ma
tvar fix=x,+ A, (c;x, +..+c,x,tc, ) kdej=1,..,n

Ditkaz: Analytické vyjadieni zékladni afinity f musi mit podle véty 18 stejny tvar jako analy-

ticke vyjadreni kazdého afinniho zobrazeni, tj. f: x/; = Za iX +tb,, kde j=1,...,n,
i=1

neboli x', =a,, x, +a,x,+..+a,,x,+ b,
/A—
Xh=ay X, tayx, ..t a,x,+b,

aXx ta,x,+..+a, x,+b,.

nn

Kdybychom pocitali samodruzné body zakladni afinity f, feSili bychom nésledujici
soustavu rovnic pro nezndmeé x, ... , X,,:
Xy =apx, tapx,t..ta,x,+b,
Xy =y Xyt ay Xyt tay,x, T b,

Uvedenou soustavu lze prepsat do tvaru:
(ay—Dx; tapx,+..+ta,x,+b =0,
ay X, t(ap -1 x, +...+tay,x, +b,=0,

a1 X1 + a,, X, REET (ann - 1) X, + bn =0.

Matici této soustavy je matice 4 — I, kde 4 = (a;), I je jednotkova matice fadu n.
Protoze mnozinou vSech samodruznych bodi zékladni afinity /' ma byt nadrovina p,
plyne odtud, Ze hodnost matice 4 — [ musi byt rovna jedné. Uvazovand homogenni
soustava rovnic je v podstaté pouze jedinou rovnici (rovnici nasi nadroviny), ostatni
rovnice jsou jejimi nasobky. Obecné kazda rovnice uvazované soustavy musi byt
n¢jakym ndsobkem rovnice nadroviny p, tj. rovnice ¢, x, + ... + ¢, x, + ¢,.,; = 0.
To znamena, ze existuji ¢isla 4, ... , 4, € R tak, Ze

ay—1=Aey,a,=Acy, s a,= Ac,, by=2c,.,

Ay = AyCyy Uy — 1= AyChy ey @y, = A5C,, Dy = A5C, 44,

a,=A,c,a,=A,Chy...,a,,—1=A1,,,b,=7,c,.,

n-ns
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Po dosazeni Cisel a; do obecného analytického vyjadfeni afinniho zobrazeni ziskdme
rovnice zakladni afinity f ve tvaru
[ —
xh=xt A (ex L tex, e,
[ —
xh=xt Ay (ex + o te,x, e,
[ —
xn _xn + A’n (clxl .t cnxn + Cn+l)'

Tim je dikaz proveden.

Navic vidime, ze alespon jedno z Cisel A,, ... , A, musi byt nenulové. V opacném pfii-
pad¢ by zobrazeni f bylo identitou a identita neni zakladni afinitou.
Podle véty 23 neni nadrovinou p zakladni afinita jeSté jednozna¢né uréena. Musime
znat navic obraz B’ nékterého bodu B, ktery nelezi v nadroviné p.
Pokud ve zvolené LSS plati B, = by, ... , by,] a By =[b",, ... , b’,], musi byt splnéna

rovnost by, = by, + A, (¢ by, + ... T ¢,by, T ¢, ), kdej =1, ..., n.
Cisla A,, ..., A, jsou potom jednozna¢né uréena vztahem
by, — b,
- J 0J .
A ,kde j=1,...,n.

¢ by, +...+¢,b,, +c¢,.,

Véta 26: Necht’ 4 je afinni prostor dimenze n. Necht’ p je nadrovina prostoru A a necht’ jsou
dale dany body B,, B’, € A, ptiCemz B, ¢ pa By # B,.
Potom existuje praveé jedno afinni zobrazeni f: A — A takové, Ze mnozinou vSech
jeho samodruznych bodt je nadrovina p a f(B,) = B’,. Pfitom plati:
1. Je-li B’, € p, je f projekce prostoru A na nadrovinu p ve sméru vektoru B, — B,,.
2. Jestlize B’ ¢ p, je f zékladni afinitou a plati:
a) Pokud B’, — B, € V (p), jsou vSechny piimky X f (X) navzdjem rovnob&zné
a jsou také rovnobézné s nadrovinou p.
V tomto ptipad¢ se pfislusna afinita nazyva elace.
b) Pokud B, — B, ¢ V (p), jsou vSechny piimky X f (X) navzajem rovnobézné
a existuje &islo k € R tak, Ze pro kazdy bod X € A — p plati (X; X, f (X)) =k,
kde X je prisec¢ik piimky X f(X) s nadrovinou p.
V tomto ptipad¢ se Cislo k& nazyva charakteristika afinity f.

Diikaz: Zvolme v afinnim prostoru A nadrovinu p a body B,, B, tak, ze B, ¢ p a B’y # B,.
Afinni zobrazeni f: A — A, jehoz mnozinou vSech samodruznych bodi je nadrovina p,
je potom podle véty 14 jednoznacné urceno, je-li dan jest¢ obraz f(B,) = B, n¢kte-
rého bodu B,, ktery v nadroviné p nelezi.

Pfitom samoziejmé plati B/, # B,, nebot’ bod B, neni samodruznym bodem zobrazeni f.
Pro bod B’ ale mohou nastat dva ptipady — bud’ B’ € p, nebo B, ¢ p.
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ad 1) Necht’ B/, € p. Chceme ukazat, ze v tomto piipad¢ je f projekce prostoru 4 na
nadrovinu p ve sméru vektoru B’y — B,

Obraz libovolného bodu X ¢ p pii afinnim zobrazeni f ziskdme nasledujicim
zpusobem (rozliSime tii ptipady):

Pokud X ¢ B,B’, a neni-li pfimka X B, rovnob&zna s nadrovinou p (viz obr. ¢. 14),
oznacime P prusecik pfimky XB, s nadrovinou p. Bod P € p je pfi zobrazeni f
samodruzny. Protoze bod X lezi na piimce PB,, lezi jeho obraz f(X) = X' na
ptimce PB’, a plati, ze (X’; P, B)) = (X; P, B,). Protoze rovnobézné promitani
délici pomér zachovava (diikaz viz [17], str. 65, véta 1.7.2), musi byt pfimky XX~
a B,B’, navzajem rovnobézné.

Je-li ptfimka XB, rovnobéznd s nadrovinou p (viz obr. €. 15), miizeme v nad-
roviné p zvolit bod Y tak, aby XYB’ B, byl rovnobéznik, tj. aby platila rovnost
X—-B,=Y- B/, Potom podle véty 10 je f(X)— f(B,)=f(Y)—- f(B)=Y—-B/,
nebot’ body Y a B’ jsou pfi zobrazeni f samodruzné. Protoze zaroven f(B,) = B’,
musi platit /' (X) =Y.

Lezi-li kone¢né bod X na ptimce B,B’,, musi podle véty 11 byt X’ = B’,, nebot’
obrazy bodu B, a B, pii zobrazeni f splyvaji.

Ve vsech tfech vyse uvedenych piipadech tedy obraz X’ bodu X pii zobrazeni f
ziskame jako primét bodu X do nadroviny p ve sméru vektoru B, — B,

Je zfejmé, Ze toto zobrazeni neni prosté, nejedna se tedy o afinitu.

ad 2) Necht B, ¢ p. Potom podle véty 23 je zobrazeni f zakladni afinitou.

a) Jestlize B, — B, € V (p), je ptimka B,B’, s nadrovinou p rovnob&zna.
Ptredpokladejme tedy, ze body B, a B, lezi v n&jaké nadroviné o, ktera je
s nadrovinou p rovnobézna (viz obr. €. 16). Chceme opét najit obraz libovol-
né¢ho bodu X ¢ p.

Pokud bod X ¢ o, sestrojime prisecik P ptimky XB, s nadrovinou p. Bod P
je pii zobrazeni f samodruzny. ProtoZe bod X lezi na pifimce PB,, lezi jeho
obraz X’ pti afinnim zobrazeni f na piimce PB’ a plati, Ze

(X'; P, BG) = (X; P, By).

Ptimky XX"a B,B’, jsou v tomto ptipadé navzdjem rovnobg&zné.

Pokud zvolime bod Y € o, nelze vyse uvedeny postup pro konstrukci obrazu
bodu Y pouzit, pfimka YB, nadrovinu p v tomto pifipadé viibec neprotne.
Je tfeba zvolit pomocny bod X ¢ o, jehoZ obraz X’ jsme jiz sestrojili, a najit
prusecik Q ptimky XY s nadrovinou p. Bod Q je opé€t pii zobrazeni f samo-
druzny. ProtoZe bod Y lezi na ptimce X0, bude jeho obraz Y’ lezet na piimce
X'Q tak, ze plati (Y"; X', Q) = (Y; X, Q).

Také v tomto piipad¢ jsou ptimky Y'Y’ a B,B’, navzajem rovnobézné, ale
oproti pfedchozimu piipadu jsou Usecky YY’ a B,B’, navic stejné dlouhé.
Vidime tedy, Ze restrikce (zuZeni) elace na nadrovinu rovnobéznou s nadrovi-
nou p dava posunuti (B, —» B, Y = Y7).
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b) Predpokladejme nyni, ze B}, — B, ¢ V (p). V tomto piipad¢ je ptimka B B
s nadrovinou p rliznob&zn4, oznaéme jejich prisecik B, (viz obr. &. 17).
Pokud bod X ¢ B,B’, a pfimka XB, neni s nadrovinou p rovnobéZna, protne
nadrovinu v bodé¢, ktery oznacime P. Protoze bod X lezi na ptimce PB,, lezi
jeho obraz X’ na ptimce PB’; a plati (X’; P, B’) = (X; P, B,). Piimky XX’
a B,B’, jsou opét rovnob&zné. Oznadme jesté X prisecik primky XX’ s nad-
rovinou p. Protoze se délici pomér zachovava také pii sttedovém promitani
(se sttedem P) z ptimky XX’ na pfimku B,B’, s ni rovnobéznou (dikaz viz
[17], str. 66, véta 1.7.4), plati rovnost (X; X, X”) = (B,; B,, B’). Protoze
délici pomér (B,; B,, B,) je v piipadé libovolng, ale pevné zvolenych bodt B,,
B’, a nadroviny p konstantni, miizeme oznacit (B,; B,, B,) = k, kde k € R.
Je-1i ptfimka X B, s nadrovinou p rovnobézna (viz obr. €. 18), doplnime body
X, By, B’y pomoci bodu Y na rovnobéznik XYB’,B,. Plati tedy rovnost
X—B,=Y - B’,. Ze zékladni vlastnosti homomorfismu ¢ asociovaného afin-
nimu zobrazeni f potom plyne rovnost f(X) — f(B,) = ¢ (X — B,) = X — B,,
nebot’ homomorfismus ¢ zobrazi vektor X — B, € V (p) na sebe. Protoze
f(B,) = B, musi platit X" = f(X) =Y. Také v tomto pfipad¢ jsou piimky XX~
a B,B’, navzajem rovnob&zné a oznacime-li opét X prisecik pfimky XX s nad-
rovinou p, pak plati (X; X, X") = k.

Lezi-1i kone¢né bod X na ptimce B,B’, (viz obr. €. 19), sestrojime nejprve
obraz Y’ libovolného bodu Y, ktery na ptimce BB, nelezi. Prisec¢ik piimky
YB, s nadrovinou p jsme oznacili P, prusecik pfimky XY s nadrovinou p jsme
oznacili Q. Protoze bod X lezi na pfimce YQ, lezi jeho obraz X" na ptimce Y'Q
a plati, ze (X’; Y, Q) = (X; Y, Q). Také v tomto piipad¢ je piimka XX’
rovnob&zna s piimkou B,B’, (dokonce XX’ < B,B’, a X = B,). Zfejmé je
splnéna rovnost (X; X, X') = (Y; Y, Y") = (B,; B,, B).

Ve vsech tfech vyse uvedenych ptipadech jsou tedy pro libovolny bod X ¢ p
pfimky XX” navzajem rovnobézné a existuje Cislo £ € R tak, Ze

(X; X, X)) =k, kde k = (B,; B,, B,).

Zaroven je jiz zfejmé, pro¢ musi byt X ¢ p. Kdyby bylo X € p, byl by bod X
samodruzny (X = X”) a délici pomér (X ; X, X”) by nebyl definovan.
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B,

Obrazek ¢. 16 Obrazek ¢. 17
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Definice 13: Necht' A je afinni prostor. Neidentické afinni zobrazeni f: 4 — A, které slozeno
samo se sebou dava identitu, se nazyva involutorni.

Kromé pojmu involutorni zobrazeni se nékdy pouziva také involutivni, nebo zkracené
involuce. Pro involutorni zobrazeni f tedy plati /' o f= identita. Napf. symetrie podle pfimky
v roviné je involuce.

Véta 27: Necht' A je afinni prostor. Zakladni afinita /: 4 — A je involutornim zobrazenim
pravé tehdy, kdyz neni elaci a jeji charakteristika k£ = —1.

Diikaz: Necht je zakladni afinita /" involutornim zobrazenim. Je zfejmé, ze elace nemtze byt
involutornim zobrazenim, protoze jeji restrikce na nadrovinu rovnobéznou s nadrovi-
nou samodruznych boda je posunuti o nenulovy vektor, a to sloZeno samo se sebou
neni identitou.

Pro zakladni afinitu f tedy existuje charakteristika k = (X; X, X"), kde X’ je obraz
bodu X pfi zakladni afinité f a X je prisecik ptimky XX’s nadrovinou samodruznych
bodii. Ma-li se pfi afinité f bod X’ zobrazit zpét do bodu X, musi také platit

k=X; X, X).

Aby soucasné platilo X —X=k (X - X')aX - X' =k (X —X), musi byt k=1

(k=1 nevyhovuje, nebot’ délici pomér nenabyva hodnoty 1).

Predpokladejme nyni, ze zékladni afinita f neni elaci a jeji charakteristika

k= (X; X, X")=-1. To znamen4, Ze bod X je sttedem tiseCky XX". Jestlize se v této
afinité bod X zobrazi do bodu X", zobrazi se ve stejné afinit¢ bod X" nazpét do bodu X.
Zakladni afinita f je tedy involutornim zobrazenim.

49



2.6 Grupa homotetii

S pojmem homotetie jste se na stfedni Skole setkali jako s jinym oznacenim pro stejnoleh-
lost. V této kapitole si ukazeme, Ze stejnolehlost ma nékteré vlastnosti spolecné s posunutim,
a proto pojem homotetie zavedeme jako spolecny ndzev pro stejnolehlosti a posunuti afinniho
prostoru. Nejprve ale uvedeme definice obou zobrazeni a prostudujeme grupové vlastnosti
mnozin téchto zobrazeni.

Definice 14: Necht’ A je afinni prostor se zamétenim V.
Posunutim o vektor # € V' v prostoru 4 rozumime zobrazeni f definované pred-
pisem f(X)=X+u, kde X € A.

Kromé pojmu posunuti se pouziva také termin translace.
Je zfejmé, Ze pokud u = o, je zobrazeni f identitou.

Véta 28: Necht’ 4 je afinni prostor se zaméfenim V.
Vsechna posunuti prostoru A tvoii grupu vzhledem ke skladani.

Diikaz: Uvazujme dve posunuti prostoru A; posunuti f o vektor # € V a posunuti g o vektor
v e V,pro kterd plati f(X)=X+tuagX)=X+w.

Zajima nas, jestli slozenim dvou posunuti vznikne opét posunuti.

Plati(go /) (X) =g (f(X) =g X+ u)=X+u)+v.
Protoze A je afinni prostor, 1ze psat (g o ) (X) =X+ (u + v).

SloZené zobrazeni je posunutim o vektor # + v € V. MnoZina vSech posunuti prostoru A4
je tedy uzaviena vzhledem k operaci skladani.

Skladani libovolnych tii zobrazeni je asociativni, tedy specialn€ skladani tfi posunuti
je asociativni.

Neutralnim prvkem vzhledem ke skladdani je identita, neboli posunuti o nulovy vektor.
Inverznim prvkem k posunuti o vektor u € V je zfejmé posunuti o vektor (—u) € V.
Tim je dikaz proveden.

Ptedchozi uvahy nés vedou k myslence, Ze grupa tvofend vSemi posunutimi prostoru 4 je
izomorfni s aditivni grupou tvofenou vSemi vektory zaméteni V. Detaily se daji snadno ovéfit.

Definice 15: Necht’ 4 je afinni prostor.
Stejnolehlosti prostoru A se stftedem S € A4 a koeficientem A € R, A # 0, rozumime
zobrazeni f definované predpisem f(X)=S+ A (X—S5), kde X € 4.
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Vsimnéte si, ze definice 15 zahrnuje mezi stejnolehlosti také identitu jako stejnolehlost
s koeficientem A = 1. Za jeji stfed v tomto ptipadé¢ miizeme zvolit libovolny bod prostoru A.

Kdybychom pftipustili A = 0, bylo by f(X) = S pro kazdy bod X € 4. V tomto piipad¢ by
se cely prostor A zobrazil do jediného bodu S. Takové zobrazeni za stejnolehlost nepovazujeme.

Z ptedpisu pro stejnolehlost také vidime, ze bod S je pfi stejnolehlosti s libovolnym koefi-
cientem A # 0 samodruzny. Dosadime-li totiz X = §, potom f(S)=S+ A (S-S)=S+1o0=S.

Véta 29: Necht’ A4 je afinni prostor.
Vsechny stejnolehlosti prostoru 4 s danym stfedem tvoii grupu vzhledem ke skladani.

Diikaz: Uvazujme dvé stejnolehlosti prostoru 4 se stejnym stiedem S € A;
stejnolehlost /s koeficientem A # 0 a stejnolehlost g s koeficientem u # 0, pro které
plati f(X) =S+ A X -S)agX)=S+puX-95),kde X € 4.
Chceme dokazat, ze slozenim dvou stejnolehlosti se stejnym stfedem je opét stejno-
lehlost s danym stfedem.
Plati (go /) (X) =g (f(X) =g+ A (X-S8) =S+ pu[(S+A(X-S5))-S]=

=S+ AuX-9).

Slozené¢ zobrazeni je tedy stejnolehlosti se sttedem S a koeficientem A p.
Skladani libovolnych tfi zobrazeni je asociativni, tedy specialn¢ skladani tfi stejno-
lehlosti s danym stfedem je asociativni.
Neutralnim prvkem vzhledem ke skladani je identita, neboli stejnolehlost se sttedem S
a koeficientem A = 1.
Inverznim prvkem ke stejnolehlosti se stiedem S a koeficientem A je stejnolehlost se
stejnym stfedem S a koeficientem 1/A.

Tim je dikaz proveden.

Opét lze dokazat, Ze grupa tvorena vSemi stejnolehlostmi prostoru 4 s danym stfedem je
izomorfni s multiplikativni grupou nenulovych redlnych ¢isel.

Ve véte 29 je podstatné, ze se jedna pouze o stejnolehlosti se stejnym stitedem. VSechny stej-
nolehlosti afinniho prostoru totiz grupu netvoii. Pokud k nim ale pfidame také vSechna posu-
nuti daného prostoru, bude vznikla mnozina grupou.

Véta 30: Necht’ 4 je afinni prostor se zaméfenim V.
Mnozina tvofend vSemi posunutimi a vSemi stejnolehlostmi prostoru A4 je grupou
vzhledem ke skladéni.

Diikaz: 7 dikazu véty 28 vime, ze slozenim dvou posunuti vznikne opét posunuti.
Zbyva prozkoumat skladani posunuti a stejnolehlosti a skladani dvou stejnolehlosti
s riznymi stredy.
Necht' 1 je stejnolehlost se sttedem S a koeficientem A # 0 (pfedpokladejme navic
A # 1, aby f nebyla identita), g je posunuti o vektor u.

PotomproX e Aje f(X)=S+A(X-S)agX)=X+u.
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Slozené zobrazeni (go /) (X)) =g (f(X) =g +AX-8)=S+A1X-S5) +u.
Z tohoto ptedpisu je vidét, ze slozené zobrazeni g o f neni posunutim. Je proto tfeba
ov¢fit, ze zobrazeni g o f je stejnolehlost — musime najit jeji stied 7" a koeficient.

Lze predpovédét, ze koeficient uvazované stejnolehlosti bude A. Stfed 7 najdeme jako
samodruzny bod zobrazeni g o f, pro ktery je splnéno, ze (g o f) (T)=T.
Musi tedy platit 7=S+ A (T—S) + u.
Odtud postupné dostaneme

(T-S)-A(T-S)=u,

A-ADHT-S)=u,
1
1-1

T-S=

u,

T=S+

u.

Ovéfme nyni, Ze stejnolehlosti se sttedem 7 a koeficientem A opravdu piislusi stejny
predpis jako slozenému zobrazeni g o f. Dostaneme

T+A(X—T):(S+ 1 uj+/l{X—(S+ 1 uﬂ:
1-1 1-2

ut (X —8)— 2
1-2 1—2

=S+ AX-8)+tu=(gof)X).
Kdybychom stejnolehlost f a posunuti g skladali v opa¢ném poradi, dostali bychom
slozené zobrazeni (fo ) (X)=f(g(X)=fX+tu)=S+A[(X+u)-S]=
=S+A(X-S)+Au
Také toto zobrazeni f o g je stejnolehlost s koeficientem A. Pro jeji stied P v tomto
ptipadé plati (f o g) (P) = P, neboli
P=S+A(P-95)+Au,
(P=-S)—A(P-S)=Au,
1-A)(P-8)=Au,
A
1-1

=5+

u =

P-S= u,

P=S+

u.

Ovéime opét, ze P+ A (X — P) = (f o g) (X). Ztejme

A u|+A|X—-| S+ A u|l=
1-2 1-2
2
u+A(X-5)- A
1-1 1-2
=S+tAX-8)+Au=(fog)X).

Tim jsme dokézali, Ze slozenim posunuti a stejnolehlosti v libovolném potadi je opét
stejnolehlost.

P+/1(X—P)=(S+

=5+ u=
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Zbyva prozkoumat skladani dvou stejnolehlosti s riznymi stiedy.
Necht' f je stejnolehlost se stfedem S a koeficientem A, g stejnolehlost se sttedem T
a koeficientem p. PotomproX e Aje f(X) =S+ A X-8S)agX)=T+uX-T).
Slozené zobrazeni (go f) (X) =g (f(X)=g( S+ A (X-9)) =
=T+ul[S+AX-8)-T]=
=T+ulS-T)+AuX-2S9).
Nyni mohou nastat dva ptipady:
I.LPoAu=1lje(go f/)X)=T+ulS-T+X-8)=X+T-S)+ul§-T7T)=
=X+ -p (T-25).
Slozené zobrazeni g o f je v tomto piipadé posunutim o vektor (1 — u) (T—S).
2. Pokud A pu # 1, je zobrazeni g o f stejnolehlosti se sttedem P a koeficientem A4 .
Pro stied P plati (g o f) (P) = P, odkud dostaneme
P=T+ulS-T)+AuP-2S5),
P=S+({[T-S)+ulS-T)+AuP-279),
(P=-8)-2puP-8)=~1-w)(T-39),
(I-2Ap)(P=8)=1-u)(T-9),
1—p
1-Au

P-S= (T -9),

Pes+F (r_g).
1-Au

Ovéime opét, ze P+ A u (X—P)=(go f) (X). Ziejmé

_py=| s TH o s+ 2R rog]|=
P+Au(X P)—[S+1_/1“(T S)j+/’L;{X (S+l—/lu(T S)H

l-u o And=p) o
lﬂU’SH%¢NX S) v (T -S)

=T+(S—T)+1

_raf 1o EE L ARAT 6y —8) =
I-Au 1-Au
=T+pS-T)+ApX-5)=(gof)X).
Tim jsme dokézali, Ze slozenim dvou stejnolehlosti s riznymi stfedy je bud’to posu-
nuti, nebo stejnolehlost.

Sami ovéite, ze skladani dvou stejnolehlosti s riznymi stfedy neni komutativni a za-
lezi tedy na potadi, v jakém obé¢ stejnolehlosti skladame. Kdybychom v ptipad¢ vyse
uvedenych stejnolehlosti £, g vytvofili zobrazeni f o g, dostali bychom pro A u=1
posunuti o vektor (1 —A) (S—T).

Zatim jsme ukazali, Ze mnoZina tvofena vSemi posunutimi a vSemi stejnolehlostmi
prostoru A4 je uzaviena vzhledem k operaci skladani.

Také pro skladani téchto zobrazeni plati asociativni zékon.

Neutralnim prvkem vzhledem ke skladani je identita, kterou miizeme povazovat za
specialni pripad jak posunuti, tak stejnolehlosti.
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Inverznim prvkem k posunuti o vektor # je posunuti o vektor (—u), inverznim prvkem
ke stejnolehlosti se stfedem S a koeficientem A je stejnolehlost se stfedem S a koefi-
cientem 1/A.

Tim je dokézéano, ze mnozina vSech posunuti a stejnolehlosti prostoru 4 je grupou.
Pritom tato grupa je podgrupou grupy vsech afinit prostoru A4.

Definice 16: Necht’ A4 je afinni prostor se zamétenim V.
Grupa tvofena vSemi posunutimi a vSemi stejnolehlostmi prostoru 4 se nazyva
grupa homotetii prostoru A.

Uz vime, ze stejnolehlost, ktera neni identitou, ma prave jeden samodruzny bod — stred stej-
nolehlosti. Posunuti o nenulovy vektor zadny samodruzny bod nema. Jak posunuti, tak stejno-
lehlost ale zobrazi kazdou tsecku na usecku s ni rovnobéznou (viz obr. ¢. 20 pro posunuti
o vektor u a stejnolehlost se sttedem S a koeficientem A = 2). Plati tedy nésledujici véta.

S

X/

Y Y’ X’ Y’

Obrazek ¢. 20

Véta 31: Necht' A4 je afinni prostor se zaméfenim V.
Posunuti i stejnolehlosti prostoru A maji kazdy smér za smér samodruzny.

Diikaz: Formaln¢ tuto vétu dokazeme nasledujicim zpisobem:
Necht’ f je posunuti o vektor # € V. Pro libovolné body X, Y € 4 plati f(X) =X+ u,
f(Y)=Y+u. Potom f(X)— f(¥Y)=¢,(X-Y)=X-Y, kde ¢,je asociovany homo-
morfismus posunuti f. Kazdy smér X — Y je tedy pii posunuti / samodruzny. Zaroven
vidime, Ze vlastni ¢islo posunuti A = 1.
Je-li g stejnolehlost se sttedem S a koeficientem p, l1ze pro libovolné body X, ¥ € A
psatg (X)=S+uX-S5),g(Y)=S+u-=5).
Potom g (X) — g () = ¢, (X~ V) = (X=8) = u (Y= §) = u (X = 1), kde ¢, je
asociovany homomorfismus stejnolehlosti g. Kazdy smér X — Y je tedy pfi stejno-
lehlosti g samodruzny. Pfitom pfislusné vlastni ¢islo A je rovno p.

Véta 32: Necht’ 4 je afinni prostor se zaméfenim V.
Afinita prostoru A4, kterd mé kazdy smér za smér samodruzny, je bud’to posunuti,
nebo stejnolehlost prostoru A.
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Diikaz: Necht' f je afinita prostoru A4, pro kterou je kazdy smér smérem samodruznym.

Zvolme nenulovy vektor u € V, ktery urCuje smér {u}. Aby byl tento smér pii afini-
té f samodruzny, musi pro vektor u existovat A # 0 tak, ze ¢ (u) = A u, kde ¢ je aso-
ciovany homomorfismus afinity f.

Nejprve ukdzeme, ze vlastni ¢islo A nezavisi na volbé vektoru u.

Necht u, v € V jsou dva linearn¢ zavislé vektory, u # o, v # 0. Potom existuje a € R,
a#0tak, zev=cou.Plati o (v) = @ (au)=A (¢ u) ot u, kde A (¢ u) znaci vlastni
¢islo homomorfismu ¢ pfiislusejici vektoru o u.

Zaroven ¢ (v)=¢@(au)=a ¢ (u)= o A (u)u. V tomto ptipad¢ jsme vyuzili zaklad-
ni vlastnost homomorfismu ¢, A (#) znaci vlastni ¢islo homomorfismu ¢ ptislusejici
vektoru u.

Porovnénim obou vztaht pro ¢ (v) dostaneme rovnost A () = A4 (o u).
Vidime tedy, Ze dva linearné zavislé vektory maji stejné vlastni ¢islo.
Necht' u, v € V jsou dva linearné nezavislé vektory, u # o, v # o, pro které plati
p(u)=A(w)u, o(v)=A()w.
Potom o (u+v)=A(u+v)(u+v)=A(u+v)u+A(u+v)v, kde A (u+ v) znaci
vlastni ¢islo homomorfismu ¢ ptislusejici vektoru u + v.
Zaroven ¢ (u+v)=@(u)+ @ (v)=A(u)u+ A(v)v. Vtomto ptipad¢ jsme opét vy-
uzili jednu ze zakladnich vlastnosti homomorfismu ¢.
Porovnanim obou linearnich kombinaci ziskame diky linearni nezavislosti vektort u, v
rovnost A (u +v) = A (u) = A (v). Tedy pro vSechny nenulové vektory z V existuje
stejné vlastni ¢islo A # 0, pro které ¢ (u) = A u.
Nyni rozli§ime dva piipady:
1. Je-li A =1, potom ¢ (u) = u pro kazdy vektor u € V.
Zvolme libovolny, ale pevny bod B € A a oznatme v = f(B) — B.
Pro kazdy bod X e 4dje f(X)=f(B)+ o (X—-B)=f(B)+(X—-B)=
=X+ (f(B)y—-B)=X+v.
Afinita f je v tomto piipad¢ posunutim o vektor v = f(B) — B.
2. Necht' 4 # 1. Zvolme opét pevny bod B € A a ozname v = f(B) — B.
Pro kazdy bod X € A jenyni f(X)=f(B)+ o (X—B)=f(B) + A (X—B).
Chceme dokézat, ze toto zobrazeni je stejnolehlosti. Stred S této stejnolehlosti
najdeme jako samodruzny bod zobrazeni f:
S=f(B)+A(S-B),
S=B+(f(B)-B)+ A(S-B),
(§-B)-A(S-B)=f(B)-8B,
1-A) S -B)=v,
1

S—-B= v,

S:B+11 V.

Pro libovolny bod X € A plati f(X)=f(S)+ o (X-8)=S+A(X-9).
Afinita f je v tomto piipad¢ stejnolehlosti se sttedem S a koeficientem A.
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2.7 Shodna zobrazeni

V této kapitole postupné probereme zakladni vlastnosti shodnych zobrazeni. Shodna zobra-
zeni jsou pfitom (stejn€ jako na stiedni Skole) definovana jako zobrazeni, ktera zachovavaji
délky usecek. Na rozdil od ptedchozich kapitol tedy musime uvazovat eukleidovské prostory,
protoze v afinnim prostoru neni vzdalenost boda definovéna.

Definice 17: Necht’ E a E’jsou eukleidovské prostory.
Zobrazeni f: E — E’se nazyva shodné, jestlize pro kazdé X, Y € E plati
|f(X) ()] = XY

Véta 33: Necht' E a E’ jsou eukleidovské prostory.
Kazdé shodné zobrazeni f: E — E’je prosté a afinni.

Diikaz: Necht' f je shodné zobrazeni. Nejprve dokazeme, ze f je prosté.
Zvolme dva razné body 4, B € E. ProtoZe zobrazeni f je shodné, plati
| f(A) f(B)=|AB|#0. Pro A # B je tedy také f(4) # f(B).
Tim je dokézano, ze kazdé shodné zobrazeni je prosté.
Abychom dokézali, ze je také afinni, zvolme tfi navzdjem rtzné, kolinedrni body
A, B, C € E. Pfedpokladejme, Ze napt. bod C lezi mezi body 4, B.
Potom existuje A € R, 1 <0, tak, ze C— A4 = A (C — B). Vime, Ze bod C lezi na tisecce
AB pravé tehdy, kdyz v trojuhelnikové nerovnosti |[AB| < |AC| + |CB] plati rovnost,
tj. kdyz |AB|=|AC| + |CB|.
Protoze f je shodné zobrazeni, plati také rovnost | f(A) f(B)|=1|f(4) f(O)| + | f(C)f(B)|.
To ale znamend, ze bod f(C) lezi na usecce f(A4) f(B).
Existuje tedy A" € R, A’ <0, tak, ze f(C) — f(4) = A" (f(C) — f(B)). Odtud plyne
rovnost | f(C) f(A)| =[A"[|£(C) f(B)|.
Ze vztahu C — A = A (C — B) zase plyne rovnost |CA| = |A| |CB|. Protoze zobrazeni
fje shodné, lze psat také | f(C) f(A)| = |A]| | f(C) f(B)|.
Porovnanim obou vztahti pro | f(C) f(A4)| ziskdme rovnost || =|1"|.
Diky tomu, ze ob¢ ¢isla A, A" jsou zaporna (A <0, A’ < 0), musi byt A = 1".
To znamené, ze (C; 4, B) = (f(C); f(4), f (B)).

Tim je dokézano, Ze zobrazeni f je také afinni.

Dalsi dvé véty se tykaji vlastnosti homomorfismu asociovaného se shodnym zobrazenim.
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Véta 34: Necht' E a E’ jsou eukleidovské prostory.
Afinni zobrazeni f: E — E’je shodné pravé tehdy, kdyz jeho asociovany homo-
morfismus ¢ zachovava normu vektoru, tj. kdyz pro kazdy vektor u € V (E) plati

[ (@)l = [ul.

Diikaz: (1) Necht je afinni zobrazeni f shodné.
Zvolme libovolny vektoru € V(E)abody X, Y € Etak,Zeu =Y - X.
Oznacme f(X) =X, f(Y)=Y"
Plati p (u) =@ (Y -X) = f(¥) - f(X) =YV'- X"
Tedy |l ()| =[|Y"=X"|| = X" Y]
Protoze je zobrazeni f shodné, je | X'Y’| = |XY]|.
Odtud [[@ (w)|| = 1Y’ = X"|| = |X"Y"| = | XY]| = [|[Y - X|| = |[u]].

(2) Predpokladejme, Ze asociovany homomorfismus ¢ zachovava normu vektoru.
Zvolme opét body X, Y € E a ozna¢me jejich obrazy pfi afinnim zobrazeni f jako
fX)=X,f(Y)=Y.Platip(Y-X)=Y - X"

Potom | X"Y’| = ||Y" = X"[| = [l@ (Y - X)|| = [|[¥ - X[| = [XT].
Zobrazeni f je tedy shodné.

Véta 35: Necht’ E a E’ jsou eukleidovské prostory.
Afinni zobrazeni f: E — E’je shodné pravé tehdy, kdyz jeho asociovany homomorfis-
mus ¢ zachovava skalarni soucin vektort, tj. kdyz pro kazdé dva vektory u, v € V (E)

plati @ (u) o @ (v) =u ov.

Diikaz: (1) Necht je afinni zobrazeni f shodné.

Z véty 34 vime, Ze asociovany homomorfismus ¢ shodného zobrazeni f zachovava
normu vektoru. Jak zndmo, norma vektoru souvisi se skalarnim sou¢inem podle

vztahu ||u|| = Vuou.

Pro libovolné dva vektory u, v € V (E) ale plati
(u+tv)o(u+tv)=uou+2uov+vov, neboli
e+ vl* = [u]|* + 2w o v+ ||v].

Odtud
uov= % Clla+ )" = [lul)” =¥ ]I*).
Podobné
@ (1)o@ (v) :% (I (@) + o M~ lle @)II* ~llo ).
Protoze ¢ je homomorfismus, plati ¢ (#) + ¢ (v) = ¢ (u + v). Odtud
@ (u)o @ (v) :% (e (u+w)II” = llo @I~ llo M)
Protoze ¢ zachovava normu vektoru, plati ||@ (u + v)|| = ||u + v||, ||@ (w)]| = ||u]|,

Il I = [[vl].
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Potom
1
@ (u)o @ (v) =3 ([l + > =lu]*~[|v[]*) =wuov.

(2) Predpokladejme, Ze asociovany homomorfismus ¢ zachovava skaldrni soucin.
To znamena, Ze pro libovolné dva vektory u, v € V(E)je @ (u)o ¢ (v) =uov.
Polozme v = u. Potom ¢ (1) o ¢ (u) = u o u, neboli || (u)||> = ||u||’.
Protoze norma vektoru je vzdy Cislo nezaporné, musi byt || (u)|| = ||u/||.
To znamen4, ze asociovany homomorfismus ¢ zachovava normu vektoru.
Podle véty 34 je tedy zobrazeni f shodné.

Véta 14 tikala, ze afinni zobrazeni je jednoznacné urceno obrazy vhodného poctu linearné
nezavislych boda. Nasledujici véta specifikuje, kdy je takové afinni zobrazeni shodné.

Véta 36: Necht’ E a E’jsou eukleidovské prostory, necht’ dim E = n.
Jsou-li P,, P,, ..., P, linearn¢ nezavislé¢ body prostoru E a P’, P’, ... , P’ jsou
libovolné zvolené body prostoru E’, pak afinni zobrazeni f: E — E’, pro které plati
f(P)=P’.prokazd¢i=0, 1, ..., n, je shodné prave tehdy, kdyz zachovava vzdale-
nosti, tj. kdyz | P P’| = |P,P;| pro vSechna i,j =0, 1, ... , n.

Diikaz: (1) Je-li zobrazeni f shodné¢, je podminka | P’ P’| = |P,P,| pro vSechna i, j =0, 1, ..., n
splnéna piimo z definice shodného zobrazeni.
(2) Piedpokladejme, Ze [P’ P’| = | PP, pro vSechna i,j =0, 1, ..., n.
Oznaéme ¢;= P,— Py, e’,= P’ — P,yproi=1, ..., n,
eJ:Pj*P(), e;:P;*P/()pI'Oj: 1’ oo ,l’l.

Vektory e, ..., e, jsou podle véty 7 linearné¢ nezavislé, tvoti tedy bazi zaméteni
V (E) prostoru E. Vektory e, ... , €’, jsou obrazy této baze pii asociovaném homo-
morfismu ¢.

Potom || e|| = [P, Py| =P P, =[]l ¢l = |PPo| = |P PG| =l e]].
Dale plati e, — ¢; = (P, — P)) — (P,— P)) = P,— P,
e\—e}=(P\~Py)— (P}~ P}) =P\~ P,
le;— el = PP = |P\P| = &}~
Pro vektory e, e; 1ze odvodit vztah
(e,—e)o(e,—e)=eoce—2eoce+eoe,
l|le;— esz = Hein -2e¢o0 e+ Hej||2>

1 2 2 2
€;c¢e = 5 (el +||ej|| _Hei_ejH )-

i , . 1 2 2 2
Z vySe uvedenc¢ho plyne, Ze e; o ¢; = 5 (lleiI”+llefll” —lle;—e’||”) = e, o e

Homomorfismus ¢ tedy zachovava skalarni soucin vektort e;, e;.
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Uvazujme nyni libovolné dva vektory u, v € V (E), které lze ziejmé zapsat ve tvaru
u= Zui e,,v= Zvj e;.
i=l J=1

Potom

n

‘P(”)°¢(V)=(i”i (P(ei)j‘{i"j <p(e,-))=z " u v, eioe;=

i=l j=1

n n n n
=D 2 UV e0e;=| Due; 0| D v e, | =ucy.
i=1 =1

i=l j=1

To znamen4, Ze asociovany homomorfismus ¢ zachovava skalarni soucin libovol-
nych dvou vektort u, v € V (E). Zobrazeni f je tedy podle véty 35 shodné.

Podle vét 14 a 36 je napi. shodné zobrazeni eukleidovské roviny E, do prostoru E’jedno-
znacn¢ urceno obrazy vrcholl libovolného trojuhelniku ABC v roviné E,. Aby ale takové
shodné zobrazeni vlibec existovalo, musi byt |4’'B’| = |4AB|, |B'C’| =|BC| a|4A'C’| =|AC],
neboli trojuhelniky ABC a 4’ B’ C” musi byt shodné.

Definice 18: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Shodné zobrazeni f: E — E se nazyva shodnost prostoru E.

Véta 37: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Shodnost prostoru E je vzajemné jednoznacné zobrazeni.

Diikaz: 7 véty 33 vime, ze shodné zobrazeni f: E — E je prosté.
To podle véty 17 znamend, Ze také jeho asociovany homomorfismus ¢ : V (E) —> V (E)
je prostym zobrazenim.

Odtud plyne, ze homomorfismus ¢ je vzajemné jednoznacné zobrazeni.
Opét podle véty 17 plati, ze zobrazeni f je také na, neboli f je vzajemné jednoznacné.

Véta 38: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Vsechny shodnosti prostoru E tvoti grupu vzhledem ke skladani.

Diikaz: Uvazujme dvé shodnosti f a g prostoru E.
Protoze shodnosti f a g zachovavaji vzdalenosti, je ziejmé, Ze také slozené zobrazeni
g o f bude zachovavat vzdalenosti, tj. g o f bude také shodnost.

Skladani libovolnych tii zobrazeni je asociativni, tedy specialn¢ skladani tfi shodnosti
je asociativni.

Neutralnim prvkem vzhledem ke skladani je identita, kterd je zfeymé shodnosti.
Inverzni zobrazeni f~!' ke shodnosti f také zachovava vzdalenosti, tj. f~! je shodnost.
Tim je diikaz proveden.
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Nasledujici véta se tykad analytického vyjadieni shodnosti a stanovuje podminku, kterou
musi matice analytického vyjadieni afinniho zobrazeni spliiovat, aby se jednalo o shodnost.

Véta 39: Necht’ E je eukleidovsky prostor dimenze 7.
Je-1i v prostoru E zvolena KSS a afinni zobrazeni f: E — E ma vzhledem k ni ana-
lytické vyjadieni

n
. r__ ;] —
fixi= E a;x;,+b,proj=1,..,n,
i=1

pak f je shodnost prostoru E praveé tehdy, kdyz matice 4 = (a;,) je ortogonalni, tj.
kdyz plati AT- A4 = I, kde AT je matice transponovana k matici 4 a / je jednotkova ma-
tice radu n.

Uvedena rovnost A7-4 = [ je ekvivalentni rovnosti 4-A” = [ a vyjadiuje, Ze matice A7 je
inverzni matici k matici 4.

Pro matici A, ktera tuto rovnost splituje, se kromé pojmu ortogonalni pouziva také oznaceni
ortonormalni, nebot’ vektory urcené fadky takovéto matice tvori ortonormalni bazi ptislusného
vektorového prostoru (kazdé dva vektory jsou navzajem kolmé a navic jsou vSechny normo-
vané, maji jednotkovou velikost).

Diikaz: (1) Predpokladejme, Ze zobrazeni f je shodnost.
Necht’ je zvolena KSS v prostoru E dana pomoci ortonormalni baze e,, ... , e,.
Protoze asociovany homomorfismus ¢ podle véty 35 zachovava skalarni soucin,
plati ¢ (e;,) o @ (e,) =e;0 €, =0, kde 6,,=0proi#kad, =1proi=k
Na druhé strané lze psat

(P(ei) zzaji ej’ (p(ek) =Zark er'
Jj=1 r=1

Odtud

(P(ei)o(p(ek):[ ajiej]o( a. e,j=22aﬁa,kejo e, =
1
o

~
]

Il
N
=
R
x
5
Il
N
=
N
~.
=

=1 r=1 j=1

~

Porovnanim obou vztahtli pro ¢ (e;) o ¢ (e,) ziskdme rovnost

Zaﬁ a, =6,,neboli AT.-4 =1.
j=1
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(2) Predpokladejme, ze plati A7- A = I, neboli Zaﬁ ay =0,-
=1
Afinni zobrazeni f ptitadi bodu X=[x,, ..., x,] € Ebod f(X)=X"=[x",...,x" ] € E
abodu Y=y, ..,y,] € Eptitadibod f(Y)=Y"=[y", ..., )’",] € E tak, ze

x" =Zaﬁ x;+b, ay =Zaﬁ y;+b;proj=1,..,n
i=1 i=l
Ptitom plati

SO = 0 -2y =Y {iaﬁ(y,» —x,-)} .

j=1 L=l

Odtud postupné dostaneme

SO SO =Y {iaﬁ (v, x»} {ia,k (7, m} =

j=1 L=l

:izn: (iaﬁ ajk](yi _xi)(yk _xk) =

i=l k=1 \_j=l

:Zn:Zn:Sik(yi _xi)(yk _xk): i(yi _xi)2 = |AXY|2

i=l k=1

Vidime tedy, ze | f(X) f(Y)| = |XY|. Tim je dok4dzéno, ze zobrazeni f je shodnost.

Z ptedchozi véty vime, Ze matice 4 = (a;;) analytického vyjadieni kazde shodnosti vzhledem
ke KSS je vzdy ortogonalni, tj. plati pro ni vztah A”- 4 = I. Podle véty o soucinu determinantt
odtud plyne det A7-det 4 = det /. Protoze determinanty navzajem transponovanych matic se
rovnaji (det A7 = det 4), plati (det 4)° = det /=1, neboli det 4 = £1.

Podle toho, ktera z obou rovnosti pro det 4 nastane, rozliSujeme shodnost ptimou (det 4 = 1)
a nepiimou (det 4 = —1). Pfitom tato definice pfimé a nepfimé shodnosti neni v rozporu se
sttedoskolskou predstavou o pfemistovani piimo a nepiimo shodnych utvara.

Definice 19: Necht’ E je eukleidovsky prostor.
Shodnost f prostoru E se nazyva piima, jestlize matice v analytickém
vyjadieni f vzhledem ke KSS ma kladny determinant.
Shodnost f prostoru E se nazyva nepiima, jestlize matice v analytickém
vyjadieni " vzhledem ke KSS ma zaporny determinant.

Abychom prokézali korektnost vySe uvedené definice (tj. nezavislost definovaného pojmu
na volbé KSS), je tieba jesté ovérit, Zze se znaménko determinantu uvedené matice nezméni pti
volbé jiné KSS.
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Necht je v prostoru E zvolena KSS pomoci baze M = {e,, ... , ,} a shodnost f: E — E ma

vzhledem k této KSS analytické vyjadreni f:x’ = Za X +b; proj=1,..n

i=1

Matice 4 = (a;) je piitom matici homomorfismu ¢ vzhledem k bazi M.

Pokud chceme urcit matici homomorfismu ¢ vzhledem k jiné ortonormalni bazi N, musime
matici 4 zleva vynasobit matici B a zprava matici C, kde B je matice prechodu od baze M
k bazi N a C je matice pfechodu od baze N k bazi M. Matice B-A4 - C je potom matici homo-
morfismu ¢ vzhledem k bazi N.

Pfitom podle véty o soucinu determinantl plati det (B-A4-C) = det B-det 4 -det C. Protoze
ob¢ matice piechodu jsou navzdjem inverzni (C = B'), je det C = 1/(det B).

Odtud det (B-A4-C) = det 4.

Vidime, ze znaménko determinantu matice analytického vyjadfeni se nezméni pti volbé
jiné KSS. Definice 19 proto nezavisi na volbé soustavy soufadnic.

Z véty 38 vime, ze vSechny shodnosti dané¢ho prostoru tvoii grupu vzhledem ke skladani.
Nyni dokazeme, ze také vSechny piimé shodnosti tvoii grupu, ktera je ziejme podgrupou grupy
vSech shodnosti.

Véta 40: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Vsechny ptimé shodnosti prostoru E tvoti grupu vzhledem ke skladani.

Diikaz: Necht' f a g jsou dvé pfimé shodnosti prostoru E, jejichz analytické vyjadieni vzhledem
ke zvolené KSS maji tvar

n
. '_
Six] —Zaﬁxi+bj,
i=1

n
g: X =chkxk +d,; proj=1,..,n
k=1

Pfitom ob€ matice 4 = (a;) a C = (c;) maji kladny determinant (det 4 > 0, det C > 0).
SloZené zobrazeni g o f bude mit analytické vyjadieni

gof:x =chk (Zaki X, +bkj+dj,
k=1 i=l

n n n
ro__ ; —
X, = E E Chp Ay X; + E cyby+d; proj=1,..,n
k=1

k=1 i=1
Vidime, Ze matici analytického vyjadieni slozeného zobrazeni g o f je matice C- 4.
Protoze det 4 > 0, det C > 0, je také det (C-A4) = det C-det 4 > 0.
Slozenim dvou ptimych shodnosti je tedy opé€t ptima shodnost.
Skladani libovolnych tii zobrazeni je asociativni, tedy specialné skladani tfi ptimych
shodnosti je asociativni.
Neutralnim prvkem vzhledem ke skladani je identita, kterd je ptimou shodnosti, nebot’
jednotkova matice ma kladny determinant.
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Inverzni zobrazeni f~' k pfimé shodnosti /" je opét pfimou shodnosti, nebot’ matici jeho
analytického vyjadreni je matice A~! inverzni k matici 4 a det 4! = 1/(det 4) > 0.
Tim je dikaz proveden.

Na rozdil od ptimych shodnosti vS§echny nepiimé shodnosti daného prostoru grupu netvoii.
Slozenim dvou nepiimych shodnosti je shodnost pfimé, mnozina tvofend vSemi nepfimymi
shodnostmi tedy neni uzaviena vzhledem ke skladani. Navic v této mnoziné chybi neutralni
prvek vzhledem ke skladani, nebot’ identita patii mezi shodnosti ptimé.

Véta 41: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Je-1i A vlastnim ¢islem homomorfismu ¢ asociovaného shodnosti f prostoru E,
pak A =1, nebo A =—1.

Diikaz: Je-1i A vlastnim ¢islem homomorfismu ¢, pak existuje nenulovy vektor u € V (E) tak,
ze @ (u) = A u. Protoze asociovany homomorfismus ¢ podle véty 34 zachovava normu
vektoru, plati | @ (u)]| = ||u]|.

Na druhou stranu z vyse uvedeného plyne || (u)|| = || A u|| = |A| ||u]|.
Porovnanim obou vztahti pro ||@ (u)|| ziskdme rovnost ||u|| =|A| ||u]|, odkud |A| = 1.

Véta 41 jinymi slovy tika, Ze vektor u # o generuje samodruzny smér shodnosti f, jestlize
se pii asociovaném homomorfismu ¢ zobrazi sam na sebe (¢ (#) = u), nebo se zobrazi na vek-
tor k nému opacny (¢ (u) = —u).

Dale se budeme zabyvat symetrii podle podprostoru a ukdzeme, ze kazda symetrie podle
podprostoru je involutorni shodnost, a naopak, kazda involutorni shodnost je symetrii podle
podprostoru.

Definice 20: Necht je v eukleidovském prostoru E, zvolen podprostor E’,.
Symetrii prostoru E, podle podprostoru E’, budeme rozumét takové zobrazeni
f: E,—> E,, které kazdému bodu X € E, piitadi bod f(X) =X’ € E, takovy, ze
stied S tsecky XX’ je kolmym primétem bodu X do podprostoru E’,.

Véta 42: Necht’ E, je eukleidovsky prostor.
Symetrie prostoru E, podle libovolného podprostoru E’, prostoru E, je involutorni
shodnost.

Diikaz: Necht' f je symetrie prostoru E, podle podprostoru E”,.
Zvolme libovolné dva body X, Y € E, a ozna¢me jejich kolmé praméty do podprosto-
ru E’, jako X, Y. Pro obrazy X’= f(X)a Y’= f(Y) bodi X, Y potom podle definice 20
plati X’=X+2 (X -X),Y'=Y+2(Y-Y).

63



Potom X' - Y'=(X-Y)+2(X-X)-2(Y-Y)=
=X-N+X-X)+X-X)-(Y-Y)-(Y-Y)=
=X-X+Y-N+[X-VN+X-X)]-(Y-Y)=
= X-X)+(Y-N+X-Y)+(Y-Y).

Odtud X' - Y =(X-X)+(Y-+X-Y)=u+(X-7),

kde jsme oznaciliu = (X - X))+ (Y-7Y).

Vektor u je ziejmé kolmy k zaméieni V (E%,), vektor X — Y € V (E%,).

Podobné vektor X — Y lze vyjadiit ve tvaru X - Y= (X - X)+(Y - Y)+ (X -Y) =

=—u+(X-Y).

Oba vektory X’ — Y"a X — Y jsme vyjadrili jako soucet dvou navzdjem kolmych vek-

tord. Pomoci Pythagorovy véty dostaneme rovnost

1X" = Y7|1* = Jlu||* + |IX = Y[I” = [|X - Y",

odkud || X" = Y’|| = ||X - Y||, neboli | X" Y| = | XY|. Zobrazeni f je tedy shodnost.

Abychom dokazali, Ze je tato shodnost involutorni, je tieba ov¢éfit, ze zobrazeni f o f,

které bodu X ptifazuje bod X", je identita.

ZiemE X=X +2 (X -X)=[X+2 (X -X)]+2[X - X +2 (X -X))] =

=X+2X-X)+2X-X)-4(X-X)=X

Vidime, ze (fo f) (X)=X"=X.

Tim je dikaz proveden.

Véta 43: Necht' E, je eukleidovsky prostor.
Kazda involutorni shodnost prostoru E, je symetrii tohoto prostoru podle nékterého
podprostoru.

Diikaz: Necht' f je involutorni shodnost prostoru E,.

Zvolme libovolny bod 4 € E,. Pro stifed S Gsecky 4 f(A) plati S = %A + % f(4),

odkud f(S)=%f(A)+%f(f(A))=%f(A)+%A=S, nebot’ f je involuce.

Stied S Gsecky 4 f(A4) je tedy samodruznym bodem zobrazeni f.

Tim je zatim dokazéano, Ze mnoZina vSech samodruznych bodl zobrazeni f je neprazd-
na. Podle véty 20 je tedy podprostorem prostoru E,.

Zvolme libovolny vektoru € V (E,) abody 4, B € E, tak, ze u = A — B.

Je-1i g asociovany homomorfismus zobrazeni f, plati ¢ (u) =@ (4 —B) = f(4)— f(B),
@ (@) =f(f(4)-f(fB)=4-B=u.

Protoze pro kazdy vektor u € V (E,) je ¢ (¢ (u)) = u, je také asociovany homomor-
fismus @ involutornim zobrazenim.
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Podle véty 41 generuje vektor u # o samodruzny smér shodnosti f, jestlize ¢ (u) = u,
nebo ¢ (u) = —u. Ptitom kazdy vektor u € V (E,) lze zapsat ve tvaru

u=§<u+<o(u))+%(u—go(u)).

Pro vektory u + ¢ (u) a u — ¢ (u) plati
puto@)=p@+o(p)=¢@)+u=u+eu),
pu—@@)=9@)-@(@)=e¢@)-—u=—(u-0¢ ).

Pro kazdy nenulovy vektor u tedy vektor u + ¢ (u) predstavuje vlastni vektor homo-

morfismu ¢ pfisluSejici vlastnimu Cislu A = 1, vektor u — ¢ (u) je vlastnim vektorem
odpovidajicim vlastnimu ¢islu A = —1.

Oznac¢me V' resp. V (=1 yektorovy podprostor tvoieny vSemi vlastnimi vektory
homomorfismu ¢, kterym odpovida vlastni ¢islo A =1 resp. A =—1.

Libovolny vektor u € V (E,) jsme vyjadfili jako soucet vektorit z obou podprostorti
VM a V' (-D, To znamena, Ze vektorovy prostor V je spojenim podprostortt V(D a ' (-1,
V=V + pEn,

Pfitom prinik podprostord ¥ (1) a ¥ (=D je trivialni, nebot’ pouze nulovy vektor spliu-
je soucasn¢ ob¢ podminky ¢ () = u a ¢ (u) = —u. Vektorovy prostor V je proto
direktnim souétem podprostorat V(M a VD V=P 1) g (-,

Zvolme nyni vektory u € V) av e VD, Plati ¢ (u) = u, ¢ (v) =—v, tedy

@ (u)o @ (v)=uo(—v)=—uov. Protoze homomorfismus ¢ podle véty 35 zachovava
skalarni soucin, musi byt soucasné ¢ () o @ (v) =u o v.

To znamen4, Ze u o v = 0, neboli vektor u je kolmy k vektoru v.

Podprostory V(1) a V(=D jsou tedy navzajem kolmé, V' (=D je ortogonalnim doplitkem
prostoru ¥ (1),

Ozna¢me E (D = {S, V' (D} podprostor prostoru E, ur¢eny bodem S (stfed usecky 4 f(4))
a vektorovym prostorem V' (1), Kazdy bod X € E M lze psat ve tvaru X = S + v,,
kde v, € V(. Potom f(X)=f(S)+ o (v,)=S+v,=X.

Kazdy bod prostoru E (1 je tedy pii zobrazeni f samodruzny.

Je-li naopak bod X € E, pii zobrazeni f samodruzny, je f(X) = X. Bod X lze ziejmé
zapsat ve tvaru X =S+ u,kde u € V (E,). Potom f(X)=f(S)+ o (u)=S+ o (u)=X.
Musi tedy platit ¢ (u) = u, vektor u € V (1),

Kazdy samodruzny bod X proto lezi v podprostoru E (1. Podprostor E (1) tvofi mno-
zinu vSech samodruznych bodl zobrazeni f.

Zbyva ovéfit, ze zobrazeni f je symetrii podle podprostoru E (1),

Zvolme bod X € E, — E (). Oznacme E, = {X, V' D} podprostor prostoru E, ureny
zvolenym bodem X a vektorovym prostorem V (=1, Protoze prostor V' (-1) je orto-
gonalnim doplitkem prostoru ¥ (1), protnou se prostory Ey, a E (1) v jediném bodg¢,
ozna¢me tento bod X.
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Ziejmé plati X = X +v_,, kde vektorv_, =X — X € V' (-D),

Odtud X=X v, fX)=f(X)—@(v,)=X—(-v_) =X +v_,nebot bod X € E(1)
je pfi zobrazeni f samodruzny. Rovnost f(X) =X +v_, =X + (X — X) vyjadiuje, Ze
bod f'(X) je soumérny s bodem X podle podprostoru E (1,

Tim je dikaz proveden.

V definici 12 jsme zavedli pojem zakladni afinita afinniho prostoru jako oznaceni pro vza-
jemné¢ jednoznacné afinni zobrazeni, jehoz mnozina vSech samodruznych bodi je nadrovinou
daného prostoru. Bude-li takové afinni zobrazeni navic shodné, budeme ho nazyvat zakladni
shodnosti.

Definice 21: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Zékladni shodnosti prostoru E budeme rozumét takovou shodnost prostoru E,
ktera je soucasné zékladni afinitou.

Véta 44: Necht E je eukleidovsky prostor dimenze n.
Kazda zakladni shodnost prostoru E je symetrii tohoto prostoru podle své nadroviny
samodruznych bodt.

Diikaz: Necht' f je zékladni shodnost prostoru E, jejiz mnozinou vSech samodruznych bodl
je nadrovina p prostoru E.
Zvolme bod X € E — p a ozna¢me jeho kolmy pramét do nadroviny p jako X;.
Dale zvolme body X,, X, ... , X, € p tak, aby skupina bodi X, X,, ... , X, byla
linearné nezavisld. Potom také body X, X, X,, ... , X, budou linedrné nezavislé.
Body X, X,, ... , X, € pjsou navic pfi zakladni shodnosti f samodruzné,
plati /(X,)=X,prokazdéi=1, ..., n.
Obraz bodu X pii zdkladni shodnosti / oznacme f(X) = X". Ztejm& X" # X.
Podle véty 36 pro shodnost f plati | X" X,| = |XX,| pro kazdé¢ i=1, ..., n.
Pro i =1 ziskdme rovnost | X" X,| = | XX||, ktera ik, Ze bod X, je stfedem usecky XX".
Vektor X — X, je pfitom kolmy ke vS§em vektorim ze zaméfeni V' (p) nadroviny p.
To znamena, Ze napt. (X — X;) o (X, — X,) =0, nebot X, — X, € V (p).
Protoze asociovany homomorfismus ¢ shodnosti f podle véty 35 zachovava skalarni
soucin, je také @ (X — X))o o (X, - X,) =(X"— X)) o (X, - X,)=0.
To znamend, zZe 1 vektor X" — X, je kolmy ke vSem vektorim ze zaméteni V (p).
Body X a X" jsou proto soumérné sdruZzeny podle nadroviny p.
Tim je dikaz proveden.

ProtozZe kazda nadrovina je podprostorem daného prostoru, je podle véty 42 kazda zékladni
shodnost navic involutorni. To je ovSem zfejmé jiz z pfedchoziho dikazu.

Lze také dokazat, ze zékladni shodnosti patii mezi shodnosti neptimé.
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Na rozdil od zékladni afinity (viz véta 23) je zédkladni shodnost eukleidovského prostoru £
(jakozto symetrie podle nadroviny) jednozna¢né uréena pouze mnozinou svych samodruznych
bodt, tj. nadrovinou prostoru E. Stejné tak je jednoznaéné urcena pouze dvojici odpovida-
jicich si riznych bodi 4, B (vzhledem k involutornosti zdkladni shodnosti pfitom neni tfeba
rozlisit, ktery z téchto bodi je vzorem a ktery je obrazem). PfisluSna nadrovina samodruznych
bodu v tomto ptipadé prochazi stiedem tisecky AB a je k ni kolma.

Zékladni shodnosti maji v eukleidovském prostoru podobny vyznam jako zakladni afinity
v afinnim prostoru (viz véta 24). Kazdou shodnost eukleidovského prostoru lze totiz slozit ze
zakladnich shodnosti.

Véta 45: Necht E je eukleidovsky prostor dimenze n.
Ke kazdé shodnosti f prostoru E existuje k zékladnich shodnosti £, ..., f,,

kde k<m+1,tak,ze f=f,0f, ;0..0f,0 f,

Diikaz: Zvolme v prostoru E linearné nezavislé body P, P, ..., P,.
Podle véty 14 je shodnost f prostoru E jednoznacné uréena obrazy téchto bodu.
Ptedpokladejme, ze f'(P,) =Py, f(P,) =P, ..., f(P,)=P’.

Uvazujme zékladni shodnost £}, kterd zobrazuje bod P, na bod P, tj. plati 1, (P,) = P’.
Tato shodnost bude symetrii podle nadroviny p, kterd prochazi sttedem tsecky P, P’
a je k ni kolma. Oznaéme f,(P,) =P, proi=1,2,..,n.
Dale uvazujme zakladni shodnost f,, pro kterou f,(P,;) = P’,. Tato shodnost bude
symetrii podle nadroviny p, kolmé k usecce P, P’, a obsahujici jeji stfed. Oznacme
nyni f,(P,;,)=P,;proi=2,3, ..., n.
Pfitom nadrovina p, prochdzi také bodem P’;, nebot’ diky tomu, Ze zobrazeni f a f,
jsou shodna, plati [Py P,\| = |f(Py) f (P))| = | PP,

|PoP\[ = f1 (Po) Sy (P)| =[PPy, odkud | P Pyy| = [P} P.
Bod P’, mé od bodii P, a P’, stejnou vzdalenost, musi tedy leZet v nadroving p,.
Analogicky: zakladni shodnost f3, pro kterou f5(P,,) = P/, bude symetrii podle nad-
roviny p,, ktera bude prochazet obéma body P/, a P’,.
Dale postupujeme induktivné.
Posledni zakladni shodnost f, . |, ktera zobrazi bod P,, na bod P’,, pak bude symetrii
podle nadroviny p, ., obsahujici vSechny body P, P’,, ..., P’

n—1+

Slozena shodnost f,., o f, 0 ... o f, o f, zobrazuje bod P,nabod P’ proi=0, 1, ..., n,
je tedy totozna se shodnosti f. Tim jsme ukazali, ze kazda shodnost f je sloZena z nej-
vyse n + 1 zakladnich shodnosti. Pocet zdkladnich shodnosti ale mize byt i nizsi.

V piipadé, ze by se pii zakladni shodnosti f, bod P, zobrazil pfimo na bod P’,, by
nam jedna zakladni shodnost ubyla. Pocet zédkladnich shodnosti se tak podobné jako
v pripad¢ zdkladnich afinit mlze snizit. Proto pro pocet & zakladnich shodnosti plati
nerovnost k <n + 1.

Postup pfi rozkladu shodnosti f na zakladni shodnosti 1ze opét priblizit schématem
podle obr. €. 13 (viz str. €. 43).
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Ilustrujme uvedenou vétu na prikladu ptimé shodnosti v eukleidovské roviné E ,.

Podle véty 45 1ze kazdou (pfimou i neptimou) shodnost v roving slozit ze zdkladnich shod-
nosti roviny, tj. ze symetrii podle piimek.

Zvolme tedy v roviné E, ptimo shodné trojuhelniky ABC a A’B’C”’ (viz obr. €. 21) a uva-
zujme shodné zobrazeni f, pro které plati f(4)=A4", f(B)=B', f(C)=C".

Sestrojme nyni osu soumérnosti o, tak, aby se v osové soumérnosti podle ptimky o, bod 4
zobrazil do bodu 4 = 4’. V této soumérnosti se potom bod B zobrazi do bodu B a bod C do
bodu C.

Dale sestrojme osu soumérnosti o, tak, aby osova soumérnost podle ptimky o, zobrazila
bod B do bodu B’. Z obr. &. 21 potom vidime, Ze osa 0, prochazi pravé bodem 4 = 4’a osova
soumérnost podle piimky o, zobrazi také bod C do bodu C”.

Tim jsme ukazali, ze pfimou shodnost eukleidovské roviny mtzeme slozit ze dvou zékladnich
shodnosti (osovych soumérnosti). Sami ovéite, ze neptimou shodnost eukleidovské roviny 1ze
slozit ze ti1 zakladnich shodnosti.

Obecn¢ plati, ze kazdou piimou (nepiimou) shodnost eukleidovského prostoru Ize slozit ze
sudého (lichého) poctu zakladnich shodnosti. To plyne z toho, ze zakladni shodnosti patii me-
zi shodnosti nepiimé.

Obrazek ¢. 21
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Na zavér této kapitoly ukdzeme, v jakém tvaru lze zapsat analytické vyjadieni kazdé za-
kladni shodnosti.

Véta 46: Necht’ E je eukleidovsky prostor dimenze n se zvolenou KSS.
Necht’ p je nadrovina prostoru E, kterd ma vzhledem ke zvolené KSS rovnici
cx,t..+tec,x,+c,,,=0.
Je-1i f zakladni shodnost, jejiz mnozinou vSech samodruznych bodt je nadrovina p,
lze analytické vyjadreni zakladni shodnosti f zapsat ve tvaru

' 2cj
fix=x, ———(cx +..+¢,x, ¢

2
>
i=1

), kde j =1,...,n.

n+l

Diikaz: Protoze zakladni shodnost f je soucasné zékladni afinitou, existuji podle véty 25 Cisla
Aty o s A, € R tak, Ze analytické vyjadieni zakladni shodnosti f bude mit tvar
fixi=x;+A;(cix, +...te,x,tc,), kdej=1,..,n

Zakladni shodnost f je na rozdil od zakladni afinity nadrovinou p ur¢ena jednoznac¢né.
Podminku pro urCeni Cisel A; v tomto pfipad¢ ziskame nasledujicim postupem.
Zvolme bod X € E — p a ozna¢me f(X) = X". Aby zadkladni shodnost f byla symetrii
podle nadroviny p, musi byt soucasné splnény dvé podminky:

1) vektor X”— X musi byt kolmy na zaméfeni V' (p) nadroviny p,

2) stfed S GseCky XX’ musi lezet v nadroviné p.

ad 1) Vektor X" — X a normélovy vektor n = (c,, ..., ¢,) nadroviny p musi byt linearné
zavislé. To znamena, Ze existuje A € R tak, Ze x’, —x; = A¢;proj =1, .., n.
Odtudx,=x,+A¢c,proj=1,..,n.

ad 2) Soutadnice stiedu S usecky XX’ musi vyhovovat rovnici nadroviny p.

Po dosazeni postupné ziskame

! !
1u+... c, Yo T X +c¢,,, =0, /2

2 2
X, +..+c,x, +ex +...+c,x, +2¢,,, =0,
X, +...+c,x, +c,(x,+Ac)+...+c, (x, +Ac )+2c,,, =0,
2(c,%, 4.t e, x, +¢,. )+ A (e, +..+¢,’) =0,

P 2(e,x, +...4+c,x,+c,.,)

2 2
¢ +..tc,

Potom

2c

J

! .
xX;=x;,+Ac;,=x, - (e;x, +..4c¢,x, +c,,,), kde j=1,...,n.

n

2
2.¢

i=1

Tim je diikaz proveden.
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2.8 Klasifikace shodnosti v roviné

Tato kapitola je vénovana ptehledu vSech typti shodnosti eukleidovské roviny. Shodnosti
v roving ptfitom budeme klasifikovat podle jejich samodruznych bodi a sméra.

Necht’ je v eukleidovské roving E, zvolena KSS. Vzhledem k ni necht’ ma shodnost f roviny
E, analytické vyjadreni
fix'=ax+by+p,
yv'=cx+dy+gq,kdea,b,c,d, p,q € R.

a
Podle véty 39 musi byt matice 4 = (

b
j shodnosti f ortogonalni, tj. musi pro ni platit
c

vztah 4 -AT = [, kde [ je jednotkova matice 2. fadu. Po dosazeni ziskame rovnost

a b)) (a c_az+b2 ac+bd_l 0
¢ d)\b d) \ac+bd *+d>) 0 1)

Tato rovnost bude splnéna, budou-li souéasné splnény podminky a’ + b° =1, ¢’ +d’* =1,
a ¢ + b d=0. Aby byla splnéna podminka a” + o> = 1, sta¢i poloZit a = cos a, b = sin o pro
vhodny thel a.

Pro koeficienty ¢, d pak musi platit a ¢ + b d = 0, neboli vektory (a, b) = (cos a, sina) a (c, d)
musi byt navzdjem kolmé. Lze proto volit bud’ ¢ = —sin a, d = cos a, nebo
c=sina,d=—cos .
V obou piipadech pak bude splnéna také posledni podminka ¢+ d* = 1.

Pro matici 4 tak mohou nastat dvé moznosti:
cosa sina cosa sina
A= ) , nebo A=| . .
—sina  coso sina  —cosa
V prvnim ptipadé je det 4 = cos’o + sin’o = 1, jedna se tedy o shodnost piimou, druhy pfi-
pad odpovida shodnosti nepiimé, pro kterou det 4 = —cos’a — sin’a = —1.

(1) Uvazujme nejprve piimé shodnosti v roving.
Analytické vyjadieni kazdé pifimé shodnosti f v rovin¢ ma tvar
fix'=xcosa+ysina+p,
y'=—xsina+ycosa+gq.
Bod X = [x, y] je samodruznym bodem piimé shodnosti f, jestlize jeho soufadnice x, y
splnuji soustavu rovnic
x(1-cosa)—ysina=p,
xsina+y(l—-cosa)=gq.
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Determinant této soustavy rovnic je roven

l-cosa —sina
et|
sin o 1-cosa

jz(l—cosoc)2 +sina =2(1-cosa).

a) Je-li cos a = 1, je potom sin a = 0.
Analytické vyjadieni pfimé shodnosti ma v tomto piipad¢ tvar
fix'=x+p,
y'=ytgq.
Uvedena pfima shodnost f je obecné posunutim o vektor ( p, ).
Jestlize p = g = 0, jedna se specialn¢ o identitu. Pokud je alespon jedno z ¢isel p, g ne-
nulové, jde o posunuti o nenulovy vektor.

Z kapitoly 6 vime, ze posunuti (v¢etn¢ identity) ma kazdy smér za smér samodruzny.
Pfitom posunuti o nenulovy vektor nema zadny samodruzny bod, pii identité je naopak
samodruzny kazdy bod.

b) Je-li cos a # 1, je determinant soustavy rovnic pro vypocet samodruznych bodti nenulovy,
uvedena soustava ma prave jedno feSeni.

To znamend, ze ptfimd shodnost f ma v tomto ptipadé¢ pravé jeden samodruzny bod.
Predpokladejme, Ze jsme pocatek P = [0, 0] uvazované KSS zvolili pravé v tomto jedi-
ném samodruzném bodé¢.

Potom p = ¢ = 0 a analytické vyjadieni pfimé shodnosti /' ma tvar
fix'=xcosa+tysina,
y'=—xsina+ycosa.

Zvolme bod X € E,, X # P, a oznaéme jeho obraz pii uvazované shodnosti f jako X".

Potom (X—P) o (X'—P)=(x,y)o(xcosa+ysina, —xsina+ycosa)=
=x’cosa+xysino—xysinoa+y’ cosa=
=(x*+y*)cosa=|X—-P|’cosa.

Protoze f je shodnost, plati || X — P|| = |[XP| =|X'P| =||X"— P||.

Potom (X —P) o (X'—P)=|X—P||’ cosa = ||X—P||-||X’— P|| cos a, odkud

(X-P)o(X'-P)

cosa = / .
IX =PIl [|X"— P

Vidime tedy, ze vektory X — P a X" — P sviraji thel o.
Protoze || X — P|| = ||X’ — P]||, je uvazovana piima shodnost f oto¢enim kolem samo-
druzného bodu P o thel o.
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Hledejme jesté samodruzné sméry shodnosti f. Ptislusna charakteristicka rovnice ma
tvar det (4 — A 1) = 0, kde 7 je jednotkova matice 2. fadu.
Odtud

coso— A sin o
det( ] j=0,
—sina coso—A

(cos ot — A)* + sin“a =0,
A*—2dcosa+1=0.

Tato kvadratickd rovnice pro neznamou A ma realné kotfeny pravé tehdy, kdyz je jeji
determinant D = 4 cos’a— 4 =4 (cos’a— 1) > 0, tj. kdyz cos’a > 1, odkud |cos a| > 1.

ProtoZe cos o = 1 jsme jiz probrali v ptipad¢ a), musi byt cos ¢ = —1, odkud o = 7 rad.

Jedné se tedy o otoceni kolem samodruzného bodu P o uhel 180°, neboli o stfedovou
symetrii se sttedem v bod¢ P. Jeji analytické vyjadieni mé vzhledem ke zvolené KSS tvar

fix'=-x,
y'==y.
Ivivadratické rovnice pro neznamou A ma potom tvar 1> +2 A+ 1 =0, neboli (1 + 1) =0.
ReSenim této rovnice je A =—1.
Pro samodruzny smér u = (u,, u,) musi platit rovnice (4 — A ) u = o, neboli
0-u, + 0-u, = 0, ktera je splnéna pro kazdy vektor u.

Vidime tedy, ze stiedova symetrie ma kazdy smér za smér samodruzny a kazdy vektor
zobrazi na vektor k nému opacny.

(2) Uvazujme nyni nepiimé shodnosti v roving.
Analytické vyjadieni kazdé neptimé shodnosti g v roviné¢ ma tvar
g:x'=xcosa+ysina+p,
y'=xsina—ycosa-+gq.
Vektor (x, y) # o generuje samodruzny smér nepiimé shodnosti g, jestlize jeho soufadnice
x, y splituji soustavu rovnic
x(cosa—A)+ysina=0,
xsina—y(cosa+ A)=0.
Vlastni ¢islo A prislusejici vektoru (x, y) je feSenim charakteristické rovnice

coso — A sin o
det i =0
sin o —(cosa+A)

Odtud
—(cosa—A) (cos o+ A) —sin‘a =0,
—(cos’a—A%) —sin*a =0,
A — (sin’a + cos’a) =0,
2P-1=0.
Kofteny charakteristické rovnice jsou vlastni ¢islaA=1a A =-1.

72



Shodnost g ma tedy dva rtizné samodruzné sméry, oznacme jejich reprezentanty u a v.
Potom plati ¢ (u) =u a ¢ (v) = —v, kde ¢ je homomorfismus asociovany shodnosti g.
Kazdy vektor prvniho samodruzného sméru se tedy pii asociovaném homomorfismu zobra-
zi sam na sebe, kazdy vektor druhého sméru se zobrazi na vektor k nému opacny.

Pro vektory u, v plati ¢ (#) o ¢ (v) =u o (—v) = —u o v. Protoze homomorfismus ¢ podle
vety 35 zachovava skalarni soucin, musi byt soucasné ¢ (#) o @ (v) =u o v.

To znamena4, ze u o v = 0, neboli vektor u je kolmy k vektoru v.

Oba samodruzné smery jsou proto navzajem kolmé.

Predpokladejme, Ze jsme KSS zvolili tak, Ze smér osy x je totozny s prvnim samodruznym
smérem, smer osy y je druhym samodruznym smérem.

Tomu odpovida cos =1 a sina = 0.

Analytické vyjadieni nepifimé shodnosti g ma v tomto piipadé tvar
g:x'=x+p,
y'==-ytq.

a) Je-1i p = 0, ma shodnost g analytické vyjadieni
g:x'=x,
y'==y+tq.
Bod X =[x, ] je pti shodnosti g samodruzny, pokud y =—y + ¢, neboli y = ¢/2.
Samodruznymi body jsou proto vSechny body piimky y = ¢/2.
Shodnost g je tedy symetrii podle této pfimky.
Predpokladejme dale, ze jsme pocatek P = [0, 0] uvazované KSS zvolili praveé na piim-
ce y =¢q/2. Potom g = 0 a ptfimka y = ¢/2 splyne s osou x.
Analytické vyjadieni shodnosti g ma v tomto piipad¢ tvar
g:x'=x,
y'==y.
Jedna se o osovou symetrii podle osy x.

b) Je-li p # 0, nema shodnost g zddny samodruzny bod.
Ptimka y = ¢/2 je ale samodruznd jako celek, kazdy jeji bod se zobrazi opét do jejiho
bodu.
Zvolime-li opét pocatek P = [0, 0] uvazované KSS na této samodruzné piimce, bude
g = 0 a shodnost g bude mit analytické vyjadieni
g:x'=x+p,
y'==y.
Tuto shodnost l1ze slozit z osové symetrie podle osy x a posunuti o vektor ( p, 0) ve sméru
osy symetrie. Takové zobrazeni nazyvame posunutd symetrie.

Tim jsme ziskali nasledujici prehled vSech typa shodnosti eukleidovské roviny uvedeny
v tabulce €. 1. U kazdého typu shodnosti je navic uvedeno jeji analytické vyjadieni vzhledem
k vhodné KSS. Shodnosti v prostiednim sloupci jsou shodnosti nepiimé, ostatni shodnosti
patii mezi shodnosti pifimé.
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Tabulka ¢. 1

Samodruzné body

Samodruzné sméry

Zadny
samodruzny smér

samodruzné sméry

Prave dva

Kazdy smér
samodruzny

Zadny samodruzny
bod

posunuta symetrie
X 4
y 4

=x+p,p#0
==y

posunuti o nenulovy
vektor

x'=x+p
y'=y+q,(p,q) #(0,0)

Prave jeden oto¢eni o obecny sttedova symetrie
samodruzny bod vhel a#0, a# 7w - x'=-—x
x'=xcosa+ysina y'=—y
y'=—xsina + ycosa
Ptimka 0sova symetrie
samodruznych bodi — x'=x —
y'=-y
Kazdy bod identita
samodruzny — — x'=x
y'=y
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2.9 Podobna zobrazeni

V této kapitole postupné probereme zékladni vlastnosti podobnych zobrazeni. Podobné zobra-
zeni jsou pfitom (stejné jako na stiedni Skole) definovana jako zobrazeni, ktera méni délky
usecek v ur¢itém pomeéru.

Definice 22: Necht' E a E’jsou eukleidovské prostory.
Zobrazeni f: E — E’se nazyva podobné, jestlize existuje k € R, k > 0, tak, ze
pro kazdé X, Y € E plati | f(X) f(Y)| =k | XY].
Cislo & se nazyva koeficient podobného zobrazeni.

Piimo z definice plyne, Ze shodné zobrazeni je specidlnim pfipadem podobného zobrazeni
s koeficientem k = 1.

Prikladem podobného zobrazeni je stejnolehlost f eukleidovského prostoru E na sebe.
Ma-li stejnolehlost f stied S a koeficient A € R, A # 0, plati
fX)=S+AX-8), f(Y)=S+A(Y-S),kde X, Y € E.
Potom f(Y)— f(X) =S+ A Y -8)-(S+AX-8)=F-S)+A(Y-8)-AX-95)=
=AX-8S)+A(S-X)=1(Y-X).
Odtud |/ (X) f(Y)| =[] | XY].
Kazda stejnolehlost s koeficientem A je proto podobnym zobrazenim s koeficientem k = |A|.

Pro podobnd zobrazeni plati n¢které véty, které jsou analogické vétam platnym pro zobra-
zeni shodna. Postupy pfi dikazech téchto vét budou obdobné, pro Gplnost je zde uvedeme, ale
muzete je jiz provadét samostatné, je tieba jen provést prisluSné tipravy na mistech tykajicich
se vzdalenosti obrazi dvou bodu pii daném zobrazeni.

Véta 47: Necht' E a E’ jsou eukleidovské prostory.
Kazdé podobné zobrazeni f: E — E’je prosté a afinni.

Diikaz: Necht’ f je podobné zobrazeni s koeficientem k£ € R, k> 0.
Nejprve dokazeme, Ze f je prosté.
Zvolme dva rizné body 4, B € E. Protoze zobrazeni f je podobné s koeficientem £,
je|f(4)f(B)=k|AB|. Protoze k # 0, je pro A # B také f(4) # f(B). Tim je dokazano,
ze kazdé podobné zobrazeni je prosté.
Abychom dokézali, ze je také afinni, zvolme tfi navzdjem rtzné, kolinedrni body
A, B, C € E. Predpokladejme, ze napt. bod C lezi mezi body 4, B.
Potom existuje L € R, A <0, tak, ze C — 4 = A (C — B). Vime, Ze bod C lezi na tsec-
ce AB pravé tehdy, kdyz v trojiihelnikové nerovnosti |4AB| < |AC| + | CB| plati rovnost,
tj. kdyz |[AB| = |AC| + |CB|.
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Protoze fje podobné zobrazeni s koeficientem £, plati také rovnost
1 1 1 .
v @SB = L SO+ - [/(C)f(B)], neboli

A fB)] =11 (4)f(O+]f(C)f(B)I.
To ale znamena, ze bod f(C) lezi na tsecce f(A4) f (B).
Existuje tedy A" € R, 1’ <0, tak, ze f(C) — f(4) = A" (f(C) — f(B)). Odtud plyne
rovnost | f(C) f(A)| =[A"] [ f(C) f(B)].
Ze vztahu C — 4 = A (C — B) zase plyne rovnost |CA| = |A| |CB|.
Protoze zobrazeni f je podobné s koeficientem £, 1ze psat také

1 1
7 O A@I=14] = [f(C)f(B)], neboli
SO fADI=IAF(O) f (B

Porovnanim obou vztahti pro | f(C) f(A4)| ziskdme rovnost || =|1"|.
Diky tomu, Ze obé¢ ¢isla A, A’ jsou zaporna (A <0, A’ <0), musi byt A = 1"
To znamena, ze (C; 4, B) = (f(C); f(4), f (B)).

Tim je dok4zano, Ze zobrazeni f je také afinni.
Dalsi dvé véty se tykaji vlastnosti homomorfismu asociovaného s podobnym zobrazenim.

Véta 48: Necht' E a E’ jsou eukleidovské prostory.
Afinni zobrazeni f': E — E’je podobné s koeficientem k pravé tehdy, kdyz jeho
asociovany homomorfismus ¢ pro kazdy vektor u € V (E) splituje rovnost

@ ()l = & | a]].

Diikaz: (1) Necht je afinni zobrazeni f podobné s koeficientem £.

Zvolme body X, Y € E a oznaCme f(X)=X’, f(Y)=7Y".
Body X, Y urcuji vektor u = Y — X, pro ktery podle zékladni vlastnosti asociova-
ného homomorfismu plati ¢ () =@ (Y -X)=f(¥)- f(X)=Y" - X"
Potom || ()| = [|Y’ - X7|| = [Y" X"|.
Protoze je zobrazeni f podobné s koeficientem £, je |Y' X'| =k |YX|.
Odtud [lg (w)l| = [|Y" = X"[| = [Y" X[ = k [YX| = k|| = X|| = k [[u].

(2) Predpokladejme, Ze pro kazdy vektor u € V (E) plati || (u)|| = k ||u||.
Zvolme opét body X, Y € E a ozna¢me jejich obrazy pfi afinnim zobrazeni f jako
fXO=X,f()=Y.0pétu=Y-Xaop(u)=Y-X"
Potom [Y"X"| = |[Y" = X"|| = [l@ (w)|| = k ||ul| = K[| Y - X][| = k [YX].
Zobrazeni f je tedy podobné s koeficientem £.
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Véta 49: Necht’ E a E’ jsou eukleidovské prostory.
Afinni zobrazeni f: E — E’je podobné s koeficientem k pravé tehdy, kdyz jeho
asociovany homomorfismus ¢ pro kazdé dva vektory u, v € V (E) spliiuje rovnost
p(u)op(v)=k’uov.

Diikaz: (1) Necht je afinni zobrazeni f podobné s koeficientem £.
Z véty 48 vime, zZe asociovany homomorfismus ¢ podobného zobrazeni f pro kazdy
vektor u € V (E) spliuje rovnost || (u)|| = k ||u||. Pfitom norma vektoru souvisi

se skalarnim sou¢inem podle vztahu ||u|| = Vucu.
Pro libovolné dva vektory u, v € V (E) ale plati
(u+v)yo(u+v)y=uou+2uov+vovy, neboli
[ +v]]*=[[u]+2uov+ ||

Odtud
1
wov=" ([l + vl = ] = [|v]]*).

Podobné
0 W) o 0) = (o )+ I~ o @I~ o M),
ProtoZe @ je homomorfismus, plati ¢ (1) + @ (v) = ¢ (& + v). Odtud
P @) o9 )= (o @+~ o @]~ o )

Podle véty 48 plati [|@ (u + v)|| =k [[u + v, [[o (w)|| = & [[ul], [[¢ W = & [|v]|.
Potom

1
p)eop)=- (k> N+ vI” =k (]l = &> Iv)1) =

1
=5 B (la+ vl = llul* = 1v[I*) = &> uov.

(2) Predpokladejme, Ze asociovany homomorfismus ¢ pro kazdé dva vektory
u,v € V(E) splituje rovnost ¢ (u) o @ (v) =k’ u o v.
Polozme v = u. Potom ¢ () o @ (u) = k” u o u, neboli ||@ (u)||* =k~ ||u]|’.
Protoze norma vektoru je vzdy ¢islo nezaporné a k> 0, musi byt || @ (u)|| = & ||u]].
Podle véty 48 je tedy zobrazeni f podobné s koeficientem k.

Véta 14 tikala, ze afinni zobrazeni je jednozna¢né uréeno obrazy vhodného poctu linearné
nezavislych bodl. Nasledujici véta specifikuje, kdy je takové afinni zobrazeni podobné.
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Véta 50: Necht’ E a E’jsou eukleidovské prostory, necht’ dim E = n.
Jsou-li Py, P,, ..., P, linedrn¢ nezavislé body prostoru E a P’, P’, ..., P’, jsou
libovolné zvolené body prostoru E”, pak afinni zobrazeni f: E — E’, pro které plati
f(P)=Pprokazdé i=0, 1, ..., n je podobné pravé tehdy, kdyz existuje k € R,
k>0, tak, ze |P’P’| = k | P,P;| pro vSechna i,j = 0, 1, ..., n.

Diikaz: (1) Je-li zobrazeni f podobné, plyne existence takového kladného cisla &, Ze
|P’.P’| = k|PP,;| pro vSechna i, j = 0, 1, ... , n pfimo z definice podobného zobra-

zeni.
(2) Predpokladejme, ze existuje k € R, k> 0, tak, ze [P’ P’)| = k | P,P;| pro vSechna
i,j=0,1,..,n

Ozna¢me ;= P,— P, e’;= P’ — P yproi=1, ..., n,
e,=P —P,e,=P,—Piproj=1,..,n
Vektory e, ... , e, jsou podle véty 7 linearn€ nezavislé, tvoti tedy bazi zaméieni
V (E) prostoru E. Vektory e’,, ... , e/, jsou obrazy této baze pii asociovaném homo-
morfismu @.
Potom || e’|| =[PP, =k [P.P| = kllel, [[ef]l =[PP = k|P,P| = k|| &]|.
Dale plati e; — ¢; = (P,— Py) — (P,— P,) = P,— P,
ei—e;=(P,—Py)—(P,—Py) =P, P
e — el = PP | =k|PP|=kl|e—e].
Pro vektory e’, e’ 1ze odvodit vztah
(ei—e})o(e—e))=eloe—2e 0e)+e)oe),

le’—e5lI* = lle%l” —2 e o e+ [l efl,

1 2 2 2

e’ioe;ZE(He’iH +lefll” —llef—efll).
Z vySs deného pl 7e e’ '—l k? T+ k? T k? )=
Vyse uvedencno plyne, z€ e ;o € ; = ) (k7 |l el ||ej|| - ||ei_ej|| )=

1, 2 2 2 2
:5 k*(|lell +||ejH _Hei_ej” )=k € e,

Uvazujme nyni libovolné dva vektory u, v € V (E), které lze ziejm¢ zapsat ve tvaru

n n
u :Zui e,.,v= Zvj e;.
i=1 j=1

Potom

(p(u)w(v)=(iu,~ w(ei)j{znlvj w(ej)J= >, QUi v eioe;=

i=l j=1

=
=

i=1 j=1 i=

= k? Zn:zn:ul v,ece; = k2 (Zn:ul eijo(zn:vj ejj:kzu o,
I j=1

Zobrazeni f je tedy podle véty 49 podobné.
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Podle vét 14 a 50 je napt. podobné zobrazeni eukleidovské roviny E, do prostoru E’ jedno-
znaén€ urceno obrazy vrcholl libovolného trojuhelniku ABC v roviné E,. Aby ale takové
podobné zobrazeni viibec existovalo, musi existovat k € R, k > 0, tak, ze |A’B’| = k |AB|,
|B’C’| =k |BC| a|4’C’| = k |AC|, neboli trojuhelniky ABC a A’B’C’ musi byt podobné
s pomérem podobnosti k.

Véta 51: Necht' E a E’ jsou eukleidovské prostory.
Kazdé podobné zobrazeni f: E — E’lze slozit ze stejnolehlosti a shodného zobrazeni.

Diikaz: Necht' f: E — E’je podobné zobrazeni s koeficientem k£ € R, k> 0.
Je-li k=1, je zobrazeni f shodné a véta 51 zieymé plati. Za ptislusnou stejnolehlost
vezmeme identitu.

Pokud & # 1, oznacme hledané shodné zobrazeni g a hledanou stejnolehlost 4.
ProtoZze stejnolehlost je vzdy zobrazeni daného eukleidovského prostoru do sebe, musi
byt bud #: E— E,nebo h: E'— E".

Zvolme nejprve libovolnou stejnolehlost 4 prostoru E s koeficientem k.

Je-li bod § stiedem této stejnolehlosti, plati 2 (X) =S + k (X — §) pro libovolny bod
X € E. Oznacme jeho obraz 4 (X) = X’. Potom X" =S+ k (X-S5).

Odtud X’ —S=k(X—S),%(X'S):XS, X:S+%(X’S).

Inverznim zobrazenim ke stejnolehlosti /4 je stejnolehlost 47! se stejnym stiedem §
a koeficientem 1/k. Stejnolehlost 2! je pfitom podobné zobrazeni s koeficientem 1/k.

Slozené zobrazeni f o h' je potom shodné zobrazeni prostoru E do prostoru E’.

OznaCme g = fo h7".

Protoze skladani zobrazeni je asociativni, plati
f=fo(htoh)=(foh™)oh=goh.

Podobné zobrazeni f jsme slozili ze stejnolehlosti #: E — E a shodného zobrazeni

g:E—>E’ g= foh (vizobr. ¢. 22).

Pokud za stejnolehlost /# zvolime stejnolehlost prostoru E’se stejnym koeficientem £,

bude slozené zobrazeni g = 4! o f shodnym zobrazenim prostoru E do prostoru E”.

Potom f=(hoh")o f=ho(h'of)=hog.

Podobné zobrazeni f v tomto piipadé slozime ze stejnolehlosti 4#: E’— E’a shodného

zobrazeni g: E — E’, g=h"" o f (viz obr. ¢. 23).

Tim je diikaz proveden.

E f > [/ E f > F’/
N /g(Zfoh‘1 hlof=x /
E E’

Obrazek ¢. 22 Obrazek ¢. 23
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Na zaklad¢ véty 51 mizeme také jinym, jednodussim zplisobem znovu dokdzat, ze kazdé
podobné zobrazeni je afinni. ProtoZe shodné zobrazeni i stejnolehlost jsou zobrazeni afinni
a zobrazeni slozené ze dvou afinnich zobrazeni je rovnéz afinni, je kazdé podobné zobrazeni
afinni.

Definice 23: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Podobné zobrazeni f: E — E se nazyva podobnost prostoru E.

Kazda shodnost eukleidovského prostoru je specidlnim ptipadem podobnosti dané¢ho prosto-
ru. Podobnost, ktera neni soucasné shodnost, nazyvame vlastni podobnost. Koeficient vlastni
podobnosti £ # 1.

Véta 52: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Podobnost prostoru E je vzajemné jednoznacné zobrazeni.

Diikaz: 7 véty 47 vime, ze podobné zobrazeni f: E — E je prosté.
To podle véty 17 znamend, ze také jeho asociovany homomorfismus ¢ : V (E) — V (E)
je prostym zobrazenim.
Odtud plyne, ze homomorfismus ¢ je vzajemné jednoznacné zobrazeni.
Opét podle véty 17 plati, ze zobrazeni f je také na, neboli f je vzajemn¢ jednoznacné.

Véta 53: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Vsechny podobnosti prostoru E tvoti grupu vzhledem ke skladani.

Diikaz: Necht' f je podobnost prostoru E s koeficientem k € R, k> 0, a g je podobnost
prostoru E s koeficientem / € R, [ > 0.

Z definice podobného zobrazeni plyne, ze | f(X) f(Y)| =k |XY|a|g (X) g (Y)|=1|XY]|
pro libovolné dva body X, Y € E.

Pro slozené zobrazeni g o f potom plati

(g0 f)(X) (g0 )N =g (S g (FINI =11/ X) (D] =1-k XV =k-1|X7].
Slozené zobrazeni g o f je tedy podobnost s koeficientem k- /.

Skladani libovolnych tfi zobrazeni je asociativni, tedy specialn¢ skladani tfi podob-
nosti je asociativni.

Neutralnim prvkem vzhledem ke skladani je identita, ktera je ziejmé podobnosti s koe-
ficientem k= 1.

Inverzni zobrazeni f~!' k podobnosti f je opét podobnost, jeji koeficient je roven 1/k.
Tim je dikaz proveden.

Nasledujici véta se tyka analytického vyjadieni podobnosti a stanovuje podminku, kterou
musi matice analytického vyjadieni afinniho zobrazeni spliiovat, aby se jednalo o podobnost.
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Véta 54: Necht’ E je eukleidovsky prostor dimenze 7.
Je-1i v prostoru E zvolena KSS a afinni zobrazeni f: E — E ma vzhledem k ni ana-
lytické vyjadreni

n
oyl — ] —
fix) = E a;x;,+b,proj=1,..,n,
i=1

pak 1 je podobnost prostoru E s koeficientem k € R, k> 0, pravé tehdy, kdyz matice
A = (a;) spliiuje rovnost A7-4 = k*.1, kde AT je matice transponovana k matici 4
a [ je jednotkova matice fadu n.

Diikaz: Tuto vétu lze opét dokazat obdobnym zplisobem jako vétu 39.
Ukéazeme si ale, jak Ize pfimou implikaci dokézat jednodus$im zplisobem vyuzivaji-
cim platnost véty 51.
Necht' f je podobnost prostoru E s koeficientem k € R, k> 0.
Podle véty 51 lze podobnost f slozit ze shodnosti g prostoru E a stejnolehlosti 4
prostoru E s koeficientem & (v libovolném potadi). Pfedpokladejme, ze f =g o A.
Oznacime-li B matici analytického vyjadreni shodnosti g a C matici analytického vy-
jadfeni stejnolehlosti z, musi pro matici 4 = (a;;) podobnosti f platit rovnost 4 = B-C.
Pro matici B ptitom podle véty 39 plati vztah BT-B = [, kde BT je matice transpono-
vand k matici B.
Je-libod S =[s,, ..., s,] sttedem stejnolehlosti 4, plati 2 (X) =S+ k (X —.5) pro libo-
volny bod X € E. Ozna¢me jeho obraz 4 (X) = X". Potom X'= S8+ k (X - S).
Analytické vyjadfeni stejnolehlosti 42 bude mit tvar 4: x’ =k x; + (1 — k) s;
proj =1, ..., n. Pro matici C analytického vyjadreni stejnolehlosti % tedy plati C=k- 1.
Odtud vidime, Zze matice C je matici diagonalni, proto CT=C=k-I, CT-C=k’-1.
Z vyse uvedeného potom plyne, ze A7-4A=(B-C)T-(B-C)=CT.BT.B.C=

=CT.[.C=CT.C=k>-1I

Tim je dikaz pfimé implikace proveden.

Také podobnosti eukleidovského prostoru délime podle znaménka determinantu matice
analytického vyjadieni vzhledem k libovolné KSS na dvé skupiny, podobnosti ptimé a nepiimé.
V kapitole 7 jsme pfitom jiz ukézali, Ze se znaménko determinantu uvedené matice nezméni
pfi volbé jiné KSS. Nasledujici definice je proto opét korektni.

Definice 24: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Podobnost f prostoru E se nazyva piima, jestlize matice v analytickém
vyjadieni f vzhledem ke KSS ma kladny determinant.
Podobnost f prostoru E se nazyva nepiima, jestlize matice v analytickém
vyjadieni f vzhledem ke KSS ma zaporny determinant.
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Z véty 53 vime, ze vSechny podobnosti dané¢ho prostoru tvoii grupu vzhledem ke skladani.
Opét Ize dokazat, ze také vSechny pfimé podobnosti tvofi grupu, kterd je ziejmé podgrupou
grupy vsech podobnosti.

Véta 55: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Vsechny ptimé podobnosti prostoru E tvoii grupu vzhledem ke skladani.

Diikaz: Necht f a g jsou dvé piimé podobnosti prostoru E, jejichz analyticka vyjadieni
vzhledem ke zvolené KSS maji tvar

n
. ’_
f.xj—Zaﬁxi+bj,
i=1

n
g: X, :chkxk +d, proj=1,..,n
k=1

Pfitom ob€ matice 4 = (a;) a C = (c;) maji kladny determinant (det 4 > 0, det C > 0).
SloZené zobrazeni g o f bude mit analytické vyjadieni

n n
. r_
gof:x —chk (Zaki X, +bkj+dj,
k=1 i=l
n

X :zZCjk a,; x +chk b, +d; proj=1,..,n
k=1 i=l k=1

Vidime, Ze matici analytického vyjadieni sloZzeného zobrazeni g o f je matice C- 4.

Protoze det 4 > 0, det C > 0, je také det (C-A4) =det C-det 4 > 0.

Slozenim dvou piimych podobnosti je tedy opét ptiméa podobnost.

Skladani libovolnych tii zobrazeni je asociativni, tedy specialné skladani tfi pfimych

podobnosti je asociativni.

Neutralnim prvkem vzhledem ke skladani je identita, ktera je pfimou podobnosti,

nebot’ jednotkova matice ma kladny determinant.

Inverzni zobrazeni f~! k ptimé podobnosti f je opét pfimou podobnosti, nebot’ matici

jeho analytického vyjadfeni je matice A~! inverzni k matici 4.

Protoze det 4 > 0, je také det 4! = 1/(det 4) > 0.

Tim je dikaz proveden.

Podobné jako neptimé shodnosti pouze nepiimé podobnosti dané¢ho prostoru grupu netvori.
Slozenim dvou nepiimych podobnosti je podobnost pfimé, mnozina tvofend v§emi nepiimymi
podobnostmi opét neni uzaviend vzhledem ke skladani. Také v této mnozin€ chybi neutralni
prvek vzhledem ke skladani, nebot’ identita patii mezi podobnosti ptimé.

Véta 56: Necht’ E je eukleidovsky prostor.
Je-1i A vlastnim ¢islem homomorfismu ¢ asociovaného podobnosti f prostoru E
s koeficientem k € R, k> 0, pak A =k, nebo 4 = —k.
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Diikaz: Je-1i A vlastnim ¢islem homomorfismu ¢, pak existuje nenulovy vektor u € V (E) tak,
ze @ (u) = A u. Podle véty 48 pro asociovany homomorfismus ¢ plati | ¢ (u)|| =k ||u]].
Na druhou stranu z vyse uvedeného plyne || (u)|| = || A u|| = |A| ||u]|.
Porovnanim obou vztahti pro || ¢ ()| ziskdme rovnost & ||u|| = |A| ||u]|, odkud | 1| = £.
Tim je dikaz proveden.

Véta 56 jinymi slovy fika, Ze vektor u # o generuje samodruzny smér podobnosti f, jestli-
Ze se pii asociovaném homomorfismu ¢ zobrazi na sviij k-nasobek (¢ (#) = k u), nebo na sviij
(—k)-nasobek (¢ (u) = —k u).

Také v pripad¢€ podobnosti eukleidovské roviny E, mizeme stejné jako u shodnosti hledat
jejich samodruzné body a sméry a provést klasifikaci vSech typt podobnosti v roving.

Vysledky ziskané pro vlastni podobnost uvedeme v nasledujicich dvou vétach. Pritom véta 57
plati obecné pro kazdou vlastni podobnost eukleidovského prostoru libovolné dimenze.

Véta 57: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Kazda vlastni podobnost prostoru E ma prave jeden samodruzny bod.

Diikaz: Necht' f je vlastni podobnost prostoru E.
Nejprve dokazeme, Ze vlastni podobnost f nemize mit vice nez jeden samodruzny bod.
Kdyby X, Y € E byly dva samodruzné body vlastni podobnosti f, pro které f(X) =X
a f(Y) =Y, musela by platit rovnost | f(X) f(Y)| = |XY| =k |XY|, kde & je koeficient
vlastni podobnosti f.
Odtud ziskame k = 1, coz je spor s predpokladem, ze f je vlastni podobnost.
To znamend, ze kazda vlastni podobnost mé nejvyse jeden samodruzny bod.
Nyni dokézeme, ze ma prave jeden.
V prostoru E zvolme KSS. Vzhledem k ni necht’ ma maticovy zapis analytického vy-
jadieni podobnosti /s koeficientem k € R, k>0, tvar f:x'=Ax+b,kde 4-AT=k>.1.
Soutadnice x samodruznych bodl podobnosti f splituji soustavu rovnic (4 —I)x=—>b
zapsanou v maticovém tvaru.
Kdyby byl det (4 — I') = 0, bylo by vlastni ¢islo A = 1 kofenem charakteristické rovnice
det (4 — A1) =0. To znamena, Ze by existoval nenulovy vektor u € V (E), ktery by se
pfi asociovaném homomorfismu ¢ zobrazil sdm na sebe, tj. platilo by ¢ (u) = u, coz
by byl spor s tim, Ze f je vlastni podobnost.
Musi tedy byt det (4 — 1) # 0, coz znamen4, Ze soustava rovnic pro vypocet samo-
druznych bodli mé prave jedno feseni.
Vlastni podobnost f ma proto pravé jeden samodruzny bod.
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Véta 58: Kazda vlastni podobnost eukleidovské roviny E, je bud’ stejnolehlost, nebo stejno-
lehlost slozend s otocenim kolem stfedu této stejnolehlosti, nebo stejnolehlost slozena
s osovou symetrii, jejiz osa prochazi sttedem této stejnolehlosti.

Diikaz: Necht f je vlastni podobnost roviny E, s koeficientem k € R, k> 0, k # 1.

Z véty 51 vime, ze kazdou podobnost f s koeficientem k lze slozit ze stejnolehlosti /4
s libovolnym stfedem a stejnym koeficientem k a ze shodnosti g.

Z véty 57 dale vime, ze kazdé vlastni podobnost ma pravé jeden samodruzny bod.
Zvolme tento samodruzny bod za pocatek P = [0, 0] uvazované KSS a soucasné
v tomto bodé€ zvolme stfed uvedené stejnolehlosti.

Stejnolehlost / se sttedem v bodé€ P a koeficientem £ ma analytické vyjadieni
h:x'=kx,
v'=ky.
Shodnost g ma v eukleidovské roviné analytické vyjadieni
g, x'=xcosa+ysina-+tp, nebo g,:x'=xcos a+ysina+p,
y'=—xsina+ycosa+tagq, y'=xsina—ycosa-+gq.
Analytické vyjadieni podobnosti f ma proto tvar
fiix'=kxcosatkysmat+kp=ax+by+r,
y'=—kxsinatkycosat+tkg=—-bx+ay+s,
nebo
frix'=kxcosatkysinat+tkp=ax+by+r,
yv'=kxsinoa—kycosat+tkqg=bx—-ay+s,
kde jsme oznailia=kcos o, b=ksina, r=kp,s=kgq.
Pro koeficient k tedy plati k =+a* +b>.
Podobnost f, je podobnost piima (a” + b> > 0), podobnost f, patii mezi podobnosti
nepiimé (—a” — b> < 0).
Protoze bod P = [0, 0] je samodruznym bodem podobnosti £, maji podobnosti £, a f,
analyticka vyjadfeni
fiix'=ax+by, frix'=ax+by,
y'==bx+ay. y'=bx-—ay.
(1) Uvazujme nejprve piimou podobnost f;.
Charakteristicka rovnice podobnosti f, ma tvar
(a -1 b j ]
det =0, neboli
b a-—
(@a- A1) +b>=0.
a) Je-1i b =0, je pfima podobnost f; stejnolehlosti se sttedem v jediném samodruz-
ném bod¢ P a koeficientem k = a.
Jeji analytické vyjadieni ma tvar f;: x"=a x,

y'=ay.
V tomto piipad¢€ je kazdy smér samodruzny, ptisluSné vlastni ¢islo A =a = k.
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b) Pokud b # 0, nemé charakteristickd rovnice zadny realny koten.

Zvolme bod X € E,, X # P, a ozna¢me jeho obraz pfii stejnolehlosti / se stie-

dem v bod¢ P a koeficientem k jako X”. Obraz bodu X pii pfimé podobnosti f

ozna¢me X"

Potom (X'—P) o (X"—P)=(kx,ky)o(ax+by,-bx+ay)=
=kax’+kbxy—kbxy+kay =
=ka(x*+y?) =k’ cosa (x’+y°).

Ptitom plati | X"P| =k | XP| = |X"P]|,

|X' = P|| = [|[ X"~ P|| = k|| X~ P|| = ky/x* + ».
Potom (X"— P) o (X”"—P)=|X"—P||-||X”"— P|| cos a, odkud
(X'—=P)o(X"—P)

cos o = y - .
X7 = PI|.[[X" = Pl

Vidime tedy, Ze vektory X’ — P a X"’ — P sviraji thel o a plati rovnost

X" =Pl = || X" =Pl

Ptimou podobnost f; 1ze v tomto ptipad¢ slozit ze stejnolehlosti se stiedem v je-
diném samodruzném bod¢ P a koeficientem k a otoceni kolem tohoto samodruz-

ného bodu o tihel o, kde cosa =——2— sina = L
’ @ +b> Na’ +b’
(2) Uvazujme nyni neptimou podobnost f,.
Vektor (x, y) # o generuje samodruzny smér nepiimé podobnosti f,, jestlize jeho
soufadnice x, y spliiuji soustavu rovnic
(a—A)x+by=0,
bx—(a+A)y=0.

Vlastni ¢islo A pfislusejici vektoru (x, y) je feSenim charakteristické rovnice

a—»>A b
det =0.
b —a—-A

Odtud
—(@a-A)(a+2A)—-b>=0,
—(@*-AH-b*=0,
Ar=a*+ b

Tato rovnice ma podle ocekavani (viz véta 56) dva koteny:
A =Na*+b’ =k al,=-+a’+b’ =—k

Podobnost £, ma tedy dva riizné samodruzné sméry, oznaéme jejich reprezentanty

u av. Potom plati ¢ (u) =ku a ¢ (v) =—k v, kde ¢ je homomorfismus asociova-
ny podobnosti f,.

Pro vektory u, v plati @ (u) o @ (W) =kuo(—kv)=—k>uov.
Pro homomorfismus ¢ podle véty 49 soucasné plati ¢ (#) o @ (v) =k’ u o v.
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To znamenad, Ze u o v = 0, neboli vektor u je kolmy k vektoru v.
Oba samodruzné sméry jsou proto navzajem kolmé.
Predpokladejme, zZe jsme KSS zvolili tak, ze smér osy x je totozny s prvnim samo-
druznym smérem, smér osy y je druhym samodruznym smérem.
Tomu odpovida b = 0.
Analytické vyjadieni nepiimé podobnosti f, ma v tomto piipad¢ tvar
yox'=ax,

y'=—ay.
Tuto podobnost 1ze slozit ze stejnolehlosti se sttedem v jediném samodruzném
bod¢ P a koeficientem k = a a osové symetrie podle osy x, kterd prochézi sttedem
stejnolehlosti P.
Tim je dikaz proveden.
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2.10 Kruhova inverze

Posledni kapitola je vénovana zobrazeni, které se v mnoha vlastnostech lisi od vSech dosud
probranych geometrickych zobrazeni. Pfitom ho Ize zavést velmi podobnym zpiisobem jako
stejnolehlost.

V kapitole 6 jsme stejnolehlost f afinniho prostoru A4 se stfedem S a koeficientem A € R,
A # 0, definovali jako zobrazeni, které kazdému bodu X € A ptitazuje bod X'=S§+ A (X - S).

Bod S je pti uvedené stejnolehlosti samodruzny, pro X # S lezi bod X" na piimce SX.

Je-li A >0, lezi bod X’ na poloptimce SX, pokud A <0, je bod X" bodem polopiimky opac-
né k poloptimce SX.

V eukleidovském prostoru plyne z ptedpisu pro obraz X’ bodu X pii stejnolehlosti f rovnost
ISX’|=|A]-|SX].

Na trovni stiedni §koly bychom proto mohli stejnolehlost definovat timto zptisobem:

Definice: Stejnolehlosti eukleidovského prostoru E se sttedem S € E a koeficientem A € R,
A # 0, budeme rozumét zobrazeni, které
1. bodu S ptifadi bod S,
2. kazdému bodu X € E, X # S, ptitadi bod X’ € E tak, ze plati |SX’|=|A|-|SX],
piitom pro A > 0 jsou polopiimky SX, SX” totozné a pro A < 0 jsou opacné.

Tato definice stejnolehlosti se skutecné pouziva ve stredoSkolskych ucebnicich.

Obdobnym zpiisobem se v eukleidovském prostoru definuje zobrazeni, které se nazyva
inverze. Také inverze je ddna svym stfedem a koeficientem. Jedinym, ale velmi podstatnym
rozdilem v definicich stejnolehlosti a inverze je zména piimé umeérnosti mezi vzdalenostmi
|SX”| a |SX| v amérnost neptimou. Obraz bodu S potom neni definovan.

Definice 25: Necht' E je eukleidovsky prostor.
Inverzi prostoru E se sttedem S € E a koeficientem k € R, k # 0, rozumime
zobrazeni f: E — {S} > E — {S}, které¢ kazdému bodu X # S ptitadi bod f(X)=X"
tak, ze polopfimky SX” a SX jsou totozné pii k¥ > 0, opacné pii x < 0, a plati
|SX7]-[SX] = |x].

V piipad¢ eukleidovské roviny E, mluvime o kruhové inverzi, v piipadé¢ eukleidovského
prostoru E; o sférické inverzi.

Z definice 25 je vidét, ze kazda inverze je také jednoznacné urcena svym stfedem S a jednou
dvojici X, X" bodu X # S a jeho obrazu X’ # S. Body S, X, X’ pfitom musi byt kolinearni.
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Véta 59: Necht’ E je eukleidovsky prostor dimenze 7.
Necht je dana inverze prostoru E se stftedem S € E a koeficientem x € R, k # 0.
Necht’ je v prostoru E zvolena KSS, vzhledem k niz ma bod S soutadnice
S=1[s, ..., s,]. Oznacime-li soutadnice nezdvisle proménné¢ho bodu X € E, X # S,
vzhledem ke zvolené KSS jako X =[x, ... , x,] a soufadnice jeho obrazu X’ v uvedené
inverzi jako X’ =[x, ..., x’,], ma analytické vyjadieni uvazované inverze vzhledem
ke zvolené KSS tvar

K

+—
c 2
Z('xi o Si)
i=l

’
Xj—Sj

(x;,—s,), kde j=1,...,n.

Diikaz: Pii inverzi se stfedem S a koeficientem x jsou body S, X, X’ kolinearni, 1ze tedy psat
X' —S=k(X-S), kde ¢islo k € R méa stejné¢ znaménko jako koeficient «.

K
Odtud plyne |[SX’| = |k|-|SX]|. Podle definice inverze zaroven plati |SX’| = 1x]

|SX|
K
Porovnanim obou vztahti pro |SX’| ziskdme rovnost | k|- |SX]| = ﬁ,
odkud || = |K|2 .
|SX]
ProtoZe obé Cisla k a k maji stejnd znaménka, plati £ = Sy .
Po dosazeni ziskdme X'=S+k (X-S)=S5+ |S§(|2 (X-5).

Rozepsanim v soutfadnicich pak ziskdme vyse uvedené analytické vyjadieni inverze.

Véta 60: Necht’ E je eukleidovsky prostor.
Kazda inverze prostoru E je involutorni zobrazeni.

Diikaz: Necht' f je inverze prostoru E se sttedem S € E a koeficientem k € R, k # 0.
Zvolme bod X € E, X # S, a oznacme f(X) = X".
Podle definice 25 jsou body S, X, X" kolinearni a plati [SX”|-[SX| = |k ]|.
Oznacme dale obraz bodu X’ v inverzi f jako f(X") = X".
Také body S, X’, X"’ pak budou kolinearni a bude platit |[SX”|-|SX’|=|k|=|SX’|-|SX],
neboli |[SX”| = |SX].
Je-li k> 0, lezi bod X" na poloptimce SX’ totozné s polopfimkou SX a diky rovnosti
|SX”| = |SX|je X" =X.
Pokud x < 0, je bod X" bodem poloptimky opacné k poloptimce SX”. Pfitom polo-
ptimka SX” je opacna k polopiimce SX.
Bod X" proto také v tomto ptipad¢ lezi na polopiimce SX a diky rovnosti [SX"| = |SX]|
je opét X' = X.
Inverze f je tedy involutornim zobrazenim, fo f = identita.
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Platnost véty 60 je ziejma i bez pfedchozich tivah. Body X a X” v definici 25 vystupuji
symetricky, uvedené podminky se tedy nezméni, zaménime-li X a X". Je-li obrazem bodu X
v uvedené inverzi bod X, je naopak obrazem bodu X" ve stejné inverzi bod X.

Dale se budeme vénovat pouze kruhovym inverzim eukleidovské roviny E, a dokdzeme né-
které zakladni vlastnosti kruhovych inverzi. VE&tSinu téchto vlastnosti Ize pfitom zobecnit také
pro sférické inverze eukleidovského prostoru Ej.

Kruhovou inverzi se stfedem v bod¢ S a koeficientem x budeme znacit K (S, k).

Véta 61: Kruhova inverze se sttedem S € E, a koeficientem k € R, k # 0, zobrazuje vnitini
oblast kruznice & se stfedem S a polomérem r =,/ | x | na jeji vngj$i oblast a naopak.

Pfitom uvedena kruznice £ je pii uvazované kruhové inverzi samodruzna;
pii K > 0 je kazdy jeji bod samodruzny,
pii kK < 0 se kazdy jeji bod zobrazi na bod diametraln¢ protilehly.

Diikaz: Zvolme bod X € E,, X # S. Obraz bodu X pfi kruhové inverzi K (S, k) ozna¢me X".
Potom [SX’|-|SX|=|«k]|.

Lezi-li bod X ve vnitini oblasti kruznice £, je |SX| < m , a proto musi byt

|SX’| > \/m . Obraz X’ bodu X tedy lezi ve vnéjsi oblasti kruznice «.

Pokud bod X lezi ve vnéjsi oblasti kruZnice £, je [SX| > m , a proto musi byt
|SX7| < \/m . Obraz X’ v tomto ptipad¢ lezi ve vnitini oblasti kruznice k, X" # S.
Bod X # S je pii uvedené kruhové inverzi samodruzny, pokud X’ = X.

Je-1i k¥ >0, jsou poloptimky SX”a SX totozné a body X a X” splynou, pokud |SX’| =|SX]|.
Po dosazeni ziskdme rovnost |[SX’|-|SX| = |SX|* = | k|, odkud |SX| = m =Jx.
Vsechny samodruzné body kruhové inverze K (S, k > 0) tedy tvoii kruznici se stfedem
v bod¢ S a polomérem 7 = V.

Pokud k < 0, nema kruhové inverze zddny samodruzny bod, nebot’ polopiimky SX”
a SX jsou opacné, takze body X a X’ nemohou splynout.

Pro nékteré body X vSak plati rovnost |SX’| = |SX]|, stfed S kruhové inverze je pro né
sttedem tsecky XX".

Jsou to prave ty body X, pro které |SX| = \/m = —x.

KruZznice se sttedem v bod¢€ S a polomérem r = N je v uvazované kruhové inver-

z1 K (S, k¥ < 0) samodruzna. Jeji jednotlivé body pfitom samodruzné nejsou, kazdy se
zobrazi na bod soumérné sdruzeny podle stfedu S.

Véta 62: Kruhovou inverzi se sttedem S € E, a zdpornym koeficientem « (k < 0) lze slozit
z kruhové inverze se stejnym stfedem S a kladnym koeficientem |k | a stfedové
symetrie podle stfedu S.
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Diikaz: Tvrzeni véty je zfejmé a plyne piimo z definice kruhové inverze.
Kruhové inverze K (S, |k |) zobrazi bod X € E,, X # S, na bod X" tak, Ze poloptimky
SX”a SX jsou totozné a plati |SX’|-|SX]| = |k|.
Sttedova symetrie podle stfedu S bod X’ zobrazi na bod X" tak, ze |[SX”'| = |SX’|, pfitom
bod X"’ lezi na polopiimce opacné k polopiimce SX” resp. SX.
Protoze také plati |[SX”'|-|SX]| = | k]|, je bod X" obrazem bodu X v kruhové¢ inverzi
K (S, k<0).

Nebude-li feceno jinak, omezime se v dal$im textu (na zéklad¢ véty 62) pouze na kruhové
inverze s kladnym koeficientem x (kx> 0).

Z definice 25 plyne, ze kruhova inverze je jednoznacné urcena svym stiedem S a koeficien-
tem k. Lze ji proto zadat ptimo kruZnici se sttedem S a polomérem r =+ « , tj. kruZnici jejich
samodruznych bodt.

Jak jiz bylo fe€eno, kruhova inverze je také jednozna¢né€ ur¢ena svym stiedem S a dvojici

odpovidajicich si bodi 4, B (4 # S, B # S). Vzhledem k involutornosti kruhové inverze ptfitom
neni tfeba rozlisit, ktery z nich je vzorem a ktery je obrazem.

Ukazme si, jak v tomto piipade najdeme kruznici jejich samodruznych bodt (viz [19], str. 22).

Necht je kruhova inverze s kladnym koeficientem x dana stfedem S a dvojici odpovidaji-
cich si bodl 4, B (viz obr. €. 24). Polopiimky S4, SB jsou tedy totozné a plati |SA|-|SB| = k.

Kdyby bylo 4 = B, je hledanou kruZnici kruznice se sttedem v bod¢ S, ktera prochazi bo-
dem 4.

Je-li A # B, miZeme piedpokladat, Ze |SB| > |SA4|.

Nad useckou SB sestrojime Thaletovu polokruznici, jeji prisecik s kolmici k ptimce SA4 ve-
denou bodem A4 ozna¢me X. Bod X je potom samodruznym bodem uvazované kruhové inverze,
nebot’ podle Eukleidovy véty o odvésné pro trojuhelnik SBX je |SX|* = [SA|-|SB| = k, odkud

ziskame rovnost |SX|= + k.

Hledanou kruznici samodruznych bodu je tedy kruznice k se sttedem v bod¢ S prochéazejici
bodem X (viz obr. €. 24).

Obrazek ¢. 24
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Nyni se budeme vénovat konstrukci obrazu bodu v zadané kruhové inverzi.

Je-1i kruhova inverze K (S, k > 0) déna kruZnici k& (S, r=~x ) jejich samodruznych bodd,
sestrojime obraz X’ libovolného bodu X # S nasledujicim zpiisobem (viz obr. €. 25).

Je-li bod X bodem vnéjsi oblasti kruznice k, vedeme jim te¢nu ke kruznici £ a jeji bod
dotyku 7 kolmo promitneme na ptimku SX. Pata kolmice je hledany bod X".

Z pravouhlého trojuhelniku S7X (s pravym uhlem pfi vrcholu 7') totiz podle Eukleidovy
véty o odvésné plyne |ST|*> = [SX|-|SX’|. Protoze |ST|* = r* = K, je |SX|-|SX’'| = k.

Bod X’ je tedy skutecné obrazem bodu X v zadané kruhové inverzi.

Vzhledem k involutornosti kruhové inverze je naopak obrazem bodu X’ ve stejné kruhové
inverzi pravé bod X.

Je-1i tedy bod Y bodem vnitini oblasti kruznice &, vedeme jim kolmici k pfimce SY, v jejim
priseciku 7T s kruznici & sestrojime tecnu ke kruznici k a prusecik této tecny s ptimkou SY je
obraz Y"bodu Y.

Obrazek ¢. 25

.....

(viz obr. €. 26).

Zvolme bod X # § a oznacme P, Q priseciky kruznice k s kolmici k ptimce SX vedenou
bodem S. Sestrojme nyni pifimku PJX, jeji prusecik s kruznici £ ozna¢me X . Obraz X’ bodu X
pak ziskame jako prisecik ptfimek SX a QX,,.

Z obr. ¢. 26 vidime, ze trojuhelniky XSP a QSX’ jsou podobné, nebot” jsou oba pravouhlé
s pravym uhlem pii vrcholu S a plati | — SXP|=90° — |— XPS|=|— SOX’|.

Z podobnosti téchto trojihelnikli plyne rovnost [SX]| : |[SP| = [SQO] : |SX’|, neboli
ISX|-|SX’| = |SQ|-|SP| = r* = k. Vidime tak, Ze bod X je skute¢n& obrazem bodu X v kruho-
vé inverzi K (S, k).
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Predstavme si nyni na obr. ¢. 26 kruznici k jako prumét sféry eukleidovského prostoru E,
se sttedem S a polomérem 7 = Vi do roviny POX. Body P, O a X|, jsou tedy body této sféry.
Zvoleny bod X pak lezi v roviné p, ktera prochézi sttedem S a je kolma k ptimce PQ.

Zobrazenti, které kazdému bodu X, sféry (X, # P) ptitadi prasecik X pfimky PX| s rovinou p,

se nazyva stereograficka projekce sféry z bodu P do roviny p. Bod X je naopak sterecografic-
kym primétem bodu X, z bodu Q do roviny p.

Tim jsme ukdazali souvislost mezi kruhovou inverzi v roving a stereografickou projekcei
sféry do roviny. Kazdou kruhovou inverzi s kladnym koeficientem miizeme ziskat slozenim
zobrazeni inverzniho ke stereografické projekci z bodu P a stereografické projekce z bodu Q
diametraln¢ protilehlého k bodu P.

A

Obrazek ¢. 26

Vratme se nyni k obr. €. 25, ktery ilustruje postup pii konstrukci obrazu bodu v kruhové

inverzi K (S, k > 0) zadané kruznici £ jejich samodruznych bodt. Obraz bodu S pfitom neni
definovan.

Je-li bod X # S bodem vnitini oblasti kruznice &, vedeme jim kolmici k pfimce SX, v jejim
praseciku s kruznici k sestrojime te¢nu ke kruznici £ a prusecik této teCny s pfimkou SX je
obraz X’ bodu X.

Uvazujme nyni limitni proces, pii kterém se bod X blizi ke stiedu S (viz obr. €. 27). Vidime,
ze v tomto piipad¢ roste vzdalenost jeho obrazu X” od bodu S nade vSechny meze.

Nasim cilem je doplnit definici kruhové inverze tak, aby také bod S mél sviij obraz. To nés
vede k zavedeni tzv. Mobiovy roviny, kterd vznikne pfidanim dal$iho jednoho prvku k euklei-
dovské roving E,. Tento prvek budeme znacit oo a nazyvat ho nevlastnim bodem.

Kazdou kruhovou inverzi pak dodefinujeme tak, ze obrazem stfedu inverze je nevlastni
bod o a obrazem nevlastniho bodu « je stfed inverze.
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Obrazek ¢. 27

Definice 26: Mobiovou rovinou rozumime mnozinu E,* = E, U {oo}.
Bod o nazyvame nevlastnim bodem Mobiovy roviny, body roviny E, nazyvame
vlastnimi body Mdbiovy roviny.
Ptimkou v Mdbioveé roviné rozumime mnozinu p* = p U {oo}, kde p je ptimka
v roving E,.
Kruznici v Mdébiove roviné rozumime kazdou kruznici roviny E,.

Definice 27: Kruhovou inverzi Mobiovy roviny E,* se sttedem S € E, a koeficientem « € R,
k # 0, rozumime zobrazeni f: E,* — E,*, jehoz parcializaci (ziZenim) na E,
je kruhova inverze K (S, x) roviny E,, a pro které f(S)=oa f () =S.

Definice 28: Zobecnénou kruznici v Mobiové roviné E,* rozumime libovolnou piimku nebo
kruznici Mdbiovy roviny.

Véta 63: Kruhova inverze Mobiovy roviny E,* se sttedem S € E, a koeficientem k € R, k # 0,
zobrazuje zobecnénou kruznici na zobecnénou kruznici, pticemz:
1. Obrazem piimky prochazejici bodem S je tataz piimka.
2. Obrazem piimky neprochazejici bodem S je kruznice prochéazejici bodem S.
3. Obrazem kruznice prochdzejici bodem S je piimka neprochazejici bodem S.
4. Obrazem kruznice neprochazejici bodem S je kruznice neprochazejici bodem S.
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Diikaz: Necht k je kruznice samodruznych bodt kruhové inverze K (S, ).
Uvazujme opét pouze k > 0. Platnost véty 1 pro k < 0 je pak ziejma z véty 62.

ad 1) Necht p je ptimka prochéazejici bodem S.
Z definice 25 plyne, ze pro libovolny bod X € E,, X # S, jsou body S, X, X" ko-
line4rni. Kazdy vlastni bod X ptimky p, X # S, se proto zobrazi opét na ptimku p.
Samotny bod S se pfitom podle definice 27 zobrazi do nevlastniho bodu oo,
ktery ale povazujeme za bod leZici na vSech pfimkach Mdbiovy roviny.
Také bod S se proto zobrazi na ptimku p.
Naopak, nevlastni bod o lezici na piimce p se zobrazi do bodu S piimky p.
Ptimka p prochézejici bodem S se proto zobrazi sama na sebe (viz obr. ¢. 28).

Obrazek ¢. 28

ad 2) Necht p je ptimka neprochazejici bodem S.
Ptedpokladejme, ze ptimka p je vnéjsi ptimkou kruznice k (viz obr. €. 29).
Ozna¢me P patu kolmice vedené bodem S k piimce p a P’jeji obraz v uvaZzované
kruhové inverzi. Plati tedy |SP|-|SP’| = k.
Zvolme na ptimce p vlastni bod X, X # P, a oznaéme X" ten prasecik ptfimky SX
s Thaletovou kruznici p’ sestrojenou nad primérem SP’, ktery je riizny od bodu S.
Nyni ukazeme, ze bod X” je obrazem bodu X v kruhové inverzi K (S, k).
Z podobnosti trojuhelniktt SPX a SX'P’ plyne |SP| : |SX| = |SX’| : |[SP’|, neboli
|SP|-|SP’| = |SX"|-|SX|. Protoze |[SP|-|SP’| = k, je také |SX’|-|SX]| = k.
Kazdy vlastni bod ptimky p se tak zobrazi na kruznici p’.
Také nevlastni bod « pfimky p se zobrazi na kruznici p’, nebot’ se zobrazi do
jejiho bodu S.
Je-li pifimka p teCnou resp. seCnou kruznice k, dokaze se tvrzeni véty stejnym
zpusobem. Na piimce p pak lezi v prvnim ptipad¢ jeden, ve druhém piipad¢ dva
samodruzné body (viz obr. ¢. 30 a 31).
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ad 3) Duikaz tohoto tvrzeni plyne vzhledem k involutornosti kruhové inverze z diikazu
bodu 2). Zobrazi-li se ptfimka neprochéazejici bodem S na kruznici prochazejici
bodem S, zobrazi se naopak kruznice prochdzejici bodem S na pfimku nepro-
chazejici bodem S. Rizné vzajemné polohy zobrazované kruznice a kruznice k
jsou pfitom uvedeny na obr. ¢. 29, 30 a 31.

Obrazek ¢. 29 Obrazek ¢. 30

P/

p

Obrazek ¢. 31
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ad 4) Necht’ / je kruznice neprochézejici bodem S.
Predpokladejme, ze kruznice / lezi uvniti kruznice k (viz obr. €. 32).
Ozna¢me P, Q krajni body toho priméru kruznice /, pro ktery piimka PQ pro-
chazi bodem §. Obrazy téchto bodl v kruhové inverzi X (S, k) oznaéme P’, Q.
Plati tedy |SP|-|SP’| =|SQ|-|SQ’| = k.
Sestrojme nad prumérem P’ Q’ Thaletovu kruznici /”.
Ukéazeme, Ze kruznice /” je obrazem kruznice / v uvazované kruhové inverzi.
Kruznice / a I’ jsou zfejmé stejnolehlé ve stejnolehlosti se sttedem v bodé S,
nebot’ [SP’| : |SQ| =1|SQ’| : |SP|.
V této stejnolehlosti se bod P zobrazi na bod Q" a bod Q se zobrazi na bod P’.
Kazda ptimka prochéazejici bodem S proto bud’ obé kruZnice / a /” protina, nebo
je jejich spolecnou te€nou, nebo nema ani s jednou z nich Zadny spolecny bod.
Zvolme na kruZnici / libovolny bod X a ozna¢me Y dalsi prisecik ptimky SX
s kruznici /, poptipad¢ polozme Y = X, je-li pfimka SX tecnou kruznice /.
Déle ozna¢me X', Y’ pruseciky ptimky SX s kruznici I, a to tak, aby bodu X ve
stejnolehlosti kruznic / a /" odpovidal bod Y’ a bodu Y odpovidal bod X".
Z definice mocnosti bodu S ke kruznici / plyne |SX|-|SY|=|SP|-|SQ].
Ze stejnolehlosti kruznic / a [’ zase plyne |SX’| : |SY|=|SP’| : |SQO|.
Vynasobenim obou rovnic ziskame rovnost [SX|- |[SX’| = |SP|-|SP’| = k.
Bod X’ € I’ je tedy obrazem bodu X € [/ v kruhové inverzi K (S, «).
Tim jsme dokazali, Zze obrazem kruznice / v uvazované kruhové inverzi je kruz-
nice /”. Vzhledem k involutornosti kruhové inverze je naopak obrazem kruznice
" ve stejné inverzi kruznice /.
Kruznice neprochazejici bodem S se proto v kruhové inverzi K (S, k) zobrazi

op¢t na kruznici, kterd také bodem S neprochazi, nebot’ na Zadné kruznici nelezi
vzor bodu S, nevlastni bod oo.

Obrazek ¢. 32
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Na obr. ¢. 32 byl bod S bodem vnéjsi oblasti kruznice /. Pokud bod S lezi ve
vnitini oblasti kruznice / (viz obr. €. 33), protne kazdé ptimka prochazejici bo-
dem S obé¢ kruznice / a [’ vzdy ve dvou bodech. Postup pfi diikkazu pak ziistane
stejny.

Také v ptipad¢€ ostatnich vzajemnych poloh zobrazované kruznice a kruznice k
se tvrzeni véty dokaze stejnym zpiisobem.

Obrazek ¢. 33

Ukézali jsme, ze v kruhové inverzi K (S, k) se kruznice / neprochazejici bodem S zobrazi
na kruznici /”. Pfitom by se mohlo zdat, Ze se stfed S, kruznice / zobrazi na stfed S, kruznice /".
Snadno se ale dokaze, ze tomu tak neni (viz obr. ¢. 34).

Obrazek ¢. 34
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Vzdélenost |SS| je ziejmé aritmetickym primérem vzdalenosti [SP|, [SQ], tj. plati
|SP[+1SQ|
5 .
Z definice kruhové inverze dale plati |SP|-|SP’| = |SQ|-|SQ’| = k.
Pro obraz S’ sttedu S, kruznice / v kruhové inverzi K (S, k) potom plati

ISS)| =

557 = K 2K 3 2K 3 2K _ 2|SP'|.|SQ’|
TISS) |1SP+ (SO K, K K (ISP’|+[SQ’)  |SP'[+|SQ’|
[SP’| SO’ |SP’|.|SQ’|

Vidime, ze vzdalenost |SS’,| je harmonickym pramérem vzdalenosti |SP’|, |[SQ’|.
Naproti tomu vzdalenost |SS,| je jejich aritmetickym pramérem.
Pro |SP’| # |SQ’| je tedy |SS"| # |SS,|, odkud S’ # S,.

Stied S, kruznice / se proto nezobrazi na stted S, kruznice /” (opét viz obr. €. 34).

Na zacatku této kapitoly jsme ukézali obdobny pfistup k definici stejnolehlosti a inverze.
Z véty 29 vime, Ze vSechny stejnolehlosti s danym stfedem tvoii grupu vzhledem ke skladani.
Pokud k témto stejnolehlostem ptidame také vSechny inverze se stejnym stfedem, bude takto
vznikld mnozina opét grupou. Pfitom samotné inverze s danym stfedem grupu netvofi.

Véta 64: Necht’ E je eukleidovsky prostor.
MnozZina tvofena vSemi stejnolehlostmi a vSemi inverzemi prostoru E' s danym
sttedem S € E tvofi grupu vzhledem ke skladani.

Diikaz: 7 dukazu véty 29 vime, ze slozenim dvou stejnolehlosti se stejnym stfedem je opét
stejnolehlost s danym stfedem.
Zbyvé prozkoumat skladani dvou inverzi s danym stfedem a skladdani stejnolehlosti
a inverze se stejnym stfedem.
Uvazujme dvé€ inverze se stejnym stiedem S € E;
inverzi f s koeficientem « # 0 a inverzi g s koeficientem 7 # 0.
Zvolme bod X € E, X # §, a oznaCme f(X) =X, g (X") = X". Plati

K T

X =S+ (X-S)a X'=S+ (X' -5).
|SX|° 1SX|?
Po dosazeni ziskame
T T K T
X'=5+ X -8)=8+ X-8)=S+—(X-9).
\SX’\z( ) ( ) K( )

; 2 .‘SX|2
18X]
|S.X]

Vidime tedy, Ze sloZzené zobrazeni g o f, zobrazujici bod X na bod X", je stejnolehlost
se sttedem S a koeficientem 7/x.
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Necht' f je opét inverze se sttedem S € E a koeficientem « # 0, / je stejnolehlost se
stejnym stfedem S a koeficientem A4 # 0.
Zvolme bod X € E, X # S, a ozna¢me nyni f(X)=X’, h (X") = X”. Plati
K
|SX]?

X =S+ (X-S)a X'=S+A(X"-8).
Po dosazeni ziskame

X”:S+/1(X’—S)=S+|;K|2

(X -9).

Vidime tedy, Ze sloZzené zobrazeni / o f zobrazujici bod X na bod X"’ je inverze se stie-
dem S a koeficientem A k.

Sami ovéite, ze skladani stejnolehlosti a inverze se stejnym stfedem neni komutativni
a zalezi tedy na potadi, v jakém obé¢ zobrazeni skladame. Kdybychom ve vyse uvede-
ném piipad¢ vytvorili zobrazeni f o 4, dostali bychom inverzi se stfedem S, ale s koe-
ficientem «/A.

Zatim jsme ukézali, Ze mnoZina tvofend vSemi stejnolehlostmi a v§emi inverzemi s da-
nym stfedem je uzaviend vzhledem k operaci skladéani.

Také pro skladani téchto zobrazeni plati asociativni zakon.

Neutralnim prvkem vzhledem ke skladani je identita, neboli stejnolehlost se stredem S
a koeficientem A = 1.

Inverznim prvkem ke stejnolehlosti se sttedem S a koeficientem A je stejnolehlost se
sttedem S a koeficientem 1/A. Inverznim prvkem k inverzi se stfedem S a koeficien-
tem k je vzhledem k involutornosti opét inverze se stfedem S a koeficientem «.

Tim je diikkaz proveden.

Vratme se na zaver této kapitoly jesté ke kruhové inverzi. Z véty 63 je ziejmé, ze kruhova
inverze neni afinnim zobrazenim, nebot” se pii ni mohou kolinedrni body zobrazit na body ne-
kolinearni. Kruhova inverze tedy obecné nezachovava kolinearnost bodi.

V posledni véteé dokazeme, ze kruhova inverze zachovava velikost thlu mezi dvéma kiivka-
mi, tj. je konformni. Pfitom thlem dvou protinajicich se kiivek rozumime thel mezi te¢nami
k témto kiivkam v jejich spole¢ném bodé.

Véta 65: Kruhova inverze je konformni zobrazeni.

Diikaz: Necht je dana kruhova inverze K (S, ).
Uvazujme dvé€ rtizné ptimky p, g protinajici se ve vlastnim bod¢ R, R # S.
Dale predpokladejme, ze zadna z ptimek p, g neprochazi bodem S (viz obr. €. 35),
v opac¢ném piipad¢ se ditkaz jesté zjednodusi.
Podle véty 63 se tedy kazda z piimek p, g zobrazi na kruznici prochazejici bodem S.
Obrazy ptimek p, g v kruhové inverzi K (S, k) oznacme p’, q".
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ODb¢ kruznice p’, ¢’ se kromé bodu S protinaji jest¢ v bodé R’, ktery je obrazem bodu R
v kruhové inverzi K (S, k).

Uhel, ktery kruZnice p’, ¢’ sviraji v bodé R’, uréime jako uhel jejich teden ¢, ¢, v tomto
bodé¢. Pfitom tuhel teCen ¢, ¢, kruznic p’, ¢’ v bodé R’ je v dlsledku symetrie podle
spojnice stfedii obou kruznic roven uhlu tecen ¢, ¢, kruznic p’, ¢’ v bodé S.

Tento uhel je potom roven uhlu piimek p, g, nebot’ tecny ¢,, ¢, jsou s pfimkami p, ¢
rovnobézné. Tecny ¢, t, tedy sviraji stejny uhel jako ptimky p, g.

Dokazali jsme tak, ze kruhova inverze zachovava tihel mezi dvéma ptfimkami.

Tim je ditkkaz proveden, nebot’ v ptipad€ obecnych kiivek uvazujeme vzdy thel mezi
teCnami k témto kiivkdm v jejich spolecném bod¢ a tento uhel se podle vyse uvede-
ného zachovava.

Obrazek ¢. 35
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3. Geometricka zobrazeni — sbirka prikladt
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3.1 Délici pomér

1. [DT] Na ptimce A4, jsou dany tii po dvou riizné body A4, B, C. Necht plati (4; B, C) =d.
Urcete délici poméry (4; C, B), (B; 4, C)a (C; B, A).

d

Resent: (A;C,B)zé, (B;A,C)Zd ] a (C;B,A)=1-d

2. [S1] Na piimce A4, jsou dany ctyfi po dvou riizné body 4, B, C, D.
Dokazte, ze plati (D; A, B)-(D; B, C)=(D; A4, C).

d—a'd—b_d—a

Reseni: Plati =
d-b d—-c d-c

3.2 Analytické vyjadreni afinniho zobrazeni

1. [S2] V afinni roviné A4, je dan rovnobéznik 4 BCD. Rozhodnéte, zda existuje afinni zobra-
zeni dané roviny do sebe, pii kterém je bod 4 samodruzny, bod B se zobrazi na bod C
a bod C na bod D. Jestlize ano, ktery bod je obrazem stfedu S rovnobézniku ABCD?
Napiste analytické vyjadieni takového afinniho zobrazeni v nékteré LSS a ovéite
pomoci néj, ktery bod je obrazem bodu S.

Reseni: Existuje pravé jedno afinni zobrazeni danych vlastnosti,
obrazem bodu S je stfed Gsecky 4D,
v LSS urcené repérem +4, B— A, D — A, ma uvedené¢ afinni zobrazeni
analytické vyjadieni x"= x — y,
y'=x,
ve zvolené LSS je S =[1/2, 1/2], "= [0, 1/2]

2. [S2] V afinni roviné A, je dan trojuhelnik 4 BC. Urcete, kolik existuje afinnich zobrazeni
dané roviny do sebe, pfi kterych se bod 4 zobrazi na bod B, bod B na bod C a bod C

Vv v

Napiste analytické vyjadieni takového afinniho zobrazeni v nékteré LSS a ovéite
pomoci négj, ktery bod je obrazem bodu 7.
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Reseni: Existuje pravé jedno afinni zobrazeni danych vlastnosti,
obrazem bodu 7 je opét bod 7,
v LSS uréené repérem +4, B — A, C — A, ma uvedené afinni zobrazeni
analytické vyjadieni x'=—-x—y + 1,
y'=x,
ve zvolené LSS je T=[1/3, 1/3], T"=[1/3, 1/3]=T

3. [DT] V afinni rovin€ A4, je dan trojuhelnik ABC, kde 4 =[1, 0], B=[3, 1], C=1[2, 5].
Urcete analytické vyjadieni afinniho zobrazeni f roviny 4, do sebe, pro které¢
SA)=A4"fB)=B', f(C)=C"kded’=[3,-2],B’=[4,0], C'=[-1, -1].

ReSeni: x'=x—y +2
y'=x-3

4. [DT] V E, je dan ¢tverec ABCD, piicemz A =[-3,-5], B=[2,-8], C=[5, c], kde ¢ € R.
Urcete analytické vyjadieni symetrie podle stiedu S ¢tverce A BCD.
Pomoci néj potom ovéite, Ze v této symetrii je obrazem bodu D bod B.

Reseni: C=[5,-3], S=[1, -4]
x'=-x+2
y'=-—y-8
D=10,0],D’'=[2,-8]=B

5. [DT] Urcete analytické vyjadieni symetrie prostoru E, podle te¢ny ¢ ke kruznici
k:x*+y*—8x+6y—7=0v jejim bodé T=[0, y,], kde y, <O.
Dale urcete obraz stfedu S kruznice k v této symetrii.

Resent: T=[0,-7], t:x+y+7=0
x'=—y-17
y'==x-17
S=14,-3], 8" =[-4,-11]

6. [DT] V afinnim prostoru 4, jsou dany body 4 =[1, 1, 0], B=[1,0, 1], C=10, 1, 1],
D =11, 1, 1]. Urcete analytické vyjadieni afinniho zobrazeni f prostoru 4 do sebe,
pro které f(A)=A", f(B)=B’, f(C)=C", f(D)=D’,kde 4"'=[1, 4, 0],
B’=1[3,0,-1], C'=10,2,-3],D'=[2, 3, -2].
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Resent:x'=2x—y+z
y'=x+3y-z
z/=x—-y-2z

7. [DT] Najdéte analytické vyjadreni symetrie prostoru E ; podle prusecnice p rovin
p:2x-5y+4z-10=0ac:x—y—z—-2=0.

Resent: p = {[0, -2, 0], (3,2, 1)}
x'=1/7TQ2x+6y+3z+12)
y'=1/7(6x-3y+2z-20)
Z/=1/7TB3x+2y-62z+4)

8. [DT] Najdéte analytické vyjadieni kolmé projekce prostoru E, do roviny p urené
pﬁmkamlp = {[4: 39 0]5 (1: 29 _2)} aqg= {[3: 3: 1]5 (0: _Za 1)}

Resent: p:2x+y+2z—11=0
x'=1/9(5x-2y—-4z+22)
y=1/9(-2x+8y—-2z+11)
z/=1/9(-4x-2y+5z+22)

9. [VK] Pravidelny &tyfstén v E; mé vrcholy ABCD, pticemz 4 = [0, 0, 0], B = [2, 0, 0],

C=[1,¢0],D=][1,d,, ds], kde ¢c>0,d,> 0, d,>0.

Urcete analytické vyjadieni symetrie podle roviny p = {B, C, D}.

Reseni: € =[1.43,0 | D=[1.43 /3.246 /3 ]
p:3x32+y6+2z/3-62=0
¥ =1/9(-3x-4y3-226+24)
y'=1/9(-4x3+5y-2242+83 )
2 =1/9(-2xV6-2yV2+72z+46 )

10. [VK] Najdéte analytické vyjadieni symetrie prostoru E, podle roviny
p=1[2,2,-2,-2],[2,-2,2,-2], [4, -2, 2,—4]}.
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Reseni: x'=—u

y'=-z
z'=—y
u'=-x

11. [VK] Zjistéte analytické vyjadieni kolmé projekce prostoru E, do roviny
p=A[1,-1,-1, 1], (1, 1, 1, 1), (1, -1, 1,-1)}.

Reseni: x’=1/2 (x +z) + 1
y'=12(y+u)-1
z'=1/2(x+z)-1
u'=172(y+u)+1

12. [VK] Urcete analytické vyjadieni kolmé projekce do podprostoru
a:x+ty—-2z-2u=0,x—-2y+z—-2u=0 prostoru E,.

Reseni: a = {[0, 0, 0, 0], (1, 1, 1, 0), (2,0, 0, 1)}
x'=1/119x+y+z+4u)
y=1/11Kx+5y+5z-2u)
zZ’=1/11(x+5y+5z-2u)
u'=1/114x-2y-2z+3u)

13. [VK] V E,jsoudany body 4 =[2, 1, 1,2], B=[3,3,2,4],C=1[4,-1,2, 1],
D =1[-1, 3, 0, 2]. Urcete analytické vyjadieni kolmé projekce do podprostoru
a={4, B, C, D}.

Reseni: x'=1/4 3x—y+z+u)
y'=14(-x+3y+z+u)
z/=1/4(x+y+3z—u)
u'=14x+y—-z+3u)

14. [VK] Urcete analytické vyjadieni symetrie prostoru E, podle podprostoru
o={[1,1,0,1],[1,0,1,1],[2, 1,0, 2], [2, 0, 0, 2]}.

Reseni: x'=u
/ —

Y=y

z'=z

u'=x
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15. [VK] Napiste analytické vyjadireni symetrie podle podprostoru
E’={[1,0,2,1],[1,1,0,2],[2, 1, 1, 0], [0, 2, 1, 1]} prostoru E,.
Urcete obraz bodu M = [0, 6, -3, 1].

Resent: E':x+y+z+u—4=0
x'=12x-y—z-u)+2
y=12(x+y—z—u)+2
/=12 (x-y+z—u)+2
u'=12Fx-y—-z+u)+2
M’'=10,6,-3,11=M

3.3 Samodruzné body a sméry afinniho zobrazeni

1. [DT] Afinni zobrazeni roviny 4, do sebe ma vzhledem ke zvolené LSS analytické
vyjadieni x'=2x -4y + 3, y’=x -3 y + 5. UrCete jeho samodruzné body a sméry.

Reseni: SB neexistuje
SS: A, =1L u, e {(4t,t),t e R}
2’2:_25 u, € {(ta t)atER}

Poznamka: Zapisem A, =1, u, € {(4¢1),t € R} rozumime skutecnost, Ze generatorem
samodruzného sméru je kazdy nenulovy vektor u, ze zaméfeni roviny A4 ,,
jehoz soutadnice nalezi mnozing {(4 ¢,¢),t € R }.

Vlastnimu vektoru u, pfitom pfislusi vlastni ¢islo 4, = 1.

2. [DT] Napiste analytické vyjadreni vSech afinnich zobrazeni roviny 4, do sebe, pii kterych
jsou body [1, 0] a [0, —1] samodruzné.

Reseni:x'=(1 -p)x+py+p,peR
V=—qx+(+qy+tq.qeR

3. [DT] V E, je dan obdélnik ABCD, kde 4 = [-1, 3], B=[5, 1], C=[6, 4].
Urcete samodruzné body a sméry symetrie podle thlopticky BD obdélniku ABCD.
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Reseni: D = [0, 6]
SB: ptimka x + y — 6 = 0 (4hlopticka BD)
SS: A, =-1L,u, € {(t,t),te R}
A,=1u, e {(t,—t),te R}

4. [DT] V E, jsou dany body 4, B, C,kde A =[1, 6], B=[4,0], C=[-2,3], 4"=[5, 0],
B'=12,4], C"=[2, —1]. Urcete analytické vyjadreni afinniho zobrazeni, které
zobrazuje body 4, B, C po fad¢ na body 4, B, C".

Dale vypocitejte samodruzné body tohoto zobrazeni.

Reseni: x’=1/3 (x +2y+2)
y'=13QR2x-y+4)
SB: X =[4, 3]

5.[VK]V E, jsou dany body 4, B, C,kde 4 =[3, 1], B=[4,2], C=1[2,4], 4A’=[2, 0],
B’=10,-2], C"=[-2, 0]. Urcete analytické vyjadreni afinniho zobrazeni, které
zobrazuje body A4, B, C po tad¢ na body 4’, B, C".

Dale vypocitejte samodruzné body a samodruzné sméry tohoto zobrazeni.

Resent: x'=1/2 (-x -3y + 10)
y'=1/2 (-3 x—y+10)
SB: X (1)=[t,(10-31¢)/3],t€ R
SS: A, =-2,u, € {(t,t),t e R}
A,=1,u,e {(t,—t),te R}

6. [VK] V E, je dan rovnobéznik ABCD, kde A = [2, 1], B=15, 2], C=[1, 4].
Urcete analytické vyjadieni afinniho zobrazeni, které zobrazuje body 4, B, C po tad¢
na body a) 4, B, D,b) B, C, D, c) B, 4, D.
Daéle vypocitejte samodruzné body a samodruzné smeéry tohoto zobrazeni.

Reseni: D =[-2, 3]
a)x’=1/10 (13x -9y +3)
y=1/10x+7y+1)
SB: X (t)=[3¢-1,t],t€ R
SS:A=1,uec{(3t1),tcR}
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byx'=1/2(—x-5y+17)
y=12x+y+1)
SB: X =[3/2,5/2]
SS neexistuje
c)x'=1/5(-x—-12y+39)
y'=1/5(-2x+y+13)
SB: X (t)=[t,(13-21¢t)/4],t e R
SS: A, =—-1,u, € {(3¢¢),te R}
A=lLue{(-2¢t),teR}

7. [S2] Afinni zobrazeni prostoru 4 ; do sebe mé vzhledem ke zvolené LSS analytické
vyjadtenix’'=x—y+z+1,y'=—x+y+z+2,z/=—x—-y+3z+3.
Urcete jeho samodruzné body a smeéry.

ReSeni: SB: X (t)=[t+2,t+1,¢t],t€ R
SS: A, =1 u, e {(t,t,t),te R}
A,=2,u, e {(t,s,t+s),t,s € R}

8. [S2] Afinni zobrazeni prostoru do sebe je dano rovnicemi x'=x—-y+2z -7,
y'=y+z-5z"=x-2y+z+ 6. UrCete jeho samodruzné body a smery.

Reseni: SB: X = [0, 3, 5]
SS neexistuje

9. [S2] Urcete samodruzné body a sméry afinniho zobrazeni prostoru do sebe dané¢ho
rovnicemix'=3x—-2y+6z—-2,y'=x+3z-1,z/=—x+y-2z+ 1.

Reseni: SB: rovinax —y+3z-1=0
SS: A, =—1,u, e {(2t,t,—t),t e R}
A,=lu,e{(t,t+3s,5),t,s € R}

10. [DT] Najdéte analytické vyjadieni kolmé projekce do ptimky p = {[2, 2, 1], [3, -1, 2]}
v prostoru E; a vypocitejte jeji samodruzné body a sméry.
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Resent: x'=1/11 (x =3 y + z + 25)
y=1/11(-3x+9y-3z+13)
z’=1/11(x-3y+z+14)

SB: ptimka {[0, 8, —1], (1, =3, 1)} (pfimka p)
SS:A=1ue{(t,-3¢t1),teR}

11. [VK] Najdéte analytické vyjadreni 2-symetrie podle roviny
p=1{[2,2,-2,-2],[2,-2,2,-2], [4, -2, 2, —4]} v prostoru E, a vypocitejte jeji
samodruzné sméry.

Poznamka: 2-symetrii podle roviny rozumime zobrazeni, které bodu X pfitadi bod
'=X +2 (X - X), kde X je kolmy primét bodu X do dané roviny
(jedna se o jakési ,,prohloubené* zrcadleni).

Resent: x"=—1/2 (x + 3 u)
y'==112(y+3z2)
z'==-1/2(By+z)
u'=-1/2 (3 x+u)
SS: A, =-2,u, € {(t,s,5,¢t),t,s € R}
A, =1 u, e {(t,s,—s,—t),t,s € R}

12. [VK] V E,jsoudany body 4 =[2, 1, 1,2], B=[3,3,2,4],C=1[4,-1,2, 1],
D =[-1, 3,0, 2]. Urcete analytické vyjadieni a vypocitejte samodruzné body
a smeéry symetrie podle podprostoru o = {4, B, C, D}.

Resent: x"=1/2 (x —y + z + u)
y'=12(-x+y+z+u)
z’=12(x+y+tz—u)
u'=12x+y—z+u)

SB: X (t,s,r)=|[t,s,r,t+s—r],t,s,7 € R
SS: A, =—-1,u, € {(t,t,—t,—t),t € R}
A,=Lu,e{(t,s,r,t+s—r),t,s,re R}

13. [S2] V afinni roving je dan trojuhelnik BCD, afinni zobrazeni f roviny trojihelniku do

sebe je dano podminkami f(B) = C, f(C) =B a f(D) = D. Urcete samodruzné body
a smeéry afinniho zobrazeni f.
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Resent: SB: X (t)=B+1/2(1-t)(C—B)+t(D-B),t € R
ptimka prochazejici body D a Sy
SS: A, =-1,u, € {t(C-B),te R}
A=1,u, € {t’2(C—B)—t(D-B),te R}

Poznamka: V tomto ptipadé zépisem A, =—1, u, € {t (C—B), t € R} rozumime
skute€nost, ze generdtorem samodruzné¢ho sméru je kazdy nenulovy
vektor u, tvaru t (C— B), kde t € R.
Vlastnimu vektoru u, pfitom pfislusi vlastni ¢islo 4, = —1.

14. [DT] V E, je dan rovnobéznik ABCD se sttedem S. Urcete samodruzné body a sméry
afinniho zobrazeni f, pro které f(4)=1/2A4+1/2B, f(B)=1/2A+1/2 B, f(S)=S.

Reseni: SB: X (1)=A+1/2(1—t)(B—A)+t(S—A4),t <R
piimka prochézejici body S a S,
SS:A=lLue{t/2(B-A4)—t(S—A4),teR}

15.[VK] V E, jsou zvoleny 3 linearn¢ nezavislé body 4, B, C. Urcete samodruzné body
a smeéry afinniho zobrazeni f, pro které¢ f(4)=A-B+C, f(B)=B—-A4+C,
f(C)=1/24+1/2B.

ReSeni: SB: X=A+ 1/4(B—A)+1/2 (C—A)
SS: A, =—1,u, € {t/2(B-A)+t(C—-A),te R}
A=2,u, e {t(B—A),teR}

16. [VK] V E, je dan pravidelny Sestithelnik A BCDEF. Vypocitejte samodruzné body a sméry
afinniho zobrazeni f, pro kter¢ f(4)=A4, f(C)=2/34-1/3 C+2/3 E,
f(E)=2/34+2/3C-1/3E.

Reseni: SB: X =4

SS: A, =—1,u, € {t(C—A)—t(E—A),tc R}
dy=1/3,uy, e {t(C—A)+t(E—-A),teR}

17. [VK] V E; jsou zvoleny 4 linearné nezavislé body 4, B, C, D. Uréete samodruzné body
a smeéry afinniho zobrazeni f, pro které f(4) =B, f(B)=4, f(C)=D, f(D)=C.
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Resent: SB: X (t1)=A+1/2(1-2t)(B—A)+t(C—A)+t(D—-A),teR
ptimka prochazejici body S,; a S,
SS: A, =—lLue{t(B-A4A)+s(C-A)-s(D—-A4),t,s e R}
A=lLu,e{t(B-A)—t(C-A)—t(D-A),teR}

18. [VK] V E; je dan ctyistén ABCD. Najdéte samodruzné body afinniho zobrazeni f, pro které
f(A4)=1/34+2/3B, f(B)=2/34+1/3B, f(C)=D, f(D)=_C.

Reseni: SB: X (1)=A+1/2(1-2t)(B-A)+t(C—A)+t(D—-A),t R
piimka prochézejici body S,; a S¢,

19. [VK] V E; jsou dany linearné nezavislé body 4, B, C, D a afinni zobrazeni f, pro které
f(A)=2A-B, f(B)=2B—-4, f(C)=1/2C+1/2D, f(D)=1/2C+ 1/2 D.
Urcete samodruzné body a sméry afinniho zobrazeni f.

Reseni: SB: X (t1)=A+1/2(1-2t)(B—A)+t(C—A)+t(D—-A),teR
ptimka prochézejici body S,; a S¢,
SS: A, =Lu e{t(B-A4)—t(C-A)—-t(D—-A4),te R}
Ay=3,u,e{t(B—A),teR}

20. [VK] V E, jsou déany linedrné nezavislé body A4, B, C, D, E. UrCete samodruzné body
a sméry afinniho zobrazeni f, pro které f(4) =B, f(B)=4, f(C)=D, f(D)=E,
f(E)=C.

Resent: SB:X(t)=4+1/2(1-3¢t)(B-A)+t(C—-A)+t(D-A)+t(E—A),teR
pfimka prochazejici body S,; a Tpy (t€Zi8té trojuhelniku CDFE)
SS: A, =—l,u, e {t(B-A),te R}
Ay=lLuy e {3t(Tepp—Sy),teR}

21.[VK] V E, jsou déany linearn€ nezavislé¢ body 4, B, C, D, E. Urcete samodruzné body
a sméry afinniho zobrazeni f, pro které f(A)=2B -4, f(B)=2A4—-B, f(C)=D,
f(D)=E, f(E)=C.
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Reseni: SB: X (1)=A+1/2(1-3 HB-A)+t(C-—A)+t(D—-A)+t(E-A),teR
ptimka prochazejici body S,z a Trpg
SS: A, =-3,u, e {t(B-A),te R}
A=lLuye {3t(Tep—Si),teR}

22.[VK] V E, jsou dény linearné¢ nezavislé¢ body 4, B, C, D, E. Urcete samodruzné body
a sméry afinniho zobrazeni f, pro které¢ f(A)=2B—-A4, f(B)=2A4A-B,
f(C)=2D-E, f(D)=2E-C, f(E)=2C-D.

Resent: SB:X(t)=A+12(1-3t)(B-A)+t(C—A)+t(D-A)+t(E-A),teR
piimka prochézejici body S,; a Ty
SS: A, =-3,u,e{t(B—-A),te R}
Ay=1u, € 3t (Tepr—Sy),te R}

3.4 Zakladni afinity

1. [S2] Napiste analytické vyjadieni osové afinity afinni roviny A4 ,, kterd ma osu x za piimku
samodruznych bodi (osu afinity) a zobrazuje bod [0, 1] na bod [3, 5].

Reseni: x'=x+3y
y'=3y

2.[VK] V E, je dana ptimka p: 2x+y—-3=0abody B=[1, 5], B’=[3, 1].
Urcete analytické vyjadieni zakladni afinity f, pro kterou f(B) = B’, a jejiz mnozinou
vSech samodruznych bodu je pfimka p. Dale vypocitejte samodruzné smeéry afinity f.

Reseni: x’=1/2 (4x+y—3)
y'==2x+3

SS: A=1,ue {(t,-21),tcR}

3.[VK] V E, je dana ptimka p: x + 2y +3=0abody B=[1, 5], B’=[3, 6].
Urcete analytické vyjadieni zakladni afinity f, pro kterou f(B) = B’, a jejiz mnozinou
vSech samodruznych bodi je pfimka p. Dale vypocitejte samodruzné sméry afinity f.
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Resent:x'=1/7 (8 x+2y+3)
y'=1/14(x+16y+3)

SS: A, =1, u, € {(2t,—t),t € R}

A, =9/, u,e {(2t,t),te R}

4. [VK]V E, je dana ptimka p: 2x—-3y+2=0abody B=1[1, 5], B'=1[2, 2].
Urcete analytické vyjadieni afinniho zobrazeni f, pro které f(B) = B’, a jehoz mno-
zinou vSech samodruznych bodi je pfimka p. Dale vypocitejte samodruzné smeéry

zobrazeni f. Je toto zobrazeni afinitou?

Resent:x"=1/11 (9x+3y—2)
y'=1/11(6x+2y+6)
SS: A=1,ue{(3t,2t),te R}
B’ € p, f je projekce prostoru E, na piimku p ve sméru vektoru B’ — B,

nejednd se o afinitu

5. [DT] Napiste analytické vyjadieni zakladni afinity prostoru E, kterd ma rovinu
x+y—2z+1=0zamnozinu vSech samodruznych bodu a zobrazuje bod B =1, 0, —1]

na bod B'=[-1, 2, 1].

Reseni:x'=1/2 (x —y+2z—1)
y=12x+3y-2z+1)
z/=12(x+y+1)

6. [DT] V E; je déna rovina p = {[1, 0, 6], (1, 3, 1), (0, -2, 5)} abody B =1, 1, 0],
B’=10, 2, 7]. Urcete analytické vyjadieni zakladni afinity f, pro kterou f(B) = B/,

a jejiz mnoZzinou vSech samodruznych bodi je rovina p.

Reseni: p:17x-5y-22z-5=0
x'=1/7-10x+5y+2z+5)
y=1/717x+2y-2z-5)
z/=17x-5y—-z-5

7. [DT] V E, je dan podprostor a = {[0, 2, -1, 0], [1,-3,0, 2], [-1, 1,0, 0], [2, 2, 1, 2]}

abody B=1[0,1,2,0],B'=[1, 3,0,-1].
Urcete analytické vyjadreni zékladni afinity f, pro kterou f(B) = B’, a jejiz mnozinou

vSech samodruznych bodu je podprostor a.

113



ReSeni: a:3x—y+2z—5u+4=0
x'=1/7(10x—-y+2z-5u+4)
y'=1/7(6x+5y+4z—10u+38)
z/=1/7(-6x+2y+3z+10u—-28)
u'=1/7-3x+y-2z+12u-4)

8. [S2] Rozlozte afinitu f afinni roviny s rovnicemi x’ =y, y’=x + 1 v osov¢ afinity.

Reseni: Napiiklad f,: x’=x
y==x+y+1
frix'=x+y—-1
y'=-y+2
fiix'=x

y'=x+y

9. [S2] V afinni rovinég je afinita f dana rovnicemix'=2x—-y+1,y’=x+y+ 3.
Rozlozte afinitu f na osové afinity.

Reseni: Naptiklad f: x'=x—y + 1
y'==2y+3
frix'=2x-1
y=x+y-1
fiix'=1/4(5x-2y+5)
Y'=x=y+S

10. [DT] Ovéite, Ze rovnicemi x'=1/5 3 x—-4y)+2,y'=1/5(-4x -3 y) + 4 je v afinni
roviné 4, dana zakladni afinita f. UrCete pfimku p jejich samodruznych bodu a jeji
charakteristiku, neni-li to elace. Potom rozhodnéte, zda je tato afinita involutornim
zobrazenim.

ReSeni: p:x+2y—5=0
zvolime-li napi. X = [0, 0], je X' =[2, 4], X =[1, 2],
odtud k= (X; X, X")=-1

f je involutorni zobrazeni
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11. [DT] Ovéite, ze rovnicemi x'=1/8 (6 x+3y—-5z+6),y'=1/8 2x+5y+5z-06),
z/=1/8(2x—-3y+ 13 z-6) je v afinnim prostoru 4 ; dana zakladni afinita f.
Urcete rovinu p jejich samodruznych bodi a rozhodnéte, zda je tato afinita elaci.
Neni-li f elace, urcete jeji charakteristiku.

Resent: p:2x—-3y+52z-6=0
f je elace

12. [S2] Ovéite, ze rovnicemi x'=y—-2z+ 1,y'=—x+2y-2z+1,z/=x—-y+3z—-1je
v afinnim prostoru A4, dana zdkladni afinita. Urcete rovinu p jejich samodruznych
bodi a jeji charakteristiku, neni-li to elace.

Reseni: p:x—y+2z—1=0
zvolime-li napi. X = [0, 0, 1], je X’ =[-1, -1, 2], X =[1/2, 1/2, 1/2],
odtud k= (X; X, X" )=1/3

3.5 Shodna zobrazeni

1. [DT] Urcete parametr p € R tak, aby existovalo shodné zobrazeni roviny E, zobrazujici
body [0, 0], [1, —2], [3, —1] po fadé na body [1, 2], [ p, 1], [4, p]. Napiste analytické
vyjadreni tohoto zobrazeni a urcete jeho samodruzné body a sméry.

Reseni: p =3
x'=1/5@x-3y)+1
y'=1/5@x+4y)+2
SB: X =[-5/2,5/2]
SS neexistuje

2. [S2] Urcete parametry p, g € R tak, aby existovala shodnost zobrazujici body [3, 0], [1, 2],
[-1, —1] po tad¢ na body [1, 4], [ p, 2], [2, g]. Najdéte samodruzné body a smeéry
tohoto zobrazeni.
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Reseni:p=—1,q=0
x'=—y+1
y'=x+1
SB: X=[0, 1]
SS neexistuje

3. [DT] Napiste analytické vyjadieni symetrie podle ptimky x —3 y +4 =0 v E, a zjistéte,
o jakou shodnost se jedna.

Resent: x'=1/25 (=24 x +7 y—21)
y'=1/25(Tx+24y+3)

neptima shodnost

4. [DT] V E, jsou dany body 4 = [0, 1], B=1[2,-2],4A’=[1, 2], B’=[3, 5].
Urcete analytické vyjadieni a samodruzné body a sméry piimé shodnosti f, pro kterou

f(4)=A"a f(B)=B"

Reseni: x’=1/13 (=5 x— 12y +25)
y'=1/13(12x -5y +31)
SB: X=[1/6, 11/6]
SS neexistuje

5.[VK] V E, jsou dany body 4 =[1,0], B=[2,7],A’=1[9, 1], B’=[4, —4].
Urcete analytické vyjadieni a samodruzné body a sméry neptimé shodnosti f, pro kte-
rou f(A)=A"a f(B)=5B"

Resent: x'=1/5 (3x—4y+42)
y'=1/5(-4x-3y+9)
SB neexistuje
SS: A, =—1,u, € {(t,2¢),te R}
Ay=lLu,e{(2t,—t),teR}

6. [VK] Urcete analytické vyjadieni, samodruzné body a sméry pro vSechny shodnosti f
prostoru E,, pro které f(4)=A"a f(B)=B,kde4=[-1,1],B=[0,-2],4"=[3, 2],
B'=[2,-1].
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Resent: a) pfima shodnost:
x'=1/5(4x+3y+16)
y'=1/5(-3x+4y+3)
SB: X =1[5/2,-9/2]

SS neexistuje
b) neptima shodnost:
x'=—x+2
y'=y+1
SB neexistuje
SS: A, =—1,u,€ {(1,0),t e R}
A,=1,u, € {(0,1),t e R}

7. [S2] Pti shodném zobrazeni f eukleidovského prostoru do sebe jsou body [0, 0, 0] a1, 1, 1]
samodruzné, bod 4 = [1, —1, 0] se zobrazi do bodu f (A4), ktery lezi v roviné¢ x = 0.
Urcete zbyvajici dvé souradnice bodu f(4).

Resent: f(4)=1[0, 1,-1], nebo f(4)=1[0,-1, 1]

8. [S2] Oveite, ze rovnicemix' = 1/3 (x -2y +2z+2),y'=1/32x—-y-2z-2),
z/=1/3(-2x—-2y—z+2) je dano shodné zobrazeni prostoru E; do sebe a najdéte
jeho samodruzné body a sméry.

Reseni: SB: X =11, 0, 0]
SS:A=-1,ue{(0,t,1),t R}

9. [VK] Afinni zobrazeni f prostoru E; do sebe je dano piedpisem
x'=1/9(-x-8y—-4z+18),y’=1/9(-8x—-y+4z),z/=1/9(-4x+4y—7z+36).
Rozhodnéte, zda se jedné o shodnost (pfimou, ¢i nepfimou) a urcete samodruzné sme-
ry zobrazeni f.

Reseni: f je ptfimé shodnost

SS: A, =—1,u, € {(t,5,2(t—5)),t,s € R}
A=1Lue{(2t,-2t—-t),te R}
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10. [VK] V E; ma afinni zobrazeni f analytické vyjadieni spliujici 3 x'=—x+2y -2z,
3y'=2x-y-223z'=-2x-2y—z
Zjistéte, zda se jedna o shodnost (pfimou, ¢i nepiimou, ptipadné involutorni)
a urcete samodruzné body a sméry zobrazeni f.

Resent: fje neptima, involutorni shodnost
SB: X (t)=[t,t,—t],t € R
SS: A, =—1L,u, € {(t,s,t+s),t,s € R}
A,=1l,u, e {(t,t,—t),te R}

11. [DT] Napiste analytické vyjadieni symetrie podle pitimky p = {[1, -2, 0], (0, 3, 1)} v E,
a zjistéte, o jakou shodnost se jedna. Déle ovéite, ze tato shodnost je involutornim
zobrazenim.

ReSeni: x’=—x +2
y'=1/5@y+3z-2)
z/=1/5By—-4z+6)

piima shodnost

12. [DT] Napiste analytické vyjadieni symetrie podle roviny
p=1{[-1,0,2],[2,5,0], [-3,-2, 4]} v E, a zjistéte, o jakou shodnost se jedna.

Resent:x'=1/7(-2x+3y—62z+3)
y=17@x+6y+2z-1)
z/=1/7T(-6x+2y+3z+2)

nepiima shodnost

13. [VK] V E; jsou dany body 4 =[1, 0, 0], B=[2,7,0], C=[-6, 1, 0], D=1, 0, 3] a body
A’=[9,1,0],B’=[4,-4,0],C'=[4,6,0],D’=[9, 1, ?].
Urcete analytické vyjadieni pfimé shodnosti, ktera zobrazuje body 4, B, C, D
po fad¢ na body 4’, B’, C’, D".
Dale urcete samodruzné body a samodruzné sméry této shodnosti.
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Resent: D'=[9, 1, -3]
x'=1/5B3x—-4y+42)
y'=1/5(-4x-3y+9)
z'=—-z
SB neexistuje
SS: A, =-1,u, € {(t,2t,5),t,s € R}

Ar=1,u,e{(2t,-1,0),te R}

14. [VK] V E, jsou dany body 4 =[1, 0, 0], B=[2,7,0], C=[-6, 1, 0], D=1, 0, 3] a body
A’=[9,1,0],B’=[4,-4,0],C'=[4,6,0],D'=1[9, 1, 7].
Urcete analytické vyjadieni nepiimé shodnosti, kterd zobrazuje body 4, B, C, D
po fadé na body 4’, B", C’, D".
Dale urcete samodruzné body a samodruzné sméry této shodnosti.

Resent: D'=[9, 1, 3]
x'=1/5@3x-4y+42)
y'=1/5(-4x-3y+9)
z'=z
SB neexistuje
SS: A, =—1,u, € {(t,21,0),t € R}
A,=1Lwu,e{(2t—ts)t,seR}

15. [VK] V E, jsou dany body [1, 0, -1, 1], [1, 1, 0,-1],[-1, 1, 1, 0], [0, -1, 1, 1].
Napiste analytické vyjadreni symetrie podle podprostoru a, ktery je t€émito body
uréen. Ovéite pomoci tohoto vyjadieni, Ze tato symetrie je involutorni shodnost.

ReSeni: a:x+y+z+u—1=0
x'=12x-y—-z-u+1)
y'=12(-x+y—z—-u+1)
z/=12(x-y+z—u+1)
u'=12Fx-y—-z+u+1)

16. [DT] Napiste analytické vyjadieni symetrie prostoru E, podle nadroviny
x—y+z-3u=0 azjistéte, zda tato symetrie je pfimd, nebo nepiima shodnost.
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Resent: x'=1/6 (5x+y—z+3u)
y'=1/6(x+5y+z-3u)
z/=1/6 (~x+y+5z+3u)
u'=12x-y+z—u)
nepiima shodnost

17. [VK] Najdéte analytické vyjadieni symetrie podle podprostoru a: x —y +z+u =1,
x +y+z—u=3 prostoru E, a zjistéte, jaka je to shodnost.

ReSeni: o= {[2-t,1+s,t,5],t,5s € R}

X'=—z+2
yv'=u+l
z/=—x+2
u'=y—1

pfima shodnost

18. [VK]Budte a:x+y—z—u=0apf:x+2y—z—2u=0dvé nadroviny v E,.
Najdéte analytické vyjadreni symetrie podle a N f a zjistéte, o jakou shodnost
se jedna.

Reseni: a N B={[ts ts]tseR}

x'=z
y'=u
z'=x
u'=y

pfima shodnost

19. [VK] Najdéte analytické vyjadieni symetrie podle podprostoru a: x +y —z =1,
x+ty—u=1l,x—z—u=1v E,a zjistéte, zda tato symetrie je pifima, nebo nepiima
shodnost.

Reseni: o= {[1+2¢t,—t,1,t],t e R}
x'=1/7T(x—4y+4z+4u+6)
v =17+4x-5y-2z-2u+4)
z/=1/7T(4x-2y-5z+2u—-4)
u'=17M@x-2y+2z-5u—-4)

nepiima shodnost
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20. [VK] Z analytického vyjadteni zjistéte, zda symetrie podle podprostoru, ktery je
prinikem nadrovin p: 4x+3y+2z—-5u=0,0:2x+y+2z—u=0
at:3x+2y+3z—-2u=0je piima, nebo nepiima shodnost prostoru E .

Resent: p "o N t={[-t,—t,t,—t],t € R}
x'=12(x+y—-z+u
y'=12x-y—-z+u)
z/'=12(-x—-y—z—u)
u'=12x+y—-z—u)

nepiima shodnost

3.6 Zakladni shodnosti

1. [S2] Napiste analytické vyjadieni osové soumernosti, zobrazujici pocatek na bod [1, 5].

Reseni: osa soumérnosti: x + 5y —13 =0
=113 (12x=5y)+ 1
y'=1/13(-5x-12y)+5

2. [S2] Rovnicemi x”"=y, y’=—x + 1 je ddna shodnost roviny E,. RozloZte ji v osové
soumernosti.

Reseni: Naptiklad f,: x"= x

y=—y+l
Srix'=-y+1
y=-x+1

3. [DT] Shodnost roviny £, ma analytické vyjadieni x'=x + 2, y’'=—y — 2.
Rozlozte ji na zakladni shodnosti.
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Resent: Napiiklad f,:x" =y + 2

y=x-2
Srix'=-y

y'=—x
fyix'=—x+4

y'=y

4. [DT] V E, je dan rovnostranny trojuhelnik ABC, pticemz 4 =[-4, 1], B=[2, 1], C=c,, ¢,],
kde ¢, > 0. Pomoci vzorce urcete analytické vyjadieni symetrie f podle strany AC
trojuhelniku 4 BC. Déle urcete obraz tézisté T trojuhelniku ABC.

Resent: C = [71,1+3\/§]
strana A C: x\/g—y+l+4\/§=0
Fix=12(x+yV3-12-43)

y'=1/2\x 3+y+1+4\/§)

T = [—1,1+J§] T = [—4,1+2J§]

5. [VK] Elipsa ma osy v osach soufadnych a prochazi body M = [\/5 ,—2 ]N = [»2 V3,1 ]

Urcete analytické vyjadieni symetrie f roviny E, podle tecny této elipsy, kterd vytina
na osach soufadnych stejné velké kladné useky. Uzijte pfimy vypocet i postup podle
vzorce.

Resent: elipsa: x> +3y° =15
te¢na: x+y—2\/§=0
symetrie: x’ = —y+2\/§

y'= —x+2+5

6. [S2] Napiste analytické vyjadieni soumérnosti podle roviny p, pii které se bod [1, 0, —2]
zobrazi na bod [3, 2, 0].

Resent: p:x+y+z—-2=0
x'=13x-2y-2z+4)
y'=1/3(-2x+y-2z+4)
z/=13(-2x-2y+z+4)
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7. [DT] Napiste analytické vyjadreni zakladni shodnosti v E;, jejiz mnozinou vSech samodruz-
nych bodt je rovina p = {[5, 1, 4], (2, 0, 1), (3, -1, 0)}.
Dale urcete samodruzné smery této shodnosti.

Resent: p:x+3y—22z=0
x'=1/76x-3y+2z)
y=17(3x-2y+62)
z/=1/7R2x+6y+32)
SS: A, =—1L,u, e {(t,31,-21),te R}
Ary=1,u, e {(t,5,1/2(t+35)),t,s € R}

8. [DT] Najdéte analytické vyjadieni symetrie prostoru E; podle roviny p urcené piimkami
pP= {[2: 3) 1]5 [55 43 O]} aq= {[O) 17 2]7 (33 17 _1)}
Ovéite pfimo z analytického vyjadieni, Ze tato symetrie je involutorni shodnost.

Resent: p:x+y+4z-9=0
x'=1/98x—-y—-4z)+1
y'=19(-x+8y—-4z)+1
z/=1/9(-4x-4y-T7z)+4

9. [DT] V E, je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV, kde A = [4, 1, 1], B=[4, 3, 1],
C=12, 3, 1], vyska jehlanu v = 2. Pomoci vzorce urcete analytické vyjadieni symetrie
podle roviny p = {B, D, V'} a ovéite, ze v této symetrii je obrazem bodu 4 bod C.

Reseni: D=1[2,1,1], V=13, 2, 3]
p:x—y—1=0
x'=y+1
y'=x-1
z/=z

10. [DT] Napiste analytické vyjadieni symetrie prostoru E, podle nadroviny p, pfi které se
bod [1, 0, 3, 2] zobrazi na bod [5, 2, -1, 0].

Reseni: p:2x+y—2z—u—4=0
x'=1/5x-2y+4z+2u+8)
y'=15(2x+4y+2z+u+4)
z/=1/5@4x+2y+z-2u-238)
u'=152x+y-2z+4u-4)
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11. [DT] Urcete analytické vyjadieni symetrie prostoru E, podle nadroviny
p=1{-1,0,2,2],[2,1,0,2],[1,1,-1, 0], [0, 2, 2, 1]}.
UZzijte ptimy vypocet i postup podle vzorce.

Resent: p:x—y+z—u+1=0
x'=12x+y—-z+tu-1)
y=12x+y+z—u+1)
z/=12(x+y+z+u-1)
u'=12x-y+z+u+1)

12. [VK] Urcete analytické vyjadieni zakladni shodnosti prostoru E ,, jejiz mnozinou vSech sa-
modruznych bodt je nadrovina o, obsahujici prunik nadrovin
oa:xty—2z+ru=1lapB:3x+2y—-3z+2u=1 aprochazejici bodem
M=]1,-1,1,0].

Reseni: 6:2x+y—z+u=0
x'=1/7T(-x-4y+4z—4u)
v=1/T7(-4x+5y+2z-2u)
z/=1/7T4x+2y+5z+2u)
u'=1/7(-4x-2y+2z+5u)

3.7 Klasifikace shodnosti v roviné

1. [DT] Shodnost f roviny E, ma analytické vyjadieni x"=1/17 (8§ x + 15 y + 6),
y'=1/17 (15 x — 8 y — 10). Najdéte samodruzné body a sméry shodnosti f a urCete
pomoci nich, o jaky typ shodnosti v roving se jedna.

Reseni: SB: piimka 3 x -5y —-2=0
SS: A, =—1l,u, € {(3¢t,-51),teR}
A=1Lue{(5t3¢1),teR}
f je osova symetrie podle pfimky 3 x -5y —-2=0

2. [DT] Shodnost f roviny E, ma analytické vyjadieni x"= 1/25 (=7 x — 24 y + 56),
vy =1/25 (24 x — 7 y + 8). Najdéte samodruzné body a sméery shodnosti /" a urCete
pomoci nich, o jaky typ shodnosti v roving se jedna.
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Resent: SB: X =1, 1]
SS neexistuje
£ je oto€eni kolem bodu [1, 1]

3.[VK] V E, jsou dany body 4 = [1, 5], B =[3, 1]. Urcete analyticka vyjadieni vSech shod-
nosti f, pro které f(4) = B a f(B) = A. Proved’te klasifikaci téchto shodnosti.

Reseni: a) ptima shodnost f:

x'=-x+4
y'=—y+6
SB: X =12, 3]

SS:A=-1,ue {(t,s),t,5s € R} (kazdy smér samodruzny)
£, je sttedova symetrie podle bodu [2, 3]
b) neptima shodnost f:
x'=1/5@3x+4y-28)
y'=1/5(4x-3y+16)
SB: ptimkax—-2y+4=0
SS: A, =-1,u, € {(t,-21t),te R}
A=Lue{(2tt),teR}
£ je osova symetrie podle ptimky x -2y +4 =0

4. [DT] V E, jsou dany body 4 = [-2, 1], B=1[2, 3], 4’=[3, 0], B’=[5, —4].
Urcete analyticka vyjadieni vSech shodnosti f, pro které¢ f(4) = A" a f(B) = B".
Proved’te klasifikaci téchto shodnosti.

ReSent: a) piima shodnost f:

x'=y+2

y'==x-2

SB: X=10, -2]

SS neexistuje

£, je otoceni kolem bodu [0, —2]

b) nepiimé shodnost f:

x'=1/54x-3y+26)

y'=1/5(-3x-4y-2)

SB neexistuje

SS: A, =-1,u, € {(t,3¢),t€ R}
Ay=1lu,e {(3t,—t),te R}

£, je posunutd symetrie
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5.[VK] V E, jsou dany body 4 = [-1, 2], B=[2, 3], 4’ =[5, 0], B’=[2, —1]. Vypocitejte
samodruzné body a sméry neptimé shodnosti f, pro kterou f(4) =A4"a f(B)=B".
O jaky typ zobrazeni se jedna?

Resent: f:x'=—1/54x+3y—27)
y'==1/5B3x-4y+11)
SB neexistuje
SS: A, =—1l,u, € {(3t,t),t e R}
A, =1, u,e {(t,-31t),te R}
f je posunutéd symetrie

6. [VK] Najdéte analytické vyjadieni neptimé shodnosti f roviny E,, pro kterou f(4) = A’
af(B)=B,kded=[1,-1],B=1[4,1],4"=[1, 1], B’=[3, 4]. Rozlozte toto zobra-
zeni na osovou symetrii a posunuti ve smyslu klasifikace shodnosti v roviné.

Resent: f:x'=y+2
y'=x
osova symetrie: x'=y + 1
y'=x-1
posunuti: x"’=x + 1
y=y+l

7.[VK] V E, jsou dany body 4 = [-1, -2], B=[-4, 1], 4"=[4, -2], B’=[5, 1]. Neptimou
shodnost £, pro kterou f(4) =A4"a f(B) = B’, rozlozte na osovou symetrii a posunuti
ve smyslu klasifikace shodnosti v roving.

Resent: f:x'=—-1/53x+4y-9)
y'==1/5(4x-3y+38)
osova symetrie: x'=—-1/5 3x+4y—4)
y'=—1/5(4x-3y-2)
posunuti: x’=x + 1
y'=y-2

8. [VK] V E, jsou dany body 4 = [1, 1], B=[4, 3], A”=[3, 0], B’=[1, 3]. Neptimou shod-
nost f, pro kterou f(4) = A’a f(B) = B’, rozloZte na osovou symetrii a posunuti ve
smyslu klasifikace shodnosti v roving.
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Resent: f:x'=1/13 (=12 x+ 5y + 46)
y'=1/135x+12y-17)

osova symetrie: x'= 1/13 (=12 x + 5 y) + 95/26
y'=1/13 (5x+12y)—-19/26

posunuti: x”=x —3/26
y'=y—-15/26

3.8 Skladani zobrazeni

1. [DT] V E, jsou dény body S, =[1, —2] a S, = [4, —3]. Napiste analytické vyjadieni zobra-
zeni f = f, o f,, kde f, resp. £, je sttedova symetrie podle bodu S, resp. S,.
Potom urcete, o jaké zobrazeni se jedna.

Reseni: f1:x"=—-x+2 frix'=—x+8 fix'=x+6
y'=-=y y'=-y—06 y'=y-2
f je posunuti o vektor (6, —2)

2. [DT] V E, jsou dany ptimky p = {[0, 1], (2,-1)} ag: 2x—y +1=0.
OznaCme f, a f, symetrie podle téchto pfimek. UrcCete analytické vyjadieni zobrazeni
f = 1,0 f, arozhodnéte, o jake zobrazeni se jedna.

]ée§em':fp:x’= 1/5B3x—-4y+4) fpox'=1/5(3x+4y-4)
y'=1/5(-4x-3y+38) y'=1/5(4x+3y+2)
fix'=—x
y'=—y+2

£ je sttedova symetrie podle bodu [0, 1]

3. [DT] V E, je dan trojuhelnik ABC, kde A =[1, 1], B=[4, 3], C=[2, —1].
Ozna¢me f symetrii podle ptfimky AB a g symetrii podle bodu C.
Urcete analytické vyjadreni zobrazeni f'o g a po vySetfeni samodruznych bodt a smért
rozhodnéte, o jaké zobrazeni se jedna.

127



Resent: f:x'=1/13 (5x+12y—4) g:x'=-x+4
y'=1/13(12x-5y+6) y=—y-2
fog:x'=1/13(-5x—-12y-38)
y'=1/13(-12x+5y+64)
SB neexistuje
SS: A, =—1,u, € {(3t,2¢),te R}
A,=lLu,e{(2t,-3¢t),te R}

fo g je posunutd symetrie

4. [VK] V E; jsou dany piimky p: X (¢)=[1+¢1-1,0],t€e Rag:2x+2y—-3z=1,
x +y —z = 1. NapiSte analytické vyjadieni zobrazeni /' = f_ o f,, kde f, je symetrie
podle ptimky p a f, je symetrie podle piimky q.
Dale vypocitejte samodruzné body a sméry zobrazeni f.

1§e§em':fp:x’=—y+2 Spox'=-y+2 fix'=x
y'=—-x+2 y'=-x+2 y'=y
z'=—z z/=—z+2 z/=z+2

SB neexistuje
SS:A=1ue {(t,s,r),t,s,re R} (kazdy smér samodruzny)

5.[VK] V E, jsou dany piimky p = {[4,0,-1], (3, -1,-2)} aq: X (t)=[t,-5t,4 t],t € R.
OznaCme f, a f, symetrie podle t€chto pfimek. Urcete analytické vyjadfeni, samo-
druzné body a sméry zobrazeni /' = f, o f,.

]ée§em':fp:x’= 1/72x-3y—-6z)+2 Spox'=1/21 (-20x -5y +42)
y=1T(-3x-6y+2z)+2 y'=1/21(-5x+4y-20z2)
z/=1/7(-6x+2y—-32z)+2 z/=1/21 (4x-20y—-52)

fix'=13(x+2y+2z)-2
y=13QR2x-y+2z)-2
z’=13QRQx+2y-2z)-2

SB neexistuje

SS: A, =-1,u, € {(t,s,—t—s5),t,s € R}
A,=1lu,e{(ttt),te R}

6. [VK]VE;jedanarovinaax: x—y—z=0abod S=[1, 2, —1].
Oznacme f, symetrii podle roviny a a f; symetrii podle bodu S. Vypocitejte samo-
druzné body a sméry afinniho zobrazeni f = £, o f.
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Resent: f,:x'=1/3(x+2y+22) fox/=—x+2
y=13QRQx+y-22) y'=-y+4
z/=1/32x-2y+2z) z/'=—-z-2

fix'==1/3(x+2y+2z)+2
y'=-13Q2x+y-2z)+4
z/==13Q2x-2y+z)-2

SB: X(t)=[-t,t+3,t],t€ R

SS: A, =—-1,u, € {(t,s,t—s),t,s € R}
A,=1,u, e {(t,—t,—t),te R}

7.[VK]V E;jsoudény roviny a: x —y—z=0af:x+2y—z=0.
Vypocitejte samodruzné body a sméry afinniho zobrazeni f, které vznikne slozenim
symetrie podle roviny S a kolmé projekce do roviny «.

Resent: kolma projekce do roviny a: x'=1/3 (2 x+y +z2)
y'=1/3(x+2y—2)
z/=13x-y+2z2)

symetrie podle roviny f: x'=1/3 (2x -2y +z)
y=13(-2x-y+22z)
zZ/=1/3(x+2y+2z2)
afinni zobrazeni f: x'=1/3 (x —y+2z)
y'=1/3(-x-2y+z)
z/=13Q2x+y+z2)
SB: X (¢t)=[t,0,t],t € R
SS:A=1Lue{(,0,¢),teR}

8. [VK] V E; je déna ptimka p: X (¢)=[t,t,—t],t € Rabod M =1, 1, -1].
Urcete samodruzné body a sméry afinity /= f, o s,, kde f, je symetrie podle
piimky p a s,, je stejnolehlost se sttedem M a koeficientem k = —2.

Iéeienz’:fp:x’=l/3 (—x+2y-22) Sysx'==2x+3
y=13QR2x-y—-22) y'==2y+3
z/=1/3(-2x-2y-2) z/=-2z-3

fix'=2/3(x-2y+2z)+3
y'=2/3(-2x+ty+2z)+3
z/=2/32x+2y+z)-3

SB: X=11, 1, -1]

SS: A, =-2,u, € {(t,t,—1t),t € R}
A,=2,u, € {(t,s,t+s),t,s € R}
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9. [VK] V E; je dana ptimka p = {[1, 0, 1], (1, 1,-1)} abod S =[2, 1, 2].
Urcete analytické vyjadieni zobrazeni /= fs o f,, kde f, je symetrie podle piimky p
a f je stejnolehlost se stiedem S a koeficientem k = —2.
Vypocitejte samodruzné body a sméry zobrazeni f.

Iéeieni:fp:x’Z 1/3(-x+2y-2z)+2 fsix'==2x+6
y=132x-y-2z2) y'==2y+3
z/=1/3(-2x-2y—-z)+2 z/'=-2z+6

fix'=2/3(x-2y+2z)+2
y'=2/3(-2x+y+2z)+3
z/=2/32x+2y+z)+2

SB: X=1[-2/3,-5/3,-10/3]

SS: A, =-2,u, € {(t,t,—t),t e R}
A,=2,u,e€ {(t,s,t+s),t,s € R}

10. [VK] V E,jedénarovinaa: x—y—z=0abod S=[1, 2, —1].
Oznacme f, symetrii podle roviny a a f, stejnolehlost se stfedem S a koeficientem
k = —2. Vypocitejte samodruzné body a sméry afinniho zobrazeni f = f, o f.

Resent: f,:x'=1/3 (x +2y+22z) foix'==-2x+3
y'=132x+y-22) y'==2y+6
z/=1/32x-2y+z2) z/'=-2z-3

fix'==-2/3(x+2y+2z)+3
y'=-2/32x+y-2z)+6
z/==-2/32x-2y+z)-3

SB: X=11,2,-1]

SS: A, =-2,u, € {(t,s,t—s),t,s € R}
A,=2,u, € {(t,—t,—t),t e R}

11. [VK] V E, je danarovina p: x +y—2z=1abod S=[1, 2, 1].
NapisSte analytické vyjadieni zobrazeni f = f, o f;, kde f, je symetrie podle roviny
p a fs je stejnolehlost se sttedem S a koeficientem k = 2. Déle vypocitejte samo-
druzné body a sméry zobrazeni f.
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Resent: fix'=1/3Q2x—-y+2z+1) foix'=2x-1
y=13(x+2y+2z+1) y'=2y-2
z/=1/3Q2x+2y—-z-2) z/'=2z-1

fix'=1/3(4x-2y+4z-1)
y'=13(-2x+4y+4z-4)
z/=1/3(A4x+4y-2z-17)

SB: X=11,2, 1]

SS: A, =-2,u, € {(t,t,-21),t € R}
Ay=2,u, € {(t,-t+2s,5),t,s € R}

12. [VK] V E;jedanarovinap:x+y+z=0abod S=[1,-2, 1].
Urcete analytické vyjadieni, samodruzn¢ body a sméry zobrazeni f = f, o f,
kde f, je kolma projekce do roviny p a f; je stejnolehlost se sttedem §
a koeficientem k = 2.

Resent: foiox'=132x-y~-2z) forx'=2x-1
y=13Fx+2y-z2) y'=2y+2
z/=13(-x-y+2z) z’/=2z-1

fix'=232x—-y—2)-1
y'=2/3(-x+2y—-2z)+2
z/=23(-x-y+2z2)-1

SB: X=[1,-2,1]

SS:A=2,ue{(t,s,—t—s),t,se R}

13. [VK] V E, je déna pfimka p = {[3, 1, 1], [4, 3, 2]} arovinap: x +y—3 z=1.
Urcete analyticke vyjadieni a vypocitejte samodruzné body zobrazeni /' = f, o f,,
kde f, je symetrie podle piimky p a f, je symetrie podle roviny p.

ReSent: f,:x'=1/3(-2x+2y+z)+4 fix'=1/11(9x-2y+6z+2)
y'=13R2x+y+2z)-2 y=1/11(-2x+9y+6z+2)
zZ/=1/3(x+2y-2z2) z/=1/11(6x+6y—-T7z-06)

fix'=1/33(-16x+28y—7z+126)
y'=1/3328x+ 17y +4z-172)
z/=1/33(-7x+4y+32z+18)

SB:rovina7x—-4y+z—18=0
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14. [VK] Urcete analytické vyjadieni, samodruzné body a samodruzné sméry zobrazeni g o f,
kde f je symetrie prostoru E; podle roviny p = {[1, 2, 3], [3, 5, 8], [2, 4, 6]}

a g je symetrie podle ptimky p = {[3, 3, 6], [-1, 1, 0]}.
gx'=1/7(-3x+2y+6z—12)
y=1/7T2x—-6y+3z+15)
z/=1/7(6x+3y+2z+3)

Reseni: f:x'=1/3(x—2y+2z)
y'=13(-2x+ty+2z)
z/=1/32x+2y+z)

gof:x'=1/21(5x+20y+4z-36)
y'=1/21(20x -4y -5z +45)
z/=121 (4x-5y+20z+9)
SB:rovina4x—-5y—-z+9=0
SS: A, =—1,u, € {(4t,-5¢t,—¢t),t e R}
A, =1l u,e{(t,s,4t—5s),t,s € R}

15.[VK] V E;je ddnapifimkap: x+2y+3z=4,3x+2y+z=4arovina
p={[1,1,0],[1,0,1], [0, 1, 1]}. Oznacme symetrie podle t€chto podprostorii s, as,,.

Urcete analytické vyjadieni, samodruzné body a sméry zobrazeni s, o s .
S,ex'=1/3(x-2y-2z+4)

y'=1/3(-2x+y-2z+4)
z/=1/3(-2x-2y+z+4)

Resent: s,x'=1/3(-2x-2y+z+4)
y'=1/3(-2x+y-2z+4)
z/=1/3(x-2y-2z+4)

s,08,:x'=z
y'=y
z'=x
SB: rovinax —z=0
SS: A, =—1,u, € {(t,0,—1),t € R}
Ay,=1,u, e {(t,s,t),t,s € R}

16. [VK] V E, je déna ptimka p: X (¢) =[1+1¢t¢t, 1 -t —t],t € Rabod M =1, 0, 1, 0].
OznaCme s, symetrii podle piimky p a s,, symetrii podle bodu M.
Urcete analytické vyjadieni zobrazeni s, o s, a zjistéte, o jakou shodnost se jedna.
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Resent: s,x'=12(x+y—z-u)+2 Sy x'=—x+2

y'=12x-y-z-u) y'==y
z/=1/2(-x—-y—z+u) z'=—-z+2
u'=12x-y+z-u)+2 u'=-—u

$,08,:x'=1/2(x~-y+z+u)
y=12(x+y+z+u)
/=12 (x+y+z—u)
u'=12x+y—z+u)

s, 0 5, je nepfima shodnost

17. [VK] Urcete analyticke vyjadfeni zobrazeni f = f, o fg v prostoru E, kde f, je symetrie
podle roviny p={[2, 2,-2,-2], [2,-2, 2, 2], [4, -2, 2, —4]}a f; je symetrie podle
bodu S = [3, -2, 2, —3]. Vypocitejte samodruzné smery zobrazeni f.

Resent: foix'=—u feix'=—=x+6 fix'=u+6
y'=-z y'=-y—4 y'=z—4
z'=-y z/=—z+4 z/=y+4
u'=-—x u'=-u-06 u'=x-06

SS: A, =-1,u, € {(t,s,—s,—t),t,s € R}
A,=1,u, e {(t,s,5,1),t,s € R}

18. [DT] VE,jedanarovinaa:2x—-y+2z+u=0,3x-2y+3z+u=0
abod S=[2, 1, -1, —1]. Urcete analytické vyjadieni, samodruzné body a sméry
zobrazeni f = g o h, kde g je kolma projekce do roviny « a 4 je stejnolehlost
se sttedem S a koeficientem & = 3.

Reseni: g: x’=1/53x+y—2z—u) h:x'=3x-4
y=1/5(x+2y+z-2u) y'=3y-2
z/=1/5(-2x+y+3z—u) z/'=3z+2
u'=1/5(-x-2y-z+2u) u'=3u+2

f:x'=3/5@x+y-2z—-u)—4
y'=3/5(x+2y+z-2u)-2
z/=3/5(-2x+y+3z—u)+2
u'=3/5(-x-2y—-z+2u)+2

SB: X=1[2,1,-1,—1]

SS: A=3,ue{(ts,—t+s,—s),t,s e R}
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19. [VK] Urcete analytické vyjadieni, samodruzné body a sméry zobrazeni f prostoru E,
jestlize f =g o h, kde h je symetrie podle nadroviny p: x+y+z+u=0
a g je symetrie podle piimky p: X (¢)=[t, ¢, ¢, t],t € R.

Reseni: h:x"=1/2 (x —y —z —u) g x'=12(-x+y+z+u)

y'=12(x+y—z—u) y'=12((x-y+z+u)
/=12 (-x—-y+z—u) /=12 x+y—z+u)
u'=12x-y—-z+u) u'=12x+y+z—u)

fix'=—x
y'=-y
z/=—z
u'=—-u

SB: X=10, 0, 0, 0]
SS: A=-1,ue{(ts,r,q)t s, r,qec R} (kazdy smér samodruzny)

20. [VK] V E jsoudany body 4 =[1,2,3,1],B=[2,3,4,2],C=[3,-1,1,4],D=[4,2,0, 1],
S =11, 1, 2, 1]. UrCete analytické vyjadreni, samodruzn¢ body a sméry afinniho
zobrazeni f = f, o fg, kde f; je symetrie podle bodu S a f, je symetrie podle pod-
prostoru p = {4, B, C, D}. Je zobrazeni f pfima, ¢i nepfima shodnost?

Resent: forx'=12x+y—z+tu+1) fox'=—x+2
y=12x+y+tz-u-1) y=—y+2
z/=12(x+y+tz+tu+1) Z/=—_z+4
u'=12x-y+z+tu-1) u'=-u+?2

fix'=12(x-y+z-u+3)
y=12(x-y—-z+tu+))
Z=12x-y—-z-u+7)
u=12(-x+y—z—u+5)

SB: X(H)=[t,2—-t,1+t,2—t],te R

SS: A, =-lLu,=(t,s,r,t—s+r),t,s,r € R}
Ay=1,u,=(t,—t, t,—1t),t € R}

f je neptima shodnost
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3.9 Podobna zobrazeni

1. [DT] Urcete parametr p € R tak, aby existovalo podobné zobrazeni roviny E, zobrazujici
bOdy [39 0]7 [_la 2]9 [lap] po fad¢ na bOdy [57 _2]7 [4: _4]’ [7ap + 1]
Urcete koeficient k£ tohoto podobného zobrazeni a napiste jeho analytické vyjadieni.

Reseni: p=—4,k=1/2
x'=1/2 (-y+10)
y'=12x-17)

2. [S2] Urcete parametry p, g, r € R tak, aby rovnicemi x’=x—2y + 2 z + 4,
y'=px+2y+tz—-2,z/=gx+ry+2z—2bylavzhledem ke KSS dana podobnost.
Urcete jeji samodruzné body a sméry.

Resent:p=2,q=-2,r=1
SB: X =10, 2, 0]
SS:A=3,ue {(0,t,t),te R}

3. [S2] Najdéte vSechny podobnosti eukleidovské roviny, pti kterych se bod [1, 0] zobrazi na
bod [4, —2] a bod [2, 3] na bod [2, —8§].

Resent: a) pfiméa podobnost:
x'==2x+6
y'=-2y-2

b) nepiima podobnost:
x'=2/5(4x-3y+6)
y'=2/5(-3x-4y-2)

4. [VK] Najdéte analytickd vyjadreni vSech podobnosti f prostoru E,, pro které f(4) = A4’
af(B) :B,a kde 4 = [3a _l]a B= [2) l]aA,: [_la _2]5 B’'= [la 2]
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Resent: a) pfima podobnost:
x'=2/5B3x+4y)-3
y'=2/5(-4x+3y)+4

b) neptima podobnost:
x'==2x+5
y'=2y

5.[VK] V E, je dan rovnobéznik ABCD, kde 4 =[2, 1], B=[5, 2], C =1, 4].
Urcete analyticka vyjadieni vSech podobnosti, které zobrazuji usporadanou usecku 4B
na uspotadanou usecku BD.

Reseni: D =[-2, 3]

a) pfimé podobnost:
x'=-2x-y+10
y'=x-2y+2

b) neptima podobnost:
x'=1/5(-11x-2y+49)
y'=1/5(-2x+11y+3)

6. [VK] V E, jsou dany body 4 =[1,2], B=[2,4],4’=[1, 1], B’=[-1, 5].
Urcete analytické vyjadieni, samodruzné body a sméry nepiimé podobnosti f,
pro kterou f(4)=A4"a f(B)=B"

Resent: f:x'=-2x+3
y'=2y-3
SB: X =11, 3]
SS: A, =-2,u, € {(t,0),t e R}
A,=2,u,e€ {(0,¢),t e R}

7. [VK] Urcete analyticka vyjadieni, samodruzné body a sméry vSech podobnosti f roviny E,,
pro které f(A)=A"a f(B)=B", kde A=[-1,0], B=[0,2],4’=[0,-2], B’=[4, 0].
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Resent: a) pfiméa podobnost:
x'=2/54x+3y+4)
y'=2/5(-3x+4y-138)
SB: X =1[-8/3, 0]

SS neexistuje

b) neptima podobnost:

x'=2y
y'=2x
SB: X' = [0, 0]

SS: A, =-2,u, € {(t,~1),t € R}
Ay=2,u, € {(t,1),t R}

8. [VK] V E, jsou dany body 4 = [2, 1], B=[3, 3], C=[3, 0], D =[O0, 6].
Urcete analytickd vyjadfeni, samodruzné body a sméry vSech podobnosti, které zobra-
zuji uspotadanou GseCku 4 B na uspotradanou tsecku CD.

Resent: a) pfima podobnost:
x'=3/5B3x—-4y+3)
y'=3/5(4x+3y-11)

SB: X=19/4, 3/2]
SS neexistuje
b) neptima podobnost:
x'=-3x+9
y'=3y-3
SB: X=19/4, 3/2]
SS: A, =-3,u, € {(t,0),te R}
Ar,=3,u,€ {(0,2),t € R}

9. [DT] V E, je déna vlastni podobnost f, jejiz analytické vyjadieni ma tvar
xX'==1/509x+12y-38),y'=-1/5(12x-9y—4).
Vypocitejte jeji samodruzné body a sméry a urcete pomoci nich, o jaké zobrazeni
se jedna.

Reseni: SB: X =11, 2]
SS: A, =-3,u, € {(2t,t),t € R}
A, =3, u,e {(t,-21t),te R}
f je zobrazeni sloZené ze stejnolehlosti se sttedem v bodé [1, 2] a koeficien-
tem & = 3 a osové symetrie podle ptimky 2 x +y—-4=0
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10. [DT] V E; je danarovina p: 3x—2y+z+5=0abod S=[3, -1, 2].
Ozna¢me f symetrii podle roviny p a g stejnolehlost se sttedem v bod¢ S a koeficien-
tem / = 2. Najdéte analytické vyjadieni zobrazeni g o f a zjistéte, o jakou podobnost
se jednd. Dale urcete jeji koeficient £ a samodruzné body a sméry.

Resent: f:x'=1/7(-2x+6y—3z—15) h:x'=2x-3
y'=1/7(6x+3y+2z+10) y'=2y+1
z/=1/7T(-2x+6y—-3z-15) z/=2z-2

gof:x'=1/7T(-4x+12y—-6z-51)
y=1712x+6y+4z+27)
z/=1/7(-6x+4y+12z-24)

g o f je neptima podobnost, k =2

SB: X=1[-15/7,17/7, 2/7]

SS: A, =-2,u, € {3t,-2tt),te R}
A,=2,u, € {(t,s,-3t+2s),t,s € R}

3.10 Kruhova inverze

1. [DT] V E, je dana kruhova inverze, pti které jsou body [0, 0] a [0, 2] samodruzné
a bod [1, 0] se zobrazi do bodu [1, —1]. Urcete jeji stied S a koeficient .

Reseni: S=11,1], k=2

2. [DT] V E, jsou dany body 4 = [1, —-2], B =[3, 0], S =[5, 2]. Urcete analytické vyjadieni
kruhové inverze se sttedem v bodé¢ S, pii které je obrazem bodu A4 bod B.

16 (x—5)

(x=5)" +(y—2)’

e 160-2)
(x=5"+(y-2)°

Resent: x' =5+
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3.[DT] V E, jsou dany body 4 = [0, 5], B=[2, 1], C=[-3,—4].
Urcete obraz bodu M = [4, 2] v kruhové inverzi K (S, k > 0), jejiz mnozinou vSech
samodruznych bodd je kruznice k opsana trojuhelniku 4BC. Reste poéetné i graficky.

Resent: k: (x +3)°+ (y—1)>=25
S=[-3,1], k=25
M’'=[1/2,3/2]

4. [DT] V E, je déna kruhova inverze se sttedem S = [2, —1] a koeficientem x = 5.
Vyjadtete rovnici obraz ptimky 3 x —y — 2 = 0 v této kruhové inverzi.

Resent: kruznice x>+ y° —x+y—-2=0

5. [VK] V E, je dana kruhové inverze se stfedem v pocatku a koeficientem k = 4.
Uréete obraz mnoziny M = {[x, y]; x> +y>—4 x —4 y+ 4 =0} v této kruhové inverzi.

Reseni: M'= M

6. [DT] V E, je déna kruhova inverze se stftedem v pocatku a koeficientem x = 9.
Vyjadrete nerovnostmi a nakreslete obraz mnoziny
M={[x,y];x*+y*=3x<0Ax*+y>—3y <0} v této kruhové inverzi.

Reseni: M'={[x,y];x—3>0A y—3>0}

7. [VK] V E, je dana kruhové inverze se stfedem v pocatku a koeficientem k = 4.
Vyjadrete nerovnostmi a nakreslete obraz mnoziny
M={[x,y];x*+y"=2x-2y<0Ax>+y°—2y>0} v této kruhové inverzi.

Reseni: M'={[x,y];x+y—2>0A y—2<0}
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