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1. Úvod 
 
 
 
 
 
 Cílem teoretické části této diplomové práce je podat přehled o možnostech a 
metodikách generování krátkovlnného koherentního záření v oblastech VUV a XUV. Práce je 
zaměřena na krátkovlnnou oblast ultrafialového spektra pro λ<160nm. Pro srovnání jsou 
ovšem uvedeny i koherentní zdroje záření nad touto hranicí.  
 Praktická část referuje o experimentech provedených na zařízení FLASH (dříve VUV 
FEL); což je měkký rentgenový laser na volných elektronech provozovaný v DESY 
Hamburg. Popisuje použitou metodiku, přístroje a následně se zabývá vyhodnocením 
experimentálních dat na základě základních poznatků o ablaci materiálů a vlastnostech svazku 
laseru na volných elektronech.  

V této části bych rád shrnul přínos jednotlivých kapitol a objasnil své pojetí a přístup k 
teoretickému úvodu této práce. 
 Kapitola 2.UV záření a jeho vlastnosti ozřejmí interakci optického záření s látkou. 
Univerzalita této teorie tkví v zavedení lineární komplexního indexu lomu, do kterého jsme 
schopni zahrnout veškeré lineární interakce světla s hmotou. Kapitola se snaží vysvětlit 
problémy s krátkovlnným zářením, s nimiž se v laserové optice setkáváme. Nabízí některá 
řešení potíží, které jsou spojené s rostoucí absorbancí a klesající reflektancí, v podobě vhodné 
volby materiálů a vhodných geometrických uspořádání (grazing incidence, Brewsterův úhel). 
Dále z ní plynou užitečné poznatky používané v laditelných laserech (FP etalony, dielektrické 
vrstvy).  
 Cílem této části je upozornit na efekty, které nás ve viditelné oblasti příliš trápit 
nemusí, ale pro UV záření (obzvláště VUV a XUV) začínají být podstatné. Obsahuje 
elementární teorii elektromagnetického záření, na kterou se odvolávají ostatní kapitoly. 
 Kapitola 3.Generace koherentního UV záření má víceméně přehledový a motivační 
charakter. Jde o úvod k problematice generování krátkovlnného koherentního záření různými 
metodami. 
 Teorie zahrnutá v  kapitole 4.Přímé laserové zdroje se zabývá převážně laserovými 
kinetickými rovnicemi a chování základních modelů laseru v určitých podmínkách. Je 
zakončena kvantovým odvozením pravděpodobnosti transientních přechodů a účinných 
průřezů resp. Einsteinových koeficientů spontánní a stimulované emise a absorpce, které nám 
dávají představu o účinnosti přímých laserových zdrojů. 
 Druhou velkou část tvoří technické zázemí krátkovlnných laserů. Uvedené techniky se 
mohou lišit od metod používaných ve viditelné oblasti. S některými těmito metodikami jsem 
se osobně dosud nesetkal, proto jsem považoval za důležité je uvést.  

Dále následuje přehled laserových zdrojů pro UV oblast. Je z něj patrné, že příliš 
mnoho konvenčních laserů pracujících pod 160nm nenajdeme. Vývoj dnes směřuje hlavně 
k plazmovým laserům, což jsou koherentní zdroje založené na stimulované emisi vysoce 
nabitých iontů v laserovém a výbojovém plazmatu. Zdroje nad 160nm jsou zmíněny nejen 
pro svou rozšířenost a srovnání s krátkovlnnějšími zdroji, ale i pro to, že právě těchto laserů 
se často využívá k čerpání nelineárních prostředí či jiných krátkovlnných laserů. Nacházejí 
uplatnění dokonce i u FEL; např. pohánějí zdroj elektronů základního lineárního urychlovače.  
 Úvodní část kapitoly 5.Nepřímé koherentní zdroje se zabývá teoretickým popisem 
záření nelineárního prostředí. Od obecného zavedení polarizace se přes vlastnosti tenzoru 
dipólové susceptibility dostane až k soustavě vázaných rovnic, která hraje v nelineární optice 
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hlavní roli. Z ní se dostáváme k vlastnostem vyšších i vysokých harmonických a součtových 
frekvencí. 
 V další podkapitole je rozebrán případ třívlnových procesů, na kterém jsou názorně 
vysvětleny problémy spojené s vícevlnovým směšováním. Přestože třívlnové zdroje nevedou 
ke vzniku závratně krátkých vlnových délek, je jejich důležitost obrovská. Důvodem je 
celkem vysoká účinnost konverze, která nám dovoluje generovat vysoké intenzity v UV 
oblasti. Kombinací třívlnových interakcí jsme schopni generovat vyšší harmonické a získat 
tak vhodné čerpací zdroje pro VUV a XUV oblast. Typickým příkladem je 4.harmonická 
Nd:YAG laseru v kombinaci s interakcí 7.řádu. V konečném výsledku získáme 
28.harmonickou Nd:YAG. 
 Následující podkapitola pojednává o interakcích třetího a vyšších lichých řádů. 
Vysvětluje nejen metody sfázování a uspořádání používaná ve VUV oblasti, ale  také 
problémy, na které při konverzi narážíme.  
 Poslední část páté kapitoly je zaměřena na zdroje využívající Ramamova a 
stimulovaného Ramanova rozptylu. Vysvětluje jeho podstatu a uvádí některé Ramanovské 
zdroje čerpané krátkovlnnými lasery. Nakonec také popisuje podstatu antistokesovského 
ramanovkého laseru. 
 Poslední kapitola teoretické části 6.FEL – Laser na volných elektronech popisuje 
vykonný zdroj koherentního krátkovlnného záření, které je generováno relativistickými 
elektrony v proměnném magnetickém poli. Teoreticky rozebírá undulátorové záření 
v jednorozměrném případě. V poslední podkapitole je principiálně popsána technologie FEL a 
jeho uživatelské rozhraní.  
 V následujících částech práce již popisujeme realizaci a výsledky prvních interakčních 
experimentů provedených s krátkovlnným laserem na volných elektronech. Na základě 
popsaných parametrů různých zdrojů by mělo být možno posoudit, jaký aplikační potenciál 
zbývá zdrojům koherentního XUV záření využívajícím konvenvenčních laserů v konkurenci 
nové generace laserů na volných elektronech.  
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2. UV záření a jeho vlastnosti  
 
 
 
 
 

2.1 Vymezení UV záření ve spektru elektromagnetického záření 
 
 Ultrafialové záření spadá mimo viditelnou oblast a vyznačuje se větší energií 
jednotlivých kvant záření. Na jedné straně hraničí s fialovou částí viditelného spektra a na 
druhé straně plynule přechází do oblasti měkkého rentgenového záření (soft X-Ray). Hranice 
UV oblasti nelze jednoznačně určit, což nás např. ve VIS oblasti netrápilo. Proto byl UV 
záření vymezen rozsah vlnových délek od 10nm do 400nm. Příslušné energie fotonu 
spočteme dle vztahu: 
 

[ ] [ ]
1237,5hcE E eV

nm
ω

λ λ
= = ⇒ =h  (2.1) 

 
Kde Planckova konstanta 346, 6 10h J s−= ⋅ ⋅ , rychlost světla ve vakuu 8 13 10c m s−= ⋅ ⋅  a  

191 1,6 10eV J−= ⋅  (zdroj viz. [11]). Dosazením vlnové délky v nm do vztahu (2.1) získáme 
energii fotonu v elektronvoltech.  Tedy foton v UV oblasti má energii zhruba v intervalu od 
3eV do 124eV. 
 
 UV oblast, stejně jako i ostatní oblasti elektromagnetického záření, lze dále rozčlenit 
na menší oblasti. Členění se provádí s ohledem na interakci UV záření s hmotou, tudíž se 
jednotlivé oblasti mohou překrývat a prolínat. Spektrum UV oblasti je zachyceno v obr. 1. 
 

 
Obr. 1 – Členění UV oblasti spektra 
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2.1.1 NUV – blízká ultrafialová oblast 
 

Oblast spektra mezi 200nm až 400nm se nazývá blízká (near) ultrafialová. 
Odpovídající energie fotonů z této oblasti spektra jsou zhruba mezi 3eV až 6eV. Blízká 
ultrafialová hraničí s fialovou stranou viditelného spektra a většina materiálů má v této oblasti 
celkem dobrou propustnost. Potíže s propustností mohou nastat na krátkovlnné straně této 
oblasti. Foton zde má téměř 6eV, což je srovnatelné s šířkou zakázaného pásu mnoha 
izolantů. Lze tudíž očekávat, že pro kratší vlnové délky absorpce v materiálech poroste. 

2.1.2 VUV – vakuová ultrafialová oblast 
 
 Mezi 100nm  až  200nm je vymezena tzv. vakuová ultrafialová oblast. Odpovídající 
energie fotonů jsou zhruba od 6eV do 12eV.  Absorpce mnoha materiálů zde prudce roste, 
protože se s energií blížíme k jejich absorpční hraně. Propustnost samozřejmě strmě klesá. 
Světlo v této oblasti je silně absorbováno i ve vzduchu. Absorpční hrana kyslíku se nachází na 
energii 6,4eV, proto se tato oblast nazývá vakuová UV. Veškerá generace či manipulace 
s tímto světlem musí probíhat ve vakuu či v heliu, které zde příliš neabsorbuje. To klade 
samozřejmě vyšší nároky na experiment. Vhodné materiály pro manipulaci s tímto zářením 
budou zmíněny v následujících kapitolách. Vakuová oblast se dále rozprostírá přes XUV 
region až do oblasti měkkého rentgenového záření (viz. obr. 1), protože fotony z těchto úseků 
spektra mají podobné vlastnosti při kontaktu s hmotou. 

2.1.3 XUV – „extrémní“ ultrafialová oblast 
 
 V rozsahu od 1nm do 100nm se nachází tzv. „extrémní“ ultrafialová oblast (extreme 
ultraviolet), která se na své krátkovlnné straně začíná podobat měkkému rentgenovému 
záření. Odpovídající rozsah energií je zhruba od 12eV do 1238eV. Manipulace s tímto 
zářením je možná pouze ve vakuu. Pro vlnové délky okolo 100nm lze ještě použít lehké 
vzácné plyny. Uvědomíme-li si, že absorpce roste a že počet fotonů v pulsu dané energie 
naopak klesá, dospějeme k závěru, že vakuum musí být úměrně vysoké těmto okolnostem. 
Dostáváme se až do oblasti ultravysokého vakua (UHV – ultra-high vacuum). Běžné 
materiály XUV už nepropouštějí, proto je třeba používat jiné metody pro manipulaci s tímto 
zářením.  

2.1.4 Soft X-Ray – měkké rentgenové záření  
 
 Oblast měkkého rentgenového záření začíná zhruba na vlnové délce 30nm, které 
odpovídá energie 41eV. Do této oblasti pak spadají fotony s energií až do 6keV. Generace 
tohoto záření je náročná. Pokud chceme získat zdroj koherentního záření v této oblasti 
(rentgenový laser) musíme přistoupit k celkem netradičním metodám, jako jsou např. FEL – 
free electron laser.  
 
 Nutno podotknout, že se různé prameny [1,5,14] při popisu ultrafialové oblasti 
nepatrně liší. Je to asi tím, že tato oblast pokrývá mnohem větší rozsah energií fotonů, než je 
tomu např. ve viditelné či infračervené oblasti, a možných interakcí s materiálem je mnohem 
více. 
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2.2 Lineární interakce záření s hmotou 
 
 Abychom mohli generovat optické záření požadovaných vlastností, musíme řádně 
promyslet uspořádání experimentu. Je třeba pečlivě volit jednotlivé komponenty zařízení. 
Obzvlášť u optických elementů a u částí aparatury, které přicházejí do kontaktu s optickým 
zářením, musíme znát fyzikální vlastnosti, které jej přímo ovlivňují. Navíc si musíme 
uvědomit, že generace v VUV a XUV oblasti probíhá ve vakuu, tudíž klademe na použité 
optické i jiné prvky celkem vysoké mechanické nároky. Některá aktivní prostředí jsou velice 
citlivá na kontaminaci např. od elektrod, proto musíme vzít v úvahu i chemické vlastnosti 
použitých materiálů. Celý problém je tedy velice složitý.  
 

Nyní se budeme zabývat elementární teorií lineární interakce světla s hmotou. Při 
průchodu elektromagnetické vlny reálným prostředím dochází k velkému množství efektů. 
Nejprve si je třeba uvědomit, že hmota v jiných skupenských stavech interaguje se světlem 
jinak, což je důsledkem různých procesů, které v jednotlivých látkách nastávají, např. vliv 
pásové struktury a fononů v pevných látkách, vliv srážkového a dopplerovského rozmazání 
v kapalinách a plynech. Všechny tyto procesy lze zahrnout do optických konstant, které pak 
mohou nabývat velice složitých tvarů. 
 

2.2.1 Chování  světla v prostředí 
 

2.2.1.1 Maxwellovy rovnice 
 
Pro klasický popis světla vycházíme z Maxwellových rovnic. Jedná se o čtyři rovnice, 

z nichž první dvě jsou rotační a druhé dvě jsou divergenční tzv. zdrojové: 
 

rot BE
t

∂
= −

∂

rr
 (2.2a) 

rot DH j
t

∂
= +

∂

rr r
 (2.2b) 

div D ρ=
r

 (2.2c) 
div 0B =

r
 (2.2d) 

 
Kde ,E H

r r
jsou vektory elektrické a magnetické intenzity, ,D B

r r
 jsou vektory elektrické a 

magnetické indukce a , jρ
r

 je celková nábojová a proudová hustota.  
 
2.2.1.2 Materiálové vztahy 

 
Abychom vzali v úvahu také prostředí ve kterém se elektromagnetická vlna šíří, 

musíme navíc zavést tzv. materiálové vztahy: 
 

( )0 0 1 eD E P E Eε ε χ ε= + = + ⋅ = ⋅
r r r r rt t

 (2.3a) 

( )0 0 1 mB H M H Hµ µ χ µ= + = + ⋅ = ⋅
r r r r rt t  (2.3b) 
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Kde 12 1
0 8,8 10 F mε − −= ⋅ ⋅  je permitivita vakua a 6 1

0 1, 25 10 H mµ − −= ⋅ ⋅  je permeabilita vakua 
(zdroj viz. [11]). ,P M

r r
 jsou makroskopické hustoty polarizace a magnetizace a ,e mχ χ

t t  jsou 
elektrické a magnetické dipólové susceptibility, které v případě anizotropních materiálů 
nabývají tenzorového tvaru. 
 
2.2.1.3 Diferenciální Ohmův zákon 
 
 Pro úplnost se k výše uvedeným vztahům sluší připsat ještě výraz popisující vedení 
proudu v materiálu tzv. diferenciální Ohmův zákon: 
 

j Eσ= ⋅
rr t  (2.4) 

 
Vodivost σ

t  je také materiálová konstanta, která nabývá tenzorového tvaru v anizotropních 
materiálech. 
 
2.2.1.4 Vlnová rovnice a její řešení 
 
 Budeme teď předpokládat, že máme homogenní izotropní materiál j. ikonstε δ= ⋅

t , 

ij.konstµ δ= ⋅
t . Předpokládejme, že nábojová hustota je nulová 0ρ =  a že vodivost materiálu 

0σ =  je nulová. Pak dostaneme úpravami tzv. vlnovou rovnici pro elektrickou resp. 
magnetickou indukci. Vyjádření pomocí ,D B

r r
 je lepší, protože v sobě zahrnuje i odpověď 

materiálu prostřednictvím makroskopických hustot polarizace a magnetizace, ačkoli nyní 
zanedbáváme vodivost materiálu. Vztahy jsou odvozeny v Appendix 1 a vycházejí 
následovně: 
 

2

2 0DD
t

εµ
∂

∆ − =
∂

rr
 (2.5a) 

2

2 0BB
t

εµ
∂

∆ − =
∂

rr
 (2.5b) 

 
 Vyřešíme-li tyto vlnové rovnice za podmínek, které jsme stanovili výše, dostaneme 
rovinné vlny: 
 

( )( )( ) ( )( ){ }0 0
1 exp . . Re exp
2

D D i t k r c c D i t k rω ω= − − ⋅ + = − − ⋅
r rr r rr r  (2.6a) 

( )( )( ) ( )( ){ }0 0
1 exp . . Re exp
2

B B i t k r c c B i t k rω ω= − − ⋅ + = − − ⋅
r rr r rr r  (2.6b) 

 
Kde ,k ω

r
 je vlnový vektor a úhlová frekvence. Pro vlnový vektor ve směru sr  v prostředí 

indexu lomu (n) platí:   
 

2 2 1k s s k s n s
T v v c

π π ω ω
λ

= = ⇒ = =
r rr r r r  (2.7) 
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2.2.1.5 Komplexní index lomu 
 

Elektromagnetická vlna jdoucí prostředím je částečně pohlcována, v důsledku mnoha 
procesů, které v látce nastávají. To nazýváme absorpcí materiálu. Zbytek světelné energie 
připadá na transmisi. Abychom byli schopni zachytit proces absorpce, musíme připustit, že 
index lomu (n) je komplexní číslo. Protože řešení v komplexních číslech vlnová rovnice také 
připouští, zavádí se tzv. komplexní index lomu: 
 

N n iκ= +  (2.8) 
 
Kde { }Ren N=   popisuje disperzi světla v materiálu a { }Im Nκ =  udává jeho absorpci.  
 
2.2.1.6 Absorpční koeficient 
 
 Díky takto zavedenému indexu lomu je patrné, že vlnový vektor bude také komplexní. 
Reálná část vlnového vektoru pak bude příslušet transmisi a imaginární část absorpci. 
Dosazením komplexního vlnového vektoru do rovinné vlny (2.6a) nebo (2.6b) dostaneme 
exponenciálně tlumenou rovinnou vlnu. Důležitější je ale zavedení absorpčního koeficientu. 
Tok výkonu jednotkou plochy je definován jako Poytingův vektor, který po dosazení 
tlumených rovinných vln vychází: 
 

exp 2S E H s r
c
ω

κ = × − ⋅ 
 

r r r r r:  (2.9) 

 
 Vidíme, že tok výkonu exponenciálně klesá s polohou. Stejně tak klesá i časová 
střední hodnota Poytingova vektoru, což je vlastně intenzita.  Zavádí se tudíž výše zmíněný 
absorpční koeficient jako: 
 

2
c
ω

α κ=  (2.10) 

 
2.2.1.7 Propustnost (transmitance) 
 
 Energie světelného svazku tedy při průchodu hmotou exponenciálně relaxuje a tyto 
ztráty jsou dány charakteristickým absorpčním koeficientem α . Propustnost (transmitance) 
vzorku je dána poměrem  vystupující intenzity1 k intenzitě vstupující. Tedy: 
 

( ) ( ) ( )exp exp
l

T r s r dr l
γ

α α
 
 = − = −
 
 

∫
r r r r  (2.11) 

 
Kde lγ  je křivka délky (l) v prostředí, kterou světlo projde. Protože jsme se omezili na 
homogenní prostředí, není nutné integrovat. 
 

                                                

1 Intenzita je časová stření hodnota Poytingova vektoru. Platí: ( ) ( )
2

2

1, lim ,
t

t

t
I r t S S r t dt

τ

τ

ττ→∞

+

−

′ ′= = ∫
r rr r
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2.2.1.8 Permitivita vs. komplexní index lomu 
 
 Vlastní interakce s látkou není z původních vlnových rovnic (2.5a) a (2.5b) patrná. 
Musíme se ohlédnout zpět na materiálové vztahy (2.3a) a (2.3b), kde vystupují 
makroskopické hustoty polarizace a magnetizace. Navíc dochází k disipaci světelné energie 
na nosičích náboje, které v prostředích s nenulovou vodivostí rychle odnášejí energii 
z ozářeného místa. Pro jednoduchost zde předpokládejme, že relativní permeabilita 1rµ = . To 
znamená, že interakce světla s látkou se děje jen prostřednictvím polarizace P

r
 (u mnoha 

materiálů je to celkem přesně splněno. Polarizace P
r

 se definuje jako konvoluce odezvové 
funkce f(t) a vstupujícího pole: 
 

( ) ( ) ( ), ,
t

P r t f t E r dτ τ τ
−∞

= −∫
r rr r  (2.12) 

 
Obecně je tento integrál složitější, protože se započítává i prostorová disperze. Pak se 

ve vztahu (2.12) objeví navíc ještě integrál přes celý prostor a příslušná odezvová funkce. Zde 
to ale zanedbáváme. Polarizaci ovlivňují pouze stavy látky z minulosti až do času t.  
 

Předpokládejme, že se pole vyvíjí v čase jako: ( ) ( ) ( )0, expE r t E r i tω= −
r rr r . Pak se 

dostaneme jednoduchou substitucí (viz. Appendix 2)  k výrazu pro elektrickou dipólovou 
susceptibilitu resp. relativní permitivitu prostředí: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 expe r f t i t dtχ ω ε ω ω
∞

= − = ∫  (2.13) 

 
Je tedy vidět, že relativní permitivita je také komplexní veličina. Abychom ji mohli dát 

do souvislosti s komplexním indexem lomu, musíme se vrátit k vlnové rovnici (2.5a) nebo 
(2.5b), ze kterých lze stanovit fázovou rychlost světla v prostředí jako: 1v εµ= . Analogicky 

rychlost světla ve vakuu je: 0 01c ε µ= . Pak tedy komplexní index lomu vyjádřený pomocí 
relativní permitivity je: 
 

r r
cN
v

ε µ= =  (2.14) 

 
Z toho tedy algebraickými úpravami dostaneme závislost reálné a imaginární části 

komplexního indexu lomu na reálné a imaginární části relativní permitivity 1 2r iε ε ε= + .        
O relativní permeabilitě budeme předpokládat, že je reálná. Dostáváme tedy: 
 

2 2
1 2 12

rn µ
ε ε ε= + +  (2.15a) 

2 2
1 2 12

rµ
κ ε ε ε= + −  (2.15b) 
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2.2.1.9 Kramers-Kronigova relace 
 
 Ačkoli se veličiny ( ) ( ),n ω κ ω  zdají být nezávislé, ve skutečnosti mezi nimi platí tzv. 
Kramers-Kronigova relace, která v mnoha případech usnadňuje měření jinak těžko 
zjistitelných optických konstant materiálů. Platí: 
 

( ) ( )
2 2

0

21 . .
x x dx

n v p
x
κ

ω
π ω

∞ ⋅
− =

−∫  (2.16a) 

( )
( )( )

2 2
0

12 . .
n x dx

v p
x

ω
κ ω

π ω

∞ −
= −

−∫  (2.16b) 

 
Kde v.p. – value principal je hlavní hodnota integrálu ve smyslu distribucí neboli integrál 
mimo okolí singulárního bodu.  Pro relativní permitivity platí obdobné vztahy. Lze ukázat, že 
pro rozumné komplexní veličiny jsou Kramers-Kronigovy relace splněny – viz. Appendix 3. 
 

2.2.2 Chování světla na rozhraní dvou prostředí 
 
2.2.2.1 Fresnelovy vztahy – koeficienty transmise a reflexe 
 

Předpokládejme, že máme 
rovinnou vlnu, která dopadá na rozhranní 
dvou prostředí různých indexů lomu. 
Taková vlna se pak na tomto rozhraní 
rozdělí na dvě – odraženou a prošlou. 
Situace je zachycena na obr. 2. Paprsek, 
který dopadá na rozhraní dvou prostředí, 
se odráží v rovině dopadu pod stejným 
úhlem, pod kterým dopadl. Zákon odrazu 
tedy zní : i rθ θ= .  

 
Dále je všeobecně známý tzv. 

Snelliův zákon pro paprsek procházející 
z prostředí indexu lomu n1 do n2, který 
vypadá následovně 1 2sin sini tn nθ θ= . 

 
Je dobré si rozložit vektory 

elektrické či magnetické intenzity do 
složek kolmých nebo rovnoběžných 

s rovinou dopadu. Umožní nám to sledovat, jak je odrazivost či propustnost citlivá na 
polarizaci světla. 

 
S využitím tvaru rovinných vln pro ,E H

r r
, okrajových podmínek na rozhraní (spojitost 

tečných složek ,E H
r r

), Snelliova zákona a za předpokladu, že máme nevodivé izotropní a 
homogenní prostředí, dostaneme tzv. Fresnelovy vztahy pro koeficienty transmise a reflexe 
v závislosti na polarizaci světla (odvození viz. Appendix 4): 

 
Obr. 2 – Světlo na rozhraní dvou prostředí 
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θ
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+ −
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2cos

cos sin
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n

θ
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+ −
 (2.17b) 
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12 12
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cos sin
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n n
r
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θ θ

θ θ

− −
=

+ −
P  (2.17c) 

2 2
12

2 2
12

cos sin

cos sin
i i

i i

n
r

n

θ θ

θ θ
⊥

− −
=

+ −
 (2.17d) 

 
Kde  n12  je relativní index lomu, který se definuje jako 12 2 1n n n= , a obecně může nabývat i 
komplexních hodnot, bereme-li v úvahu absorbující prostředí.  
 
 Koeficienty , , ,t t r r⊥ ⊥P P  nám tedy udávají, jak se změní složky dopadajícího pole po 
průchodu nebo odrazu na rozhraní. Pro složky platí: 
 

,  T t A T t A⊥ ⊥ ⊥= =P P P  (2.18a) 
,  R r A R r A⊥ ⊥ ⊥= =P P P  (2.18b) 

 
Složky vektoru elektrického pole v kartézských souřadnicích spojených s rozhraním 

lze pak jednoduše přepočítat dle vztahů (A4.3a) až (A4.3c) nebo pro magnetické pole dle 
výrazů (A4.5a) až (A4.5c). 
  

Pro jednoduchost nyní předpokládejme, že máme neabsorbující prostředí, tudíž 
relativní index lomu je reálný. Ze vztahů (2.17a) až (2.17d) okamžitě můžeme dospět 
k několika závěrům.  
 
2.2.2.2 Brewsterův úhel 
 
 Z rovnice (2.17c) dostaneme podmínku pro tzv. Brewsterův úhel. To je takový úhel 
dopadu, při kterém se od rozhraní neodráží složka pole rovnoběžná s rovinou dopadu, neboť 
pro tento úhel je 0r =P . Ze vztahu (2.17c) úpravami dostaneme podmínku pro Brewsterův 
úhel: 
 

( ) 12
B

itg nθ =  (2.19) 
 

Světlo, které se od rozhraní odrazí, je tedy polarizované kolmo na rovinu dopadu. 
Světlo, které projde je polarizováno obecně. Dosazením Brewsterova úhlu do vztahů (2.17a) 
až (2.17d) dostaneme velikosti transmisních a reflexních koeficientů: 
 

( ) ( ) 2
12 12

1 2,  
1

B B
i it t

n n
θ θ⊥= =

+P  (2.20a) 

( ) ( )
2
12
2
12

1
0,  r

1
B B

i i
nr
n

θ θ⊥

−
= =

+P  (2.20b) 
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 Vlastností Brewsterova úhlu se využívá při konstrukci kyvet plynových laserů, kdy 
jsou vstupní okénka nakloněna pod tímto úhlem vzhledem k ose rezonátoru. Zmenší se tím 
ztráty způsobené parazitním odrazem světla na těchto okénkách. Výhodou tohoto uspořádání 
je, že za určitých podmínek dostaneme na výstupu laseru světlo polarizované rovnoběžně 
s rovinou dopadu (vzhledem k okénkům kyvety). Kolmá složka se totiž z rezonátoru z části 
odráží pryč, a tudíž je více ztrátová než složka rovnoběžná. 
 
2.2.2.3 Totální odraz 
 
 Pokud je relativní index lomu n12 menší než jedna, dochází pro úhly větší než jistý 
kritický úhel k tzv. totálnímu odrazu (totální reflexi).  Ze Snelliova zákona dostaneme 
podmínku pro kritický úhel: 
 

( ) 12sin c
i nθ =  (2.21) 

 
Pro úhly c

i iθ θ≥  se bude světlo od rozhraní úplně odrážet zpět. Na grafech reflexních 

koeficientů budeme moci vidět typická plata, kde ( ) ( )1,  1c c
i i i ir rθ θ θ θ⊥≥ = ≥ =P . Protože 

odmocniny ve vztazích (2.17c) a (2.17d) budou komplexní, dojde ke změně fáze jednotlivých 
složek odraženého pole. Při totálním odrazu se tedy mění polarizace světla. Změnu fáze 
rovnoběžné a kolmé složky lze jednoduše získat z Fresnelových vztahů (viz. Appendix 5): 
 

( )
2 2

12
2
12

sin
2

cos
i

i

n
tg
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 Situace kolem fází, je však o něco složitější.  Koeficienty reflexe mění znaménko 
v závislosti na úhlu dopadu. Bod, kde se znaménko změní je dán Brewsterovým úhlem. Navíc 
při totální reflexi máme Brewsterovy úhly dva, z nichž jeden je menší a druhý větší než úhel 
kritický. Koeficienty se často vyjadřují následovně: 
 

( ) ( )exp ,  expδ δ⊥ ⊥ ⊥= =P P P
t tt t i t t i  (2.23a) 

( ) ( )exp ,  r expδ δ⊥ ⊥ ⊥= =P P P
r rr r i r i  (2.23b) 

 
Kde se fáze t rδ ⊥P  nezmění, pokud je příslušný koeficient kladný, a změní o π  pokud je 
záporný. Fázi lze spočítat jako arkustangens podílu imaginární a reálné části koeficientu. 
 

Pokud bychom chtěli být důslední, musíme přiznat, že světlo do opticky řidšího 
prostředí proniká. Dostane se tam v podobě tzv. evanescentní vlny, která putuje podél rozhraní 
ve směru osy x a ve směru osy z je exponenciálně tlumena. Jde o tzv. skin efekt. Vlnu, která 
se od rozhraní odráží, lze pak vysvětlit jako záření dipólů lokalizovaných na rozhraní, které 
jsou rozkmitány evanescentní vlnou. Pokud neuvažujeme absorpci materiálu, pak můžeme 
říci, že se veškerá světelná energie „odráží“ zpět do opticky hustšího prostředí. 
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2.2.2.4 Využití totálního odrazu – normal incidence vs. grazing incidence 
 

Jak jsme již zmínili výše, manipulace se světlem ve VUV a XUV oblasti je náročná. 
Nejen že roste absorpce v materiálech, ale také klesá odrazivost mnoha materiálů, neboť se 
jejich index lomu v této oblasti spektra blíží k jedné. Koeficient odrazivosti v uspořádání tzv. 
normal incidence  (kolmý dopad na povrch materiálu) klesá a my tím ztrácíme velké množství 
energie. Využívá se proto tzv. grazing incidence, kdy světlo dopadá na povrch vzorku pod 
úhly většími než je úhel kritický. Jde vlastně o totální odraz. Podmínkou je, že relativní index 
lomu materiálu musí být menší než jedna, což lze i v UV oblasti pro danou vlnovou délku 
splnit volbou vhodného materiálu. 
 
2.2.2.5 Reflektance, transmitance a absorbance rozhraní 
 
 Dosud jsme zkoumali, jak se při průchodu světla rozhraním dvou prostředí mění pole. 
Důležité je si ale uvědomit, jak je to s tokem energie tímto rozhraním. Zavádí se proto tři 
koeficienty: reflektance (odrazivost), transmitance (propustnost) a absorbance (pohltivost). 
Koeficient odrazivosti resp. propustnosti lze zavést pomocí poměru toku výkonu po odrazu 
resp. průchodu rozhraním  k toku výkonu dopadajícího světla. Vycházejí následovně (viz. 
Appendix 6): 
 

2 22 2sin cosr rϑ ϑ⊥= +PR  (2.24a) 
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Je tedy vidět, že reflektance a transmitance závisí také na vzájemném poměru složek 

dopadajícího pole, neboť platí: 
 

( )
A

tg
A

ϑ
⊥

= P  (2.25) 

 
Absorbanci rozhraní pak můžeme vyjádřit díky zákonu zachování energie resp. 

výkonu, který v řeči studovaných konstant zní: 
 

1+ + =A T R  (2.26) 
 

Nutno podotknout, že absorbance A  bude nulová, pokud bude imaginární část indexu 
lomu 0κ = . Případy, kdy je κ  nulová, jsme diskutovali výše. Polarizace procházející vlny se 
neměnila a polarizace reflektované vlny se měnila v případě totálního odrazu nebo v případě 
překročení Brewsterova úhlu. Nenulovost κ  způsobí změnu polarizace. Závislosti na úhlu 
dopadu budou hladší a rovnoběžná složka odraženého pole už při Brewsterově úhlu nebude 
nulová. Rovněž odrazivost při totální reflexi nebude rovna jedné pro všechny úhly větší než 
úhel kritický. 
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2.2.2.6 Závislosti koeficientů na úhlu dopadu 
 

V následujících grafech jsou vyneseny transmisní a reflexní koeficienty pro některé 
relativní indexy lomu.  
 
Reálný relativní index lomu větší než jedna 

 
V grafech 1a až 1d jsou 

koeficienty transmise a reflexe 
pro obě složky polarizace 
v závislosti na úhlu dopadu pro 
reálný index lomu n12>1. 

Červeně jsou vykresleny 
křivky pro n12=1,1, zeleně pro 
n12=1,6, šedě pro n12=2,1, 
modře pro n12=2,6 a fialově pro 
n12=3,1 . V grafu 1c je patrný 
Brewsterův úhel, kdy koeficient 
reflexe rovnoběžné složky klesá 
na nulu. Koeficienty jsou citlivé 
na polarizaci světla. Tudíž i 
transmitance a reflektance je 
závislá na polarizaci. 
V následujících trojrozměrných 
grafech 2a, 2b jsou tyto 
závislosti vyneseny. 

 

  
Graf 2a – Transmitance v závislosti na úhlu 

dopadu a polarizaci 
Graf 2b – Reflektance v závislosti na úhlu 

dopadu a polarizaci 
 

Grafy 2a a 2b zobrazují závislost transmitance a reflektance na úhlu dopadu a na 
natočení vektoru pole vůči souřadnicím pro n12=2,6. Protože je relativní index lomu reálný, 
nedochází na rozhraní k absorpci. Součet hodnot z předchozích grafů 2a a 2b dá tedy 
jedničku. 
 
 
 
 
 

  
Graf 1a - ( )it t θ=P P  Graf 1b - ( )it t θ⊥ ⊥=  

  
Graf 1c - ( )ir r θ=P P  Graf 1d - ( )ir r θ⊥ ⊥=  
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Reálný index lomu menší než jedna 
 

V grafech 3a až 3d jsou 
koeficienty transmise a reflexe 
pro obě složky polarizace 
v závislosti na úhlu dopadu pro 
reálný relativní index lomu 
n12<1. 

Červeně jsou vykre-
sleny křivky pro n12=0,9, 
zeleně pro n12=0,7, šedě pro 
n12=0,5, modře pro n12=0,3 a 
fialově pro n12=0,1 . V grafech  
3c a 3d jsou patrná plata 
totální reflexe začínající na 
kritickém úhlu, kdy je 
koeficient reflexe rovnoběžné i 
kolmé složky roven jedné. 
Transmitance a reflektance 
jsou vyneseny v následujících 
trojrozměrných grafech 4a, 4b.  

 

  
Graf 4a – Transmitance v závislosti na úhlu 

dopadu a polarizaci 
Graf 4b – Reflektance v závislosti na úhlu 

dopadu a polarizaci 
 

Plata totální reflexe, kdy transmitance klesá na nulu a reflektance je naopak rovna 
jedné, nezávisí na polarizaci. Sečtením hodnot v grafech dostaneme opět jedničku, protože 
rozhraní neabsorbuje. Grafy 4a a 4b odpovídají transmitanci a reflektanci pro relativní index 
lomu n12=0,5. 
 
Komplexní index lomu 
 

V grafech 5a až 5d jsou koeficienty transmise a reflexe pro obě složky polarizace 
v závislosti na úhlu dopadu pro komplexní relativní index lomu, kde červeně jsou vykresleny 
křivky pro n12=0,5+0,5i, zeleně pro n12=0,5+1,5i, šedě pro n12=1,5+0,5i, modře pro 
n12=1,5+0,5i a fialově pro n12=2+i . Transmitance, reflektance a absorbance jsou vyneseny v  
trojrozměrných grafech 6a až 6c. 

  
Graf 3a - ( )it t θ=P P  Graf 3b - ( )it t θ⊥ ⊥=  

  
Graf 3c - ( )ir r θ=P P  Graf 3d - ( )ir r θ⊥ ⊥=  
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Graf 5a - ( )it t θ=P P  Graf 5b - ( )it t θ⊥ ⊥=  

  
Graf 5c - ( )ir r θ=P P  Graf 5d - ( )ir r θ⊥ ⊥=  

 

  
Graf 6a – Transmitance v závislosti na úhlu 

dopadu a polarizaci 
Graf 6b – Reflektance v závislosti na úhlu 

dopadu a polarizaci 
 

V grafech 6a až 6c jsou vyneseny 
závislosti transmitance, reflektance a 
absorbance na úhlu dopadu a polarizaci. 
Absorpce se objeví v důsledku komplexního 
indexu lomu. Součet těchto tří funkcí nám 
opět dá jedničku, protože platí zákon 
zachování energie. Z grafu 6c si můžeme 
všimnout, že světlo polarizované kolmo na 
rovinu dopadu není absorbováno rozhraním, 
pokud splníme podmínky, za kterých je výše 
uvedený model splněn. 
 
 
  

Graf 6c – Absorbance v závislosti na úhlu 
dopadu a polarizaci 
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2.2.3 Chování světla na dielektrické vrstvě 
 
2.2.3.1 Teoretický popis dielektrické vrstvy 
 
 Poté, co jsme prostudovali chování světla v prostředí a na rozhraní dvou prostředí, 
můžeme učinit závěr o tom, jak se světlo bude chovat při průchodu dielektrickou vrstvou, 
filmem či okénkem tloušťky d. Krom vlivu dvou rozhraní a vlastní absorpce materiálu bude 
hrát velkou roli i interference. Problém spočítáme v přiblížení rovinných vln. V následujícím 
obrázku je zachycena celá situace: 
 

 
Obr. 3 – Dělení svazku na dielektrické vrstvě 

 
Do bodu A (viz. obr. 3) položme nulu souřadného systému. V tomto bodě světlo 

vstupuje do vnitřní části vrstvy, kde se mnohonásobně odráží na rozhraních prostředí 
s komplexními indexy lomu N1 a N2 resp. N2 a N3. Toto označení budeme dále používat. Po 
každém odrazu se pole částečně vyváže a my můžeme pozorovat před vrstvou celkové 
odražené pole a za ní celkové procházející pole. Je lepší si zavést pomocné matice, které nám 
budou popisovat odraz a průchod pole rozhraním a náběh fáze jednotlivých vystupujících vln 
vůči vlně předchozí. Tyto matice napíšeme v bázi Jonesových vektorů, spojené se směrem 
paprsku. Na vlnu jdoucí zleva doprava skrz rozhraní působí následující matice: 
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Pro vlnu jdoucí zprava doleva jsou platí podobné matice, avšak musíme prohodit 

pořadí prostředí a zvolit příslušný úhel dopadu. To tedy znamená: 
 

( ) ( ) 1 212 21  a θ θ→ →  

( ) ( ) 2 323 32  a θ θ→ →  
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 Koeficienty transmise a reflexe při průchodu rozhraním z jedné nebo z druhé strany se 
samozřejmě liší. Nemusíme je však počítat znovu dle výše uvedené transformace, protože 
jsou  na sobě závislé. To lze odvodit dosazením Snelliova vztahu do vzorců (2.17a) až 
(2.17d). Musíme také převrátit hodnoty relativního indexu lomu, když procházíme rozhraním 
z druhé strany. Nakonec ale dostaneme: 
 

( ) ( ) ( )
2 2
12 121 12 122

1 12 1 1
1 1

sincos
cos cos

θθ
θ θ θ

θ θ
−

= =P P P

N
t N t t  (2.28a) 
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( ) ( )21 12
1 1θ θ= −P Pr r  (2.28c) 

( ) ( )21 12
1 1θ θ⊥ ⊥= −r r  (2.28d) 

 
 Při průchodu vlny prostředím vrstvy se mění její fáze jinak, než když vlna prochází 
okolním prostředím. Imaginární část indexu lomu zapříčiňuje absorpci v materiálu. Změnu 
fáze a absorpci mezi rozhraními lze vyjádřit pomocí následující matice (viz. Appendix 7.1): 
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Kde k0 je vlnový vektor ve vakuu, { }2 2Ren N=  a { }2 2Im Nκ = . Tloušťka vrstvy je d. Pro 
anizotropní materiál bychom museli rozlišit index lomu pro jednotlivé směry polarizace např. 
pomocí optického indikatrixu.  
 
 Nyní už máme v maticích shrnuty procesy, které nám ovlivní pole odražené a 
procházející vrstvou. Vektory polí jsou také dvourozměrné, neboť jsou vyjádřeny v bázi 
Jonesových vektorů.  Nechť v bodě A je pole ( )exp . . 2AE A i t c cω= − +  

rr
. To se částečně 

odrazí a částečně projde rozhraním (12). Pak putuje prostředím vrstvy, kde je tlumeno. Pole 
v bodě B tedy je ( ) ( )2 12 exp . . 2 exp . . 2BE T T A i t c c B i t c cω ω= − + = − +     

rr t t r
. Nic nám nebrání si 

zvolit nulu souřadného systému i v tomto bodě. V Appendix 7.2. je vysvětleno, jak se v rámci 
námi zavedených matic a polí dostaneme k celkovému koeficientu odrazivosti a propustnosti. 
 Celkové odražené pole má tvar ( ) ( ) ( )( )0 1 0exp . . 2rE r RA i t k r c cω= − − ⋅ +  

rrr tr r . Počátek 
souřadného systému je položen do bodu A.  Pole, které destičkou projde napíšeme 
v analogickém tvaru ( ) ( ) ( )( )0 3 0exp . . 2tE r TA i t k r c cω= − − ⋅ +  

rrr tr r . Počátek souřadného systému  
je v bodě B. Pro koeficienty reflexe a transmise pak platí (viz. Appendix 7.2): 
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Kde 0 2 22 cosK k N θ= . Vztahy jsou relativně složité a stále v nich není eliminována závislost 
na úhlu 2θ . Té se zbavíme požitím Snelliova zákona 1 1 2 2sin sinN Nθ θ= . Pak dostaneme 
závislost těchto koeficientů na úhlu dopadu 1θ .  
 
 Nakonec si ještě ukážeme, jak vypadají koeficienty reflektance a transmitance. 
Postupuje se stejně jako u rozhraní dvou prostředí. Vektor pole v bodě A rozložíme do složek 
zavedením polárních souřadnic. Nechť směrový vektor pole má tvar ( )cos , sine ϑ ϑ=

r . Pak 
reflektance a transmitance vycházejí: 
 

*= ⋅ ⋅
t tr re R R eR  (2.31a) 

{ }
( ) ( )

2 2
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3 1
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Re sin
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µ θ

−
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t tr rN
e T T eT.  (2.31b) 

 
Kde relativní index lomu 13 12 23N N N= . Navíc platí zákon zachování energie (2.26), ze 
kterého lze stanovit absorbanci A .  
 
2.2.3.2 Závislosti koeficientů na úhlu dopadu 
 
 Výše uvedené vztahy, které nám popisují chování světla v dielektrické vrstvě, jsou 
relativně složité na výpočetní dobu. Pro zajímavost jsou níže uvedeny koeficienty spočtené 
pro lithium fluoridový film. Závislosti jsou vyneseny v grafech 7a až 7f. Parametry filmu a 
okolí jsou v následující tabulce: 
 

Vlnová délka světla ve vakuu: 0 101,6λ = nm  
Tloušťka filmu: 2µ=d m  
Index lomu levého prostředí: ( )1 0 1λ =N  

Index lomu LiF (viz. [4] str. 685): ( )2 0 2,51 0,0023λ = +N i  

Index lomu pravého prostředí: ( )3 0 1λ =N  
Tab. 1 – Parametry lithium fluoridového filmu 

 

  
Graf  7a: ( )1θ=P Pr r  Graf  7b: ( )1θ⊥ ⊥=r r  
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Graf  7c: ( )1θ=P Pt t  Graf  7d: ( )1θ⊥ ⊥=t t  

  
Graf  7e – Reflektance v závislosti na úhlu 

dopadu a polarizaci 
Graf  7f – Transmitance v závislosti na úhlu 

dopadu a polarizaci 
 

Z grafů je patrné, že dvě rozhraní, na nichž se světlo mnohonásobně odráží, způsobí 
oscilace koeficientů v závislosti na úhlu dopadu. Velice záleží na velikosti imaginární části 
indexu lomu. Pro velká κ  je pole příliš tlumeno a oscilace mizí. Ačkoli se tento jev zdá být 
spíše parazitní než užitečný, využívá se jej často ke konstrukci optických prvků, jako jsou 
např. Fabry-Perotovy etalony či dielektrická zrcadla. Jejich obrovskou výhodou je selektivita 
vlnových délek, pro které je možno je použít. 
 
2.2.3.3 Závislosti koeficientů na vlnové délce 
 

V grafech 8a až 8c jsou vyneseny koeficienty 
odrazivosti, propustnosti a pohltivosti filmu 
v závislosti na vlnové délce. Pro 
jednoduchost se zanedbává disperze 
komplexního indexu lomu. Tloušťka destičky 
je d=1µm a index lomu je pro celý studovaný 
obor vlnových délek roven N2=2+0,003i ([4] 
str. 685). Okolní prostředí má jedničkové 
indexy lomu a světlo dopadá kolmo na film 
(normal incidence), proto nemusíme uvažovat 
polarizaci.  
 

 
Graf 8a – Reflektance a vlnová délka 
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Graf 8b – Transmitance a vlnová délka Graf 8c – Absorbance a vlnová délka 

 
Oscilace patrné z předchozích grafů jsou důsledkem interference vln, které procházejí 

destičkou. Koeficienty jsou spočteny ze vztahů (2.31a), (2.31b) a (2.26). Do nich se ovšem 
dosazují oscilující koeficienty reflexe a transmise při konstantním (nulovém) úhlu dopadu. Je 
patrné, že frekvence  oscilací bude záviset na argumentu exponenciály 24Kd N dπ λ= . 
Z toho můžeme dojít k závěru, že čím bude širší vrstva, tím bude větší frekvence oscilací. 
Nutno podotknout, že závislosti budou ve skutečnosti o něco složitější, protože jsme 
zanedbali disperzi indexu lomu. Pro názornost nám to ale stačí. 
 
2.2.3.4 Využití dielektrických vrstev 
 
Fabry-Perotův etalon 
 
 Podíváme-li se do grafu 8b, můžeme si všimnout, že propustnost LiF filmu je relativně 
velká jen pro určité vlnové délky. Při lepší volbě indexu lomu a tloušťky vrstvy bychom tuto 
selektivitu vlnových délek mohli ještě zlepšit. Toho se využívá např. k ladění laserů, kdy FP 
etalon vybírá určitý interval vlnových délek ze spektra spontánní emise média, který se pak 
dále stimulovanou emisí zesiluje. Pokud vše dobře nastavíme2, nebudou mít ostatní vlnové 
délky díky dodané absorpci tak velký zisk a budou potlačovány.  
 Pro světlo ve VUV a XUV oblasti, kde absorpce velice roste, je třeba FP etalon 
vyrobit tak tenký, aby ztráty v materiálu nehrály tak velkou roli. 
 
Dielektrické zrcadlo 
 
 Z grafu 8a je naopak patrné, že světlo určitých vlnových délek se od vrstvy  odráží 
snáze než světlo na jiných vlnových délkách. Využití tohoto jevu je podobné, jako u FP 
etalonu. Pokud v laseru namísto polopropustného výstupního zrcadla použijeme zrcadlo 
dielektrické, můžeme tím laser naladit na požadovanou frekvenci. 
 Nevýhodou dielektrických vrstev je jejich křehkost a náročnost výroby. Oproti 
kovovým zrcadlům se tyto vrstvy snadno poškodí a velice špatně se čistí. 
 
Antireflexní vrstvy 
 
 Antireflexních vrstev se využívá ke snížení odrazivosti rozhraní dielektrik, na která 
světlo dopadá. Můžeme se tak zbavit zbytečných ztrát na pasivních optických prvcích, jako 
jsou čočky, hranoly či okénka. Nesmíme však zapomenout na spektrální charakteristiku 
takové vrstvy.  

                                                
2 Etalony se vkládají do rezonátoru spíše pod jistým úhlem než kolmo na optickou osu, aby se zamezilo vzniku 
jiných podélných modů, daných vzdáleností pevného zrcadla a etalonu. 
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2.3 Optické materiály 
 

2.3.1 Transparentní UV materiály 
 

Pro VUV a XUV oblast už nenajdeme mnoho materiálů, které by byly dostatečně 
transparentní. Níže jsou uvedeny vlastnosti těchto materiálů, které popsal Jack C. Rife: 
Optical Materials – UV, VUV (viz. [5], str. 10.11). V následující tabulce jsou uvedeny polohy 
absorpčních hran: 
 

Materiál: Absorpční hrana: 
LiF – lithium fluorid 11,9eV 
BeF2 – berylium fluorid 10,5eV 
CaF2 –  kalcium fluorid 10,2eV 
MgF2 – magnesium fluorid 11,1eV 
Al2O3 – oxid hlinitý (safír) 8,8eV 
SiO2 – oxid křemičitý (křemen) až 8,6eV 
CaCO2 – uhličitan vápenatý (kalcit) 5,8eV 
C - diamant 5,5eV 

Tab. 2 – Absorpční hrany transparentních materiálů 
 
LiF – Fluorid lithný je materiál s nejdále položenou absorpční hranou. Je však hygroskopický, 
což znesnadňuje jeho využití. Navíc se velice špatně leští. Lepší vlastnosti má při dusíkových 
teplotách.  
 
BeF2 – Fluorid berylnatý se vyskytuje v krystalové i skleněné formě. Rozdílné  struktury se 
pak projeví v poloze absorpční hrany, která souvisí se šířkou zakázaného pásu. Je to vhodný 
materiál pro výkonové lasery díky malé účinnosti nelineárních procesů. Na druhou stranu je 
berylium jedovaté, což je jeho nevýhodou.   
 
CaF2 – Fluorid vápenatý je relativně odolný materiál proti radiačnímu poškození. Při správné 
výrobě ho lze použít coby výstupního okénka výkonových laserů. 
 
MgF2 – Fluorid hořečnatý je oproti LiF relativně odolný vůči radiačnímu poškození. Díky 
svému indexu lomu v UV oblasti se používá jako antireflexní vrstva na jiných transparentních 
materiálech jako např. safír. Najde využití i jako ochranná vrstva na kovových zrcadlech, kde 
brání oxidaci. Nevýhodou je jeho špatná leštitelnost.  
 
Al2O3 – Oxid hlinitý, jinak také safír, je velice tvrdý materiál. I při malých tloušťkách ho lze 
využít jako výstupního okénka i pro nízké tlaky v aparatuře. 
 
SiO2 – Oxid křemičitý se vyskytuje v mnoha modifikacích v závislosti na koncentraci 
kovových příměsí a koncentraci vody či skupiny OH. V závislosti na hustotě kovových atomů 
v SiO2 se posouvá absorpční hrana. Hodnoty 8,6eV dosáhne, až když je materiál téměř čistý. 
V důsledku přítomnosti vody se SiO2 dělí do čtyřech skupin dle koncentrace OH.  

Křemen je navíc anizotropní materiál a lze ho použít pro výrobu čtvrtvlnných či 
polovlnných destiček.   
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V následujícím grafu jsou znázorněny propustnosti některých zmíněných materiálů. 
Byl taktéž získán z práce [5] (str. 10.10): 

 
Graf 9 – Propustnost některých materiálů v závislosti na energii fotonu při 20°C. Tloušťky 

vzorků přitom byly 1,95mm (LiF), 1mm (MgF2), 0,32mm (Al2O3), 10mm (SiO2 – křemen), 3mm 
(SiO2 – typ III a IV), 6mm (SiO2 – typ I a II) 

2.3.2 Reflektivní UV materiály 
 
 Jak jsme již dříve zmiňovali, v daleké ultrafialové oblasti klesá propustnost. Stejně tak 
se chová i odrazivost mnoha materiálů. V následujícím grafu (viz. [5] (str. 10.21)) jsou 
vyneseny reflektance několika materiálů:  

 
Graf 10 – Odrazivost některých materiálů v závislosti na energii fotonu 

 
Z grafu je vidět, že odrazivost v XUV a dále v měkké rentgenové oblasti klesá. Pro 

světlo v oblasti okolo 30eV a dále je pak nutné přistoupit k jiným metodám. Využívá se tzv. 
grazing incidence, při které se reflexní hrany posouvají dále do rentgenové oblasti.  
 



 33

3. Generace koherentního UV záření  
 
 
 
 

3.1 Úvod 
 
 V minulé kapitole jsme si ukázali, jaké nevýhody jsou spojeny s krátkou vlnovou 
délkou UV záření. Zejména ve VUV, XUV a dále v měkké rentgenové oblasti je potřeba 
přistoupit k netradičním způsobům manipulace s tímto světlem. Na druhou stranu jsou krátké 
vlnové délky a tedy i velké energie fotonů výhodné. Např. chceme-li sledovat velikosti 
molekul či vzdálenosti mezi atomy v mřížce, potřebujeme k tomu světlo patřičné vlnové 
délky. Požadavek na vlnovou délku dostaneme např. z difrakce na štěrbině šířky d, kde 
podmínka pro minima intenzity na stínítku zní: 
 

( )sin ,  0ϑ λ= ≠d n n  (3.1) 
 
Kde ϑ  je úhel mezi difragovaným svazkem a osou štěrbiny a n je řád difrakčního minima. 
Pokud bychom tedy na stínítku chtěli vidět alespoň jedno minimum intenzity difragovaného 
záření, pak musíme splnit tyto podmínky: 1= ±n  a ( )sin 1ϑ < . Je tedy jasné že: 
 

( )sin 1  λ
ϑ λ= < ⇒ < d

d
 (3.2) 

 
Pro pozorování malých objektů tedy potřebujeme vlnové délky kratší, než je velikost 
zkoumaného objektu.  
 
 Světlo krátkých vlnových délek dnes nachází využití ve spektroskopii s vysokým 
rozlišením atomů, molekul a pevných látek. Dále pak při detekci atomů a molekul, 
fotodisociaci a ozařování povrchů pevných látek. Krátké vlnové délky lze využívat při 
fotolitografii a záznamu fotografie s vysokým rozlišením. Krátkovlnné koherentní záření 
posouvá rozsah studia luminiscence dále do ultrafialové oblasti. Vysokovýkonových pulsních 
laserů se také využívá ke studiu materiálové ablace a poškozování povrchů. Uplatnění 
krátkovlnných koherentních zdrojů je obrovské, a proto stojí za to je studovat. 
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3.2 Přehled zdrojů koherentního záření v UV oblasti 
 
 V posledních letech došlo k obrovskému vývoji v oblasti krátkovlnných zdrojů záření. 
Metod bylo vyvinuto mnoho a snahy o kratší vlnové délky dále pokračují. V oblasti měkkého 
rentgenového záření, kde energie elektronových resp. vibračních přechodů už nestačí, je třeba 
přistoupit k netradičním metodám generace laserového záření.  
 
 V zásadě lze současné zdroje krátkovlnného koherentního záření rozdělit do tří 
základních skupin podle způsobu emise světla: 
 

- Přímé laserové zdroje 
- Nepřímé koherentní zdroje 
- FEL – Laser na volných elektronech (Free Electron Laser) 

 

3.2.1 Přímé laserové zdroje 
 
 Jak už název této kapitoly napovídá, půjde zřejmě o zdroje laserového záření, které 
jsou založené na stimulované emisi přechodů v iontech či molekulách. Stimulovaná emise 
byla od prvopočátku základem činnosti laserů, proto zde mluvíme o přímých zdrojích 
koherentního záření.  

Protože energie přechodů musí být větší, než je tomu ve viditelné oblasti, dostává se 
do hry plazma a vlastnosti více či méně ionizovaného horkého a hustého plynu. Dále se pak 
využívá netradičních sloučenin plynů a iontů vzácných zemin implantovaných v krystalech.  
 
3.2.1.1 Atomárně – iontové UV lasery 
 
 Nadějným způsobem generace krátkovlnného laserového záření je stimulovaná emise 
na plazmě. Plazma je částečně nebo zcela ionizovaný plyn, který obsahuje kladně nabité ionty 
látky, elektrony se záporným nábojem popř. neutrální atomy materiálu. Elektrony se pak 
vracejí do volných stavů ionizovaných atomů, které následně deexcitují a září na vlnových 
délkách příslušejících daným přechodům. Zde jsou příklady laserů založených na záření 
rekombinující plazmy: 
 

- Lasery na rekombinující kovové plazmě 
- Lasery na duté katodě 
- Lasery na kapilárním výboji 
- Augerovské lasery 
 

3.2.1.2 Molekulární UV lasery 
 
 Další metodou je stimulovaná emise na vibračních stavech excitovaných molekul 
plynů. Většinou se využívá vibronických přechodů mezi stavy excitované nebo ionizované 
molekuly. Používají se např. tato aktivní média N2, H2, F2, Xe2, ArF, Ne2+F- … . Blíže si je 
popíšeme v následující kapitole. 
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3.2.1.3 Barvivové UV lasery 
 

Podobně jako ve viditelné oblasti spektra se i v UV regionu využívají barvivové 
lasery. Jejich nespornou výhodou je dobrá laditelnost. Využívá se mnoho organických barviv 
a rozpouštědel např. PBBO rozpuštěný v toluenu, α – NPO rozpuštěný v cyklohexanu, atd. 

 
3.2.1.4 Pevnolátkové UV lasery 
 
 Také pevnolátkové lasery nacházejí uplatnění v ultrafialové oblasti spektra. Jde o skla 
nebo krystaly dotované ionty vzácných zemin. Např. Ce3+:LiYF, Tm3+:YF, Nd3+:LaF, 
Er3+:YF, … . 
 

3.2.2 Nepřímé koherentní zdroje 
 
 U nepřímých zdrojů koherentního záření se zpravidla nevyužívá stimulované emise 
k zesílení generovaného záření. Výjimku tvoří např. antistokesovský ramanovský laser. Jejich 
podstatou je nelineární chování materiálů při působení silných elektromagnetických polí, kdy 
polarizace materiálu přestává být přímo úměrná vstupujícímu poli a zapojují se do hry i vyšší 
mocniny pole. Tím získáme násobky frekvence původního pole neboli vyšší harmonické. 
Nevýhodou této metody je celkem malá účinnost konverze, proto je nutné používat světlo 
velkých intenzit a vhodné materiály. Naopak obrovským kladem nepřímých koherentních 
zdrojů  je dobrá laditelnost. Lze jimi pokrýt téměř celou ultrafialovou oblast. 
 
3.2.2.1 Třívlnové procesy, generace 2.harmonické a interakce sudého řádu 
 
 Třívlnové procesy jsou interakce druhého řádu. V tzv. nedegenerovaném případě, kdy 
na materiál dopadají dva svazky na různých frekvencích, můžeme generovat nejen součtovou 
frekvenci, ale i frekvenci rozdílovou. V degenerovaném případě dostáváme tzv. 2. 
harmonickou. Aby bylo možné třívlnové procesy vůbec realizovat, musíme mít k dispozici 
materiály, jejichž bodová grupa symetrie postrádá inverzi neboli střed symetrie.  Více se o 
tom dozvíme v následujících kapitolách. Materiály, které se využívají se také vyznačují 
anizotropií. Ta je důležitá pro vlastní realizaci generace 2. harmonické. Používají se např. 
krystaly KDP, ADP, RDA, … .  
 Ostatní procesy vyšších sudých řádů lze na těchto prostředích také realizovat. Jejich 
účinnost však rapidně klesá. Navíc se začíná projevovat absorpce v materiálu, která ve VUV a 
XUV oblasti prudce roste.  
 
3.2.2.2 Čtyřvlnové procesy, generace 3.harmonické a interakce lichého řádu 
 
 Trojnásobek původní frekvence dostaneme, když na prostředí za určitých podmínek 
přivedeme tři stejná pole. Stejně tak můžeme v nedegenerovaném případě vytvářet součtové 
frekvence a různé jiné kombinace. Tento proces lze pozorovat u všech materiálů, avšak jeho 
nevýhodou je malá účinnost konverze. Ta je řádově menší, než tomu bylo v předchozím 
případě. Navíc se zde objevují jevy, které např. mohou způsobit nevratné poškození 
materiálu. Patří sem např. tzv. samofokusace, díky které se svazek sám zaostří, a může pak 
způsobit propálení nelineárního prostředí. 
 
 Mezi čtyřvlnové procesy se řadí i tzv. stimulovaný Ramanův rozptyl. U spontánního 
Ramanova rozptylu jde o posuv původní centrální frekvence v důsledku rozptylu dopadající 
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vlny na vibračních stavech molekul popř. na optických fononech v pevných látkách. Posun 
směrem k vyšším frekvencím se nazývá Antistokesův a posun k nižším frekvencím 
označujeme jako Stokesův. Pokud budeme podporovat (stimulovat) např. stokesovskou 
složku dodaným polem, zesílí se nám složka antistokesovská. V tom případě mluvíme o 
stimulovaném Ramanově rozptylu.  
 
 V materiálu samozřejmě mohou vznikat i vyšší násobky základní frekvence. I u 
interakcí vyšších lichých řádů účinnost konverze řádově klesá. Často se využívá tzv. 
rezonančního zesílení, o kterém se dozvíme v následujících kapitolách.  

Při generování vysokých harmonických se naopak využívá vlastností ionizačního 
kontinua, ve kterém je účinnost konverze takřka konstantní právě pro vysoké řády interakcí 
(∼100). 
 

I u vícevlnových procesů exustuje Ramanův rozptyl. Nazýváme ho ale hyper-
Ramanovým rozptylem a jde o šestivlnovou interakci. 
 

3.2.3 FEL – Laser na volných elektronech 
 
 Relativně novým typem laserového zdroje je tzv. Free Electron Laser neboli laser na 
volných elektronech. Základem jeho činnosti je lineární urychlovač nabitých částic, které pak 
v proměnném magnetickém poli umístěném za urychlovačem vyzařují fotony určité vlnové 
délky. Obrovskou výhodou tohoto zdroje záření je jeho laditelnost přes obrovský rozsah 
spektra. Jeho zápory jsou ale nasnadě: finanční nákladnost, objemnost zařízení, energetická 
náročnost, … . 
 Díky vlastnostem FEL jej nelze zařadit do žádné z předchozích kategorií koherentních 
zdrojů. Stejně jako u přímých laserových zdrojů můžeme i u FEL pozorovat něco jako 
stimulovanou emisi v elektronovém oblaku. Zesílení generovaného záření je pak 
mnohonásobné. Avšak tento zdroj postrádá aktivní médium, proto jsem ho zařadil do 
samostatné skupiny. 
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3.3 Diskuse dostupnosti krátkovlnných koherentních zdrojů 
 
 S rostoucími obtížemi při generování krátkovlnného koherentního záření obzvláště 
ve VUV, XUV a v oblasti měkkého rentgenového záření, rostou i finanční nároky na  tyto 
zdroje, což snižuje jejich dostupnost.  

V areálu Akademie věd ČR na  Slovance v Praze se nachází několik 
vysokorepetičních krátkovlnných laserů pro různé účely. Jejich vlnová délka však nedosahuje 
kýžené hranice 160nm, protože se jedná převážně o excimerové lasery – ArF na 193nm, KrF 
na 248nm, XeCl na 308nm atd. Tyto lasery od firmy Lambda Physik umožňují většinou 
pracovat s různými náplněmi, proto se původně uvažovalo o přestavbě některého z těchto 
excimerových laserů na F2 laser, který by pracoval na 157nm. Přestavba by vyžadovala 
výměnu výstupních okének, správné nastavení tlaku aktivního prostředí, optimalizaci napětí 
na elektrodách atd. S největší pravděpodobností by bylo potřeba využít inertního 
nárazníkového plynu pro zvýšení účinnosti čerpání. 

V DESY však bylo úspěšně uvedeno do provozu zařízení FLASH, které umožňuje 
vědecké komunitě využívat vlastností vysokovýkonového (∼1GW) krátkovlnného (∼10nm) 
pulsního (∼10fs) laseru na volných elektronech (FEL), což je koherentní zdroj unikátních 
parametrů.  Náklady na jeho zřízení byly obrovské, a proto byl z velké části dotován z fondů 
EU. Znamenal však obrovský krok vpřed. Je nyní dostupný všem světovým laboratořím,  
které projeví zájem o koherentní zdroj těchto parametrů a prokáží kvalitu svého vědeckého 
projektu. Dnes se uvažuje o dalším vylepšení FLASH. V plánu je docílit vlnových délek  
∼1nm, což bude vyžadovat úpravy urychlovače i undulátoru. 

 Díky pokroku v XUV laserové fyzice dnes už existuje několik zdrojů krátkovlnného 
koherentního záření, které jsou schopny dosahovat relativně velkých fluencí a opakovacích 
frekvencí, a přitom jsou konstruovány tzv. „desktop“. Typickým příkladem je laser založený 
na „pinčující“ argonové plazmě [6], který je možno provozovat i v menší laboratoři.  

Další možnost, jak získat krátkovlnné koherentní záření, je využít nelineární jevů, 
např. generovat vyšší a vysoké harmonické. Potřebujeme k tomu však dostatečně výkonný 
NIR, VIS, nebo NUV laserový zdroj.   
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4. Přímé laserové zdroje  
 
 
 
 
 V této kapitole se seznámíme se základním principem přímých koherentních zdrojů 
záření.  Ozřejmíme obecný popis aktivních prostředí a  rezonátorů, abychom pak mohli 
navázat jednotlivými typy laserů. 
 

4.1 Základní princip laseru 
 
 Jak jsme již v minulé kapitole zmínili, podstatou přímých zdrojů laserového záření je 
stimulovaná emise v nějakém aktivním prostředí. Tu lze realizovat pomocí přechodů mezi 
různými kvantovými stavy systému. Samozesílení vytvářeného světla pak docílíme 
následovně: aktivní médium umístíme do „polootevřeného“ rezonátoru, který je naladěný na 
požadovanou vlnovou délku. Prostředí potom načerpáme pomocí výbojky, elektrického 
výboje či jiného laseru, což záleží na typu média. Vznikající světlo se pak při 
mnohonásobném oběhu v rezonátoru zesiluje, protože stimuluje přechody mezi načerpanými 
stavy, které odpovídají vybrané vlnové délce. Nejjednodušší schéma je v obr. 4: 
 

 
Obr. 4 – Základní uspořádání laseru 

 
 Způsobů, jak takový systém popsat, bylo vymyšleno hned několik. Nejjednodušší 
z nich, který dává hrubý ale snadno pochopitelný pohled na lasery je termodynamický přístup. 
Počítáme v něm jen s obsazením hladin a intenzitou světla neboli počtem fotonů. Zavádí se 
v něm ale nové termíny, které jsou důležité pro semiklasický popis. Ten světlo zavádí klasicky 
pomocí Maxwellových rovnic (viz. (2.2a) až (2.2d)) a hmotu kvantově, coby systém 
energetických hladin daných svou vlnovou funkcí. Úplná kvantová teorie laseru nakonec 
popisuje i vznikající světlo prostřednictvím kvantové teorie pole.  
 

Vlastnosti generovaného záření jsou tedy nejvíce ovlivněny samotným prostředím. 
Situace je ovšem poněkud složitější. V úvahu musíme vzít také ostatní vlivy. Už přímo 
v prostředí najdeme celou řadu procesů, které nám mění tvar spektrální čáry. Parametry 
rezonátoru a zrcadel se nám také projeví v prostorových a spektrálních vlastnostech 
výstupního svazku. 
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4.2 Termodynamický přístup k aktivnímu prostředí 
 
 První, kdo přišel s myšlenkou stimulované emise, byl Albert Einstein už v roce 1916, 
necelé půl století před sestrojením prvního laseru. Do té doby byla známa jen spontánní emise 
(luminiscence) a absorpce. Tyto tři jevy probíhají v načerpaných prostředích současně. Lze je 
popsat pomocí následujícího modelu. 
 

4.2.1 Dvouhladinový model 
 

Představme si, že atom, molekula aktivního 
prostředí může nabývat pouze dvou stavů na dvou 
různých energiích E1, E2.  Nechť ve stavu 1 je N1 
atomů  a ve stavu 2 ať je N2 atomů. Přejde-li atom ze 
stavu 2 do stavu 1 (je-li mu to dovoleno), pak vyzáří 
foton o celkové energii rovné rozdílu energií obou 
stavů. To lze vyjádřit následovně: 

 
2 1E E Eω= = −h  (4.1) 

 
Nyní si na tomto modelu představíme tři základní procesy probíhající v prostředí. 

Nutno podotknout, že jde opravdu o hodně zjednodušený model, který však pro pochopení 
základní problematiky stačí. 
  
4.2.1.1 Spontánní emise 
 
 Na obr. 5 je vlastně zachycen průběh spontánní emise. Ta probíhá s jistou konstantou 
úměrnosti tím rychleji, čím je horní stav více obsazen. Pokud tedy teď zapomeneme na ostatní 
dva procesy, můžeme psát: 
 

2
2

dN AN
dt

= −  (4.2) 

 
Pokud tuto jednoduchou rovnici vyřešíme, dostaneme exponenciální rozpad populace 

horní hladiny: 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 20 exp 0 exp tN t N At N
τ

 = − = − 
 

 (4.3) 

 
Tím je vysvětlen význam koeficientu 1A τ −= . Jde o převrácenou hodnotu doby života 

populace horního stavu. Za tento čas se obsazení zmenší zhruba 2,7-krát. Spontánní emise je 
však pro činnost laseru víceméně neužitečná. Pomáhá jen nastartovat proces stimulované 
emise. Pak znamená spíše nevýhodu, protože spontánně zářící atomy svítí izotropně do všech 
směrů a navíc náhodně (nekoherentně), což od laseru nechceme.  

 
Při spontánním rozpadu načerpané horní hladiny nemusí vznikat jen foton (zářivé 

přechody), ale stav se může rozpadnout nezářivě, přičemž se uvolní tepelná energie např. 
v podobě optického fononu (v pevných látkách). 
 

 
Obr. 5 – Spontánní emise fotonu 
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4.2.1.2 Absorpce 
 

Proces spontánní emise nutí načerpané 
prostředí, které není v termodynamické rovnováze, 
k návratu do rovnováhy, kdy jsou hladiny 
obsazeny dle Maxwell-Boltzmannova rozdělení. 
Naproti tomu při vlastním čerpání, dochází 
k vychýlení systému z rovnováhy v důsledku 
absorpce záření. Tento proces je schematicky 
znázorněn na obr. 6.  Atom při něm přechází ze 

stavu 1 do stavu 2, přičemž pohltí energii dopadajícího fotonu. Dosud jsme hustoty N1 a N2 
chápali jako celkové hustoty obsazení hladin. Nyní však musíme počítat jen v úzkém 
intervalu frekvencí, kvůli rozdělení hustoty energie fotonů. Zaveďme  tedy veličiny 1Nω a 2Nω , 
které také budou mít tvar rozdělení.  Obsazení dolní hladiny v intervalu ( ), dω ω ω+  se tedy 
vyvíjí následovně: 
 

( ) ( )1
12 1

dN B N
dt

ω
ωω ρ ω= −  (4.4) 

 
Kde ( )12B ω  je Einsteinův koeficient absorpce a ( )ρ ω  je hustota energie fotonového pole pro 
interval frekvencí ( ), dω ω ω+ . Tedy čím je silnější fotonové pole, tím je silnější absorpce. 
 
4.2.1.3 Stimulovaná emise  
  

V obr. 7  je zachycen proces 
spontánní emise, při kterém je vybuzený 
atom stržen z horní hladiny na dolní. 
Vyzáří přitom foton, který je silně 
korelován s dopadajícím světelným 
kvantem. Energie načerpaná do prostředí 
se tudíž přemění ve světelnou energii. 
Časový vývoj populace horní hladiny lze 

tedy popsat diferenciální rovnicí, ve které ( )21B ω  je Einsteinův koeficient stimulované emise: 
 

( ) ( )2
21 2

dN B N
dt

ω
ωω ρ ω= −  (4.5) 

 
4.2.1.4 Fotonové pole a látka 
 
 Budeme-li předpokládat, že při každém přechodu z horní hladiny na dolní vznikne 
foton a při každém přechodu z dolní hladiny na horní jeden foton zanikne, dostaneme 
kinetickou rovnici pro veličinu ( )ρ ω  (ve směru osy z): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 2 12 1 2 4
d

B N B N AN
dt

ω ω ωρ ω
ω ω ρ ω ω ρ ω

π
Ω = − + 

 
h  (4.6) 

 
To tedy znamená přírůstek od stimulované a spontánní emise a úbytek v důsledku 

absorpce. Veličina Ω  je prostorový úhel, pod kterým aktivní médium „vidí“ obě zrcadla 

 
Obr. 6 – Absorpce fotonu 

 
Obr. 7 – Stimulovaná emise fotonu 
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rezonátoru. Protože je spontánní emise všesměrová, neuplatní se celý prostorový úhel kolem 
prostředí, nýbrž jen jeho část. Pokud je tento úhel malý, lze spontánní emisi úplně zanedbat. 
 
4.2.1.5 Vztahy mezi Einsteinovými koeficienty A, B12 a B21 
 
 Význam koeficientu A už známe. Souvisí s přirozenou šířkou čáry, a lze ji spočíst 
kvantově mechanicky. Je přímo úměrná pravděpodobnosti přechodu mezi horním a dolním 
stavem za jednotku času. Není do ní započteno ani homogenní ani nehomogenní rozšíření 
spektrální čáry. 
  

Ostatní dva koeficienty můžeme získat jednoduchým výpočtem z tzv. detailní 
rovnováhy, kdy je derivace hustoty energie dle času ve vztahu (4.6) nulová. Prostředí září 
jako černé těleso dle Planckova vyzařovacího zákona a hladiny jsou obsazeny dle Maxwell-
Boltzmannova rozdělení s degeneracemi g1 a g2. Postup je naznačen v Appendix 8. 
Dostaneme tedy: 
 

( )
2 3

2
12 3

1

gcB A
g

π
ω

ω
=

h
 (4.7a) 

( )
2 3

21 3

cB Aπ
ω

ω
=

h
 (4.7b) 

 
Rychlostí světla c teď míníme rychlost šíření fotonu v prostředí, tzn. 0c c n= .  Ihned 

si můžeme všimnout vztahu mezi Einsteinovými koeficienty absorpce a spontánní emise: 
 

( ) ( ) 2
12 21

1

gB B
g

ω ω=  (4.8) 

 
4.2.1.6 Zisk aktivního prostředí a inverze populací 
 
 Podívejme se opět na rovnici (4.6) a zanedbejme v ní vliv spontánní emise. Proveďme 
transformaci proměnné z ct=  (vzhledem k okraji aktivního prostředí) a dosaďme vztah (4.8). 
Dostaneme diferenciální rovnici  
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )21 2 2 1 1 21zd B N g g N c B N cω ω ωρ ω ω ω ρ ω ω ω ρ ω= − =h h  (4.9) 
 
Za předpokladu, že proměnná ( )N N zω ω≠ , můžeme tuto rovnici snadno vyřešit. 

Tento předpoklad znamená, že obsazení populací je homogenní podél osy z aktivního média. 
Vyřešením rovnice (4.9) dostaneme exponenciální závislost: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )21, 0, exp 0, expz B N z c g zωρ ω ρ ω ω ω ρ ω ω= ⋅ =h  (4.10) 
 

Nyní můžeme vidět význam konstant ( )g ω  a Nω . Načerpané aktivní médium je 
definováno tzv. ziskem (gain), který je úměrný tzv. inverzi populací. Platí pro ně: 
 

( ) ( )21B
g N

c
ωω

ω ω= h  (4.11) 
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2
2 1

1

gN N N
g

ω ω ω= −  (4.12) 

 
Je tedy patrné, že zesílení laseru na dané frekvenci docílíme, pokud inverze 0Nω > . 

Pak zisk bude kladný a počet fotonů exponenciálně poroste. V opačném případě záporné 
inverze, bude hustota fotonů relaxovat do nuly. 

4.2.2 Homogenní a nehomogenní rozšíření čáry 
 
 Dosud jsme počítali s tím, že energetické hladiny systému byly dokonale ostré. To by 
znamenalo, že by laser svítil na přesně dané frekvenci. Skutečnost je však poněkud jiná. 
Koherentní zdroje nevyzařují čistě monochromatické záření. Spektrální čáry jsou rozšířené 
v důsledku mnoha procesů, které v prostředí nastávají. Na výstupu tak dostáváme tzv. 
kvazimonochromatické světlo. 

Rozšíření čáry je dáno tzv. rozšířením přechodu, které se posléze otiskne do 
výsledného tvaru spektrální čáry. Lze ho vystihnout funkcí ( )0,f ω ω , což je hustota 
pravděpodobnosti popisující rozdělení počtu atomů na hladinách v závislosti na frekvenci. U 
laserů je důležitá centrální frekvence 0ω , okolo které je distribuční závislost rozložena. Pak 
bychom měli znát šířku ω∆  rozdělovací funkce, která vystihuje kvalitu laseru co do 
monochromatičnosti. Tato veličina udává šířku rozdělení v polovině maxima a nazýváme ji 
FWHM (full width at half maximum). 

Vzhledem k distribuční funkci ( )0,f ω ω  musíme rozdělit počty částic na první a druhé 
hladině. Z celkových hustot 1N , 2N  se tedy také stanou rozdělovací funkce 1Nω , 2Nω  úměrné 

( )0,f ω ω , pro které platí kinetické rovnice uvedené výše. Obecně můžeme psát: 
 

( )0,i iN N fω ω ω= ⋅  (4.13) 
 
4.2.2.1 Homogenní rozšíření spektrální čáry 
 
 Homogenním rozšířením rozumíme situaci, kdy všechny atomy popř. jiné zářící 
elementy prostředí přispívají na stejné frekvenci stejnou rozdělovací funkcí. Tvar homogenně 
rozšířené čáry bývá většinou lorentzovský:   
 

( )
( ) ( )0 2 2

0

2,
2

Lf
ω π

ω ω
ω ω ω

∆
=

− + ∆
 (4.14) 

 
  Procesů, které homogenně rozšiřují čáru, je mnoho. Jejich původ je různý. Nejvíce 
záleží na skupenské fázi aktivního média. 
 
Přirozená šířka čáry 
 
 Nejjednodušší náhled na přirozenou šířku čáry je pomocí kvantových relací 
neurčitosti. Podrobněji se tímto problémem zabývá Wigner-Weisskopfova teorie. Z relací 
neurčitosti však okamžitě plyne rozmazání energie přechodu v závislosti na době života horní 
hladiny τ  a tudíž i šířka spektrální čáry: 
 

2 2E τ ω τ π ω π τ∆ ⋅ = ∆ ⋅ ≈ ⇒ ∆ ≈h h  (4.15) 
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Srážkové rozšíření spektrální čáry 
 
 Tento typ rozšíření je nejvíce patrný u plynových popř. kapalinových laserů, kde 
srážky mezi atomy popř. molekulami prostředí zkracují dobu života horní excitované hladiny. 
Už jen z pohledu na vztah (4.15) je patrné, že se tím zvětší šířka spektrální čáry. Platí 
obdobný vztah:  
 

2c cω π τ∆ ≈  (4.16) 
 
Kde doba cτ  je střední doba mezi dvěma srážkami. Ta samozřejmě závisí na střední volné 
dráze atomů, což souvisí s tlakem plynu, teplotou či rozměry kyvety. 
 
Další typy homogenního rozšíření 
 
 Vlivů na šířku čáry je celá řada. Např. u plynových laserů, u kterých potlačujeme vliv 
Dopplerova rozšíření, mluvíme o tzv. průletovém rozšíření, kdy atomy zářícího plynu 
přiváděného kolmo na vznikající paprsek setrvávají v oblasti svazku jen krátce. Vlastně se tím 
zkrátí doba života excitovaných částic prostředí, které přispívají k emisi, a tím dojde 
k rozšíření čáry. 

V pevnolátkových laserech pak můžeme hovořit o fononovém rozšíření. Každý z jevů, 
který rozšiřuje spektrální čáru emitovaného záření, lze charakterizovat dobou iτ . Výsledná 
spektrální čára je dána konvolucí všech zúčastněných jevů. V případě lorentzovských 
rozdělovacích funkcí se jejich šířky sčítají, tudíž platí: 
  

2 1i i
i i

ω ω π τ∆ = ∆ =∑ ∑  (4.17) 

 
4.2.2.2 Nehomogenní rozšíření spektrální čáry 
 
 O nehomogenním rozšíření mluvíme tehdy, když jednotlivé atomy resp. molekuly 
zářícího prostředí přispívají na jiné frekvenci. Tvar rozdělovací funkce v tomto případě bývá 
gaussovský: 
 

( ) ( )
( )

2
0

0 2
2 ln 2, exp ln 2

2
Gf

ω ω
ω ω

ω π ω

 −
= − 

 ∆ ∆ 
 (4.18) 

 
Dopplerovské rozšíření spektrální čáry 
 
 V plynových resp. kapalinových laserech dochází k rozšíření přechodu v důsledku 
pohybu zářících atomů či molekul, kde se centrální frekvence v důsledku pohybu posouvá. 
Kinetické energie částic se řídí Maxwell-Boltzmannovým rozdělením. Výsledně dostaneme 
rozšíření spektrální čáry (viz. Appendix 9): 
 

0 2

2 ln 2
2 Bk T

mc
ω ω∆ =  (4.19) 

 
Kde m je hmotnost zářící částice, 23 11,38 10Bk J K− −= ⋅ ⋅  je Boltzmannova konstanta a T je 
teplota v kelvinech. 
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Další typy nehomogenního rozšíření 
 
 Nehomogenní rozšíření, jak sám název napovídá, většinou nastává v případě nějaké 
nehomogenity v prostředí. Patří sem tedy i rozšíření v důsledku nečistot v médiu popř. 
příměsí. V krystalech se pak prosazují poruchy mříže a nedokonalost dopování.  
 
 Pološířky gaussovských rozdělení se oproti lorentzovským sčítají v kvadrátech. 
Obecně, pokud se v prostředí objeví oba typy rozšíření, musíme rozdělovací funkce 
konvoluovat, čímž dostaneme Voightovu funkci. 
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4.3 Laserové kinetické rovnice 
 
 V této kapitole probereme základní vlastnosti trojhladinových a čtyřhladinových 
laserů, na jejichž bázi většina těchto zdrojů pracuje.  
 

4.3.1 Zavedení pojmů 
 
4.3.1.1 Účinný průřez stimulované emise a absorpce 
 
 Nyní, když už známe rozdělení populací hladin v závislosti na frekvenci, můžeme 
zavést novou konstantu, se kterou se v kinetických rovnicích standardně počítá. Jde o tzv. 
účinný průřez jevu. Vyjdeme-li ze vztahu (4.10) pro hustotu energie a vyjádříme-li inverzi 
pomocí funkce tvaru čáry, dostaneme ( ) ( ) ( )21, 0, expz Nzρ ω ρ ω σ= , kde účinný průřez 
stimulované emise je: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

21
21 0 02, ,

B cf f
c

ω π
σ ω ω ω ω ω ω

τω
= =h  (4.20) 

 
Účinný průřez absorpce dostaneme využitím vztahu (4.8). Tedy: 
 

( ) ( )2
12 21

1

g
g

σ ω σ ω=  (4.21) 

 
4.3.1.2 Vývoj populací hladin  
 

Dosud jsme při výpočtech brali v úvahu, že obsazení hladin i hustota energie je 
popsána jistým rozdělením. To nám do vztahů vneslo disperzi, se kterou se těžko počítá. 
Časový vývoj i-té hladiny byl dán vztahem ( ) ( )i ij iN B Nω ωω ρ ω= −& , kde se nám objevují 
dokonce dvě hustoty „pravděpodobnosti“ ( )0,f ω ω  a ( )ρ ω . Lepší bude přejít k evolučním 
rovnicím, které popisují celou populaci. Učiníme předpoklad, že spektrální čára je úzká a že ji 
lze nahradit δ-funkcí na frekvenci 0ω . Navíc zavedeme namísto hustoty energie ( )ρ ω  hustotu 
fotonů ( ) ( )q ω ρ ω ω= h . V Appendixu 10 je uvedeno odvození pro evoluci celkové populace 
i-té hladiny:  
 

 i i j iN c N qσ= −&  (4.23) 
 

Nutno podotknout, že jde opravdu jen o přiblížení monochromatického zdroje. 
V případě laserů s hodně rozšířenou spektrální čárou přestává aproximace platit. 
 
4.3.1.3 Střední doba života fotonu v rezonátoru 
 

 Mějme nyní rezonátor a v něm fotonové pole hustoty q. Předpokládejme, že 
v prostředí nemáme žádný zisk a  že toto pole v důsledku ztrát relaxuje exponenciálně do 
nuly. Pokud bude střední doba života fotonu v rezonátoru tc, pak po jednom oběhu 
rezonátorem se pole zmenší na ( )exp R cq q T t′ = − , kde ( ) 0 02 2RT L l c ln c= − +  je trvání 
jednoho oběhu fotonu v rezonátoru délky L s aktivním prostředím indexu lomu n, které má 
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délku l. Pole po jednom oběhu lze také vyjádřit ( )1 2 exp 2q qR R Z lα′ = − , při kterém došlo nejen 
k odrazu na zrcadlech odrazivosti 1R , 2R , ale i k absorpci v prostředí α  (viz. druhá kapitola) a 
k jiným ztrátám Z, kde Z=1 pokud žádné jiné ztráty nejsou. Z toho tedy dostáváme vztah pro 
relaxační dobu rezonátoru: 
 

( )1 22 ln
R

c
Tt

l R R Zα
=

−
 (4.24) 

 
4.3.1.4 Prahová hodnota inverze 
 
 U výpočtu střední doby života jsme počítali s nulovým ziskem prostředí. Pokud bude 
nenulový, pak hustota fotonů po jednom cyklu bude ( ) ( )1 2 exp 2 exp 2q qR R Z gl lα′ = − . 
Abychom se dostali na práh emise, musí se ztráty po jednom cyklu rovnat zisku, což 
znamená, že q q′ = . Pro jednoduchost předpokládejme, že délka rezonátoru je rovna délce 
prostředí (L=l). Tedy prahová hodnota inverze je: 
 

( ) ( )
2

2 3
21 0

1
,th

c c

N
c t c t f

τω
σ ω π ω ω

= =  (4.25) 

 
Pokud prostředí načerpáme na hodnotu větší, než je prahová hodnota, pokryjeme 

ztráty a laser začne svítit. Naopak pod hranicí prahové hodnoty nám ztráty převládnou nad 
ziskem a nedojde k zesílení. 

Funkce tvaru čáry ( )0,f ω ω , má maximum na centrální frekvenci 0ω , kde tedy bude 
nejmenší práh inverze. Dosadíme-li tuto funkci na centrální frekvenci do (4.25), zjistíme, že 
je práh přímo úměrný šířce čáry. 

 

4.3.2 Trojhladinový laser 
 
4.3.2.1 Princip trojhladinového laseru 
  

Na obr. 8 jsou znázorněny 
polohy hladin trojhladinového laseru. 
Oproti dvojhladinovému modelu se zde 
využívá třetího stavu, přes který se celý 
systém čerpá.  

Před vlastním procesem čerpání 
je obsazení stavů dáno Maxwell-
Boltzmannovým rozdělením. Nejvíce 
je obsazen první stav, pak druhý a 
nakonec třetí. Čerpání se realizuje mezi 

stavy 1 a 3. Z horní hladiny pak systém nezářivě a velice rychle relaxuje do prostředního 
druhého stavu. V ideálním případě je tento přechod nekonečně rychlý, což znamená, že třetí 
stav je prázdný. Odtud pak sytém přechází buď spontánně nebo prostřednictvím stimulované 
emise na základní hladinu, přičemž vznikne foton o energii dané rozdílem energií prvního a 
druhého stavu.  

 
 

 
Obr. 8 – Schéma hladin trojhladinového laseru 
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 Nyní nás bude zajímat, jak se v čase vyvíjí inverze a hustota fotonů v rezonátoru. 
Nechť tedy PW  je rychlost čerpání z prvního do třetího stavu a 1 2 .TOTN N N konst= + =  je 
celková hustota zářících částic. Kinetické rovnice pro inverzi a hustotu fotonů tedy vycházejí 
(viz. Appendix 11): 
 

( ) ( )
21

1 TOT
P TOT

N N
N W N N c Nq

γ
σ γ

τ

− +
= − − −&  (4.26a) 

( )
21

1
4

TOT

c

N Nqq c Nq
t

γ
σ

γτ π

− + Ω
= − +&  (4.26b) 

 
Kde 2 11 g gγ = +  je degenerační faktor, ct  je střední doba života fotonu v rezonátoru a Ω  je 
prostorový úhel zrcadel. 
 
 Nevýhoda trojhladinových laserů je v jejich poměrně malé účinnosti a náročnosti 
čerpání. Abychom vůbec dosáhli inverze populací, musíme horní hladinu načerpat alespoň na 
hodnotu 2 2TOTN N= , protože dolní stav není prázdný. Navíc při vzniku jednoho fotonu se 
inverze změní o dva. Proto se častěji využívá čtyřhladinových laserů, které si popíšeme 
vzápětí.  
 
4.3.2.2 Čerpání trojhladinového systému 
 
 Představme si nyní, že jsme v oblasti záporné inverze, kdy laser nesvítí tzn. 0q : . 
Prostředí nyní čerpáme kontinuálně a inverze roste. V momentě, kdy začne laser svítit, musí 
inverze poklesnout proto hledáme bod (maximum), kde 0N =& . Z rovnice (4.26a) dostaneme 
maximální inverzi při daném čerpání. Aby došlo k zesílení laserového výstupu, musí 
maximum inverze nabývat alespoň hodnoty prahové inverze max thN N> , z čehož dostaneme 
prahovou hodnotu čerpání. Pak: 
 

( )
max

1
1

P
TOT

P

W
N N

W
γ τ

τ

− −
=

+
 (4.27) 

( )
( )

1th TOTth
P

TOT th

N N
W

N N
γ

τ
+ −

=
−

 (4.28) 

 
4.3.2.3 Ustálení trojhladinového systému a saturace zisku 
 
 Nyní čerpáme laser kontinuálně nad prahovou hodnotou Wp. Inverze roste až do 
okamžiku, kdy se spustí stimulovaná emise. Ta posléze začne inverzi „vyjídat“ a obě hodnoty 
N a q se ustálí na rovnovážných hodnotách, kde je jejich časová derivace nulová. Pokud 
zanedbáme vliv spontánní emise, ustálí se hodnoty následovně:  
 

( ) thN t N→ ∞ =  (4.29a) 

( )
( )( ) ( )

21

1 1TOT p th p

th

N W N W
q t

c N
γ τ τ

σ γ

− − − +
→ ∞ =  (4.29b) 
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 Při ustálení systému dojde k tzv. saturaci zisku aktivního prostředí, který klesá 
nepřímo úměrně s hustotou fotonů v médiu. Postup odvození je podobný jako u vztahu (4.27), 
nezanedbáváme však vliv fotonového pole a navíc platí 21g Nσ= . Tedy: 
 

0

1 s

gg
q q

=
+

 (4.30) 

 
Kde g0 je počáteční hodnota zisku a qs je hustota nasyceného fotonového pole. V důsledku 
tohoto jevu dochází k tzv. výkonovému rozšíření spektrální čáry. Je-li původní spektrální čára 
rozšířena homogenně, klesá její zisk s hustotou pole rychleji, než by tomu bylo u 
nehomogenně rozšířené čáry. 
 
4.3.2.4 Chování trojhladinového systému 
 
 Soustava diferenciálních rovnic (4.26a) a (4.26b) je celkem složitá a její řešení je 
závislé na mnoha parametrech. Pro názornost je nejlepší vymodelovat numericky, jak se 
inverze a hustota fotonů vyvíjejí v čase. Na následujících grafech si budeme moci všimnout 
důležitých limitních hodnot. 
 
Vliv spontánní emise a optického šumu 
 
 Již dříve jsme spontánní emisi považovali za proces, který nastartuje stimulovanou 
emisi. Z kinetických rovnic se opravdu dozvíme, že bez zářivé spontánní emise laser svítit 
nezačne. To můžeme zjistit, položíme-li hodnotu 0Ω = , čímž se zbavíme členu pro spontánní 
emisi v druhé rovnici (4.26b). V tomto případě se nám inverze dostane do saturace, ale pole 
bude nulové.  
 V ideálním případě by tomu tak opravdu bylo. V reálném prostředí se však navíc 
projevuje všudypřítomný světelný šum. Ten je také schopen nastartovat stimulovanou emisi 
v načerpaném sytému. To můžeme nahlédnout jednoduchou změnou počátečních podmínek 
kinetických rovnic. I jediný foton  dokáže spustit stimulovanou emisi. 
 Tyto případy jsou fyzikálně zajímavé, ale nemají pro nás praktický význam. Jde jen o 
náhled toho, jak se systém dokáže chovat chaoticky. 
 
Kontinuální čerpání pod prahem 
 
 Nyní ukážeme, jakou  roli hraje nesplněná podmínka (4.28) ( th

P PW W< ) v činnosti 
trojhladinového laseru. Výsledky byly vymodelovány při následujících parametrech:  
 
Rezonátor: Prostředí: Počáteční podmínky: 

Absorpční koeficient: 3 110 cmα − −=  Doba života horní hladiny: 510 sτ −=  ( ) ( )0 1 TOTN Nγ= − −  

Vzdálenost zrcadel: 100L cm=  Celková hust. stavů: 16 310TOTN cm−=  ( )0 0q =  

Odrazivost 1. zrcadla: 1 1R =  Průřez stim. emise: 18 2
21 10 cmσ −=   

Odrazivost 2. zrcadla: 2 0,9R =  Degenerační faktor: 4γ =   

Rychlost světla: 10 13 10c cm s−≈ ⋅ ⋅  Rychlost čerpání: 5 110PW s−=   

Prostorový úhel zrcadel: 0,02srΩ =  Prahová inverze: 0,15th TOTN N=   

Relaxace rezonátoru: 82,18 10ct s−= ⋅  Práh čerpání: 5 13,72 10th
PW s−= ⋅   

Tab. 3 – Parametry laseru 
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Graf 11a – Vývoj inverze Graf 11b – Vývoj fotonového pole 

 
Z grafu 11a je patrné, že prostředí není dostatečně načerpané a že zůstává hluboko pod 

prahovou inverzí. V důsledku převažujících ztrát svítí prostředí pouze slabě (viz graf 11b). 
Spontánní i stimulovaná emise jsou takřka stejně intenzivní. Počáteční hodnotu inverze lze 
odhadnout tak, že horní stav ponecháme „skoro“ prázdný a dolní stav bude plně obsazen (viz. 
(4.12)). To můžeme říci, pokud energetický rozdíl mezi hladinami bude velký oproti součinu 
kBT, což v ultrafialové oblasti snadno splníme.  Hodnoty v grafech jsou pro přehlednost 
normované. 
 
Kontinuální čerpání nad prahem – relaxační oscilace 
 

V předchozím případě nedošlo k zesílení laserového výstupu, protože jsme prostředí 
nedostatečně načerpali. Jinak tomu bude, pokud podmínku (4.28) splníme. Nastavme tedy 

5 15 10PW s−= ⋅  a všechny ostatní parametry ponechejme stejné, jako v tabulce 3. To, co se 
stane, uvidíme v následujícím grafu: 
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Graf 12 – Časový vývoj inverze a hustoty fotonového pole 

 
 Po spuštění čerpání nabíhá inverze do svého maxima, kde ji posléze začne vyjídat 
stimulovaná emise a inverze klesá. Systém se za určitých podmínek může rozkmitat, což 
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vidíme v grafu 12. Inverze a hustoty pole se pak ale ustálí na hodnotách daných vztahy 
(4.29a) a (4.29b). Ačkoli jsme oproti předchozímu případu zvýšili čerpání pouze 5-krát, 
intenzita generovaného světla se zvedla o tři řády. Zde tedy můžeme vidět důležitost 
podmínky (4.28). 
  
Čerpání gaussovským pulsem (výbojem) 
 
 V neposlední řadě je zajímavé podívat se, jak se systém chová při čerpání pulsem. Pro 
jednoduchost budeme předpokládat, že puls má gaussovský tvar: 

 

( ) ( )2
0
2

4 ln 2ln 2 2 expP
p p

t t
W t W

t tπ

 −
 = −
 
 

 (4.31) 

 
Kde tp je FWHM pulsu, t0 je poloha maxima a W je plocha pod pulsem. Tento vztah udává 
rychlost čerpání v různých časech. Ponechme tedy parametry stejné jako v tab. 3 a nechť 

7
0 6 10t s−= ⋅ , 72 10pt s−= ⋅  a 150W s−= . 

 
 Tento případ odpovídá například čerpání nanosekundovým pulsním laserem. Čerpací 
puls převede prostředí téměř do saturovaného stavu. S určitým  zpožděním pak vznikne nový 
puls, který už ovšem není přesně gaussovský a je o něco širší. Můžeme si všimnout typického 
„tailu“, který je závislý na relaxační době rezonátoru. Čím déle totiž foton setrvá v rezonátoru, 
tím pomaleji hustota fotonového pole relaxuje k nule. Inverze pak zrelaxuje zpět do počáteční 
hodnoty. Vše znázorňuje následující graf 13. 
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Graf 13 – Časový vývoj inverze a hustoty fotonového pole 
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4.3.3 Čtyřhladinový laser 
 
4.3.3.1 Princip čtyřhladinového laseru 
  

Obr. 9 popisuje systém 
hladin čtyřhladinového laseru. 
Oproti trojhladinovému modelu se 
využívá další hladiny, coby 
„přechodného základního“ stavu. 
 Stejně jako u předchozího 
modelu se čerpá ze základní nulté 
hladiny do třetího stavu, ze kterého 
pak systém velice rychle nezářivě 
přechází do druhé hladiny. 
V ideálním případě je tento 
přechod nekonečně rychlý, a proto 

můžeme říci, že obsazení třetího stavu je takřka nulové 3 0N = . Z druhé hladiny pak systém 
přechází na první stimulovaně resp. spontánně. Doba života prvního stavu je však malá, proto 
se tato hladina velice rychle vyprazdňuje. V ideálním případě je prázdná 1 0N = . Absorpce 
mezi touto hladinou a základním stavem je tudíž také zanedbatelná. Celková hustota 
obsazených stavů je tedy 0 2TOTN N N= +  a protože vlastní emise probíhá mezi hladinami 1 a 
2, je inverze dána ( )2 2 1 1 2N N g g N N= − = . V tomto případě dostaneme kinetické rovnice 
okamžitě: 
 

( ) 21p TOT
NN W N N c Nqσ
τ

= − − −&  (4.32a) 

21 4c

q Nq c Nq
t

σ
τ π

Ω
= − +&  (4.32b) 

 
První člen v inverzi je příspěvek čerpání z nultého stavu, druhý a třetí člen 

reprezentuje úbytek stimulovanou a spontánní emisí. Hustota fotonového pole je podobná 
předchozímu případu. Ω  je prostorový úhel, pod kterým prostředí „vidí“ obě výstupní 
zrcadla. 

Výhodou čtyřhladinových systémů je téměř nulové obsazení dolního prvního stavu. 
Z toho plyne, že při vzniku jednoho fotonu klesne inverze pouze o jedna, což oproti 
trojhladinovým systémům znamená větší účinnost. Navíc i při slabém čerpání dostáváme 
nezápornou inverzi. 
 
4.3.3.2 Čerpání čtyřhladinových laserů 
 
 Podobně jako minule hledáme maximum inverze populací, kdy 0N =& , přičemž 
prostředí ještě nezáří 0q : . Z rovnice (4.32a) vyjde maximální inverze a práh čerpání: 
 

max 1
P TOT

P

W NN
W τ

=
+

 (4.33) 

( )
th th

P
TOT th

NW
N Nτ

=
−

 (4.34) 

 
Obr. 9 – Schéma hladin čtyřhladinového laseru 
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4.3.3.3 Ustálení čtyřhladinového systému a saturace zisku 
 
 Situace je opět podobná. Kontinuálně čerpáme prostředí nad prahem. Po čase se 
inverze a hustota fotonového pole ustálí na určitých limitních hodnotách. Platí pro ně: 
 

( ) thN t N→ ∞ =  (4.35a) 

( ) ( )
21

1TOT p th p

th

N W N W
q t

c N
τ

σ

− +
→ ∞ =  (4.35b) 

 
 I  čtyřhladinový systém se ustálí v saturaci. Zisk se řídí vztahem (4.30), avšak 
počáteční hodnota g0 je trochu odlišná. 
 
4.3.3.4 Chování čtyřhladinového systému 
 
 Soustava kinetických rovnic (4.32a) a (4.32b) se chová do jisté míry podobně, jako 
tomu bylo u trojhladinového systému. Rozdíl je v počáteční podmínce, kdy ( )0 0N = . Proto 
je inverze i při slabém čerpání nezáporná. 
 Důležitá je prahová podmínka (4.34), kdy se ztráty vyrovnávají zisku a dochází 
k zesílení výstupu. Čerpáme-li prostředí pod prahem kontinuálně, dostane se inverze do 
saturované maximální hodnoty a laser svítí pouze slabě v důsledku spontánní emise. Je to 
podobné jako u trojhladinových systémů. 
 Pokud se s čerpáním dostaneme nad práh, dostane se inverze do svého maxima a 
posléze začne díky zesilující stimulované emisi klesat. Ustálí se pak na hodnotě prahové 
inverze resp. lehce pod ní (to je důsledek spontánního vyzařování). Často se objevují oscilace 
inverze a pole, což si ukážeme níže. 
 Čerpání čtyřhladinového systému pulsem je velice zajímavé. V důsledku relaxačních 
oscilací může v systému dojít ke vzniku celého vlaku pulsů, jejichž pološířka může být i 
několikanásobně menší, než byla pološířka excitačního pulsu. 
  
Relaxační oscilace laseru 
 
 Za určitých podmínek můžeme pozorovat, že se systém rozkmitá. Tlumeně oscilující 
inverze a hustota fotonového pole pak relaxují ke svým limitním hodnotám. Dosaďme do 
kinetických rovnic parametry z tab. 4 v následujícím grafu 14 pak budeme moci sledovat 
oscilace obou veličin. 
   
Rezonátor: Prostředí: Počáteční podmínky: 

Absorpční koeficient: 2 110 cmα − −=  Doba života horní hladiny: 710 sτ −=  ( )0 0N =  

Vzdálenost zrcadel: 100L cm=  Celková hust. stavů: 16 310TOTN cm−=  ( )0 0q =  

Odrazivost 1. zrcadla: 1 1R =  Průřez stim. emise: 16 2
21 10 cmσ −=   

Odrazivost 2. zrcadla: 2 0,9R =  Rychlost čerpání: 5 14 10PW s−= ⋅   

Rychlost světla: 10 13 10c cm s−≈ ⋅ ⋅    

Prostorový úhel zrcadel: 0,02srΩ =  Prahová inverze: 0,011th TOTN N=   

Relaxace rezonátoru: 93,17 10ct s−= ⋅  Práh čerpání: 5 11, 06 10th
PW s−= ⋅   

Tab. 4 – Parametry laseru 



 53

0 1 2 3 4
0 ,0 0 0

0 ,0 0 5

0 ,0 1 0

0 ,0 1 5

0 ,0 2 0

N
 / 

N
TO

T  v
s.

 q
 / 

N
TO

T

t  /  τ

 In v e rz e
 P ra h o v á  in v e rze
 H u sto ta  f . p o le
 L im itn í h us to ta  f . p o le

In ve rz e  v s . h u s to ta  fo to n o v é h o  p o le

 
Graf 14 – Časový vývoj inverze a hustoty fotonového pole 

 
 
 Výskyt tlumených oscilací systému závisí na aktivním prostředí. Nejvíce se objevují 
v pevnolátkových laserech. Naopak v barvivových či v plynových laserech nejsou oscilace 
tak časté. 
 

4.3.4 Výkonové vlastnosti laseru 
 
4.3.4.1 Čerpací výkon 
 
 Dosud jsme čerpání popisovali veličinou PW , která udávala pravděpodobnost vybuzení 
základního stavu do excitované hladiny za jednotku času. Lepší je ale kontinuální čerpání 
popisovat objemovou hustotou dodávaného výkonu. Pro trojhladinové lasery ho lze přibližně 
odhadnout jako: 
 

2
thP

th
NP ω

τ
=

h
 (4.36) 

 
Kde Pω  je centrální frekvence čerpání. Jedna polovina, která se ve vztahu objevuje, znamená, 
že jeden foton z čerpací výbojky, změní inverzi o dva, což platí u trojhladinových laserů. U 
čtyřhladinových laserů se však inverze mění pouze o jedna na jeden foton.  
 
4.3.4.2 Výstupní výkon laseru 
 
 V předchozích kapitolách jsme popsali dynamiku aktivního prostředí. Pro praktické 
účely však potřebujeme získat výkon laseru na výstupu. K tomu nám poslouží hustota 
fotonového pole v rezonátoru. Doba života fotonu v rezonátoru je dána vztahem (4.24). 
Procesy, které tlumí pole, jsou ale dva: absorpce v materiálu a únik fotonu výstupním 
zrcadlem. Proto můžeme psát, že 1 1 1c i et t t= + . Porovnáme-li tento vztah z výrazem (4.24), 
dostaneme: 
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( )1 2ln1
2e

c R R
t l

= −  (4.37) 

 
Výstupní výkon je úměrný časové derivaci hustoty odcházejícího pole. Bude-li 

prostředí v „rovnováze“, tzn. ( )q q= ∞  a bude-li objem aktivního prostředí V, pak výstupní 
výkon laseru je: 
 

( )
e

e

q
P V

t
ω

∞
= h  (4.38) 

 
To platí v případě, že zanedbáváme absorpci výstupního zrcadla popř. jiných 

optických elementů na výstupu.  
 
4.3.4.3 Optimální odrazivost výstupního zrcadla 
 
 Pro každé aktivní prostředí je třeba zvolit správné výstupní zrcadlo, abychom z laseru 
dostali co možná největší výkon. Podmínku pro odrazivost R2 dostaneme jednoduše 
z derivace výkonu podle tohoto parametru. Pro názornost je v následujícím grafu vynesen 
normovaný výstupní výkon pro jednotlivé úrovně čerpání v závislosti na koeficientu 
odrazivosti: 
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Graf 15 – Normovaný výkon laseru v závislosti na odrazivosti výstupního zrcadla  

 
Pro tento případ bylo zvoleno 3 110 cmα − −= , 4 11,53 10th

PW s−= ⋅ . Ostatní parametry jsou 
stejné jako v tab. 4. Vidíme, že pro silně čerpaná prostředí musíme zvolit výstupní zrcadlo 
s menší odrazivostí (viz. černá křivka v grafu 15). Z maxima křivky můžeme stanovit 
optimální odrazivost zrcadla pro danou situaci.  

Nutno podotknout, že výše uvedený graf a vztahy pro výkon platí jen pro lasery 
v kontinuálním režimu. Pro pulsní lasery se často používají zrcadla s malou odrazivostí. 
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4.4 Kvantový popis aktivního prostředí 
 
 V předchozích kapitolách jsme si nastínili makroskopický popis aktivního prostředí 
v rezonátoru. Objevily se nám ovšem termíny, které termodynamika vysvětlit nedokáže. 
Např. doba života energetické hladiny je záležitostí kvantové mechaniky, která je schopna 
odhalit mikroskopické vlastnosti látek. 
 

4.4.1 Kvantový systém v harmonické poruše 
 
4.4.1.1 Vlastní stavy neporušeného hamiltoniánu 
 
 Mějme nějaký obecný kvantový systém (atom, iont, molekulu, …), jehož energetické 
hladiny lze popsat hamiltoniánem 0Ĥ . Jeho spektrum nám udává možné stacionární 
energetické stavy. Ze Schrödingerovy rovnice víme: 
 

0
ˆ

n n nH Eψ ψ=  (4.39) 
 
Kde nψ  jsou vlastní vlnové funkce hamiltoniánu s degenerací ng  a nE  jsou příslušné 
energie. Předpokládejme, že vlastní funkce jsou ortonormální, což znamená m n mnψ ψ δ= . 
 
4.4.1.2 Wigner-Weisskopfova teorie – pravděpodobnosti obsazení hladin 
 
Vývoj počátečního stavu 
 
 Kdyby na náš systém nepůsobilo okolí, nacházel by se ve nějakém z vázaných stavů a 
nic by se nedělo. V laseru nám však na elektrony působí elektromagnetické pole, což 
znamená jakousi poruchu stacionarity a systém přejde z čistého do smíšeného stavu. 
V hamiltoniánu přibude poruchový člen, což ovlivní vývoj energetických stavů. Novou 
vlnovou funkci můžeme rozvinout do stacionárních stavů: 
 

( ) ( ) ( )expn n n
n

t c t iE tψ ψ= −∑ h  (4.40) 

 
Kde pro koeficienty ( )nc t  získáme soustavu diferenciálních rovnic, dosazením vlnové funkce 

(4.40) do Schrödingerovy rovnice s porušeným hamiltoniánem ( )0
ˆ ˆ ˆH H W tλ= +  (viz. 

Appendix 12.1):  
 

( ) ( ) ( ) ( )ˆexpm n
n

mn mnc t c t iE t W tλ= ∑& h  (4.41) 

 
Kde mn m nE E E= −  a ( ) ( )ˆ ˆ

m nmnW t W tλ ψ λ ψ= . Vlnová funkce se vyvíjí z počátečního stavu 

Iψ  takto: 
 

( ) ( )ˆexp It iHtψ ψ= − h  (4.42) 
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Zároveň můžeme novou vlnovou funkci rozvinout do vlastních stavů neporušeného 
hamiltoniánu v čase t. Tedy z normality báze pak dostaneme koeficient: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )expn n n n n I I
n n

t c t iE t a t a t tψ ψ ψ ψ ψ= − = ⇒ =∑ ∑h  (4.43) 

 
Z koeficientu ( )Ia t  zjistíme, jak se vyvíjí počáteční stav v dané poruše. Po dlouhém počítání 
nám pro něj vyjde (viz. Appendix 12.2):  
 

( ) ( )( )( )expI I I II Ia t i E W tλ= − − Γ + + + Λ h  (4.44) 
 
Kde ( )2

I Ij I j
j I

W E Eλ
≠

Λ = −∑  a faktor odpovědný za tlumení ( )2
I Ij I j

j
W E Eπ λ δΓ = −∑ . 

Nezbývá, než spočítat pravděpodobnost, se kterou najdeme systém v počátečním stavu Iψ : 
 

( ) ( ) ( ) ( )2
exp 2 expI I I I Iw t a t t t τ→ = = − Γ = −h  (4.45) 

 
Prvotní stav systému se tedy v poruše exponenciálně rozpadá. Jeho dobu života nám udává 
tzv. zlaté pravidlo : 
 

( )21 2
2I Ij I j

jI I

W E Eπ
τ λ δ

τ
= ⇒ = −

Γ ∑h
h

 (4.46) 

 
Pozn.: Je poněkud překvapivé zjištění, že v době života stále figuruje poruchový člen. Zdálo 
by se tedy, že spontánní emise neexistuje bez přítomnosti pole, protože pro nulovou poruchu 
je doba života nekonečná. Odpověď dává kvantová teorie pole, která říká, že úplně nulové 
pole neexistuje. Za spontánní emisi nesou zodpovědnost tzv. kmity vakua. 
 
Vývoj ostatních stavů 

 
Dosud jsme počítali s poruchou, která byla zadána obecně. Vyjadřuje se jako energie 

dipólu v poli rovinné elektromagnetické vlny. Tedy: 
 

( )( ) ( )( ){ }1ˆ ˆˆ exp exp
2

W d d i t k r i t k rλ ω ω∗= − ⋅ = − ⋅ − − ⋅ + − ⋅
r rr r rr r

0 0E E E  (4.47) 

 
Kde ( )( ){ }exp . 2i t k r c cω= − − ⋅ +

rr r r
0E .E  je pole a ˆ ˆd er=  je operátor dipólového momentu.  

 
Teď už nám nic nebrání ve výpočtu pravděpodobnosti přechodu z počátečního stavu 

Iψ  do jiného stavu systému např. Fψ . K tomu využijeme soustavu diferenciálních rovnic 
(4.41). Přijmeme-li však předpoklad, že největší vliv na řešení má počáteční stav a nově 
vzniknuvší stavy řešení neovlivňují, zbude nám jen jedna diferenciální rovnice. 
Pravděpodobnost přechodu tedy vychází (viz. Appendix 12.2): 

 

( )
2

2 20 0

1 2 1
2

emise absorpce I
I F FI

I F I I

w d e I
c n E E

ππ
τ ε ω

→

Γ
= ⋅

− ± + Γ

r r
h % h

 (4.48) 
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Kde n je index lomu prostředí, er  je vektor polarizace světla3, I je jeho intenzita a 
I I II IE E Wλ= + + Λ% . Můžeme si všimnout, že tvar spektrální čáry je lorentzovský, přičemž její 

přirozená šířka 2 IFWHM = Γ  je nepřímo úměrná době života prvotní hladiny.   
 
4.4.1.3 Einsteinovy koeficienty 
 
 Dosud možná nebylo úplně jasné, proč se tak pracně dopočítáváme pravděpodobnosti 
přechodu. Důvodem je stanovení Einsteinových koeficientů, které z této teorie přímo 
vyplývají. Pokud nahradíme intenzitu ve výrazu (4.48) vztahem 0I c qω= h , můžeme si 
všimnout určité podobnosti se vztahem pro stimulovanou emisi (4.23). Protože ale 
přecházíme od jedné částice k jejich statistickému souboru s náhodně orientovanými dipóly, 
musíme navíc středovat. Koeficienty stimulované emise, absorpce a spontánní emise jsou 
odvozeny v Appendix 12.3 a vychází: 
 

2
2

2
0

ˆ
3IF F I

r

eB rπ
ψ ψ

ε ε
=

h
 (4.49a) 

2
2

2
0

ˆ
3

I
FI F I

F r

g eB r
g

π
ψ ψ

ε ε
=

h
 (4.49b) 

32
20

3
0

ˆ
3I F I

r

eA r
c
ω

ψ ψ
π ε ε

=
h

 (4.49c) 

 
Kde jsme předpokládali rezonanci, tzn. 0 I FE Eω = −%h . 
 
4.4.1.4 Výběrová pravidla 
 
 Z kvantové teorie jsme se dostali k Einsteinovým koeficientům. Jejím výsledkem jsou 
však navíc i výběrová pravidla, která určují, jaké jednofotonové přechody jsou dovolené a 
jaké ne. To plyne z nenulovosti maticového elementu: 
 

( ) ( ) ( )3

3

ˆ 0, 0, 0FI F I F Ir r r r r d rψ ψ ψ ψ∗

ℜ
= = ≠∫

r r r r  (4.50) 

 
Jednoduchý závěr je, že výchozí a koncový stav musí mít opačnou paritu, aby byly 

jednofotonově dovoleny. Při velkých intenzitách může dojít i k dvoufotonovým přechodům, u 
kterých je parita počátečního a koncového stavu stejná.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                
3 Pravděpodobnost stimulovaného přechodu závisí na vzájemné orientaci dipólového momentu a polarizace 
světla. Pokud jsou na sebe kolmé, je pravděpodobnost nulová. 
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4.5 Konstrukce krátkovlnných laserů 
 
 V této kapitole probereme typy rezonátorů, způsoby generování pulsů, metody čerpání 
a jiné technické záležitosti okolo přímých laserových zdrojů. V některých případech se 
konstrukce krátkovlnných laserů liší od zdrojů ve viditelné oblasti. 
 

4.5.1 Rezonátory 
 
 Konstrukce rezonátoru má veliký vliv na vlastnosti vystupujícího laserového svazku. 
Ovlivňuje nejen jeho prostorové vlastnosti, jako např. profil nebo divergenci, ale i jeho 
spektrální vlastnosti, mezi které patří struktura podélných a příčných modů. Těchto vlastností 
bychom se dopočítali vyřešením vlnové rovnice s okrajovými podmínkami, které plynou 
z vlastností zrcadel. 
 
4.5.1.1 Profily svazků  
 
Gaussovský svazek 
 
 Řešením vlnové rovnice ve volném prostoru v tzv. paraxiální aproximaci je válcově 
symetrický gaussovský svazek s Rayleighovou vzdáleností 0z . Tato konstanta se určí 
z parametrů rezonátoru (délka, poloměry zrcadel), na jehož zrcadla si vlnoplochy svazku 
„sedají“. Dále už stačí znát jen vlnovou délku světla. Tvar gaussovského svazku je na 
následujícím obrázku: 
 

Obr. 10 – Gaussovský svazek 
 

Profil pole: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0
0 2exp

2
W r rr i kz k z

W z R zW z
E A ξ

  
= − − + −      

r  (4.51a) 

Pološířka svazku v nule: 0 0W zλ π=  (4.51b) 

Pološířka svazku v z: ( ) 2 2
0 01W z W z z= +  (4.51c) 

Poloměr křivosti vlnoplochy: ( ) ( )2 2
01R z z z z= +  (4.51d) 

Náběh fáze: ( ) 0arctgz z zξ =  (4.51e) 

Divergence svazku: ( )0 0 0tg W zϑ =  (4.51f) 
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Hermitovské-gaussovské svazky 
 

Pokud bude mít rezonátor sférická zrcadla ve tvaru obdélníku, dojde ke vzniku 
příčných modů ve směru os x a y. To je důsledek okrajové podmínky. Pole příčného modu 
TEMlm bude mít tvar (4.52): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

0
2

2 2, , exp 1
2lm lm l m

W x y x y x yE x y z A H H i kz k l m z
W z W z W z R zW z

ξ
      + +

= − − + − + +                  
 

 
Kde ( )lH u  je Hermiteův polynom stupně l. Všimněme si, že TEM00 je gaussovský svazek. 
V následujících obrázcích je zachyceno rozložení několika příčných módů: 
 

   
Obr. 11a - TEM00 Obr. 11b – TEM10 Obr. 11c – TEM11 

 
Laguer-gaussovské svazky 
 
 V rezonátoru s kruhovými sférickými zrcadly se vyvine pole s válcově symetrickými 
příčnými mody, kde je pole dáno (4.53): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0
2 2

2 2, , cos exp 2 1
2

m

m
lm lm l

W r r r rE r z A m L i kz k l m z
W z W z R zW z W z

ϑ ϑ ξ
     

= − − + − + +                 
 

Kde ( )m
lL u  je přidružený Laguerův polynom. 

 
Besselovské svazky 
 
 Řešením neparaxiální vlnové rovnice ve válcových souřadnicích jsou Besselovy 
svazky. Jejich vlnoplocha je rovinná, a proto nedivergují. Oproti ideální rovinné vlně však 
mají  besselovské rozložení intenzit v příčném směru. 
 
4.5.1.2 Podélné mody 
 
 Podélné mody rezonátoru určují frekvenci, na které laser svítí. V rezonátoru délky L, 
jsou dovoleny mody na frekvencích: 
 

2n Rnc L n Tω = =  (4.54) 
 
Kde n je přirozené číslo a TR je trvání jednoho oběhu fotonu rezonátorem. 
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4.5.1.3 Stabilita rezonátoru 
 
 Existuje celá řada různých typů rezonátorů. Důležité je ale vědět cosi o jejich stabilitě, 
abychom mohli rozhodnout o vhodnosti použití daného typu rezonátoru v dané situaci. Ty 
klasifikuje tzv. Boydova-Kogelnikova podmínka stability: 
 

( )( )
1 2

0 1 1 1L L
r r≤ − − ≤  (4.55) 

 
Kde L je délka rezonátoru a r1 a r2 jsou poloměry výstupních zrcadel. Rezonátory splňující 
tuto podmínku označujeme jako stabilní, ze kterých se pole vyvazuje převážně průchodem 
přes výstupní zrcadlo. 
 
4.5.1.4 Stabilní rezonátory 
 
 Stabilní rezonátor vybíráme v případě, že nepotřebujeme uměle přivolávat ztráty. 
Konstrukcí je mnoho. Např. na následujících obrázcích je rezonátor používaný pro barvivové 
lasery či rezonátor pro zeslabení astigmatismu prostředí, který nastavujeme volbou úhlu ϑ . 
 

 
Obr. 12 – Rezonátor pro barvivové lasery 

 

 
Obr. 13 – Rezonátor pro potlačení astigmatismu prostředí 
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4.5.1.5 Rezonátory na hranici stability 
 

Nyní si uvedeme několik příkladů rezonátorů, které se nacházejí na hranici podmínky 
(4.55). Jde o případy, kdy je splněna rovnost. 
 
Planární rezonátor 
 
 Na hranici stability se nachází tzv. planparalelní rezonátor, jehož obě zrcadla jsou 
rovinná, tzn. 1r → ∞  a 2r → ∞ . V praxi ale využití moc nenachází, protože je velice citlivý na 
vychýlení svazku od osy zrcadel. 
 
Koncentrický rezonátor 
 
 Na druhé straně hranice stabilit máme rezonátor, jehož zrcadla mají společný střed, 
čemuž odpovídá podmínka 1 2L r r= + . Je velice citlivý na nastavení vzdálenosti zrcadel. 
 
Konfokální rezonátor 
 
 Dalším hraničním případem je rezonátor, jehož zrcadla mají společné ohnisko, čemuž 
odpovídá podmínka 1 2L r r= = .  
 
4.5.1.6 Nestabilní rezonátory 
  

Zdálo by se, že nestabilní rezonátory uplatnění nenajdou. V krátkovlnné oblasti se 
však objevuje nový problém s velkou divergencí svazku. Právě nestabilní rezonátory jsou ale 
schopny tento nedostatek dobře eliminovat i v laserech, po nichž požadujeme velký výstupní 
výkon. Na obr. 14a  a 14b jsou zrcadlové nestabilní rezonátory, kde výstupní svazek má tvar 
prstence. Na obr. 14c se pak namísto výstupního zrcadla používá čočka s vyšší odrazivostí, 
která fokusuje jinak silně rozbíhavý svazek a odráží část záření zpět do rezonátoru. Maximum 
intenzity pak stále zůstává na ose. 

 

 
Obr. 14a – Nestabilní rezonátor 

 

 
Obr. 14b – Nestabilní rezonátor se „děravým“ rovinným zrcadlem 
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Obr. 14c - Nestabilní rezonátor s čočkou 

 
4.5.1.7 Zesilovače laserového záření 
 
 Nestabilní rezonátory se také často využívají k zesílení jiného laserového signálu 
daných prostorových, spektrálních a časových vlastností. Na následujících dvou obrázcích 
jsou vyobrazeny jednoprůchodové a víceprůchodové zesilovače. 
 

 
Obr. 15a – Jednoprůchodový zesilovač 

 

 
Obr. 15b – Víceprůchodový zesilovač 

 
 Vlastnosti vystupujícího svazku závisejí na konstrukci zesilovače. Ty se často vyrábějí 
tak, aby spektrální vlastnosti byly dány zdrojem signálu a prostorové a výkonové vlastnosti 
zesilovačem. To je např. výhoda tzv. „injection-locked“ rezonátoru, který je na následujícím 
obrázku: 
 

 
Obr. 16 - Injection-locked rezonátor 
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4.5.2 Ovládání prostorových a spektrálních vlastností svazku 
 
 Pasivní optické prvky umožňují pro technickou realizaci laseru – okénka, kyvety, 
zrcadla, atd. Ty by ale neměly výrazně ovlivňovat charakter svazku na výstupu. Na druhou 
stranu někdy potřebujeme měnit prostorové a spektrální vlastnosti emitovaného svazku, 
k čemuž slouží – clony, mřížky, etalony, …  
 
4.5.2.1 Selekce příčných modů 
 
 V kapitole o rezonátorech jsme zjistili, že pole v rezonátoru má netriviální příčnou 
strukturu tzv. příčné mody (viz. obr. 11a – 11c). Někdy však potřebujeme, aby maximum 
intenzity leželo na ose rezonátoru, tudíž se potřebujeme zbavit vyšších modů TEM10, TEM01 
atd. Toho docílíme použitím clony ve tvaru mezikruží, kterou vyšší mody potlačíme a nejvíce 
energie získá ten gaussovský TEM00. 
 Někdy se naopak potřebujeme zbavit gaussovského nultého modu, což můžeme 
realizovat  naopak kruhovou clonkou. Nevýhodou clonek však zůstává ztráta výkonu na nich. 
 
4.5.2.2 Selekce podélných módů 
 
 S výběrem podélného modu souvisí naladění laseru na požadovanou frekvenci. Ve 
viditelné oblasti můžeme bez obav použít hranol, Fabry-Perotův etalon či mřížku na odraz či 
průchod, kterou vložíme mezi zrcadla. Vybraná vlnová délka se pak zesiluje nejvíce, protože 
ostatní vlnové délky mají větší ztráty. V ultrafialové oblasti musíme vzít v úvahu rostoucí 
absorpci, což nám nepochybně ztíží rozhodování při výběru vhodných materiálů. Přesto však 
lze dosáhnout spektrálních čar širokých řádově stovky až desítky MHz.  
 
Využití Fabry-Perotova etalonu 
 
 Spektrální charakteristiku FP etalonů už známe. Jeho parametry či natočením můžeme 
měnit jeho propustnost v závislosti na frekvenci dopadajícího světla. Protože spektrum 
spontánní emise prostředí může být široké, nejsme schopni s použitím obyčejného FP etalonu 
vybrat jen jednu frekvenci nýbrž hned několik frekvencí. To můžeme obejít kombinací více 
etalonů, nebo můžeme použít i další prvky. Na následujícím obrázku se využívá mřížky na 
odraz Littrowově uspořádání a dvou etalonů. 
 

 
Obr. 17 – Kombinace dvou etalonů a mřížky 

 
Využití hranolu 
 
 Hranol sám o sobě nemá dostatečné rozlišení, abychom jej mohli použít pro výběr 
vlnové délky. Na druhou stranu mřížka má také malé rozlišení, pokud je osvětlena je malá 
část vrypů. Nabízí se tedy zkombinovat hranol s mřížkou na odraz. Hranolem vybereme větší 
oblast spektra a zároveň s ním rozšíříme svazek, čímž zvětšíme osvětlenou část mřížky a tedy 
i její rozlišení. 
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Využití mřížek 
 
 Abychom zachovali úzký svazek a zároveň využili maximum rozlišovací schopnosti 
mřížky, můžeme využít dopadu pod tupým úhlem tzv. grazing incidence. Nevýhodou jsou 
zvýšené ztráty na mřížce, avšak můžeme tak docílit velice úzkých spektrálních čar. Příklady 
takového uspořádání jsou na následujících obrázcích: 
 

 
Obr. 18a – Mřížka v grazing incidence poloze (výstup přes polopropustné zrcadlo) 

 

 
Obr. 18b  – Mřížka v grazing incidence poloze (výstup – nultý interferenční řád) 

 

4.5.3 Čerpání aktivních prostředí 
 
 Metoda čerpání se volí s  ohledem na použité aktivní prostředí a konstrukci laseru. 
Konstrukcí čerpacích systémů je mnoho. Jejich cílem je přenést co nejvíce energie do 
aktivního prostředí. 
 
4.5.3.1 Čerpání pevnolátkových laserů 
 
 Pevnolátkové lasery se v krátkovlnné oblasti nejčastěji čerpají elektronovým svazkem 
(viz. dále), spontánním zářením excitovaných materiálů (Hg, H2, Kr2, …) či zářením 
z elektronového svazku. 
 
4.5.3.2 Čerpání barvivových laserů 
 
 Barvivové lasery je možné čerpat mnoha způsoby. Často se to provádí s pomocí 
výbojek, vyšších harmonických Nd:YAG laseru či  molekulárních laserů.  
 
4.5.3.3 Čerpání molekulárních laserů 
 
 Mezi nejčastěji používané metody u laserů s plynným aktivním prostředím patří 
čerpání výbojem, elektronovým (protonovým) svazkem či jejich kombinací a v neposlední 
řadě i čerpání mikrovlnným zářením. 
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Čerpání výbojem (electric discharge) 
 
 V řídkých plynných prostředích se většinou inverze dociluje podélným výbojem 
rovnoběžným s osou rezonátoru. V hustších médiích s atmosférickým nebo vyšším tlakem se 
pak používá příčného výboje kolmo na svazek. Při výboji jsou potřeba celkem vysoká napětí 
a špičkové proudy. Energie se uschovává ve vysokokapacitních kondenzátorech. Metody jsou 
shrnuty v těchto obrázcích: 
 

 
Obr. 19a  – Podélné čerpání řídkých plynných prostředí 

 

 
Obr. 19b  – Příčné čerpání hustých plynných prostředí 

  
 Aby bylo čerpání vysokotlakých médií příčným výbojem účinnější, přistupuje se k tzv. 
předionizování prostředí. Výboj pak snáze proběhne a načerpá inverzi. Metod je hned 
několik. Nejčastěji se používá UV záření z jiného elektrického výboje, korónového výboje 
nebo rentgenového záření. 
 

  
Obr. 20a - Boční předionizování UV zářením Obr. 20b - Zadní předionizování UV zářením 

 
Boční předionizování UV záření je realizováno řadou jiskřišť, rozmístěných zvenku 

podél aktivního prostředí. Kvůli malému průniku ultrafialové do média je však tato metoda 
schopna předčerpat oblast širokou pouze několik centimetrů. O něco lépe je na tom druhá 
metoda, kde jsou jiskřiště rozmístěna pod jednou z elektrod. Abychom získali širší oblast 
zisku, používají se následující postupy. 
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Obr. 20c - Předionizování korónovým 

výbojem 
Obr. 20d - Předionizování rentgenovým 

zářením 
 
 Pre-ionizace korónovým výbojem je schopna vytvořit velice homogenní rozložení 
zisku v prostředí. Nejširší oblasti zisku ve vysokotlakých prostředích bylo dosaženo použitím 
rentgenového záření. Rentgenové záření vzniká z elektronů s energií řádově 10keV až 
100keV  a vstupuje do aktivní oblasti přes hliníkovou elektrodu. 
 
Čerpání svazkem nabitých částic (e-beam, p-beam) 
 
 Mnohem větší oblasti zisku dostaneme, budeme-li prostředí čerpat elektrony či 
protony urychlenými na relativistickou rychlost. Takovýto svazek elektronů s energiemi 
přesahujícími 500keV je schopen sám načerpat inverzi potřebnou pro stimulovanou emisi. 
Stejně jako u výboje lze toto čerpání realizovat kolmo či podélně s osou laseru. 

Někdy se ale elektronový svazek využívá jako podpora elektrického výboje v 
prostředí. V takovém případě je výboj schopen se udržet po relativně dlouhou dobu. 
 
Čerpání putující vlnou (traveling-wave pumping) 
 
 Tento typ čerpání (viz. obr. 21) se používá pro zvýšení účinnosti přenosu energie do 
vznikajícího pulsu. Lze jej realizovat s podélným elektronovým svazkem i s příčným 
výbojem. U relativistického elektronového svazku se rychlost částic blíží rychlosti fotonů 
v prostředí. Je však o něco menší, a proto elektrony „procházejí“ světelným pulsem a čerpají 
jej.  
 

 
Obr. 21 – Čerpání elektronovým svazkem 

 
Nabízí se možnost čerpat prostředí příčným výbojem, jehož čelo bude putovat 

s pulsem. To můžeme realizovat řadou elektrod, které budeme postupně spínat. Rychlost čela 
lze volit vhodným nastavením úhlu ϑ  (viz. obr. 22a, 22b). 

 

 
Obr. 22a – Čerpání putující vlnou 
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Obr. 22b – Čerpání putující vlnou 

 
Čerpání mikrovlnným zářením (RF excitation) 
 
 Tato metoda je výhodná, protože nedochází ke kontaktu aktivního prostředí 
s elektrodami. Některá média jsou totiž velice citlivá na kontaminaci. Navíc jsou některá 
prostředí tvořena velice agresivními plyny. 

Mikrovlny se k aktivnímu médiu přivádějí vlnovodem. Následně se zavádějí do kyvety 
s plynem tak, aby se docílilo co nejhomogennějšího rozložení inverze podél optické osy. 
 
4.5.3.4 Čerpání atomárně-iontových a plazmových laserů 
 
Čerpání elektrickým výbojem 
  

Při čerpání atomárně-iontových laserů vycházejících z pevné kovové fáze, se využívá 
vysokých teplot při elektrických výbojích mezi elektrodami, které jsou vyrobeny 
z příslušného kovu. Odpařující se kov pak nad těmito elektrodami vytváří obláčky plazmy, 
která září. Příklad tohoto typu čerpání je uveden v obr. 26. 
 
 Většinu plazmových laserů vycházejících z plynné fáze, tzn. plynů resp. par, lze čerpat 
metodami uvedenými u molekulárních laserů. Často se využívá podélných výbojů ve spojení 
s některým ze zmíněných způsobů předionizování.  
 
Čerpání zářením z laserem produkované plazmy 
 

Obr. 23 - Čerpání zářením z laserem produkované plazmy 
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Plynná prostředí lze čerpat i nekoherentním měkkým rentgenovým zářením, které 
vzniká při rekombinaci horké husté plazmy vytvořené např. výkonným IR laserem (viz. [14]). 
Metoda je popsána obrázkem 23. Je to jeden z typů čerpání putující vlnou, což zvyšuje 
účinnost této metody. Vysokoenergetické fotony z plazmy zionizují atomy plynu, které potom 
září. Materiál terče bývá např. kadmium, zinek, nerezová ocel či zlato (viz. [13]). 

4.5.4 Generování pulsů 
 
 Laser může pracovat ve třech režimech: kontinuálním (CW), pulsním a  
kvazikontinuálním. Dnes už existuje několik způsobů, jak docílit i velice krátkých 
femtosekundových pulsů. Dokonce se začíná experimentovat s attosekundovými pulsy. 
 
4.5.4.1 Generování „obřích“ pulsů 
 
 Při generování dlouhých pulsů se používá tzv. metoda Q-spínání, která je založena na 
náhlé změně kvality Q rezonátoru. S touto změnou souvisí ztráty v rezonátoru. Zvýšíme-li 
ztráty, sníží se střední doba života fotonu v rezonátoru a naopak. To samozřejmě změní řešení 
laserových kinetických rovnic, kde hodnota tc daná vztahem (4.24), figuruje. V tomto výrazu 
se objevuje veličina Z, kterou můžeme chápat jako propustnost nějakého přidaného optického 
elementu. Přepínáním této hodnoty můžeme generovat nanosekundové pulsy. 
 Princip tkví v tom, že laser s velkými ztrátami má výše položený práh inverze než je 
tomu u nižších ztrát. Přepneme-li je, musí se přebytečná inverze vyzářit, aby se systém zase 
ustálil, a tím vznikne puls. 
 
Pasivní Q-spínání  
 
 Hlavní roli při tomto typu spínání hraje tzv. saturabilní absorbér, kterým přepínáme 
ztráty v závislosti na intenzitě pole uvnitř rezonátoru. Absorbér bývá zpravidla trojhladinový 
systém, jako tomu bylo u trojhladinového laseru. Většinou je realizován kyvetou s barvivem 
umístěnou v oblasti rezonátoru.  

Předpokládejme, že čerpáme prostředí nějakým výbojem. Kdybychom nepoužili 
absorbér, byla by časová závislost pole na čase zhruba podobná tvaru čerpacího pulsu. 
Přítomnost absorbéru však znamená velké ztráty pro slabá pole a malé ztráty pro silná pole. 
Když se tedy pole čerpáním zesiluje, absorbér zůstává ještě chvíli zavřený až do určité 
kritické intenzity, kdy se v důsledku svojí saturace prosvětlí. V ten okamžik pole uvnitř  
rezonátoru rapidně zesílí a „vyjí“ inverzi. Vzápětí začne intenzita klesat, absorbér se opět 
uzavře a pole poklesne. Tím se vlastně „ořízne“ čerpací puls z obou stran a vznikne kratší 
nanosekundový puls. V následujícím grafu je celá situace namodelována pro parametry: 

 
Rezonátor: Prostředí a absorbér: Počáteční podmínky: 

Abs. koeficient: 2 110 cmα − −=  Doba života horní hladiny: 710 sτ −=  ( ) ( )0 0, 0 0N q= =  

Délka rezonátoru: 100L cm=  Celková hustota stavů: 16 310TOTN cm−=  ( )1 0a a
TOTN N=  

Odrazivost 2. zrcadla: 1 1R =  Průřez stim. emise: 16 2
21 10 cmσ −=   

Odrazivost 2. zrcadla: 2 0,3R =  Doba života h. hladiny abs.: 89 10a sτ −= ⋅  Čerpací puls: 

Rychl. světla: 10 13 10c cm s−≈ ⋅ ⋅  Celk. hust. stavů abs.: 15 33, 2 10a
TOTN cm−= ⋅  110sW −=  

Prostorový úhel zrc.: 0,02srΩ =  Průřez absorpce abs.: 16 210a cmσ −=  
62 10pt s−= ⋅  

Relaxace rez.: 92.08 10ct s−= ⋅  Index lomu abs.: 1,3an =  6
0 4 10t s−= ⋅  

Tab. 5 – Parametry laseru se saturabilním absorbérem 
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Graf 16 – Vznik pulsu užitím pasivního Q-spínání 

 
 Z grafu 16 je patrné, že šířka vzniknuvšího pulsu (modře) je několikrát menší, než 
šířka původního čerpacího pulsu (černě). Populace spodní hladiny absorbéru (zeleně) přímo 
souvisí s jeho propustností. Čím je víc prázdná, tím absorbér méně pohlcuje pole, protože 
pravděpodobnost absorpce klesá se snižující se populací dolní hladiny. 
 Řešení kinetických rovnic silně závisí na parametrech prostředí, absorbéru, čerpacího 
pulsu i rezonátoru. Mohou vznikat asymetrické pulsy nebo se v nich objevují relaxační 
oscilace. V reálném systému může být situace ještě složitější. V důsledku optického šumu 
mohou vznikat pulsy celkem náhodně a těžko se předpovídá, kdy se puls vyzáří. Objevují se 
dokonce i celé sledy pulsů. 
 
Aktivní Q-spínání 
 
 Aktivním Q-spínáním rozumíme případ, kdy do rezonátoru vložíme optický element s 
nastavitelnou propustností. Může být dokonce mechanický, ale častěji se využívá 
elektrooptických či akustooptických jevů v různých materiálech. 
 
 V prvním případě můžeme využít vlastností tzv. Pockelsovy cely, což je nelineární 
krystal (ADP, KDP, …), který po přivedení napětí stočí rovinu polarizace o 90°. V kombinaci 
s polarizátorem to funguje jako elektrooptická závěrka (viz. obr. 24). Je-li na cele napětí, pak 
kolmo polarizované světlo neprojde polarizátorem a ztráty jsou vysoké. Při nulovém napětí se 
polarizace nemění a světlo polarizátorem prochází.  
 

Obr. 24 – Elektrooptické Q-spínání (zapnuté ztráty) 



 70

 Další možností je tzv. akustooptické spínání. Do rezonátoru se vloží piezokrystal, 
připojený ke zdroji střídavého napětí. Pokud napětí zapneme, krystal se rozkmitá a vznikne 
v něm stojaté vlnění. Důsledkem je vznik objemové akustické mřížky, na které světlo 
difraguje, což znamená zvýšené ztráty. Je-li napětí vypnuté, jsou ztráty takřka nulové. 
 
4.5.4.2 Generování ultrakrátkých pulsů 
 
Synchronizace modů (mode – locking) 
 
 Při generování krátkých femtosekundových pulsů lze dobře využít podélné modové 
struktury, která v rezonátoru vzniká. Výsledné pole v rezonátoru je superpozicí polí od všech 
téměř ekvidistantně rozložených modů. Nechť má pole i-tého modu tvar např. 

( ) ( ) ( )( ){ }0 0 0expmE t E i m t mω ω ϕ ϕ= + ∆ + + ∆ . Sečteme-li N těchto polí, dostaneme: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2

0 0 0 0 2

sin 2 sin 2
exp

sin 2 sin 2

n

m
m n

N N
E t E t E i t I t Iω ϕ

=−

∆ ∆
= = + ⇒ =

∆ ∆∑  (4.56) 

 
Kde tω ϕ∆ = ∆ + ∆  a počet modů 2 1N n= + . Centrální frekvence je 0ω  a 0ϕ  je posun fáze. 
Normovaná funkce intenzity je vynesena v grafu 17 pro 11N = , 8 13 10 sω π −∆ = ⋅ , ϕ π∆ = − . 
Pravidelně vznikající pulsy se opakují s periodou 2 2RT T L c π ω= = = ∆ . Šířka pulsů 
(vzdálenost minim okolo hlavního maxima) je 2Pt T N=  a tedy klesá nepřímo úměrně 
počtem zúčastněných modů.  Intenzita pulsů v maximech je 2

0I N I=  (plyne z limity pro 
0∆ → ) a naopak roste s kvadrátem počtu modů, což je důsledek jejich vysoké vzájemné 

korelovanosti. 
 

 
Graf 17 – Vznik pulsů modovou synchronizací 

 
Zdálo by se tedy, že můžeme získat téměř nekonečně krátké laserové pulsy. Stačí jen 

vzít velice mnoho modů a nechat je interferovat. Počet modů je však omezený spektrální 
šířkou pásu spontánní emise. Čím je spektrum spontánní emise bohatší, tím můžeme 
generovat kratší pulsy. 
 Vyřešili jsme případ modové synchronizace, kde jsme měli N modů na stejných 
intenzitách. Může se ale stát, že některé mody se při daném čerpání nedostanou nad práh 
stimulované emise a ve spektru chybí. Zde se používá tzv. akustooptický modulátor, který 
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kmitá právě na frekvenci ω∆ . Existující mody se na těchto akustických kmitech rozptylují a 
tím se z nich přelévá dodatečná energie do ostatních postraních modů, které mohou být pod 
prahem. Vznikne tak celé ekvidistantní spektrum. 
 
Využití Kerrova jevu 
 
 V pojednání o saturabilním absorbéru, kde jeho propustnost závisela na intenzitě pole 
v rezonátoru, hrála velkou roli doba života horní hladiny, která je řádově nanosekundy. Ta 
úzce souvisí s šířkou generovaného pulsu. Doby života hladin v atomech či molekulách už 
nestačí, a proto se musíme obrátit na jiné rychlejší procesy. Jedním takovým je např. 
elektronová polarizace a s ní související nelineární efekty, mezi které patří i optický Kerrův 
jev. Ten říká, že index lomu závisí na intenzitě světla 0 2n n n I= + , čehož můžeme využít 
podobně jako u absorbéru. 

 V prostředí se silným Kerrovým jevem si je totiž gaussovský svazek schopen vytvořit 
čočku a sám se fokusovat. Silnější intenzity se pak fokusují více než slabší intenzity. Protože 
se pole v rezonátoru chová chaoticky, je plné silnějších či slabších píků. Ty nejsilnější tedy 
můžeme vybrat clonkou umístěnou do ohniska kerrovské čočky. Ty slabší se ještě více 
zeslabí. 

 

 
Obr. 25 – Využití Kerrova jevu pro generaci ultrakrátkých pulsů 

 

4.5.5 Čerpání aparatury 
 
 V druhé kapitole jsme zjistili, že UV záření je na krátkovlnné straně spektra silně 
absorbováno mnoha materiály. Abychom tomu zamezili, musíme aparaturu čerpat a snížit tak 
ztráty absorpcí ve vzduchu, které nadmíru rostou za absorpční hranou kyslíku tzn. za 6,4eV.  

Navíc dochází ke ztrátám na pasivních optických elementech, jako jsou např. výstupní 
okénka. Ta ovšem nemůžeme odstranit, ale můžeme je vyrobit dostatečně tenká z vhodných 
materiálů, aby ztráty na nich byly zanedbatelné. Zde ovšem narážíme na problém s tlakem 
uvnitř aparatury. Na okénka by působil silný atmosférický tlak z okolí, což by je mohlo 
poškodit či zničit. Nabízejí se dvě možnosti řešení. 

První je využít netečných plynů, jako jsou např. He, Ne, které vyrovnají atmosférický 
tlak a zároveň absorpce v nich je celkem zanedbatelná pro mnohem širší oblast spektra, než 
by tomu bylo u vzduchu.  

Někdy se u plynných aktivních prostředí využívá tzv. rozdílové čerpání ve spojení 
s bezokénkovou geometrií.  
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4.6 Přímé metody generace krátkovlnného laserového záření 
 
 V této kapitole shrneme metody a aktivní prostředí, která se používají při generování 
krátkovlnného koherentního záření. 

4.6.1 Atomárně-iontové a plazmové UV  lasery 
 
 U těchto typů laserů se využívá záření rekombinujících nabitých iontů, které je 
důsledkem návratu elektronů do vázaných stavů iontu či atomu. Spektra ionizovaných atomů 
jsou velice bohatá. Navíc můžeme využívat částice na různých stupních ionizace. Proto je 
tento typ laserů schopen pokrýt takřka celou ultrafialovou oblast. Dnes se s celkem novými 
typy plazmových laserů  dostáváme do oblasti vlnových délek až desítek nanometrů.  
 
4.6.1.1 Lasery na rekombinující kovové plazmě 
 

Příklad takového laseru na rekombinující kovové plazmě je schematicky zobrazen na 
následujícím obrázku: 

 

Obr. 26 – Laser na rekombinující kovové plazmě 
 

Na skleněné desce jsou napařené kovové pásky. Připojíme-li na krajní pásky 
dostatečně vysoké napětí, dojde k výboji mezi pásky a ionty kovu se začnou odpařovat. 
V tomto okamžiku je ale plazma ještě horká a účinný průřez záchytu rychlého elektronu 
rychlým iontem je malý. Kovový plazma však začne expandovat do okolí, chladne, začne 
rekombinovat a zářit. Je v tom navíc podporován přidaným heliem.  

Nechť nM +  je n-krát kladně ionizovaný atom kovu v základním stavu a ( )( )1 *nM + −  je 
(n-1)-krát kladně ionizovaný atom kovu ve vzbuzeném stavu. Při deexcitaci dochází 
k vyzáření fotonu. Jedná se tedy o čtyřhladinový sytém. Reakci lze vystihnout následovně: 
 

( )( )1 *nnM e M + −+ −+ →  (4.57) 

 
 Plazmový laser byl v krátkovlnné oblasti realizován na iontech 2In+  (viz. [1], str. 17), 
kde docházelo ke stimulované emisi na vlnových délkách 298,3nm pro přechod mezi 
spinorbitálně rozštěpenými termy 10 2 10 2

5 2 3 24d 4f F 4d 5d D→  a 300,8nm pro 
10 2 10 2

7 2 5 2d f F d d D4 4 4 5→ .  
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4.6.1.2 Lasery na duté katodě 
 
 Lasery na duté katodě pokrývají velikou část ultrafialové oblasti spektra, zhruba od 
200nm do 350nm. Základním principem je rezonanční přenos náboje mezi ionty vzácných 
plynů (He, Ne, …) v základním stavu a atomy kovů v základním stavu. Při tomto přenosu se 
změní stupeň ionizace kovové částice. Fyzikální podstata tkví ale v tom, že kovový iont 
nebude ve svém základním energetickém stavu.  Při jeho deexcitaci dojde ke vzniku fotonu 
určité vlnové délky. Jde tedy opět o čtyřhladinový systém. Reakce je navíc mírně 
exotermická. Lze ji vystihnout následovně: 
 

( )*G M G M E+ ++ → + + ∆  (4.58) 

 
Kde G je atom inertního plynu a  M je atom kovu. Tepelná energie E∆  uvolněná do okolí a 
pohybuje se v řádech 10-1eV. 
 

 V obrázku 27 je popsána jedna z geometrií 
aktivní zóny. Po přivedení napětí na elektrody dojde 
k výboji v inertním plynu, čímž se jeho atomy zionizují. 
Zároveň dojde k vytržení kovových atomů ze stěny 
katody a směs kovu a inertního plynu začne zářit. Katoda 
bývá vyrobena z příslušného kovu (měď,hliník, …). 
Některé jiné kovy (stříbro, zlato, kadmium, …) se na 
katodu napařují. 

Prahové proudy těchto laserů bývají v řádu ampér 
až desítek ampér a tlak inertního plynu bývá ∼103Pa. 

Výstupní výkony se pohybují okolo desítek až stovek miliwattů. V následující tabulce jsou 
uvedeny některé příklady používaných kovů (viz. [1], str. 14).  
 

Cu – Ne laser (emise z Cu+1) Ag – He laser (emise z Ag+1) 
( )nmλ  Přechod: Režim: ( )nmλ  Přechod: Režim: 

248,58 5s 3D1à4p 3F2 Kvazikont. 224,30 5d 1S0à5p 1P1 Kvazikont./Kont. 
250,65 5s 3D1à4p 3F2 Kvazikont. 227,76 5d 3D2à5p 3P1 Kont. 
252,92 5s 1D2à4p 3D3 Kvazikont. Ag – Ne laser (emise z Ag+1) 
259,06 5s 3D1à4p 3D2 Kont. 286,21 --- Kvazikont. 
259,90 5s 3D2à4p 3F2

  Kont. 299,26 --- Kvazikont. 
260,00 5s 1D2à4p 1F3 Kont. 308,80 --- Kvazikont. 
270,10 5s 1D2à4p 1D2 Kvazikont. 318,10 5s2 1G4à5s5p 3F3 Kont. 
270,30 5s 3D1à4p 3D1 Kvazikont./Kont. 382,62 --- Kont. 
272,20 5s 3D1à4p 1D2

 Pulsní 383,05 --- Kont. 
Tab. 6 – Vlnové délky některých aktivních prostředí laserů na duté katodě 

 
Další kombinace by mohly např. být Au-He, Au-Ar, Al-Ne, Cd-He atd.   
 
4.6.1.3 Kapilární lasery 
 
 Vlnových délek pod 100nm lze docílit stimulovanou emisí v horké  husté plazmě 
vytvořené kapilárním výbojem. Jedním takovým příkladem je laser postavený na neonu 
podobném argonu [6], který pracuje na vlnové délce 46,9nm. Silná magnetická pole 
vytvářená silnými elektrickými proudy a teplotní gradient blízko stěny kapiláry vedou ke 

 
Obr. 27 – Příklad konstrukce zóny 

pro výboj 
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stlačení plazmy a k velké homogenitě podél osy kapiláry. V důsledku sil, které plazmu 
stlačují, dochází k tzv. „pinchujícímu“ výboji. Stimulovaný přechod probíhá mezi hladinami 
3p 1S0à3s 1P1. Šířky pulsů se pohybují okolo 1,5ns při energiích větších než 10µJ. 
Opakovací frekvence tohoto laseru dosahuje až 12Hz. Tlak argonu v kapiláře je zhruba 100Pa 
a čerpací proudy tekoucí kapilárou jsou okolo 20kA. 
 Technicky se tento laser realizuje v kapiláře z oxidu hlinitého šířky maximálně 
několika milimetrů. Prostředí se čerpá podélným výbojem, kde napětí dosahuje až stovek 
kilovolt. Navíc se k předčerpání plynu používá boční nebo zadní pre-ionizace.  
 
4.6.1.4 Augerovské lasery 
 
 Stimulované emise bylo docíleno také na Augerových přechodech v elektronovém 
obalu ionizovaných atomů. Typickým příkladem je laser postavený na xenonu (viz. [12] str. 
254-256, [13]).  

Neutrální atom Xe je ionizován nekoherentním měkkým RTG zářením např. z plazmy 
vytvořené vysokovýkonovým laserem (viz. kapitola 4.5.3). Fotony s energií nad 67,6eV 
ionizují snáze elektrony z vnitřních 4d orbitálu než z ostatních 5s, 5p orbitálů. Atom Xe tímto 
přejde do hladiny jednou ionizovaného stavu  Xe: 4d105s25p6 1S0 → Xe+1: 4d95s25p6 2D3/2, 5/2. 
To však není nejnižší energetický stav. Dojde k efektu tzv. autoionizace, kdy se iont xenonu 
ještě jednou sám zionizuje. Iont přechází na nižší energetickou hladinu, ale musí vydat další 
elektron výše do ionizačního kontinua. To je podstatou nezářivých augerovských 
mechanismů. Dojde k přechodu Xe+1: 4d95s25p6 2D3/2, 5/2 → Xe+2: 4d105s05p6 1S0  a           
Xe+1: 4d95s25p6 2D3/2, 5/2 → Xe+2: 4d105s15p5 1P1. Mezi těmito stavy vzdálenými 108,9nm se 
vytvoří inverze a iont září na této vlnové délce. Účinný průřez tohoto zářivého přechodu je 
3⋅10-13cm2. 
 
 Zvláštním případem Augerova  rozpadu je tzv.  super-Coster-Kronig rozpad (viz. [12] 
str. 256-257), kdy díra, přeskakující elektron a ionizovaný elektron sídlí ve stejné slupce. Tyto 
rozpady jsou velice rychlé ∼10-15s-1. Emise bylo docíleno na zinku, kde rozpad probíhá mezi 
Zn+1:3p53d104s2 → Zn+2: 3p63d84s2 1G4. Zinek potom září na vlnové délce 130,6nm pro 
transientní přechod 3d84s2 1G4 → 3d94p 3D3, 131,9nm pro 3d94d 1G4 → 3d94p 3F3 a 127,0nm 
pro  3d94d 3G4 → 3d94p 3F3. 

4.6.2 Molekulární UV  lasery 
 
 Širokou oblast ultrafialové oblasti spektra pokrývají zdroje založené na transientních 
přechodech mezi elektronovými stavy lineárních molekul plynů. Ve spektrech se navíc 
objevuje struktura vibračních hladin, proto tyto lasery nazýváme také jako vibronické. 
Uplatňují se zde molekuly ze dvou grup symetrií. První typ s větší symetrií vh iD C C∞∞ = ⊗  v 
sobě zahrnuje např. N2, H2, I2, … lasery. Aktivní prostředí se symetrií vC∞  je tvořeno např. 
molekulami plynů ArF, KrF, NO a jinými dvouprvkovými molekulami .  
 
4.6.2.1 Spektra lineárních molekul  
 
 Výsledkem grupové teorie a teorie MO-LCAO (molecular orbitals – linear 
combination of atomic orbitals) jsou molekulární orbitály s určitou degenerací, do kterých 
jsou rozmístěny elektrony molekul. Molekulu pak můžeme chápat jako atom, ve kterém může 
docházet nejen k excitacím, ale dokonce i k ionizaci. Grupová teorie také podává popis 
různých vibračních stavů molekuly. Odvozením struktur molekulárních orbitálů se zde ale 
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zabývat nebudeme. Důležité je si však uvědomit, že excitace molekuly  vede ke změně 
rozložení náboje, což způsobí změnu potenciálu, ve kterém jádra vibrují, a důsledkem je 
vznik nových možných vibračních stavů. Lépe to pochopíme z následujících grafů: 
 

  
Graf 18a – Vibronické přechody v  molekule Graf 18b – Vibronické přechody v nestabilní 

molekule 
 

Graf 18a znázorňuje vazebné potenciály a elektronové přechody nejen mezi dvěma 
excitovanými molekulárními stavy (z B do A), ale také mezi excitovaným a základním 
stavem molekuly (z A do X). Zároveň může molekula změnit svůj vibrační stav a přejít tak na 
jinou vibrační hladinu. 

Existují také plyny, jejichž molekula neexistuje v jiném než ve vzbuzeném stavu, což 
vystihuje graf 18b. Molekula se rozpadá z excitovaného stavu A do základního stavu X, ve 
kterém však nemůže existovat a zůstanou pouze dvě izolovaná jádra. Těmto plynům říkáme 
excimery a patří mezi ně například KrF, ArF, iontové excimery atd.  
 Elektronové orbitály v molekulách označujeme podle ireducibilních reprezentací 
příslušných grup symetrií. V molekulách se symetrií vC∞  se můžou objevit hladiny ±Σ , Π , 
∆ , … . U molekul se symetrií hD∞  pak máme hladiny g

±Σ , u
±Σ , ngΠ , nuΠ , ng∆ a nu∆ , kde 

1n ≥  je přirozené.  
 Vibrační spektrum lineárních molekul je nejjednodušší možné protože kmitají pouze 
ve směru svojí hlavní osy. Vibrační stav molekuly v jejím elektronovém stavu tedy stačí 
popsat jedním kvantovým číslem ν . 
 
4.6.2.2 Lasery s aktivním prostředím symetrie D∞h 
 
Dusíkový (N2) laser 
 
 V následující tabulce jsou znázorněny vypsány některé vlnové délky generované 
dusíkovým laserem (viz. [1], str. 22).  
 

Vlnová délka ( )nmλ : Vibronický přechod: Čerpání: 

337,1 ( ) ( )3 3
BCu gC ν  = 0 B ν  = 0Π → Π  Výboj 

357,7 ( ) ( )3 3
BCu gC ν  = 0 B ν  = 1Π → Π  Elektronový svazek 

380,5 ( ) ( )3 3
BCu gC ν  = 0 B ν  = 2Π → Π  Elektronový svazek 

Tab. 7 – Některé transientní přechody v molekule dusíku 
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 K čerpání dusíkového laseru se používá výboje v případě, že je tlak plynu menší než 
zhruba 1kPa. Pro hustší prostředí s tlakem v řádu několika kilopascalů se používá čerpání 
elektronovým svazkem. Při nízkých tlacích je nejdominantnější první přechod v tab. 7 na 
vlnové délce 337,1nm. Byl čerpán putující vlnou a bylo dosaženo výkonu až 9MW při délce 
pulsu 5ns (viz. [1], str. 30). 
 
Vodíkový (H2) laser 
 
 Přechody v excitované vodíkové molekule sahají hluboko do ultrafialové oblasti až 
k hranici 110nm. Podobně jako u vodíkového atomu můžeme pozorovat série spektrálních čar 
(viz. [1], str. 18-20). Lymanova série odpovídá přechodu ( ) ( )1 + 1

X
+

u gCB Σ ν X Σ ν→  a 
najdeme v ní spektrální čáry odpovídající různým vibračním stavům od vlnové délky 
134,22nm až po 161,32nm. Wernerova série se pak objeví díky další excitované hladině 

( ) ( )1 1 +
u g XCC ν X Σ νΠ →  a její spektrální čáry můžeme pozorovat na vlnových délkách 

116,13nm až 123,94nm.  
 

Existuje navíc modifikace vodíkové molekuly tzv. para-vodík v níž Lymanova série 
pokrývá oblast od 127,95nm do 146,41nm a Wernerova série začíná na 109,82nm a končí na 
125,2nm. V následujícím grafu je průběh vazebních potenciálů a přechody mezi hladinami 
(viz. [1], str. 31). 

 

 
Graf 19 - Vazebné potenciály ve vodíkové 
molekule a dovolené transientní přechody 

 
 Vodíkový laser pracuje v pulsním režimu, a proto je výhodné pro něj použít čerpání 
putující vlnou nebo elektronovým svazkem. Tento zdroj lze realizovat i  bez zrcadel s délkou 
prostředí okolo 1m až 2m, kde tlaky v kyvetě dosahují několika kilopascalů. Za určitých 
podmínek je tento laser schopen generovat nanosekundové pulsy se špičkovým výkonem řádu 
až 101MW (viz. [1], str. 32).  
 
 Molekule vodíku se podobá též molekula D2 tvořená dvěma deuteriovými jádry 
(izotopy vodíku). Transientní přechody jsou stejné, protože symetrie a počet elektronů v obalu 
zůstává zachován, avšak energie vibračních hladin se změní, protože jádra mají větší 
hmotnost. 
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Halogenové (F2, Br2, I2) lasery 
 
 Také halogenové lasery našly uplatnění v UV oblasti. Lze je čerpat podélně či kolmo 
pomocí elektrického výboje. Stejně tak lze inverzi vytvořit elektronovým svazkem. Pro lepší 
čerpání se používá inertního nárazníkového plynu. Parciální tlak vlastního halogenu je malý 
řádově několik kilopascalů. Tlak inertního plynu bývá větší zhruba 100kPa až 200kPa. 
Helium a neon se zpravidla používají v kombinaci s elektrickým výbojem. Při čerpání 
elektronovým svazkem je lepší použít neon či argon. V následující tabulce jsou shrnuty 
nejdůležitější přechody v halogenových prostředích (viz. [1], str. 22). 
 

Molekula: Původní látka: Nárazníkový 
plyn: 

Vln. délka 
( )nmλ  

Přechod: Čerpání: 

F2 --- He 157,5 3Π2g(ν´=?)→3Π2u(ν´´=?) e-svazek 
Br2 --- Ar 292,0 ( ) ( )3 3ν = ? ν = ?2g 2u´ ´́  →Π Π  výboj 
I2 CF3I Ar 342,0 ( ) ( )3 3ν = 0 ν = 122g 2u ́ ´́  →Π Π  e-svazek 

Tab. 8 – Některé transientní přechody v halogenových molekulách 
 
Lasery na excimerech vzácných plynů (Xe2, Kr2, Ar2) 
 
 Dosud byla aktivní prostředí tvořena stabilními molekulami plynů. Excimery neboli 
excitované dimery se však vyznačují nestabilitou základního stavu molekuly. V tomto stavu 
nemohou existovat jinak než jako izolované atomy. Podíváme-li se na graf 18b, můžeme si 
všimnout, že přechod do základního stavu není ostrý. Excimerové lasery se vyznačují celkem 
širokým spektrem spontánní emise. Stanovuje se proto centrální vlnová délka přechodu. 
V následující tabulce jsou střední vlnové délky jednotlivých excimerů a příslušných přechodů 
vypsány (viz. [1], str. 33): 
 

Excimer: Centrální vln. délka ( )nmλ : Laditelnost (nm): Přechod: 
Xe2 173 170-176 1Σu

+ → 1Σg
+, 3Σu

+ → 1Σg
+ 

Kr2 146 --- 1Σu
+ → 1Σg

+, 3Σu
+ → 1Σg

+ 
Ar2 126 121-127 1Σu

+ → 1Σg
+, 3Σu

+ → 1Σg
+ 

Tab. 9 – Transientní  přechody v excimerech vzácných plynů 
 
 Při pohledu na graf 18b si ještě můžeme všimnout, že nejužší spektrum spontánní 
emise získáme při přechodu z nejnižší vibrační hladiny horního stavu do základního stavu. 
Přechody z vyšších hladin mají širší spektra spontánní emise. Tyto vibrační stavy lze ale 
zhášet pomocí kolizí, proto tyto lasery pracují při tlacích řádu několika stovek kPa. 
Výsledkem je pak podstatné zúžení spektra spontánní emise. V každém případě se v těchto 
laserech používají ladicí optické elementy (hranoly, mřížky, …).  
 Čerpání těchto laserů je spojené s vytvořením excimerové molekuly. Ve výboji ze 
dvou atomů inertního plynu však vzniká směs ionizovaných a neutrálních excitovaný dimerů. 
Může také vzniknout iont nebo excitovaný atom inertního plynu.   

Vysoké tlaky těchto aktivních prostředí s sebou nesou zvýšené nároky na čerpání. 
Často se inverze dociluje pomocí elektronového svazku na energiích řádu stovek keV až 
jednotek MeV. 

V těchto aktivních prostředích lze generovat obří pulsy šířky několika desítek 
nanosekund. Díky širokému spektru spontánní emise však můžeme modovou synchronizací 
docílit i femtosekundových pulsů. 
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4.6.2.3 Lasery s aktivním prostředím symetrie C∞v 
 
Lasery na excimerech vzácných plynů a halogenů 
 
 Vzácné plyny a halogeny mohou také vytvářet excipletové sloučeniny s nestabilním 
(ArF, KrF, XeBr,…) nebo jen slabě vázaným základním stavem (XeCl, XeF). Vlastnosti 
některých těchto plynů jsou v tabulce 10 (viz. [1], str. 38-39). 
 
 Čerpání těchto prostředí lze provádět celou řadou metod, které jsou uvedeny v kapitole 
4.5.3. Pro větší účinnost se používá netečného nárazníkového plynu. Při kolmém výboji je to 
zpravidla helium nebo neon a při čerpání elektronovým svazkem se používá neon čí argon. 
Dále se pak s výhodou využívá mikrovlnného záření, protože tato prostředí jsou agresivní 
povahy a poškozují elektrody. Nezřídka se používá některá z metod pre-ionizace, které jsou 
popsány také v kapitole 4.5.3. 
 
 Směs se skládá zhruba z 0,1% halogenu, 1% vzácného plynu a zbytek tvoří zpravidla 
jiný vzácný plyn, coby nárazníkový. Tlak směsi se pohybuje v řádech několika atmosfér.  
 
Excimer: Zdroj 

halogenu: 
Nárazníkový 

plyn: 
Centrální vln. 
délka ( )nmλ : 

Laditelnost 
(nm): 

Přechod: 

ArF F2 He 193,0 192,3-194,5 B X→  
ArCl HCl He 175,0 --- B X→  
KrF F2, NF3 He, Ne, Ar 248,5 247,5-249,8 B X→  
KrCl HCl He 222,0 --- --- 
XeF F2, NF3 He, Ne, Ar 351,1 --- ( ) ( )B XB 0 X 0υ υ= → =  
XeCl HCl, Cl2 He, Ne, Ar 307,8 --- ( ) ( )B XB 0 X 0υ υ= → =  
XeBr Br2 He 282,0 --- --- 

Tab. 10 – Některé transientní přechody v excimerech vzácných plynů a halogenů 
  
 Excimery vzácných plynů a halogenů mají obrovské využití. Jsme s nimi schopni 
generovat obří i sub-pikosekundové pulsy celkem velkých špičkových výkonů. Navíc lze tato 
prostředí využívat v zesilovačích. Obrovské uplatnění nacházejí při čerpání jiných zdrojů. 
 
Iontové excimerové lasery 
 
 Výše zmíněné excimerové lasery byly elektricky neutrální. Dále do VUV oblasti se 
dostaneme s excimerovými ionty (viz. [12], str. 257-260). Do této skupiny patří ionty molekul 
z halogenů a vzácných plynů (Rg2+X- →  Rg++X+hν), kam patří např. Ne2+F- emitující až na 
64nm, či Xe2+F- na vlnové délce 169nm. Dále se sem řadí ionty alkalických halogenidů 
(A2+X- →  A++X+hν). Mezi tato prostředí patří páry Rb2+F- zářící hlavně na 130nm, či CsCl, 
KF, CsF a jiné. Nakonec sem patří  ionty molekul alkalických kovů a vzácných plynů (A2+Rg- 

→  A++Rg+hν), mezi které se řadí např. Rb2+Ar- emitující na 114,1nm. Tlaky těchto 
aktivních prostředí se pohybují v řádu 100Pa. Čerpání lze realizovat iontovými či 
elektronovými svazky. 
 
CO laser (oxid uhelnatý) 
 
  Ultrafialový zářivý přechod v molekule oxidu uhelnatého je ( ) ( )1 1

AA X Xν νΠ → Σ . 
Čerpání se provádí elektronovým svazkem v geometrii putující vlny. To také umožňuje 
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bezzrcadlovou konstrukci. Tlak plynu bývá několik kPa a výkony těchto laserů se pohybují 
v řádu několika Wattů.  Vlnové délky jsou vypsané v následující tabulce (viz. [1], str. 22): 
 

Vlnová délka ( )nmλ : Vibronický přechod: Čerpání: 

181,08 ( ) ( )1 1
A XA Π = 2 X Σ ν 6ν → =  e-svazek 

187,83 ( ) ( )1 1
A XA Π = 2 X Σ ν 7ν → =  e-svazek 

189,78 ( ) ( )1 1
A XA Π = 3 X Σ ν 8ν → =  e-svazek 

195,01 ( ) ( )1 1
A XA Π = 2 X Σ ν 8ν → =  e-svazek 

197,01 ( ) ( )1 1
A XA Π = 3 X Σ ν 9ν → =  e-svazek 

Tab. 11 – Některé transientní přechody v molekule oxidu uhelnatého 
 

NO laser (oxid dusnatý) 
 
 Krátkých vlnových délek můžeme dosáhnout na stimulované emisi v molekule NO. 
Fluorovým (F2) laserem na 157,6nm načerpáme inverzi mezi stavy B´ 2∆(ν´=3) a X2Π(ν´´). 
V závislosti na tom, do kterého vibračního stavu dolní hladiny spadne, dostaneme vlnovou 
délku generovaného záření. Speciálně pro přechod B´ 2∆(ν´=3) →  X2Π(ν´´=0) září molekula 
dusíku na 158nm, přičemž účinný průřez tohoto přechodu je 4,54⋅10-15cm2

 (zdroj viz. [12], 
str. 261-265). Tlaky těchto aktivních prostředí se pohybují v řádů desítek kPa. 

4.6.3 Barvivové UV lasery 
 

 I v UV oblasti využíváme barviva. Jsou 
výhodné díky svému širokému spektru spontánní 
emise, čímž umožňují dobrou laditelnost. Schéma 
energetických hladin je na obrázku 27. 
  
Čerpání barvivových prostředí se odehrává mezi 
singletními stavy: 0 1S S→ , 0 2S S→ . Hladina 1S  se 
pak rozpadá zpět do stavu 0S  a prostředí září. 
Protože vzdálenost tripletních hladin je podobná 
jako vzdálenost singletů, dochází mezi tripletními 
stavy k nezanedbatelné absorpci 1 2T T→ . Abychom 
se dostali nad práh, musí být zisk ze singletních 
stavů vetší než ztráty na tripletních stavech. Navíc 
zde působí vliv singlet-tripletní konverze 

1 1 0S ST→ → . Nepříznivý vliv tripletních stavů lze 
redukovat použitím různých zhášedel.  

 
Vlastnosti laseru na výstupu neovlivňují jen různé metody čerpání. Barviva je nutné 

rozpustit v nějakém rozpouštědle, což se ve výsledku také projeví. Některá důležitá barviva 
jsou popsána v tabulce 12 (zdroj viz. [1], str. 54 - 56). Můžeme si všimnout, kterak závisí 
vlastnosti laserového výstupu na typu čerpání či na použitém rozpouštědle. Nemalý vliv na 
účinnost těchto laserů má i jejich konstrukce.  
 Výhoda barvivových laserů tkví v jejich velké laditelnosti. Metody ladění jsou shrnuty 
v kapitole 4.5.2. Nevýhodou těchto prostředí je však absorpce rozpouštědla a také stárnutí 
barviva, jehož molekuly se po čase mohou rozpadat. 

 
Obr. 28 – Energetické schéma 

barvivových aktivních prostředí 
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Barvivo: Centrální vln. 
délka ( )nmλ : 

Laditelnost 
 (nm): 

Rozpouštědlo: Čerpání : Účinnost 
(%): 

PBBO 396,0 386-420 Dioxan N2 laser --- 
α-NPO 393,0 388-399 Cyklohexan XeCl laser 4,1 

PBO 388,5 --- Etanol (1mmol/l) XeCl laser 7,8 
BBQ 391,0 380-410 Toluen,etanol Nd:YAG4 --- 

 390,0 370-410 Dimethylfluorid Výbojka  --- 
 385,0 366-400 Toluen, etanol XeCl laser 7,1 
 383,4  Dioxan (0,5mmol/l) XeCl laser 25,1 

Polyfenyl 1 384,0 360-408 Ethylen glykol XeCl laser 18,0 
 383,0 365-411 Ethylen glykol Ar+ laser5 8,0 

BBD 375,6 --- Dioxan (1mmol/l) XeCl laser 21,1 
PBD 362,0 --- Dioxan XeCl laser 20,0 
PBD 355,0 354-390 Toluen  N2 laser 15,0 
TMQ 350,0 338-361 Cyklohexan  Nd:YAG 1,2 

p-terfenyl 341,0 335-355 DMF Výbojka  --- 
 340,0 323-364 Cyklohexan KrF laser 28,0 

BM terfenyl 334 318-343 Cyklohexan KrF laser 3 
Tab. 12 – Některá používaná barviva, rozpouštědla a čerpací zdroje 

4.6.4 Pevnolátkové UV lasery 
 

Iont : sklo (krystal) Laditelnost (nm) Čerpání (vln. délka) 
Ce+3: LuF 288-322 Hg (253,7nm) 
Ce+3: LaF 275-315 KrF (249,0nm) 
Pr+3: LiYF 215-260 H (157nm-161nm) 
Nd+3: LiYF 185-195 H (157nm-161nm) 
Nd+3: LaF 185-195 H (157nm-161nm) 

 165-180 Kr (146nm) 
Nd+3: YF 172-185 H (157nm-161nm), e-svazek 
Nd+3: LuF 172-185 H (157nm-161nm) 
Er+3: YF 165-172 H (157nm-161nm), e-svazek 

Er+3: LuF3 156-197 F2 (157,5nm) 
Tm+3: YF 165-172 H (157nm-161nm), e-svazek 

Tm+3: LuF3 158-185 F2 (157,5nm) 
Tab. 13 – Některá pevnolátková prostředí, jejich laditelnost a typy čerpání 

 
Pevnolátkové UV lasery také nacházejí uplatnění v této oblasti, avšak ne v takové 

míře, jako předešlé zdroje. Jejich základem jsou skla a krystaly dotované ionty vzácných 
zemin. Fyzikální podstata těchto aktivních prostředí je v rozštěpení hladin úplně kulově 
symetrických iontů v krystalech, které mají symetrii mnohem menší. Navíc se uplatní vliv 
fononového pole v krystalu, který způsobí homogenní rozšíření energetických hladin. 
V důsledku toho mají pevnolátkové lasery celkem široký rozsah laditelnosti. Navíc bývá 
spektrum nehomogenně rozšířené díky nedokonalostem krystalu a nečistotám. Čerpání a 
ladění i těchto prostředí je shrnuto v kapitole 4.5. V  tabulce 13 jsou parametry některých 
pevnolátkových prostředí (zdroj viz. [1], str. 59, [12] str. 269 ). 
 
                                                
4 Čerpání 4.harmonickou Nd:YAG na 266,1 nm,  
5 Čerpání Ar+ laserem na 351nm 
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5. Nepřímé koherentní zdroje 
 
 
 
 
 Další možností generace krátkovlnného koherentního záření je využít nelineárně 
optických jevů. Dosud pro nás interakce pole s látkou byla lineární záležitostí. Pro silná pole 
však linearita přestává platit a dostáváme se do nové oblasti nelineární optiky. 
 

5.1 Úvod do nelineárních procesů 
 
 Nelineární (NL) procesy by se neobešly bez laserů. Vlastně pouze díky vysokým 
intenzitám polí můžeme NL jevy pozorovat. Bez laserů bychom nemohli nepřímé zdroje 
nazvat koherentními. Proto se tato nová oblast optiky začala rozvíjet až v druhé polovině 19. 
století ruku v ruce s přímými zdroji koherentního záření. 
 
 Už víme, že elektrony v atomech či molekulách obývají diskrétně rozložené 
energetické stavy a mohou vlivem elektromagnetického pole mezi těmito stavy přecházet 
(pokud je to možné). Záleží na frekvenci použitého světla a výběrových pravidlech. 
K přechodu mezi hladinami dojde, pokud se bude tato frekvence nacházet v těsné blízkosti 
rezonance, tzn. že bude přibližně splněna rovnost ve vztahu (4.1). NL procesy spojené 
s přechody mezi těmito reálnými hladinami nazýváme neparametrické resp. resonanční. 
Typickým příkladem těchto jevů je např. dvoufotonová absorpce, stimulovaný Ramanův 
rozptyl, … . 
 
 Otázka zní, co se stane když se nacházíme mimo rezonanci, což znamená, že rovnost 
(4.1) neplatí.V tomto případě k reálnému přechodu ani k absorpci nedojde. Vznikne však tzv. 
virtuální hladina (viz. obr. 29), jejíž doba života6 1

.virtτ ω−≈  je dána relacemi neurčitosti a je 
nepřímo úměrná frekvenci pole. Po tomto čase se elektron vrátí zpět do původního stavu a 
foton vyzáří zpět. Je-li fotonové pole silné, mohou vzniknout dvě virtuální hladiny nad sebou, 
což znamená, že elektron je dvakrát „zasažen“ fotonem v čase menším, než je doba života 
virtuálního stavu. V tomto případě dojde zpětně k vyzáření fotonu dvojnásobné frekvence. 
Tyto nelineární procesy nazýváme parametrické nebo neresonanční.  
 

 
Obr. 29 –Virtuální hladiny 

 

                                                
6 Jde o velice rychlé procesy, protože zde nehraje roli doba života vázaných stavů, jako tomu bylo u 
rezonančních jevů. 
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5.2 Nelineární interakce záření s hmotou 
 
 V kapitole 2.2 jsme probírali také interakci elektromagnetického pole s látkou, avšak 
pole bylo slabé v porovnání s poli uvnitř elektronového obalu. Nyní se tedy zaměříme na silná 
pole, pro která lineární přiblížení už neplatí. Budeme se zabývat parametrickými 
nelinearitami. 
 

5.2.1 Nelinearita polarizace prostředí 
 
5.2.1.1 Polarizace prostředí pro silná pole 
 
 I když nyní pracujeme se silnými poli, zůstávají Maxwellovy rovnice (2.2a) až (2.2d) 
nezměněny. Změna se projeví v materiálovém vztahu (2.3a) pro elektrickou indukci, kde 
makroskopická hustota polarizace byla ( ) ( )0, ,er t r tε χ= ⋅

r rtr r
P E . Pro silná pole musíme 

polarizaci rozvinout do vyšších řádů intenzity elektrického pole pomocí Taylorovy řady. Pro 
i-tou složku vektoru polarizace tedy platí:  
 

(1) (2) (3) (n)
j j k j k l j j j ji i nn 1 2 31 2 3i jk jkl ij j j ...jij ... ...o o o oε χ ε χ ε χ ε χ= + + + + =P E E E E E E E E E E  

(1) (2) (3) (n)
i i i i...= + + + +P P P P  

(5.1) 

 
Kde (n)χ

t  je dipólová susceptibilita n-tého řádu a sčítá se pomocí Einsteinova sumačního 
pravidla přes stejné indexy. V některých prostředích se může začít projevovat i kvadrupólová 
susceptibila. Ve vztahu (5.1) dopředu tiše zanedbáváme možnost trvalé polarizace dielektrika, 
která by však v NL jevech stejně žádnou roli nehrála. 
 
 Co je tedy důvodem toho, že jsme pro slabá pole nezaváděli susceptibility vyšších 
řádů než (1)χ

t ? Odpověď je následující. Aby např. druhý řád byl zhruba stejně silný jako první 
řád polarizace, muselo by platit (1) (2)≈P P . Dosadíme-li příslušné členy ze vztahu (5.1), 
dostaneme pro intenzitu elektrického pole (1) (2) 7

atomární 10 cmVχ χ≈ ≈ ≈E E . Skutečně 
kvadratická susceptibilita je řádově menší než ta lineární. Proto ji pro slabá pole téměř 
nepozorujeme. Stejně je tomu u vyšších řádů. 
 
5.2.1.2 Nelinearita polarizace n-tého řádu (n)

r
P  

 
Vezměme n-složkové pole ve standardním tvaru (5.2a) bez prostorové závislosti a 

dosaďme ho do vztahu pro n-tý řád polarizace (5.3). Výsledek (viz. Appendix 13) porovnejme 
s výrazem (5.2b), který vyjadřuje polarizaci jako superpozici polarizací, „běžících“ na svých 
frekvencích.  
 

( ) ( ){ }
1

1 exp . .
2 mm

n

m
t E i t c cω ω

=
= − +∑

r r
E  (5.2a) 

( ) ( ){ }(n) 1 exp . .
2

t P i t c cω
ω

ω= − +∑
r r
P  (5.2b) 

( ) ( ) ( ) ( )(n) (n)
0 ...t t t tε χ=

r r r rt
P E E E  (5.3) 
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Pro amplitudy polarizace a novou frekvenci tedy dostaneme: 
 

( ) ( )(n)
01

*

12n
k k

k k

a bn

k

gP E Eω ω ωε χ−
=

= ⋅∏
r r rt

 (5.4) 

( )
1

k k k

n

k
a bω ω

=
= −∑  (5.5) 

 

Kde degenerační faktor 
1 1

!
!... ! !... !n n

n
g

a a b b
=  souvisí s počtem kombinací, které dávají stejnou 

frekvenci. Sčítá se tedy přes indexy { }0,1, 2,...,ka n∈  a { }0,...,k kb a∈ , přičemž platí, že 

1 1... ...n na a b b n+ + + + + = . Při těchto nelineárních interakcích platí zákon zachování  energie 
procesu, který svazuje nově vzniknuvší a čerpací frekvence (viz. (5.5)). 
 

5.2.2 Tenzor dipólové susceptibility 
 
 Dosud jsme pracovali s tenzorem susceptibility, aniž bychom věděli, co vlastně 
vyjadřuje. To si objasníme nyní. 
 
5.2.2.1 Odezvová funkce a tenzor susceptibility 
 
 Obecně, pokud bychom chtěli vystihnout odpověď polarizace prostředí na nějaké pole, 
můžeme použít takzvané odezvové funkce. Už jsme se s ní pro lineární případ setkali ve 
vztahu (2.12). Nyní si ji zobecníme pro případ nelineární polarizace. Obecně platí (5.6): 
 

( ) ( ) ( ) ( )(n) 3 3 3 (n)
0 1 1 2 2 1 1 1 1

11

, ... , ; , ;... , , ... ,n n n n n n

nttt
r t dt d r dt d r dt d r r t r t r t r t r tε

−

−∞ −∞ −∞
= Φ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

r r rtr r r r r r
P E E  

 
 Tento výraz neříká nic jiného, že polarizace v místě rr  a čase t  je ovlivněna svým 
okolím a tím, jak se vyvíjela před časem t . S tímto vztahem se ale těžko pracuje, protože jde 
o n-násobnou konvoluci v prostoru a v čase. Lépe se pracuje s Fourierovým obrazem 
polarizace a pole, což už jsme vlastně nevědomky provedli v předchozí kapitole. Budeme-li 
předpokládat homogenitu odezvové funkce a její časovou invarianci, dostaneme susceptibilitu 
pro obecné pole  (podrobně viz. Appendix 14): 
 

( ) ( )(n) (n)
1 1 1 1

1 1
, ; , ;... , , ;... ,

n n

n n n n m m
m m

k k k k k k kχ ω ω ω ω ω δ ω ω δ
= =

   
= Χ − −   

   
∑ ∑

r r r r r r rtt  (5.7) 

 

Kde ( ) ( )( ) ( )(n) 3 (n)
1 1 1 1

1
, ; ... , exp , ;... ,

n

n n m m m m m m n n
m

k k d d i k Rω ω τ ρ ω τ ρ ρ τ ρ τ
∞

−∞=
Χ = − ⋅

 
 
 

∏ ∫ ∫
r r r tt r r r  je 

Fourierova transformace homogenní a časově invariantní odezvové funkce. Z δ -funkcí 
jednoznačně plyne zákon zachování hybnosti a energie směšovacího procesu. Pro obecné pole 
se polarizace nakonec dostane jako integrál ze susceptibility a fourierovsky transformovaného 
pole (5.8): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4(n) 3 3 (n)
0 1 1 1 1 1 1, 2 ... , ; , ;... , , ... ,n

n n n n n nk d d k d d k k k k k kω ε π ω ω χ ω ω ω ω ω−
∞ ∞

−∞ −∞
= ×∫ ∫ ∫ ∫

r r r r r rr r rt
P E E  
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 Zvláštním případem je, pokud na prostředí dopadají rovinné vlny. Jejich Fourierovou 
transformací jsou delta funkce, které odstraní integrály ve vztahu (5.8). Je-li polarizace také 
rovinná vlna, pak pro n-složkové pole dostaneme amplitudy polarizace stejné, jako v (5.4): 
 

( )(n)0
1 11

1 1

*
, ,1,

! , ; , ;... ,
!... ! !... !2 n nn

n n

l l

l l l l

a bn

lk k k
nP k k k E E

a a b b ω ωω
ε

χ ω ω ω−
=

   = × ⋅   
   

∏r r r
r r rr r rt  (5.9) 

 

Kde platí podmínky zachování energie a hybnosti ( )
1

l l l

n

l
a bω ω

=
= −∑ , ( )

1
l l l

n

l
k a b k

=
= −∑

r r
, které 

jsou důsledkem δ-funkcí v susceptibilitě. Pro indexy ,l la b  platí stejné podmínky, jako ve 
vztahu (5.4). 
 
 Přesto vztahy (5.9) a (5.4) nejsou stejné. Výraz (5.9) plyne z úplné Fourierovy 
transformace přes čas i prostor. U vztahu (5.4) jde jen o časovou transformaci, takže pole i 
polarizace stále mohou být funkcí prostorové souřadnice, čehož využijeme při řešení soustavy 
vázaných rovnic v dalších kapitolách. 
 
5.2.2.2 Kvantové zavedení tenzoru dipólové susceptibility 
 
 Mějme prostředí, které můžeme popsat příslušným hamiltoniánem 0Ĥ  a jeho 
vlastními stavy nψ . Pokud do prostředí vnikne elektromagnetické pole, projeví se to jako 
porucha, stavy se začnou vlivem pozměněného hamiltoniánu měnit. Poruchu v prvním 
přiblížení vyjadřujeme jako potenciální energii ( ) ( )V t tµ= − ⋅

rr
E  dipólu erµ = −

r r  v EM poli. 
Proto také mluvíme o tenzoru dipólové susceptibility, ke kterému se dostaneme časovým 
poruchovým počtem. Po rozvoji vlnové funkce systému do poruchové řady dostaneme opravy 
vyšších řádů v mikroskopické polarizaci prostředí, z čehož už se snadno dostaneme 
k jednotlivým řádům susceptibility (5.10a), (5.10b), (5.10c): 
 

( )
j ji i

gm mg gm mg(1)
p pij *

m mg p0 mg p
, N µ µ µ µ

χ ω ω
ε ω ω ω ω

= +
− +

  
 
  

∑ % %h
 

 
( )(2)

p q p qijk , ,χ ω ω ω ω =+  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
j j ji k i k i k

gn nm mg gn nm mg gn nm mg
2 * * *

m,n0 ng p q mg p ng q mg p ng q mg p q

ˆN µ µ µ µ µ µ µ µ µ

ε ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω
= + +

− − − + − + + +

  
 
  

∑ % % % % % %h IP

 
( )(3)

p q r p q rijkl , , ,χ ω ω ω ω ω ω+ + =  

( )( )( ) ( )( ) ( )
j ji k l i k l

go on nm mg go on nm mg
3 *

m,n,o0 og p q r ng p q mg p og r ng p q mg p

ˆN µ µ µ µ µ µ µ µ

ε ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω
= + +

− − − − − − + − − −




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Kde N je objemová hustota atomů či molekul, ( )m mlm l i 2E Eω = − − Γ% h h  je frekvence 

reálného přechodu v prostředí a „tlumení“ související s dobou života, 3n *
n mlm le r d rµ ψ ψ= − ∫  je 

n-tá prostorová složka dipólového momentu mezi stavy l,m a 
P(j,k,l,...)

ˆ 1
!n

= ∑IP  je normovaný 

operátor vlastní permutační symetrie, tzn. suma  přes všech n! permutací indexů j,k,l… .  
 
Stejným způsobem bychom mohli pokračovat i pro vyšší řády susceptibility. Důležité 

je, že se nám ve vztazích objevily rezonance, při kterých susceptibilita prudce roste. Ve 
vztahu (5.10a) jde jen o jednofotonové rezonance, v (5.10b) se objevují dvoufotonové a v 
(5.10c) dokonce třífotonové rezonance mezi základním stavem g a ostatními stavy.   
 
5.2.2.3 Oprava na lokální pole 
 
 V výše uvedených úvahách jsme rozebrali nelineární odezvu prostředí na pole 
z mikroskopického hlediska. Makroskopicky, při pohledu na celé NL prostředí, musíme 
provést opravu:  
 

( ) ( ) ( )(n) (n)
makrosk. 1 1 1 1

2
, ; , ;... , , ; , ;... ,

3n n n n
rk k k k k k

ω

ε ω
χ ω ω ω χ ω ω ω

+ 
=  

 
∏

r r r r r rt t  (5.11) 

 
Kde se násobí přes všechny zúčastněné frekvence včetně té nově vzniknuvší. 
 
5.2.2.4 Vlastnosti nelineární susceptibility a prostředí 
 
Původ nelineární susceptibility 
 
 Stále zůstává nezodpovězena otázka, co je příčinou nelineárního chování prostředí. 
Pokud chceme odpovědět, musíme mít alespoň představu o mikroskopické struktuře látky. 
V klasickém přiblížení můžeme tvrdit, že elektrony jsou vázány nějakou vazební silou ke 
svým atomům či molekulám a kmitají jako na pružině. Kdyby byl vazební potenciál 
parabolický, byla by odezva prostředí na vstupující pole vždy lineární a elektrony by kmitaly 
na jeho frekvenci. Kvadratický vazební potenciál je však jen první přiblížení. Obecně může 
být složitější, což vede při větších kmitech elektronů k tzv. anharmonicitě. Ta je příčinou 
nelineárního chování prostředí v silných polích. Další členy z Taylorova rozvoje vazebního 
potenciálu jsou tedy zodpovědné za vícevlnové procesy.  
 
Anizotropie prostředí 
 
 Vazební potenciál v sobě skrývá mikroskopické vlastnosti prostředí. Není-li sféricky 
symetrický, můžeme mluvit o anizotropním prostředí, které má v různých směrech různé 
optické vlastnosti. To se samozřejmě projeví i v susceptibilitě, což je např. patrné i ze vztahů 
(5.10). Vysvětlení tkví v symetrii prostředí, která se projeví ve vazebním potenciálu a tudíž i 
v hamiltoniánu. To samozřejmě ovlivní řešení Schrödingerovy rovnice. Vlnové funkce 
vázaných stavů tedy také budou ovlivněny původní symetrií, a proto se i ve střední 
hodnotě dipólového momentu tato symetrie nějakým způsobem projeví. Původní symetrie 
ovlivní samotný tenzor dipólové susceptibility a má tedy přímý vliv na anizotropii. 
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Vlastní permutační symetrie susceptibility 
 
 O vlastní permutační symetrii už jsme slyšeli. Můžeme díky ní prohazovat sčítací 
indexy a pořadí polí. Důvod je spíše matematický a plyne už ze vztahu (5.1), který je 
Taylorovým rozvojem polarizace do proměnné pole. Platí totiž: 
 

( )n
i(n)

j j j j
n1 2 3

n1 2 3

ij j j ...j

=0

1
! ...n

χ
∂

=
∂ ∂ ∂ ∂ r

r

E

P E

E E E E
 (5.12) 

 
Je-li polarizace alespoň n-krát spojitě diferencovatelná, můžeme libovolně měnit 

pořadí derivace. Indexy j1,… jn tedy můžeme bez potíží permutovat. Důsledkem vlastní 
permutační symetrie je nejen komutativita násobení polí, ale také podstatné snížení počtu 
různých elementů tenzoru susceptibility.  

 
Tenzor kvadratické susceptibility se díky této vlastnosti přepisuje do jednodušší formy 

pomocí tzv. Voightovy notace. Protože platí, že (2) (2)
ijk ikjχ χ= , nahrazují se indexy (kj) jedním 

společným indexem (I), podle následující tabulky: 
 

(jk) (11) (22) (33) (23)=(32) (13)=(31) (12)=(21) 
I 1 2 3 4 5 6 

Tab.14 – Voightova notace 
 
Amplituda kvadratické polarizace se pak vyjadřuje jako: 
 

( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2

2 1 2 2
1 3 13 15 1611 12 14

3 1 3 2
2 3 0 21 22 23 24 25 26

2 1 3 2 3 1 2 2
31 32 3433 35 363 3

1 1 3 2 3 1 1 2

1 1 2 2 2 1 1 2

E E

E E
P d d dd d d

E E
P d d d d d d

E E E E
d d dd d dP

E E E E

E E E E

ω ω

ω ω
ω

ω ω
ω ε

ω ω ω ω
ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

=
+

+

+

 
 
                   
 
 
 

 (5.13a) 

( ) ( ) ( ) ( )i 3 0 3 1 2 j 1 k 2ijkP d E Eω ε ω ω ω ω ω= = +  (5.13b) 
 
Úplná permutační symetrie susceptibility 
 
 V případech, kdy můžeme přeskupovat všechny indexy i,j1,… jn, mluvíme o tzv. úplné 
permutační symetrii. Tuto vlastnost pozorujeme v bezztrátových prostředích, kde je splněna 
tzv. Kleinmannova podmínka úplné permutační symetrie. V krátkovlnné oblasti spektra je 
však obtížné docílit nulové disipace energie v prostředí. 
 
Susceptibilita o bodová grupa symetrie prostředí 
 
 O teorii grup jsme se něco málo dozvěděli už u přímých laserových zdrojů. Její pomoc 
oceníme i u nelineárních prostředí. Dejme tomu, že známe bodovou grupu prostředí 
s příslušnými operacemi symetrie (otočení, zrcadlení, inverze, …). Pointa je v tom, že 
po aplikaci těchto operací symetrie se prostorové uspořádání prostředí nezmění. Bude 



 87

identicky stejné jako předtím. Logický závěr je, že i susceptibilita se musí při operaci 
symetrie R zachovávat. Transformace tenzoru susceptibility se provádí následovně: 
 

(n) (n)
n n1 1 2 2 jn n1 2 3 1 2 3kl l l ...l ki l i l i l i ij j ...j...R R R Rχ χ′ =  (5.14) 

 
V třetí  kapitole jsme se zmínili o tom, že směšovací procesy sudého řádu nelze 

provádět v prostředích s inverzí nebo také se středem symetrie. Operace inverze působí na 
susceptibilitu následovně:  
 

( ) ( ) 1(n) (n)
n n1 1 jn n1 2 3 1 2 3ij ij kl l l ...l ki l i l i ij j ...j

1 0 0

0 1 0 1 1

0 0 1

ˆ ...ni δ χ δ δ δ χ+

−

− − −

−

= = ⇒ =
 
  ′  
 

 

 
Kde ijδ  je Kroneckerovo delta (jednotková matice). Co tedy tento vztah říká? 
 

( ) ( )2 1(2m) (2m) (2m)

1 1 2m 2m j1 2 3 2m 1 2 3 2m 1 2 3 2mkl l l ...l ki l i l i ij j ...j kl l l ...ln=2m ...je sudé  1 ... 1 0mχ δ δ δ χ χ+′⇒ = − = − =  

( )2 2(2m+1) (2m+1) (2m+1)

1 1 2m+1 2m+1 j1 2 3 2m+1 1 2 3 2m+1 1 2 3 2m+1kl l l ...l ki l i l i ij j ...j kl l l ...ln=2m+1 ...je liché  1 ...mχ δ δ δ χ χ+′⇒ = − =  

 
Susceptibility sudých řádů budou mít všechny své prvky nulové. Z toho jednoznačně 

vyplývá, že třívlnové, pětivlnové a další „lichovlnové“ procesy nelze provádět v látkách se 
středem symetrie. „Sudovlnové“ procesy naopak můžeme realizovat ve všech prostředích. 
Musíme však dát pozor na kruhově polarizované světlo v izotropních prostředích, s nímž jsou 
sudovlnové interakce poněkud obtížnější.  
 
 Grupová teorie nabízí ještě mnohem víc. Stejným způsobem, jako jsme výše provedli, 
můžeme eliminovat jednotlivé prvky tenzoru susceptibility. Stačí jen znát matice operací 
symetrie. U některých nelineárních prostředí tak můžeme podstatně snížit složitost problému.  
 

5.2.3 Záření nelineárního prostředí 
 
 V předchozích kapitolách jsme si tedy objasnili, jak se chová prostředí, na které 
dopadá silné elektromagnetické pole. Polarizuje se nejen na původní frekvenci pole, ale i na 
součtových a rozdílových frekvencích. Oscilující dipól září a v NL prostředí vzniká nové pole 
na nové frekvenci.  
 
5.2.3.1 Vlnová rovnice v nelineárním prostředí 
 
 V druhé kapitole jsme vlnovou rovnici již odvodili. Nyní ji provedeme odvození 
znova pro nelineární prostředí s vodivostí σ

t . Nábojovou hustotu položíme opět 0ρ = . 
Vyjdeme z Maxwellových rovnic (2.2a) až (2.2d), materiálových vztahů (2.3a) a (2.3b) a 
diferenciálního Ohmova zákona (2.4). Odvození je v Appendix 15.1: 
  

( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 2 2

, , ,
,

NL

r

r t r t r t
r t

tt t
ε ε µ µσ µ

∂ ∂ ∂
∆ − = +

∂∂ ∂

r r rr r rr tr tE E P
E  (5.15) 
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Tato vlnová rovnice se od té předchozí liší přítomností zdrojového členu daného NL 
polarizací a tlumením, které je způsobené vodivostí. Polarizaci jsme při odvození rozložili na 
lineární a nelineární část: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1)

0, , , , ,L NL NLr t r t r t r t r tε χ= + = +
r r r r rtr r r r r
P .P P E P . Aby bylo 

možné dostat vlnovou rovnici v tomto tvaru, bylo nutné požít tzv. skalární aproximaci, pokud 
nechceme dopředu zanedbávat nehomogenitu permitivity. 
 
5.2.3.2 Soustava vázaných rovnic 
 
 Nyní už nezbývá než použít vlnovou rovnici (5.15) a dosadit do ní pole a polarizaci ve 
standardních tvarech. Nyní se však už nebudeme omezovat na rovinnou vlnu a zavedeme pole 
obecněji: 
 

( ) ( ) ( )( ){ }1, , , exp . .
2 l l l

l
r t E r z t i t k z c cω= − − +∑

r rrE  (5.16a) 

( ) ( ) ( )( ){ }1, , , exp . .
2

NL NL P
m m m

m
r t P r z t i t k z c cω= − − +∑

r rrP  (5.16b) 

 
Pole i polarizace se šíří ve směru osy z a je válcově symetrické. Zanedbejme ve vlnové 

rovnici (5.15) anizotropii permitivity a vodivosti a dosaďme do ní ze vztahů (5.16a) a (5.16b). 
V Appendix 15.2 je naznačeno odvození soustavy vázaných rovnic. Ty po provedení SVEA 
aproximace a ztotožnění frekvencí pole a polarizace dostaneme ve tvaru: 
 

( )212 expNLm m
T m m m m m m m mF

m

E E
E ik i E P i k z

z tv
µσ ω µω

 ∂ ∂
∆ + + + = − − ∆ ∂ ∂ 

r rr r r
 (5.17) 

 
Kde m=1,2,…, fázová rychlost F

m mv c n= , index lomu ( )m mn n ω= , rozdíl vlnových vektorů 
P

m m mk k k∆ = −  a vodivost ( )m mσ σ ω= . Argumenty funkcí nejsou pro přehlednost uvedeny. 
 
 V případě, že na prostředí dopadá kvazimonochromatické pole s nenulovou šířkou 
čáry, musíme nahradit fázovou rychlost F

mv  tzv. grupovou rychlostí, která udává rychlost 
šíření obálky pole. To nastane v případě většiny laserů, které se používají k čerpání NL 
prostředí. Platí pro ni: 
 

G
m

m
m m

m

cv
dnn
d

ω
ω

=
+

 
(5.18) 

 
Výraz v závorce ve vztahu (5.17) můžeme ještě zjednodušit použitím substituce 

z z′ = , G
mt t z v′ = − . Soustavu vázaných rovnic nakonec dostaneme ve tvaru: 

  

( )21
1 1 1 1 1 1 1 12 expNL

T
EE ik i E P i k z
z

µσ ω µω
∂

∆ + + = − − ∆
′∂

rr r r
  

… (5.19) 

( )22 expNLm
T m m m m m m m m

EE ik i E P i k z
z

µσ ω µω
∂

∆ + + = − − ∆
′∂

r
r r r
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5.3 Třívlnové směšovací procesy 
  
 Třívlnové procesy se odehrávají na susceptibilitě (2) dχ =

tt . Pojmenování „třívlnové“ 
nesou, protože v nich figurují tři pole: dvě pole čerpací a třetí pole generované. Mějme tedy 
tři pole na třech různých frekvencích, pro které platí 3 1 2ω ω ω= + . Pro jednoduchost 
zanedbejme příčná rozložení polí, tzn. ( ) 0T mE z∆ =

r
. Ze soustavy (5.19) vezměme tři vázané 

rovnice a dosaďme do nich amplitudy polarizace ze vztahu (5.4), který není úplnou 
Fourierovou transformací polí, a proto umožňuje vnést do amplitud prostorovou závislost.  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 0 1 3 2 3 2
*, , exp  z E z E z i E z E z i k zdα σ α ω ε ω ω ω∂ = − + − ∆

r r r rt
 (5.20a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 0 2 3 1 3 1
*, , exp  z E z E z i d E z E z i k zα σ α ω ε ω ω ω∂ = − + − ∆

tr r r r
 (5.20b) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3 3 3 0 3 1 2 1 2, , exp  z E z E z i d E z E z i k zα σ α ω ε ω ω ω∂ = − + − ∆
tr r r r

 (5.20c) 
 
Kde koeficient 4m mα µ ε= , ( ) ( )m m

E z E zω=
r r

, ( ) ( )NL NL
m mz zP Pω=
r r

 a rozdíl vlnových vektorů 

( )3 3 3 1 2
Pk k k k k k∆ = − = − + . Rovnice (5.20a) vyjadřuje proces, při němž vzniká rozdílová 

frekvence 1 3 2ω ω ω= −  a příslušná složka polarizace běží na frekvenci 1 3 2
Pk k k= − . U druhé 

rovnice (5.20b) je to analogické. (5.20c) je vztah pro pole na součtové frekvenci 3 1 2ω ω ω= + . 
 

5.3.1 Generování druhé harmonické (SHG) 
 
 V této kapitole si probereme degenerovaný případ vzniku pole v NL prostředí na 
dvojnásobné frekvenci. 
 
5.3.1.1 Vznik druhé harmonické v aproximaci zadaného pole 
 
 Na prostředí tedy nechme dopadat jedno silné pole na frekvenci 1ω , tzn. 

( ) ( )1 2 1E z E z E= =
r r r

. Pro frekvence to znamená 1 2ω ω= . Zanedbejme tlumení 0mσ =  a 
uvažujme v přiblížení zadaného silného čerpacího pole7, kdy ( ) ( )1 2 0z zE z E z∂ = ∂ =

r r
.  Platí 

tedy 3 12ω ω=  a 3 12k k k∆ = − . Z vázaných rovnic (5.20) zbude jediná pro generované pole: 
 

( ) ( ) ( )3 3 1 0 3 1 1 12 exp  zE z i d E E i k zα ω ε ω ω∂ = = − ∆
tr r r

 (5.21) 
 

Po integraci tohoto výrazu od nuly do L (délka NL prostředí) a následné úpravě 
dostaneme výraz pro intenzitu generovaného pole: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
22 2 2 2 23

3 3 3 1 3 1 0 1 3 1
* sin 21 4 2

2 2
kL

L E L E L I d L
kL

I ε
α α ω ε ω ω

µ
∆ 

= ⋅ = =  ∆ 

tr r
 (5.22) 

 
 
 
                                                
7 Tento předpoklad znamená, že výkon předaný generovanému poli z pole čerpacího je zanedbatelný oproti 
výkonu, který čerpací pole nese. 
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Koherenční délka 
 

Intenzita generovaného záření je tedy 
v této aproximaci úměrná kvadrátu délky NL 
prostředí a kvadrátu frekvence a intenzity 
čerpacího pole. Ve vztahu se však objevuje 
funkce, která silně  ovlivňuje účinnost 
generování druhé harmonické. Její průběh je 
v grafu 20. Generovaná intenzita osciluje 
s hodnotou 3 12k k k∆ = − , která udává 
rozfázování generované a čerpací vlny. Pokud 
je 2 2kL π∆ < , mluvíme o účinném generování 
druhé harmonické. Pro větší úhly rozfázování 

účinnost konverze rapidně klesá. Z podmínky pro účinnou SHG se stanovuje tzv. koherenční 
délka Cl , která udává maximální délku L nelineárního prostředí, na které nebude rozfázování 
polí ještě tak silné. Platí: 
 

CL l
k

π
< =

∆
 (5.23) 

 
Aby koherenční délka a tedy i délka nelineárního prostředí byla co největší, musí být 

rozfázování ( ) 1
1 122k n n cω ω ω∆ = −  co nejmenší. Proto musíme splnit tzv. podmínku 

sfázování, která vlastně reprezentuje zákon zachování hybnosti směšovacího procesu. Metod 
pro splnění této podmínky je několik a probereme je v následujících kapitolách. 
 
Aperturní úhel a aperturní délka 
 

 Aby bylo možno čerpací a generovaný 
svazek sfázovat, musí se využít anizotropie 
nelineárního prostředí. Protože se nejčastěji 
využívá jednoosých dvojlomných krystalů, 
zaměříme se na tento případ. Problém 
aperturního úhlu se objevuje v souvislosti 
s tím, že Poytingův vektor a vlnový vektor 
mimořádné složky svazku míří jinými 
směry. U řádné složky svazku k tomuto jevu 
nedochází, a proto se ordinální a 
extraordinální složky prostorově oddělí. To 
s sebou samozřejmě nese potíž v tom, že 
čerpací svazek může předávat energii 
generovanému svazku jen na určité 
vzdálenosti, tzv. aperturní délce, než se 
svazky oddělí.  
 Vyjdeme-li z Maxwellových rovnic 
div D=0

r
 a div H=0

r
, tak dostaneme 

podmínku D k, H k⊥ ⊥
r rr r

, pokud budeme 
uvažovat rovinné vlny. Stejně tak ze vztahu pro Poytingův vektor S=E H×

r r r
dostaneme, že 

E S, H S⊥ ⊥
r rr r

. V důsledku anizotropie ( D=εE
r rt ) nebudou k

r
 a S

r
 rovnoběžné. 

 
Graf 20 – Účinnost generování druhé 

harmonické v závislosti na rozfázování 

 
Obr. 30 – Prostorové oddělení řádného a 

mimořádného svazku 
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 Vystává tedy otázka, jak spočítat úhel prostorového oddělení svazků ρ  mezi 
Poytingovými vektory řádné a mimořádné složky pole O ES ,S

r r
 (viz. obr. 30).  Vektor elektrické 

indukce v těchto dvou složkách je ( )O E O O E E O ED=D +D = D s + D s =εE=ε E +E
r r r r r r r rr r t t , kde směry 

( )Os = sin , -cos , 0ϕ ϕ
r  a ( )Es -cos  cos , -cos  sin , sinϑ ϕ ϑ ϕ ϑ=

r . Řádné složky elektrické 
intenzity pole a indukce jsou v jednoosém krystalu rovnoběžné. Mimořádné leží v jedné 
rovině svírají právě ten hledaný aperturní úhel, který z výše uvedených vztahů můžeme 
spočíst jako skalární součin E E E ED E D E cos ρ⋅ =

r r r r
. Dostaneme výsledně: 

 
2 2 2 2

4 2 4 2

cos sin
cos

cos sin
E O

E O

n n

n n

ϑ ϑ
ρ

ϑ ϑ

+
=

+
 (5.24a) 

 
Kde ,O En n  je řádný a mimořádný index lomu. 
Můžeme všimnout, že pro 0ϑ =  a 2ϑ π=  
bude úhel odklonu 0ρ = . První případ 
praktický význam nemá, protože by se vůbec 
neprojevila anizotropie. Pokud však necháme 
čerpací svazek dopadat kolmo na optickou osu, 
můžeme tím zvýšit účinnost konverze, protože 
aperturní úhel je nulový. V obr. 31 je 
zachycena situace, kdy se řádný a mimořádný 
svazek od sebe oddělují. Z geometrie se zavádí 
aperturní délka la, která stejně jako koherenční 
délka omezuje délku NL prostředí. Přibližně 
pro ni platí: 
 

( )
O E

a
W Wl

tg ρ
+

=  (5.24b) 

 
Kde WO, WE jsou pološířky řádného a 
mimořádného svazku. Většinou tyto svazky 
považujeme za gaussovské. 

 
5.3.1.2 Vznik druhé harmonické bez aproximace zadaného pole 
 
 V předchozím případě jsme použili aproximaci zadaného pole, abychom mohli 
pochopit důležitost koherenční délky, kterou jsme získali. Nyní předpokládejme, že je 
dokonale splněna podmínka sfázování 0k∆ = . Známe-li typ sfázování, není nutné řešit 
soustavu (5.20) ve vektorovém tvaru. Pro každou úlohu se zavádí skalární ekvivalent tenzoru 
d
t

, tzv. efektivní susceptibilita efd . Položme 1 3α α≈  a nahraďme 1 1: 2E E=
r

 a 3 3:E iE= −
r

, 
což plyne ze sfázování OO→ E, které probereme níže.  Můžeme tím přejít  k jednodušší 
soustavě diferenciálních rovnic: 
 

( ) ( ) ( )1 1 1 0 3 1z efE z d E z E zα ω ε∂ = −  (5.25a) 

( ) ( )2
3 1 1 0 1z efE z d E zα ω ε∂ =  (5.25b) 

 

 

Obr. 31 – Překryv řádného a mimořádného 
svazku v anizotropním prostředí 
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Kde obě pole jsou nyní reálná. Po vynásobení první rovnice ( )1 zE  a druhé rovnice ( )3 zE  
dostaneme podmínku zachování energie ( ) ( ) ( )2 2 2

1 3 1 0.z zE E konst E+ = = , kde E1(0) je 
počáteční elektrická intenzita čerpacího pole. Dosadíme-li tuto podmínku do (5.25b), 
dostaneme po integraci s počáteční podmínkou ( )3 0 0E =  výrazy: 
 

( ) ( ) ( )( )1
1 1 1 1 0 10 0efE z E d E zcosh α ω ε−=  (5.26a) 

( ) ( ) ( )( )3 1 1 1 0 10 0efE z E d E ztgh α ω ε=  (5.26b) 
 
Délka vyčerpání 
 

V grafu 21 je znázorněno, jak se 
energie tohoto pole přelévá do generované 
vlny. Zavádí se další parametr důležitý při 
konverzi, tzv. délka vyčerpání. Urazí-li 
čerpací svazek tuto vzdálenost bude 
vznikající pole zhruba na 58% výkonu 
vstupujícího do prostředí. Pro tuto 
vzdálenost platí:  

 

 
Tato hodnota je tedy také rozhodující při volbě délky NL prostředí. Máme tedy tři 

hodnoty, se kterými délku prostředí srovnáváme Nemá smysl aby L bylo větší než 
koherenční, aperturní a absorpční délka. Na druhou stranu by délka krystalu měla být delší, 
než délka vyčerpání.  

Tyto čtyři parametry jsou rozhodující u interakcí sudého řádu. U procesů sudého řádu 
nehraje roli aperturní délka, protože se většinou neprovádějí v anizotropních prostředích. 
 

5.3.2 Generování součtové frekvence (SFG) 
 
5.3.2.1 Vznik součtové frekvence a aproximace zadaného pole 
 
 V tomto případě je situace analogická se vznikem druhé harmonické. Na prostředí 
dopadají dvě vlny na různých frekvencích 1ω  a 2ω . Intenzita generované vlny na frekvenci 

3 1 2ω ω ω= +   v aproximaci zadaného pole vychází: 
 

( ) ( ) ( ) 2
22 2 2

3 1 2 3 3 0 1 2 3 1 2

sin 2
4

2
kL

I L I I d L
kL

α α α ω ε ω ω ω
∆ 

= =  ∆ 
+

t
 (5.28) 

 
 Podmínka sfázování je trochu složitější 3 1 2 3 1 2

3 1 2k k k n n nω ω ωω ω ω= + → = + , kde 

( )i
in nω ω= . Abychom ji tedy splnili, musí být index lomu pro generované pole jakýmsi 

váženým průměrem ostatních dvou indexů ( ) ( )1 2 1 2
3 1 2n n nω ω ωω ω ω ω= ++ . 

 
Graf 21 – Konverze čerpacího pole na pole 

generované ( )
0 1

0 1 1

1
2 0

vakuum

DEP
ef

l
d E

µ λ
ε πα

=  (5.27) 
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5.3.3 Podmínka sfázování 
 
 V předchozích kapitolách se nám ve vztazích objevovala podmínka sfázování, která 
reprezentuje zákon zachování hybnosti konverzního procesu. Cílem je nastavit rozdíl k∆  tak, 
aby byl co možná nejmenší. Už jsme zmínili, že se využívá jednoosých anizotropních 
krystalů, které umožňují podmínku sfázování splnit. Tyto krystaly rozlišujeme podle řádného 
a mimořádného indexu lomu na záporné pro O En n>  a na kladné O En n< . 
 U některých NL prostředí se využívá i různých teplotních závislostí indexů lomu.  
Podmínku sfázování tedy můžeme splnit i volbou teploty krystalu při úhlu 90mϑ = ° . 
 
5.3.3.1 Kolineární sfázování I.typu pro vznik druhé harmonické 
 
 Tento typ sfázování odpovídá situaci, kdy je čerpací vlna polarizovaná kolmo na vlnu 
vznikající. V záporných jednoosých krystalech vzniká z řádného svazku svazek mimořádný a 
kladných krystalech je tomu naopak. Důvod je v disperzi indexu lomu, který roste s frekvencí, 
a proto musí ten menší z obou indexů odpovídat větší frekvenci. Směr elektrické intenzity lze 
volit např. pomocí polarizátoru. 
 
Sfázování OO → E v záporných jednoosých krystalech 
 

  V tomto případě se využívá rovnosti indexů 
lomu ( )2

E m On nω ωϑ = . Čerpací vlna je tedy řádná a ta 
vznikající je mimořádná. V obr. 32a máme 
zobrazeny řezy optickým indikatrixem pro základní 
frekvenci a dvojnásobnou frekvenci. Řádný svazek 
„cítí“ index lomu On , ať je úhel mϑ  jakýkoliv. 
Mimořádný však „putuje“ indexem lomu 

( ) ( ) 1 22 2 2 2cos sinE m O m E mn n nϑ ϑ ϑ
−− −= + , což plyne 

z geometrie.  
Průsečík elipsy mimořádného indexu lomu na 

dvojnásobné frekvenci a kružnice řádného indexu 
lomu na původní frekvenci udává natočení 
dopadající čerpací vlny vzhledem k optické ose 
(o.o.). Elipsy jsou vůči souřadnému systému otočeny 
o 90°, abychom viděli přímo směr šíření svazku. 

Kdybychom je neotočili, udávaly by průsečíky směr polarizace pole, která je na vektor šíření 
kolmá.  Pokud tedy dosadíme do rovnosti z úvodu této části, dostaneme podmínku pro úhel 
sfázování: 
 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 222

2
2 2

2

2 2
sin O O

E m O m

E O

n n
n n

n n

ω ω
ω ω

ω ω
ϑ ϑ

−−

− −

 − = =
  − 

→  (5.29a) 

 
 Se znalostí úhlu mϑ  už se s pomocí vztahů (5.24a) a (5.24b) snadno dostaneme 
k aperturnímu omezení generace druhé harmonické. Indexy lomu v těchto vztazích však 
náleží frekvenci nového pole. Pološířky svazků jsou ( )OW W ω= , ( )2EW W ω=  a spočteme 
je z výrazu (4.51b) pro gaussovský svazek. 

 
Obr. 32a – Sfázování I. typu (OO→E) 
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Sfázování EE → O v kladných jednoosých krystalech 
 

 Jak název sfázování napovídá, je v tomto 
případě čerpací pole polarizováno v mimořádném 
směru a nové pole pak v řádném směru. Protože jde 
o kladný krystal, musí být splněno ( ) 2

E m On nω ωϑ = . 
Jako v předchozím případě můžeme určit průsečíky 
(viz. obr. 32b):  
 

( ) ( )
( ) ( )

1 22 2

2 2

2

sin O O
m

E O

n n

n n

ω ω

ω ω
ϑ

− −

− −

 − =
  − 

 (5.29b) 

 
 
 Tyto dvě metody sfázování vyžadují, aby čerpací svazek byl polarizovaný. To sebou 
nese drobnou nevýhodu v podobě ztrát na polarizátoru. Přesto se často využívají. Při počítání 
musíme dát pozor na disperzi indexů lomu. 
 
5.3.3.2 Kolineární sfázování II.typu pro vznik druhé harmonické 
 
 Sfázování druhého typu je o něco účinnější metoda, protože k němu nepotřebujeme 
polarizovaný světelný zdroj. Čerpací vlna je totiž polarizována v obou směrech, zatímco 
vznikající pole je lineárně polarizované. Oproti I.typu se tolik neprojevuje vliv aperturního 
úhlu, protože část čerpacího a generované pole spolu „putují“ déle. Navíc je tato metoda méně 
citlivá na nastavení úhlu mϑ . 
 
Sfázování OE → E v záporných jednoosých krystalech 
 

 U II. typu sfázování není přímo splněna 
podmínka rovnosti indexů lomu. To v podstatě ani 
udělat nemůžeme, protože čerpací svazek může být 
obecně polarizovaný, takže „cítí“ jakýsi efektivní 
index lomu, který můžeme vyjádřit aritmetickým 
průměrem řádného a mimořádného indexu. 
Podmínka sfázování tohoto typu je splněna, pokud 
je úhel mϑ  řešením následující rovnice: 
 

( ) ( )( )2 1
2E m E m On n nω ω ωϑ ϑ= +  (5.30a) 

 
Vyřešit tuto rovnici je pracné a proto se s ní 

dále zabývat nebudeme. Tuto podmínku nesplňují 
ostře všechny směry polarizace, což snižuje citlivost 
na nastavení úhlu sfázování.  

 
 
 
 
 

 
Obr. 32b – Sfázování I. typu (EE→O) 

 
Obr. 33a – Sfázování II. typu (OE→E) 
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Sfázování OE → O v kladných jednoosých krystalech 
 

Analogická situace nastane u kladných 
jednoosých krystalů. Podmínka sfázování nově 
generované řádné vlny s dopadajícím obecně 
polarizovaným čerpacím polem je opět dána 
aritmetickým průměrem: 

 

( )( )2 1
2O E m On n nω ω ωϑ= +  (5.30b) 

 
Řešením této rovnice je pak optimální úhel 
sfázování mϑ . 
 

 Ač se zdá být sfázování II.typu bezproblémové, musíme se potýkat s rozdílným úhlem 
lomu řádné a mimořádné složky na rozhraní, což plyne ze Snelliova zákona.  
 
5.3.3.3 Kolineární sfázování pro vznik součtové frekvence 
 
  Oba výše zmíněné typy sfázování lze aplikovat, pokud chceme generovat součtovou 
resp. rozdílovou frekvenci. Abychom získali úhel sfázování pro součtovou frekvenci 

3 1 2ω ω ω= + , musíme vyřešit následující rovnice: 
 

( ) ( ) ( )1 2 1 2
3 1 2OO E:  E m O On n nω ω ωϑ ω ω ω ω→ = + +  (5.31a) 

( ) ( )( ) ( )1 2 1 2
3 1 2EE O:  O E m E mn n nω ω ωω ϑ ω ϑ ω ω→ = + +  (5.31b) 

( ) ( )( ) ( )1 2 1 2
3 1 2OE E:  E m E m On n nω ω ωϑ ω ϑ ω ω ω→ = + +  (5.31c) 

( )( ) ( )1 2 1 2
3 1 2OE O:  O E m On n nω ω ωω ϑ ω ω ω→ = + +  (5.31d) 

 
5.3.3.4 Nekolineární sfázování 
 
 V některých případech se používá tzv. nekolineární sfázování, kdy směrové vektory 
čerpacích polí a generovaného pole míří různými směry. Splňujeme podmínku 

3 3 1 1 2 2
3 1 2

3 1 2k k k n s n s n sω ω ωω ω ω= + → = +
r r r r r r . Pro úhel mezi čerpacími svazky pak musí platit: 

 

( ) ( ) ( ){ }2 2 2

3 1 2 1 2
3 1 2 1 2cos 2n n n n nω ω ω ω ωα ω ω ω ω ω= − −  (5.32) 

 
 Existuje několik metod, jak svazky svírající určitý úhel na prostředí přivést. Často se 
používá soustava hranolů nebo zrcadel.  Lze použít i čočku, u které však musíme brát 
v úvahu,  že vlnoplocha za ní není rovinná. Navíc musíme dát pozor na propálení nelineárního 
prostředí. Samozřejmě nesmíme zapomenout na zákon lomu na rozhraní, který nám celou 
situaci znepříjemňuje.  
 
 
 

 
Obr. 33b – Sfázování II. typu (OE→O) 
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5.3.3.5 Efektivní susceptibilita a polarizace 
 
 Obecné řešení vektorové soustavy vázaných rovnic je celkem složité. Proto se úloha 
řeší pro speciální případy nelineárních krystalů, u nichž známe bodovou grupu symetrie a 
tudíž i tenzor iId

t
. Volba metody sfázování nám pak určuje tzv. efektivní tenzor susceptibility 

efd . Na obr. 34 vidíme směry polarizace pro řádnou a mimořádnou složku čerpacího pole. 

Řádná je O O OE E s=
r r r , kde ( )sin , - cos , 0Os ϕ ϕ=

r . Mimořádná složka je E E EE E s=
r r r , kde  

( )-cos  cos , -cos  sin , sinm m m
Es ϑ ϕ ϑ ϕ ϑ=

r . mϑ  je 
dobře známý úhel sfázování. Polarizace prostředí je pak 
dána známým vztahem ( )3 0 3 2 1 1 2

NL E EP dε ω ω ω= = +
r rtr

. 
Efektivní polarizace je pak průmětem 3

NLP
r

 do řádného či 
mimořádného směru v závislosti na zvolené metodě 
sfázování. To tedy znamená 0 1 2

NL
ef efP d E Eε=

r r
, kde: 

 

( ) OO E O O E
efd d s s s→ = ⋅

t r r r  (5.33a) 

( ) EE O E E O
efd d s s s→ = ⋅

t r r r  (5.33b) 

( ) OE E O E E
efd d s s s→ = ⋅

t r r r  (5.33c) 

( ) OE O O E O
efd d s s s→ = ⋅

t r r r  (5.33d) 
 

 

5.3.4 Třívlnové směšovací procesy v praxi 
 
 Dosud jsme třívlnové procesy diskutovali pouze teoreticky. Nyní se na ně podíváme 
z praktického hlediska. 
 
5.3.4.1 Prostředí požívaná pro třívlnové procesy 
 

NL 
krystal: 

Symetrie: Rozsah  
průhlednosti (nm): 

( )14 25 36  d d d m V= =  Práh poškození 
( )2W cm : 

KDP8 42m  200-1500 134, 73 10−⋅  ( )1064nm  910:  
KD*P 42m  200-1500 134,99 10−⋅  ( )1064nm  910:  
ADP9 42m  200-1200 135,70 10−⋅  ( )1064nm  810:  
RDA 42m  260-1460 133, 00 10−⋅  ( )694,3nm  810:  
RDP 42m  260-1460 134, 02 10−⋅  ( )1064nm  810:  
KD*A 42m  220-1400 134, 02 10−⋅  ( )1064nm  --- 

Močovina 42m  200-1430 121, 42 10−⋅  (---) 910:  
Tab. 15a – Tetragonální nelineární krystaly 

                                                
8 Chemické složení KDP je 2 4KH PO ( fosforečná sůl). 
9 Chemické složení ADP je 4 2 4(NH H PO)  ( fosforečná sůl). 

 
Obr. 34 – Pole v NL krystalu 
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 V předchozí tabulce 15a (viz. [1], str. 84-85) jsou uvedeny některé tetragonální NL 
krystaly, jejich rozsah transparentnosti, nenulové prvky tenzoru susceptibility pro vlnovou 
délku Nd:YAG laseru 1064nm a rubínového laseru 694,3nm. Ostatní prvky iId  jsou 
v důsledku symetrie těchto krystalů nulové. Dále pak jsou v tabulce vyneseny orientační 
hodnoty prahové intenzity, při které se krystal může poškodit.  
 

NL krystal: Symetrie: Rozsah  
průhlednosti (nm): 

( )iId m V  Práh poškození 
( )2W cm : 

LFM 
( 2 2LiCHO H O⋅ ) 2mm  > 230 

13
31 15 1,07 10d d −= = ⋅  

12
32 24 1, 25 10d d −= = ⋅  

12
33 1,83 10d −= ⋅  

910>  

KB5 
( 5 8 2KB O 4H O⋅ ) 2mm  > 170 

14
31 4,61 10d −= ⋅  

15
32 3,35 10d −= ⋅  

--- 

Tab. 15b – Ortorombické nelineární krystaly 
 
 V tabulce 15b jsou další používané materiály (viz. [1], str. 86). Dále se pro konverzi 
využívá vlastností organických krystalů, jejichž susceptibility mohou být i o řád vyšší než u 
ostatních zmíněných prostředí. Navíc jsou transparentní daleko do UV oblasti.  

Pro konverzi na nižších výkonech čerpání se používají často krystaly CDA, CD*A 
nebo LiNbO3, které lze fázovat změnou teploty. Mají však nižší prahovou intenzitu poškození 
než ostatní krystaly. 
 
5.3.4.2 Příklady laditelných nelineárních zdrojů 
 
 Ve čtvrté kapitole o přímých laserových zdrojích jsme se zmínili o laserech, které jsou 
dobře laditelné díky širokému spektru spontánní emise. Proto se těchto zdrojů často využívá 
k čerpání NL prostředí, pokud chceme pokrýt širší oblast UV spektra. Nejvýhodnější jsou 
barvivové lasery, které jsou dobře laditelné a mohou pracovat v pulsním i CW režimu. 
V závislosti na tom, jaký výsledek požadujeme, můžeme kombinovat barvivové lasery 
s jinými pulsními lasery (Nd:YAG a jeho vyšší harmonické, …) nebo s jinými kontinuálními 
lasery (Ar+ – iontový, Kr+ – iontový, …).     
 
Kontinuální laditelné zdroje UV záření 
 

Generovaná vln. délka 
(nm): 

1. čerpací laser: 2. čerpací laser: Materiál: NL proces: Účinnost 
(%): 

257-320 Barvivový Ar+ (458nm,…) KDP SFG --- 
265 Barvivový Barvivový ADP SFG : 10-2 

285-400 Barvivový Kr+ (676nm,…) RDP SFG --- 
 Barvivový --- ADP,ADA SHG --- 

285-315 Barvivový --- ADP SHG : 10-3 

292-302 Barvivový --- ADA SHG : 10-1 
Tab. 16a – Příklady konverze s kontinuálními lasery 

 
 V předchozí tabulce je uvedeno několik příkladů konverze (viz. [1], str. 117), kdy se 
čerpání provádělo CW lasery. Ačkoli jsou hodnoty účinnosti procesů uvedeny jen orientačně, 
můžeme si všimnout, že jsou relativně malé oproti pulsnímu čerpání (viz. dále).  
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Pulsní laditelné zdroje UV záření 
 

Gen. vln. 
délka (nm): 

Čerpání (nm): Materiál: NL 
proces: 

Sfázování: Účinnost 
(%):  

196,6-199,0 Barv. (744,8-790,1) 
Nd:YAG (1064) KB5 1 24ω ω+  I. typ, úhlové --- 

207,5-217,4 Barv. (621,6-652,2) KB5 1 12ω ω+  I. typ, úhlové --- 

208-234 Barvivový (517-600) 
Nd:YAG (1064) ADP 1 22ω ω+  I. typ, 90mϑ = ° , teplotní, 

(-82°C až 95°C) 
--- 

222-230 Barvivový (561-587) 
Nd:YAG (1064) ADP 1 22ω ω+  I. typ, úhlové --- 

217-250 Barvivový (434-500) KB5 12ω  I. typ, úhlové 0,2-2 
230-300 Barvivový (460-600) LFM 12ω  I. typ, úhlové 2 
240-350 Barvivový (480-700) LFM 12ω  I. typ, úhlové 1,7 

246-259 Barv. (457,6-504,7) 
Nd:YAG (1064) ADP 1 22ω ω+  I. typ, 90mϑ = ° , teplotní, 

(-120°C až 0°C) 
--- 

246-265 Barvivový (492-530) ADP 12ω  I. typ, 90mϑ = ° , teplotní,  
(-116°C až 52°C) 

8,4 

280-310 Barvivový (560-620) ADP,KDP 12ω  I. typ, úhlové 8-9 
Tab. 16b – Příklady konverze s kontinuálními lasery 

 
 V tabulce 16b jsou uvedeny příklady třívlnové konverze (viz. [1], str. 116), přičemž 
čerpání se provádělo různými kombinacemi pulsního barvivového laseru a jeho vyšších 
harmonických s pulsním Nd:YAG laserem a jeho vyššími harmonickými.  
 
5.3.4.3 Generování vyšších harmonických pomocí třívlnových procesů 
 
 Už v předchozí kapitole jsme se setkali se čtvrtou harmonickou 266,1nm od základní 
vlnové délky Nd:YAG laseru, která je 1064nm. Generování vyšších harmonických není nutně 
spojeno s procesy vyšších řádu. Stačí nám, když vhodně zkombinovat nelineární efekty 
druhého řádu. Vše vysvětlí následující obrázky. 
 

 
Obr. 35a – Generování 2.harmonické 

 

 
Obr. 35b – Generování 3.harmonické 
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Obr. 35c – Generování 4.harmonické 

 
 V obrázku 35a je naznačeno schematicky generování 2.harmonické. Pokud vytvoříme 
součtovou frekvenci ze základní frekvence a druhé harmonické, tak dostaneme trojnásobek 
původní frekvence (viz. obr. 35b). Nebo můžeme použít SHG na druhou harmonickou, čímž 
dostaneme čtvrtou harmonickou frekvenci. Tímto způsobem můžeme procesy druhého řádu 
kombinovat a dostat se tak i k vyšším frekvencím. Musíme však dát pozor na sfázování, které 
je v každém krystalu jiné. Pokud ale vše provedeme správně, můžeme generovat vyšší 
harmonické s mnohem větší účinností, než by tomu bylo u procesů řádů n >2. Využití 
třívlnových procesů ke generaci vyšších harmonických je však omezeno rozsahem 
transparentnosti NL materiálů. 
 
 V následující tabulce (viz. [1], str. 111) je několik příkladů kaskádové konverze na 
vyšší harmonickou ze základní frekvence Nd:YAG. 
 

Gen. vln. délka: NL proces: Materiál: Sfázování: 
354,7nm 1 12ω ω+  KDP I.typ, 47, 28mϑ = °  

(3.harmonická)  KDP II.typ, 58, 40mϑ = °  

  ADP I.typ, 47,89mϑ = °  

  ADP II.typ, 60,08mϑ = °  

  RDP II.typ, 61,18mϑ = °  

266,1nm 1 12 2ω ω+  ADP I.typ, 80, 40mϑ = °  

(4.harmonická)  KD*P I.typ, 86, 00mϑ = °  

  KD*P I.typ, 90mϑ = ° , T = 60,75°C 

212,8nm 1 14ω ω+  KB5 I.typ, 57mϑ = ° , 90ϕ = °  

(5.harmonická)  ADP I.typ, 90mϑ = ° , T = -55°C 

  KDP I.typ, 90mϑ = ° , T = -70°C 
Tab. 17 – Vyšší harmonické základní frekvence Nd:YAG 

 
5.3.4.4 Problémy spojené s interakcemi sudého řádu 
 
Rozfázování 
 
 V předchozí kapitole jsme probrali metody, jak splnit podmínku sfázování 
v nelineárním krystalu. Čím menší hodnotu k∆  nastavíme, tím je větší koherenční délka, 
která nám nepříjemně omezuje podélný rozměr krystalu. Někdy je těžké čerpací a generovaný 
svazek dobře sfázovat. Krystal může zahřívat, což ovlivňuje disperzi indexu lomu, a může 
dojít k tzv. tepelně indukovanému rozfázování. Navíc se při velkých intenzitách může index 
lomu začít chovat nelineárně v důsledku Kerrova jevu ( 0 2n n n I= + ), což může vést 
k rozfázování. Abychom toto rozfázování potlačili, můžeme použít např. divergentní svazky 
nebo svazky s větší spektrální šířkou. 
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Absorpce 
 
Pokud pracujeme s dielektrikem, můžeme předpokládat, že je vodivost nulová, a proto 

ve vázaných rovnicí (5.20) chybí člen odpovědný za tlumení. To ale neznamená, že se energie 
neztrácí. Čerpací i generovaná vlna mohou být absorbovány v důsledku přechodů přes 
zakázaný pás nebo mezi jinými energetickými hladinami systému. Nejsilněji se projevují  
jednofotonová a dvoufotonová absorpce. První typ absorpce je dovolený mezi kvantovými 
stavy s opačnou paritou, zatímco ten druhý probíhá mezi stavy se stejnou paritou.  

 
Pokles intenzity  v důsledku jednofotonové absorpce je exponenciální a je dán 

Lambert-Beerovým zákonem ( ) ( )0 expI z I zα= − . Rychlost poklesu není závislá na intenzitě, 
proto pro zeslabení jejího účinku volíme kratší krystaly a silnější čerpací pole. V soustavě 
vázaných rovnic (5.20) se jednofotonová absorpce objeví jako člen úměrný první mocnině 
pole.  
 

Dvoufotonová absorpce se chová trochu jinak. Intenzita díky ní klesá jako 
( ) ( )0 01I z I I zβ= +  a tudíž je rychlost vymírání pole závislá na intenzitě 0I . Pokles pole 

v jejím důsledku je pomalejší pro malé intenzity 0I  a rychlejší pro velké intenzity 0I . 
Abychom její vliv omezili, potřebovali bychom slabší čerpání a delší krystal. Tento typ 
absorpce můžeme do rovnic (5.20) vnést jako člen úměrný druhé mocnině pole. 

 
Teplotní poškození krystalu 
 
 Energie, která se v krystalu díky absorpci pohltí, se většinou uvolňuje ve formě tepla. 
Hrozí tedy, že se krystal může poškodit. U každého prostředí bychom měli znát prahovou 
hodnotu intenzity, při které k tomuto nevratnému poškození dochází. To nám samozřejmě 
klade jistá omezení na sílu čerpacího svazku. 
 
Deformace pulsů 
 
 Čerpání NL prostředí můžeme provádět pomocí vysokovýkonových kontinuálních, 
kvazikontinuálních a pulsních laserů. U CW laserů však musíme svazek fokusovat, abychom 
se s intenzitou dostali do nelineární oblasti. Nevýhodou je ale zahřívání krystalu. Pulsní lasery 
jsou výhodné díky velkým špičkovým výkonům. Teplotní jevy jsou mnohem pomalejší než ps 
či fs pulsy, a proto je riziko teplotního poškození menší než u CW laserů. Důsledkem 
nedokonalého sfázování je však to, že se čerpací a generovaný puls pohybují různou rychlostí. 
Často tak dochází k roztažení vznikajícího pulsu. 
 

5.3.5 Interakce vyšších sudých řádů 
 
 V materiálech bez středu symetrie samozřejmě mohou probíhat i NL procesy vyšších 
sudých řádů. Jejich účinnost však rapidně klesá a absorpce generované vlny v pevnolátkových 
prostředích roste. V plynových či kapalných prostředích, kde to je s absorpcí trochu lepší, 
nemohou interakce sudých řádů probíhat kvůli symetrii. Proto se další „lichovlnové“ 
interakce spíše nevyužívají. 
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5.4 Čtyřvlnové směšovací procesy 
 
 Tyto interakce odpovídají dalšímu členu rozvoje polarizace (viz. (5.1)), tzn. tenzoru 
kubické susceptibility (3)χ

t . Figurují v nich čtyři pole, proto používáme název čtyřvlnové. 
Obrovským zjednodušením už tak složitého problému je to, že se pro tyto interakce používá 
plynů a kapalin. Z makroskopického hlediska nemůže být plyn ani kapalina anizotropní, 
protože částice prostředí nejsou vázány v mřížce.  Z 81 prvků tenzoru kubické susceptibility 
zbude jediný (3)χ , a tenzor nabude tvaru jednotkových matic (3) (3)

ij ik ilijklχ χ δ δ δ= . 
 

Procesů, které můžeme pozorovat, je mnoho, protože máme více možných kombinací 
polí. Zaměříme se tedy jen na některé z nich. 
 

5.4.1 Generování 3.harmonické (THG) a součtové frekvence (SFG) 
 
 Stejně jako u třívlnových interakcí můžeme i zde sestavit soustavu vázaných 
diferenciálních rovnic, které popisují vývoj všech polí. Ze soustavy (5.19) vezměme čtyři 
rovnice, přičemž požadujeme aby platilo 4 1 2 3ω ω ω ω= + + . Budeme pracovat v přiblížení 
rovinných vln, což pro nás znamená zjednodušení ( ) 0T mE z∆ =

r
. Dosaďme tedy do vázaných 

rovnic polarizaci dle (5.4). Dostaneme soustavu (5.34a) - (5.34d): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(3)
1 1 1 1 1 1 0 1 4 2 3 4 2 3

* *3 2 exp  z E z E z i E z E z E z i k zα σ α ω ε χ ω ω ω ω∂ = − + = − − ∆
r r r r rt  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(3)
2 2 2 2 2 2 0 2 4 1 3 4 1 3

* *3 2 exp  z E z E z i E z E z E z i k zα σ α ω ε χ ω ω ω ω∂ = − + = − − ∆
r r r r rt  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(3)
3 3 3 3 3 3 0 3 4 1 2 4 1 2

* *3 2 exp  z E z E z i E z E z E z i k zα σ α ω ε χ ω ω ω ω∂ = − + = − − ∆
r r r r rt  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(3)
4 4 4 4 4 4 0 4 1 2 3 1 2 33 2 exp  z E z E z i E z E z E z i k zα σ α ω ε χ ω ω ω ω∂ = − + = + + − ∆

r r r r rt  
 
Kde koeficient 4m mα µ ε=  a rozfázování 4 1 2 3k k k k k∆ = − − − . Soustava vyjadřuje proces, 
při kterém vzniká polarizace na součtové frekvenci 4 1 2 3ω ω ω ω= + + . Úplné řešení těchto 
svázaných rovnic nám pak řekne, jak se výkon přelévá z jednoho pole do druhého. 
 
5.4.1.1 Vznik 3.harmonické 
 
 Stejně jako u třívlnových interakcí můžeme i zde vyřešit soustavu (5.34) v aproximaci 
zadaného pole, tzn. ( ) ( ) ( )1 2 3 0z z zE z E z E z∂ = ∂ = ∂ =

r r r
. Uvažujme degenerovaný případ 

( ) ( ) ( )1 2 3 1E z E z E z E= = =
r r r r

, pak tedy i 1 2 3ω ω ω= = . Pro vznikající frekvenci to znamená 

4 13ω ω=  a pro rozfázování ( )4 1
1 1

1
33 3k k k n n cω ω

ω∆ = − = − . O vodivosti předpokládejme, 

že 0mσ = . Pak po integraci poslední rovnice (5.34d) od nuly do L dostaneme výraz pro 
intenzitu generovaného pole: 
 

( ) ( ) ( ) 2
23 2 2 3 (3) 2

4 1 4 1 0 1 4 1

sin 2
9 3

2
kL

I L I L
kL

α α ω ε χ ω ω
∆ 

= =  ∆ 
 (5.35) 

 
Podmínka sfázování bude tedy dokonale splněna, pokud 1 13n nω ω= . 
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Ze vztahu (5.23) pak dostaneme koherenční délku. Aperturní délka se u těchto 
interakcí neprojevuje, protože nepoužíváme anizotropní prostředí. Délka vyčerpání u těchto 
procesů nehraje takovou roli, jako tomu bylo u třívlnových interakcí, přesto se však může 
objevit. Její odvození je složité a nebudeme se jím zabývat.  
 
5.3.2.1 Vznik součtové frekvence 
 
 Soustavu (5.34) můžeme vyřešit i pro obecný nedegenerovaný případ, kdy máme 
všechna tři čerpací pole různá na různých frekvencích. Výsledná frekvence bude 

4 1 2 3ω ω ω ω= + +  a rozfázování 4 1 2 3 4 1 2 3
34 1 2k k k k k n n n nωω ω ωω ω ω ω∆ = − − − = − − − . V apro-

ximaci zadaného pole při nulové vodivosti prostředí dostaneme výraz pro intenzitu ( )4I L :  
 

( ) ( ) ( ) 2
22 2 (3) 2

4 1 2 3 4 4 0 1 2 3 4 1 2 3

sin 2
36

2
kL

I L I I I L
kL

α α α α ω ε χ ω ω ω ω
∆ 

= = + +  ∆ 
 (5.36) 

 
V tomto případě stoprocentně splníme podmínku sfázování, pokud se nám podaří nastavit 

( ) ( )1 2 31 2 3
34 1 2n n n nωω ω ωω ω ω ω ω ω− − + += . 

 

5.4.2 Podmínka sfázování 
 
 Protože čtyřvlnové a ostatních interakce lichých řádů provádíme v plynech, parách či 
kapalinách, nemůžeme využít anizotropie pro splnění podmínky sfázování. Existuje ale 
několik jiných metod, jak této podmínce dostát. 
 
5.4.2.1 Sfázování výběrem frekvencí 
 
Využití disperze lineárního indexu 
 

Z kvantové teorie interakce elektro-
magnetického pole s látkou lze odvodit 
disperzní závislosti dipólové susceptibility 
jednotlivých řádů (viz. (5.10)). 
V druhé kapitole jsme se seznámili 
s komplexním indexem lomu pro který platí 
vztah (2.14). V řeči susceptibilit tento výraz 
říká, že lineární komplexní index lomu 

( ) ( ) ( ) ( )(1)
0 0 01N n iω χ ω ω κ ω= + = + . Jeho 

reálná část je odpovědná za disperzi (2.15a) 
a imaginární za absorpci (2.15b). Typický 
průběh indexu lomu ( )0n ω  je znázorněn 

v grafu 22. Resonance na frekvencích 10ω  a 20ω odpovídají jednofotonovým přechodům mezi 
reálnými stavy. Oblast, kde je derivace ( )0 0d nω ω >  nazýváme normální disperzí. 
V opačném případě, kdy ( )0 0d nω ω < , mluvíme o  oblasti anomální disperze materiálu. 
Podmínku sfázování pro jednotlivé procesy můžeme splnit volbou vhodných frekvencí okolo 
rezonancí a příslušných indexů lomu. 

 
Graf 22 – Jednofotonové rezonance a lineární 

index lomu 
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Rezonanční zesílení 
 
 Při velkých intenzitách čerpání přestává být aktuální pouze jednofotonová absorpce, 
ale objevují se i absorpce dvoufotonové a třífotonové. Jednofotonová a třífotonová absorpce 
probíhá mezi stavy s opačnou paritou, zatímco ta dvoufotonová se uskutečňuje mezi 
energetickými stavy materiálu, které mají paritu stejnou. Je tedy jasné, že „sudofotonové“ a 
„lichofotonové“ absorpce jsou vzájemně komplementární. 
 Podíváme-li se zpět na vztahy (5.10) pro dipólovou susceptibilitu, můžeme si 
všimnout, že se v ní objevuje celá řada rezonancí, při kterých reálná část jmenovatele zlomku 
jde do nuly a hodnota susceptibility velice roste. To je konec konců patrné i z grafu 22, který 
je podobný susceptibilitě prvního řádu. A právě při rezonanci dochází k absorpci. Nabízí se 
tedy využít rezonančního chování susceptibility ke zvýšení účinnosti NL interakcí.  
 
 S jednofotonovou absorpcí jsme se setkali už v předchozí kapitole. Je samozřejmé, že 
by kubická nelinearita (5.10c) vzrostla i pro jednofotonovou rezonanci, protože 

( )mg pRe 0ω ω− →% . Musíme si ale uvědomit problémy s tím spojené. První závažná nevýhoda 
je lineární absorpce čerpací vlny, která je při rezonanci právě ve svém maximu. Zároveň nám 
velice vzroste lineární index lomu, takže by bylo těžké splnit podmínku sfázování. Z těchto 
důvodů se jednofotonové rezonanční zesílení nepoužívá.  

Analogický problém nastane s třífotonovým rezonančním zesílením, při kterém 
( )og p q rRe 0ω ω ω ω− − − →% . Přechody se odehrávají na těch samých hladinách, jako u 

jednofotonových přechodů. Lze tím sice zařídit, aby nám materiál příliš nepohlcoval čerpací 
pole, ale v maximu lineární absorpce se nyní nachází generovaná vlna, což snižuje účinnost 
interakce. 

 
Řešení nabízí dvoufotonová a ostatní „sudofotonové“ 

absorpce. Čerpací i generovaná vlna jsou mimo rezonanci a 
přesto kubická susceptibilita nabude velkých hodnot, protože 

( )ng p qRe 0ω ω ω− − →% . Přechody se odehrávají mezi stavy se 
stejnou paritou, a jsou tedy doplňkem „lichofotonovým“ 
transientním přechodům. Navíc pole v důsledku 
dvoufotonové absorpce klesá o hodně pomaleji, než tomu 
bylo u té jednofotové, a proto můžeme použít delší NL 
prostředí. Schematicky je tento proces znázorněn na obr. 36. 
Jde o vznik součtové frekvence. První dvě čerpací pole na 
frekvencích 1ω  a 2ω  jsou dvoufotonově v rezonanci 
s materiálem. Podmínky sfázování se pak docílí, pokud 
využijeme normální a anomální disperze na mezi 
rezonancemi 1 a 3. 

 
Bohužel pro velké intenzity čerpání se začne výrazně projevovat i dvoufotonová 

absorpce. Navíc se k ní připojuje tzv. Starkův posun, což je nelineární efekt spojený se 
saturací susceptibility. Jeho důsledkem je posun rezonančních frekvencí. 
  
5.4.2.2 Nekolineární sfázování 
 
 V některých případech se podmínka sfázování splňuje nekolineárně, jako tomu bylo i 
interakcí sudého řádu. V závislosti na procesu musíme splnit 4 1 2 3k k k k= ± ± ±

r r r r
, což znamená 

 
Obr. 36 – Dvoufotonové 

resonanční zesílení 
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4 4 1 1 2 2 3 3
34 1 2n s n s n s n sωω ω ωω ω ω ω= ± ± ±

r r r r . Nekolineárního sfázování se využívá  např. u 
rozdílových směšovacích procesů či u Ramanova rozptylu. 
 
5.4.2.3 Jiné metody sfázování 
 
 U jednosložkových prostředí lze podmínky sfázování nastavit hustototou prostředí, 
čehož docílíme změnou tlaku plynu resp. par. Často se tato metoda používá s fokusovanými 
čerpacími svazky a má velké uplatnění v laditelných zdrojích záření. 
 
 Jinou možností je využít směsí dvou či více plynů resp. par, čímž ovlivníme 
frekvenční závislost indexu lomu. Volba plynů se provádí s ohledem na požadovaný proces, 
přičemž minimálně jeden z nich pro něj bývá v oblasti anomální disperze. Ta však často 
mnohem užší než oblasti normální disperze, což znesnadňuje nastavení. Typické příklady 
směsí par kovů a plynů jsou např. Rb:Xe, Na:Xe, Cd:Ar, … . 
 
 Celkem dobrého sfázování lze též docílit různými geometriemi svazků. Využívá se 
kolimovaných i fokusovaných svazků.  

5.4.3 Parametrické čtyřvlnové oscilace 
 
 Parametrické čtyřvlnové směšování je typickým případem generování rozdílové 
frekvence na susceptiblitě (3)χ . Uvažujeme interakci typu 4 1 2 3ω ω ω ω= + − . Většinou se však 
přistupuje k degenerovanému případu, kdy máme dvě čerpací pole na stejné frekvenci 

1 2ω ω= . To pro tedy znamená, že 4 1 32ω ω ω= − . Rozfázování pro tuto interakci  je 

4 3 1 4 3 1
34 12 2k k k k n n nωω ωω ω ω= + − = + −∆ .  

 
 Ke sfázování a zároveň k zvetšení účinnosti interakce 
nám stačí mít k dispozici jeden stav, ze kterého je  dovolený 
jednofotonový přechod do základní hladiny, a jeden výše 
položený dvoufotonově dosažitelný stav (viz. obr. 37). Zároveň 
musí být dovolen přechod mezi těmito dvěma hladinami.  
 Podmínce sfázování tedy dostojíme díky anomální 
disperzi indexu lomu v okolí jednofotonové  rezonance. 
Musíme tedy splnit relaci 4 3 1

34 12n n nωω ωω ω ω+ = . Na šířce 
oblasti anomální disperze závisí laditelnost tohoto NL zdroje 

záření. Ladění můžeme provádět změnou koncentrace jednotlivých komponent směsi. 
V případě jednosložkových prostředí můžeme ladit frekvenci změnou tlaku.  
 

( )nmλ  Čerpací laser: Prostředí: Dvoufotonový 
přechod: 

Jednofotonová 
rezonance: 

143,5 Barvivový Hg 6s2à6s6d 1D2 6s7p 3P1 
140,1 KrF Hg 6s2à6s6d 1S0 6s7p 1P1 
130,7 KrF Hg 6s2à6s10s 1S0 6s8p 3P1 
130,1 KrF Hg 6s2à6s10s 1S0 6s7p 1P1 
125,9 KrF Hg 6s2à6s10s 1S0 6s9p 3P1 
125,0 KrF Hg 6s2à6s10s 1S0 6s9p 1P1 
117,0 Barvivový, Nd:YAG Xe 5p6à7p[1/2]0 7p[3/2]1 

Tab. 18 – Vlnové délky získané na parách rtuti 4-vlnovými parametrickými oscilacemi 

 
Obr. 37 – Schéma sfázování 
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V předchozí tabulce jsou uvedeny některé vlnové délky dosažené čtyřvlnovými 
parametrickými oscilacemi na parách rtuti a v xenonu (viz. [1], str. 173). 
 

5.4.4 Interakce vyšších lichých řádů 
 
 Kubickou susceptibilitou možnosti nelineární optiky nekončí. V praxi se využívá i 
susceptibilit vyšších řádů (n)χ , kde n=2m+1 je liché. Do hry tu vstupuje n čerpacích polí, pro 
které je třeba vyřešit soustavu vázaných rovnic. Obecný (n+1)-vlnový proces můžeme 

vystihnout výrazem pro novou frekvenci ( )1
1

n l l l

n

l
a bω ω+

=
= −∑ , kde konstanty { }0,1, 2,...,la n∈  

a { }0,...,l lb a∈  vyjadřují příspěvky různých kladných i záporných  frekvencí. Musí ale 
splňovat relaci 1 1... ...n na a b b n+ + + + + = . Tuto interakci, jejímž výsledkem je vznik nového 
pole na frekvenci 1nω + , můžeme v aproximaci rovinných vln ( ( ) 0T mE z∆ =

r
) popsat 

následující soustavou vázaných rovnic (5.37): 
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 Tato soustava popisuje vývoj polí, která se podílejí na vzniku frekvence 1nω + , proto 

pro frekvence čerpacích polí platí ( ) ( )1m n l l l m m
l m

a b a bω ω ω+
≠

= − − − 
 
 

∑ , kde { }1,...,m n∈ . 

Pro tato pole dostaneme degenerační faktory ! ! !m l l
l m

g n a b
≠

= ∏ , zatímco pro generované pole 

platí 1
1

! ! !n l l

n

l
g n a b+

=
= ∏ . A nakonec rozfázování v obecném nekolineárním případě je dáno 

zákonem zachování hybnosti ( )1
1

n l l l

n

l
k k a b k+

=
−∆ = −∑

r r r
. 

 
5.4.4.1 Obecné n-vlnové směšování 
 
 V aproximaci zadaného pole vyřešme poslední z rovnic soustavy (5.37), čímž 
dostaneme intenzitu pro obecnou  n-vlnovou interakci. Zanedbáme-li vodivost prostředí, 
dostaneme intenzitu generované vlny: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
22 2 2 (n) 2

1 1 1 0 1 1
1

sin 2
2

a b
n n n n l l n

l l
n

l
I

kL
I L g L

kL
α ω ε α χ ω+

+ + + + +
=

∆  =    ∆   
∏  (5.38) 
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5.4.4.2 Vznik n-té harmonické 
 

Uvažujme degenerovaný případ, kdy čerpáme n stejnými poli na stejné frekvenci 1ω . 
Pro vznikající frekvenci to znamená 1 1n nω ω+ =  a pro rozfázování v kolineárním uspořádání 

1 1nk k nk+∆ = − . Z toho plyne podmínka sfázování analogicky jako v předchozích případech. 
Nyní jednoduše platí, že 1a n= , 2 1... ... 0n na a b b= = = = = = . Dosaďme tedy do obecného 
vztahu (5.38) a dostaneme výraz pro intenzitu n-té harmonické v aproximaci zadaného pole: 

 

( ) ( ) ( ) 2
22 2 2 (n) 2

1 1 1 1 0 1 1 1

sin 2
2

n n
n n n

kL
I L n I n L

kL
α α ω ε χ ω ω+ + +

∆ 
= =  ∆ 

 (5.39) 

 
 Stejně jako u čtyřvlnových procesů se i zde projevuje vliv koherenční délky a 
absorpce. Konverze vyšších lichých řádů se také provádějí v plynných prostředích, parách 
kovů či kapalinách, a proto se podmínky sfázování dociluje podobnými metodami, jako jsme 
uvedli v kapitole 5.4.2. Stejně tak lze u nich využít rezonančního zesílení. 
 

 5.4.5 „Sudovlnové“ směšovací procesy v praxi 
 
 V této kapitole rozebereme praktickou realizaci interakcí lichých řádů, používaná 
nelineární prostředí, metody a problémy spojené s tímto typem konverze.   
 
5.4.5.1 UV oblast a interakce lichých řádů 
 
NUV oblast  
 
 Oblasti vlnových délek mezi 200nm až 400nm docílíme relativně nejsnáze. Nejčastěji 
se generuje 3.harmonická na pulsních infračervených laserech jako např.: Nd:YAG na 
1064nm, Nd:sklo (křemičité) na 1059nm či Nd:sklo (foforečné) na 1052nm. Dále můžeme 
použít HF, CO, CO2 a jiné lasery.  

Nejčastěji používaná NL prostředí tvoří směsi par alkalických kovů a vzácných  plynů 
(Rb:Xe, Na:Xe), vzácné a jiné plyny (He, Ne, H2, CO2, …) nebo dokonce směsi par 
alkalických a jiných kovů (Na:Mg).   
 
VUV oblast 
 
 Oblast mezi 100nm – 200nm lze pokrýt čtyřvlnovými směšovacími interakcemi, 
přičemž k tomu používáme UV lasery. Ty mohou být pulsní (Nd:YAG, KrF, …) i kontinuální 
(Ar+ laser, barvivové lasery) v závislosti na požadovaném výsledku. Pro generování jedné 
frekvence se k čerpání často používá třetí harmonická Nd:YAG laseru na 354,7nm, XeF laser 
na 353nm a jiné excimerové lasery, dusíkový laser na 337,1nm a různé kombinace těchto 
zdrojů s barvivovými lasery. Požadujeme-li laditelný zdroj VUV záření, můžeme použít 
barvivové lasery. Lze je kombinovat s ostatními zdroji jako např. s třetí harmonickou 
Nd:YAG. Do hry zde vstupují také parametrické generátory. 
 Nelineárních prostředí máme také celou řadu. Patří sem směsi par kovů a inertních 
plynů (Mg:Xe, Cd:Ar, Sr:Xe, …), plyny a jejich směsi (Xe:Ar, CO:Xe, …) či samotné páry a 
plyny (Hg, Br2, C6H6, Xe, Kr, …). Často se využívá též dvoufotonového rezonančního 
zesílení. 
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XUV oblast 
 

Krátkovlnou stranu UV spektra od 35nm do 100nm lze pokrýt nelineárními efekty 
vyšších řádů (5.harmonická, 7.harmonická, vícevlnové směšovací interakce, …), nebo 
kombinací interakcí řádů nižších. Laditelné nelineární zdroje bývají často čerpány 
barvivovými lasery v kombinaci s výkonnými neladitelnými lasery, jako např. 4. harmonická 
Nd:YAG na 266,1nm, KrF laser na 249nm, ArF laser na 193nm, … . 

Jako prostředí většinou používáme vzácné a jiné plyny (He, Ne, Ar, H2, D2, …). 
Zvýšení účinnosti se dosahuje nastavením dvoufotonové rezonance. 

Největším problémem zůstává silná absorpce v pevnolátkových prostředích pasivních 
optických prvků. Abychom se zbavili silného tlumení generované vlny na výstupním okénku, 
používáme tzv. rozdílové čerpání nebo také bezokénkové uspořádání. Tři nejpoužívanější 
bezokénkové geometrie jsou schematicky znázorněny v následujících obrázcích. 
 

V obr. 38a je zobrazena 
nejpoužívanější metoda diferen-
ciálního čerpání. Nelineární médium 
se přivádí do komory, na jejímž 
konci je díra průměru řádu 100µm. 
Na ni je čočkou zaostřen čerpací 
svazek. Plyn pak vytéká z komory 
podél osy svazku a následně je 
odčerpán vývěvou v jedné nebo 
několika následujících komorách. 
Tato geometrie dovoluje využít 
prostředí na celkem vysokých 
tlacích řádu 10kPa. Při práci se 
silně absorbujícími prostředími není 
tato metoda tou nejlepší, poněvadž 
hustota plynu podél osy svazku 
klesá relativně pomalu a dochází 
k úbytku intenzity generovaného 
pole. 

 
Metodou, jak potlačit ab-

sorpci prostředí, je přivádět NL 
médium kolmo na čerpací svazek 
(viz. obr. 38b). Plyn je veden trubicí 
skrze komoru, do které přivádíme 
nárazníkový plyn, který čerpací ani 
generované pole příliš neabsorbuje. 
Jeho tlak je o něco vyšší než tlak 
v trubici, a proto nedochází k úniku 
NL média do okolí.  

 
Velice účinná metoda je 

přivádět plyn kolmo na svazek pulsní tryskou (viz. obr. 38c). NL médium je stlačeno 
v zásobníku a vstřikováno tryskou do oblasti pásu svazku. Vývěvou se pak plyn opět 
odčerpává pryč. Výhodou je snížení absorpce v prostředí a absence nárazníkového plynu. 
V tomto uspořádání však nemůžeme pracovat s tak velkými tlaky prostředí, jako u 
předchozích dvou metod. 

 
Obr. 38a – Rozdílové čerpání (podélné) 

 
Obr. 38b – Rozdílové čerpání (příčné) 

 
Obr. 38c – Rozdílové čerpání (příčné s pulsní tryskou) 
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Měkká rentgenová oblast 
 
 Obrovských úspěchů bylo v poslední době dosaženo při generování vysokých 
harmonických ve vzácných plynech (He, Ne, Xe) s použitím krátkovlnných pulsních (fs, ps) 
excimerových laserů (KrF – 249nm, ArF – 193nm) a infračerveného Ti:safírového laseru na 
∼810nm (viz. [2], [3]). Generace se většinou provádí v geometrii s pulsní tryskou (viz. obr. 
38c). 
 

V současné době bylo už dosaženo extrémně 
vysokých harmonických (až 297). Energie 
vznikajících fotonů daleko přesahují ionizační 
energie materiálů. Virtuální hladiny elektronů se 
nacházejí vysoko ionizačním kontinuu. Atom může 
být ionizován několika procesy, které závisejí na 
intenzitě čerpání (viz. obr. 39, citace z [17] str. 450). 
Při slabém čerpání a nízkých frekvencích se uplatní 
jev multifotonové ionizace. Při větších intenzitách se 
sníží coulombická bariéra vazebního potenciálu a 
elektron může do kontinua tunelovat. Při velice 
silném čerpacím pulsu se bariéra sníží natolik, že 
vázaný stav elektronu zanikne. Jakmile se objeví 
mimo atom, je elektron urychlen polem pryč od 
atomu a dostane se tak na vyšší potenciální energii. 
Polarita pole se ale změní a elektron je urychlen zase 
zpět k rodičovskému iontu ovšem s velkou polem 
dodanou kinetickou energií 2UP, ke které se navíc 
přidá ionizační energie Eion, protože dojde 

k rekombinaci. Energie UP se nazývá ponderomotivní potenciál, pro který platí 
22

P P 0 e PU = e I 2ε m cω . Energie fotonu n-té harmonické je pak ion PE=  =E +2Uωh .  
 Při generování harmonických (3., 5., …) 
jsme pozorovali řádový pokles účinnosti konverze. 
Při HHG (high harmonic generation – generování 
vysokých harmonik) se ale elektron nachází mimo 
vázaný stav v ionizačním kontinuu, a proto je 
účinnost konverze takřka konstantní pro mnoho 
řádů interakcí. Pozoruje se typické plato účinnosti 
(viz. graf 23), jehož šířka je dána potenciálem UP  
čerpacího pole s konstantou úměrnosti α≈2-3 (viz. 
[17]). Šířku plata lze tedy volit intenzitou 
čerpacího pole či jeho frekvencí. Příklady HHG 
jsou v tab. 19d (zdroj viz. [3], str. 203-207). 
 
 

5.4.5.2 Příklady nelineárních koherentních zdrojů 
 
 V následujících tabulkách 19a až 19c (zdroj viz. [1], str. 153-155, krom *[15]) a 19d 
(viz. [3])  jsou uvedena některá nelineární prostředí, čerpací lasery, probíhající interakce a 
přibližné účinnosti konverzi pro jednotlivé oblasti ultrafialového spektra. Jde buď o čisté 
nelineární interakce (směšování, generování harmonických), nebo jejich kombinace 
(směšování vyšších harmonických) a základních frekvencí (např. ( )1 12 3ω ω+ ).  

 
Obr. 39 – Tři mechanizmy ionizace 

 
Graf 23 – Schéma spektrálního rozdělení 

intenzit vysokých harmonických 
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( )nmλ  Čerpací laser Proces Médium Sfázování Rezonanční zesílení Účinnost 

231,4 Rubínový (694,3nm) 13ω  Cs --- 2-fotonové 
6s 2S1/2 ↔ 9d 2D3/2 

--- 

211,8 Nd:sklo (1059nm) 15ω  Na Xe Nerezonanční 6 ⋅ 10-7 

200,0 Barvivový (600nm) 13ω  Na --- 2-fotonové 
3s ↔ 5s 0,08 

Tab. 19a – Generace NUV záření 
 

( )nmλ  Čerpací laser(y) Proces Médium Sfázování Rezonanční 
zesílení 

Účinnost 

207-159 Barvivový ( )1 12 2ω ω−  Xe Fokusace Nerezonanční : 10-6 

196-165 Barvivový 
Barvivový 1 22ω ω+  Sr Xe 2-fotonové (2ω1) 

5s2 1S0 ↔ 5s5d 1D2 
3 ⋅ 10-5 

177 Nd:YAG (1064nm) ( )13 2ω  Cd Ar Nerezonanční 10-4 
177 Barvivový 13ω  Br2 --- --- --- 
163 Barvivový 13ω  C6H6 --- --- --- 

160-135 Barvivový 
Barvivový 2ω1+ω2 Mg --- 2-fotonové (2ω1) 

3s2 1S0 ↔ 3s3d 1D2 
0,003 

152 Nd:YAG (1064nm) 2(3ω1)+ω1 Cd Ar Nerezonanční 10-6 

150-130 Barvivový 3ω1 NO --- 2-fotonové 
A 2Σ+ ↔ X 2Π3/2 

10-7 

147-140 Barvivový 3ω1 Xe Ar,Kr 
Fokusace Nerezonanční 10-5 

143 Barvivový 3ω1 Mg Kr 2-fotonové 
3s2 1S0 ↔ 3s3d 1D2 

10-4 

140-111 Barvivový 
Barvivový 2ω1+ω2 Zn --- 2-fotonové (2ω1) 

4s2 1S0 ↔ 4s5s 1S0 
3⋅10-7 

130-118 Nd:YAG (1064nm) 
Param.gen. (4ω1)+2ωPG Xe Fokusace Nerezonanční 10-7 

127 Barv. (431nm) 
XeCl (308nm) 2ω1+ω2 Mg --- 2-fotonové 

3s2 1S0 ↔ 3s3d 1D2 
∼10-4 

123,5-110 Barvivový 2(2ω1)+ω1 Kr Fokusace Nerezonanční ∼10-7 

121,6 Barv (310,4nm) 
Barv. (560nm) 2ω1+ω2 Be --- 2-fotonové 

2s2 1S0 ↔ 2s3s 1D 3⋅10-7 

118,2 Nd:YAG (1064nm) 3(3ω1) Xe Ar Nerezonanční 0,002 
117 XeF (353nm) 3ω1 Xe Fokusace Nerezonanční 10-4 

115,9- 
-114,2 

Barvivový 
Barvivový 2ω1+ω2 CO Xe 2-fotonové (2ω1) 

X 1Σ+ ↔ A 1Π 
--- 

115 Barv. (432nm) 
KrF (249nm) 2ω1+ω2 Mg Xe 2-fotonové 

3s2 1S0 ↔ 3s3d 1D2 
∼10-4 

112,4 N2 (337,1nm) 3ω1 Kr Fokusace Nerezonanční 10-6 

111-106 Barvivový 
Barvivový 2ω1+ω2 Zn --- 2-fotonové (2ω1) 

4s2 1S0 ↔ 4s6s 1S0 
10-8 

106,8- 
-106,1 Barvivový 3ω1 Xe Fokusace Nerezonanční 10-6 

106 Barv. (318nm) 3ω1 Xe --- Nerezonanční 10-6 
102,6 XeCl (308nm) 3ω1 Ar, Kr --- Nerezonanční 10-8 

101,5 Barvivový 
Nd:YAG (1064nm) 2ω1+ω2 Xe --- 2-fotonové 10-5 

Tab. 19b – Generace VUV záření 
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λ (nm): Čerpací laser(y): Proces: Médium: Rezonanční zesílení: Účinnost: 
101-73 Barvivový 2(2ω1)+ω1 Ar 2-fotonové --- 

97,2 Barvivový (486nm) 2(2ω1)+ω1 H 2-fotonové 10-9 
93,0 Barvivový (279nm) 3ω1 Hg 2-fotonové --- 
88,7 Nd:YAG 3(4ω1) Ar, H, Ne --- --- 
83,0 KrF (249nm) 3ω1 Xe 2-fotonové 10-8 
82,8* KrF (248,5nm) 3ω1 Ar 2-fotonové 0,007 

79,0 ArF (193nm) 
Barvivový (436nm) 2ω1+ω2 H2 --- --- 

76,0 Nd:YAG (1064nm) 4(4ω1)-(2ω1) He, Ne --- --- 
71,0 Nd:YAG (1064nm) 4(4ω1)-ω1 He, Ne --- --- 
64,3 ArF (193nm) 3ω1 H2, D2 2-fotonové 10-6 
62,6 Nd:YAG (1064nm) 4(4ω1)+ω1 He, Ne --- --- 
57,0 Xe2 (171nm) 3ω1 Ar 2-fotonové --- 
53,2 Nd:YAG (1064nm) 5(4ω1) He, Ne --- 10-5 
49,8 KrF (249nm) 5ω1 He, Xe 2-fotonové --- 
38,6 ArF (193nm) 5ω1 He --- --- 
38,0 Nd:YAG (1064nm) 7(4ω1) He --- 10-6 
35,5 KrF (249nm) 7ω1 He --- 3⋅10-11 

Tab. 19c – Generace XUV záření 
 

λ (nm) Čerpací laser Proces Médium Účinnost Pozn. 
(τPUMP, IPUMP) 

15,0 Barvivový (616nm) 41ω1 He --- 800fs 
14,6 KrF (248nm) 17ω1 Ne ∼10-8 ∼1015W/cm2 

11,7 Nd:sklo (1052nm) 45(2ω1) He --- 600fs 
7,5 Nd:sklo (1052nm) 141ω1 He --- --- 
6,7 KrF (248nm) 37ω1 He ---  ∼1017W/cm2,380fs 
5,2 Ti:safír (∼810nm) 155ω1 Ne --- ∼1015W/cm2,25fs 

3,6 Ti:safír (∼810nm) 221ω1 He --- ∼1015W/cm2,25fs 

2,7 Ti:safír (∼810nm) 297ω1 He --- ∼1015W/cm2,25fs 

Tab. 19d – Generace měkkého RTG záření 
 
5.4.5.3 Problémy spojené s interakcemi lichého řádu 
 
 Stejně jako u třívlnových interakcí se při generování lichých harmonických a ostatních 
směšovacích procesech setkáváme s řadou nesnází, které snižují účinnost už tak slabých 
konverzí. 
 
Rozfázování 
 
 U těchto interakcí se potýkáme s podmínkou sfázování. Pokud se nám ji pomocí výše 
uvedených metod podaří nastavit, stále nemáme jistotu, že ji v průběhu generace udržíme. 
Velmi často dochází k porušení sfázování v důsledku příliš silného čerpání. Vinu nese tzv. 
optický Kerrův jev, o kterém už jsme se zmínili. Lze ho jednoduše odvodit ze vztahu pro 
kubickou polarizaci „běžící“ na frekvenci čerpacího pole: 
 

( ) ( ) ( )
(3)
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0 2(1)

0

31
4 1
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c

χ
χ

χ ε
= + + ⇒ = +

+
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 Jeho důsledkem však není jen porušení podmínky sfázování. Jsou s ním spojeny dva 
další parazitní efekty. Silný gaussovský svazek si díky svému příčnému rozložení intenzity 
sám vytvoří čočku (spojka 2 0n > , rozptylka 2 0n < ) a sám se na ní fokusuje. Tomu říkáme 
samofokusace, jenž může být zodpovědná za propálení prostředí. U plynných médií to však 
není tak kritické. Navíc v důsledku různých optických drah deformujícího se svazku dochází 
k samomodulaci fáze.  
 
 Rozfázování může být způsobeno i tzv. Starkovým posunem. Je-li čerpání silné, dojde 
díky absorpci ke změně obsazení energetických stavů prostředí. V saturujícím tenzoru 
susceptibility se to projeví posunem rezonančních frekvencí. 
 
Absorpce 
 
 Největší potíží zůstává absorpce. Pokud bude frekvence čerpacího či generovaného 
pole blízká rezonanci, je pravděpodobnost pohlcení fotonu největší.  

U generovaného záření se setkáváme nejčastěji s lineární absorpcí mezi stavy 
prostředí. Pro krátké vlnové délky může dokonce dojít i k ionizaci NL média. Zeslabení vlivu 
lineární absorpce by vyžadovalo zkrácení aktivní délky prostředí a zvýšení čerpací intenzity. 

Čerpací pole bývá většinou pohlcováno v důsledku dvoufotonové absorpce, které 
navíc často využíváme k rezonačnímu zesílení. Musíme proto dát pozor na to, aby rezonanční 
zesílení v konečném výsledku nebylo slabší než absorpce. Pak by nemělo smysl ho využívat. 
Zeslabení vlivu dvoufotonové absorpce naopak vyžaduje nižší intenzity. Při silném čerpání 
dochází navíc k tzv. saturaci susceptibility, kdy se podstatně změní rozložení elektronů 
v hladinách. To samozřejmě ovlivňuje účinnost procesu. 
 
Dielektrický průraz 
 
 Při velkých intenzitách či silné fokusaci může dojít k průrazu dielektrika, což je 
příčinou dalšího rozfázování a ztráty výkonu. 
 

5.4.6 Stimulovaný Ramanův rozptyl (SRS) 
 
 Poslední efekt, o kterém se v rámci nelineární optiky zmíníme je tzv. spontánní 
Ramanův rozptyl a stimulovaný Ramanův rozptyl, který se řadí do kategorie čtyřvlnových 
interakcí.  
 
5.4.6.1 Spontánní Ramanův rozptyl 
 
 Mějme atom nebo molekulu, přičemž známe jejich vázané stavy. Klasicky si můžeme 
představit, že elektron v atomu či jádra molekuly kmitají v nějakém vazebním potenciálu. 
V důsledku jejich kmitů vzniká pole, které označme jako ( )t

r
O . Dosud jsme předpokládali, že 

polarizace na těchto vibracích nezávisí, což znamená, že jsou oscilace malé a harmonické. 
Pokud připustíme anharmonicitu vlastních kmitů, musíme susceptibility rozvinout podle pole 
vibrací. Proveďme tedy rozvoj do prvního řádu (5.41): 
 

(1) (2)
(1) (2) (1) (2)

i j j k j j k ijk j k j k lij
j j

k
0 0

ik ikl
ij ij... ...o o o o o o

χ χ
ε χ ε χ ε χ ε ε χ ε

= =

∂ ∂
= + + = + + + + =

∂ ∂r r
O O

P E E E E O E E E OE E
O O

 

(1) R (2) HR (1) R (2) HR
j j k j k j kij ij ijk k kl i i i iij ... ...o o o o lε χ ε χ ε χ ε χ= + + + + = + + + +E O E E E O E E P P P P  
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 První člen je zodpovědný za lineární polarizaci, druhý člen za Ramanův rozptyl, třetí 
za kvadratickou polarizaci a poslední za hyper-Ramanův rozptyl. Zaměříme se na Ramanův 
rozptyl daný tenzorem Rχ

t . 
Vezměme pole ve tvaru ( ) ( ){ }0exp . . 2t E i t c cω= − +

r r
E  

a ( ) ( ){ }Vexp . . 2t O i t c cω= − +
r r

O . Pak po dosazení zjistíme, že 

„ramanovská“ polarizace Rr
P  běží na frekvencích posunutých 

o Vω . V prostředí se objeví tzv. stokesovská složka polarizace 
na S 0 Vω ω ω= −  a antistokesovská složka na AS 0 Vω ω ω= + . 
Říkáme, že Ramanův rozptyl je neelastický, protože se mění 
energie dopadajícího fotonu. Vznik fotonu je spojen 
s přechodem elektronu mezi stavy se stejnou paritou, který se 
děje dvoufotonově. Tyto hladiny jsou v rovnováze obsazeny 
dle Maxwell-Boltzmannova rozdělení, a proto je 
antistokesovský posun menší oproti stokesovskému. 
Abychom zesílili antistokesovskou složku, musíme prostředí 
načerpat.  

 
 

5.4.6.2 Stimulovaný Ramanův rozptyl 
 
 Ramanův rozptyl můžeme stimulovat vnějším polem. Nechť dvousložkové pole 

( ) ( )( ) ( )( ){ }1 1 1 2 2 2, exp exp . . 2z t E i t k z E i t k z c cω ω= − − + − − +
r r r
E  dopadá na ramanovské 
prostředí. Toto pole nutí kmitat elektrony (molekuly) na své frekvenci, což můžeme popsat 
pohybovou rovnicí pro pole ( ),z tO : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
V

, 1, , , ,R
O

z t
z t z t z t grad P z t t

m mN
γ ω+ + = = ⋅r

r
r r r rr&& & F

O O O E  (5.42) 

 
Kde m je hmotnost elektronu (jádra) a N je hustota ramanovských dipólů. Na pravé straně 
rovnice stojí vynucující síla, jež je rovna gradientu potenciální energie ramanovského dipólu 
ve vnějším poli. Hustota polarizace je R( , ) ( , ) ( , )R

oz t z t z tε χ=
rr rt

P O E .  
 
 V dalších úvahách zanedbejme vektorovou povahu problému a počítejme jen 
s amplitudami. Nasaďme řešení ve tvaru  ( ) ( ) ( ){ }, exp . . 2z t z i t c cω− +=O O . Na pravé straně 
(5.42) dostaneme kombinace frekvencí pole, podobně jako u třívlnových procesů. Budeme-li 
předpokládat, že frekvence vstupující dvousložkové vlny jsou mnohem větší než Vω , tak 
nejblíže rezonanci Vω  bude rozdílová frekvence, která bude mít na elektron největší vliv. 
Proto položme 2 1ω ω ω= − . Zanedbejme ostatní zdrojové členy na pravé straně rovnice. 
Řešením pohybové rovnice tedy je pole ( ) ( ) ( ){ }V, exp . . 2z t z i t c cω− +=O O , kde 

( ) ( ) ( )( )2 1 2 1 2 1
* expz K E E i k k zω ω= − −O , přičemž ( ) ( )( ) 1R 2 2

0 VK mN iω ε χ ω ω ωγ
−

= − − .   
 

Předpokládejme, že 2 Lω ω= , 1 1Sω ω=  jsou frekvence laseru a první stokesovské 
složky. Pak V 2 1ω ω ω= − . Polarizace při stimulovaném Ramanově rozptylu je (5.43): 

 

 
Obr. 40 – Stokesovská a 
antistokesovská složka 
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( )( ){ ( )( )2 2R SRS
0 1 2 1 1 2 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) exp expSRS

oz t z t z t E E i t k z E E i t k zε χ ε χ ω ω= = − − − + − − +P O E

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) }2 2
1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2
* *exp 2 2 exp 2 2 . .E E i t k k z E E i t k k z c cω ω ω ω+ − − − − − − − − − +  

 
Kde susceptibilita v rezonanci je ( ) ( )2SRS R R

2 1 0 V4 4K i mNχ χ ω ω ε χ ω γ= − = . Jednotlivé 
členy představují jednotlivé procesy. První člen souvisí s první stokesovskou složkou na 
frekvenci 1 1Sω ω= , druhý reprezentuje polarizaci od čerpacího laseru na 2 Lω ω= , třetí 
zastupuje první antistokesovskou složku na 3 1AS 2 1 2 V2ω ω ω ω ω ω= = − = +  a poslední čtvrtý 
člen odpovídá druhé stokesovské komponentě na 0 2S 1 2 1 V2ω ω ω ω ω ω= = − = − . 
 
 Protože pole laseru a první stokesovské složky je svázáno relací V 2 1ω ω ω= − , je 
rozumné pro ně sestavit soustavu vázaných rovnic, ve které budou figurovat příslušné 
polarizace. Dostaneme: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 2SRS
1 1 1 1 1 1 0 1 2z E z E z i E z E zα σ α ω ε χ∂ = − −  (5.44a) 

( ) ( ) ( ) ( ) 2SRS
2 2 2 2 2 2 0 2 1z E z E z i E z E zα σ α ω ε χ∂ = − +  (5.44b) 

 
Kde 4m mα µ ε= . Jako už tradičně použijeme pro řešení této soustavy aproximaci zadaného 
pole. Položme tedy ( )2 0z E z∂ = . Intenzitu stokesovské složky dostaneme jednoduchou 
integrací z (5.44a): 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )SRS
1 1 1 2 1 0 2 1 1 10 exp 4 0 expI I Iz i I z g l zα α ω ε χ α σ= − − = −  (5.45a) 

 
 Konstanta g je analogií zisku prostředí při čerpání, zatímco l reprezentuje ztráty. Vztah 
(5.45) určuje práh stimulovaného Ramanova rozptylu. Pokud 1g l> , pak dojde k emisi 
koherentního záření, ale pro 1g l<  zůstaneme pod prahem a prostředí bude zářit jen 
spontánně. Platí: 
 

( )22 R
1 2 1 0

1 2
V

g I
mN

α α ω ε χ

ω γ
=  (5.45b) 

 
 Pro antistokesovskou složku můžeme také sestavit diferenciální rovnici, která zní 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )SRS 2
3 3 3 3 3 3 0 1 2 3 2 1

* exp 2z E z E z i E z E z i k k k zα σ α ω ε χ∂ = − + − − + . Z jejího řešení 
v aproximaci zadaného pole se dostaneme k intenzitě a podmínce sfázování. Zanedbejme 
ztráty 3 0σ = . Pak: 
 

( ) ( ) 2

2 21
3 3 1

3

sin 2
2

L
kL

I g I L
kL

α
α

∆ 
=  ∆ 

 (5.46) 
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Kde dochází ke konverzi 3 2 12ω ω ω= − . Ziskový koeficient 3g  je analogický s tím ze vztahu 
(5.45b). Rozfázování je dáno ( )3 2 12k k k k∆ = − − . Dokonalé splnění podmínky sfázování 
vyžaduje nastavit 3 2 12k k k= − .  

Často se ale používá nekolineární sfázování, které umožňuje prostorově oddělit 
stokesovské a antistokesovské  složky, protože platí 3 2 12k k k= −

r r r
 při generování 

anstistokesovské a 0 1 22k k k= −
r r r

 při vzniku druhé stokesovské složky. Použitá geometrie je 
v obr. 41. 

 

  
Obr. 41a – Sfázování pro první 

antistokesovskou složku 
Obr. 41b – Sfázování pro první stokesovskou 

složku 
 
5.4.6.3 Příklady ramanovských kohererentních zdrojů 
 
 V následujících tabulkách si uvedeme některé zdroje koherentního záření v UV oblasti 
založené na stimulovaném Ramanově rozptylu. Dle způsobu čerpání můžeme získat laditelné 
i neladitelné zdroje. 
 
Laditelné ramanovské zdroje 
 
 Čerpáme-li ramanovské prostředí laditelnými barvivovými lasery (rhodaminový, 
flouresceinový) ve viditelné či NUV oblasti , můžeme posunout jejich rozsah laditelnosti do 
UV oblasti. Ramanův posun ve vodíku (H2 - 1 14155cmλ− −∆ = ) pro některé barvivové čerpací 
lasery je v následující tabulce  (viz. [1], str. 188). 
 

Ramanovská 
složka: 

Rhodamin B 
( )SRS nmλ  

Rhodamin 6G 
( )SRS nmλ  

Rhodamin 6G 
2.harm, ( )SRS nmλ  

Fluorescein 27 
( )SRS nmλ  

AS (13) --- --- --- 138 
AS (12) --- --- --- 146 
AS (11) --- --- --- 156 
AS (10) --- --- --- 167 
AS (9) --- --- --- 179 
AS (8) 196,9-200,4 --- --- 194 
AS (7) 214,4-218,6 194,5-198,1 --- 211 
AS (6) 235,4-240,4 211,6-215,9 --- 231 
AS (5) 261,0-267,1 256,7-263,0 --- 256 
AS (4) 292,7-300,4 287,3-295,3 188,7-195,7 286 
AS (3) 332,2-343,3 326,3-336,6 204,8-213,0 325 
AS (2) --- 377,5-391,4 223,8-233,7 376 
AS (1) --- --- 246,8-258,8 --- 
Laser: 570,0-600,0 550,0-580,0 275,0-290,0 548 
S (1) --- --- 310,5-329,7 --- 

Tab. 20 – Stimulovaný Ramanův rozptyl v H2 pro barvivové čerpací lasery 
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Neladitelné ramanovské zdroje 
 
 Čerpání ramanovských prostředí nyní realizujeme laserem na pevné frekvenci. 
V následující tabulce je přehled některých takových zdrojů (viz. [1], str. 186-187). 
 

Laser ( )L nmλ : Prostředí ( )1 1cmλ − −∆ : Proces: Gen. vlnová délka ( )SRS nmλ : 

ArF (193,4nm) H2 (4155cm-1) AS (5) 138,0 
  AS (4) 146,4 
  AS (3) 155,8 
  AS (2) 166,6 
  AS (1) 179,0 
  S (1) 210,3 
 D2 (2991cm-1) AS (2) 173,3 
  AS (1) 182,8 
  S (1) 205,3 
  S (2) 218,7 
 Tekutý N2 (2326cm-1) S (1) 202,5 
  S (2) 212,5 

KrCl (222,9nm) H2 (4155cm-1) AS (1) 204,0 
 D2 (2991cm-1) AS (1) 209,0 

KrF (248,4nm) H2 (4155cm-1) AS (2) 205,9 
 CH4 (2916cm-1) AS (2) 217,0 

Tab. 21 – Stimulovaný Ramanův rozptyl v některých prostředí čerpaný  
lasery na fixní frekvenci 

 
5.4.6.4 Antistokesovský ramanovský laser (ASRL) 
 
 Nabízí se zvážit možnost, zda by nebylo možné na Ramanově rozptylu postavit laser. 
Odpověď je ano. Důležité je mít prostředí, jehož vyšší stav je načerpán. Necháme-li na toto 
prostředí dopadat čerpací svazek blízký rezonanci s dalším vyšším stavem, budou elektrony 
dvoufotonově přecházet do nižšího stavu se stejnou paritou a dojde antistokesovskému 
posunu původní čerpací frekvence.  
 
 Typickým příkladem pro UV oblast je tantalový (Tl) laser. Původní molekulu TlCl 
rozštěpíme pomocí fotolýzy. Většinou k tomu používáme nějaký krátkovlnný laser (KrF, ArF, 
…). Tantalový atom však zůstane nějakou dobu v excitovaném stavu 6p 2P3/2, což je vyšší 
hladina spinorbitálně rozštěpeného základního termu. Jednofotonový přechod do základního 
stavu 6p 2P1/2 není dovolen kvůli výběrovým pravidlům. Necháme-li na takto připravené 
prostředí dopadat čerpací svazek, jehož frekvence je blízká jednofotonové  rezonanci            
6p 2P3/2 ↔ 7s 2S1/2, může dojít k dvoufotonovému přechodu do základního stavu 6p 2P1/2  přes  
hladinu 7s 2S1/2 a navíc k resonančnímu zesílení. Frekvence původní vlny se tedy 
antistokesovsky posune. V následující tabulce jsou některé příklady (viz. [1], str. 190): 
 

Zářící atom,  
původní molekula: 

( )ASRL nmλ  ( )PUMP nmλ  Přechod: Fotolýza: 

Tl (TlCl) 376-378 532-535 6p 2P3/2 → 7s 2S1/2 → 6p 2P1/2 KrF (248nm) 
 376 532 6p 2P3/2 → 7s 2S1/2 → 6p 2P1/2 ArF (193nm) 
 278 355 6p 2P3/2 → 6d 2D3/2 → 6p 2P1/2 ArF (193nm) 

I (NaI) 178 206 5p 2P3/2 → 6s 2P3/2 → 5p 2P1/2 KrF (248nm) 
Br (NaBr) 149 157 4p 2P3/2 → 5s 2P3/2 → 5p 2P1/2 KrF (248nm) 

Tab. 22 – Příklady antistokesovských ramanovských laserů 
 



 116

6. FEL – Laser na volných elektronech  
 
 
 
 

6.1 Úvod 
 
 Při zkoumání vlastností materiálů při interakci se zářením, potřebujeme stále kratší 
vlnové délky a vyšší výkony. Přímé laserové a nelineární koherentní zdroje krátkovlnného 
záření mají svá omezení a pro velice krátké vlnové délky jsou málo účinné.  
 

Nabízí se využít záření relativistického elektronu při změně jeho hybnosti. To je 
základ laseru na volných elektronech.  Energie elektronů či „prudkost“ změny jejich hybnosti 
je určující pro vlnovou délku vznikajícího záření. FEL poskytuje širokou oblast laditelnosti 
v XUV a blízké RTG oblasti. Navíc je schopen generovat pulsy obrovských špičkových 
výkonů.  

 
K jeho funkci potřebujeme nejprve vytvořit oblak elektronů v injektoru. Tyto 

elektrony dále urychlíme v lineárním urychlovači. Následně upravíme některé vlastnosti 
oblaku v kolimátoru a jiných zařízeních. Vlastní proces generování krátkovlného záření se 
děje v tzv. undulátoru. Někdy se používá i tzv. wiggleru. Konstrukční detaily probereme n 
následujících kapitolách. Nyní se zaměříme na undulátor a jeho záření. 
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6.2 Fyzikální podstata FEL 
 
 V této kapitole se seznámíme se základním fyzikálním principem undulátoru, 
vlastnostmi generovaného svazku a režimy, ve kterých FEL může pracovat (viz. [7]).  
 

6.2.1 Vlnová délka generovaného záření 
  
 Undulátor je tvořen sérií silných permanentních magnetů orientovaných opačnými 
póly proti sobě (viz. obr. 42). V takovém poli je pohybující se elektron vychylován ze své 
původní trajektorie a v důsledku změny hybnosti září.  
 
6.2.1.1 Magnetické pole v undulátoru 
 

 
Obr. 42 – Princip undulátoru 

 
 Z obecné řešení  Maxwellových rovnic v prázdném undulátoru dostaneme tvar pole 
v něm. Platí, že 0B∇ × =

r
 a 0B∇ ⋅ =

r
.  Z toho dostaneme, že 0B∆ =

r
. Můžeme předpokládat, 

že je pole magnetů periodické ve směru osy z s periodou Uλ . Zaveďme tedy vlnový vektor 
2U Uk π λ= . Pole undulátoru tedy je: 

 
0xB =  (6.1a) 

( ) ( )0 cosh siny U UB B k y k z=  (6.1b) 

( ) ( )0 sinh cosz U UB B k y k z=  (6.1c) 
 
 Pokud budeme uvažovat válcový undulátor, pak z Maxwellových rovnic dostaneme 
výraz pro pole v něm: 
 

( ) ( ) ( )( )0 cos , sin , 0U UB z B k z k z= −
r

 (6.2) 
 
6.2.1.2 Záření elektronu v 1D undulátorovém poli 

 
Uvažujme nyní jen pole na ose, které je pro y=0 rovno ( ) ( )( )0 0, sin , 0UB z B k z=

r
. 

V tomto poli na elektron o rychlosti vr  působí Lorentzova síla eF ev B m vγ= − × =
r rr r& , kde pro 

relativistický faktor platí ( ) 1 22 21 v cγ
−

= −  a me je klidová hmotnost elektronu. Vyřešíme-li 

tuto pohybovou rovnici, dostaneme x souřadnici elektronu ( ) ( )sin U U zx z Kc k z k vγ= − , kde  
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undulátorový parametr 0 e UK eB m ck= . Vychýlení 
elektronu od jeho původní osy jsou  řádově mikrometry 
v závislosti na jeho rychlosti. Foton který vznikne v bodě 
A putuje po ose do bodu B rychlostí světla, zatímco 
elektron z tohoto místa letí po sinusové trajektorii 
rychlostí v. Aby foton, který vznikne v B byl ve fázi 

s tím, co vznikl v A, musí platit »2c AB v AB cλ = − . To znamená, že se elektron může za 
fotonem z místa A zpozdit o jednu půlperiodu. S předpokladem malých výchylek můžeme 
integrací přibližně spočítat délku »AB . Uvažujeme-li hodně relativistický elektron, kdy 1γ ? , 
pak vlnová délka generovaného světla vychází: 

 
2

2

2
4U

K
λ λ

γ
+

= , 0 e UK eB m ck=  (6.3) 

 
 Dostali jsme základní vlnovou délku generovaného záření pro jednorozměrný případ. 
Pokud bychom vyřešili dvourozměrnou situaci, objevili bychom i vyšší liché harmonické od 
základní frekvence. Intenzity těchto modů jsou však řádově menší. 
 
 Pro další potřebu budeme ještě potřebovat znát podélnou rychlost elektronů 
v undulátoru. Rychlost ve směru x je dána vztahem ( ) ( ) ( )cosx Uv z x z cK k z γ= = −& . Zavádí se 
ekvivalent rychlosti v cβ =  a platí 2 2 2 21 x y zγ β β β−− = + + . Protože 0y yv cβ = =  a 1γ ? , 

dostaneme po úpravách, že ( )( )2 2 21 2 cos 2 4z UK K k zβ γ= − + + . Rychle oscilující kosinový 
člen můžeme vystředovat na nulu a dostaneme:  

  
( )2 21 2 4z Kβ γ= − +  (6.4) 

 

6.2.2 Intenzita generovaného záření 
 
 Spočítat intenzitu vznikajícího záření je i v jednorozměrném případě celkem obtížné. 
Pokud bychom chtěli popsat problém v 3D případě, museli bychom přistoupit k počítačovému 
modelování. 
 
6.2.2.1 Samozesílení generovaného záření 
 
 Z lineárního urychlovače vstoupí do undulátoru oblak elektronů tzv. bunch, které 
v silném magnetickém poli září na vlnové délce λ . Bohužel každý elektron září samostatně, 
v prvním přiblížení neovlivněn ostatními elektrony. Říkáme, že září nekoherentně a intenzita 
generovaného pole je úměrná jejich počtu (N). Důvodem nekoherence je délka elektronového 
oblaku, která je mnohem větší, než vlnová délka vznikajícího záření. 
 
 Vznikající pole má však schopnost měnit nábojovou hustotu v elektronovém oblaku. 
Je-li generované pole dostatečně silné, mohou se elektrony rozmístit do mnohem meších 
obláčků tzv. micro-bunches (viz. obr. 44). Takto přeskupený bunch je schopen zářit na 
mnohem vyšších intenzitách díky rostoucí koherenci. V ideálním případě, kde je korelační 
koeficient roven jedné, by intenzita generovaného světla byla úměrná kvadrátu počtu 
elektronů (N2). Vznikající pole vlastně zesiluje samo sebe tím, že přeskupuje prostorové 

 
Obr. 43 – Kmity elektronu 
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rozložení náboje. V porovnání s tradičními lasery můžeme říci, že vlastně dochází ke 
stimulované emisi, protože fotony vznikají koherentně. To je podstata tzv. SASE-FEL (Self-
amplified spontaneous emission FEL). Rozdíl mezi spontánně zářícím homogenním oblakem 
a koherentně zářícím přeskupeným bunchem je v zisku, který u SASE-FEL saturuje po 
jednom průchodu undulátorem. 
 

 
Obr. 44 – Rozpad oblaku (micro-bunching) 

 
6.2.2.2 FEL s nízkým ziskem 
 
Přenos energie mezi vnějším polem a oblakem elektronů 
 
 Prvním krokem k pochopení přeskupení elektronů (micro-bunching) je přenos energie 
mezi vnějším polem a elektronovým oblakem. Předpokládejme, že vstupující pole má tvar 
rovinné vlny s vlnovým vektorem Fk , která je polarizovaná ve směru oscilací elektronů 

( ) ( )( ){ }, exp . . 2x x Fz t e i t k z c cω= − − +
r r
E E . Síla působící na elektron krát jeho rychlost udává 
výkon, který pole elektronu předává. Tedy (6.5): 
 

( ) ( ) ( )( ){ } ( ), exp . . cos 2x x x F U
dE e z t v z ecK e i t k z c c k z
dt

ω γ= − ⋅ = − − + =
r r rE E  

( )( ) ( )( ){ }0 0cos cos
2

x
F U F U

ecK
t k k z t k k zω ψ ω ψ

γ
= − + − + − − − ≈

E

( )( ) 2
0cos

2
x

F U e

ecK dk k z t m c
dt
γ

ω ψ
γ

≈ + − + =
E

 

 
Druhý kosinus osciluje s prostorovou souřadnicí rychleji než ten první, a proto ho 

vystředujme na nulu. Zavádí se tzv. „ponderomotivní fáze“, pro kterou platí: 
 

( ) ( ) 0, F Uz t k k z tψ ω ψ= + − +  (6.6) 
 
 Protože práci koná pole, tak musíme znaménko výkonu vztáhnout k němu. Pokud 
bude výkon 0td E <  záporný, tak se energie přelévá z elektronového oblaku do pole. Pro 

0td E >  je to opačně. Protože ( )cos 0 2 2 3 2 2m mψ π π ψ π π< ⇔ + < < +  pro m ∈ ¢ , probíhá 
přelévání energie z oblaku do pole s periodou 2π . Pokud F Uk k? , tak vzdálenost míst, kde 
je přenášený výkon záporný, je rovna právě vlnové délce pole λ . 
 
 Učiníme-li předpoklad, že je fáze v undulátoru ( ), .z t konstψ = , bude platit, že 

( ), 0td z tψ = . Kombinací vztahů (6.6) a (6.4) s podmínkou, že F Uk k? , dostaneme vztah pro 
takovou energii elektronů, aby bylo generované pole a vstupující pole v rezonanci: 
 

( )( )1 222 4R F UK k kγ = +  (6.7) 
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 Pokud generované pole a vstupující pole budou v rezonanci, tak ponderomotivní fáze 
bude konstantní. Rozdělení elektronů pak bude homogenní, a proto polovina z nich bude 
energii vnějšímu poli dodávat a ta druhá ji bude zase odebírat. Ve výsledku k žádnému 
zesílení vnějšího pole nedojde. Jiná situace nastane i při malém rozladění. FEL lze tedy použít 
jako zesilovače vnějšího pole. 
 
Kyvadlové rovnice 
 
 Zaveďme novou proměnnou, která bude popisuvat rozladění energií elektronů 
od rezonance: 
   

( )R Rη γ γ γ= −  (6.8) 
 

Úpravami dojdeme k soustavě diferenciálních tzv. kyvadlových rovnic, které popisují 
vývoj ponderomotivní fáze a energetického rozladění v závislosti na souřadnici z 
v undulátoru: 
 

( ) ( )2 U

z

d z k
z

dz
ψ

η
β

=  (6.9a) 

( ) ( )( )2 2

ˆ
cos

2
x

e z R

eKd z
z

dz m c
η

ψ
β γ

=
E

 (6.9b) 

2 2

0 12 2
ˆ

4 2 4 2
K KK K J J

K K
    

= −    + +    
 (6.9c) 

 
Kde K̂  je undulátorový parametr opravený na oscilace podélné rychlosti zβ , které jsme 
původně vystředovali na nulu. J0 a J1 jsou Besselovy funkce. 
 
 Řešení soustavy (6.9) je složité a vede k eliptickým funkcím. Pokud bude počáteční 
hodnota rozladění ( ) 0zη > , tak dojde k přelévání energie z oblaku do vstupujícího pole. 
V opačném případě bude pole pohlcováno elektrony.  
 
6.2.2.3 FEL s vysokým ziskem 
 
Vlnová rovnice se zdrojovým členem 
 
 Jedním způsobem, kterým se dostaneme k intenzitě vznikajícího undulátorového 
záření, je vyřešit vlnovou rovnici pro pole se zdrojovým členem, při které nám vznikající pole 
bude zpětně ovlivňovat hustotu náboje a proudu. Tedy pro jednorozměrný případ: 
  

( ) ( ) ( )
2 2

02 2 2
0

,1 1, ,
j z t

z t z t
tz c t

µ ρ
ε

∂ ∂ ∂
− = ∇  ∂∂ ∂ 

+
r

r
r

E  (6.10) 

 
Kde ( ),z tj

r
 je proudová hustota a ( ),z tρ  je nábojová hustota oblaku.  

 
Rozložme pole na transverzální (kolmou) a longitudální (podélnou) složku 

( ) ( ) ( ), , ,x x z zz t e z t e z t= +
r r r
E E E , ve směrech os x a z. Kolmá složka popisuje vznikající pole, 
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zatímco podélná komponenta zahrnuje coulombovskou repulsivní interakci. Nyní se můžeme 
na jednotlivé složky zaměřit jednotlivě. 

 
 Stejně tak rozložme proudovou hustotu ( ) ( ) ( ), , ,x x z zz t j z t j z tj e e= +

r r r  a gradient 
nábojové hustoty ( ) ( ), ,z zz t z teρ ρ∇ = ∂

r r . 
 
Prostorový náboj a proudová hustota 
 
 V předchozí kapitole jsme počítali, jak si pole mění energii s elektronovým bunchem a 
naopak. Dospěli jsme k ponderomotivní fázi ( ) ( ) 0, Uz t k k z tψ ω ψ= + − + , která moduluje 
předávaný výkon. Můžeme předpokládat, že se nábojová hustota ( ),z tρ  bude chovat 
podobně. Protože proudová hustota ( ) ( ) ( ), ,x xz t z tj v z ρ=  a ( ) ( ) ( ), ,z zz t z tj v z ρ= , bude 
platit: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1, exp ,z t z z i z tρ ρ ρ ψ= +  (6.11a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ, , , cosx z x z Uj z t j z t v z c j z t K k z γ≈ = −  (6.11b) 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1, exp ,zj z t j z j z i z tψ= +  (6.11c) 
 
Kde ( )0 zρ , ( )0j z  jsou rovnovážné nábojové a proudové hustoty a ( )1 zρ , ( )1j z  jsou 
amplitudy jejich oscilací.  
 
Příčné a podélné pole 
 
 Řekli jsme, že příčná složka pole ( ),z t

r
E  reprezentuje vznikající vlnu a ta podélná 

komponenta zodpovídá za repulsivní coulombickou interakci, proto nasaďme řešení ve tvaru: 
 

( ) ( ) ( )( ), , expx xz t E z t i t kzω= − −E  (6.12a) 

( ) ( ) ( )( ), , exp ,z zz t E z t i z tψ=E  (6.12b) 
 
 Pole (6.12a) dosaďme do vlnové rovnice (6.10) a druhou vlnu (6.12b) do druhé 
Maxwellovy rovnice (2.2b) - tB j D∇ × = + ∂

r rr
. Tedy: 

 
( ) ( ) ( )2 2 2

0, , ,z x t x t xz t c z t j z tµ−∂ − ∂ = ∂E E  (6.13a) 

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0, , , ,x y y x t z zr t r t z t j z tε µ µ∂ − ∂ − ∂ =
r r

B B E  (6.13b) 
 
 Spočteme-li jednotlivé derivace dostaneme celkem složitý výraz, na který použijeme 
tzv. SVEA – Slowly Varying Envelope Approximation, se kterou už jsme se setkali. Jde o 
zanedbání spojené s pomalou změnou obálkové funkce. Pro časovou a pro prostorovou 
derivaci platí ( ) ( )2 , ,z zz t k z tE E∂ ∂=  a ( ) ( )2 , ,t tE z t E z tω∂ ∂= . Dále použijeme vztah 

k cω=  a výraz pro magnetické pole kolem elektronového svazku dle Ampérova zákona 
( )( ) ( )0 0,

z
r t j zµ∇ × =

r r
B . Pokud budeme předpokládat, že se pole s časem nemění (steady 

state approximation), zůstanou nám ve výrazech pouze prostorové derivace polí. Tato 
aproximace znamená, že fotonový a elektronový oblak putují neustále spolu.  
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Nakonec tedy dostaneme amplitudy polí: 
 

( ) ( )0 1
ˆ 4z xE z cKj zµ γ∂ = −  (6.14a) 

( ) ( )1 0zE z ij z ωε= −  (6.14b) 

( ) ( )0 0
ˆ4  z x zE z cK i E zγ µ ωε∂ = −  (6.14c) 

 
Vlasovova rovnice 
 
 Nyní provedeme transformaci souřadnic (z,E,t) → (z,η,ψ). Nábojovou hustotu 
můžeme vyjádřit nerovnovážnou hustotou pravděpodobnosti, která bude modulována stejně:  
 

( ) ( ), , , ,z ef zρ η ψ η ψ= −  (6.15a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 0, , , exp 1 expf z f f z i f z iη ψ η η ψ η ε ψ= + = +  (6.15b) 
 
 Distribuční funkce se podél své trajektorie nemění, z čehož plyne zobecněná rovnice k 
kontinuity tzv. Vlasovova rovnice: 
 

0df f f f
dz z z z

η ψ
η ψ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 (6.16) 

 
Do této rovnice dosadíme ze soustavy kyvadlových rovnic (6.9), ve kterých se však 

musí objevit vliv změny energie v důsledku coulombické repulsivní síly. V rovnici (6.9b) 
tedy přibude člen odpovídající za změnu energie a kosinus napíšeme pomocí komplexní 
exponenciály. Pokud 1zβ ≈ , dostaneme: 
 

2 U
d k
dz
ψ

η=  (6.17a) 

( ) ( ) ( )2 2 2

ˆ
exp

2
x z

e R e R

eKE z eE zd i
dz m c m c
η

ψ
γ γ

 
= −  

 
 (6.17b) 

 
Po dosazení všech derivací do (6.16) a za předpokladu, že ( ) 1zε =  a Rγ γ≈ , 

dostaneme s použitím vztahu ( ) ( ) ( )1 0,f z f zη η ε=  diferenciální rovnici pro hustotu náboje: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0
1 2

ˆ
2

2U x z
e

f z dfe Kik z f z E z E z
z dm c

η
γ ηγ

 ∂
+ = − − 

∂  
 (6.18a) 

 
Její řešení je dáno konvolucí řešení rovnice bez pravé strany s funkcí na pravé straně. Tedy:  
 

( ) ( ) ( ) ( )( )0
1 2

0

,
ˆ

exp 2
2

z

x z U
e

z
dfe Kf E E ik z d
dm c

η ζ ζ η ζ ζ
γ ηγ

 
= − − − − 

 
∫  (6.18b) 
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Proudová hustota 
 
 Se znalostí hustoty pravděpodobnosti a tedy i hustoty prostorového náboje nyní 
můžeme určit proudovou hustotu, jež je zdrojem pro vznik příčného pole. Toho si můžeme 
všimnout v rovnici (6.14a). Můžeme ji vyjádřit jako:  
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1, , exp expzz z f f z ij v ec d j z j z iψ η η ψρ η ψ
∞

−∞

+= ≈ − = +∫  (6.19a) 

( ) ( )00 z fj ec dη η
∞

−∞

= − ∫  (6.19b) 

( ) ( )11 ,z f zj ec dη η
∞

−∞

= − ∫  (6.19c) 

 
Generované pole 
 
 Dosazením hustoty pravděpodobnosti (6.18b) a proudové hustoty (6.19c) do rovnice 
pro transverzální pole (6.14a) s využitím vztahu (6.14c) dostaneme integro-diferenciální 
rovnici pro vznikající pole: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

00
2

0

ˆˆ 2 exp 2
ˆ24

z
x x

x U
e

E Ez dfKe K cE ik z d d
m dz K

ζµ ζ η ζ ζ η
ηγγ ζω

∞

−∞

 ∂ ∂
− − −= + 

∂ ∂ 
∫∫  (6.20) 

 
 Vyřešit tuto rovnici obecně je těžké. Použijeme proto přiblížení, při kterém budeme 
předpokládat, že všechny elektrony oblaku mají stejnou energii, tzn. ( ) ( )0 0ef nη δ η η= − , 
čímž se zbavíme integrace přes rozfázování. Integro-diferenciální  rovnici pak po úpravách 
můžeme převést na diferenciální rovnici třetího řádu, kde zavedeme ziskový parametr Γ  a 
vlnočet pk : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2

2 2 2 3
0 03 2 04 4x x x

U p U x

E E Ez z z
Ek i z

zz z
ik kη η

∂ ∂ ∂
+ − − Γ =

∂∂ ∂
−  (6.21a) 
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U e

e

K e k n
m

µ
γ

Γ =  (6.21b) 
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3 0

2

4
ˆ

U e
p

e

e k nck
m kK

µγ
γω

= Γ =  (6.21c) 

 
 Řešení rovnice (6.21a) lze provést analyticky pro nulové rozfázování 0 0η =  a malou 
hustotu elektronů v oblaku en , z čehož plyne 0Pk ≈ . Řešení pro amplitudu transverzálního 
pole je tedy dáno: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 3exp exp 3 2 exp 3 2xE z A i z A i z A i z= − Γ + + Γ + − Γ  (6.22) 

 
Kde neznámé amplitudy můžeme získat z okrajových podmínek. Připomeňme, že pole 
vznikající v undulátoru jsme původně zavedli jako ( ) ( ) ( )( ), , expx xz t E z t i t kzω= − −E . 
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 Můžeme si všimnout, že pro velká z roste pole exponenciálně se vzdáleností, kterou 
uběhlo v undulátoru. Stejně tak tomu je i s jeho intenzitou. Platí pro ni: 
 

( )0 exp 3I I z≈ Γ  (6.23) 
 
Shrnutí 
 
 Původně jsme vyšli z 1D vlnové rovnice, na jejíž pravé straně byly zdrojové členy 
v podobě proudové a nábojové hustoty, jež jsou stejně jako výkon přenášený z oblaku do pole 
modulovány dle ponderomotivní fáze. Řešení jsme předpokládali ve tvaru rovinné vlny, jejíž 
obálka se mění pomalu. Z Vlasovovy rovnice jsme se dostali k tomu, že vznikající pole 
ovlivňuje elektronový oblak a dochází k redistribuci náboje – micro-bunching. Integro-
diferenciální rovnice (6.20) a následně i diferenciální rovnice (6.21a) popisují záření 
přeskupeného elektronového oblaku.  
 Pokud bychom chtěli problém undulátorového záření vyřešit v 3D případě, museli 
bychom použít počítačové simulace. 
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6.3 Technická realizace FEL 
 
 V této kapitole se seznámíme s principem laseru na volných elektronech, který se 
stává z mnoha technicky velice vyspělých komponent, jenž zasahují téměř do všech oblastí 
moderní vědy a techniky. Konstrukcí FEL je několik, svojí podstatou se ale příliš neliší.  
 

6.3.1 Základní komponenty FEL 
  
 Na následujícím obrázku je principiální schéma laseru na volných elektronech 
skládající se z pěti nejdůležitějších komponent (obr. získán z [8]). Přesněji řečeno jde o 
schéma projektu FLASH realizovaného v DESY, Hamburg. 
 

Obr. 45 – Schéma FEL 
 
6.3.1.1 Injektor 
 
 Na úplném začátku celé této složité soustavy stojí zdroj elektronů tzv. laserem 
poháněný injektor (viz. obr. 46 - získán z [8], [10]).  Při ozáření fotokatody (např. Cs2Te) 
krátkovlnným vysokorepetičním pulsním laserem dojde k emisi elektronového oblaku.  Ten je 
následně silným elektrickým polem už v prvopočátku urychlen na několik MeV. Zároveň je 
svazek elektronů „fokusován“  v magnetickém poli silného solenoidu. Problémem, který se 
musí v této oblasti řešit, je silný vliv prostorového náboje v oblaku elektronů. 
 

 
Obr. 46 – Příklad laserem poháněného injektoru 
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6.3.1.2 Lineární urychlovač 
 
 Energii potřebnou pro emisi krátkovlnného záření získají elektrony v urychlovači, 
nebo sérii urychlovačů, které se střídají s tzv. bunch kompresory (viz. dále). Elektrony jsou 
urychlovány gradientem elektrického potenciálu řádově 10MV/m. Na konci série 
urychlovacích modulů mívá elektron relativistickou energii řádu 100MeV . Podle potřeby se 
může přidat další urychlovací modul a zvyšovat tak dosažitelnou energii.  
 
6.3.1.3 Bunch kompresor  
 
 Toto je zařízení se používá k formování elektronového oblaku v podélném a příčném 
směru pomocí silných magnetických polí. Původní oblak elektronů bývá často příliš rozměrný 
a je třeba jej podélně stlačit, k čemuž používáme toto zařízení. V konečné důsledku to totiž 
má vliv na délku a špičkový výkon vznikajících laserových pulsů.  
 
6.3.1.4 Kolimátor 
 
 Před vstupem do undulátoru prochází bunch tzv. kolimátorem (viz. obr. 47). Ten 
z oblaku „odebírá“ elektrony se špatnou energií či hybností, aby se zamezilo poškozování 
magnetů undulátoru „zbloudilými relativistickými elektrony“. V podstatě jde o soustavu 
apertur a magnetů, přičemž odebírané elektrony se absorbují odolným vodivým materiálem 
(např. titan). Při tom samozřejmě vzniká teplo, proto je kolimátor chlazen. 
 

 
Obr. 47 – Schematické znázornění kolimátoru 

 
6.3.1.5 Undulátor 
 
 Na konci injekční sekce stojí undulátor, o kterém už něco víme. Štěrbina mezi 
permanentními magnety bývá velká řádově několik až několik desítek mm. Pole mezi nimi 
pak dosahuje intenzit okolo 1T. Délka tohoto zařízení bývá několik metrů. Materiálů 
požívaných pro trvalé magnety je mnoho. Na FLASH byl např. použit NdFeB. 
 

Obr. 48 – Kombinace dvou undulátorů 
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Undulátory lze použít i dva (viz. obr. 48 - získán z [8]). Toto uspořádání nám 
umožňuje generovat krátkovlnné, intenzivní a spektrálně úzké záření.  V prvním undulátoru, 
který pracuje v režimu SASE-FEL, získáme koherentní undulátorové záření. Z toho pak na 
mřížce vybereme požadovanou vlnovou délku, přičemž elektronový svazek na chvíli 
odvedeme stranou. V druhém undulátoru, který pracuje v režimu FEL zesilovače, zesílíme 
přivedené upravené vnější pole. 
 
6.3.1.6 Ostatní zařízení 
 
 Podél celého zařízení, které může být dlouhé stovky metrů, se nachází technické 
zázemí tvořené mnoha dalšími komponentami. Většinou jde o diagnostické techniky, které 
slouží pro kontrolu vlastností elektronových bunchů. Uvedeme si ještě některá zařízení za 
undulátorem. 
 
Výstupní monochromátor 
 
 Za undulátorem bývá umístěn tzv. monochromátor, kterým můžeme volit 
požadovanou vlnovou délku ze spektra pulsu. Je tvořen kombinací mřížek a zrcadel v grazing 
incidence uspořádání. 
 
Atenuační filtr 
 
 Jde o zařízení, kterým můžeme ladit špičkový výkon pulsů. Bývá realizován kyvetou 
s absorbujícím plynem. V závislosti na tlaku plynu můžeme ovlivňovat ztráty undulátorového 
záření. Atenuátor bývá konstruován v bezokénkové geometrii. V oblasti vlnových délek od 
19nm do 120nm se využívá dusíkové náplně. Od 6nm do 19nm je plynová náplň tvořena 
vzácnými plyny (Xe, Kr). Tlak v atenuačním filtru  se pohybuje v řádu 10Pa [9]. 
 
Vakuová aparatura a ultravysoké vakuum (UHV) 
 
 Kvůli obrovské absorpci vznikajícího světla ve vzduchu, se musí vše, od vzniku 
elektronového oblaku až po případný experiment, odehrávat ve vakuu. Těsnost zařízení tedy 
bývá velkou komplikací. Podél celé soustavy pracuje mnoho různých typů čerpadel. Od 
standardních až k iontově sorpčním čí turbo-molekulárním pumpám. 
 
GMD – Ionizační plynový detektor energie pulsů (Gas Monitor Detector) 
 

 Pro praktické aplikace je třeba znát 
energii vzniklých pulsů. Princip GMD 
detektoru je založen na fotoionizaci vhodného 
plynu krátkovlnným zářením (viz. obr. 49, [9]). 
Vzniklé ionty a elektrony je třeba separovat 
přivedeným napětím. Detektor pracuje 
v bezokénkové geometrii s využitím 
rozdílového čerpání. To dovoluje minimální 
ztráty, a přitom je tlak v něm o čtyři řády větší 
než v okolí. Podobná konstrukce GMD 
dokonce umožňuje sledovat vertikální a 
horizontální polohu svazku.  

 
 

 
Obr. 49 – GMD detektor 
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Ostatní detektory 
 
 Pro účely experimentů je třeba znát i další parametry svazku např. spektrum, 
spektrální šířku či délku pulsů. K tomu nejčastěji slouží mřížkové spektrometry. Pro potřeby 
FLASH byl speciálně vyvinut VLS mřížkový spektrometr [9] (variable line spacing). Dále je 
třeba kontrolovat např. vakuum v aparatuře, teplotu atd. O to se stará mnoho detekčních 
zařízení.  
 V současné době se začíná hojně používat tzv. mikrokanálkových detektorů (MCP - 
micro-channel plate), které jsou schopny velice dobře detekovat ionizující záření v široké 
spektrální oblasti. 
 
Zrcadla a clony 
 
 I volba zrcadel je v této oblasti obtížná. V druhé kapitole jsme se dozvěděli, že 
reflektivita materiálů v této spektrální oblasti klesá. Proto se využívá grazing incidence 
geometrií. Hodně používaným materiálem je kupodivu uhlík (C), který má za grazing 
incidence podmínek celkem dobrou odrazivost. Dále se používají materiály jako Au, Ni, atp.   
  
 Clony se využívají převážně k ovlivnění prostorových vlastností svazku, jako je např. 
jeho šířka. Zároveň s tím však dojde k úbytku energie v pulsu, a proto se GMD umisťuje až za 
ně. 
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Studium odezvy materiálů na ozáření 
fokusovaným krátkovlnným koherentním 

zářením na zařízení FLASH v DESY  
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7. Zařízení FLASH (dříve VUV FEL)   
 
 

 V říjnu a listopadu 2005 proběhla v DESY 
(Deutsches-Elektronen Synchrotron) Hamburg 
kampaň, při které bylo uskutečněno mnoho 
experimentů s krátkovlnným XUV zářením 
generovaným vysokovýkonovým laserem na 
volných elektronech – FEL. Na obrázku 50 [8] je 
zachycena experimentální hala interakce FEL 
svazku. Za ní můžeme vidět násep s tunelem 
svazkové diagnostiky, undulátorů a větší částí 
lineárního urychlovače. Na něj navazuje hala, kde 
je umístěn injektor a ostatní pomocná zařízení.  

Této kampaně se účastnilo několik skupin 
výzkumníků z Evropy i Ameriky. Každému byl 
přidělen experimentální čas („beam time“) na 
jednom z výstupů FEL monochromátoru („beam 
line“). Univerzalita tohoto zdroje záření tkví v tom, 
že není nutná složitá přestavba laseru, aby se 
vyhovělo jiné experimentální skupině. Pokud to 

dovolují technické možnosti, tak každý experiment může dostat takový svazek, jaký 
potřebuje. 

 
 

 
Obr. 51 – Distribuce svazků v interakční hale  

 
Obr. 50 – Hala FEL v DESY Hamburg 
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 Na obr. 51 je popsáno, kterak je 
výstup FEL veden k jednotlivým 
experimentům. Monochromátorem se ze 
spektra undulátorového záření vybírá vlnová 
délka, kterou experimentátor vyžaduje. Na 
cestě evakuovaným potrubím je možné 
svazek ještě upravit pro potřeby určitého 
experimentu (např. vkládat různé clonky atp.).  

 
České experimenty prováděné 

Fyzikálním ústavem AVČR ve spolupráci 
s Katedrou fyzikální elektroniky FJFI ČVUT 
probíhaly na „beam line 2“ současně 
s experimenty ostatních zemí (Polsko, 
Německo, Švédsko, USA, Francie). Každá 
experimentální linka je schopna poskytnout 
jiné parametry svazku. Šířka pásu 
fokusovaného svazku v BL2 byla 20µm a 
vlnová délka záření 32nm. Na této „beam 
line“ lze také používat svazky nefokusované.   

 
Naše skupina pracovala v UHV interakční komoře FELIS 2 (Free-Electron Laser 

Interaction with Solids, Phase 2) vyrobené ve Varšavě, Jeně a Praze (viz. obr. 52). Provedeny 
v ní byly následující experimenty:  

 
- ozařování vzorků (PMMA, křemík, diamant (CVD), amorfní uhlík, …) a studium 

jejich poškození výkonným krátkovlnným pulsním laserem  
- měření emisních spekter plazmatu vytvářeného svazkem FEL na povrchu vzorků  
- studium transmise a reflexe FEL záření různými materiály v závislosti na intenzitě  
- časově rozlišená mikroskopie ablačních procesů 
- „time of flight“ (TOF) spektroskopie při interakci emitovaných nabitých částic 

 
Později byla za českou komorou nainstalována další, ve které proběhly pokusy 

dosáhnout dokonce 2µm fokusu. Probíhaly zde experimenty, jejichž cílem bylo proměřit tvar 
čela pulsu Shack-Hartmannovým detektorem vlnoplochy. 

 
Velký dík patří Polským kolegům J. Krzywinskému, R. Sobierajskému, R. 

Nietubycovi a M. Jurkovi z Institute of Physics – Polish Academy of Sciences, kteří se starali 
o technickou stránku provozu FELIS2, dále pak N. Stojanovicovi, K. Sokolowski-Tintenovi z 
Univerzity Duisburg-Essen a nakonec S. Tolekisovi a T. Tschentscherovi z DESY Hamburg. 

  
 Česká skupina se účastnila této kampaně ve složení: Libor Juha, Jaroslav Kuba, Jan 
Weichert, Jaroslav Cihelka a Jaromír Chalupský. Hlavním cílem naší práce bylo ozářit 
připravené vzorky FEL zářením. Některé z materiálů jsme zkoumali přímo v DESY 
Nomarského mikroskopem. Bylo zajímavé porovnat naše experimentální výsledky s výsledky 
K. Sokolowski-Tintena, který paralelně s námi prováděl časově rozlišenou mikroskopii 
vznikajících kráterů. Nastřílené vzorky se po skončení kampaně znovu zkoumaly na 
mikroskopem atomárních sil (AFM - Atomic Force Microscope) v Nanoskopické laboratoři 
FZÚ AV (Věra Hájková, Sergej Koptjajev a Andrij Velyhan). Výsledky se porovnaly 
s fotografiemi pořízenými na Nomarského mikroskopu. Hlavním cílem tohoto vyhodnocování 
je popsat ablační chování materiálů při ozařování výkonným gaussovským femtosekundovým 

 
Obr. 52 – Interakční komora 
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pulsem krátkovlnného FEL laseru. Při ostřelování vzorků jsme studovali také emisní spektra. 
Zajímavé výsledky jsme získali na křemíku, křemenu a Ce:YAG. 
 
   Mým cílem bylo seznámit se s funkcí laseru na volných elektronech a s účinky jeho 
fokusovaného svazku na různé materiály (dielektrika, polovodiče; tenké vrstvy, masivní 
vzorky; atp.). Zároveň jsem si mohl vyzkoušet vyhodnocování ozářených vzorků pomocí 
Nomarského mikroskopu a zpracování naměřených spekter. Seznámil jsem se s metodami 
UHV technologie, čímž jsem pochopil úskalí spojená s experimenty prováděnými ve velmi 
vysokém vakuu a extrémně čistých prostředích. Měl jsem možnost hovořit se zkušenými 
vědci, experimentátory a techniky. S technikem Markem Jurkem z Institute of Physics – 
Polish Academy of Sciences jsem prodiskutoval problém týkající se temperovatelného držáku 
vzorků. Vysvětlil mi jeho funkci a konstrukci a zapůjčil mi jej, abych ho mohl blíže 
prostudovat.   
 
 V následující části práce shrneme použitou metodiku a přístroje. Dále budou 
presentovány a diskutovány výsledky experimentů. Temperovatelný držák nebylo třeba ve 
výše popsaných experimentech využívat vzhledem k vysokým fluencím dosažitelným 
FLASH svazkem. Jeho funkce však bude vysvětlena v příloze, neboť byl uveden v zadání 
diplomové práce a bude implementován do experimentu s vysokými harmonickými v CEA, 
Saclay.  
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8. Použité přístroje a metodika  
 
 
 
 
 

8.1 Zdroj krátkovlnného záření 
 

8.1.1. Zařízení FLASH  
 
 Zdrojem záření pro naše experimenty byl už výše zmíněný laser na volných 
elektronech v DESY Hamburg. Zařízení se nyní nazývá FLASH (Free-Electron LASer in 
Hamburg; dříve VUV FEL a ještě dříve TTF2 FEL – TESLA Test Facility Free-Electron 
Laser, Phase 2). Teoretický a principiální popis tohoto zařízení byl podán v šesté kapitole.  

Oproti původnímu TTF-FEL Phase 1 se TTF-FEL Phase 2 liší především ve výkonu 
lineárního urychlovače a parametrech bunchů. Na tomto urychlovači jsme schopni získat 
elektrony s energií až 1GeV a měl  by emitovat záření až na 6,4nm při špičkových výkonech 
řádově 1GW [8]. 

 
FLASH je schopen pracovat ve třech režimech: krátkovlnný mód na 6,4nm – 30nm 

s délkou pulsu 200fs a se špičkovým výkonem 2,8GW, dlouhovlnný mód 30nm – 120nm 
s délkou pulsu 1ps a se špičkovým výkonem 345MW a femtosekundový mód na 30nm – 
120nm s délkou pulsu ∼55fs a se špičkovým výkonem 800MW, při kterém jsme prováděli 
experimenty. Předpokládané parametry undulátoru, elektronového a fotonového svazku jsou 
v následující tabulce 23 [8].  
 

Elektronový bunch:  
Energie elektronů: 461,5MeV 
Špičkový proud: 1300A 
Střední délka bunche: 16µm 
Separace bunchů: 111ns 
Max. počet bunchů v jednom výstřelu: 7200 
Max. opakovací frekvence výstřelů: 10Hz 
Undulátor:  
Undulátorová perioda: 27,3mm 
Vzdálenost pólů magnetů: 12mm 
Špičkové magnetické pole: 0,495T 
Generované záření:  
Střední vln. délka laseru před monochromátorem: 30nm 
Špičkový výkon pulsu: 800MW 
Průměrný výkon: 3,2W 
Max energie pulsů: ∼100µJ 
Délka pulsu (FWHM): 20-60fs 
Šířka svazku na výstupu z undulátoru: 300µm 
Úhlová divergence na výstupu z undulátoru: 40µrad 

Tab. 23 – Předpokládané parametry FEL 
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 Parametry záření se nakonec nepatrně lišily od těch předpokládaných. Elektrony byly 
urychlovány na 450MeV, mohli jsme tedy pracovat s vlnovou délkou 32nm. Průměrná 
energie v pulsu bez atenuace se pohybovala okolo 15µJ. Délky pulsů fluktuovala v rozmezí 
20fs – 60fs. Opakovací frekvence výstřelů byla nastavena na 2Hz. Svazek byl před vstupem 
do interakční komory fokusován eliptickým zrcadlem a ve fokusu měl průměr pásu okolo 
20µm v závislosti na tom, zda byla použita 3mm kruhová clona. Uspořádání naší komory 
dovolovalo pracovat i mimo fokus, protože s ní bylo možné pohybovat ve směru svazku o 
7cm na obě strany. 
 

8.1.2 Diagnostika FEL pulsů 
  
 Aby bylo možné zpracovat naměřená data a nastřílené vzorky, je třeba znát základní 
parametry pulsů, které se mohou měnit výstřel od výstřelu. Protože takto naměřených hodnot 
může být mnoho, má uživatel možnost ukládat si data z detektorů do databáze. K tomu mu 
slouží propracované uživatelské rozhraní.  
 
 Nejdůležitějším údajem pro naše experimenty byla bezpochyby energie v pulsech, 
kterou měří ionizační plynový detektor (GMD, viz. šestá kapitola obr. 49). Výhoda GMD je 
v jeho absolutní kalibrovatelnosti a dobrém lineárním chování. Pro detektor používaný 
v DESY platilo, že 1mV výstupního signálu odpovídá 0,2µJ energie pulsu. 
 
 Pro některé aplikace je třeba znát i spektra záření, která se na  měřila speciálním VLS 
mřížkovým spektrometrem. Ze spekter je např. možné zjistit nejen spektrální šířku pulsů, ale i 
dobu jejich trvání. 
 

8.1.3 Nastavení fluence FEL záření na povrchu vzorku  
 

Pro naše pokusy jsme mnohokrát potřebovali měnit energii v pulsech resp. celkovou 
fluenci dopadající na vzorek. Špičková fluence je energie pulsu na jednotku plochy daná 
vztahem: 
 

0 GMD BEAMF E S=  (8.1) 
 
Kde EGMD je energie zjištěná z ionizačního plynového detektoru a SBEAM plocha stopy svazku 
na vzorku. 
 
 Jednou z metod, jak fluenci měnit, bylo použítím atenuačního filtru (viz. šestá 
kapitola) při fixní poloze komory, nejčastěji v místě ohniska svazku. Filtr dovoloval měnit 
energii v rozmezí od ∼0,1% do 100% maximální energie v pulsu, čímž jsme samozřejmě 
mohli dosáhnout širokého rozsahu fluencí. Nevýhodou této metody je relativně velká časová 
náročnost, protože atenuační filtr mění svou absorbanci změnou tlaku, což vyžaduje čas.  
 
 Druhou metodou bylo posunout celou interakční komoru mimo fokus při „dané“ 
energii pulsů. Tím se zvětší stopa na vzorku a fluence klesne. Nevýhodou je však omezený 
rozsah fluencí. Komoru bylo totiž možné rozfokusovat jen o 7cm.  

 
Třetí metoda byla paradoxně založena na celkem náhodném chování pulsů. Za 

„dobrých“  podmínek kolísala energie v nich řádově 10% od nastavené hodnoty. Někdy se 
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signál úplně ztratil, jindy byl nadmíru intenzivní. Hlavním důvodem byl urychlovač Petra 
křižující se s urychlovačem FEL laseru. Fluktuací energie jsme často využívali, abychom 
pokryli co největší škálu fluencí. Díky těmto výkyvům nebylo nutné měnit atenuaci po 
drobných krocích, což velice urychlilo průběh experimentu a lze říci, že v konečném důsledku 
to vedlo k celkem efektivnímu využití experimentálního času.  
 

8.2 Interakční komora a její příslušenství 
 

8.2.1 Popis interakční komory 
 
 Interakční UHV komora FELIS 2 (viz. obr. 52) byla vyrobena tak, aby na ní mohlo 
probíhat několik experimentů současně. Na následujících obrázcích jsou její bokorysy a 
spodní pohled s popisy jednotlivých výstupů tak, jak bylo plánováno v projektu: 
 

 
Obr. 53a – Bokorys interakční komory (pohled ve směru přicházejícího FEL svazku) 

 
 

Obr. 53b – Bokorys interakční komory (pohled kolmo na směr přicházejícího FEL svazku) 
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Obr. 53c – Spodní pohled na interakční komoru 

 
 V průběhu experimentu bylo samozřejmě někdy nutné přemístit různé komponenty 
připevněné ke komoře nebo je odebrat, nebyly-li už potřeba. V obrázcích chybí vakuová 
měrka IONIVAC, kterou jsme přesunout museli, protože měla neblahý vliv na 
spektroskopická měření. 
 
 Komora byla vyrobena ve tvaru koule s vnitřním průměrem 30cm. Tělo komory je 
z nerezové oceli typu AISI 316L a příruby jsou z nerezové oceli typu AISI 316LN. Polohy 
portů vztažené k souřadnému sytému v obr. 53b jsou v následující tabulce: 
 

Port číslo: Délka portu10: Úhel β : Úhel γ : Zařízení (dle projektu): 
1 220 mm 90º 90º Vstup svazku 
2 220 mm 90º 270º Výstup svazku 
3 220 mm 90º 125º Časově rozlišený mikroskop 
4 220 mm 90º 305º Časově rozlišený mikroskop 
5 220 mm 0º --- Manipulátor 
6 180 mm 180º --- VUV detektor 
7 260 mm 90º 45º Kvadrupólový detektor 
8 220 mm 90º 250º Prázdný 
9 220 mm 125º 90º Průhled 

10 220 mm 55º 270º Turbo-molekulární pumpa 
11 210 mm 55º 70º TOF detektor 
12 220 mm 125º 270º TSP pumpa 
13 220 mm 90º 0º Iontová pump 
14 200 mm 90º 190º Port pro výměnu vzorků 
15 210 mm 50º 125º Průhled 
16 180 mm --- 305º Kryt 
17 180 mm --- 125º Kryt 
18 210 mm 90º 70º UV/VIS spektrometr 
19 210 mm 120º 45º Prázdný 
20 210 mm 145º 220º Prázdný 

Tab. 24 – Rozvržení komory 

                                                
10 Od středu komory k okraji portu 
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8.2.2 Příslušenství interakční komory 
 

 Nedílnou součást komory tvořil manipulátor a držák 
vzorku (viz. obr. 54). Manipulátor (ABLO) tvořený 
soustavou krokových motorů a převodů byl připevněn 
k portu č. 5. Ovládání bylo realizováno počítačovým 
programem pomocí příkazů nebo skriptů. Manipulátor 
umožňoval posun držáku v jeho rovině a otáčení kolem osy 
z. Posun ve směru osy y umožňoval stolek, na kterém byla 
komora připevněna. Aby bylo možné s komorou hýbat, 
musela být k UHV vedení připojena přes pružné  vlnovce.  
  

Protože fluence FEL laseru byly dostatečně vysoké, 
nemuseli jsme používat vyhřívatelný držák vzorků.  Ten je 
vhodný pro materiály s vysokým prahem ablace, pokud 
máme k dispozici pouze „slabý“ zdroj, jehož fluence se 
nachází pod prahem tání či ablace. Popis a konstrukce 
temperovatelného držáku vzorků, který jsem prodiskutoval 
s M. Yurkem, je uveden v Appendix 16. 
  

 Držák vzorků, který jsme v DESY používali umožňoval upevnění několika vzorků 
najednou. Byl navržen tak, aby na něm mohlo probíhat měření odrazivosti a propustnosti 
materiálů pro XUV oblast, proto byl v některých místech provrtán skrz. Za ním se pak 
v komoře nacházel MCP detektor, se kterým se tato měření uskutečnila. 
 
 Na UHV komoře bylo namontováno mnoho dalších zařízení, která sloužila nejen 
k měření, ale také k vlastnímu provozu komory. V tab. 24 jsou tyto komponenty 
vyjmenovány. Komora musela mít vlastní vakuový systém. Při výměně vzorků bylo UHV 
vedení FEL uzavřené elektro-ventilem a v komoře tak mohl být atmosférický tlak. Přes port č. 
14 pak bylo možné vymontovat celý držák i se vzorky. Po uzavření komory probíhala její 
evakuace v několika fázích, takže šlo o časově náročnou proceduru. První čerpání se 
provádělo mechanickými čerpadly. Poté přicházely na řadu iontová a turbo-molekulární 
pumpa. Nakonec byl v aparatuře tlak řádově ∼10-5Pa. 
 

8.3 Instrumentace pro UV-VIS emisní spektroskopii 
  
 Při ostřelování vzorků výkonovým pulsním laserem může dojít ke vzniku plazmového 
obláčku nad zasaženým místem. Ten potom chladne, rekombinuje a září. Bylo proto zajímavé 
se při ozařování vzorků podívat na emitovaná spektra a uvážit, zda jde o luminiscenci nebo o 
záření rekombinující plazmy.  Nyní vysvětlím , jak jsme při měření spekter postupovali. 
 

8.3.1 Uspořádání optiky pro detekci signálu 
 
 Pro spektroskopická měření jsme měli k dispozici tyto optické pomůcky: XYZ stolek 
s mikrometrickým posuvem, optikou lavici, čočku f = 35cm a křemenné optické vlákno 
o průměru 600µm  délky 1m. Vlákno bylo sesazené s objektivem zaostřeným do nekonečna a 
signál byl veden do zrcadlového objektivu spektrometru. Tento objektiv bylo možné zaostřit 
na jádro vlákna, což umožňovalo efektivní vyvázání vedeného světla. 

 
Obr. 54 – Pohled do komory 
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 Ukázalo se, že signál je velice slabý. Navíc jsme měli k dispozici jen malý prostorový 
úhel daný rozměry portu č. 18.  Konfigurace a justáž optiky měla obrovský vliv na měřená 
spektra, proto jsme nakonec použili geometrii z obr. 55: 
 
 

 
Obr. 55 – Optika použitá pro spektroskopická měření 

 
   Čočku a objektiv vlákna jsme připevnili společně na XYZ stolek s mikrometrickým 
posuvem. Protože je objektiv zaostřený do nekonečna, nezáleží na jeho poloze za čočkou, 
pokud na něj dopadá rovnoběžný svazek. V tomto případě objektiv navazuje světlo do vlákna 
nejefektivněji. Rozfokusování čočky způsobí ztrátu výkonu vedeného vláknem, protože 
objektiv nezaostřuje přímo na jádro vlákna.  Proto jsme potřebovali měnit polohu ohniska 
čočky s mikrometrovou přesností ve směru její osy a v rovině  na tento směr kolmé. 
 K prvotní justáži optiky jsem využil He-Ne laser, který jsem přes zrcátko zaměřil na 
střed výstupního okénka portu č. 18. Držák vzorku jsem otočil přímo proti našemu okénku, 
tzn. do polohy γ=70°, a „najel“ jsem na vyleštěný křemíkový vzorek, který mi sloužil jako 
zrcátko v komoře. Nastavil jsem optickou lavici tak, aby se paprsek odražený od vzorku 
překrýval s paprskem dopadajícím. Tím jsem našel osu portu č. 18 a podle ní nastavil polohu 
optické lavice. 
 Následovalo nastavení středu čočky do osy portu č. 18. Tu jsem s XYZ stolkem 
umístil na optickou lavici a nastavil její polohu tak, aby He-Ne laser procházel zhruba jejím 
středem. Nakláněním čočky vůči svazku jsem našel přesný střed. Svazek procházející středem 
čočky při jejím naklánění nemění svůj směr, a proto se stopa He-Ne laseru na držáku 
nepohybuje. 
 Poté jsem se pustil do hledání ohniskové roviny čočky, což bylo pro účely 
experimentu nejdůležitější. K dispozici jsem měl kameru sledující držák a na monitoru jsem 
měl označeno, kam dopadá svazek FEL. Nejprve jsem nastavil polohu XYZ stolku tak, aby 
fokusovaná stopa He-Ne laseru byla co nejmenší. Přesné nastavení ohniska jsem provedl tak, 
že jsem posouval He-Ne laserem v horizontálním a vertikálním směru kolmo na jaho svazek. 
V momentě, kdy se stopa na držáku nepohybovala, bylo ohnisko nastavené přesně. 
 Nakonec jsem k stojánku čočky připevnil objektiv vlákna. Stojánek, čočku, objektiv a 
port č.18 jsem obalil hliníkovou fólií, aby se snížil optický šum od okolí. Optické vlákno jsme 
poté zasadili do objektivu spektrometru a provedli jeho justáž pomocí stavicích šroubů. 
Nejlepším způsobem je sledovat a hledat maximum intenzity měřeného signálu při změně 
poloh zrcadel objektivu. 
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8.3.2 Spektrometr ORIEL MS257TM a iCCD detektor 
 
 Spektroskopická měření jsme prováděli na MS257TM (Oriel). Jde o mřížkový 
spektrometr v Czerny-Turnerově uspořádání, který umožňuje volbu ze dvou mřížek. Pro větší 
rozlišení jsme používali mřížku s 1200vr./mm. Náhledová mřížka měla 150vr./mm. Mřížky a 
zrcadla tohoto spektrometru jsou potažena vrstvou Al a MgF2, což zvyšuje jeho účinnost 
v UV oblasti. 
 Signál je do něj přiváděn vstupní štěrbinou ze zrcadlového objektivu, kam je zasazeno 
vlákno. Šířkou štěrbiny můžeme měnit intenzitu detekovaného signálu. Do výsledku si tím 
ovšem vnášíme chybu, kterou lze odstranit pouze dekonvolucí spektra s přístrojovou funkcí. 
Velká vstupní apertura totiž způsobuje rozšíření spektrálních čar.  
 Spektra jsme snímali citlivou CCD kamerou iStar 720 (Andor), kterou jsme připojili 
k počítači. Čip iCCD této kamery možné chladit Peltierovým článkem nebo vodou. Provozní  
teplota elektronicky chlazeného čipu při našich experimentech byla –10°C až –20°C. 
Maximální rozlišení CCD je 1024x256pixelů. Maximální spektrální rozsah kamery udávaný 
výrobcem je od 115nm do 920nm a časová odezva na externí trigger je 40ns.  

Kamera i spektrometr jsou vybaveny elektronicky řízenou závěrku (gate), která se 
otevře na povel tzv. triggeru. Elektronická závěrka kamery je velice rychlá a je užitečná při 
měření slabých spekter z pulsních zdrojů. Pokud synchronizujeme polohu a délku detekčního 
okna s pulsem FEL, můžeme dostat velice čistý signál, protože tím potlačujeme šum. Externí 
trigger je elektronický TTL signál oznamující výstřel FEL. Při nastavení elektronické brány 
musíme vzít v úvahu předstih tohoto triggeru – 3ms, zpoždění na přívodním koaxiálním 
kabelu – 5ns/m a odezvu iCCD – 40ns. 
 

8.3.3 Kalibrační lampy 
 
 Aby bylo možné spektrometr správně používat, je potřeba správně zkalibrovat jeho 
stupnice pomocí kalibračních lamp.  

Stupnici vlnových délek jsme kalibrovali pomocí rtuťové výbojky a softwaru 
dodávaných výrobcem. Měření se provádí s opravou na pozadí v akumulačním režimu, čímž 
snížíme statistickou chybu. Ve spektru výbojky je pak potřeba přiřadit spektrální čáry  jejich 
vlnovým délkám a program okalibruje stupnici vlnových délek.  

Propustnost spektrometru (mřížek, okének, …) není stejná pro všechny vlnové délky. 
Stejně tak i citlivost iCCD není konstantní. Zavádí se tzv. spektrální citlivost SDET(λ) přístroje 
udávající účinnost detekce pro určité vlnové délky. Měřené spektrum se pak dekonvolucí 
musí opravit na tuto citlivost. Ve Fourierově obrazu jde o podíl: 
 

( ) ( ) ( )o DETS S Sλ λ λ=  (8.2) 
 
Kde S(λ) je naměřené spektrum a So(λ) je skutečné spektrum vstupující do spektrometru. 
Funkci citlivosti lze proměřit pomocí kalibračních lamp, jejichž spektra známe většinou od 
výrobce. Ze vztahu (8.2) se pak určí SDET(λ).  

Oblast 380-1000 nm byla kalibrována 45W kalibrační křemeno-wolframovou lampou, 
model 63358 (Oriel, USA), oblast 200-400 nm pak deuteriovou, model CJ 2238 (Oriel, USA).  
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8.3.4 Metodika měření spekter 
 
 Měřená spektra byla často velice slabá a nebylo je mnohdy možné odlišit od pozadí. 
Navíc jsme potřebovali rozlišit pomalou luminiscenci od rychlých zářivých přechodů v 
rekombinující plazmě. Různými postupy jsme docílili vyšších poměrů signálu k šumu.  

Před vlastním měřením spekter bylo potřeba změřit pozadí v komoře. Tento signál se 
odečítá od spektra získaného ze vzorku. Při každé změně nastavení spektrometru,   je potřeba 
znovu změřit šum pozadí.   

Při měření se ukázalo, že nastavení délky a zpoždění detekčního okna hraje velikou 
roli. Krátké detekční okno synchronizované s výstřelem zachycuje hlavně signál ze vzorku a 
potlačuje šum. Zbytečně dlouhé okno způsobí,  že se změřené spektrum opět „zašumí“.  

Měření spekter jsme většinou prováděli v akumulačním režimu, protože signál byl pro  
„single-shot“ spektra příliš slabý. Při integraci se spektra ze všech výstřelů se sčítají, a 
přestože je signál slabý, začne se po více akumulacích objevovat nad šumem.  

Bylo překvapivé zjištění, že neplatí trend: čím více akumulací, tím lepší spektra. Pro 
velice mnoho integračních cyklů (∼500) se nám signál opět začal ztrácet v šumu. Důvodem 
byl prohlubující se kráter, který už nezáří tak intenzivně. Tento nedostatek se nám ale 
podařilo odstranit tím, že jsme vzorkem během ostřelování posouvali konstantní rychlostí, a 
měřili jsme spektra vždy z „čerstvého“ kráteru. 

 

8.4 Následné studium poškození povrchu vzorků 
 
 Ozářené vzorky bylo třeba mikroskopicky vyhodnotit a změřit rozměry a plochy 
vzniklých kráterů. Výsledky mikroskopie jsou důležité pro kvantifikaci poškození materiálů 
fokusovaným svazkem FEL. 
 

8.4.1 Nomarského mikroskop BX51M 
 

První náhledy na nastřílené krátery jsme získali přímo v DESY s pomocí Nomarského 
mikroskopu typu BX51M (Olympus). Fotografie jsme pořizovali digitálním fotoaparátem 
Olympus Camedia C-5060WZ od téže firmy, který byl připojen přímo k počítači.  

BX51M je vybaven ovladatelnou 100W halogenovou lampou, která umožňovala různé 
úrovně osvětlení povrchu vzorku. K dispozici jsme měli tři objektivy se zvětšeními 1,25x, 10x 
a 100x. Tento typ mikroskopu podporuje tzv. DIC – differential interference contrast, díky 
kterému můžeme vidět i změny indexu lomu v materiálu.  

Fotografie jsme snímali do počítače pomocí softwaru dodávaného k mikroskopu. 
Program umožňuje i pokročilejší zpracování fotografií. Pro kalibraci lze vložit ryté měřítko 
od téhož výrobce a průběžně ověřovat zjištěné délky.  
 

8.4.2 Mikroskop atomárních sil - AFM  
 
 Podrobnější studium vzorků proběhlo v Praze na FZÚ AVČR pomocí AFM. Cílem 
bylo zjistit tvar a rozměry kráterů a prozkoumat i jiné struktury na poškozeném materiálu, 
jako jsou např. LIPSS11 prvního a druhého druhu. Měření probíhala na mikroskopu 

                                                
11 LIPSS – Laser Induced Periodic Surface  Structures (laserem indukované periodické struktury) 
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Dimension™3100 Scanning Probe Microscope (Veeco) s řídící jednotkou NanoScope IV téže 
firmy.  
 

8.4.3 Způsob ozařování 
 
 Aby bylo možné ozářené vzorky dobře vyhodnocovat, probíhalo ostřelování vždy dle 
předem dohodnutého ozařovacího protokolu. Ten totiž umožňuje lepší orientaci na povrchu 
vzorku. Obzvláště v případě, kdy krátery mohou být špatně viditelné, je ozařovací protokol 
nezbytnou součástí experimentu. 
 Orientace vzorku se určí podle tzv. fiducial, což je viditelná značka na povrchu 
vytvořená několika výstřely do jednoho místa. Ostatní krátery byly vytvořeny v „single-shot“ 
režimu. Vzdálenosti mezi jednotlivými krátery a fluence jsou zadány ozařovacím protokolem.  
 

8.5 Vzorky ozářené svazkem FLASH 
 
 V DESY se ozařovalo mnoho českých i zahraničních vzorků. Nejdůležitější pro nás 
byly: 
 

Materiál: Typ: Rozměry a jiné údaje: Výrobce: 
 

monokrystalický 
křemík (m-Si) 

400µm – masivní 
vzorek (bulk) 

10mm x 30mm 
- orientace povrchu (001) IFPAN, Polsko 

PMMA 500nm tenká vrstva 
315µm Si substrát 

5 mm x 5 mm 
- pro „single-shot“ exposice Silson, UK 

PMMA 1mm – masivní 
vzorek (bulk) 

10mm x 15mm 
- pro „multi-shot“ exposice Goodfellow, UK 

Tab. 25 – Vzorky ozářené na zařízení FLASH 
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9. Výsledky a diskuse 
 
 
 

9.1 Ablace materiálů indukovaná krátkovlnným FEL  
 
 Ze studia vzorků ozářených 32nm 30fs laserovými impulzy lze odvodit některé 
důležité parametry a fyziku interakce rentgenového svazku s příslušnou látkou (např. ablační 
práh a efektivní atenuační délku) a svazku samotného (např. průměr stopy svazku na vzorku). 
 

9.1.1 Vztahy použité k vyhodnocení výsledků 
 
9.1.1.1 Popis laserového svazku 
 
 Při dopadu silného laserového pulsu na povrch materiálu se velká část energie záření 
pohltí a ovlivňuje ozářený materiál. Pokud je špičkový výkon v pulsu dostatečný, může dojít 
nejen k e změně struktury materiálu, ale i k jeho úplnému odstranění. Tomuto jevu se říká 
ablace. Předpokládejme, že puls dopadající na povrch vzorku má gaussovský tvar [16], tzn.: 
  

( ) ( ) ( )2 2 2 2
0, exp expI r t I r tρ τ= − −  (9.1) 

 
Kde ρ  je poloměr svazku a τ  je délka pulsu. Pokud integrujeme intenzitu přes čas, 
dostaneme tzv. fluenci neboli energii na jednotku plochy. Tedy: 
 

( ) ( )2 2
0 expr rF F ρ−=  (9.2) 

 
Kde 00 IF πτ= . Integrujeme-li fluenci přes prostorovou proměnnou, dostaneme energii 
v pulsu, kterou měříme pomocí GMD detektoru. Platí:  
 

2
0GMDE Fπρ=  (9.3) 

 
9.1.1.2 Ablací poškozená plocha vzorku a hloubka kráteru 
 
 Při ozařování materiálu musíme vzít v potaz prahovou hodnotu fluence Fth, při které 
začne materiál ablaovat viz. graf 24. Fluence pulsu „po stranách“ (r > rCR) nepostačují 
k ablačnímu poškození povrchu. Ablace by měla na povrchu vzorku ideálně vytvořit 
kruhovou stopu o poloměru rCR, přičemž ze vztahu (9.2) plyne relace mezi tímto poloměrem a 
špičkovou fluencí F0. Náš svazek a fokusace však nejsou ideální (např. astigmatismus 
fokusace), kráter tedy není kruhový; budeme proto raději uvažovat plochu stopy (myslí se tím 
průmět kráteru na původní povrch vzorku).  Fluence je úměrná energii pulsu. Pak platí vztah, 
který dostaneme z (9.2): 
 

( )ln lnCR BEAM GMD thS S E E= −  (9.4) 
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Kde 2
CR CRS rπ=  je ablaovaná plocha vzorku, 2

BEAMS πρ=  je plocha stopy svazku na vzorku a 

th BEAM thSE F=  je prahová energie v pulsu, pro kterou dojde k ablaci. Ze vztahu (9.4) je tedy 
možné ověřit průměr svazku. 

 
Graf 24 – Gaussovský tvar pulsu a práh ablace 

 
 Druhou možností, jak získat prahovou fluenci, je měřit hloubku kráteru v závislosti na 
fluenci. Záření je v materiálu tlumeno exponenciálně dle 

( ) ( ) ( )2 2
0, exp exp atF r z F r z lρ−= − , kde lat je efektivní atenuační délka. Poklesne-li fluence 

na prahovou hodnotu, ablace neprobíhá. Maximální ablační hloubku pak můžeme vyjádřit 
jako:  
 

( )ln lnat GMD thd l E E= −  (9.5) 
 
 Průměr svazku 2ρ , atenuační délku lat a prahovou fluenci Fth můžeme získat, pokud 
naměřené hodnoty ploch a ablačních hloubek vyneseme do grafu v závislosti na ln(EGMD) a 
proložíme přímkou. Pro plochy kráterů bude mít regresní přímka tvar ( )lnCR GMDS A B E= + , 
takže průměr stopy svazku a prahovou fluenci lze vyjádřit: 
 

2 2BEAMS B Bρ π== ⇒  (9.6a) 
( )exp

th
BEAM

A B
F

S
−

=  (9.6b) 

 
 Ablační hloubky závislé na logaritmu energie budeme prokládat přímkou ve tvaru 

( )ln GMDd A B E= + , z jejíchž parametrů dostaneme atenuační hloubku a prahovou fluenci: 
 

atl B=  (9.7a) 
( )exp

th
BEAM

A B
F

S
−

=  (9.7b) 

 

9.1.2 Výsledky získané na tenké vrstvě PMMA  
 
 V následující tabulce 26 jsou vypsány hodnoty, které jsme naměřili na vzorku PMMA 
tlouštky 500nm pro různé úrovně zeslabení FEL svazku plynovým atenuátorem. Ablaované 
plochy byly změřeny s pomocí AFM a Nomarského mikroskopu. Hloubky byly stanoveny 
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pomocí AFM pracujícího v poklepovém módu (tapping mode). Energie pulsů jsme získali 
z GMD detektoru. V grafech 25a a 25b jsou tyto hodnoty zpracovány. 
 

Atenuace 
(%): 

Energie 
[ ]GMDE Jµ : 

Plocha (AFM)  
2

CRS mµ   : 
Plocha (Nomarski)  

2
CRS mµ   : 

Hloubka 
[ ]d nm : 

3,804 2158 1967 374,5 
5,014 2574 2562 783,1 
0,922 1304 1034 165,9 
2,952 2060 1885 608,5 

100 

2,082 1743 1376 387,3 
0,2600 1557 1387 249,1 
0,1500 1429 1265 192,0 10 
0,4340 1191 1080 147,3 
0,1440 1402 1014 139,1 
0,0720 672,8 602,1 99,62 
0,0580 597,2 501,6 68,61 
0,0360 495,2 436,5 61,33 
0,0640 722,0 576,5 106,5 

3 

0,0960 899,6 727,2 79,73 
0,0860 744,7 622,8 115,1 
0,0300 219,2 194,1 40,39 
0,1720 1092 907,6 123,7 
0,0260 86,94 84,75 16,38 
0,0520 578,3 473,0 81,53 

1 

0,0560 585,9 482,8 93,98 
0,0160 68,04 69,96 14,98 
0,0260 275,9 219,7 41,44 
0,0360 332,6 264,1 76,41 
0,0300 419,6 363,6 81,10 
0,0240 317,5 140,9 32,79 

0,3 

0,0300 317,5 244,4 62,73 
Tab. 26 – Naměřené plochy a hloubky kráterů v závislosti na energii pulsu 
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         S = A + B*ln(E
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         max. fluence (data z Nomarski)
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         A=(1727±99)µm2

         B=(417±34)µm2

 plocha kráteru při 
         max. fluence (AFM)

 plocha kráteru při 
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Graf 25a – Závislost plochy kráteru v tenké vrstvě PMMA na energii pulsu 
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Graf 25b – Závislost maximální hloubky kráteru v tenké vrstvě PMMA na energii pulsu 

 
Data  v grafech 25a a 25b jsem proložil přímkami. Do fitů jsem nezanesl hodnoty 

změřené bez atenuace (vyznačené prázdným kolečkem), které se zjevně nechovají dle 
uvažovaného modelu. Dosazením parametrů těchto přímek do vztahů (9.6) a (9.7) jsem získal 
následující hodnoty: 

 
Metoda 

vyhodnocení: 
Zdroj 
dat: 

Prahová fluence 
( ) 2

th th mJ cmF F −⋅± ∆    : 
Průměr stopy 

svazku [ ]2 mρ µ : 
Atenuační délka 

[ ]atl nm : 
AFM (3,1±1,5) (24,61±0,62) --- Plocha abl. povrchu 

Nomarski (3,8±1,6) (23,05±0,52) --- 
Hloubka kráteru AFM (2,7±1,9) --- (56,9±7,5) 

Tab. 27 – Tenká vrstva PMMA (500nm) – experimentální výsledky 
 

 Ze získaných výsledků můžeme říci, že prahové hodnoty fluence pro ablaci materiálu 
získané z různých metod, jsou v rámci své chyby srovnatelné. Tento experiment byl prováděn 
v „tight focus“ poloze komory, kde by průměr stopy svazku na vzorku měl být 20µm. To je 
v dobré shodě s výsledky, které jsme získali z regrese. Atenuační délka vyšla relativně malá, 
což znamená, že PMMA silně absorbuje záření na 32nm. 
 

9.1.3 Porovnání FEL ablace Si, SiO2 a PMMA 
 
 Pro zajímavost jsou v následujícím grafu 26 porovnány výsledky získané AFM 
měřením na vzorcích PMMA (tenká vrstva), Si (100) (masivní vzorek - bulk) a na vzorku 
křemene (masivní vzorek - bulk). PMMA bylo ozařováno bez apertury, Si a SiO2 s kruhovou 
aperturou o průměru 3mm, a proto byl průměr svazku menší 16µm. Závislosti maximálních 
hloubek kráterů na logaritmu energie jsou proloženy přímkami, aby bylo možné zjistit 
atenuační délky a prahové hodnoty fluencí. 
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Graf 26 – Závislosti maximálních hloubek kráterů na energii v pulsu pro Si, SiO2 a PMMA 

 
 Z parametrů proložených přímek dosazených do vztahů (9.7) jsem určil následující 
hodnoty pro tyto vzorky: 
 

Vzorek: Prahová fluence 
( ) 2

th th mJ cmF F −⋅± ∆    : 
Atenuační délka [ ]atl nm : 

Si (100) (masivní vzorek - bulk) (601±36) (552±35) 
SiO2 (masivní vzorek - bulk) (321±27) (67,8±7,3) 

PMMA (tenká vrstva) (2,7±1,9) (56,9±7,5) 
Tab. 28 – Si, SiO2 a PMMA – porovnání experimentálních výsledků 

 
 Už z grafu 26 je patrné, že prahy ablace v Si a SiO2 jsou řádově větší, než tomu bylo 
u vzorku PMMA. Na druhou stranu křemík absorbuje na 32nm mnohem méně, proto jsou 
krátery v něm typicky hlubší. 
 V grafu 26 si můžeme všimnou dvou zajímavých věcí. Práh ablace křemene je zřetelně 
nižší než křemíku. To bychom mohli vysvětlit výrazně kratší atenuační délkou 32nm záření 
v křemeni (podle Henkeho tabulek jen 27nm) a tedy mnohem vyšší lokální hustotou 
deponované energie při srovnatelné fluenci.  

Dále si všimněme, že závislost maximální hloubky kráteru na logaritmu energie 
přestává být lineární pro velké fluence (vyznačeno prázdnými zelenými kroužky). Nelinearita 
patrná z dat pro PMMA je důsledkem odstranění jeho tenké vrstvy, která má tloušťku 500nm. 
PMMA je nanesen na křemíkovém substrátu, a proto není nijak překvapivé, když hloubka 
kráteru začne pro vysoké fluence sledovat chování křemíku.  
 

9.1.4 Morfologie kráterů sledovaná Nomarského mikroskopem a AFM 
 
 V následujících fotografiích jsou zachyceny krátery, které svazek FEL vytvořil 
v různých materiálech. Pro srovnání jsou uvedeny snímky jak z Nomarského tak AFM 
mikroskopu. 
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 Na obr. 55a, 55b je zachycen kráter vzniklý v tenké vrstvě PMMA po ozáření pulsem 
energie (26,0±3,7)nJ těsně nad prahem ablace při nastavené 0,3% atenuaci svazku. To 
odpovídá fluenci (5,8±0,8)mJ/cm2 na povrchu vzorku. Hloubka kráteru je (41,44±0,59)nm.  
 

 
Obr. 55a – Fotografie kráteru v tenké vrstvě PMMA z Nomarského mikroskopu (x 1500) 

 

 
Obr. 55b – 3D obraz kráteru v tenké vrstvě PMMA získaný pomocí AFM mikroskopu 

  
Na následujících fotografiích je zachycen kráter vytvořený svazkem FLASH na 

povrchu křemíku. Lze na něm dobře pozorovat stopu svazku: 
 

 
Obr. 56a – Fotografie kráteru v Si pořízená Nomarského mikroskopem (x 1000) 
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Obr. 56b – AFM obraz kráteru v masivním vzorku Si 

 
 Důkazem nízké prahové fluence PMMA je i následující obrázek pořízený AFM 
mikroskopem na masivním vzorku PMMA, kde jsou zřetelně patrné difrakční kroužky od 
vstupní apertury. I difraktované FEL záření je schopné ablaovat povrch PMMA. 
 

 
Obr. 57 – AFM obraz kráteru s difrakčními kroužky v PMMA; efekt kruhové apertury 

průměru 3 mm  
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9.2 UV-vis emisní spektra ablačních oblaků 
 
 Nejlepších výsledků při spektroskopických měřeních jsme docílili u křemíku, křemene 
a Ce:YAG. Překvapivé bylo spektrum změřené na křemíku, u něhož lze identifikovat 
spektrální čáry. Měřilo se v integračním režimu – 100 akumulací, přičemž délka detekčního 
okna byla 10ms. Zvolili jsme metodu, kdy se vzorek při ostřelování průběžně posunoval, 
proto byl signál relativně silný. Zdroj nebyl „utopen“ ve stále se prohlubujícím kráteru. 
Emisní spektrum křemíkového plazmatu generového fokusovaným FEL svazkem je po 
korekci na spektrální citlivost iCCD uvedeno v grafu 27.   

250 300 350 400 450 500 550 600
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000

Si I   3s2 3p2 -  3s2 3p 4s  (1S - 1P*) - 390,2nm

Si I   3s2 3p2 -  3s2 3p 4s  (1D - 1P*) - 288,1nm

Si I   3s2 3p2 -  3s2 3p 4s  (3P - 3P*) - 251,2nm

re
la

tiv
ní

 in
te

nz
ita

λ (nm)

Emisní spektrum křemíku

 
Graf 27 – UV-vis emisní spektrum křemíkového ablačního oblaku  

  
Naměřené spektrální čáry lze přiřadit atomárního křemíku. Jsou značně rozšířené, což 

je důsledkem širokého rozevření vstupní štěrbiny spektrometru. Tuto jsme nastavili, abychom 
neomezovali citlivost přístroje. Chtěli jsme totiž registrovat i širokopásmové tepelné záření 
plazmatu. Většina spekter však neukazuje žádné maximum pásu tepelného záření. Průběh 
některých spekter naznačuje, že maximum tepelného záření plazmatu by se mohlo nacházet 
v blízké infračervené oblasti. Teplota povrchu ablačního oblaku by tedy dosahovala hodnot 
jen ~1000K, což je v dobrém souladu s předpokládanými parametry plazmatu generovaného 
32nm FEL zářením.   
 Posunujeme-li křemíkový terč z ideálního ohniska svazku dosáhneme záhy stavu, kdy 
čáry ve spektru ztrácejí na intenzitě až zcela vymizí.  Jde tedy skutečně o záření plazmatu 
generovaného fokusovaným svazkem laseru na volných elektronech.   
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10. Závěr 
 
 
 
 V teoretické části práce byl podán přehled zdrojů koherentního XUV záření, jak 
konvenčních tak nové generace. Ze srovnání parametrů plyne, že lasery na volných 
elektronech mají v mnoha ohledech nad konvenčními zdroji navrch. Zvláště ve spektroskopii 
je nedocenitelnou komparativní výhodou SASE FEL jejich průběžná proladitelnost v relativně 
širokém spektrálním oboru. Pro časově rozlišená studia a dosahování vysokých špičkových 
výkonů hraje významnou roli velmi krátká délka pulsu – řádově desítky femtosekund. Řada 
konvenčních zdrojů sice tak krátkých pulsů též dosáhne, avšak obsah energie v pulsu je 
obvykle výrazně nižší. Naše první experimenty na SASE FEL zařízení FLASH ovšem 
ukazují, že i svazek laseru na volných elektronech má jisté vlastnosti, které nemusí být pro 
určité aplikace vždy výhodné.  
 
 Vysoké parametry SASE FEL jsou bohužel vykoupeny jejich značnou fluktuací 
výstřel od výstřelu (shot-to-shot fluctuation). Pro studie poškozování povrchů je 
problematická zejména fluktuace energie impulsu. Ta například znemožňuje efektivně 
studovat poškození způsobená mnoha pulsy akumulovanými na fluencích nižších než je práh 
„single-shot“ ablace (stanovení ablačních prahů pro PMMA, Si(100) a α-SiO2 představuje 
jeden z hlavních výsledků této práce). V průběhu ozařování se totiž téměř vždy vyskytne 
v sekvenci pulsů alespoň jeden, jehož energie vyskočí tak vysoko, že výsledná fluence leží na 
zmíněným prahem. Nelze pak odlišit tzv. „single-photon“ a „single-shot“ poškození. Je 
zřejmé, že zdroje využívající konvenčních laserů a laserového plazmatu, které vykazují 
mnohem lepší stabilitu výstupních parametrů než SASE FEL, jsou k účelu studia poškození 
indukovaného jednotlivými vysokoenergetickými fotony mnohem vhodnější.  
 
 Studium radiačního poškození povrchů jeho ozařováním mnoha FEL pulsy pod 
„single-shot“ ablačním prahem komplikuje dále polohová nestabilita (ponting instability) FEL 
svazku. Jednotlivé pulsy se na povrchu dobře nepřekrývají a určit dávku záření 
nahromaděnou v určitém místě vzorku je téměř nemožné. I v tomto bodě poskytují konvenční 
XUV zdroje lepší možnosti než SASE FEL. Prostorová fluktuace svazku FLASH také zatím 
neumožnila realizovat 2µm fokus v tandemové komoře zmíněné v části 7 této práce. 
Fluktuace polohy svazku je také velmi nepříjemnou komplikací časově rozlišených 
sondovacích experimentů (pulse-probe experiments), kde se FEL puls kombinuje s pulsem 
konvenčního, dlouhovlnného laseru. Je totiž třeba zajistit překryv obou svazků, což fluktuace 
SASE FEL v určitém počtu případů znemožní.  
 
 Výše uvedené důvody nás opravňují předpokládat, že zdroje XUV záření využívající 
konvenčních laserů nebudou novou generací laserů na volných elektronech zcela vytlačeny 
z laboratorní praxe. Nestane se tak jak z důvodů praktických (stavba a provoz SASE FEL jsou 
nákladnou záležitostí, přístup k němu časově velmi omezený atp.) tak i principielních (viz 
výše).  
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12. Appendix 
 

Appendix 1 – Odvození vlnové rovnice 
 

Pro odvození vlnové rovnice potřebujeme krom Maxwellových vztahů (2.2a) až (2.2d) 
znát též základní identitu vektorové analýzy: 
 

( ) ( )( ) ( )u r u r u r∇ × ∇ × = ∇ ∇ ⋅ − ∆
r r r r r r  (A1.1) 

 
Kde ( )u rr r  je obecné vektorové pole. Dále vyjdeme ze vztahů (2.2a) a (2.2b) a dosadíme do 
nich z materiálových vztahů (2.3a) a (2.3b) a také za proudovou hustotu dle (2.4). S využitím 
identity (A1.1) dostaneme: 
 

( ) ( ) 2

2 
BB D DD D D

t t t t
ε ε µσ εµ

∂ ∇ ×∂ ∂ ∂
∇ × ∇ × = − ⇒ ∇ ∇ ⋅ − ∆ = − = − −

∂ ∂ ∂ ∂

rr r rr r r
 

( ) ( ) ( ) 2

2B
DD B Bj B B D

t t t t
µσ

µ µ µ µσ εµ
ε

∂ ∇ ×∂ ∂ ∂
∇ × ∇ × = + ⇒ ∇ ∇ ⋅ − ∆ = ∇ × + = − −

∂ ∂ ∂ ∂

rr r rr r r rr
 

 
Dosazením z předpokladů div 0D =

r
, div 0B =

r
 a 0σ =  získáme vlnové rovnice: 

 
2

2 0DD
t

εµ
∂

∆ − =
∂

rr
 (A1.2a) 

2

2 0BB
t

εµ
∂

∆ − =
∂

rr
 (A1.2b) 

 

Appendix 2 – Zavedení elektrické susceptibility 
 
 Vyjdeme z definičního vztahu pro polarizaci, kde je zanedbána prostorová disperze 
prostředí: 
 

( ) ( ) ( ), ,
t

P r t f t E r dτ τ τ
−∞

= −∫
r rr r  (A2.1) 

 
Za předpokladu , že pole má tvar ( ) ( ) ( )0, expE r t E r i tω= −

r rr r , provedeme ve vztahu (A2.1) 
jednoduchou substituci: 
 

t tτ− → %  ⇒  d dtτ = − %  
 ⇒  tτ = −∞ ⇒ = ∞%  
 ⇒  0t tτ = ⇒ =%  
 ⇒  ( ) ( ) ( ) ( )0, exp expE r t E r i t i tω ω= − ⋅

r rr r %  
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Pak (po otočení integračních mezí) dostáváme vztah pro polarizaci: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0
0

ˆ ˆ, exp , 1 , ,r eP r t f t i t dt E r t E r t E r tω ε ε ω ε χ ω
∞ 

= = − = 
 
∫

r r r rr r r r% % %  (A2.2) 

 
Elektrická susceptibilita resp. relativní permitivita prostředí pak vychází jako Fourierova 
transformace odezvové funkce: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
0

ˆ ˆ 1 expe r f t i t dtχ ω ε ω ω
∞

= − = ∫  (A2.3) 

 

Appendix 3 – Odvození Kramers-Kronigových relací 
 
 Mějme holomorfní komplexní funkci f(z) jedné komplexní proměnné. Za těchto 
podmínek, lze tuto funkci rozvinout do řady: 
 

( ) ( )
0

n
n

n
f z c z a

∞

=

= −∑  (A3.1) 

( )1
!

n

n n
z a

d f z
c

n dz
=

= , ( ), ,z a f z∈ ∈ ∈£ £ £  (A3.2) 

 
Hned vidíme, že integrál přes uzavřenou křivku γ  obíhající pól (a) z následující 
neholomorfní funkce, lze snadno spočítat. Pro jednoduchost zvolme integrační křivku jako 
kružnici poloměru R: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )0
0

1

1 : R exp
2 2

R exp , 0;2n

n
n

Substituce dz i if z dz c c z a dz i c i f a
z i az a z aγ γ

ϕ
π π

ϕ γ ϕ π

∞

=

− = ⋅ = + − = = ⋅ = ⋅  = ⋅ + → ∈− − 
∑∫ ∫  

 
Což je celkem zřejmé, protože integrál přes uzavřenou křivku z holomorfní funkce v sumě je 
nulový a jediné co po integraci zbude je první člen rozvoje. Tím jsme vlastně dostali 
Cauchyho větu komplexní analýzy, která tedy vypadá následovně: 
 

( ) ( )1
2

f z dz
f a

i z aγπ
=

−∫  (A3.3) 

 

Zvolme nyní komplexní funkci reálné proměnné ( ) ( ) ( ) ,f x g x ih x x= + ∈ ¡  tak, aby její 

reálná část byla sudou funkcí ( ) ( ) ( ), lim 0
x

g x g x g x
→±∞

= − =  a její imaginární část byla funkcí 

lichou ( ) ( ) ( ), lim 0
x

g x g x g x
→±∞

= − = . Nyní můžeme prodloužit proměnnou x do komplexních 

čísel. Pokud to uděláme, bude pro námi zvolenou funkci platit Cauchyova věta. Integrovaná 
funkce bude mít pól na reálné ose. Zvolíme tedy následující integrační cestu (obr. OA3.1): 
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Obr. OA3.1 – Integrační cesta komplexního integrálu 

 
Z podmínek, které klademe na funkci, plyne, že integrál přes velkou půlkružnici půjde do 
nuly a integrál přes malou půlkružnici bude v limitě roven konstantě. Tedy: 
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Výsledně tedy: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )1 1 g x ih x dxf x dx
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ω ω ω
π ω π ω
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Porovnáním reálných a imaginárních částí dostaneme jejich vzájemnou závislost: 
 

( ) ( )1 h x dx
g

x
ω

π ω

∞

−∞

=
−∫  (A3.4a) 

( ) ( )1 g x dx
h

x
ω

π ω

∞

−∞

= −
−∫  (A3.4b) 

 
Zde ale počítáme i se zápornými frekvencemi, proto převedeme výpočty na integraci od nuly 
do nekonečna: 
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1 1: ,

: , 0 0

h x dx h x dx h x h x
g dxx x x x

x x x x
dx dx x x

ω
π ω ω π ω ω

∞ ∞

−∞

−   
= + = = − == − = −∞ → = ∞   − − − +   = − = → =

∫ ∫ ∫

 
( ) ( ) ( )

2 2
0 0

1 2h x h x xh x dx
dx

x x xπ ω ω π ω

∞ ∞ 
= + = − + − 

∫ ∫  

 



 156

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0 0

Substituce v 1.integrálu:
1 1: ,
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Kramers-Kronigovy relace tedy vypadají následovně: 
 

( ) ( )
2 2

0

2 . .
xh x dx

g v p
x

ω
π ω

∞

=
−∫  (A3.5a) 

( ) ( )
2 2

0

2 . .
g x dx

h v p
x

ω
ω

π ω

∞

= −
−∫  (A3.5b) 

 
Kde v.p. – value principal je hlavní hodnota integrálu ve smyslu distribucí. Tyto relace tedy 
spojují reálnou a imaginární část jedné komplexní veličiny. Nyní stačí za funkce g(x) a h(x) 
dosadit: 
 

( ) ( ) 1g x n x= −  

( ) ( )h x xκ=  
 

Appendix 4 – Odvození Fresnelových vztahů 
 
 Mějme dvě prostředí s obecně různými – třeba i komplexními – indexy lomu. Index 
lomu prostředí, odkud světlo na rozhraní dopadá, označme jako n1 a index lomu druhého 
prostředí označme n2. Dle obr. 2 v druhé kapitole, musíme brát v úvahu tři vlny: vlnu 
dopadající (incident wave), odraženou (reflected wave) a procházející (transmitted wave). 
V souřadné soustavě spojené s rozhraním je zaveďme následovně: 
 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0exp exp ii i i iE E i t k r E iω φ= − − ⋅ = −

rr r rr  (A4.1a) 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0exp exp rr r r rE E i t k r E iω φ= − − ⋅ = −

rr r rr  (A4.1b) 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0exp exp tt t t tE E i t k r E iω φ= − − ⋅ = −

rr r rr  (A4.1c) 

 
Kde fáze ( ) ( ) ( ), ,i r tφ φ φ  jsou funkce prostoru a času. Pole jsou zavedena zjednodušeně. 
Komplexně sdružená část zde pro nás není podstatná. 
 
Pro větší přehlednost je ale lepší zavést si vektory polí v souřadnicích spojených se směrem 
dopadajícího, procházejícího či odraženého světla. Položme osu z′  do směru paprsku, osu x′  
do směru kolmého na rovinu dopadu a osu y′  do roviny dopadu. Podíváme-li se na obr. 2, 
můžeme ihned napsat výrazy pro vektory pole v těchto souřadnicích. Jsou to vektory v rovině 
x′ y′ , proto jsou pouze dvourozměrné: 
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 (A4.2c) 

 
Jonesovy vektory , ,A R T

r r r
 v sobě zahrnují nejen amplitudy ve směrech os x′  a y′ , ale také 

konstantní fáze ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,i i r r t tϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⊥ ⊥ ⊥P P P , které nám určují polarizaci světla. Je dobré si pole 
zavést takto, protože v mnoha případech budou reflexní a transmisní koeficienty vyjádřené 
komplexním číslem. To bude znamenat změnu fáze, která nám ovlivní výslednou polarizaci 
světla. Zadáme-li pole v čárkované soustavě pomocí složek , , , , ,A A R R T T⊥ ⊥ ⊥P P P  (dle obr. 2) 
kolmých a rovnoběžných s rovinou dopadu, můžeme jednotlivé vektory polí přepočítat do 
nečárkované soustavy spojené s rozhraním následovně: 
 

( ) ( )( ) ( )( )( ) cos , , sin exp ii
i iE A A A iθ θ φ⊥= − −P P

r
 (A4.3a) 

( ) ( )( ) ( )( )( ) cos , , sin exp rr
i iE R R R iθ θ φ⊥= −P P

r
 (A4.3b) 

( ) ( )( ) ( )( )( ) cos , , sin exp tt
t tE T T T iθ θ φ⊥= − −P P

r
 (A4.3c) 

 
Abychom mohli soustavu, která nás čeká, vyřešit, musíme ještě znát složky magnetické 
intenzity, které získáme ze známého vztahu pro rovinnou vlnu: 
 

( )H s Eε
µ

= ×
r rr  (A4.4) 

 
Kde sr  je směr šíření jednotlivých svazků. Z geometrie jsou směry dány následovně: 
 

( ) ( )sin ,0,cosi
i is θ θ=

r  
( ) ( )sin ,0, cosr

i is θ θ= −
r  

( ) ( )sin ,0,cost
t ts θ θ=

r  
 

Tedy vektory magnetických intenzit po dosazení směrových vektorů a vektorů elektrických 
intenzit do vztahu (A4.4) vycházejí: 
 

( ) ( )( ) ( )( )( )
1 1cos , , sin exp ii

i iH A A A iθ θ φ ε µ⊥ ⊥= − − −P
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 (A4.5a) 
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( ) ( )( ) ( )( )( )
2 2cos , , sin exp tt

t tH T T T iθ θ φ ε µ⊥ ⊥= − − −P

r
 (A4.5c) 
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Protože vodivost materiálů je nulová, neteče rozhraním žádný proud. Z Maxwellových rovnic 
pak plyne spojitost tečných složek magnetické intenzity. Spojitost tečných složek elektrické 
intenzity z nich plyne automaticky. Platí tedy: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  i r t i r t
x x x y y yE E E E E E+ = + =  (A4.6a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  Hi r t i r t
x x x y y yH H H H H+ = + =  (A4.6b) 

 
Dosazením z vektorových výrazů (A4.3a) až (A4.3c) a (A4.5a) až (A4.5c) do předchozích 
okrajových podmínek dostaneme soustavu čtyř rovnic pro čtyři neznámé , , ,R R T T⊥ ⊥P P . Navíc 

musíme využít toho, že fáze ( ) ( ) ( ), ,i r tφ φ φ  závislé na prostoru a čase, jsou stejné v jednom 
místě a v jednom okamžiku, tudíž lze odstranit oscilující členy.  Dostaneme pak dvě rovnice 
transverzálně magnetické: 
 

( ) ( )1 2

1 2

cos cos ,  i tR A T R A Tε ε
θ θ

µ µ
− = + =P P P P P P  

 
A dvě transverzálně elektrické 
 

( )1 2

1 2

,  cos cosi tR A T R A Tε ε
θ θ

µ µ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥+ = − =  

 
Z těchto rovnic vyjádříme neznáme v závislosti na zadaném vstupujícím poli. Dostaneme tak 
čtyři rovnice v následujícím tvaru: 

 
,  T t A T t A⊥ ⊥ ⊥= =P P P  (A4.7a) 
,  R r A R r A⊥ ⊥ ⊥= =P P P  (A4.7b) 

 
Koeficienty úměrnosti jsou tzv. Fresnelovy koeficienty reflexe a transmise a jsou závislé na 
polarizaci. Využijeme-li navíc Snelliův vztah pro lom na rozhraní dostaneme závislost těchto 
koeficientů na úhlu dopadu: 
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Appendix 5 – Změna fáze při totálním odrazu 
 
 Protože je relativní index lomu n12<1 bude dle Snelliova zákona existovat jistý kritický 
úhel dopadu, při kterém už se světlo nebude moci šířit druhým prostředím. Pokud tedy 
splníme podmínku c

i iθ θ≥ , nabudou koeficienty reflexe následujícího tvaru: 
 

2 2 2
12 12

2 2 2
12 12

cos sin

cos sin
i i

i i

n i n
r

n i n

θ θ

θ θ

− −
=

+ −
P  (A5.1a) 

2 2
12

2 2
12

cos sin

cos sin
i i

i i

i n
r

i n

θ θ

θ θ
⊥

− −
=

+ −
 (A5.1b) 

 
Z výše uvedených vztahů je vidět, že čitatel a jmenovatel zlomku jsou vzájemně komplexně 
sdružená čísla, tudíž lze reflexní koeficient napsat jako: 
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( ) ( ) ( )

exp
exp 2 exp

exp
z izr i i

z z i
α

α δ
α

= = = =
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Hned můžeme z předchozího vztahu vidět, že velikost reflexního koeficientu je opravdu rovna 
jedné, tudíž jde o totální odraz. Porovnáme-li reálné a imaginární části exponenciály a čitatele 
resp. jmenovatele ve vztazích (A5.1a) a (A5.1b) dostaneme: 
 

( ) ( )2 2 2
12 12cos 2 cos ,  sin 2 sini iz n z nδ θ δ θ= = − −P P  

( ) ( ) 2 2
12cos 2 cos ,  sin 2 sini iz z nδ θ δ θ⊥ ⊥= = − −  

 
Z těchto vztahů můžeme spočítat posuny fáze pomocí tangenty. Dostaneme tedy: 
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Relativní změna fáze je pak dána rozdílem těchto dvou úhlů. Jednoduchou goniometrickou 
úpravou pak dostaneme: 
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 160

Appendix 6 – Reflektance a transmitance rozhraní 
 
 Abychom mohli stanovit reflektanci a transmitanci rozhraní, musíme znát intenzity 
dopadajícího, procházejícího a odraženého světla. Vyjdeme z definice intenzity, kam 

dosadíme elektrické pole ve tvaru ( )( )( )0

1
exp . .

2
E E i t k r c cω= − − ⋅ +

rr r r . Magnetickou intenzitu 

dostaneme použitím vztahu (A4.4). Intenzita je definována jako časová střední hodnota 
Poytingova vektoru. Rychle oscilující členy ve střední hodnotě vypadnou. Dostaneme tedy: 

 

( )( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 0 0
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= × = × × = + = +   

   
P Pr r r rr  

 
Jednotkou intenzity je watt na metr čtvereční. Po dopadu světla na rozhraní musí být splněn 
zákon zachování energie resp. výkonu. Označme ozářenou plochu na rozhraní jako S. Pak 
dopadající výkon na tuto plochu musí být roven součtu odraženého a prošlého výkonu: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )cos cos cosi i t r t r
i t iP I S P P S I Iθ θ θ= = + = +  

 
Pro reflektanci resp. transmitanci pak s užitím vztahů pro výkon tekoucí rozhraním a vztahů 
pro prošlé a odražené pole (A4.7a) a (A4.7b) dostaneme následující výrazy: 
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Obr. OA6.1 – Polární souřadnice 

Potřebovali bychom se ale zbavit závislosti na 
dopadajícím poli. To lze udělat tak, že složky 
dopadajícího pole vyjádříme v polárních souřadnicích, 
jak je zachyceno na obr. OA6.1. Dostaneme pak: 

cosA A ϑ⊥ =  

sinA A ϑ=P  
Je tedy patrné, že koeficienty budou na úhlu ϑ  závislé. 

 
Po dosazení do vztahů (A6.1a) a (A6.1b) dostaneme výsledně: 
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Appendix 7 – Dielektrická vrstva 
 
A7.1 Náběh fáze při průchodu vrstvou 
 
 Dle obr. 3 v druhé kapitole, se světlo šíří z prostředí o indexu lomu N1 do prostředí o 
indexu lomu N2. Zde se mnohonásobně odráží a při každém odrazu se částečně vyváže ven. 
V bodě A bude fáze nulová, protože zde máme počátek souřadného systému. Z tohoto bodu 
se pak světlo skrz rozhraní (12)  šíří k rozhraní (23) do bodu B. Změnu fáze a absorpce mezi 
těmito body určíme z obr. OA7.1.  
 

 
Obr. OA7.1 – Rozdíl fáze 

Položme si nulovou fázi do bodu A. Z geometrie pak 
vyplývá, že se fáze vlny v prostředí vrstvy mezi body 
A a B změní o: 
 

( )2 0 2 0 2 2
2 2cos cos

ϕ κ
θ θ

= = +
d dk N k n i  (A7.1) 

 

 
Náběh fáze mezi body A a B jednotlivých složek Jonesova vektoru (v případě izotropního 
prostředí) lze tedy vyjádřit následující maticí: 
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2
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exp 0
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ϕ
θ

ϕ
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 (A7.2) 

 
V případě anizotropního prostředí bychom museli rozlišit komplexní index lomu ve směru 
rovnoběžném a kolmém s rovinou dopadu. Tyto hodnoty bychom spočetli z řádného a 
mimořádného indexu lomu v závislosti na orientaci roviny dopadu k hlavním rovinám 
prostředí. Změny fází by pak byly pro jednotlivé složky pole různé. 
 
A7.2 Celkové odražené a procházející pole 
 
Odražené pole 
  

Nechť tedy l-té „odražené“ pole, nabývá na rozhraní (12) hodnoty 
( ) ( ) ( )1

0 exp . .
2

r
l lE z C i t c cω= = − +  

rr
. Hodnoty amplitud lC

r
 spočteme úvahou z pohybu svazku 

ve vrstvě. Do ní vstupuje pole amplitudy A
r

 přes rozhraní s koeficientem transmise 12T
t

. Šíří se 
pak jejím prostředím k druhému rozhraní, mění se mu fáze a je absorbováno. To vystihuje 
matice 2T

t
. Od rozhraní (23) se z části odráží dle koeficientu reflexe 23R

t
 a putuje zpět 

k rozhraní (12), kterým částečně prochází, což vystihuje 21T
t

. Tímto způsobem popíšeme 
amplitudy na rozhraní všech „odražených“ polí. Tedy: 
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( )1 21 2 23 2 12= ⋅
r rt t t t t

C T T R T T A  

( ) ( )2 21 2 23 2 21 2 23 2 12= ⋅
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(A7.3) 
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( ) ( ) ( )3 21 2 23 2 21 2 23 2 21 2 23 2 12= ⋅
r rt t t t t t t t t t t t t

C T T R T R T R T R T R T T A  

… 

( )2 1
21 2 23 21 12
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r rt t t t tl l

lC T T R R T A  
(A7.3) 

 
Amplitudy lC

r
 tedy udávají velikost pole na rozhraní (12). Tato pole se dál šíří prostředím 

indexu lomu N1, kde spolu interferují a vytvářejí celkové odražené pole. Toto síření popíšeme 
následovně: 
 

( ) ( ) ( )( )1
1 exp . .
2

ω = − − ⋅ +
 

rrr r rr
l l l lE r C i t k r c c  (A7.4) 

 
Vektory lr

r  jsou však vztaženy k místům, odkud vlna okénko opouští. Abychom započetli i 
interferenci, musíme tyto vektory vyjádřit v soustavě spojené s bodem A. Pro vektor polohy a 
vlnový vektor šíření „odražených“ vln v prvním prostředí platí: 
 

( )( )0 22 , 0, 0θ= − ⋅
r r
lr r ld tg  (A7.5a) 

( )1 0 1 1 1sin , 0, cosθ θ= −
r
k k N  (A7.5b) 

 
Dosadíme-li ze vztahů (A7.5a) a (A7.5b) do vztahu pro pole (A7.4), dostaneme l-té odražené 
pole v soustavě spojené s bodem A. To opět platí pouze pro izotropní prostředí. 
V anizotropním by to bylo poněkud složitější. Tedy: 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 1 2 1 1 0

1 exp 2 sin exp . .
2

θ θ ω = − − − ⋅ +
 

rrr r rr
l lE r C ik ldN tg i t k r c c  (A7.6) 

 
Celkové pole tedy spočteme jako součet těchto jednotlivých vln. Dostaneme tedy: 

 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 1 2 1 1 0

0

1 exp 2 sin exp . .
2

θ θ ω
∞

=

 
= − − − ⋅ + = 

 
∑

rrr r rr
l

l
E r C ik ldN tg i t k r c c  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1
12 21 2 23 21 12 0 1 2 1 1 0

1

1 exp 2 sin exp . .
2

θ θ ω
∞

−

=

 
= + − − − ⋅ + = 

 
∑

rrt t t t t t rl l

l
R T T R R T ik ldN tg A i t k r c c  

( ) ( )( )1
12 21 23 21 12 0 2 2 1 0

1

1 exp 2 cos exp . .
2

θ ω
∞

−

=

 
= + − − ⋅ + = 

 
∑

rrt t t t t rl l

l
R T R R T i k ldN A i t k r c c  

( )( )1 0
1 exp . .
2

ω= − − ⋅ +
rrt rRA i t k r c c  

 
Vyjádření ve třetím řádku dostaneme, použijeme-li komplexní Snelliův zákon pro rozhraní 
(12). Výraz ve složené závorce je pak celkový koeficient R

t
 reflexe vrstvy. Provedeme-li 

substituci a přeindexujeme-li sumu, můžeme ho po sečtení geometrické posloupnosti vyjádřit 
následovně: 

 

( ) ( ) ( )
( )

21 12 23
12 21 12 23 23 21 12

0 23 21

exp
exp ( 1)

1 exp

∞

=

= + + = +
−∑
t t t

t t t t t t t t
t t t

L

L

T T R iKd
R R T T R R R iKd L R

R R iKd
 (A7.7) 
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Kde 0 2 22 cosK k N θ= , je komplexní číslo v případě komplexního indexu lomu.  Matice 1
t

 je 
jednotková a dělení maticí znamená násobení maticí inverzní. V tomto případě jde o 
jednoduchý výpočet, protože matice jsou diagonální. Použijeme-li vztahy (2.28a) až (2.28d), 
můžeme ve výsledku (A7.7) snížit počet konstant, což nám zjednoduší výpočty. Dostaneme:  
 

( ) ( )
( )

2
12 2 12 23 1

12
23 12

cos cos
1exp

θ θ
= +

− +

t t
t t

t t t
N T R

R R
iKd R R

 (A7.8) 

 
Tento vztah stále závisí na dvou proměnných 1 2,θ θ , ty jsou však spojeny známým Snelliovým 
vztahem 1 1 2 2sin sinN Nθ θ= . 
 
 Procházející pole 
 
 Analogicky můžeme získat amplitudy procházejících polí na rozhraní (23). Nebudeme 
však vycházet z bodu A, nýbrž z bodu B, kam položíme počátek souřadného systému. Nechť 

tedy pole na tomto rozhraní mají amplitudu ( ) ( ) ( )10 exp . .
2

ω = = − + 
r rt

m mE z D i t c c . Abychom 

se dostali z bodu A do B, zavedli jsme relaci mezi amplitudami polí v těchto místech. Platí 
pro ně 2 12B T T A=

rr t t
. Vycházíme tedy z bodu B, odkud pole s amplitudou B

r
 částečně prochází 

rozhraním dle koeficientu transmise 23T
t

 a z okénka vyjde první vlna. Také se částečně odráží 
s koeficientem reflexe 23R

t
 a putuje k rozhraní (12), což nám popisuje koeficient 2T

t
. Na tomto 

rozhraní se odráží úměrně koeficientu 21R
t

 a putuje zpět k rozhraní (23), což opět popisuje 2T
t

. 
Na tomto rozhraní částečně projde dle 23T

t
 a z okénka vyjde druhá vlna. Tedy amplitudy na 

druhém rozhraní jsou: 
 

0 23= ⋅
r t r
D T B  

( )1 23 2 21 2 23= ⋅
r t t t t t r
D T T R T R B  

( )( )2 23 2 21 2 23 2 21 2 23= ⋅
r t t t t t t t t t r
D T T R T R T R T R B  

( )( )( )3 23 2 21 2 23 2 21 2 23 2 21 2 23= ⋅
r t t t t t t t t t t t t t r
D T T R T R T R T R T R T R B  

… 

( )2
23 2 21 23= ⋅

r t t t t rm

mD T T R R B  

(A7.9) 

 
Z rozhraní (23) se všechna pole dál šíří jako rovinné vlny, ovšem s pozměněnou amplitudou a 
fází. Platí pro ně: 
 

( ) ( ) ( )( )3
1 exp . .
2

ω = − − ⋅ +
 

rr rr rt
m m m mE r D i t k r c c  (A7.10) 

 
Stejně jako v předchozím případě převedeme souřadné systémy jednotlivých vln, do 
souřadného systému v bodě B. Pro vektor polohy a vlnový vektor šíření „prošlých“ vln 
v třetím prostředí platí: 
 

( )( )0 22 , 0, 0θ= − ⋅
r r
mr r md tg  (A7.11a) 
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( )3 0 3 3 3sin , 0, cosθ θ=
r
k k N  (A7.11b) 

 
Jednotlivá pole vypadají následovně: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 3 2 3 3 0
1 exp 2 sin exp . .
2

t
m mE r D ik mdN tg i t k r c cθ θ ω = − − − ⋅ +

 
rr rr r  (A7.12) 

 
Analogicky jako v předchozím případě dosadíme amplitudy do vztahu pro jednotlivá pole a 
všechna je dohromady sečteme. Potom použijeme komplexní Snelliův vztah pro rozhraní (23) 
a dostaneme geometrickou řadu. Celkové procházející pole má tedy tvar: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 3 2 3 3 0
0

1 exp 2 sin exp . .
2

θ θ ω
∞

=

 
= − − − ⋅ + = 

 
∑

rr rr rt
m

m
E r D ik mdN tg i t k r c c  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
23 2 21 23 0 3 2 3 3 0

0

1 exp 2 sin exp . .
2

θ θ ω
∞

=

 
= − − − ⋅ + = 

 
∑

rt t t t r rm

m
T T R R ik mdN tg B i t k r c c  

( ) ( ) ( )( )23 21 23 0 2 2 3 0
0

1 exp 2 cos exp . .
2

θ ω
∞

=

 
= − − ⋅ + = 

 
∑

rt t t r rm

m
T R R i k mdN B i t k r c c  

( ) ( ) ( )( )23 21 23 2 12 3 0
0

1 exp exp . .
2

ω
∞

=

 
= − − ⋅ + = 

 
∑

rrt t t t t rm

m
T R R T T iKdm A i t k r c c  

( )( )3 0
1 exp . .
2

ω= − − ⋅ +
rrt rTA i t k r c c  

 
Procházející pole však počítáme vzhledem k bodu B, což nesmíme zapomínat hlavně kvůli 
absorpci. Fáze se při výpočtu intenzity stejně vystředují na nulu. Výraz ve složené závorce 
v čtvrtém řádku je celkový koeficient T

t
 transmise vrstvy. Po sečtení geometrické 

posloupnosti ho můžeme vyjádřit následovně: 
 

( ) ( )
( )

23 2 12
23 21 23 2 12

0 21 23

exp
1 exp

∞

=

= =
−

∑
t t t

t t t t t t
t t t

m

m

T T TT T R R T T iKdm
R R iKd

 (A7.13) 

 
Kde 0 2 22 cosK k N θ=  je stejně jako v předchozím případě komplexní číslo. Na to musíme brát 
zřetel při výpočtu transmitance a reflektance. Stejně jako v předchozím případě můžeme tento 
vztah upravit tak, aby v něm zůstaly jen koeficienty pro rozhraní. Platí tedy: 
 

( )
( )

23 12 2 0 2

12 23

exp cos
1 exp

θ
=

+

t t
t

t t t
T T iN k d

T
R R iKd

 (A7.14) 

 

Appendix 8 – Einsteinovy koeficienty 
 
 Vztah mezi Einsteinovými koeficienty B21 a B12 dostaneme z rovnice pro detailní 
rovnováhu v zářícím prostředí, kde bereme v úvahu celý prostorový úhel kolem média: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )12 1 21 2 20
d

B N B N AN
dt

ω ω ωρ ω
ω ρ ω ω ρ ω= ⇒ = +  (A8.1) 
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Hustota energie fotonů je odvozena z Bose-Einsteinova rozdělení pro bosony a je všeobecně 
známa jako Planckův vyzařovací zákon pro černé těleso:  
 

( )
3

2 3

1

exp 1
E

B

dP d d
c

k T

ω
ρ ω ω ω

π ω
= =

 
− 

 

h
h

 
(A8.2) 

 
Obsazení stavů 1 a 2 je dáno Maxwell-Boltzmannovým rozdělením: 
 

1
1 1 exp

B

EN g
k T

ω  
= − 

 
 (A8.3a) 

2
2 2 exp

B

EN g
k T

ω  
= − 

 
 (A8.3b) 

 
Kde T je termodynamická teplota v Kelvinech a 23 1 11,38 10 86,3Bk J K eV Kµ− − −= ⋅ ⋅ = ⋅  je 
Boltzmannova konstanta. Po dosazení vztahů (A8.2), (A8.3a), (A8.3b) a (4.1) do rovnice pro 
detailní rovnováhu a algebraické úpravě dostaneme: 
 

( ) ( )
2 3

2
12 21 3

1

exp 1 exp
B B

gcB B A
k T g k T

π ω ω
ω ω

ω

     
= + − −           

h h
h

 (A8.4) 

 
Součin 25,9Bk T meV=  při pokojové teplotě tzn. T=300K. Energie fotonů E ω= h  je však 
mnohem větší. Obzvláště v UV oblasti, kde je energie světelného kvanta větší než 3eV, se 
bude exponenciála blížit k nule: 
 

exp 0
Bk T
ω 

− → 
 

h  

 
To znamená, že ve výrazu (A8.4) po zanedbání exponenciály se záporným argumentem 
zůstane pouze člen, u nějž stála exponenciála s kladným argumentem. Proto Einsteinův 
koeficient absorpce vychází: 
 

( )
2 3

2
12 3

1

gcB A
g

π
ω

ω
=

h
 (A8.5) 

 
Dosadíme-li tento výsledek zpět do (A8.4) dostaneme Einsteinův koeficient stimulované 
emise: 
 

( )
2 3

21 3

cB Aπ
ω

ω
=

h
 (A8.6) 
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Appendix 9 – Dopplerovské rozšíření spektrální čáry 
 
 Rychlosti zářících částic jsou statisticky rozděleny dle Maxwell-Boltzmannovy 
distribuční funkce. Protože nás zajímá jen směr osy z, můžeme pro pravděpodobnost nalezení 
atomu o hmotnosti m s rychlostí mezi ( ),z z zv v dv+  psát: 
 

( )
2

exp
2

z
z z z

B

mvp v dv C dv
k T

 
= − 

 
 (A9.1) 

 
Normovací konstantu dostaneme jednoduchou integrací. Vyjde nám 2 BC m k Tπ= . Nyní do 
rozdělení (A9.1) musíme vnést frekvenci přechodu. Nechť je čárkovaná soustava spojena 
s letící částicí o rychlosti vr  a nečárkovaná soustava s pozorovatelem. Neuvažujeme-li 
relativisticky, pak je transformace mezi těmito soustavami dána r r vt′ = −

r r r , t t′ = . 
V čárkované soustavě bude vyzařovaná frekvence nezměněna, pokud budeme počítat 
v čárkovaných souřadnicích. Provedeme-li transformaci, tak dostaneme elektrické pole 
v nečárkované soustavě: 
 

( ){ } ( )( ){ } ( ){ }0 0exp exp expE i t k r i k v t k r i t k r Eω ω ω′ ′ ′− − ⋅ = − + ⋅ − ⋅ = − − ⋅
r r r rr rr r r r: :  

 
Z toho plyne, že frekvence, kterou uvidí pozorovatel bude posunuta: 
 

( )0 0 2 1,  kde k v E Eω ω ω= + ⋅ = −
r r h  (A9.2) 

 
Budeme-li uvažovat, že se světlo šíří jen ve směru osy z (tzn. ( )0, 0,k k=

r
),  pak rychlost 

zářících částic v tomto směru dostaneme z (A9.2) jako 0 0

0 0
z z

c
v dv d

k c
ω ω ω ω

ω
ω ω

− −
= = ⇒ = . 

Dosazením tohoto vztahu do (A9.1) získáme funkci tvaru čáry v závislosti na úhlové 
frekvenci: 
 

( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2
0 0

02 2
2 20 0
00 2

2 ln 2exp exp ln 2 ,12 2 2 ln 2 8 ln 22 4

z z G
B B B

B

c mp v dv d d f d
k T k T mc k T k T mc

mc

ω ω ω ω
ω ω ω ω ω

ω π πω ωω

 
   − −
 = − = − =       

 

 

 
Tedy výsledně z porovnání se vztahem (4.18) je dopplerovské rozšíření: 
 

0 2

2 ln 2
2 Bk T

mc
ω ω∆ =  (A9.3) 

 
A rozdělovací funkce tedy vychází: 
 

( ) ( )2
0

0 2 2
0 0

, exp
2 2G

B B

c mf
k T k T mc

ω ω
ω ω

ω π ω

 −
 = −
 
 

 (A9.4) 
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Appendix 10 – Vývoj populací hladin 
 
 Víme tedy, že objemová hustota obsazení např. druhé hladiny v intervalu frekvencí 
( ), dω ω ω+  je dána vztahem: 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 3
0

2 2 21 2 2 3

,fcdN N d B N d N dω ω ω ω ρ ωπ
ω ω ρ ω ω ω

τ ω
= = − = −& &

h
 (A10.1) 

 
Hustotu energie nahradíme hustotou fotonů a celé to zintegrujeme podle frekvence: 
 

( ) ( )2 3
0

2 2 2 2 2

,f qcN dN N d N dω ω ω ωπ
ω ω

τ ω
= = = −∫ ∫ ∫& & &  (A10.2) 

 
Pokud se omezíme na to, že spektrální čára je úzká, můžeme hustotu fotonů vyjádřit delta 
funkcí: 
 

( ) ( ) ( )0 0q qω ω δ ω ω= −  (A10.3) 
 
Pokud výraz v (A10.2) zintegrujeme, dostaneme výsledně evoluční rovnici pro celou populaci 
druhé hladiny: 
 

( ) ( )
2 3

2 2 0 0 0 21 22
0

,cN N f q c N qπ
ω ω ω σ

τω
= − = −&  (A10.4) 

 
V případě první hladiny je výpočet podobný. Výsledně můžeme psát: 
 

 i i j iN c N qσ= −&  (A10.5) 
 

Appendix 11 – Kinetické rovnice trojhladinového laseru 
 
 Protože třetí energetická hladina je díky své krátké relaxační době prázdná, můžeme 
okamžitě napsat rovnice pro vývoj populací první a druhé hladiny při rychlosti čerpání PW : 
 

2
1 1 12 1 21 2P

NN W N c N q c N qσ σ
τ

= − − + +&  (A11.1a) 

2
2 1 1 12 1 21 2P

NN N W N c N q c N qσ σ
τ

= − = + − −& &  (A11.1b) 

 
Kde první člen popisuje čerpání, druhý absorpci mezi stavy 1 a 2, třetí znamená stimulovanou 
emisi a čtvrtý je spontánní emise. Vyjdeme-li ze vztahu pro inverzi (4.12) a relace mezi 
účinnými průřezy (4.21), tak dostaneme: 
 

2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 21 1 21 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1P
g g g g g N gN N N W N c N q c N q
g g g g g g

σ σ
τ

       
= − = + + + − + − + =       

       
& & &  
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2 2
1 21 1 21 2

1
P

g NW N c N q c N q
g

σ σ γ
τ

 
= + − − 

 
 

 
Označme celkový počet zářících částic jako 1 2 .TOTN N N konst= + = . Pak proměnné 1N  a 2N  
budeme moci nahradit novými TOTN  a N . Provedeme tedy následující transformaci: 
 

1 2TOTN N N= +  ( ) ( )1
2

1
1

1 TOT
TOT

N Ng
N N N

g γ

−
−

= − + =
 
 
 

 

2
2 1

1

g
N N N

g
= −  

⇒  ( )( )1
2 2

2
1 1

1
1 TOT

TOT

N Ng g
N N N

g g

γ

γ

−
− +

= + + =
   
   
   

 

 
Dosadíme-li hustoty vyjádřené v nových proměnných do předchozího vztahu dostaneme: 
 

( ) ( )
21

1 TOT
P TOT

N N
N W N N c Nq

γ
σ γ

τ

− +
= − − −&  (A11.2) 

 
Pole, které v rezonátoru vznikne, můžeme také okamžitě vyjádřit rovnicí: 
 

2
12 1 21 2 4c

Nqq c N q c N q
t

σ σ
τ π

Ω
= − + − +&  (A11.3) 

 
Kde relaxační doba ct  popisuje celkové ztráty v rezonátoru a aktivní prostředí vidí zrcadla 
rezonátoru pod prostorovým úhlem Ω . Dosadíme-li sem ze vztahu (4.21) pro účinné průřezy 
a z výše uvedených transformačních vztahů dostaneme: 
 

( )( )
21

1
4

TOT

c

N Nqq c Nq
t

γ
σ

γτ π

− + Ω
= − +&  (A11.4) 

 

Appendix 12 – Kvantový systém v časově závislé poruše 
 
A12.1 – Časový poruchový počet 
 

Máme tedy kvantový systém v časově závislé poruše s hamiltoniánem 
( )0

ˆ ˆ ˆH H W tλ= + . Novou vlnovou funkci rozvineme do vlastních funkcí neporušeného 
hamiltoniánu 0Ĥ  takto: ( ) ( ) ( )expn n n

n
t c t iE tψ ψ= −∑ h . Dosadíme ji Schrödingerovy 

rovnice: 
( ) ( ) ( ) ( )( )exp expn n n n n n

n
i c t iE t ic t E iE t ψ− − − =∑ &h h h h  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )0
ˆ ˆ ˆexp expn n n n n n n

n n
c t iE t H W t c t iE t E W tλ ψ λ ψ= − + = − +∑ ∑h h  

⇓  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

ˆexp expm n n n n n n
n

i c t iE t c t iE t W tψ ψ λ ψ− = −∑ ∑&h h h  
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Dostaneme soustavu diferenciálních rovnic: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 ˆexpm n m n m n
n

c t c t i E E t W t
i

ψ λ ψ= −∑& h
h

 (A12.1) 

 
Důležitá je počáteční podmínka. Předpokládejme, že na začátku byl systém ve stavu Iψ . 
Následující postup osvětlí, jak se tento stav vyvíjí. 
 
A12.2 Wigner-Weisskopfova teorie – pravděpodobnosti obsazení hladin 

 
Novou vlnovou funkci jsme rozvinuli do vlastních stavů neporušeného hamiltoniánu. 

Tedy ještě jednou: 
 

( ) ( ) ( ) ( )expn n n n n
n n

t c t iE t a tψ ψ ψ= − =∑ ∑h  (A12.2) 

 
Na začátku se systém nacházel ve stavu Iψ  a proto novou vlnovou funkci lze vyjádřit 
pomocí evolučního operátoru. Pro koeficient ( )Ia t  pak platí: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆˆ ˆexp expI I I I I It iHt a t iHt G tψ ψ ψ ψ ψ ψ= − ⇒ = − =h h  (A12.3) 
 
Protože porucha začíná působit v čase t=0, zavádí se tzv. retardovaná Greenova funkce, která 
splňuje: 
 

( ) ( ) ( )ˆ ˆexpG t t iHtθ= − h  (A12.4) 
 
Kde funkce ( )tθ  je tzv. Heavisideova skoková funkce. Lepší je ale pracovat v energetické 
reprezentaci, ke které dojdeme Fourierovou transformací: 
 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆexpI I I I Ia i t G t dt Gω ψ ω ψ ψ ω ψ
∞

−∞

= =∫  (A12.5) 

 
Fourierův obraz Greenovy funkce tedy je: 
 

( ) ( )( ) ( )( )
( )0

ˆexp 1
ˆ ˆexp lim

ˆT

i H T
G i H t dt

i H

ω
ω ω

ω

∞

→∞

− −
= − =

−∫
h h

h h
h h

 

 
Limita ovšem v tomto případě neexistuje, proto musíme frekvenci prodloužit do komplexních 
čísel, čímž z Greenovy funkce dostaneme rezolventu, což je zobecněná funkce (distribuce): 
 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )0
0

ˆexp exp 1
ˆlim lim ˆ ˆˆT

i H T T i ii G
H z Hi i H

ω
ω ω ω

ωω+
+

+
+→∞∆→

∆→

− −∆ −
= + ∆ ⇒ = = =

− −+ ∆ −

h h h h
hh h
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Abychom zjistili, jak se vyvíjí počáteční stav Iψ , musíme najít maticový element IIG , 
k čemuž využijeme tzv. partitioning. Platí identita: 
 

( ) ( ) 1 1 0ˆ ˆˆ 1 1 0 1
ii ij ii i ii ij ii

ji jj ji jj j jj jj

G G z E W W
G z H i iG G W z E W

λ λ
ω

λ λ
− − −    

⋅ − = ⇒ =        − − −    
h h  

 
Neporušený hamiltonián je totiž diagonální (na diagonále má vlastní čísla) a porucha je 
reprezentována symetrickou maticí. Celý problém lze tedy zapsat pomocí blokových 
supermatic. Hledáme tedy element iiG , což nás vede na úlohu:  
 

( ) 11 1
1 0 1

10 1 0
A B a b Aa Bc i

i Aa Abd c i A i a bd cC D c d Ab Bd
−− −     + =

= ⇒ ⇒ − = ⇒ = −         + =    

h
h h h  

 
Takže element iiG  vychází: 
 

( ) 12ii

i ii ij j jj ji

iG
E W W E W Wω λ λ ω λ

−+ +
=

− − − − −

h

h h
 (A12.6) 

 
Kde se sčítá ve smyslu Einsteinova sumačního pravidla, tzn. přes index j. Poruchu bereme jen 
do řádu 2λ , takže hledaný element IIG  pak dostaneme: 
 

2II

Ij
I II

j j

iG
W

E W
E

λ
ω λ

ω
+

+

=

− − −
−∑

h

h
h

 
(A12.7) 

 
Protože platí ( )0E iω ω+= = +h h , objeví se v sumě distribuce, kterou lze rozložit na hlavní 
část a δ -funkci. Tedy: 
 

( ) ( )
2 2

2
. .

0
Ij Ij

Ij j
j j jj

W W
v p i W E

EE i

λ λ
π λ δ ω

ωω

  = − − = 
−− +   

∑ ∑ h
hh h

 

( ) ( ) ( )
2

2Ij
Ij j

jjjE

W
i W E i

Eω

λ
π λ δ ω ω ω

ω≠
= − − = Λ − Γ

−∑ ∑
h

h
h

 

 
 
Konečně tedy můžeme zpětnou Fourierovou transformací přejít ke koeficientu ( )Ia t : 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

exp1 1exp
2 2I II

I II

i i t d
a t i t G d

E W i
ω ω

ω ω
π π ω λ ω ω

∞ ∞

−∞ −∞

−
= − =

− − − Λ + Γ∫ ∫
h

h
 

 
Protože integrál přes vnější půlkružnici nekonečného poloměru je nulový, je koeficient roven 
residuu v pólu ( )I II I IE W iω λ= + + Λ − Γ h . Musíme však provést aproximaci pomalé změny 
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faktorů ( ) ( )I IEωΛ ≈ Λ = Λh  a ( ) ( )I IEωΓ ≈ Γ = Γh . Pak dostaneme výsledný vztah 
(A12.8): 
 

( ) ( ) ( ){ } ( )( )( )res exp exp
I II I II I I II IE W ia t i t i E W tω λ ω λ= + +Λ − Γ= − − = − − Γ + + + Λh h  

 
Tudíž pravděpodobnost obsazení prvotní hladiny exponenciálně klesá: 
 

( ) ( ) ( ) ( )2
exp 2 expI I I I Iw t a t t t τ→ = = − Γ = −h  (A12.9) 

 
Abychom vyjádřili ostatní stavy systému ovlivněného časovou poruchou, využijeme soustavu 
diferenciálních rovnic (A12.1). Po dosazení počáteční podmínky, že v čase t=0 byl obsazen 
pouze stav Iψ  se nám soustava zredukuje na: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 ˆexpF I F I F Ic t c t i E E t W t
i

ψ λ ψ= −& h
h

 (A12.10) 

 
Kde s pomocí vztahu (A12.2) můžeme vyjádřit ( ) ( ) ( )expI I Ic t a t iE t= h . Dosaďme tedy do 
vztahu (A12.10) včetně harmonické poruchy definované vztahem (4.47): 
 

( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( ){ }1 exp exp exp
2F I F I II I FIc t i E E W t d i t k r i t k r
i

λ ω ω∗= − Γ + − + + Λ ⋅ − − ⋅ + − ⋅ =
r r rr rr r& h

h 0 0E E  

: I I II Ioznač E E Wλ= = + + Λ =%  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }1 exp exp exp exp exp
2 I FI F I F It d ik r i E E t ik r i E E t
i

ω ω∗= −Γ ⋅ ⋅ − − + + − ⋅ − − −
r r rr rr r% %h h h h h

h 0 0E E  

 
Nezbývá než tento vztah zintegrovat: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

exp exp exp
2

T
FI

F I F I
dc T ik r t i E E t dt

i
τ ω

⋅
= ⋅ −Γ − − + +∫

r r r r %? h h h
h

0E  

( ) ( ) ( )( )
0

exp exp exp
2

T
FI

I F I
d ik r t i E E t dt T

i
ω τ

∗⋅
+ − ⋅ −Γ − − − = =∫

r r r r %h h h ?
h

0E  

( )
( )

( )
( )

exp exp1
2

FI FI

I F I I F I

d ik r d ik r

i E E i E Eω ω

∗ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = + 
Γ − − + Γ − − −  

r r r rr rr r

% %h h
0 0E E

 

 
První člen je zodpovědný za emise fotonu a druhý za jeho absorpci. Tedy: 
 

( )
( )

( )
exp1

2
FIemise

F
I F I

d ik r
c

i E E ω

⋅ ⋅
∞ =

Γ − − +

r rr r

% h
0E

 (A12.11a) 

( )
( )

( )
exp1

2
FIabsorpce

F
I F I

d ik r
c

i E E ω

∗⋅ − ⋅
∞ =

Γ − − −

r rr r

% h
0E

 (A12.11b) 
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Pravděpodobnost absorpce respektive emise fotonu za jednotku času tedy s použitím vztahu 

pro intenzitu světla 0 0

21
2

I c nε=
r
0E  vychází (A12.12): 

 

( )
( )

2 22

2 2

21 1 1 1
4

emise absorpce emise absorpce I
I F F FI

I I F I I

w c d e
E Eτ τ ω

→

Γ
= ∞ = ⋅ =

− ± + Γ

r rr
h % h

0E  

( )
2

2 20 0

2 1
2

I
FI

F I I

d e I
c n E E

ππ
ε ω

Γ
= ⋅

− ± + Γ

r r
h % h

 

 
A12.3 Einsteinovy koeficienty 
 
 Z termodynamického popisu dvojhladinového modelu jsme získali, že 
pravděpodobnost stimulovaného přechodu za jednotku času je: 
 

( ) ( )I F 0 0 0 0
1, emiseI

IF I F
I I

N c q B f q w
N

σ ω ω ω ω
τ →= − = − = −

&
h  (A12.13) 

 
Dosadíme-li do (A12.12) za intenzitu 0I c qω= h , kde pro jednoduchost předpokládáme, že se 
nacházíme v rezonanci 0 I FE Eω = −%h . Dále předpokládejme, že spektrální čára má pouze 
přirozenou šířku, proto je její tvar lorentzovský a platí 2 Iω∆ = Γh . Navíc přecházíme ke 
statistickému souboru částic s náhodně orientovanými dipóly, tudíž musíme vystředovat člen 

2
FId e⋅

r r . Pak tedy Einsteinův koeficient stimulované emise (A12.14): 
 

2 22 2 2 2
0 0 2 2

0 0 0 0

2 2 1 1 cos
2IF FI IF FI FI

I r r

e eB q d e c q B r e r
c n

π π π
ω ω ϑ

π ω ε π ε ε ε ε
= ⋅ ⇒ = ⋅ = =

∆ Γ

r r r r rh h
h h h

 

22 2 22 2
2 2

0 00 0

1 ˆcos sin
4 3FI F I

r r

e er d d r
π ππ π

ϑ ϑ ϑ ϕ ψ ψ
ε ε π ε ε

= =∫ ∫
r

h h
 

 
K ostatním koeficientům se dostaneme s využitím vztahů (4.8) a (4.7b). 
 

Appendix 13 – Nelinearita polarizace n-tého řádu 
 
 Dosaďme n-složkové pole ve tvaru (5.2a) do výrazu pro nelineární polarizaci prostředí 
n-tého řádu (5.3). Za předpokladu, že tenzor susceptibility je permutačně symetrický, platí: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }(n) (n) (n)
0 0

1

1... exp . .
2

n

mm

n

m
t t t t E i t c cωε χ ε χ ω

=

 
= = − + 

 
∑

r r r r rt t
P E E E  (A13.1) 

 
Výraz v závorce nyní musíme roznásobit pomocí multinomické věty, s předpokladem 
komutativity násobení. Multinomická věta zní (A13.2): 
 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1

11* * * *!... ... ... ... . .
!... ! !... !

n

n n n n
n n

nn
b ba a

K

nA A A A A A A A c c
a a b b

 
+ + + + + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + 

 
∑  
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Sčítá se přes všechny takové kombinace K:  1 1... ...n na a b b n+ + + + + = , kde pro indexy platí 
{ }0,1, 2,...,ka n∈  a { }0,...,k kb a∈ , neboli k kb a≤ . Dosadíme-li příslušná pole, dostaneme: 

 

( ) ( ) ( ) ( )(n) (n)
0

1 1

*

11

1 ! exp . .
!... ! !... !2 k k kn

K n n

k k

k k

a bn n

kk

nt E E i a b t c c
a a b b ω ωε χ ω

==

  
= × ⋅ × − − + =   

  
∑ ∑∏

r r rt
P

( ){ }1 exp . .
2

P i t c cω
ω

ω= − +∑
r

 

 
Pro amplitudy polarizace tedy platí:  
 

( ) ( ) ( )(n)
01

1 1

*

1 1

1 !
!... ! !... !2k k k n

n n

k k

k k

a bnn

k k

nP a b E E
a a b b ω ωω ω ε χ−

= =

 
= − = × ⋅ 

 
∑ ∏

r r rt  (A13.3) 

 

Appendix 14 – Tenzor dipólové susceptibility 
 
A14.1 Obecné zavedení tenzoru susceptibility 
  

Abychom odvodili tenzor susceptibility z odezvové funkce, využijeme vztahu (5.6) a 
provedeme Fourierovu transformaci. Vyjdeme tedy z: 

 

( ) ( ) ( ) ( )(n) 3 3 3 (n)
0 1 1 2 2 1 1 1 1

11

, ... , ; , ;... , , ... ,n n n n n n

nttt
r t dt d r dt d r dt d r r t r t r t r t r tε

−

−∞ −∞ −∞
= Φ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

r r rtr r r r r r
P E E  

 
Z principu kauzality plyne, že vývoj polarizace může být ovlivněn pouze stavy z minulosti až 
do času t, ve kterém nás polarizace zajímá. Odezvová funkce pro časy it t>  musí být 
identicky rovna nule ( )(n) 0it tΦ > =

t
, a proto můžeme rozšířit meze integrálu do nekonečna. 

 

( ) ( ) ( ) ( )(n) 3 3 3 (n)
0 1 1 2 2 1 1 1 1, ... , ; , ;... , , ... ,n n n n n nr t dt d r dt d r dt d r r t r t r t r t r tε

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞
= Φ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

r r rtr r r r r r
P E E  

 
Pokračujme stále bez újmy na obecnosti a zaveďme funkci odezvy prostředí vztaženou k bodu 
rr  a  času t , pro kterou platí ( ) ( )(n) (n)

1 1 1 1, ; , ;... , , ; , ;... ,n n n nr t r t r t R r t r r t t r r t tΦ = − − − −
tt r r r r r r r r . 

Použijme substituci i i i it t d dtτ τ= − → = −  a 3 3
i i i ir r d d rρ ρ= − → = −

r r r . Tedy: 
 

( ) ( ) ( ) ( )(n) 3 3 (n)
0 1 1 1 1 1 1, ... , ; , ;... , , ... ,n n n n n nr t d d d d R r t r t r tε τ ρ τ ρ ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ

∞ ∞

−∞ −∞
= − − − −∫ ∫ ∫ ∫

r r rt r r r rr r r rP E E  

 
Zaveďme si obecné pole i polarizaci pomocí Fourierovy transformace: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )4 3, 2  , expr t d d k k i t k rπ ω ω ω−
∞

−∞
= − − ⋅∫ ∫

r rr rr r
E E  (A14.1a) 

( ) ( ) ( )( )(n) 3 (n),  , expk dtd r r t i t k rω ω
∞

−∞
= − ⋅∫ ∫

r rr r r r
P P  (A14.1b) 
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Po dosazení dostaneme: 
 

( ) ( ) ( )( )4(n) 3 3 3
0

1
, 2 expm m m m m m

n

m
k dtd r d d k d d i t k rω ε π ω τ ρ ω−

∞ ∞ ∞

=−∞ −∞ −∞


= − − ⋅ ×


∏∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

r rr r
P  

( )( )} ( ) ( ) ( ) ( )( )(n)
1 1 1 1exp , ; , ;... , , ... , expm m m m n n n ni k R r t k k i t k rω τ ρ ρ τ ρ τ ω ω ω× − ⋅ − ⋅

r r r rr rtr r rr rE E  

 
Fourierova transformace obecné odezvové funkce neboli obecná susceptibilita n-tého řádu 
tedy vychází (A14.2): 
 

( ) ( )( )4(n) 3
1 1

1 1 1
, ; , ;... , 2 exp

nn n

m m n n m m m m m m
m m m
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  
− − = − ⋅ ×  
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( )3 (n)
1 1

1 1
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n n
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m m

dtd r i t k k r R r tω ω ρ τ ρ τ
∞

= =−∞

      × − − − ⋅     
      

∑ ∑∫ ∫
r r t r rr r  

 
Polarizace pak vychází jako (A14.3): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4(n) 3 3 (n)
0 1 1 1 1 1 1, 2 ... , ; , ;... , , ... ,n

n n n n n nk d d k d d k k k k k kω ε π ω ω χ ω ω ω ω ω−
∞ ∞

−∞ −∞
= ×∫ ∫ ∫ ∫

r r r r r rr r rt
P E E  

 
A14.2 Časově invariantní prostorově homogenní susceptibilita 
 

Je čas přistoupit k zjednodušení a předpokládat, že odezva prostředí je homogenní 
v celém objemu a že je časově invariantní. Pak nebude záviset na souřadnicích ,r tr . Spočteme 
ji s užitím identity o delta funkci (A14.4): 
 

( ) ( )( ){ } ( ) ( ) ( )43  exp 2dtd r i t k K r k Kω π δ ω δ
∞

−∞
− Ω − − ⋅ = − Ω −∫ ∫

r rr rr  

 
Dostaneme ji ve tvaru (A14.5): 
 

( ) ( )(n) (n)
1 1 1 1

1 1
, ; , ;... , , ;... ,

n n
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Kde ( ) ( )( ) ( )(n) 3 (n)
1 1 1 1

1
, ; ... , exp , ;... ,
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m
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∞

−∞=
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 
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∏ ∫ ∫
r r r tt r r r  je 

Fourierova transformace prostorově i časově homogenní odezvové funkce. Delta funkce 
s frekvenčním argumentem vyjadřuje zákon zachování energie. Druhá delta funkce 
s argumentem z vlnových vektorů pak vnáší do výrazu zákon zachování hybnosti.  
 
Předpokládejme nakonec n-složkové pole v podobě rovinné vlny, pak jeho Fourierova 
transformace bude vyjádřena delta funkcemi (A14.6): 
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ω
=
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

' ' ' '
*

, ,1

2
,

2

n

m m m l m l m l m l
l l l ll k k

k E k k E k k
ω ω

π
ω δ ω ω δ δ ω ω δ
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 ′ ′ ′ ′→ = − − + + + 
 
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r r r r rr r rF-T-. E  

 
Po dosazení tohoto výrazu do vztahu (A14.3) nám zmizí integrace přes frekvence a vlnové 
vektory. Za předpokladu, že polarizace také poběží jako rovinná vlna, nakonec dostaneme 
vztah podobný výrazu (A13.3).   
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Kde je zachována energie ( )
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a bω ω
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Appendix 15 – Záření nelineárního prostředí 
 
A15.1 Vlnová rovnice v nelineárním prostředí 
 

Vektor elektrické indukce je dán vztahem (2.3a): ( ) ( ) ( )0, , ,r t r t r tε= +
r r rr r r
D E P . Nyní už 

o polarizaci víme o něco více. Můžeme ji rozdělit na lineární a nelineární část. 
Předpokládejme nyní pro jednoduchost izotropii lineární susceptibility: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1)
0, , , , ,L NL NLr t r t r t r t r tε χ= + = +

r r r r rtr r r r r
P .P P E P  (A15.1) 

 
Do rovnice (2.2b) dosaďme ze vztahů (2.3b) a (2.4) a zderivujme podle času: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2

, , , ,
, ,

r t r t r t r t
r t r t

t t t t t
µσ µ µσ µ

∂ ∂ ∂ ∂∂
∇ × = + ⇒ ∇ × = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

r r r rr r r rr rr t r tD B E D
B E  

 
Dosazením z (2.2a), (2.3a), (A15.1) a užitím identity (A1.1) dostaneme: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
(1)

0 2 2

, , ,
, , 1

NLr t r t r t
r t r t

t t t
µσ ε µ χ µ

∂ ∂ ∂
−∇∇ ⋅ + ∆ = + + +

∂ ∂ ∂

r r rr r rr r t tr r t E E P
E E  

 
Je čas na první aproximaci. Nechť je elektrická indukce dána ( ) ( ), ,r t r tε=

r rr r
D E . Pak z třetí 

Maxwellovy rovnice ( ), 0r t ρ∇ ⋅ = =
r r
D  plyne, že ( ) ( ) ( )ln , ,r t r tε∇ ⋅ = −∇ ⋅

r rr r
E E . Z toho je 

jasné, že velikost ( ) ( ) ( )( ), ln ,r t r t kε∇∇ ⋅ = ∇ ∇ ⋅
rr rr r :E E , protože pole derivujeme jen 

jednou. Naopak ( ) ( ) 2
, ,r t r t k∆ = ∇ ⋅ ∇

rr rr r :E E , protože pole derivujeme dvakrát. Z toho plyne 
tzv. skalární aproximace: 
 

( ) ( ), ,r t r t∆ ∇∇ ⋅
r rr r?E E  (A15.2) 

 
V UV oblasti je platnost této aproximace ještě patrnější. Použijeme-li ji na naši vlnovou 
rovnici  dostaneme: 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 2 2

, , ,
,

NL

r

r t r t r t
r t

tt t
ε ε µ µσ µ

∂ ∂ ∂
∆ − = +

∂∂ ∂

r r rr r rr tr tE E P
E  (A15.3) 

 
A15.2 Soustava vázaných rovnic 
 
 Vezměme pole a polarizaci ve tvaru  (5.16a) a (5.16b) dosaďme do vlnové rovnice 
(5.15) resp. (A15.3). Protože je pole válcově symetrické, je dobré laplacián rozložit na 
podélnou a příčnou složku 2 2 2 2

x y z T z∆ = + + = ∆ +∂ ∂ ∂ ∂ , protože transverzální část nederivuje 
exponenciálu. Navíc bereme v úvahu disperzi relativní permitivity ( )r rε ε ω=  a vodivosti 

( )σ σ ω= . Tedy: 
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Po derivování a algebraických úpravách dostaneme (A15.4) 
 

( ) ( )
22 2

2 2
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Nyní provedeme několik zjednodušení, které povedou ke slibované soustavě vázaných rovnic: 

1) Z definice vlnového vektoru plyne: ( )
2

2 2
2
l

l l l lk E n E
c
ω

ω=
r r

 

2) SVEA – Slowly Varying Envelope Approximation, neboli aproximace pomalu se 
měnící obálkové funkce říká, že obálková funkce se mění mnohem pomaleji než 
oscilující složka pole. Platí tedy obecně pro pole i polarizaci: 

 
( ) ( ) ( )

2
2

2

, , , ,
, ,i i

i i i

A r z t A r z t
k k A r z t

zz
∂ ∂

∂∂

r r
r

= =  … prostorová SVEA 

( ) ( ) ( )
2

2
2

, , , ,
, ,i i

i i i

A r z t A r z t
A r z t

tt
ω ω

∂ ∂
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r r
r

= =  … časová SVEA 

 
3) Pro nekonečně mnoho polí musí platit l mω ω= , aby byla rovnost (15.4) splněna ve 

všech časech. Díky tomu se suma rozpadne na soustavu nekonečně mnoha 
diferenciálních rovnic. 
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Těmito úpravami dostaneme soustavu diferenciálních rovnic, kde m=1,2,…, fázová rychlost 
vlny F

m mv c n= , pro ( )m mn n ω= , rozdíl vlnových vektorů P
m m mk k k∆ = −  a vodivost 

( )m mσ σ ω= : 
 

( )212 expNLm m
T m m m m m m m mF

m

E E
E ik i E P i k z

z tv
µσ ω µω

 ∂ ∂
∆ + + + = − − ∆ ∂ ∂ 

r rr r r
 (A15.5) 

 
Soustava rovnic (A15.5) je stále ještě dost složitá. V některých případech se přistupuje 

k přiblížení rovinných vln, kdy ( ), , 0T mE r z t∆ =
r

 popř. i 0mE

t

∂

∂
=

r
.  

Appendix 16 – Konstrukce vyhřívatelného držáku vzorků 
 
 Vyhřívatelný držák vzorků umožňuje studovat interakci materiálů se zářením slabších 
pulsních laserů. S rostoucí teplotou totiž klesají prahové hodnoty fluencí, při kterých dochází 
k tání a ablaci materiálu.  
 

Jeden prototyp temperovatelného držáku už mají v Institute of Physics – Polish 
Academy of Sciences. Dostal jsem možnost seznámit se s jeho konstrukcí, která není 
jednoduchá. Musí se velice pečlivě volit materiály, ze kterých se držák vyrobí. Zároveň se 
musí počítat s vedením a vyzařováním tepla, protože teploty na vzorcích mohou dosahovat až 
několika set °C. 
 
 Materiály, které byly použity při výrobě polského držáku jsou především molybden, 
tantal, nerezová ocel a keramika. Molybden je tvrdý materiál, proto je z něj vyrobeno nosné 
jádro držáku. Tantal je oproti němu relativně měkký. Keramika je tepelně odolný materiál 
s dobrými izolačními vlastnostmi.  
 Zdrojem tepla je v tomto držáku tantalová spirála zalitá v keramice. Jednotlivé 
segmenty (viz. obr. OA16.1) jsou zapojené sériově a jsou přívodními vodiči (také v keramice) 
připojeny ke zdroji napětí. Volbou napětí lze měnit výkon a tedy i teplotu držáku. Spirála je 
uložena v ukostřené tantalové vaničce, na kterou jsou přiletované držáky vzorků. Vzorek 
samotný je k topnému tělesu přitlačován pružným molybdenovým drátem. 
 

 
Obr. OA16.1 – Topné těleso vyhřívatelného držáku 
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 Samotná vanička se okolí přímo nedotýká, aby 
nedocházelo k velkému přenosu tepla vedením. 
Nejjednodušší poznatek o vedení tepla říká, že přenášený 
výkon je přímo úměrný kontaktní ploše a nepřímo úměrný 
délce „tepelného vodiče“. Tantalová vanička je proto 
připevněna ve čtyřech bodech ke speciálně vyrobeným 
molybdenovým izolačním plechům (viz. obr. OA16,3). 
Kontakt v tomto případě není přímý, neboť je vanička 
uložena v keramických izolačních pouzdrech (viz. obr. 
OA16.2). Tímto způsobem upevnění se velice sníží přenos 
tepla dále do držáku a do interakční komory.  
 

O další redukci tepelného transportu se 
stará výše zmíněný molybdenový izolační plech, 
který využívá nepřímé úměry mezi přecházejícím 
výkonem a uraženou vzdáleností. Plech je 
speciálně vystřižený tak, aby teplo muselo od 
vaničky k nosné konstrukci držáku projít co 
možná největší vzdálenost, což je patrné z obr. 
OA16.3. 
 Další výhodou tohoto elementu je jeho 
pružnost a pevnost. Protože je držák vyroben 
z více druhů materiálů, musíme počítat 
s rozdílnou teplotní roztažností jednotlivých 
komponent. Kdyby byl svařen „napevno“, mohlo 
by v důsledku jejich rozdílných délek dojít 
k poškození svárů či deformaci držáku. Proto se 
volí pružné spojení dílů.  
 

 
Obr. OA16.4 – Příčný řez temperovatelným držákem 

 
Další potíží spojenou s ohřevem je vyzařování tepla, které začíná být významné při 

vyšších teplotách. Ačkoli je vyzařovaný výkon úměrný ploše zářiče, nelze tuto plochu 
zredukovat jako v případě vedení, přesto lze omezit ohřev nosné konstrukce držáku vlivem 
záření. Vysvětlení je v obr. OA16.4. Pod spirálou je umístěna další tantalová vanička, která 
v tomto případě slouží jako odrazná plocha pro tepelné záření. Tato plocha není v žádném 

 
Obr. OA16.2 – Keramické 

izolační pouzdro 

 
Obr. OA16.3 – Molybdenový izolační 

plech 
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kontaktu se spirálou, a protože se tento držák používá ve vakuu, nehrozí ani vedení tepla 
vzduchem. K vlastnímu jádru držáku se tedy dostane jen minimum tepla. 
 
 Nosné jádro držáku je vyrobeno z molybdenu a nerezové oceli. Jeho konstrukce je 
naznačena v obr. OA16.6. Na molybdenové tyči vyrobené ve tvaru kříže jsou připevněné výše 
zmíněné tantalové odrazové vaničky. Spoj může být keramický nebo z molybdenového 
plechu. Na koncích tyče jsou upevněny molybdenové izolační  plechy, ve kterých jsou 
uložena topná tělesa. Molybdenová tyč je přišroubována k silnému nerezovému plechu. Ten 
je pak dále ocelovými tyčkami připevněn k dalšímu nerezovému plechu, ve kterém jsou 
zabudované dvě zásuvky pro připojení napětí. Nakonec se celý držák připevní k manipulátoru 
v interakční komoře.  
 

 
Obr. OA16.5 – Pohled zboku na polský vyhřívatelný držák 

 

OA16.6 – Nosné jádro držáku 
 
 Vyhřívatelný držák umožňuje také měřit teplotu na vzorku. Slouží k tomu teplotní 
senzor vyvedený na zásuvku. Na následujícím obrázku je fotografie vyhřívatelného držáku 
zboku. 
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