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4.5 Dokončeńı odhadu funkce ξ a abstraktńıho odhadu chyby . . . . . . . . . . 44

5 Odhad chyby vyjádřený pomoćı h a τ 46
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1 Úvod

Zkoumáńı interakce prouděńı s obtékaným tělesem hraje v dnešńı době d̊uležitou roli v
mnoha vědńıch oborech, jako je např. letectv́ı (vibruj́ıćı kř́ıdlo), stavebnictv́ı (interakce
větru s mosty, televizńımi věžemi nebo chlad́ıćımi věžemi elektráren) nebo biomechanika
(studium prouděńı v hlasivkách). Ćılem zkoumáńı interakce je studium chováńı tělesa v
proud́ıćım prostřed́ı, studium p̊usob́ıćıch sil na toto těleso (v př́ıpadě elastického tělesa i
studium deformace vlivem p̊usob́ıćıch sil) a předpov́ıdáńı a odstraněńı nestabilit. Proto
tento obor je velmi vyznamný hlavně z technického hlediska (viz monografie Bisplinghoff
et al.[3], Dowell [11] a Naudasher and Rockwell [30]). Dále má tento výzkum velký význam
pro provozńı bezpečnost letadel a sńıžeńı ceny reálných experiment̊u. Z tohoto d̊uvodu
je tento obor velmi rozvinutý a výzkum v posledńıch letech dosáhl značných výsled-
k̊u (např. [38]), na rozd́ıl od teoretických. Hlavńımi d̊uvody, proč neexistuje dostatečné
množstv́ı teoretických výsledk̊u, je matematická složitost tohoto problému zp̊usobená
časovou závislost́ı výpočetńı oblasti a problém propojeńı rovnic popisuj́ıćıch prouděńı
tekutiny a pohyb a deformaci elastického tělesa. Můžeme zmı́nit např. práci [31], která se
věnuje řešitelnosti Navierových-Stokesových rovnic v časově závislé oblasti, a práce [21],
[22] a [23], kde je studována interakce vazké tekutiny s elastickým tělesem.

Hlavńı pozornost bude věnována numerické simulaci interakce stlačitelného vazkého
prouděńı s vibruj́ıćım profilem. Z hlediska letectv́ı je velmi d̊uležité simulovat prouděńı
zp̊usobuj́ıćı vibrace profilu k určeńı nestabilit, které vedou k nežádoućımu rozkmitáńı.

Široce využ́ıvané komerčńı programy, jako jsou NASTRAN, FLUENT nebo ANSYS,
umožňuj́ı řešit pouze speciálńı problémy z aerolelasticity nebo hydroelasticity. Pomoćı
programu NASTRAN lze pouze určit kritickou náběžnou rychlost proudu, při které již
nedocháźı k tlumeńı vibraćı, ale pomoćı tohoto programu již nelze zjistit chováńı vibraćı
profilu pro vyšš́ı náběžné (nadkritické) rychlosti, kdy docháźı ke kmitáńı s velkými am-
plitudami.

Existuj́ı dva hlavńı přistupy k simulaci interakce prouděńı s tělesem. Prvńı př́ıstup
řeš́ı rovnice prouděńı a interakci tělesa zároveň pomoćı jednoho řešiče. Druhý př́ıstup
řeš́ı rovnice prouděńı a interakci tělesa odděleně pomoćı rozd́ılných řešič̊u, kdy je možné
řešit rovnice prouděńı a rovnice interakce tělesa r̊uznými a zřejmě i efektivnějśımi tech-
nikami, které byly vyvinuty speciálně bud’ pro rovnice prouděńı, nebo rovnice interakce.
My budeme využ́ıvat druhý přistup.

Pro ńızké náběžné rychlosti lze použ́ıt jednodušš́ı model nestlačitelného vazkého prou-
děńı, kdy stlačitelnost vzduchu má na výsledky malý vliv. Tento vliv ale s rostoućı
náběžnou rychlost́ı proudu roste a pro reálné situace je vhodné použ́ıt model stlačitelného
vazkého prouděńı. Při řešeńı rovnic stlačitelného vazkého prouděńı se ukazuje, že klasické
metody, jako je metoda konečných diferenćı, metoda konečných objemů nebo i standartńı
metoda konečných prvk̊u, neposkytuj́ı vždy dostatečně přesné numerické řešeńı. Ukazuje
se, že vhodná metoda pro zmı́něný problém je nespojitá Galerkinova metoda (DGFEM).
U této metody jsou možné dva hlavńı př́ıstupy.

V prvńım př́ıstupu v diskretizaci nestacionárńıch problémů se použ́ıvá tzv. prostoro-
vá semidiskretizace, kdy aplikujeme diskretizaci na prostorové proměnné, ale čas zat́ım
necháváme spojitý. Tento postup vede na velký systém obyčejných diferenciálńıch rovnic,
který může být řešen pomoćı vhodného numerického řešiče (např. Runge-Kuttovy metody,
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která je ale podmı́něně stabilńı). Ukazuje se ale, že pro řešeńı rovnic prouděńı je vhodněǰśı
aplikovat implicitńı nebo semi-implicitńı metodu (např. [35], [19], [7], [9]). Bohužel tyto
metody maj́ı ńızký řád přesnosti v čase. Vhodná metoda vyšš́ıho řádu v čase, která je
nepodmı́něně stabilńı, je tzv. backward difference formula (BDF) (např. [7], [10]). Druhý
př́ıstup, kdy aplikujeme diskretizaci pomoćı nespojité Galerkinovy metody jak v prostoru,
tak i v čase, je tzv. úplná časoprostorová nespojitá Galerkinova metoda (space-time dis-
continuous Galerkin method (STDGM)). Pomoćı tohoto schématu dostáváme numerické
schéma vyšš́ıho řádu přesnosti jak v prostoru, tak i v čase.

Původńı DGFEM byla uvedena v [33] jako numerická metoda pro řešeńı neutronové
transportńı rovnice. Prvńı analýza této metody byla provedena v [29] a později vylepšena
v [27]. Časová DG diskretizace byla uvedena a analyzovaná v [12] pro řešeńı obyčejných
diferenciálńıch rovnic. V [1], [13], [14], [36] a [37] je řešena parabolická rovnice za pomoćı
konformńıch konečných prvk̊u v prostoru kombinovaných s časovou diskretizaćı. Práce
[26] a [39] již použ́ıvaj́ı STDGM na časoprostorové oblasti.

V této dizertačńı práci se budeme nejprve v kapitole 4 zabývat odvozeńım odhadu
chyby časoprostorové nespojité Galerkinovy metody problému z kapitoly 2 s nelineárńı
konvekćı a nelineárńı difuźı. Tento problém s lineárńı difuźı byl řešen v [20]. Nicméně
pro nelineárńı difuzi postup použitý v [20] neńı vhodný. Proto v této práci použijeme
jiný př́ıstup k řešeńı problému s nelineárńı difuźı. V kapitole 5 vyjádř́ıme odhad chyby
za pomoci parametr̊u h a τ prostorové a časové śıtě. V kapitole 7 nejprve uvedeme
Navierovy-Stokesovy rovnice popisuj́ıćı stlačitelné prouděńı a ukážeme, jak tyto rovnice
převedeme na tzv. bezrozměrný tvar, s kterým se lépe pracuje. Dále časovou závislost
výpočetńı oblasti vezmeme v úvahu pomoćı ALE (arbitrary Lagrangian-Eulerian) metody
a Navierovy-Stokesovy rovnice převedeme na ALE tvar. Na závěr této kapitoly uvedeme
rovnice popisuj́ıćı pohyb profilu, které budou představovat interakci profilu s obtékaným
plynem. V kapitole 8 nejprve poṕı̌seme postup pro semidiskretizaci v prostoru. Potom nej-
prve ukážeme postup řešeńı pomoćı semiimplicitńıho schématu a metody BDF na časově
závislých oblastech a následně i postup použit́ı úplné časoprostorové nespojité Galerkinovy
metody rovněž na časově závislých oblastech. V kapitole 9 poṕı̌seme postup algoritmizace
těchto dvou zmı́něných metod pro poč́ıtačovou realizaci. V kapitole 10 nejprve poṕı̌seme
program, pomoćı něhož byly vypoč́ıtány všechny př́ıklady, a potom uvedeme numerické
výsledky, které byly dosaženy oběma metodami v reálné situaci pro ńızké náběžné rychlosti
řešené již v [24] pomoćı metody konečných prvk̊u s vhodnou stabilizaćı. V závěru této
kapitoly ukážeme robustnost těchto metod, a to zejména STDGM řešeńım reálných situaćı
stlačitelného vazkého prouděńı při vysokých náběžných rychlostech proudu s velkými
Reynoldsovými č́ısly.
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2 Formulace skalárńıho modelového problému

Uvažujme následuj́ıćı nestacionárńı nelineárńı konvektivně-difuzńı problém: Najděte u :
QT = Ω × (0, T ) → IR takové, že:

a)
∂u

∂t
+

d
∑

s=1

∂fs(u)

∂xs
− div(β(u)∇u) = g v QT , (2.1)

b) u|∂Ω×(0,T )= uD,

c) u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω.

Předpokládejme, že oblast Ω ⊂ IRd, d = 2, 3 je omezená polygonálńı (pro d = 2)
resp. omezená polyhedrálńı (pro d = 3) oblast s lipschitzovsky spojitou hranićı ΓD = ∂Ω,
T > 0. Necht’ dále g : QT → IR, uD : ∂Ω × (0, T ) → IR a u0 : Ω → IR jsou dané
funkce a fs ∈ C1(IR), s = 1, ..., d jsou dané nevazké toky. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že fs(0) = 0, s = 1, ..., d, protože ∂

∂xs
fs(u) = ∂

∂xs
(fs(u) − fs(0)), a tud́ıž

mı́sto fs(u) můžeme uvažovat fs(u) := fs(u) − fs(0). Dále předpokládejme, že funkce β
splňuje následuj́ıćı podmı́nky

β : IR → [β0, β1], 0 < β0 < β1 <∞, (2.2)

|β(u1) − β(u2)| ≤ Lβ |u1 − u2| , ∀u1, u2 ∈ IR. (2.3)

Nav́ıc předpokládejme, že slabé řešeńı u je dostatečně regulárńı, tedy

∂u

∂t
∈ L2((0, T );Hp+1(Ω)), (2.4)

‖∇u(t)‖L∞(Ω) ≤ CR pro s.v. t ∈ (0, T ) (2.5)

pro celé p ≥ 1. V d̊usledku (2.4) máme u ∈ C(Ω̄ × [0, T ]).
Budeme použ́ıvat následuj́ıćı standartńı značeńı prostor̊u funkćı. Jestliže Ω je omezená

oblast, potom definujeme Lebesgueovy prostory následuj́ıćım zp̊usobem:

L∞(Ω) =
{

měřitelná funkce ϕ; ‖ϕ‖L∞(Ω) = essupx∈Ω |ϕ| <∞
}

,

L2(Ω) =

{

měřitelná funkce ϕ; ‖ϕ‖L2(Ω) =

(
∫

Ω

|ϕ|2 dx

)1/2

<∞
}

a Sobolevovy prostory

Hk(Ω) =











ϕ ∈ L2(Ω); ‖ϕ‖Hk(Ω) =





∑

|α|≤k

‖Dαϕ‖2
L2(Ω)





1/2

<∞











,

se seminormou

|ϕ|Hk(Ω) =





∑

|α|=k

‖Dαϕ‖2
L2(Ω)





1/2

.
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Nav́ıc budeme použ́ıvat Bochnerovy prostory. Necht’ X je Banach̊uv prostor s normou
‖·‖X a seminormou |·|X a necht’ s je přirozené č́ıslo. Potom definujeme (viz. např. [18]):

C([0, T ];X) =

{

ϕ : [0, T ] → X, spojité, ‖ϕ‖C([0,T ];X) = sup
t∈[0,T ]

‖ϕ‖X <∞
}

,

L2(0, T ;X) =

{

ϕ : (0, T ) → X,měřitelná, ‖ϕ‖2
L2(0,T ;X) =

∫ T

0

‖ϕ‖2
X dt <∞

}

,

Hs(0, T ;X) =

{

ϕ ∈ L2(0, T ;X); ‖ϕ‖2
Hs(0,T ;X) =

∫ T

0

s
∑

α=0

∥

∥

∥

∥

∂αϕ

∂tα

∥

∥

∥

∥

2

X

dt <∞
}

.

Nav́ıc znač́ıme

|ϕ|C([0,T ];X) = sup
t∈[0,T ]

|ϕ|X ,

|ϕ|L2(0,T ;X) =

(
∫ T

0

|ϕ|2X dt

)1/2

,

|ϕ|Hs(0,T ;X) =

(

∫ T

0

∣

∣

∣

∣

∂sϕ

∂ts

∣

∣

∣

∣

2

X

dt

)1/2

.

Dále, je-li J interval, pak P q(J,X) bude značit prostor všech funkćı tvaru
∑q

i=0 t
ivi, kde

vi ∈ X pro i = 0, ..., q. Symbolem (., .) budeme značit skalárńı součin v prostoru L2(Ω),
tj.

(φ, ψ) =

∫

Ω

φψ dx pro φ, ψ ∈ L2(Ω).
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3 Diskretizace skalárńıho modelového problému

Abychom mohli provést diskretizaci v čase, uvažujme děleńı 0 = t0 < t1 < ... < tM =
T časového intervalu [0, T ]. Označme Im = (tm−1, tm), Im = [tm−1, tm], τm = tm − tm−1,
pro m = 1, ...,M, QT = Ω× (0, T ). Oblast Ω × Im bude tzv. m-tá časová vrstva. Z toho
již plyne, že

[0, T ] =
M
⋃

m=1

Im, Im ∩ In = 0/ pro m 6= n. (3.1)

Dále pro funkci ϕ definovanou v ∪M
m=1Im zavád́ıme následuj́ıćı značeńı:

ϕ±
m = ϕ(t±m) = lim

t→tm±

ϕ(t), (3.2)

{ϕ}m = ϕ+
m − ϕ−

m. (3.3)

Obecně pro každý časový interval Im definujeme Th,m (h > 0) jako děleńı uzávěru
Ω oblasti Ω na konečný počet uzavřených trojúhelńık̊u K (pro d = 2) resp. čtyřstěn̊u
(pro d = 3) s navzájem disjunktńımi vnitřky. Pak Th,m nazýváme triangulaćı oblasti Ω
a K elementy (prvky) triangulace Th,m. Pro jednoduchost budeme dále předpokládat, že
triangulace jsou ve všech časových vrstvách identické, tedy Th,m = Th pro m = 1, ...,M .

Označme hK = diam(K) jako pr̊uměr množiny K, h = maxK∈Th
hK , |K| jako

Lebesgueovu mı́ru elementu K a ρK jako poloměr největš́ıho kruhu (koule) vepsaného
do K. Elementy triangulace Th = {Ki}i∈I oč́ıslujeme tak, že I ⊂ Z+ = {0, 1, 2, 3, ...} je
vhodná indexová množina. Jestliže pro dva elementy Ki 6= Kj má množina ∂Ki ∩ ∂Kj

kladnou (d − 1)-rozměrnou mı́ru, nazýváme tyto dva elementy sousedy. Pak v tomto
př́ıpadě znač́ıme Γij = Γji = ∂Ki ∩ ∂Kj .

Pro každé i ∈ I definujeme množinu s(i) = {j ∈ I;Kj je soused Ki}. Hranice ∂Ω je
tvořena konečným počtem stran (resp. stěn) element̊u Ki přilehlých k ∂Ω. Tyto strany
(resp. stěny) označ́ıme Sj , kde j ∈ Ib ⊂ Z− = {−1,−2,−3, ...}, a definujeme množinu
γD(i) = {j ∈ Ib;Sj je strana (resp. stěna) Ki}, Γij = Sj pro Ki ∈ Th takové, pro které je
Sj ⊂ ∂Ki, j ∈ Ib. Pro element Ki, který neńı hraničńım elementem, pokládáme γD(i) = 0/.
Zřejmě plat́ı, že s(i) ∩ γD(i) = 0/ pro libovolné i ∈ I. Pokud označ́ıme S(i) = s(i)∪ γD(i),
pak můžeme psát

∂Ki =
⋃

j∈S(i)

Γij , ∂Ki ∩ ∂Ω =
⋃

j∈γD(i)

Γij .

Dále použ́ıváme následuj́ıćı značeńı: nij = ((nij)1, ..., (nij)d) je vněǰśı jednotková normála
k ∂Ki na hraně Γij (nij je konstantńı vektor na Γij), h(Γij) = |Γij| = (d−1)-dimenzionálńı
Lebesgueova mı́ra Γij .

Na triangulaci Th definujeme prostor:

Hk(Ω, Th) = {v; v|K ∈ Hk(K) ∀K ∈ Th}. (3.4)

Seminormu na tomto prostoru definujeme vztahem
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|v|Hk(Ω,Th) =

(

∑

K∈Th

|v|2Hk(K)

)
1
2

, v ∈ Hk(Ω, Th). (3.5)

Pro v ∈ H1(Ω, Th) zavád́ıme označeńı:

v|Γij
= stopa v|Ki

na Γij, (3.6)

v|Γji
= stopa v|Kj

na Γji,

〈v 〉Γij
=

1

2
(v|Γij

+ v|Γji
),

[v ]Γij
= v|Γij

− v|Γji

definuj́ıćı stopu, pr̊uměr a skok stop funkce v na Γij = Γji. Je zřejmé z těchto definic, že

〈v 〉Γij
= 〈v 〉Γji

, (3.7)

[v ]Γij
= −[v ]Γji

,

[v ]Γij
nij = [v ]Γji

nji.

Pro jednoduchost zápisu budeme pro skok a pr̊uměr index Γij vynechávat. Dále definujme
Sp

h jako prostor obecně nespojitých po částech polynomiálńıch funkćı, který je definován
takto:

Sp
h = {v ∈ L2(Ω); v|K ∈ P p(K) ∀K ∈ Th}, (3.8)

kde p je kladné celé č́ıslo a P p(K) je prostor polynomů na elementu K stupně ≤ p.
Jestliže u, v, ϕ ∈ H2(Ω, Th), pak definujeme následuj́ıćı formy

ah(u, v, ϕ) =
∑

i∈I

∫

Ki

β(u)∇v · ∇ϕ dx (3.9)

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

〈β(u)∇v 〉 · nij[ϕ] dS

− θ
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

〈β(u)∇ϕ 〉 · nij[v] dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

β(u)∇v · nijϕ dS

− θ
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

β(u)∇ϕ · nijv dS

+ θ
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

β(u)∇ϕ · nijuD dS,
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bh(u, ϕ) = −
∑

i∈I

∫

Ki

d
∑

s=1

fs(u)
∂ϕ

∂xs

dx (3.10)

+
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

H(u|Γij
, u|Γji

,nij)[ϕ] dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

H(u|Γij
, u|Γij

,nij)ϕ dS,

Jh(u, ϕ) =
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

CW

h(Γij)

∫

Γij

[u][ϕ] dS (3.11)

+
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

CW

h(Γij)

∫

Γij

uϕ dS,

Ah(u, v, ϕ) = ah(u, v, ϕ) + β0Jh(u, ϕ), (3.12)

lh(ϕ) = (g, ϕ) + β0

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

CW

h(Γij)

∫

Γij

uD ϕ dS, (3.13)

kde CW > 0 je vhodně zvolená konstanta. Pro volbu θ = 1 resp. θ = 0 resp. θ = −1
dostáváme symetrický (SIPG) resp. nekompletńı (IIPG) resp. nesymetrický (NIPG) tvar
difuzńıho členu. Dále předpokládáme, že funkceH(u, v,n) , tzv. numerický tok vystupuj́ıćı
ve formě bh, splňuje následuj́ıćı podmı́nky (H):

1. H(u, v,n) je definován v IR2 ×B1, kde B1 = {n ∈ IRd; |n| = 1}, a je lipschitzovsky
spojitý v proměnných u, v:

|H(u, v,n) −H(u∗, v∗,n)| ≤ LH(|u− u∗| + |v − v∗|) (3.14)

u, v, u∗, v∗ ∈ IR, n ∈ B1.

2. H(u, v,n) je konzistentńı:

H(u, u,n) =
d
∑

s=1

fs(u) ns, u ∈ IR, n = (n1, ..., nd) ∈ B1. (3.15)

3. H(u, v,n) je konzervativńı:

H(u, v,n) = −H(v, u,−n) u, v ∈ IR, n ∈ B1. (3.16)

Z předpoklad̊u (3.14) a (3.15) plyne, že funkce fs, s = 1, ..., d jsou lipschitzovsky spojité
s konstantou Lf = 2LH .

Za předpokladu, že fs(0) = 0 pro s = 1, ..., d, plat́ı:

H(0, 0,n) = 0 ∀n ∈ B1. (3.17)

Na prostoru H1(Ω, Th) definujeme nasleduj́ıćı normu
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‖ϕ‖DG =

(

∑

i∈I

|ϕ|2H1(Ki)
+ Jh(ϕ, ϕ)

)1/2

, kde ϕ ∈ H1(Ω, Th). (3.18)

3.1 Diskrétńı problém

Definujme Π jako L2(Ω)-projekci na prostor Sp
h. Tzn., že jestliže ϕ ∈ L2(Ω), potom Πϕ ∈

Sp
h a

(Πϕ− ϕ, ξ) = 0 ∀ξ ∈ Sp
h. (3.19)

Necht’ p, q ≥ 1 jsou přirozená č́ısla. Potom přibližné řešeńı problému (2.1) budeme hledat
v prostoru

Sp,q
h,τ =

{

ϕ ∈ L2(QT ); ϕ|Im
=

q
∑

i=0

tiϕi, kde ϕi ∈ Sp
h

}

. (3.20)

Dále budeme použ́ıvat označeńı U
′

= ∂U
∂t

a u
′

= ∂u
∂t

.

Definice: Řekneme, že funkce U ∈ Sp,q
h,τ je přibližné řešeńı problému (2.1), jestliže splňuje

∫

Im

((U ′, ϕ) + Ah(U,U, ϕ) + bh(U, ϕ)) dt+
(

{U}m−1 , ϕ
+
m−1

)

=

∫

Im

lh(ϕ) dt ∀ϕ ∈ Sp,q
h,τ ∀m = 1, ...,M, (3.21)

U(0−) = U−
0 = Πu0.

Podobně jako v [20] lze dokázat, že přesné dostatečně regulárńı řešeńı u splňuje rovnici

∫

Im

((u′, ϕ) + Ah(u, u, ϕ) + bh(u, ϕ)) dt+
(

{u}m−1 , ϕ
+
m−1

)

=

∫

Im

lh(ϕ) dt ∀ϕ ∈ Sp,q
h,τ , ∀m = 1, ...,M. (3.22)
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4 Odhad chyby

4.1 Některé pojmy a pomocná tvrzeńı

Pro analýzu chyby budeme použ́ıvat Sp,q
h,τ -interpolaci π funkce v ∈ C([0, T ];L2(Ω)) defi-

novanou následuj́ıćım zp̊usobem

a) πv ∈ Sp,q
h,τ , (4.1)

b) (πv)(tm−) = Πv(tm−),

c)

∫

Im

(πv − v, ϕ∗) dt = 0 ∀ϕ∗ ∈ Sp,q−1
h,τ , m = 1, ...,M.

K d̊ukazu existence a jednoznačnosti projekce π : C([0, T ];L2(Ω)) → Sp,q
h,τ nejprve zavedeme

následuj́ıćı definice.
Legendrovy polynomy na (−1, 1) jsou definovány vztahy

L0(ϑ) = 1,

L1(ϑ) = ϑ,

Li+1(ϑ) =
2i+ 1

i+ 1
ϑLi(ϑ) − i

i+ 1
Li−1(ϑ).

Indukćı lze ukázat, že polynomy Li jsou L2-ortogonálńı na (−1, 1) a splňuj́ı Li(1) = 1.
Nakonec definujme projekci π̂:

a) π̂v̂ ∈ P q(−1, 1;Sp
h), (4.2)

b) (π̂v̂)(1−) = Πv̂(1−),

c)

∫ 1

−1

(π̂v̂ − v̂, ϕ∗) dϑ = 0 ∀ϕ∗ ∈ P q−1(−1, 1;Sp
h).

Lemma 1 Projekci π̂ lze jednoznačně vyjádřit za použit́ı Legendrových polynom̊u následuj́ıćım
zp̊usobem. Pro v̂ ∈ C([−1, 1];L2(Ω)) máme

π̂v̂ =

q−1
∑

i=0

v̂i Li +

(

Πv̂(1) −
q−1
∑

i=0

v̂i

)

Lq, (4.3)

kde

Πv̂ =

∞
∑

i=0

v̂i Li, v̂i ∈ Sp
h. (4.4)

Důkaz. Nejprve ukažme, že π̂v̂ definované v (4.3) a (4.4) splňuje (4.2). Je zřejmé, že
π̂v̂ ∈ P q(−1, 1;Sp

h) a π̂v̂(1−) =
∑q−1

i=0 v̂i Li(1) + (Πv̂(1) −∑q−1
i=0 v̂i)Lq(1) =

∑q−1
i=0 v̂i +
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Πv̂(1)−∑q−1
i=0 v̂i = Πv̂(1). Dále zvolme libovolné w ∈ Sp

h a k < q. S využit́ım (3.19), (4.3)
a (4.4) postupně dostaneme

∫ 1

−1

(π̂v̂ − v̂, wLk) dϑ =

∫ 1

−1

(

q−1
∑

i=0

v̂i Li +

(

Πv̂(1) −
q−1
∑

i=0

v̂i

)

Lq − Πv̂, wLk

)

dϑ

=

∫ 1

−1

(

−
∞
∑

i=q

v̂i Li +

(

Πv̂(1) −
q−1
∑

i=0

v̂i

)

Lq, wLk

)

dϑ = 0 (4.5)

d́ıky ortogonalitě polynomů Li.
Nyńı je třeba dokázat jednoznačnost. Předpokládejme, že existuj́ı v̂1, v̂2 ∈ P q(−1, 1;Sp

h)
splňuj́ıćı (4.2)b) a (4.2)c). Z (4.2)b) plyne, že v̂1(1−) = v̂2(1−) ∈ Sp

h. Potom existuje
w̃ ∈ P q−1(−1, 1;Sp

h) takové, že v̂1(ϑ) − v̂2(ϑ) = (ϑ− 1)w̃(ϑ). Z (4.2)c) pak plyne, že

0 =

∫ 1

−1

(v̂1(ϑ) − v̂2(ϑ), w̃(ϑ)) dϑ =

∫ 1

−1

(ϑ− 1) ‖w̃(ϑ)‖2 dϑ. (4.6)

Vzhledem k tomu, že funkce (ϑ − 1) ‖w̃(ϑ)‖2 je spojitá a záporná na intervalu (−1; 1),
potom plat́ı, že ‖w̃(ϑ)‖2 = 0 pro všechna ϑ ∈ (−1, 1), a tedy w̃ = 0.

Nyńı pokud definujeme zobrazeńı Qm : (−1, 1) → Im = (tm−1, tm) takové, že

Qm(ϑ) :=
tm + tm−1 + ϑτm

2
, ϑ ∈ (−1, 1),

potom můžeme definovat

(πv)|Im
= (π̂(v ◦Qm)) ◦Q−1

m .

Je zřejmé, že takto definovaná projekce π splňuje (4.1). Vzhledem k tomu, že π̂ je defi-
nováno jednoznačně, dostáváme i jednoznačnost projekce π. Nav́ıc plat́ı

(πv)|Im
= π(Πv)|Im

. (4.7)

V daľśım budeme dále předpokládat, že triangulace je tzv. regulárńı a lokálně kvaziu-
niformńı. Existuj́ı tedy konstanty CQ, CZ > 0 takové, že

hK

ρK
≤ CZ , K ∈ Th, h ∈ (0, h0), (4.8)

hK ≤ CQhK ′, pro sousedńı elementy K,K ′ ∈ Th, (4.9)

a existuje taková kladná konstanta CT , že

CThKi
≤ h(Γij) ≤ hKi

, kde i ∈ I, j ∈ S(i). (4.10)

Dále budeme potřebovat následuj́ıćı tvrzeńı.
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Tvrzeńı 2 (Multiplikativńı věta o stopách) Existuje konstanta CM > 0 nezávislá na v, h
a K taková, že

‖v‖2
L2(∂K) ≤ CM

(

‖v‖L2(K) |v|H1(K) + h−1
K ‖v‖2

L2(K)

)

, (4.11)

v ∈ H1(K), K ∈ Th, h ∈ (0, h0).

Důkaz je proveden např. v [8].

Tvrzeńı 3 (Inverzńı nerovnost) Existuje konstanta CI > 0 nezávislá na v, h a K taková,
že plat́ı

|v|H1(K) ≤ CIh
−1
K ‖v‖L2(K) , v ∈ P p(K), K ∈ Th, h ∈ (0, h0). (4.12)

Pro d̊ukaz odkazujeme čtenáře na [2].

Tvrzeńı 4 Existuje konstanta CMI > 0 nezávislá na v, h a K taková, že plat́ı

hK ‖v‖2
L2(∂K) ≤ CMI ‖v‖2

L2(K) , v ∈ P p(K), K ∈ Th, h ∈ (0, h0). (4.13)

Důkaz. Vyjdeme z tvrzeńı 2 a |v|H1(K) odhadneme podle (4.12) z tvrzeńı 3 a dostaneme

‖v‖2
L2(∂K) ≤ CM

(

‖v‖L2(K)CIh
−1
K ‖v‖L2(K) + h−1

K ‖v‖2
L2(K)

)

= h−1
K CM(CI + 1) ‖v‖2

L2(K) ,

z čeho již pro volbu CMI = CM(CI + 1) plyne (4.13).

Tvrzeńı 5 Existuje konstanta CO > 0 nezávislá na v, h a K taková, že

hK ‖v‖2
L2(∂K) ≤ CO

(

‖v‖2
L2(K) + h2

K |v|2H1(K)

)

, (4.14)

v ∈ H1(K), K ∈ Th, h ∈ (0, h0).

Důkaz. Vyjdeme z tvrzeńı 2 a s využit́ım Youngovy nerovnosti dostáváme

hK ‖v‖2
L2(∂K) ≤ CM

(

‖v‖L2(K) hK |v|H1(K) + ‖v‖2
L2(K)

)

≤ CM

(

‖v‖2
L2(K) + h2

K |v|2H1(K) + ‖v‖2
L2(K)

)

≤ CO

(

‖v‖2
L2(K) + h2

K |v|2H1(K)

)

,

kde CO := 2CM .

Tvrzeńı 6 Existuje konstanta CN > 0 nezávislá na v, h a K taková, že

hK |∇v|2L2(∂K) ≤ CN

(

|v|2H1(K) + h2
K |v|2H2(K)

)

, (4.15)

v ∈ H2(K), K ∈ Th, h ∈ (0, h0).
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Důkaz. Zřejmé z předchoźıho tvrzeńı.

Definice: Řekneme, že pro libovolné y ∈ Im je funkce ζy ∈ Sp,q
h,τ diskrétńı charakteristická

funkce k funkci ξ ∈ Sp,q
h,τ v bodě y, jestliže splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

∫

Im

(ζy, ϕ) dt =

∫ y

tm−1

(ξ, ϕ) dt ∀ϕ ∈ Sp,q−1
h,τ , (4.16)

ζy(t
+
m−1) = ξ(t+m−1). (4.17)

Pro existenci a jednoznačnost funkce ζy dokážeme nejprve následuj́ıćı dvě lemmata.

Lemma 7 Necht’ τ > 0. Zvolme libovolné, ale pevné t ∈ (0, τ). Potom pro libovolné
p ∈ P q(0, τ) existuje právě jedno p̃ ∈ P q(0, τ) splňuj́ıćı

∫ τ

0

p̃ z dϑ =

∫ t

0

p z dϑ ∀z ∈ P q−1(0, τ), (4.18)

p̃(0) = p(0).

Zobrazeńı ψ̃t : p 7→ p̃ v P q(0, τ) je lineárńı, spojité a existuje konstanta C̃q závislá pouze
na q taková, že plat́ı ‖p̃− p‖L2(0,τ) ≤ C̃q ‖p‖L2(t,τ). Nav́ıc

‖p̃‖L2(0,τ) ≤ (1 + C̃q) ‖p‖L2(0,τ) . (4.19)

Důkaz. 1. Nejprve dokážeme existenci a jednoznačnost funkce p̃. Jelikož p̃ ∈ P q(0, τ),
můžeme pro dané p hledat p̃ ve tvaru p̃(ϑ) =

∑q
i=0 ciϑ

i. Z (4.18) je zřejmé, že p̃(0) =
p(0) = c0. Protože funkce ϑj , j = 0, ..., q−1 tvoř́ı bázi prostoru P q−1(0, τ), potom z (4.18)
pro libovolné j = 0, ..., q − 1 máme

∫ τ

0

q
∑

i=0

ciϑ
iϑj dϑ =

∫ t

0

p ϑj dϑ (4.20)

⇔
q
∑

i=1

ci

∫ τ

0

ϑi+j dϑ =

∫ t

0

p ϑj dϑ− c0

∫ τ

0

ϑj dϑ.

Položme aij =
∫ τ

0
ϑi+j dϑ a bj =

∫ t

0
p ϑj dϑ − c0

∫ τ

0
ϑj dϑ. Jelikož matice A = (aij),

která je tvořena skalárńım součinem bázových prvk̊u ϑj (je to tzv. Grammova matice),
je regulárńı, a tedy soustava Ac = b má jednoznačné řešeńı. T́ım je dokázána existence a
jednoznačnost funkce p̃.

2. Linearita zobrazeńı je zřejmá. Nyńı ukážeme spojitost. Protože p̃(0) = p(0), potom
můžeme psát, že p̃ − p = ϑp̄, kde p̄ ∈ P q−1(0, τ). S využit́ım (4.18) pro libovolné z ∈
P q−1(0, τ) máme

∫ τ

0

ϑp̄ z dϑ =

∫ τ

0

(p̃− p) z dϑ =

∫ τ

0

p̃ z dϑ−
∫ t

0

p z dϑ−
∫ τ

t

p z dϑ

= −
∫ τ

t

p z dϑ. (4.21)
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Protože prostor P q−1(0, 1) je konečně-dimenzionálńı a výrazy

∫ 1

0

p̂2 dx,

∫ 1

0

x p̂2 dx a

∫ 1

0

x2 p̂2 dx (4.22)

jsou normy na prostoru P q−1(0, 1), potom z věty o ekvivalenci norem na konečně-dimenzionálńım
prostoru plyne, že existuj́ı konstanty Cq1 a Cq2 závislé pouze na q takové, že

Cq1

∫ 1

0

p̂2 dx ≤
∫ 1

0

x p̂2 dx pro ∀p̂ ∈ P q−1(0, 1), (4.23)

Cq2

∫ 1

0

x2 p̂2 dx ≤
∫ 1

0

p̂2 dx pro ∀p̂ ∈ P q−1(0, 1).

Poněvadž x2 ≤ 1 pro x ∈ [0, 1], máme Cq2 = 1. Jestliže polož́ıme x = ϑ
τ

a použijeme větu
o substituci, dostaneme

Cq1 τ

∫ τ

0

p̄2 dϑ ≤
∫ τ

0

ϑ p̄2 dϑ pro ∀p̄ ∈ P q−1(0, τ), (4.24)

∫ τ

0

ϑ2 p̄2 dϑ ≤ τ 2

∫ τ

0

p̄2 dϑ pro ∀p̄ ∈ P q−1(0, 1).

Nyńı v (4.21) položme z := p̄. S využit́ım (4.24), (4.21) a Cauchy−Schwarzovy nerovnosti
dostaneme

Cq1 τ

∫ τ

0

p̄2 dϑ ≤
∫ τ

0

ϑ p̄2 dϑ = −
∫ τ

t

p p̄ dϑ ≤
√

∫ τ

t

p2 dϑ

√

∫ τ

t

p̄2 dϑ

≤
√

∫ τ

t

p2 dϑ

√

∫ τ

0

p̄2 dϑ.

Tud’́ıž

(Cq1 τ)
2

∫ τ

0

p̄2 dϑ ≤
∫ τ

t

p2 dϑ,

z čehož s využit́ım (4.24) máme

C2
q1

∫ τ

0

(p̃− p)2 dϑ = C2
q1

∫ τ

0

ϑ2p̄2 dϑ

≤ (Cq1 τ)
2

∫ τ

0

p̄2 dϑ ≤
∫ τ

t

p2 dϑ. (4.25)

Celkově tedy máme
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‖p̃‖L2(0,τ) ≤ ‖p̃− p‖L2(0,τ) + ‖p‖L2(0,τ) ≤
1

Cq1

‖p‖L2(t,τ) + ‖p‖L2(0,τ)

≤ (1 + C̃q) ‖p‖L2(0,τ) ,

kde

C̃q =
1

Cq1
.

V daľśıch úvahách budeme v prostoru P q(0, τ) uvažovat ortonormálńı bázi {pm(ϑ)}q
m=0

zkonstruovanou tak, že pm ∈ Pm(0, τ) pro m = 0, ..., q. (Tato báze existuje v d̊usledku
ortogonalizačńıho procesu báze {ϑm}q

m=0.)

Lemma 8 Zvolme libovolně, ale pevně t ∈ (0, τ). Potom k libovolné funkci v ∈ P q(0, τ ;Sp
h)

existuje právě jedna funkce ṽ ∈ P q(0, τ ;Sp
h) splňuj́ıćı podmı́nky

∫ τ

0

(ṽ, w) dt =

∫ t

0

(v, w) dt ∀w ∈ P q−1(0, τ ;Sp
h), (4.26)

ṽ(0) = v(0).

Naṕı̌seme-li funkci v ve tvaru v =
∑q

m=0 pmvm, kde vm ∈ Sp
h, potom

ṽ =

q
∑

m=0

p̃mvm, (4.27)

kde p̃m = ψ̃t(pm) a ψ̃t je zobrazeńı z lemmatu 7. Nav́ıc existuje kladná konstanta CCH

závislá pouze na q taková, že

∫ τ

0

‖ṽ‖2
DG dt ≤ CCH

∫ τ

0

‖v‖2
DG dt. (4.28)

Důkaz. 1. Nejprve ukážeme, že funkce ṽ definovaná předpisem (4.27) splňuje (4.26). Je
zřejmé, že ṽ(0) =

∑q
m=0 p̃m(0)vm =

∑q
m=0 pm(0)vm = v(0). Dále necht’ w ∈ P q−1(0, τ ;Sp

h).
Tuto funkci můžeme vyjádřit ve tvaru w =

∑q−1
n=0 pn(ϑ)wn, kde wn ∈ Sp

h. Potom

∫ τ

0

(ṽ, w) dϑ =

∫ τ

0

(

q
∑

m=0

p̃m(ϑ)vm,

q−1
∑

n=0

pn(ϑ)wn

)

dϑ

=

q
∑

m=0

q−1
∑

n=0

(vm, wn)

∫ τ

0

p̃m(ϑ) pn(ϑ) dϑ =

q
∑

m=0

q−1
∑

n=0

(vm, wn)

∫ t

0

pm(ϑ) pn(ϑ) dϑ

=

∫ t

0

(

q
∑

m=0

pm(ϑ)vm,

q−1
∑

n=0

pn(ϑ)wn

)

dϑ =

∫ t

0

(v, w) dϑ. (4.29)
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2. Dále dokážeme jednoznačnost. Předpokládejme, že existuj́ı funkce ṽ1, ṽ2 ∈ P q(0, τ ;Sp
h)

splňuj́ıćı (4.26). Protože ṽ1(0) = ṽ2(0) = v(0), potom existuje w1 ∈ P q−1(0, τ ;Sp
h) taková,

že ṽ1(ϑ) − ṽ2(ϑ) = ϑw1(ϑ). Jelikož

∫ τ

0

(ṽ1, w) dϑ =

∫ τ

0

(ṽ2, w) dϑ =

∫ t

0

(v, w) dϑ ∀w ∈ P q−1(0, τ ;Sp
h),

potom můžeme položit w := w1 a dostaneme

∫ τ

0

(ṽ1 − ṽ2, w1) dϑ =

∫ τ

0

(ϑw1, w1) dϑ =

∫ τ

0

ϑ(w1, w1) dϑ = 0.

Vzhledem k tomu, že funkce ϑ ‖w1(ϑ)‖2 je spojitá a kladná na intervalu (0, τ), potom
plat́ı, že ‖w1(ϑ)‖2 = 0 pro všechna ϑ ∈ (0, τ). Tud́ıž w1(ϑ) = 0 a z toho plyne, že ṽ1 = ṽ2.

3. Postupně s využit́ım Fubiniho věty, Cauchy-Schwarzovy nerovnosti, nerovnosti (4.19),
nerovnosti

∑q
i,j=0 aiaj ≤ (q + 1)

∑q
i=0 a

2
i a ortonormality funkćı pm máme

∑

i∈I

∫ τ

0

|ṽ|2H1(Ki)
dϑ =

∑

i∈I

∫ τ

0

(
∫

Ki

(∇ṽ · ∇ṽ) dx

)

dϑ

=
∑

i∈I

q
∑

m,n=0

∫ τ

0

p̃m(ϑ)p̃n(ϑ) dϑ

∫

Ki

(∇vm · ∇vn) dx

≤
∑

i∈I

q
∑

m,n=0

‖p̃m‖L2(0,τ) ‖p̃n‖L2(0,τ) |vm|H1(Ki)
|vn|H1(Ki)

≤ (1 + C̃q)
2
∑

i∈I

q
∑

m,n=0

‖pm‖L2(0,τ) ‖pn‖L2(0,τ) |vm|H1(Ki)
|vn|H1(Ki)

≤ (1 + C̃q)
2(q + 1)

∑

i∈I

q
∑

m=0

‖pm‖2
L2(0,τ) |vm|2H1(Ki)

= CCH

∑

i∈I

q
∑

m=0

∫ τ

0

p2
m(ϑ) dϑ

∫

Ki

|∇vm|2 dx

= CCH

∑

i∈I

q
∑

m,n=0

∫ τ

0

pm(ϑ)pn(ϑ) dϑ

∫

Ki

(∇vm · ∇vn) dx

= CCH

∑

i∈I

∫ τ

0

(
∫

Ki

(∇v · ∇v) dx

)

dϑ = CCH

∑

i∈I

∫ τ

0

|v|2H1(Ki)
dϑ,

(4.30)

kde jsme položili CCH = (1 + C̃q)
2(q + 1). Podobným zp̊usobem ukážeme, že
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∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫ τ

0

(

∫

Γij

CW

h(Γij)
[ṽ]2 dS

)

dϑ

=
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫ τ

0

(

∫

Γij

CW

h(Γij)
[

q
∑

m=0

p̃m(ϑ)vm][

q
∑

n=0

p̃n(ϑ)vn] dS

)

dϑ

=
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

q
∑

m,n=0

∫ τ

0

p̃m(ϑ)p̃n(ϑ) dϑ

∫

Γij

CW

h(Γij)
[vm][vn] dS

≤
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

q
∑

m,n=0

CW

h(Γij)
‖p̃m‖L2(0,τ) ‖p̃n‖L2(0,τ) |[vm]|L2(Γij)

|[vn]|L2(Γij)

≤ (1 + C̃q)
2
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

q
∑

m,n=0

CW

h(Γij)
‖pm‖L2(0,τ) ‖pn‖L2(0,τ) |[vm]|L2(Γij)

|[vn]|L2(Γij )

≤ (1 + C̃q)
2(q + 1)

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

q
∑

m=0

CW

h(Γij)
‖pm‖2

L2(0,τ) |[vm]|2L2(Γij)

= CCH

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

q
∑

m=0

∫ τ

0

p2
m(ϑ) dϑ

∫

Γij

CW

h(Γij)
[vm]2 dS

= CCH

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

q
∑

m,n=0

∫ τ

0

pm(ϑ)pn(ϑ) dϑ

∫

Γij

CW

h(Γij)
[vm][vn] dS

= CCH

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫ τ

0

(

∫

Γij

CW

h(Γij)
[

q
∑

m=0

pm(ϑ)vm][

q
∑

n=0

pn(ϑ)vn] dS

)

dϑ

= CCH

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫ τ

0

(

∫

Γij

CW

h(Γij)
[v]2 dS

)

dϑ. (4.31)

Obdobně ukážeme, že

∑

i∈I

∑

i∈γD(i)

∫ τ

0

(

∫

Γij

CW

h(Γij)
ṽ2 dS

)

dϑ

≤ CCH

∑

i∈I

∑

i∈γD(i)

∫ τ

0

(

∫

Γij

CW

h(Γij)
v2 dS

)

dϑ. (4.32)

Nyńı již z (4.30), (4.31) a (4.32) dostáváme (4.28).
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Vzhledem k tomu, že diskrétńı charakteristická funkce je translačně invariantńı, potom
z lemmatu 8 plyne existence a jednoznačnost funkce ζy splňuj́ıćı (4.16), (4.17) a

∫

Im

‖ζy‖2
DG dt ≤ CCH

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt, (4.33)

kde konstanta CCH je závislá pouze na q.

4.2 Odvozeńı některých odhad̊u

Chybu metody e = U − u si vyjádř́ıme ve tvaru

e = ξ + η, kde

ξ = U − πu , η = πu− u. (4.34)

Dále klademe ξ±m = U±
m − (πu)±m, η

±
m = (πu)±m − u±m, η

−
0 = (πu)−0 − u0 = Πu0 − u0. Dı́ky

tomuto pak po odečteńı rovnic (3.21) - (3.22) plat́ı, že

∫

Im

((ξ′, ϕ) + Ah(U,U, ϕ)− Ah(u, u, ϕ)) dt+
(

{ξ}m−1 , ϕ
+
m−1

)

=

∫

Im

(bh(u, ϕ) − bh(U, ϕ) − (η′, ϕ)) dt−
(

{η}m−1 , ϕ
+
m−1

)

∀ϕ ∈ Sp,q
h,τ , (4.35)

pro m = 1, ...,M . Rozepǐsme si Ah(U,U, ϕ) − Ah(u, u, ϕ) následuj́ıćım zp̊usobem:

Ah(U,U, ϕ) − Ah(u, u, ϕ) =

= ah(U,U, ϕ) + β0Jh(U, ϕ) − ah(u, u, ϕ)− β0Jh(u, ϕ)

= ah(U,U, ϕ) − ah(U, πu, ϕ) + ah(U, πu, ϕ)− ah(u, πu, ϕ)

+ ah(u, πu, ϕ)− ah(u, u, ϕ) + β0Jh(ξ, ϕ) + β0Jh(η, ϕ). (4.36)

Pro následuj́ıćı odhady budeme potřebovat tzv. Youngovu nerovnost, kde pro libovolné
a, b, ε > 0 plat́ı

ab ≤ 2ab ≤ εa2 +
b2

ε
. (4.37)

Tato nerovnost plyne z nerovnosti 0 ≤ (
√
εa− b√

ε
)2. Dále budeme použ́ıvat tzv. diskrétńı

Cauchyho nerovnost: Pro libovolné ai, bi ∈ IR, i = 1, ..., n plat́ı nerovnost

n
∑

i=1

aibi ≤

√

√

√

√

n
∑

i=1

a2
i

√

√

√

√

n
∑

i=1

b2i ,

která plyne z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti pro skalárńı součin vektor̊u a = (a1, ..., an)
a b = (b1, ..., bn).
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Lemma 9 Necht’ máme libovolné funkce u, v ∈ H1(Ω, Th). Potom plat́ı

Jh(u, v) ≤ (Jh(u, u))
1/2 (Jh(v, v))

1/2 . (4.38)

Důkaz. Pro d̊ukaz této nerovnosti nejprve využijeme integrálńı a potom diskrétńı Cauchyho
nerovnost. Tedy

Jh(u, v) =
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

CW

h(Γij)
[u][v] dS +

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

CW

h(Γij)
uv dS

≤
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

(

∫

Γij

CW

h(Γij)
[u]2 dS

)1/2(
∫

Γij

CW

h(Γij)
[v]2 dS

)1/2

+
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

(

∫

Γij

CW

h(Γij)
u2 dS

)1/2(
∫

Γij

CW

h(Γij)
v2 dS

)1/2

≤







∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

CW

h(Γij)
[u]2 dS +

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

CW

h(Γij)
u2 dS







1/2

×







∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

CW

h(Γij)
[v]2 dS +

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

CW

h(Γij)
v2 dS







1/2

= (Jh(u, u))
1/2 (Jh(v, v))

1/2 .

Lemma 10 Necht’

CW > 0, pro θ = −1 (NIPG), (4.39)

CW ≥
(

4β1

β0

)2

CMI pro θ = 1 (SIPG), (4.40)

CW ≥
(

2β1

β0

)2

CMI pro θ = 0 (IIPG), (4.41)

kde CMI je konstanta z tvrzeńı 4. Potom

ah(U,U, ξ)− ah(U, πu, ξ) + β0Jh(ξ, ξ) ≥
β0

2
‖ξ‖2

DG . (4.42)

Důkaz. Označme

(⋆) := ah(U,U, ξ)− ah(U, πu, ξ) + β0Jh(ξ, ξ).

(4.43)
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Potom

(⋆) =
∑

i∈I

∫

Ki

β(U)∇ξ · ∇ξ dx

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(〈β(U)∇ξ 〉 · nij[ξ] + θ 〈β(U)∇ξ 〉 · nij [ξ]) dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(β(U)∇ξ ·nijξ + θ β(U)∇ξ · nijξ) dS

+β0Jh(ξ, ξ).

Pro θ = −1 a d́ıky (2.2) pak dostaneme

(⋆) ≥ β0

∑

i∈I

∫

Ki

∇ξ · ∇ξ dx+ β0Jh(ξ, ξ) ≥
β0

2
‖ξ‖2

DG .

Pro θ = 1 máme

(⋆) =
∑

i∈I

∫

Ki

β(U)∇ξ · ∇ξ dx+ β0Jh(ξ, ξ)

−2
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

〈β(U)∇ξ 〉 · nij[ξ] dS

−2
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

β(U)∇ξ · nijξ dS

≥ β0

∑

i∈I

∫

Ki

|∇ξ|2 dx+ β0Jh(ξ, ξ)

−2β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

∣

∣∇ξ |Γij

∣

∣ +
∣

∣∇ξ |Γji

∣

∣

2
|[ξ]| dS

−2β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

|∇ξ| |ξ| dS.

Necht’ máme libovolné δ > 0. Za použit́ı Youngovy nerovnosti dostáváme
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(⋆) ≥ β0 ‖ξ‖2
DG

−2β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

h(Γij)

δCW

(

∣

∣∇ξ |Γij

∣

∣

2
+
∣

∣∇ξ |Γji

∣

∣

2
)

+
δCW

h(Γij)
|[ξ]|2

)

dS

−2β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

h(Γij)

δCW
|∇ξ|2 +

δCW

h(Γij)
|ξ|2
)

dS

≥ β0 ‖ξ‖2
DG − 2β1

δCW

∑

i∈I

∫

∂Ki

hKi
|∇ξ|2 dS − 2β1δJh(ξ, ξ)

≥ β0 ‖ξ‖2
DG − 8β2

1CMI

β0CW

∑

i∈I

∫

Ki

|∇ξ|2 dS − β0

2
Jh(ξ, ξ) ≥

β0

2
‖ξ‖2

DG ,

kde jsme položili δ = β0

4β1
a použili nejprve (4.13) a následně předpoklad (4.40). Nakonec

pro θ = 0 dostáváme, že

(⋆) =
∑

i∈I

∫

Ki

β(U)∇ξ · ∇ξ dx+ β0Jh(ξ, ξ)

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

〈β(U)∇ξ 〉 ·nij [ξ] dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

β(U)∇ξ · nijξ dS

≥ β0

∑

i∈I

∫

Ki

|∇ξ|2 dx+ β0Jh(ξ, ξ)

−β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

∣

∣∇ξ |Γij

∣

∣ +
∣

∣∇ξ |Γji

∣

∣

2
|[ξ]| dS

−β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

|∇ξ| |ξ| dS.

Necht’ máme libovolné δ > 0. Za použit́ı Youngovy nerovnosti, odhadu (4.13) a předpokladu
(4.41) dostáváme
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(⋆) ≥ β0 ‖ξ‖2
DG

−β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

h(Γij)

δCW

(

∣

∣∇ξ |Γij

∣

∣

2
+
∣

∣∇ξ |Γji

∣

∣

2
)

+
δCW

h(Γij)
|[ξ]|2

)

dS

−β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

h(Γij)

δCW
|∇ξ|2 +

δCW

h(Γij)
|ξ|2
)

dS

≥ β0 ‖ξ‖2
DG − β1

δCW

∑

i∈I

∫

∂Ki

hKi
|∇ξ|2 dS − β1δJh(ξ, ξ)

≥ β0 ‖ξ‖2
DG − 2β2

1CMI

β0CW

∑

i∈I

∫

Ki

|∇ξ|2 dS − β0

2
Jh(ξ, ξ) ≥

β0

2
‖ξ‖2

DG ,

kde jsme položili δ = β0

2β1
.

Lemma 11 Existuje konstanta C11 > 0 nezávislá na U, ξ, ϕ, h taková, že pro libovolné
ϕ ∈ Sp

h plat́ı odhad

ah(U,U, ϕ) − ah(U, πu, ϕ) + β0Jh(ξ, ϕ) ≤ C11(‖ξ‖2
DG + ‖ϕ‖2

DG). (4.44)

Důkaz. Označme

(⋆) := ah(U,U, ϕ) − ah(U, πu, ϕ) + β0Jh(ξ, ϕ).

Potom

(⋆) =
∑

i∈I

∫

Ki

β(U)∇ξ · ∇ϕ dx

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(〈β(U)∇ξ 〉 ·nij [ϕ] + θ 〈β(U)∇ϕ 〉 ·nij [ξ]) dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(β(U)∇ξ · nijϕ + θ β(U)∇ϕ · nijξ) dS

+β0Jh(ξ, ϕ)
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≤ β1

∑

i∈I

∫

Ki

|∇ξ| |∇ϕ| dx

+β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

∣

∣∇ξ |Γij

∣

∣ +
∣

∣∇ξ |Γji

∣

∣

2
|[ϕ]| dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

∣

∣∇ϕ|Γij

∣

∣ +
∣

∣∇ϕ|Γji

∣

∣

2
|[ξ]| dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

|∇ξ| |ϕ| dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

|∇ϕ| |ξ| dS

+β0Jh(ξ, ϕ)

a za použit́ı Youngovy nerovnosti dostáváme

(⋆) ≤ β1

∑

i∈I

∫

Ki

(

|∇ξ|2 + |∇ϕ|2
)

dx

+β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

h(Γij)

CW

(

∣

∣∇ξ |Γij

∣

∣

2
+
∣

∣∇ξ |Γji

∣

∣

2
)

+
CW

h(Γij)
|[ϕ]|2

)

dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

h(Γij)

CW

(

∣

∣∇ϕ|Γij

∣

∣

2
+
∣

∣∇ϕ|Γji

∣

∣

2
)

+
CW

h(Γij)
|[ξ]|2

)

dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

h(Γij)

CW
|∇ξ|2 +

CW

h(Γij)
|ϕ|2

)

dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

h(Γij)

CW
|∇ϕ|2 +

CW

h(Γij)
|ξ|2
)

dS

+β0Jh(ξ, ϕ)

≤ β1

∑

i∈I

∫

Ki

(

|∇ξ|2 + |∇ϕ|2
)

dx+
β1

CW

∑

i∈I

∫

∂Ki

hKi

(

|∇ξ|2 + |∇ϕ|2
)

dS

+β1Jh(ξ, ξ) + β1Jh(ϕ, ϕ) + β0Jh(ξ, ϕ).

Nyńı za použit́ı tvrzeńı 4 a lemmatu 9 dostaneme odhad

(⋆) ≤ β1

∑

i∈I

∫

Ki

(

|∇ξ|2 + |∇ϕ|2
)

dx+
β1CMI

CW

∑

i∈I

∫

Ki

(

|∇ξ|2 + |∇ϕ|2
)

dx

+β1Jh(ξ, ξ) + β1Jh(ϕ, ϕ) + β0Jh(ξ, ξ) + β0Jh(ϕ, ϕ)

≤ C11(‖ξ‖2
DG + ‖ϕ‖2

DG),
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kde

C11 = β1 + max

{

β0,
β1CMI

CW

}

.

Lemma 12 Pro libovolné ka > 0 existuj́ı konstanty C21, C22 > 0 nezávislé na U, ξ, ϕ, h
takové, že pro libovolné ϕ ∈ Sp

h plat́ı odhad

ah(U, πu, ϕ) − ah(u, πu, ϕ) ≤ β0

ka
‖ϕ‖2

DG + C21 ‖ξ‖2 + C22σ
2
a(η),

(4.45)

kde

σ2
a(η) = ‖η‖2

DG + ‖η‖2
L2(Ω) +

∑

i∈I

(

h2
Ki

|η|2H1(Ki)
+ h2

Ki
|η|2H2(Ki)

)

. (4.46)

Důkaz. Označme

(⋆) := ah(U, πu, ϕ)− ah(u, πu, ϕ). (4.47)

Potom

(⋆) =
∑

i∈I

∫

Ki

(β(U) − β(u))∇πu · ∇ϕ dx

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

〈(β(U) − β(u))∇πu 〉 · nij[ϕ] dS

− θ
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

〈(β(U) − β(u))∇ϕ 〉 ·nij [πu] dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(β(U) − β(u))∇πu · nijϕ dS

− θ
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(β(U) − β(u))∇ϕ · nijπu dS

+ θ
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(β(U) − β(u))∇ϕ · nijuD dS,

jelikož ∇πu = ∇πu−∇u+∇u = ∇η+∇u a také [πu] = [πu]− [u] = [η], protože [u] = 0
v d̊usledku regularity u. Potom
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(⋆) =
∑

i∈I

∫

Ki

((β(U) − β(u))∇η · ∇ϕ+ (β(U) − β(u))∇u · ∇ϕ) dx

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(〈(β(U) − β(u))∇η 〉 ·nij [ϕ] + 〈(β(U) − β(u))∇u 〉 · nij[ϕ]) dS

− θ
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

〈(β(U) − β(u))∇ϕ 〉 · nij[η] dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

((β(U) − β(u))∇η · nijϕ+ (β(U) − β(u))∇u · nijϕ) dS

− θ
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(β(U) − β(u))∇ϕ · nij(πu− uD) dS.

Za použit́ı (2.1b), (2.2) a (2.3) dostaneme

(⋆) ≤ (β1 − β0)
∑

i∈I

∫

Ki

(|∇η| |∇ϕ|) dx

+Lβ

∑

i∈I

∫

Ki

|U − u| |∇u| |∇ϕ| dx

+(β1 − β0)
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

∣

∣∇η|Γij

∣

∣ +
∣

∣∇η|Γji

∣

∣

2
|[ϕ]| dS

+Lβ

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

∣

∣(U − u)|Γij

∣

∣

∣

∣∇u|Γij

∣

∣ +
∣

∣(U − u)|Γji

∣

∣

∣

∣∇u|Γji

∣

∣

2
|[ϕ]| dS

+(β1 − β0)
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

∣

∣∇ϕ|Γij

∣

∣ +
∣

∣∇ϕ|Γji

∣

∣

2
|[η]| dS

+(β1 − β0)
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

|∇η| |ϕ| dS

+Lβ

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

|U − u| |∇u| |ϕ| dS

+(β1 − β0)
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

|∇ϕ| |η| dS.

Zvolme si libovolně δ1, δ2, δ3 > 0. Za použit́ı (2.5) a Youngovy nerovnosti dostáváme
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ah(U, πu, ϕ) − ah(u, πu, ϕ) ≤

(β1 − β0)
∑

i∈I

∫

Ki

(

|∇η|2
δ1

+ δ1 |∇ϕ|2
)

dx

+LβCR

∑

i∈I

∫

Ki

(

|U − u|2
δ2

+ δ2 |∇ϕ|2
)

dx

+(β1 − β0)
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

h(Γij)

CW δ1

(

∣

∣∇η|Γij

∣

∣

2
+
∣

∣∇η|Γji

∣

∣

2
)

+
CW δ1
h(Γij)

|[ϕ]|2
)

dS

+LβCR

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

h(Γij)

CW δ2

(

∣

∣(U − u)|Γij

∣

∣

2
+
∣

∣(U − u)|Γji

∣

∣

2
)

+
CW δ2
h(Γij)

|[ϕ]|2
)

dS

+(β1 − β0)
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

h(Γij)δ3
CW

(

∣

∣∇ϕ|Γij

∣

∣

2
+
∣

∣∇ϕ|Γji

∣

∣

2
)

+
CW

h(Γij)δ3
|[η]|2

)

dS

+(β1 − β0)
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

h(Γij)

CW δ1
|∇η|2 +

CW δ1
h(Γij)

|ϕ|2
)

dS

+LβCR

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

h(Γij)

CW δ2
|U − u|2 +

CW δ2
h(Γij)

|ϕ|2
)

dS

+(β1 − β0)
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

h(Γij)δ3
CW

|∇ϕ|2 +
CW

h(Γij)δ3
|η|2
)

dS.

Protože

|U − u|2 = |ξ + η|2 ≤ 2
(

|ξ|2 + |η|2
)

, (4.48)

potom s využit́ım tvrzeńı 4, 5, 6 a nerovnosti (4.10) dostaneme

ah(U, πu, ϕ)− ah(u, πu, ϕ)

≤ ((β1 − β0)δ1 + LβCRδ2) ‖ϕ‖2
DG +

(β1 − β0)CMIδ3
CW

∑

i∈I

∫

Ki

|∇ϕ|2 dx

+

(

2LβCRCMI

CW δ2
+

2LβCR

δ2

)

∑

i∈I

∫

Ki

|ξ|2 dx+
2LβCR

δ2

∑

i∈I

∫

Ki

|η|2 dx

+
2LβCRCO

CW δ2

∑

i∈I

(

‖η‖2
L2(Ki)

+ h2
Ki

|η|2H1(Ki)

)

+
β1 − β0

δ3
Jh(η, η)

+
(β1 − β0)CN

CW δ1

∑

i∈I

(

|η|2H1(Ki)
+ h2

Ki
|η|2H2(Ki)

)

+
β1 − β0

δ1

∑

i∈I

|η|2H1(Ki)

≤ β0

ka
‖ϕ‖2

DG + C21 ‖ξ‖2 + C22σ
2
a(η),
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kde

δ1 =
β0

3ka(β1 − β0)
, δ2 =

β0

3kaLβCR
, δ3 =

β0CW

3ka(β1 − β0)CMI
,

C21 =
2LβCRCMI

CW δ2
+

2LβCR

δ2
,

C22 = max

{

2LβCR

δ2
+

2LβCRCO

CW δ2
,
β1 − β0

δ3
,
(β1 − β0)CN

CW δ1
+
β1 − β0

δ1

}

.

Lemma 13 Pro libovolné kc > 0 existuje konstanta C31 > 0 nezávislá na U, ξ, ϕ, h taková,
že pro libovolné ϕ ∈ Sp

h plat́ı odhad

ah(u, πu, ϕ)− ah(u, u, ϕ) ≤ β0

kc

‖ϕ‖2
DG + C31σ

2
c (η),

kde

σ2
c (η) = ‖η‖2

DG +
∑

i∈I

(

h2
Ki

|η|2H2(Ki)

)

.

Důkaz. Z definice formy ah a vlastnost́ı funkce β plyne, že

ah(u, πu, ϕ) − ah(u, u, ϕ)

=
∑

i∈I

∫

Ki

β(u)∇η · ∇ϕ dx

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

〈β(u)∇η 〉 · nij[ϕ] dS

− θ
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

〈β(u)∇ϕ 〉 · nij [η] dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

β(u)∇η ·nijϕ dS

− θ
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

β(u)∇ϕ · nijη dS
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≤ β1

∑

i∈I

∫

Ki

|∇η| |∇ϕ| dx

+β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

∣

∣∇η|Γij

∣

∣ +
∣

∣∇η|Γji

∣

∣

2
|[ϕ]| dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

∣

∣∇ϕ|Γij

∣

∣ +
∣

∣∇ϕ|Γji

∣

∣

2
|[η]| dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

|∇η| |ϕ| dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

|∇ϕ| |η| dS.

Zvolme libovolně δ1, δ2 > 0. Potom aplikaćı Youngovy nerovnosti, tvrzeńı 4 a 6 a nerovnosti
(4.10) obdrž́ıme

ah(u, πu, ϕ)− ah(u, u, ϕ)

≤ β1

∑

i∈I

∫

Ki

(

|∇η|2
δ1

+ δ1 |∇ϕ|2
)

dx

+β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

h(Γij)

CW δ1

(

∣

∣∇η|Γij

∣

∣

2
+
∣

∣∇η|Γji

∣

∣

2
)

+
CW δ1
h(Γij)

|[ϕ]|2
)

dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

h(Γij)δ2
CW

(

∣

∣∇ϕ|Γij

∣

∣

2
+
∣

∣∇ϕ|Γji

∣

∣

2
)

+
CW

h(Γij)δ2
|[η]|2

)

dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

h(Γij)

CW δ1
|∇η|2 +

CW δ1
h(Γij)

|ϕ|2
)

dS

+β1

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

h(Γij)δ2
CW

|∇ϕ|2 +
CW

h(Γij)δ2
|η|2
)

dS

≤ β1δ1 ‖ϕ‖2
DG +

β1CMIδ2
CW

∑

i∈I

|ϕ|2H1(Ki)
+
β1

δ2
Jh(η, η)

+
β1

δ1

∑

i∈I

|η|2H1(Ki)
+
β1CN

CW δ1

∑

i∈I

(

|η|2H1(Ki)
+ h2

Ki
|η|2H2(Ki)

)

≤ β0

kc
‖ϕ‖2

DG + C31σ
2
c (η),

kde
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δ1 =
β0

2kcβ1

, δ2 =
CWβ0

2kcβ1CMI

,

C31 = max

{

β1

δ2
,
β1

δ1
+
β1CN

CW δ1

}

.

Lemma 14 Pro libovolné kb > 0 existuj́ı konstanty C41, C42 > 0 nezávislé na U, ξ, ϕ, h
takové, že pro libovolné ϕ ∈ Sp

h plat́ı odhad

bh(U, ϕ) − bh(u, ϕ) ≤ β0

kb

‖ϕ‖2
DG + C41 ‖ξ‖2 + C42σ

2
b (η), (4.49)

kde

σ2
b (η) = ‖η‖2

L2(Ω) +
∑

i∈I

h2
Ki

|η|2H1(Ki)
.

Důkaz. Vyjdeme z definice bh a s využit́ım vlastnost́ı (3.15) numerického toku a lipschit-
zovskosti funkce fs s konstantou Lf postupně dostáváme

bh(U, ϕ) − bh(u, ϕ)

= −
∑

i∈I

∫

Ki

d
∑

s=1

(fs(U) − fs(u))
∂ϕ

∂xs

dx

+
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

H(U |Γij
, U |Γji

,nij) −H(u|Γij
, u|Γji

,nij)
)

[ϕ] dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

H(U |Γij
, U |Γij

,nij) −H(u|Γij
, u|Γij

,nij)
)

ϕ dS

≤ Lf

∑

i∈I

∫

Ki

d
∑

s=1

|U − u|
∣

∣

∣

∣

∂ϕ

∂xs

∣

∣

∣

∣

dx

+LH

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(∣

∣(U − u)|Γij

∣

∣ +
∣

∣(U − u)|Γji

∣

∣

)

|[ϕ]| dS

+LH

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(∣

∣(U − u)|Γij

∣

∣ +
∣

∣(U − u)|Γij

∣

∣

)

|ϕ| dS.

Zvolme nyńı libovolné δ1, δ2 > 0. Za použit́ı Youngovy nerovnosti, tvrzeńı 4 a 5 a nerovnosti
(4.48) máme
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bh(U, ϕ) − bh(u, ϕ)

≤ Lf

∑

i∈I

∫

Ki

(

d
∑

s=1

2(|ξ|2 + |η|2)
δ1

+ δ1 |∇ϕ|2
)

dx

+LH

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

4h(Γij)

CW δ2

(

∣

∣ξ |Γij

∣

∣

2
+
∣

∣η|Γij

∣

∣

2
+
∣

∣ξ |Γji

∣

∣

2
+
∣

∣η|Γji

∣

∣

2
)

+
CW δ2
h(Γij)

|[ϕ]|2
)

dS

+LH

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

(

2h(Γij)

CW δ2

(

∣

∣ξ |Γij

∣

∣

2
+
∣

∣η|Γij

∣

∣

2
)

+
CW δ2
h(Γij)

|ϕ|2
)

dS

≤ (Lfδ1 + LHδ2) ‖ϕ‖2
DG +

(

2dLf

δ1
+

4LHCMI

CW δ2

)

∑

i∈I

∫

Ki

|ξ|2 dx

+
∑

i∈I

(

2dLf

δ1
‖η‖2

L2(Ki)
+

4LHCO

CW δ2

(

‖η‖2
L2(Ki)

+ h2
Ki

|η|2H1(Ki)

)

)

≤ β0

kb

‖ϕ‖2
DG + C41 ‖ξ‖2 + C42σ

2
b (η),

kde

δ1 =
β0

2kbLf
, δ2 =

β0

2kbLH
,

C41 =
2dLf

δ1
+

4LHCMI

CW δ2
, C42 =

2dLf

δ1
+

4LHCO

CW δ2
.

Lemma 15 Pro libovolný časový interval Im, kde m = 1, ...,M , a pro libovolné ϕ ∈ Sp,q
h,τ

plat́ı
∫

Im

(η′, ϕ) dt+
(

{η}m−1 , ϕ
+
m−1

)

= −
(

η−m−1, ϕ
+
m−1

)

. (4.50)

Nav́ıc

∫

Im

(η′, ϕ) dt+
(

{η}m−1 , ϕ
+
m−1

)

= −
(

η−m−1, {ϕ}m−1

)

. (4.51)

Důkaz. Dı́ky integraci per partes máme

∫

Im

(η′, ϕ) dt =
(

η−m, ϕ
−
m

)

−
(

η+
m−1, ϕ

+
m−1

)

−
∫

Im

(η, ϕ′) dt. (4.52)

Protože ϕ′ ∈ Sp,q−1
h,τ , potom z definice projekce π (viz(4.1)) a (4.34) máme
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∫

Im

(η, ϕ′) = 0. (4.53)

Z (4.52), (4.53) a (3.3) plyne, že

∫

Im

(η′, ϕ) dt+
(

{η}m−1 , ϕ
+
m−1

)

=
(

η−m, ϕ
−
m

)

−
(

η+
m−1, ϕ

+
m−1

)

+
(

η+
m−1, ϕ

+
m−1

)

−
(

η−m−1, ϕ
+
m−1

)

.

Jelikož ϕ−
m ∈ Sp

h a

η−m = (πu)(t−m) − u(tm) = Πu(tm) − u(tm),

potom z definice projekce Π (viz(3.19)) plyne, že

(

η−m, ϕ
−
m

)

= 0.

Podobně se nechá odvodit (η−m−1, ϕ
−
m−1) = 0. Celkově tedy dostáváme, že

∫

Im

(η′, ϕ) dt+
(

{η}m−1 , ϕ
+
m−1

)

= −
(

η−m−1, ϕ
+
m−1

)

= −
(

η−m−1, ϕ
+
m−1

)

+ (η−m−1, ϕ
−
m−1)

= −
(

η−m−1, {ϕ}m−1

)

.

4.3 Odhad pro ξ

Nejprve proved’me následuj́ıćı výpočty. Máme

2

∫

Im

(ξ′, ξ) dt+ 2
(

{ξ}m−1 , ξ
+
m−1

)

=

∫

Im

d

dt
‖ξ‖2 dt+ 2

(

{ξ}m−1 , ξ
+
m−1

)

=
∥

∥ξ−m
∥

∥

2 −
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
+ 2

(

ξ+
m−1 − ξ−m−1, ξ

+
m−1

)

.

Protože

2
(

ξ+
m−1 − ξ−m−1, ξ

+
m−1

)

=
(

ξ+
m−1 − ξ−m−1, ξ

+
m−1

)

+
(

ξ+
m−1 − ξ−m−1, ξ

+
m−1

)

=
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2 −
(

ξ−m−1, ξ
+
m−1

)

+
(

ξ+
m−1 − ξ−m−1, ξ

+
m−1 − ξ−m−1

)

+
(

ξ+
m−1 − ξ−m−1, ξ

−
m−1

)

=
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
+
∥

∥{ξ}m−1

∥

∥

2 −
∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2 −
(

ξ−m−1, ξ
+
m−1

)

+
(

ξ+
m−1, ξ

−
m−1

)

=
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
+
∥

∥{ξ}m−1

∥

∥

2 −
∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
,
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potom celkově dostaneme

∫

Im

(ξ′, ξ) dt+
(

{ξ}m−1 , ξ
+
m−1

)

=
1

2

(

∥

∥ξ−m
∥

∥

2 −
∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+
∥

∥{ξ}m−1

∥

∥

2
)

. (4.54)

Pro odvozeńı hledaného odhadu vyjdeme z rovnice (4.35), tedy:

∫

Im

((ξ′, ϕ) + Ah(U,U, ϕ)− Ah(u, u, ϕ)) dt+
(

{ξ}m−1 , ϕ
+
m−1

)

=

∫

Im

(bh(u, ϕ) − bh(U, ϕ) − (η′, ϕ)) dt−
(

{η}m−1 , ϕ
+
m−1

)

∀ϕ ∈ Sp,q
h,τ .

S využit́ım (4.36), kde polož́ıme ϕ := ξ, dostaneme

∫

Im

((ξ′, ξ) + ah(U,U, ξ)− ah(U, πu, ξ) + β0Jh(ξ, ξ)) dt+
(

{ξ}m−1 , ξ
+
m−1

)

=

∫

Im

(−ah(U, πu, ξ) + ah(u, πu, ξ)− ah(u, πu, ξ) + ah(u, u, ξ)− β0Jh(η, ξ)) dt

+

∫

Im

(bh(u, ξ) − bh(U, ξ) − (η′, ξ)) dt−
(

{η}m−1 , ξ
+
m−1

)

.

Dále s využit́ım (4.54) a (4.51) z lemmatu 15, kde polož́ıme ϕ := ξ, máme

1

2

(

∥

∥ξ−m
∥

∥

2 −
∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+
∥

∥{ξ}m−1

∥

∥

2
)

+

∫

Im

(ah(U,U, ξ)− ah(U, πu, ξ) + β0Jh(ξ, ξ)) dt

≤
∫

Im

(|ah(U, πu, ξ)− ah(u, πu, ξ)| + |ah(u, πu, ξ)− ah(u, u, ξ)| + β0 |Jh(η, ξ)|) dt

+

∫

Im

|bh(U, ξ) − bh(u, ξ)| dt+
∣

∣

(

η−m−1, {ξ}m−1

)∣

∣ .

S využit́ım lemmatu 10 pro konstantu CW zvolenou dle (4.39) - (4.41) v závislosti na
volbě θ, lemmat 9, 12, 13, 14, kde pokládáme ϕ := ξ, a Youngovy nerovnosti dostáváme
pro libovolné δ, ka, kb, kc > 0

1

2

(

∥

∥ξ−m
∥

∥

2 −
∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+
∥

∥{ξ}m−1

∥

∥

2
)

+
β0

2

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤
∫

Im

(

β0

ka
‖ξ‖2

DG + C21 ‖ξ‖2 + C22σ
2
a(η) +

β0

kc
‖ξ‖2

DG + C31σ
2
c (η)

)

dt

+

∫

Im

(

β0

δ
Jh(η, η) + δβ0Jh(ξ, ξ) +

β0

kb
‖ξ‖2

DG + C41 ‖ξ‖2 + C42σ
2
b (η)

)

dt

+2
∥

∥η−m−1

∥

∥

2
+

1

2

∥

∥{ξ}m−1

∥

∥

2
.
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Po úpravě plyne

∥

∥ξ−m
∥

∥

2 −
∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+ β0

(

1 − 2

ka
− 2

kb
− 2

kc
− 2δ

)
∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤ C51

∫

Im

‖ξ‖2 dt+ 4
∥

∥η−m−1

∥

∥

2
+ C52

∫

Im

R(η) dt,

kde

C51 = 2(C21 + C41), C52 = 2

(

C22 + C31 + C42 +
β0

δ

)

,

R(η) = σ2
a(η),

a

σ2
b (η) ≤ R(η), σ2

c (η) ≤ R(η), Jh(η, η) ≤ R(η). (4.55)

Nakonec pro volbu ka = kb = kc = 16 a δ = 1
16

dostáváme

∥

∥ξ−m
∥

∥

2 −
∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+
β0

2

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤ C51

∫

Im

‖ξ‖2 dt+ 4
∥

∥η−m−1

∥

∥

2
+ C52

∫

Im

R(η) dt. (4.56)

4.4 Odhad výrazu
∫

Im

‖ξ‖2

Pro následuj́ıćı odhady muśıme zvolit libovolně, ale pevně stupeň polynomiálńı aproxi-
mace q ≥ 1 celé. Dále definujme body časového intervalu Im následuj́ıćım zp̊usobem

tm−l/q = tm−1 +
l

q
(tm − tm−1) pro l = 0, ..., q.

Z definice je zřejmé, že tm−0/q = tm−1 a tm−q/q = tm.

Lemma 16 Necht’ máme libovolné, ale pevné celé q ≥ 1. Potom existuj́ı konstanty Lq,Mq >
0 takové, že libovolný polynom p̂ ∈ P q(0, 1) splňuje následuj́ıćı nerovnosti

q
∑

l=0

p̂2(
l

q
) ≥ Lq

∫ 1

0

p̂2 dx, (4.57)

p̂2(0) ≤ Mq

∫ 1

0

p̂2 dx. (4.58)
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Důkaz. Protože prostor P q(0, 1) je konečně-dimenzionálńı a výrazy

(

q
∑

l=0

p̂2(
l

q
)

) 1
2

,

(
∫ 1

0

p̂2 dx

)
1
2

jsou normy na prostoru P q(0, 1), potom z věty o ekvivalenci norem na konečně-dimenzionálńım
prostoru plyne, že existuj́ı konstanty Lq,Mq > 0 takové, že

Lq

∫ 1

0

p̂2 dx ≤
q
∑

l=0

p̂2(
l

q
) ≤Mq

∫ 1

0

p̂2 dx.

Nyńı pro libovolné t ∈ Im zavedeme substituci ψ(t) = t−tm−1

τm
, kde τm = (tm − tm−1),

polož́ıme p(t) = p̂(ψ(t)), použijeme odhady (4.57), (4.58) a větu o substituci. Potom
můžeme tvrdit, že libovolný polynom p ∈ P q(Im) splňuje následuj́ıćı nerovnosti

q
∑

l=0

p2(tm−l/q) ≥ Lq

τm

∫

Im

p2 dt, (4.59)

p2(tm−1) ≤ Mq

τm

∫

Im

p2 dt. (4.60)

S využit́ım (4.59) dostáváme nerovnost

q
∑

l=0

ξ2(x, tm−l/q) ≥
Lq

τm

∫

Im

ξ2(x, t) dt ∀x ∈ Ω.

Integraćı přes celou oblast Ω máme

∫

Ω

(

q
∑

l=0

ξ2(x, tm−l/q)

)

dx ≥ Lq

τm

∫

Ω

(
∫

Im

ξ2(x, t) dt

)

dx,

q
∑

l=0

∫

Ω

ξ2(x, tm−l/q) dx ≥ Lq

τm

∫

Im

(
∫

Ω

ξ2(x, t) dx

)

dt,

q
∑

l=0

∥

∥ξm−l/q

∥

∥

2 ≥ Lq

τm

∫

Im

‖ξ‖2 dt, (4.61)

kde ξm−l/q(x) = ξ(x, tm−l/q). Obdobně lze s využit́ım (4.60) ukázat, že plat́ı

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2 ≤ Mq

τm

∫

Im

‖ξ‖2 dt. (4.62)
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Dále upravujme následuj́ıćı výraz

∫

Im

(ξ, ξ′) dt+
(

ξ+
m−1, ξ

+
m−1

)

=
1

2

∫ tm

tm−1

d

dt
‖ξ‖2 dt+

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2

=
1

2

(

∥

∥ξ−m
∥

∥

2 −
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
)

+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
=

1

2

(

∥

∥ξ−m
∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
)

. (4.63)

Opět vyjdeme z rovnice (4.35). Tedy pro libovolné m = 1, ...,M máme

∫

Im

((ξ′, ϕ) + Ah(U,U, ϕ)− Ah(u, u, ϕ)) dt+
(

{ξ}m−1 , ϕ
+
m−1

)

=

∫

Im

(bh(u, ϕ) − bh(U, ϕ) − (η′, ϕ)) dt−
(

{η}m−1 , ϕ
+
m−1

)

∀ϕ ∈ Sp,q
h,τ .

Položme ϕ := ξ. S využit́ım (4.36) po úpravách dostaneme

∫

Im

((ξ′, ξ) + ah(U,U, ξ) − ah(U, πu, ξ) + β0Jh(ξ, ξ)) dt+
(

ξ+
m−1, ξ

+
m−1

)

=

∫

Im

(−ah(U, πu, ξ) + ah(u, πu, ξ)− ah(u, πu, ξ) + ah(u, u, ξ)− β0Jh(η, ξ)) dt

+

∫

Im

(bh(u, ξ) − bh(U, ξ) − (η′, ξ)) dt−
(

{η}m−1 , ξ
+
m−1

)

+
(

ξ−m−1, ξ
+
m−1

)

∀ϕ ∈ Sp,q
h,τ .

Dále s využit́ım (4.63) a (4.50) z lemmatu 15, kde jsme položili ϕ := ξ, máme

1

2

(

∥

∥ξ−m
∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
)

+

∫

Im

(ah(U,U, ξ)− ah(U, πu, ξ) + β0Jh(ξ, ξ)) dt

≤
∫

Im

(|ah(U, πu, ξ)− ah(u, πu, ξ)| + |ah(u, πu, ξ)− ah(u, u, ξ)| + β0 |Jh(η, ξ)|) dt

+

∫

Im

|bh(U, ξ) − bh(u, ξ)| dt+
∣

∣

(

η−m−1, ξ
+
m−1

)∣

∣ +
∣

∣

(

ξ−m−1, ξ
+
m−1

)∣

∣ .

Nyńı s využit́ım lemmatu 10, pro konstantu CW zvolenou dle (4.39) - (4.41) v závislosti
na volbě θ, lemmat 9, 12, 13, 14, kde pokládáme ϕ := ξ, a Youngovy nerovnosti, pro
libovolné δ, δ1, ka, kb, kc > 0 dostáváme

1

2

(

∥

∥ξ−m
∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
)

+
β0

2

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤
∫

Im

(

β0

ka

‖ξ‖2
DG + C21 ‖ξ‖2 + C22σ

2
a(η) +

β0

kc

‖ξ‖2
DG + C31σ

2
c (η)

)

dt

+

∫

Im

(

β0

δ
Jh(η, η) + δβ0Jh(ξ, ξ) +

β0

kb

‖ξ‖2
DG + C41 ‖ξ‖2 + C42σ

2
b (η)

)

dt

+

∥

∥η−m−1

∥

∥

2

δ1
+ δ1

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
+

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2

δ1
+ δ1

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
.
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Po úpravě s využit́ım (4.55) máme

∥

∥ξ−m
∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
+ β0

(

1 − 2

ka
− 2

kb
− 2

kc
− 2δ

)
∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤ C51

∫

Im

‖ξ‖2 dt+ C52

∫

Im

R(η) dt+ 2

∥

∥η−m−1

∥

∥

2

δ1
+ 2

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2

δ1
+ 4δ1

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
.

Nakonec pro volbu ka = kb = kc = 16 a δ = 1
16

dostaneme

∥

∥ξ−m
∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
+
β0

2

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤ C51

∫

Im

‖ξ‖2 dt+ C52

∫

Im

R(η) dt+ 2

∥

∥η−m−1

∥

∥

2

δ1
+ 2

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2

δ1
+ 4δ1

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
.

(4.64)

Nejprve uvažujme q = 1. Potom z (4.64) s využit́ım (4.61) a (4.62) plyne

Lq

τm

∫

Im

‖ξ‖2 dt+
β0

2

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤
(

C51 +
4Mqδ1
τm

)
∫

Im

‖ξ‖2 dt+ C52

∫

Im

R(η) dt+ 2

∥

∥η−m−1

∥

∥

2

δ1
+ 2

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2

δ1
.

Pokud zvoĺıme

δ1 =
Lq

8Mq

, C53 =
2

δ1
,

potom

(

Lq

2τm
− C51

)
∫

Im

‖ξ‖2 dt+
β0

2

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤ C52

∫

Im

R(η) dt+ C53

∥

∥η−m−1

∥

∥

2
+ C53

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
.

Pro volbu

Lq

4C51
≥ τm > 0 (4.65)

máme
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Lq

4τm

∫

Im

‖ξ‖2 dt+
β0

2

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤ C52

∫

Im

R(η) dt+ C53

∥

∥η−m−1

∥

∥

2
+ C53

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
. (4.66)

Necht’ dále q ≥ 2. Potom zvolme libovolné l ∈ {1, ..., q − 1} a položme ξ̃l = ζtm−l/q
, kde

ζtm−l/q
je diskrétńı charakteristická funkce k funkci ξ v bodě tm−l/q definovaná v (4.16) -

(4.17). Potom z vlastnost́ı (4.16) a (4.33) plyne, že

∫

Im

(ξ̃l, ξ
′) dt =

∫ tm−l/q

tm−1

(ξ, ξ′) dt, ξ(t+m−1) = ξ̃l(t
+
m−1) a

∫

Im

∥

∥

∥
ξ̃l

∥

∥

∥

2

DG
dt ≤ CCH

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt. (4.67)

Postupně dostaneme rovnosti

∫

Im

(ξ′, ξ̃l) dt+
(

ξ+
m−1, (ξ̃l)

+
m−1

)

=

∫ tm−l/q

tm−1

(ξ, ξ′) +
(

ξ+
m−1, ξ

+
m−1

)

=
1

2

∫ tm−l/q

tm−1

d

dt
‖ξ‖2 dt+

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
=

1

2

(

∥

∥ξm−l/q

∥

∥

2 −
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
)

+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2

=
1

2

(

∥

∥ξm−l/q

∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
)

. (4.68)

Pro odvozeńı hledaného odhadu opět vyjdeme z rovnice (4.35). Pro libovolné m = 1, ...,M
tedy máme

∫

Im

((ξ′, ϕ) + Ah(U,U, ϕ) − Ah(u, u, ϕ)) dt+
(

{ξ}m−1 , ϕ
+
m−1

)

=

∫

Im

(bh(u, ϕ) − bh(U, ϕ) − (η′, ϕ)) dt−
(

{η}m−1 , ϕ
+
m−1

)

∀ϕ ∈ Sp,q
h,τ .

Položme ϕ := ξ̃l. S využit́ım (4.36) dostaneme

∫

Im

(ξ′, ξ̃l) dt+
(

ξ+
m−1, (ξ̃l)

+
m−1

)

=

∫

Im

(

−ah(U,U, ξ̃l) + ah(U, πu, ξ̃l) − β0Jh(ξ, ξ̃l) − ah(U, πu, ξ̃l) + ah(u, πu, ξ̃l)
)

dt

+

∫

Im

(

−ah(u, πu, ξ̃l) + ah(u, u, ξ̃l) − β0Jh(η, ξ̃l) + bh(u, ξ̃l) − bh(U, ξ̃l)
)

dt

+
(

ξ−m−1, (ξ̃l)
+
m−1

)

−
∫

Im

(η′, ξ̃l) dt−
(

{η}m−1 , (ξ̃l)
+
m−1

)

. (4.69)
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Z (4.50), (4.68) a 4.69 plyne, že

1

2

(

∥

∥ξm−l/q

∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
)

≤
∫

Im

(∣

∣

∣
ah(U,U, ξ̃l) − ah(U, πu, ξ̃l) + β0Jh(ξ, ξ̃l)

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
ah(U, πu, ξ̃l) − ah(u, πu, ξ̃l)

∣

∣

∣

)

dt

+

∫

Im

(∣

∣

∣
ah(u, πu, ξ̃l) − ah(u, u, ξ̃l)

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
β0Jh(η, ξ̃l)

∣

∣

∣
+
∣

∣

∣
bh(U, ξ̃l) − bh(u, ξ̃l)

∣

∣

∣

)

dt

+
∣

∣

(

ξ−m−1, ξ
+
m−1

)∣

∣ +
∣

∣

(

η−m−1, ξ
+
m−1

)∣

∣ .

Nyńı za použit́ı lemmat 9, 11, 12, 13, 14, kde pokládáme ϕ := ξ̃l, a Youngovy nerovnosti
pro libovolné δ2, ka, kb, kc > 0 dostáváme

1

2

(

∥

∥ξm−l/q

∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
)

≤
∫

Im

(

C11

(

‖ξ‖2
DG +

∥

∥

∥
ξ̃l

∥

∥

∥

2

DG

)

+
β0

ka

∥

∥

∥
ξ̃l

∥

∥

∥

2

DG
+ C21 ‖ξ‖2 + C22σ

2
a(η)

)

dt

+

∫

Im

(

β0

kc

∥

∥

∥
ξ̃l

∥

∥

∥

2

DG
+ C31σ

2
c (η) + β0Jh(η, η) + β0Jh(ξ̃l, ξ̃l)

)

dt

+

∫

Im

(

β0

kb

∥

∥

∥
ξ̃l

∥

∥

∥

2

DG
+ C41 ‖ξ‖2 + C42σ

2
b (η)

)

dt

+

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2

δ2
+ δ2

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
+

∥

∥η−m−1

∥

∥

2

δ2
+ δ2

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
.

Pro jednoduchost zvolme ka = kb = kc = 1 a s využit́ım (4.67), Youngovy nerovnosti
a nerovnost́ı (4.55) nakonec po úpravách dostáváme, že pro q ≥ 2 a libovolné l ∈
{1, ..., q − 1} máme

∥

∥ξm−l/q

∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2

≤
∫

Im

(

C61 ‖ξ‖2
DG + C62 ‖ξ‖2 + C63R(η)

)

dt

+2

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2

δ2
+ 2

∥

∥η−m−1

∥

∥

2

δ2
+ 4δ2

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
, (4.70)

kde

C61 = 2(C11 + C11CCH + 4β0CCH),

C62 = 2(C21 + C41),

C63 = 2(C22 + C31 + C42 + β0).

Nerovnost (4.70) násob́ıme β0

4C61(q−1)
a dostáváme
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β0

4C61(q − 1)

(

∥

∥ξm−l/q

∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
)

≤
∫

Im

(

β0

4(q − 1)
‖ξ‖2

DG +
β0C62

4C61(q − 1)
‖ξ‖2 +

β0C63

4C61(q − 1)
R(η)

)

dt

+
β0

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2

2C61(q − 1)δ2
+

β0

∥

∥η−m−1

∥

∥

2

2C61(q − 1)δ2
+
β0δ2

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2

C61(q − 1)
. (4.71)

Sečteńım přes všechna l ∈ {1, ..., q − 1} a sečteńım i s nerovnost́ı (4.64) plyne, že

C71

(

∥

∥ξ−m
∥

∥

2
+

q−1
∑

l=1

∥

∥ξm−l/q

∥

∥

2
+
∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2

)

+
β0

2

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤
∫

Im

(

β0

4
‖ξ‖2

DG + C72 ‖ξ‖2 + C73R(η)

)

dt

+

(

2

δ1
+

β0

2C61δ2

)

(

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+
∥

∥η−m−1

∥

∥

2
)

+

(

β0δ2
C61

+ 4δ1

)

∥

∥ξ+
m−1

∥

∥

2
,

kde

C71 = min

{

β0

4C61(q − 1)
, 1

}

, C72 =
β0C62

4C61
+ C51, C73 =

β0C63

4C61
+ C52.

Tud́ıž s využit́ım (4.61) a (4.62) obdrž́ıme odhad

C71Lq

τm

∫

Im

‖ξ‖2 dt+
β0

4

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤
(

β0Mqδ2
C61τm

+
4Mqδ1
τm

+ C72

)
∫

Im

‖ξ‖2 dt+ C73

∫

Im

R(η) dt

+

(

2

δ1
+

β0

2C61δ2

)

(

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+
∥

∥η−m−1

∥

∥

2
)

.

Pokud zvoĺıme

δ1 =
C71Lq

16Mq
, δ2 =

C61C71Lq

4β0Mq
, C74 =

2

δ1
+

β0

2C61δ2
,

potom

(

C71Lq

2τm
− C72

)
∫

Im

‖ξ‖2 dt+
β0

4

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤ C73

∫

Im

R(η) dt+ C74

(

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+
∥

∥η−m−1

∥

∥

2
)

.
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Pro volbu

C71Lq

4C72
≥ τm > 0 (4.72)

máme

C71Lq

4τm

∫

Im

‖ξ‖2 dt+
β0

4

∫

Im

‖ξ‖2
DG dt

≤ C73

∫

Im

R(η) dt+ C74

(

∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+
∥

∥η−m−1

∥

∥

2
)

. (4.73)

A tedy z (4.66) s podmı́nkou (4.65) pro q = 1 nebo z (4.73) s podmı́nkou (4.72) pro q ≥ 2
můžeme celkově psát

∫

Im

‖ξ‖2 dt ≤ C75τm

(∫

Im

R(η) dt+
∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+
∥

∥η−m−1

∥

∥

2
)

≤ C75τm
∥

∥ξ−m−1

∥

∥

2
+ C76

(∫

Im

R(η) dt+
∥

∥η−m−1

∥

∥

2
)

, (4.74)

kde

C75 =







4
Lq

max {C52, C53} pro q = 1

4
C71Lq

max {C73, C74} pro q ≥ 2
, C76 =







C75Lq

4C51
pro q = 1

C75C71Lq

4C72
pro q ≥ 2

.

S využit́ım (4.74) a (4.56) pro j = 1, ...,M dostáváme

∥

∥ξ−j
∥

∥

2 −
∥

∥ξ−j−1

∥

∥

2
+
β0

2

∫

Ij

‖ξ‖2
DG dt

≤ C81τj
∥

∥ξ−j−1

∥

∥

2
+ C82

∥

∥η−j−1

∥

∥

2
+ C83

∫

Ij

R(η) dt, (4.75)

kde

C81 = C75C51, C82 = C51C76 + 4, C83 = C76C51 + C52.

Sečtěme nyńı posledńı nerovnost přes všechna j = 1, ..., m. Jako výsledek dostaneme
odhad

∥

∥ξ−m
∥

∥

2 −
∥

∥ξ−0
∥

∥

2
+
β0

2

m
∑

j=1

∫

Ij

‖ξ‖2
DG dt

≤ C81

m
∑

j=1

τj
∥

∥ξ−j−1

∥

∥

2
+ C82

m
∑

j=1

∥

∥η−j−1

∥

∥

2
+ C83

m
∑

j=1

∫

Ij

R(η) dt. (4.76)
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4.5 Dokončeńı odhadu funkce ξ a abstraktńıho odhadu chyby

Lemma 17 (Diskrétńı Gronwallova nerovnost) Necht’ xn, an, bn a cn,kde n ∈ N , jsou
nezáporné posloupnosti a an necht’ je kladná neklesaj́ıćı posloupnost. Jestlǐze

x0 + c0 ≤ a0,

xn + cn ≤ an +

n−1
∑

j=0

bjxj pro n ≥ 1, (4.77)

potom

xn + cn ≤ an

n−1
∏

j=0

(1 + bj) pro n ≥ 0. (4.78)

Důkaz. Vyjdeme z předpokladu (4.77), který vyděĺıme an, a využijeme předpokladu, že
posloupnost an je neklesaj́ıćı, takže

xn

an
+
cn
an

≤ 1 +

n−1
∑

j=0

bj
xj

an
≤ 1 +

n−1
∑

j=0

bj
xj

aj
. (4.79)

Pokud pro n > 0 polož́ıme vn := 1 +
∑n−1

j=0 bj
xj

aj
, potom

vn − vn−1 = bn−1
xn−1

an−1
≤ bn−1

(

xn−1

an−1
+
cn−1

an−1

)

≤ bn−1vn−1,

z čehož plyne, že

vn ≤ (1 + bn−1)vn−1 ≤ v1

n−1
∏

j=1

(1 + bj) =

(

1 + b0
x0

a0

) n−1
∏

j=1

(1 + bj)

≤
n−1
∏

j=0

(1 + bj).

Potom z (4.79) a definice vn dostáváme (4.78).

Věta 18 Necht’ plat́ı (4.65) pro q = 1 nebo (4.72) pro q ≥ 2. Potom existuje konstanta
C91 > 0 nezávislá na U, h, τ taková, že chyba e = U − u splňuje odhad

∥

∥e−m
∥

∥

2
+
β0

2

m
∑

j=1

∫

Ij

‖e‖2
DG dt

≤ C91e
C81tm

(

m
∑

j=1

∥

∥η−j−1

∥

∥

2
+

m
∑

j=1

∫

Ij

R(η) dt

)

+2
∥

∥η−m
∥

∥

2
+ β0

m
∑

j=1

∫

Ij

‖η‖2
DG . (4.80)
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Důkaz. Z (4.76) za použit́ı lemmatu 17, kde polož́ıme

xm =
∥

∥ξ−m
∥

∥

2
,

cm =
β0

2

m
∑

j=1

∫

Ij

‖ξ‖2
DG dt,

bm = C81τm+1,

am =
∥

∥ξ−0
∥

∥

2
+ C82

m
∑

j=1

∥

∥η−j−1

∥

∥

2
+ C83

m
∑

j=1

∫

Ij

R(η) dt,

nerovnosti 1 + x ≤ ex pro x ∈ IR plyne odhad

∥

∥ξ−m
∥

∥

2
+
β0

2

m
∑

j=1

∫

Ij

‖ξ‖2
DG dt

≤ eC81tm

(

∥

∥ξ−0
∥

∥

2
+ C82

m
∑

j=1

∥

∥η−j−1

∥

∥

2
+ C83

m
∑

j=1

∫

Ij

R(η) dt

)

, (4.81)

kde tm =
∑m

j=1 τj . Z definice U−
0 (viz(3.21)) máme ξ−0 = 0. Nyńı, jestliže využijeme

rovnosti e = ξ + η, nerovnost́ı

‖e‖2 ≤ 2(‖ξ‖2 + ‖η‖2),

‖e‖2
DG ≤ 2(‖ξ‖2

DG + ‖η‖2
DG)

a polož́ıme C91 = 2 max {C82, C83}, potom z (4.81) př́ımo plyne (4.80).
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5 Odhad chyby vyjádřený pomoćı h a τ

V této kapitole se budeme věnovat odhadu chyby v závislosti na parametru triangulace h
a časového kroku τ . Tyto odhady źıskáme na základě odhadu (4.80), vztah̊u (4.7)

η|Im= (πu− u)|Im= η(1) + η(2), (5.1)

kde η(1) = (Πu− u)|Im, η
(2) = (π(Πu) − Πu)

∣

∣

Im
,

a odhadu jednotlivých člen̊u z pravé strany (4.80) obsahuj́ıćıch η. Pro odhad chyby budeme
předpokládat, že řešeńı je dostatečně regulárńı, tedy že

u ∈ Hq+1
(

0, T ;H1(Ω)
)

∩ C([0, T ];Hp+1(Ω)). (5.2)

Je zřejmé, že C([0, T ];Hp+1(Ω)) ⊂ L2(0, T ;Hp+1(Ω)).
Necht’ systém triangulaćı {Th}h∈(0,h0) splňuje předpoklady (4.8), (4.9), (4.10) a nav́ıc

předpokládejme, že existuje konstanta CHT > 0 taková, že

τm ≥ CHTh
2. (5.3)

Necht’ r ≥ 1 je celé č́ıslo a µ = min(r, p). Potom pro libovolné v ∈ Hr+1(Ω) máme
následuj́ıćı známé odhady (viz např. [2], [18], [20])

‖Πv − v‖L2(K) ≤ CΠ1 h
µ+1
K |v|Hµ+1(K) , (5.4)

|Πv − v|H1(K) ≤ CΠ2 h
µ
K |v|Hµ+1(K) ,

|Πv − v|H2(K) ≤ CΠ3 h
µ−1
K |v|Hµ+1(K) ,

pro K ∈ Th, h ∈ (0, h0),

‖Πv − v‖L2(K) ≤ C∗
Π1 hK |v|H1(K) , (5.5)

|Πv − v|H1(K) ≤ C∗
Π2 |v|H1(K) ,

pro v ∈ H1(K), K ∈ Th, h ∈ (0, h0), a

‖Πv‖L2(K) ≤ ‖v‖L2(K) pro v ∈ L2(K), K ∈ Th, h ∈ (0, h0), (5.6)

|Πv|H1(K) ≤ CΠ4 |v|H1(K) pro v ∈ H1(K), K ∈ Th, h ∈ (0, h0). (5.7)

Pro zjednodušeńı zápisu budeme použ́ıvat značeńı Dq+1 = ∂q+1

∂tq+1 . Je možné ukázat, že

Dq+1(Πu) = Π(Dq+1u). (5.8)

Platnost tohoto tvrzeńı ukážeme následuj́ıćım zp̊usobem. S využit́ım (3.19) a Πu(·, t) ∈ Sp
h

pro libovolné t ∈ Im plat́ı
∫

Ω

(

Πu(x, t) − u(x, t)
)

ϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ Sp
h. (5.9)
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Derivováńım vzhledem k proměnné t máme

∫

Ω

(

Dq+1(Πu(x, t)) −Dq+1u(x, t)
)

ϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ Sp
h. (5.10)

Nav́ıc je zřejmé, že Dq+1(Πu(t)) ∈ Sp
h, a tedy plat́ı (5.8).

Podobně lze ukázat, že

Dq+1(∇Πu) = ∇Π(Dq+1u). (5.11)

5.1 Časová interpolace

Lemma 19 Necht’ ϕ ∈ C((tm−1, tm], Sp
h), m = 1 . . . ,M. Potom pro libovolné x ∈ K, K ∈

Th, t ∈ Im, m = 1, . . . ,M máme

π ϕ(x, t) = P̃mϕ(x, t), (5.12)

kde P̃m je definováno následuj́ıćım zp̊usobem: Pro ω ∈ C
(

(tm−1, tm]
)

,

P̃mω ∈ Pq(Im), (5.13)
∫

Im

(

P̃mω(t) − ω(t)
)

tj dt = 0, ∀ j = 0, . . . , q − 1, (5.14)

P̃mω(tm−) = ω(tm−). (5.15)

Důkaz. Necht’ m ∈ {1, . . . ,M}. Z definice operátor̊u π a P̃m plyne, že pro libovolný
element K ∈ Th jsou funkce πϕ a P̃mϕ na K×Im polynomy stupně ≤ q v t ∈ Im a stupně
≤ p v x ∈ K. Nav́ıc πϕ(x, tm−) = ϕ(x, tm−) = P̃mϕ(x, tm−) pro všechna x ∈ K. Je
zřejmé, že podmı́nka (4.1c) je ekvivalentńı s

∫

Im

(
∫

K

(πϕ(x, t) − ϕ(x, t)) σ(x) dx

)

tj dt = 0 (5.16)

∀ j = 0, . . . , q − 1, ∀σ ∈ P p(K), ∀K ∈ Th.

Dále d́ıky (5.14) pro libovolně K ∈ Th máme

∫

Im

(

P̃mϕ(x, t) − ϕ(x, t)
)

tj dt = 0, ∀ j = 0, . . . , q − 1, ∀x ∈ K. (5.17)

Necht’ σ ∈ P p(K). Pokud přenásob́ıme funkćı σ posledńı rovnost, integrujeme přes K a
využijeme Fubiniho větu, postupně zjist́ıme, že

0 =

∫

K

(
∫

Im

(P̃mϕ(x, t) − ϕ(x, t)) tj dt

)

σ(x) dx

=

∫

Im

(
∫

K

(P̃mϕ(x, t) − ϕ(x, t))σ(x) dx)

)

tj dt,

∀ j = 0, . . . , q − 1, ∀σ ∈ P p(K), ∀K ∈ Th.

S využit́ım faktu, že operátor π je jednoznačně definován, dostáváme (5.12).
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Lemma 20 Jestlǐze ω ∈ Hq+1(Im), potom

∥

∥

∥
P̃mω − ω

∥

∥

∥

2

L2(Im)
≤ CP τ

2q+2
m

∥

∥Dq+1ω
∥

∥

2

L2(Im)
, (5.18)

kde CP > 0 je konstanta nezávislá na ω,m a τm.

Důkaz. Budeme postupovat v několika kroćıch.
1. Nejprve transformujme časový interval [tm−1, tm] na referenčńı interval [0, 1] trans-

formaćı

t = tm − ϑτm, ϑ ∈ [0, 1].

Jestliže ω ∈ Hq+1(Im) a s(ϑ) = ω(tm − ϑτm), potom s ∈ Hq+1(0, 1). Necht’ operátor P
splňuje následuj́ıćı podmı́nky

a) Ps ∈ P q(0, 1), (5.19)

b)

∫ 1

0

(Ps(ϑ) − s(ϑ))ϑj dϑ = 0 ∀ j = 0, . . . , q − 1,

c) Ps(0+) = s(0+).

Lze ukázat, že takový operátor existuje a je určen jednoznačně. Je zřejmé, že v (5.14) mı́sto

funkćı tj můžeme použ́ıt funkce 1
τm

(

tm−t
τm

)j

pro j = 0, ..., q − 1. Postupnými úpravami s

využit́ım věty o substituci, kde pokládáme t = tm − ϑτm, dostáváme

0 =

∫

Im

(

(P̃mω)(t) − ω(t)
) 1

τm

(

tm − t

τm

)j

dt

=

∫ 1

0

(

(P̃mω)(tm − ϑτm) − ω(tm − ϑτm)
)

ϑj dϑ

=

∫ 1

0

(

(P̃mω)(tm − ϑτm) − s(ϑ)
)

ϑj dϑ.

Protože nav́ıc

limϑ→0+(P̃mω)(tm − ϑτm) = (P̃mω)(t−m) = ω(t−m) = s(0+),

potom z jednoznačnosti operátoru P plyne

(P̃mω)(tm − ϑτm) = (Ps) (ϑ). (5.20)

Polož́ıme-li Zm(t) = (P̃mω)(t) − ω(t), t ∈ (tm−1, tm), z(ϑ) = Ps(ϑ) − s(ϑ), ϑ ∈ (0, 1),
potom z(ϑ) = Zm(tm − ϑτm) a

Dq+1z(ϑ) = (−1)q+1 τ q+1
m (Dq+1Zm)(tm − ϑτm), ϑ ∈ (0, 1). (5.21)
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S využit́ım věty o substituci obdrž́ıme

‖z‖2
L2(0,1) =

1

τm
‖Zm‖2

L2(Im) ,

∥

∥Dq+1z
∥

∥

2

L2(0,1)
= τ 2q+1

m

∥

∥Dq+1Zm

∥

∥

2

L2(Im)
.

2. Z jednoznačnosti operátoru P je zřejmé, že

Pr = r pro r ∈ P q(0, 1). (5.22)

Nyńı ukážeme, že operátor P je spojité lineárńı zobrazeńı prostoru Hq+1(0, 1) do L2(0, 1).
Necht’ un ∈ Hq+1(0, 1), n = 1, 2, . . ., un → 0 v Hq+1(0, 1) pro n → ∞. Dı́ky spojitému
vnořeńı prostoru Hq+1(0, 1) →֒ C([0, 1]) máme

un ⇉ 0 in [0, 1]. (5.23)

Tud́ıž

Pun(0) → 0. (5.24)

Pro j = 0, . . . , q − 1 máme

∫ 1

0

(Pun − un) (ϑ)ϑj dϑ = 0. (5.25)

Ze stejnoměrné konvergence un plyne

∫ 1

0

Pun(ϑ)ϑj dϑ =

∫ 1

0

un(ϑ)ϑj dϑ → 0, j = 0, . . . , q − 1. (5.26)

Jelikož Pun ∈ P q(0, 1), potom můžeme psát

Pun(ϑ) =

q
∑

i=1

c
(n)
i ϑi + (Pun) (0), ϑ ∈ [0, 1]. (5.27)

Integraćı dostáváme

∫ 1

0

Pun(ϑ)ϑj dϑ =

∫ 1

0

q
∑

i=1

c
(n)
i ϑi+j dϑ+ (Pun) (0)

∫ 1

0

ϑj dϑ

=

q
∑

i=1

c
(n)
i

1

i+ j + 1
+ (Pun) (0)

1

j + 1
, j = 0, . . . , q − 1.

Polož́ıme aij = 1
i+j+1

, b
(n)
i =

∫ 1

0
un(ϑ)ϑi dϑ − (Pun)(0)

i+1
. Je zřejmé, že matice A = (aij) je

regulárńı a z (5.26) máme Ac(n) = b(n), kde c(n) = (c
(n)
1 , ..., c

(n)
q )T . Protože b(n) → 0, máme

c(n) = A−1b(n) n→∞−→ 0.
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Tedy Pun ⇉ 0 v [0, 1], a tud́ıž Pun → 0 v L2(0, 1).
3. Nyńı již můžeme využ́ıt tvrzeńı 3.1.4 z [2], z kterého plyne, že

‖Zm‖2
L2(Im) ≤ CP τ

2q+2
m

∥

∥Dq+1ω
∥

∥

2

L2(Im)
.

Lemma 21 Pro ϕ ∈ Hq+1(Im, S
p
h) plat́ı:

‖πϕ(x, ·) − ϕ(x, ·)‖2
L2(Im) =

∥

∥

∥
P̃mϕ(x, ·) − ϕ(x, ·)

∥

∥

∥

2

L2(Im)

≤ CP τ
2q+2
m

∥

∥Dq+1ϕ(x, ·)
∥

∥

2

L2(Im)
, x ∈ K, K ∈ Th. (5.28)

Důkaz plyne z lemmat 19 a 20.

5.2 Odhady člen̊u obsahuj́ıćıch η

V této sekci se budeme zabývat odhady následuj́ıćıch člen̊u

∥

∥η−m
∥

∥

2
,

∫

Im

‖η‖2
L2(K) dt,

∫

Im

|η|2H1(K) dt,

∫

Im

|η|2H2(K) dt,

∫

Im

Jh(η, η) dt.

Z (5.1) máme

‖η‖2
L2(K) ≤ 2

∥

∥η(1)
∥

∥

2

L2(K)
+ 2

∥

∥η(2)
∥

∥

2

L2(K)
, (5.29)

|η|2Hs(K) ≤ 2
∣

∣η(1)
∣

∣

2

Hs(K)
+ 2

∣

∣η(2)
∣

∣

2

Hs(K)
, s = 1, 2.

Lemma 22 Pro libovolné K ∈ Th, m = 1, . . . ,M plat́ı následuj́ıćı odhady
∥

∥η−m
∥

∥

2 ≤ C2
Π1h

2(p+1) |u(tm)|2Hp+1(Ω) , (5.30)
∫

Im

∥

∥η(1)
∥

∥

2

L2(K)
dt ≤ C2

Π1 h
2(p+1)
K |u|2L2(Im,Hp+1(K)) , (5.31)

∫

Im

∣

∣η(1)
∣

∣

2

H1(K)
dt ≤ C2

Π2 h
2p
K |u|2L2(Im,Hp+1(K)) , (5.32)

h2
K

∫

Im

∣

∣η(1)
∣

∣

2

H2(K)
dt ≤ C2

Π3 h
2p
K |u|2L2(Im,Hp+1(K)) . (5.33)

Důkaz. Stač́ı použ́ıt (5.4) s r = p.

Mnohem komplikovaněǰśı je odvozeńı odhad̊u pro výrazy s η(2).

Lemma 23 Pro libovolné K ∈ Th, m = 1, . . . ,M plat́ı následuj́ıćı odhady
∫

Im

∥

∥η(2)
∥

∥

2

L2(K)
dt ≤ CP τ

2(q+1)
m |u|2Hq+1(Im,L2(K)) , (5.34)

∫

Im

∣

∣η(2)
∣

∣

2

H1(K)
dt ≤ CPC

2
Π4 τ

2(q+1)
m |u|2Hq+1(Im,H1(K)) , (5.35)

h2
K

∫

Im

∣

∣η(2)
∣

∣

2

H2(K)
dt ≤ CPC

2
Π4C

2
I τ

2(q+1)
m |u|2Hq+1(Im,H1(K)) . (5.36)
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Důkaz. a) Použit́ım Fubiniho věty a vztah̊u (5.12), (5.28), (5.8) a (5.6) postupně dostáváme

∫

Im

∥

∥η(2)
∥

∥

2

L2(K)
dt =

∫

Im

(
∫

K

∣

∣η(2)
∣

∣

2
dx

)

dt

=

∫

K

(
∫

Im

∣

∣η(2)
∣

∣

2
dt

)

dx =

∫

K

∥

∥

∥
P̃m(Πu) − Πu

∥

∥

∥

2

L2(Im)
dx

≤ CP τ
2q+2
m

∫

K

∥

∥Dq+1(Πu)
∥

∥

2

L2(Im)
dx

= CP τ
2q+2
m

∫

Im

(
∫

K

∣

∣Dq+1(Πu)
∣

∣

2
dx

)

dt

= CP τ
2q+2
m

∫

Im

(
∫

K

∣

∣Π(Dq+1u)
∣

∣

2
dx

)

dt

≤ CP τ
2q+2
m

∫

Im

(∫

K

∣

∣Dq+1u
∣

∣

2
dx

)

dt

= CP τ
2q+2
m |u|2Hq+1(Im,L2(K)) .

b) Použit́ım Fubiniho věty a vztah̊u (5.12), (5.28), (5.11) a (5.7) postupně dostáváme

∫

Im

∣

∣η(2)
∣

∣

2

H1(K)
dt =

∫

Im

(
∫

K

∣

∣

∣
∇
(

Πu− P̃m(Πu)
)∣

∣

∣

2

dx

)

dt

=

∫

K

(

∫

Im

d
∑

j=1

(

∂

∂xj

(Πu) − P̃m

(

∂

∂xj

(Πu)

))2

dt

)

dx

≤ CP τ
2q+2
m

∫

K

(
∫

Im

∣

∣Dq+1∇(Πu)
∣

∣

2
dt

)

dx

= CP τ
2q+2
m

∫

Im

(
∫

K

∣

∣∇(ΠDq+1u)
∣

∣

2
dx

)

dt

= CP τ
2q+2
m

∫

Im

∣

∣Π
(

Dq+1u
)∣

∣

2

H1(K)
dt

≤ CPC
2
Π4 τ

2q+2
m

∫

Im

∣

∣Dq+1u
∣

∣

2

H1(K)
dt

= CPC
2
Π4 τ

2q+2
m |u|2Hq+1(Im,H1(K)) .

c) Za použit́ı obdobného postupu jako v b) a (4.12) postupně dostáváme

∫

Im

∣

∣η(2)
∣

∣

2

H2(K)
dt ≤ CP τ

2q+2
m

∫

Im

∣

∣Π
(

Dq+1u
)∣

∣

2

H2(K)
dt

≤ CPC
2
Π4C

2
I τ

2q+2
m h−2

K

∫

Im

∣

∣Dq+1u
∣

∣

2

H1(K)
dt

= CPC
2
Π4C

2
I τ

2q+2
m h−2

K |u|2Hq+1(Im,H1(K)) .
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Nakonec se budeme zabývat odhadem
∫

Im
Jh(η, η) dt.

Jh(η, η) =
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

CW

h(Γij)
[η]2 dS +

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

CW

h(Γij)
η2 dS

≤ 2
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

(

∫

Γij

CW

h(Γij)
[Πu− u]2 dS +

∫

Γij

CW

h(Γij)
[π(Πu) − Πu]2 dS

)

+2
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

(

∫

Γij

CW

h(Γij)
(Πu− u)2 dS +

∫

Γij

CW

h(Γij)
(π(Πu) − Πu)2 dS

)

≤ 2Jh(Πu− u,Πu− u) + 2Jh(π(Πu) − Πu, π(Πu) − Πu). (5.37)

Lemma 24 Existuje konstanta C101 > 0 taková, že plat́ı

∫

Im

Jh (Πu− u,Πu− u) dt ≤ C101 h
2p |u|2L2(Im,Hp+1(Ω)) , (5.38)

kde

C101 =
2CWCO

CT
(C2

Π1 + C2
Π2).

Důkaz. Z definice formy Jh a za použit́ı Youngovy nerovnosti máme

Jh (Πu− u,Πu− u)

=
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

CW

h(Γij)
[Πu− u]2 dS +

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

CW

h(Γij)
(Πu− u)2 dS

=
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

CW

h(Γij)

(

(Πu− u)|Γij
−(Πu− u)|Γji

)2
dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

CW

h(Γij)
(Πu− u)2 dS

≤
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

2CW

h(Γij)

{

(

(Πu− u)|Γij

)2
+
(

(Πu− u)|Γji

)2
}

dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Γij

CW

h(Γij)
(Πu− u)2 dS.

S využit́ım předpokladu (4.10) a tvrzeńı 5 máme
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Jh (Πu− u,Πu− u) ≤ 2CW

CT

∑

i∈I

∫

∂Ki

1

hKi

(Πu− u)2 dS

≤ 2CWCO

CT

∑

i∈I

(

‖Πu− u‖2
L2(Ki)

h2
Ki

+ |Πu− u|2H1(Ki)

)

.

Nakonec spolu s odhady (5.4) s (µ = p) celkově dostáváme

∫

Im

Jh (Πu− u,Πu− u) dt ≤
∫

Im

2CWCO

CT
(C2

Π1 + C2
Π2)h

2p
∑

i∈I

|u|2Hp+1(Ki)
dt

= C101h
2p |u|2L2(Im,Hp+1(Ω)) .

Na závěr muśıme odhadnout výraz
∫

Im

Jh (π(Πu) − Πu, π(Πu) − Πu) dt. (5.39)

Zvolme libovolné Γij ∈ Th, kde i ∈ I, j ∈ s(i). Jestliže polož́ıme ϕ := Πu, potom
můžeme psát

(⋆) :=

∫

Im

(

∫

Γij

[π(Πu) − Πu]2 dS

)

dt (5.40)

=

∫

Im

(

∫

Γij

[πϕ− ϕ]2 dS

)

dt =

∫

Γij

(
∫

Im

[πϕ(x, ·) − ϕ(x, ·)]2 dt

)

dS

=

∫

Γij

‖[πϕ(x, ·) − ϕ(x, ·)]‖2
L2(Im) dS =

∫

Γij

∥

∥

∥

[

P̃mϕ(x, ·) − ϕ(x, ·)
]

∥

∥

∥

2

L2(Im)
dS.

Za použit́ı vztahu

[

P̃mϕ− ϕ
]

= P̃m[ϕ] − [ϕ] (5.41)

platného na hranách Γij a (5.28) dostáváme, že

(⋆) =

∫

Γij

∥

∥

∥
P̃m[ϕ(x, ·)] − [ϕ(x, ·)]

∥

∥

∥

2

L2(Im)
dS ≤ CP τ

2q+2
m

∫

Γij

∥

∥Dq+1[ϕ(x, ·)]
∥

∥

2

L2(Im)
dS.

(5.42)
Pokud vezmeme v úvahu, že v d̊usledku (5.2) plat́ı

Dq+1[ϕ(x, ·)] = [Dq+1ϕ(x, ·)],
[

Dq+1u
]

= 0,
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použijeme ϕ = Πu, (5.40) – (5.42) a Fubiniho větu, potom dostaneme

∫

Im

(

∫

Γij

[π(Πu) − Πu]2 dS

)

dt (5.43)

≤ CP τ
2q+2
m

∫

Γij

(
∫

Im

∣

∣Dq+1[ϕ(x, t)]
∣

∣

2
dt

)

dS

= CP τ
2q+2
m

∫

Im

(

∫

Γij

[Dq+1(Πu− u)]2 dS

)

dt.

S využit́ım tvrzeńı 5 dostaneme

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

[

Dq+1(Πu− u)
]2

dS (5.44)

≤
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij

(

2
(

Dq+1(Πu− u)|Γij

)2
+ 2

(

Dq+1(Πu− u)|Γji

)2
)

dS

≤ 2
∑

i∈I

∥

∥Dq+1(Πu− u)
∥

∥

2

L2(∂Ki)

≤ 2CO

∑

i∈I

(

1

hKi

∥

∥Dq+1(Πu− u)
∥

∥

2

L2(Ki)
+ hKi

∣

∣Dq+1(Πu− u)
∣

∣

2

H1(Ki)

)

.

Dı́ky (5.8) máme

Dq+1(Πu− u) = Π(Dq+1u) −Dq+1u. (5.45)

Vzhledem k předpokladu (5.2), že Dq+1u ∈ L2(Im, H
1(Ω)), a aproximačńıch vlastnost́ı

(5.5) projekce Π máme pro ∀K ∈ Th

∥

∥Π(Dq+1u) −Dq+1u
∥

∥

L2(K)
≤ C∗

Π1hK

∣

∣Dq+1u
∣

∣

H1(K)
,

∣

∣Π(Dq+1u) −Dq+1u
∣

∣

H1(K)
≤ C∗

Π2

∣

∣Dq+1u
∣

∣

H1(K)
. (5.46)

Postupně z (4.10), (5.43), (5.44), (5.45) a (5.46) dostáváme

∫

Im







∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

CW

h(Γij)

∫

Γij

[

π(Πu) − Πu
]2

dS






dt (5.47)

≤ 2COCWCP

CT

τ 2q+2
m

∫

Im

∑

i∈I

(

1

h2
Ki

∥

∥Dq+1(Πu− u)
∥

∥

2

L2(Ki)
+
∣

∣Dq+1(Πu− u)
∣

∣

2

H1(Ki)

)

dt

≤ C110 τ
2q+2
m

∫

Im

∑

i∈I

∣

∣Dq+1u
∣

∣

2

H1(Ki)
dt = C110 τ

2q+2
m

∑

i∈I

|u|2Hq+1(Im,H1(Ki))
,
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kde

C110 =
2COCWCP (C∗2

Π1 + C∗2
Π2)

CT
.

Nakonec nám zbývá odhadnout výraz

(+) :=
∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

∫

Im

(

CW

h(Γij)

∫

Γij

|π(Πu) − Πu|2 dS

)

dt. (5.48)

Jestliže budeme postupovat podobně jako výše, potom dostaneme

(+) ≤ CPCW

CT
τ 2q+2
m

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

1

hKi

∫

Γij

∥

∥Dq+1(Πu)
∥

∥

2

L2(Im)
dS

=
CPCW

CT
τ 2q+2
m

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

1

hKi

∫

Im

(

∫

Γij

∣

∣Dq+1(Πu)
∣

∣

2
dS

)

dt

=
CPCW

CT

τ 2q+2
m

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

1

hKi

∫

Im

(

∫

Γij

∣

∣Π(Dq+1u)
∣

∣

2
dS

)

dt.

(5.49)

Jestliže nyńı aplikujeme tvrzeńı 5, potom dostaneme část Jh

(

π(Πu) − Πu, π(Πu) − Πu
)

odpov́ıdaj́ıćı Γij ⊂ ∂Ω ∩ ∂Ki řádu O
(

τ 2q+2
m h−2

Ki

)

. Jestliže hKi
∼ τm, potom celková chyba

odhadu výrazu (+) bude řádu O(τ 2q
m ), což bude suboptimálńı.

Tento nedostatek vyřeš́ıme ńıže uvedeným zp̊usobem. Pro následuj́ıćı úvahy budeme
předpokládat, že Dirichletova okrajová podmı́nka uD = uD(x, t) má v t polynomiálńı
závislost stupně ≤ q. V řadě praktických př́ıpad̊u je tento předpoklad dostačuj́ıćı. Předpokládáme
tedy, že

uD(x, t) =

q
∑

j=0

ψj(x) t
j , (5.50)

kde ψj ∈ Hp+1/2(∂Ω) pro j = 0, . . . , q, a tud́ıž Dq+1u|∂Ω = Dq+1uD = 0. S využit́ım (5.49),
(4.14) a (5.47) postupně dostáváme

(+) =
CPCW

CT
τ 2q+2
m

∑

i∈I

∑

j∈γD(i)

1

hKi

∫

Im

(

∫

Γij

∣

∣Π(Dq+1u) −Dq+1u
∣

∣

2
dS

)

dt.

≤ CPCWCO

CT
τ 2q+2
m

∑

i∈I

∫

Im

‖Π(Dq+1u) −Dq+1u‖2
L2(Ki)

h2
Ki

dt (5.51)

+
CPCWCO

CT

τ 2q+2
m

∑

i∈I

∫

Im

∣

∣Π(Dq+1u) −Dq+1u
∣

∣

2

H1(Ki)
dt

≤ C110

2
τ 2q+2
m

∫

Im

∑

i∈I

∣

∣Dq+1u
∣

∣

2

H1(Ki)
dt =

C110

2
τ 2q+2
m

∑

i∈I

|u|2Hq+1(Im,H1(Ki))
.
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Dále budeme uvažovat pouze Dirichletovu okrajovou podmı́nku definovanou v (5.50).
Shrnut́ım (5.38), (5.37), (5.47) a (5.51) dostaneme následuj́ıćı výsledek.

Lemma 25 Za předpokladu (5.50) existuje konstanta C111 > 0 taková, že plat́ı

∫

Im

Jh (η, η) dt ≤ C111

(

h2p |u|2L2(Im,Hp+1(Ω)) + τ 2q+2
m |u|2Hq+1(Im,H1(Ω))

)

,

(5.52)

kde

C111 = max {2C101, 3C110} .

6 Hlavńı výsledek

Použit́ım výše odvozených výsledk̊u můžeme dokázat odhad chyby metody.

Věta 26 Necht’ u je přesné řešeńı problému (2.1) splňuj́ıćı podmı́nky regularity (5.2).
Necht’ U splňuje diskrétńı problém (3.21) s Dirichletovou okrajovou podmı́nkou defino-
vanou v (5.50). Necht’ jsou splněny podmı́nky (4.10), (4.65) pro q = 1 nebo (4.72) pro
q ≥ 2 a (5.3). Potom existuje konstanta C > 0 nezávislá na h, τ, U taková, že plat́ı

∥

∥e−m
∥

∥

2
+
β0

2

m
∑

j=1

∫

Ij

‖e‖2
DG dt

≤ C130e
C81tm

(

m
∑

n=1

(

h2p |u|2L2(In,Hp+1(Ω)) + τ 2q+2
n |u|2Hq+1(In,H1(Ω))

+h2p+2 |u|2L2(In,Hp+1(Ω)) + τ 2q+2
n |u|2Hq+1(In,L2(Ω))

+h2τ 2q+2
n |u|2Hq+1(In,H1(Ω))

)

+ h2p |u|2C([0,T ];Hp+1(Ω))

)

+C131

m
∑

n=1

(

h2p |u|2L2(In,Hp+1(Ω)) + τ 2q+2
n |u|2Hq+1(In,H1(Ω))

+h2p+2 |u|2C([0,T ];Hp+1(Ω))

)

, m = 1, ...,M, h ∈ (0, h0). (6.1)

Důkaz. S využit́ım lemmat 22, 23, 25 a definice (4.46) zjist́ıme, že
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m
∑

n=1

∫

In

R(η) dt =

m
∑

n=1

∫

In

σ2
a(η) dt

=

m
∑

n=1

∫

In

(

‖η‖2
DG + ‖η‖2

L2(Ω) +
∑

i∈I

(

h2
Ki

|η|2H1(Ki)
+ h2

Ki
|η|2H2(Ki)

)

)

dt

≤
m
∑

n=1

C120h
2p |u|2L2(In,Hp+1(Ω)) + C121τ

2q+2
n |u|2Hq+1(In,H1(Ω))

+C122h
2p+2 |u|2L2(In,Hp+1(Ω)) + C123h

2τ 2q+2
n |u|2Hq+1(In,H1(Ω))

+C124τ
2q+2
n |u|2Hq+1(In,L2(Ω)) , (6.2)

kde

C120 = 2C2
Π2 + C111 + 2C2

Π3, C121 = 2CPC
2
Π4 + C111 + 2CPC

2
Π4C

2
I ,

C122 = 2C2
Π1 + 2C2

Π2, C123 = 2CPC
2
Π4, C124 = 2CP .

Dále z lemmatu 22 a (5.3) máme

m
∑

n=1

∥

∥η−n−1

∥

∥

2 ≤ C2
Π1h

2p+2
M
∑

n=1

|u(tn−1)|2Hp+1(Ω) ≤ C2
Π1C

−1
HTh

2p |u|2C([0,T ];Hp+1(Ω))

M
∑

n=1

τn

≤ C2
Π1C

−1
HTTh

2p |u|2C([0,T ];Hp+1(Ω)) . (6.3)

Dále

m
∑

n=1

∫

In

‖η‖2
DG ≤

m
∑

n=1

C125h
2p |u|2L2(In,Hp+1(Ω)) + C126τ

2q+2
n |u|2Hq+1(In,H1(Ω)) ,

(6.4)

kde

C125 = 2C2
Π2 + C111, C126 = 2CPC

2
Π4 + C111.

Nakonec za použit́ı věty 18 a (6.2)-(6.4) dostaneme (6.1), kde

C130 = C91 max
{

C120, C121, C122, C123, C124, C
2
Π1C

−1
HTT

}

,

C131 = max
{

β0C125, β0C126, 2C
2
Π1

}

.
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7 Stlačitelné vazké prouděńı

V této kapitole se budeme zabývat popisem stlačitelného vazkého prouděńı v omezené
oblasti Ω(t) ⊂ IR2 závisej́ıćı na čase t ∈ [0, T ].

7.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

Stlačitelné vazké prouděńı je popsáno systémem Navierových-Stokesových rovnic, jejichž
odvozeńı lze nalézt např. [18]. Z d̊uvodu zjednodušeńı budeme předpokládat, že prouděńı
je tzv. Newtonovské. Jinými slovy to znamená, že vazká část tenzoru napět́ı záviśı lineárně
na tenzoru rychlosti deformace, což je př́ıpad plyn̊u. Po těchto zjednodušeńıch, která
nemaj́ı prakticky žádný vliv na skutečnou interakci pevného tělesa s plynem (tekutinou),
dostáváme následuj́ıćı tvar Navierových-Stokesových rovnic:

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0 (7.1)

∂ρvi

∂t
+ div(ρviv) =

2
∑

j=1

∂τij
∂xj

, pro i = 1, 2 ,

∂E

∂t
+ div(Ev) =

2
∑

i=1

∂

∂xi

(

2
∑

j=1

τijvj + k
∂θ

∂xi

)

,

kde

τij = −pδij + τV
ij , (7.2)

τV
ij = λ divv δij + 2µ dij(v), dij(v) =

1

2

(

∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi

)

, (7.3)

τ = {τij} je tenzor napět́ı a τ V = {τV
ij } je vazká část tenzoru napět́ı. Dále použ́ıváme

následuj́ıćı značeńı: ρ - hustota, p - tlak , E - celková energie, v = (v1, v2) - rychlost, θ -
absolutńı teplota, δij - Kroneckerovo delta, µ, λ - koeficienty vazkosti, γ > 1 - Poissonova
adiabatická konstanta, k > 0 - koeficient vedeńı tepla, cv > 0 - specifické teplo při
konstantńım objemu, cp > 0 - specifické teplo při konstantńım tlaku a plat́ı, že γcv = cp.
Na základě kinetické teorie plyn̊u pro naše účely předpokládáme, že µ ≥ 0 a λ = −2µ/3.

Z d̊uvodu počtu neznámých vystupuj́ıćıch v systému rovnic (7.1) přidáváme následuj́ıćı
rovnice pro perfektńı plyn vyjadřuj́ıćı tlak a absolutńı teplotu:

p = (γ − 1)(E − ρ |v|2
2

), θ =
1

cv

(

E

ρ
− 1

2
|v|2
)

. (7.4)

Na závěr k systému rovnic (7.1) muśıme přidat počátečńı podmı́nky definuj́ıćı stav v
počátečńım čase t = 0 a okrajové podmı́nky charakterizuj́ıćı chováńı prouděńı na hranici
oblasti ∂Ω(t).
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Počátečńı podmı́nky můžeme formulovat následuj́ıćım zp̊usobem:

v(x, 0) = v0(x), ρ(x, 0) = ρ0(x), p(x, 0) = p0(x) (7.5)

s danými počátečńımi daty v0, ρ0, p0.
Volba okrajových podmı́nek je mnohem komplikovaněǰśı. Hranici oblasti rozděĺıme na

tři disjunktńı části: ∂Ω(t) = ΓI ∪ ΓO ∪ ΓW (t). Pro jednoduchost předpokládáme, že ΓI -
vstup a ΓO - výstup jsou nezávislé na čase a ΓW (t) - neprostupná stěna je na čase závislá.
Potom definujeme následuj́ıćı okrajové podmı́nky:

a) ρ|ΓI
= ρD, b) v|ΓI

= vD = (vD1, vD2)
T , (7.6)

c)

2
∑

i,j=1

τV
ij nivj + k

∂θ

∂n
= 0 na ΓI ,

a) v|ΓW (t) = zD = (zD1, zD2), b)
∂θ

∂n

∣

∣

∣

∣

ΓW (t)

= 0, (7.7)

a)

2
∑

i=1

τV
ij ni = 0, j = 1, 2, na ΓO b)

∂θ

∂n

∣

∣

∣

∣

ΓO

= 0 , (7.8)

kde ρD,vD jsou dané funkce a zD je rychlost pohybuj́ıćı se neprostupné stěny.

7.2 Bezrozměrný tvar Navierových-Stokesových rovnic

Pro numerické experimenty odpov́ıdaj́ıćı skutečnému prouděńı je výhodné transformovat
systém rovnic (7.1) na tzv. bezrozměrný tvar. Z tohoto d̊uvodu zavád́ıme tzv. charakteri-
stické veličiny: charakteristická délka L∗, charakteristická rychlost U∗ (skalárńı veličina),
charakteristická hustota ρ∗, charakteristická vazkost µ∗ a charakteristická konstanta ve-
deńı tepla k∗. Zbylé veličiny lze z těchto veličin odvodit. Potom definujeme bezrozměrné
veličiny, které znač́ıme apostrofem, následuj́ıćım zp̊usobem:

x
′

i =
xi

L∗ , v
′

i =
vi

U∗ , v
′

=
v

U∗ , ρ
′

=
ρ

ρ∗
, (7.9)

p
′

=
p

ρ∗U∗2 , E
′

=
E

ρ∗U∗2 , θ
′

=
cvθ

U∗2 , t
′

=
tU∗

L∗ ,

µ
′

=
µ

µ∗ , λ
′

=
λ

µ∗ , k
′

=
k

k∗
.

Pro názornost přetransformujeme 2. rovnici systému (7.1) na bezrozměrný tvar, zbylé
rovnice se přetransformuj́ı obdobně. S využit́ım (7.9) postupně dostáváme
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∂ρv1

∂t
(x, t) = ρ∗U∗ ∂

∂t
ρ

′

v
′

1(x
′

, t
′

) = ρ∗U∗∂ρ
′

v
′

1

∂t′
(x

′

, t
′

)
∂t

′

∂t
(7.10)

=
ρ∗U∗2

L∗
∂ρ

′

v
′

1

∂t′
(x

′

, t
′

),

∂ρv2
1

∂x1
(x, t) = ρ∗U∗2 ∂

∂x1
ρ

′

v
′

1

2
(x

′

, t
′

) = ρ∗U∗2∂ρ
′

v
′

1

2

∂x
′

1

(x
′

, t
′

)
∂x

′

1

∂x1
(7.11)

=
ρ∗U∗2

L∗
∂ρ

′

v
′

1

2

∂x
′

1

(x
′

, t
′

),

∂p

∂x1
(x, t) = ρ∗U∗2 ∂

∂x1
p
′

(x
′

, t
′

) = ρ∗U∗2 ∂p
′

∂x
′

1

(x
′

, t
′

)
∂x

′

1

∂x1
(7.12)

=
ρ∗U∗2

L∗
∂p

′

∂x
′

1

(x
′

, t
′

),

∂2v1

∂x2
1

(x, t) =
∂

∂x1

(

∂v1

∂x1
(x, t)

)

= U∗ ∂

∂x1

(

∂

∂x1
v

′

1(x
′

, t
′

)

)

(7.13)

= U∗ ∂

∂x1

(

∂v
′

1

∂x
′

1

(x
′

, t
′

)
∂x

′

1

∂x1

)

=
U∗

L∗
∂

∂x1

(

∂v
′

1

∂x
′

1

)

(x
′

, t
′

)

=
U∗

L∗
∂2v

′

1

∂x
′

1
2 (x

′

, t
′

)
∂x

′

1

∂x1

=
U∗

L∗2

∂2v
′

1

∂x
′

1
2 (x

′

, t
′

).

Podobně lze ukázat, že

∂ρv1v2

∂x2

(x, t) =
ρ∗U∗2

L∗
∂ρ

′

v
′

1v
′

2

∂x
′

2

(x
′

, t
′

),
∂2v1

∂x2
2

(x, t) =
U∗

L∗2

∂2v
′

1

∂x
′

2
2 (x

′

, t
′

),

∂2v2

∂x1∂x2
(x, t) =

U∗

L∗2

∂2v
′

2

∂x
′

1∂x
′

2

(x
′

, t
′

). (7.14)

Tud́ıž 2. rovnici systému lze přepsat ve tvaru

∂ρ
′

v
′

1

∂t′
+ div(ρ

′

v
′

1v
′

) = − ∂p
′

∂x
′

1

+
µ∗

ρ∗U∗L∗

2
∑

j=1

∂τ
′V
1j

∂x
′

j

. (7.15)

Systém (7.1) můžeme tedy přepsat do následuj́ıćıho bezrozměrného tvaru:

∂ρ
′

∂t′
+ div(ρ

′

v
′

) = 0, (7.16)

∂ρ
′

v
′

i

∂t′
+ div(ρ

′

v
′

iv
′

) = −∂p
′

∂x
′

i

+
1

Re

2
∑

j=1

∂τ
′V
ij

∂x
′

j

, pro i = 1, 2 ,

∂E
′

∂t′
+ div(E

′

v
′

) = −div(p
′

v
′

) +
1

Re

(

2
∑

i=1

∂

∂x
′

i

(

2
∑

j=1

τ
′V
ij v

′

j

))

+
γk

′

Re Pr
∆θ

′

,
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kde

τ
′V
ij = λ

′

divv
′

δij + 2µ
′

d
′

ij(v
′

), d
′

ij(v
′

) =
1

2

(

∂v
′

i

∂x
′

j

+
∂v

′

j

∂x
′

i

)

(7.17)

je vazká část tenzoru napět́ı vyjádřená v bezrozměrném tvaru a

Re =
ρ∗U∗L∗

µ∗ a Pr =
cpµ

∗

k∗
(7.18)

je tzv. Reynoldsovo a Prandtlovo č́ıslo. Nakonec muśıme ještě k systému (7.16) přidat
rovnice (7.4) vyjádřené v následuj́ıćım bezrozměrném tvaru, který lze snadno odvodit

p
′

= (γ − 1)(E
′ − 1

2
ρ

′
∣

∣

∣
v

′
∣

∣

∣

2

), θ
′

=

(

E
′

ρ′ − 1

2

∣

∣

∣
v

′
∣

∣

∣

2
)

. (7.19)

Protože dále budeme pracovat již pouze s bezrozměrným tvarem, budeme apostrof u
veličin vynechávat, pokud nebude řečeno jinak. Systém rovnic nakonec zaṕı̌seme v následuj́ıćı
podobě

∂w

∂t
+

2
∑

s=1

∂fs(w)

∂xs
=

2
∑

s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs
, (7.20)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ Ω(0),

kde w je tzv. stavový vektor definovaný jako w = (w1, w2, w3, w4)
T = (ρ, ρv1, ρv2, E)T

∈ IR4 a w0(x) je počátečńı podmı́nka. Dále funkce fs jsou tzv. nevazké členy, které lze
vyjádřit jako fs(w) = (ρvs, ρv1vs+δ1sp, ρv2vs+δ2sp, (E+p)vs)

T , a funkce Rs jsou tzv. vazké

členy, které vyjádř́ıme ve tvaru Rs(w,∇w) =
(

0, τV
s1, τ

V
s2, τ

V
s1v1 + τV

s2v2 + γk
Re Pr

∂θ
∂xs

)T

. Po-

tom můžeme zjistit, že :

f1(w) =













w2

w2
2

w1
+ (γ − 1)

(

w4 − w2
2+w2

3

2w1

)

w2w3

w1

w2

w1

(

γw4 − (γ − 1)
w2

2+w2
3

2w1

)













, (7.21)

f2(w) =













w3
w2w3

w1

w2
3

w1
+ (γ − 1)

(

w4 − w2
2+w2

3

2w1

)

w3

w1

(

γw4 − (γ − 1)
w2

2+w2
3

2w1

)













. (7.22)

Lze snadno ukázat [18], že nevazké členy jsou homogenńı, což jinými slovy znamená, že
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fs(αw) = α fs(w), α > 0. (7.23)

Dı́ky této vlastnosti potom lze tyto funkce vyjádřit ve tvaru

fs(w) = As(w)w, s = 1, 2, (7.24)

kde

As(w) =
Dfs(w)

Dw
, s = 1, 2, (7.25)

jsou Jacobiovy matice zobrazeńı fs. Obdobně vazké členy Rs(w,∇w) můžeme psát ve
tvaru

Rs(w,∇w) =

2
∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk
, s = 1, 2, (7.26)

kde matice Ks,k(w) ∈ IR4×4 jsou nelineárně závislé na w a jejich vyjádřeńı je následuj́ıćı

K1,1(w) =
1

Re











0, 0, 0, 0
−(2µ+ λ)w2

w2
1
, (2µ+ λ) 1

w1
, 0, 0

−µw3

w2
1
, 0, µ

w1
, 0

{K1,1}4,1 ,
(

2µ+ λ− γk
Pr

)

w2

w2
1
,
(

µ− γk
Pr

)

w3

w2
1
, γk

Pr w1











,

K1,2(w) =
1

Re











0, 0, 0, 0
−λw3

w2
1
, 0, λ

w1
, 0

−µw2

w2
1
, µ

w1
, 0, 0

−(λ + µ)w2w3

w3
1
, µw3

w2
1
, λw2

w2
1
, 0











,

K2,1(w) =
1

Re











0, 0, 0, 0
−µw3

w2
1
, 0, µ

w1
, 0

−λw2

w2
1
, λ

w1
, 0, 0

−(λ + µ)w2w3

w3
1
, λw3

w2
1
, µw2

w2
1
, 0











,

K2,2(w) =
1

Re











0, 0, 0, 0
−µw2

w2
1
, µ

w1
, 0, 0

−(2µ+ λ)w3

w2
1
, 0, (2µ+ λ) 1

w1
, 0

{K2,2}4,1 ,
(

µ− γk
Pr

)

w2

w2
1
,
(

2µ+ λ− γk
Pr

)

w3

w2
1
, γk

Pr w1











,

kde

{K1,1}4,1 = −(2µ+ λ)
w2

2

w3
1

− µ
w2

3

w3
1

+
γk

Pr

(

−w4

w2
1

+
w2

2 + w2
3

w3
1

)

,

{K2,2}4,1 = −µw
2
2

w3
1

− (2µ+ λ)
w2

3

w3
1

+
γk

Pr

(

−w4

w2
1

+
w2

2 + w2
3

w3
1

)

.
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7.3 ALE-formulace Navierových-Stokesových rovnic

Z d̊uvodu závislosti výpočetńı oblasti na čase zavád́ıme tzv. arbitrary Lagrangian-Eulerian
(ALE) zobrazeńı At : Ω(0) → Ω(t), t ∈ [0, T ], které zobrazuje referenčńı oblast Ω(0) na
oblast Ω(t). Předpokládáme, že zobrazeńı At je prosté a dostatečně regulárńı. Symbolem
X budeme značit body referenčńı oblasti Ω(0) a symbolem x body oblasti Ω(t). Dále
definujeme tzv. ALE-rychlost vztahy

z̃(X, t) =
∂

∂t
At(X), t ∈ [0, T ],X ∈ Ω(0), (7.27)

z(x, t) = z̃(A−1
t (x), t), t ∈ [0, T ],x ∈ Ω(t) (7.28)

a ALE-derivaci funkce f = f(x, t) definované pro x ∈ Ω(t), kterou znač́ıme DA

Dt
, následuj́ıćım

zp̊usobem:

DA

Dt
f(x, t) =

∂f̃

∂t
(X, t), (7.29)

kde

f̃(X, t) = f(At(X), t), X ∈ Ω(0), x = At(X). (7.30)

Nyńı za použit́ı věty o derivováńı složené funkce dostaneme

DAf(x, t)

Dt
=

∂

∂t
f(At(X), t) =

∂f

∂t
(At(X), t) + z̃(X, t) · ∇f(At(X), t)

=
∂f

∂t
(x, t) + z(x, t) · ∇f(x, t) (7.31)

=
∂f

∂t
(x, t) + div(z(x, t)f(x, t)) − f(x, t) div z(x, t).

Toto vyjádřeńı nás vede k následuj́ıćım dvěma r̊uzným formulaćım Navierových-Stokesových
rovnic v ALE tvaru.

Formulace 1:

DAw

Dt
+

2
∑

s=1

∂fs(w)

∂xs
− z · ∇w =

2
∑

s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs
. (7.32)

Formulace 2:

DAw

Dt
+

2
∑

s=1

∂gs(w)

∂xs

+ wdiv z =
2
∑

s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs

, (7.33)

kde gs jsou modifikované nevazké toky tvaru

gs(w) := fs(w) − zsw.
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Obrázek 1: Schéma vibruj́ıćıho profilu.

7.4 Popis interakce

V této části poṕı̌seme interakci mezi profilem a obtékaj́ıćım plynem. Budeme předpokládat,
že profil je tuhé těleso se dvěma stupni volnosti, ve kterých může oscilovat ve vertikálńım
směru a otáčet se kolem tzv. elastické osy (elastic axis (EA)). Posun ve vertikálńım směru
je značen H a je orientovám kladně proti směru osy x2. Úhel otočeńı znač́ıme α a je
orientován kladně po směru hodinových ručiček. Budeme simulovat následuj́ıćı situaci
zobrazenou na obrázku 1. Tuto situaci si můžeme představit tak, že máme profil, který
nám v rovnovažné poloze (H = 0 a α = 0) drž́ı dvě fiktivńı pružiny. Pokud začnou
na profil p̊usobit śıly vlivem prouděńı, začne se profil vychylovat z rovnovážné polohy,
ale tyto pružiny se budou snažit opět vrátit profil do rovnovážné polohy. Tyto fiktivńı
pružiny ve skutečnosti představuj́ı tuhosti celého kř́ıdla. Rovnice popisuj́ıćı pohyb pro-
filu jsou odvozeny v [38] z Lagrangeových rovnic a lze je zapsat jako systém obyčejných
diferenciálńıch rovnic ve tvaru

mḦ + Sαα̈ cos α− Sαα̇
2 sin α + dHHḢ + kHHH = −L(t), (7.34)

SαḦ cos α + Iαα̈ + dααα̇ + kααα = M(t).

Za předpokladu malých výchylek α a jejich derivaćı α̇, kdy sin α ≈ α, cos α ≈ 1, α̇α ≈
0, α̇2α ≈ 0, dostaneme linearizovaný systém tvaru

mḦ + Sαα̈ + dHHḢ + kHHH = −L(t), (7.35)

SαḦ + Iαα̈ + dααα̇ + kααα = M(t),

kde je m− hmotnost profilu, Sα− statický moment profilu vzhledem k elastické ose, Iα−
moment setrvačnosti profilu vzhledem k elastické ose, kHH− tuhost v posunut́ı, kαα−
tuhost v torzi, dHH− strukturálńı tlumeńı v ohybu, dαα− strukturálńı tlumeńı v torzi. K
systémům (7.34) a (7.35) přidáváme počátečńı podmı́nky H(0), α(0), Ḣ(0), α̇(0).
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Aerodynamická śıla L, p̊usob́ıćı na profil ve vertikálńım směru, a torzńı moment M
jsou definovány vztahy

L(t) = −l
∫

ΓW (t)

2
∑

j=1

τ2jnj dS, (7.36)

M(t) = l

∫

ΓW (t)

2
∑

i,j=1

τijnj(−1)i
(

x1+δ1i
− xEA

1+δ1i

)

dS, (7.37)

kde l je hloubka profilu a xEA
i jsou souřadnice elastické osy.

Nyńı se krátce opět vrát́ıme k rozlǐsováńı rozměrových a bezrozměrných jednotek
proto, že sice řeš́ıme bezrozměrné Navierovy-Stokesovy rovnice (7.16), ale soustavy (7.34)
a (7.35), popisuj́ıćı pohyb profilu, jsou v rozměrových jednotkách. Muśıme tedy naj́ıt
vyjádřeńı śıly a momentu pomoćı bezrozměrných veličin. Budeme postupovat jako v sekci
7.2. Lze obdobně jako v př́ıpadech (7.10) - (7.14) ukázat, že

τV
ij (x, t) =

µ∗U∗

L∗ τ
′V
ij (x

′

, t
′

). (7.38)

Dále budeme předpokládat, že existuj́ı dostatečně regulárńı funkce ψ1, ψ2,ψ, kde ψ =
(ψ1, ψ2), a č́ısla a, b ∈ IR, a < b, taková, že

ΓW (t) = {(ψ1(r), ψ2(r)); r ∈ (a, b)}.

Symbolem ψ̇1, ψ̇2 označ́ıme derivaci funkćı ψ1, ψ2 podle proměnné r. Potom postupně z
definice křivkového integrálu s využit́ım (7.2), (7.9) a (7.38) dostaneme

∫

ΓW (t)

2
∑

j=1

τ2jnj dS =

∫

ΓW (t)

2
∑

j=1

(

−pδ2j + τV
2j

)

nj dS

=

∫ b

a

2
∑

j=1

(

−p(ψ(r), t)δ2j + τV
2j(ψ(r), t)

)

nj

√

ψ̇1
2
+ ψ̇2

2
dr

=

∫ b

a

2
∑

j=1

(

−ρ∗U∗2p
′

(ψ
′

(r), t
′

)δ2j +
µ∗U∗

L∗ τ
′V
2j (ψ

′

(r), t
′

)

)

n
′

jL
∗
√

ψ̇
′

1

2
+ ψ̇

′

2

2
dr

= ρ∗U∗2L∗
∫ b

a

2
∑

j=1

(

−p′

(ψ
′

(r), t
′

)δ2j +
1

Re
τ

′V
2j (ψ

′

(r), t
′

)

)

n
′

j

√

ψ̇
′

1

2
+ ψ̇

′

2

2
dr

= ρ∗U∗2L∗
∫

Γ
′

W (t)

2
∑

j=1

(

−p′

δ2j +
1

Re
τ

′V
2j

)

n
′

j dS
′

,

kde L∗ψ
′

1 = ψ1, L
∗ψ

′

2 = ψ2,ψ
′

= (ψ
′

1, ψ
′

2) a
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Γ
′

W (t) = {(ψ′

1(r), ψ
′

2(r)); r ∈ (a, b)}.

Potom je zřejmé, že plat́ı n
′

j = nj pro j = 1, 2. Obdobně lze ukázat, že

∫

ΓW (t)

2
∑

i,j=1

τijnj(−1)i
(

x1+δ1i
− xEA

1+δ1i

)

dS

= ρ∗U∗2L∗2

∫

Γ
′

W (t)

2
∑

i,j=1

(

−p′

δij +
1

Re
τ

′V
ij

)

n
′

j(−1)i
(

x
′

1+δ1i
− x

′EA
1+δ1i

)

dS
′

.

Vid́ıme tedy, že

L(t) = −l ρ∗U∗2L∗
∫

Γ
′

W (t)

2
∑

j=1

(

−p′

δ2j +
1

Re
τ

′V
2j

)

n
′

j dS
′

(7.39)

M(t) = l ρ∗U∗2L∗2

∫

Γ
′

W (t)

2
∑

i,j=1

(

−p′

δij +
1

Re
τ

′V
ij

)

n
′

j(−1)i
(

x
′

1+δ1i
− x

′EA
1+δ1i

)

dS
′

.

Dále opět budeme apostrof pro jednoduchost vynechávat.
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8 Diskretizace

V této kapitole se budeme zabývat diskretizaćı systému rovnic tvaru (7.32) nebo (7.33).
Tuto diskretizaci budeme provádět za použit́ı nespojité Galerkinovy metody, a to nejprve
jako semi-diskretizaci v prostoru kombinovanou s BDF metodou v čase a potom i úplnou
časoprostorovou nespojitou Galerkinovou metodou.

8.1 Semidiskretizace

Obdobně jako v kapitole 3 budeme předpokládáme, že Ωh(t) je polygonálńı aproximace
oblasti Ω(t). Dále z d̊uvodu zjednodušeńı značeńı i pro následnou programovou realizaci
předpokládáme, že vztahy mezi elementy triangulace budou po celou dobu výpočtu stejné
a pouze se budou měnit pozice vrchol̊u. (Rozš́ı̌reńı pro př́ıpad, kdy na každé časové vrstvě
(viz sekce 8.2 a 8.3) uvažujeme jinou triangulaci, je snadné). Tedy Th(t) = {Ki(t)}i∈I ,
kde I ⊂ Z+ je vhodná indexová množina, je triangulace oblasti Ωh(t) skládaj́ıćı se z
trojúhelńık̊u Ki(t), kde Ko

i (t) ∩Ko
j (t) = 0/ pro i 6= j. Γij(t) = Γji(t) bud’ znač́ı společnou

hranu soused́ıćıch element̊u Ki(t) a Kj(t), nebo Γij(t) ⊂ ∂Ωh(t) je hrana Ki(t) a j ∈
γ(i), kde γ(i) je indexová množina hran lež́ıćıch na hranici elementu Ki(t). Nav́ıc jestliže
Γij(t) ⊂ ΓW (t), potom definujeme množinou γ

W
(i) takovou, že j ∈ γ

W
(i). Obdobně

pro Γij ⊂ ΓI resp. Γij ⊂ ΓO, kde nepředpokládáme závislost Γij na čase, definujeme
množiny γ

I
(i) resp. γ

O
(i). Pro jednodušš́ı zápis definujeme množinu γ

IO
(i) := γ

I
(i) ∪

γ
O
(i). Obdobně definujeme množiny γ

IW
(i) a γ

OW
(i). Dále definujme indexovou množinu

s(i) = {j ∈ I;Kj(t) je soused Ki(t)} a indexovou množinu S(i) = s(i) ∪ γ(i). Dále
použ́ıváme stejné značeńı jako v kapitole 3 , kde nij(t) = ((nij(t))1, (nij(t))2) znač́ı vněǰśı
jednotkovou normálu k ∂Ki(t) na hraně Γij(t) (nij(t) je konstantńı vektor na Γij(t)),
h(Γij(t)) = |Γij(t)| je 1-dimenzionálńı Lebesgueova mı́ra Γij(t), hKi(t) = diam(Ki(t)) je
pr̊uměr množiny Ki(t), h(t) = maxi∈I hKi(t), |Ki(t)| je Lebesgueova mı́ra elementu Ki(t)
a ρKi(t) poloměr největš́ıho kruhu vepsaného do Ki(t).

Na triangulaci Th(t) definujeme prostor

Hk(Ωh(t), Th(t)) = (Hk(Ωh(t), Th(t)))
4, (8.1)

kde

Hk(Ωh(t), Th(t)) = {v; v|Ki(t)
∈ Hk(Ki(t)), ∀Ki(t) ∈ Th(t)}. (8.2)

Pro w ∈ H1(Ωh(t), Th(t)) zavád́ıme označeńı :

w|Γij(t)
= stopa w|Ki(t)

na Γij(t), (8.3)

w|Γji(t)
= stopa w|Kj(t)

na Γji(t),

〈w 〉Γij(t)
=

1

2

(

w|Γij(t)
+ w|Γji(t)

)

,

[w ]Γij(t) = w|Γij(t)
− w|Γji(t)

,
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definuj́ıćı stopu, pr̊uměr a skok funkce w na Γij(t) = Γji(t). Je zřejmé z těchto definic, že

〈w 〉Γij(t)
= 〈w 〉Γji(t)

, (8.4)

[w ]Γij(t) = −[w ]Γji(t),

[w ]Γij(t)nij(t) = [w ]Γji(t)nji(t).

Nakonec pro p ≥ 1 celé definujme prostor S
p
h(t) jako po složkách prostor nespojitých po

částech polynomiálńıch funkćı:

S
p
h(t) = (Sp

h(t))
4, kde Sp

h(t) = {v; v|Ki(t)
∈ P r(Ki(t)), ∀Ki(t) ∈ Th(t)}.

Symbolem P p(K) znač́ıme opět prostor polynomů na elementu K stupně ≤ p.
Prostorovou semidiskretizaci provedeme zvlášt’ pro Formulaci 1 a Formulaci 2.

8.1.1 Formulace 1

Budeme předpokládat, že w je dostatečně regulárńı řešeńı problému (7.32). Pro diskretizaci
problému zvoĺıme libovolně, ale pevně t ∈ [0, T ], potom násob́ıme systém (7.32) testovaćı
funkćı Φ ∈ S

p
h(t), integrujeme přes elementy Ki(t), sč́ıtáme přes všechna i ∈ I a dostaneme

∑

i∈I

∫

Ki(t)

DAw

Dt
· Φ dx+

∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

∂fs(w)

∂xs
· Φ dx (8.5)

−
∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

zs
∂w

∂xs

· Φ dx =
∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs

· Φ dx.

Upravme nejprve za použit́ı Greenovy věty nevazký člen. Dostaneme

∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

∂fs(w)

∂xs
·Φ dx (8.6)

=
∑

i∈I

∑

j∈S(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

fs(w)(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS −

∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

fs(w) · ∂Φ
∂xs

dx.

Nevazký tok přes hrany Γij(t), i ∈ I, j ∈ S(i) vyjádř́ıme pomoćı numerického toku Hf :

Hf(w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) ≈
2
∑

s=1

fs(w)(nij(t))s. (8.7)

Uvažujme následuj́ıćı podmı́nky (H) pro obecný numerický tok H:
1. H(w1,w2,n) je definován v IR8 × B1, kde B1 = {n ∈ IR2; |n| = 1} a je lokálně

lipschitzovsky spojitý v proměnných w1,w2: ke každému r > 0 existuje konstanta LH(r)
taková, že
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|H(w1,w2,n) −H(w∗
1,w

∗
2,n)| ≤ LH(r)(|w1 − w∗

1| + |w2 −w∗
2|), (8.8)

w1,w2,w
∗
1,w

∗
2 ∈ IR4, |w1| , |w2| , |w∗

1| , |w∗
2| ≤ r, n ∈ B1.

2. H(w1,w2,n) je konzistentńı:

H(w1,w1,n) =

d
∑

s=1

fs(w1) ns, w1 ∈ IR4, n = (n1, n2) ∈ B1. (8.9)

3. H(w1,w2,n) je konzervativńı:

H(w1,w2,n) = −H(w2,w1,−n), w1,w2 ∈ IR4, n ∈ B1. (8.10)

Z předpoklad̊u (8.8) a (8.9) plyne, že funkce fs(w), s = 1, 2, jsou lokálně lipschitzovsky
spojité. Potom postupně s využit́ım (8.7), (8.10) a nij = −nji máme

∑

i∈I

∑

j∈S(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

fs(w)(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS (8.11)

≈
∑

i∈I

∑

j∈S(i)

∫

Γij(t)

Hf (w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) · Φ|Γij(t)
dS

=
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

(∫

Γij(t)

Hf (w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) · Φ|Γij(t)
dS

+

∫

Γij(t)

Hf (w|Γji(t)
, w|Γij(t)

,nji(t)) · Φ|Γji(t)
dS

)

+
∑

i∈I

∑

j∈γ(i)

∫

Γij(t)

Hf (w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) · Φ|Γij(t)
dS

=
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

Hf (w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) · [Φ]Γij(t) dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ(i)

∫

Γij(t)

Hf (w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) · Φ|Γij(t)
dS.

Pro vytvořeńı semiimplicitńıho schématu potřebujeme, aby numerický tok Hf měl vhod-
nou formu pro linearizaci i pro práci na časově závislých oblastech. Ukazuje se, že vhodná
volba je tzv. Vijayasundaramův numerický tok [40], protože jeho tvar nám dále umožńı
vhodnou linearizaci schématu. K odvozeńı tohoto toku využijeme vlastnosti (7.24), z které
plyne

2
∑

s=1

fs(w)ns =

2
∑

s=1

As(w)nsw = Pf (w,n)w, (8.12)
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kde Pf (w,n) =
∑2

s=1 As(w)ns. Lze ukázat [18], že tato matice je diagonalizovatelná.
Tedy existuj́ı diagonálńı matice Λf (w,n) a regulárńı matice T(w,n) takové, že

Pf (w,n) = TΛfT
−1, Λf = diag(λf1, ..., λf4), (8.13)

kde λf1, ..., λf4 jsou vlastńı č́ısla matice Pf . Definujme λ+ = max(λ, 0) resp. λ− = min(λ, 0)
jako kladnou resp. zápornou část λ. Potom definujme ”kladnou” a ”zápornou” část matice
Pf jako

P±
f (w,n) = TΛ±

f T−1, Λ±
f = diag(λ±f1, ..., λ

±
f4). (8.14)

Potom Vijayasundaramův numerický tok pro Formulaci 1 je definován jako

Hf (w1,w2,n) ≡ P+
f

(

w1 + w2

2
,n

)

w1 + P−
f

(

w1 + w2

2
,n

)

w2. (8.15)

Nyńı v numerickém toku Hf(w|Γij
, w|Γji

,nij) pro i ∈ I, j ∈ γ
IO

(i) muśıme specifiko-

vat hodnoty w|Γji
(Zde ṕı̌seme Γij mı́sto Γij(t) protože Γij ⊂ ΓI ∪ ΓO). Pro tento př́ıpad

definujeme

w|Γji
:= LRP(w|Γij

,wD,nij), (8.16)

kde LRP(., ., .) reprezentuje řešeńı tzv. lokálńıho Riemannova problému uvažovaném na
hraně Γij a wD je stavový vektor daný okrajovými podmı́nkami. My zde ukážeme řešeńı
tzv. linearizovaného Riemannova problému (viz také [18]). Za použit́ı rotačńı invari-
ance transformujeme Eulerovy rovnice do soustavy souřadné x̃1, x̃2, kde souřadnice x̃1

je rovnoběžná s normálou nij a souřadnice x̃2 je tečna k hranici, zanedbáme derivaci
vzhledem k x̃2 a definujeme stavový vektor qij = Q(nij) w|Γij

, kde

Q(nij) =









1, 0, 0, 0
0, (nij)1, (nij)2, 0
0, −(nij)2, (nij)1, 0
0, 0, 0, 1









(8.17)

je matice rotace. Potom dostaneme lineárńı systém

∂q

∂t
+ A1(qij)

∂q

∂x̃1

= 0 (8.18)

pro transformovaný stavový vektor q = Q(nij)w, uvažovaný na množině (−∞, 0)×(0,∞)
s následuj́ıćımi počátečńımi a okrajovými podmı́nkami

q(x̃1, 0) = qij , x̃1 < 0, (8.19)

q(0, t) = qji, t > 0.
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Ćılem je zvolit qji takovým zp̊usobem, že výše uvedený problém bude mı́t jednoznačné
řešeńı. Metoda charakteristik vede k následuj́ıćımu postupu. Položme q∗

ji = Q(nij)wD.
Vypoč́ıtáme vlastńı vektory rs odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um λs, s = 1, . . . , 4, matice
A1(qij), uspořádáme je do sloupc̊u a t́ım z nich vytvoř́ıme matici T a vypoč́ıtáme T−1

(přesné vyjádřeńı lze nalézt v [18], odstavec 3.1). Nyńı polož́ıme

α = T−1qij , β = T−1q∗
ji. (8.20)

a definujeme stav qji vztahy

qji :=
4
∑

s=1

γsrs, γs =

{

αs, λs ≥ 0,
βs, λs < 0.

(8.21)

Nakonec hledaný tvar stavu w|Γji
je definován jako

w|Γji
= wji = Q−1(nij)qji. (8.22)

Na hranici ΓW (t) máme předepsanou podmı́nku pro neprostupnou stěnu

v · n = z · n. (8.23)

S využit́ım této podmı́nky budeme numerický tok Hf upravovat takto :

Ff
W (w,n) := Hf(w,w,n) = f1(w)n1 + f2(w)n2 =

=









ρv1n1 + ρv2n2

(ρv2
1 + p)n1 + ρv1v2n2

ρv1v2n1 + (ρv2
2 + p)n2

(E + p)v1n1 + (E + p)v2n2









= p









0
n1

n2

z ·n









+ z · n









ρ
ρv1

ρv2

E









= (γ − 1)

(

w4 −
w2

2 + w2
3

2w1

)









0
n1

n2

z ·n









+ z · n









w1

w2

w3

w4









.

Jelikož plat́ı

Ff
W (αw,n) = α Ff

W (w,n) α > 0, (8.24)

potom lze ukázat, že

Ff
W (w,n) = DwFf

W (w,n)w, (8.25)

kde DwFf
W (w,n) je Jacobiova matice zobrazeńı Ff

W (w,n) v proměnné w, kterou lze
vyjádřit ve tvaru
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DwFf
W (w,n) = (γ − 1)













z·n
γ−1

0 0 0
w2

2+w2
3

2w2
1
n1

z·n
γ−1

− w2

w1
n1 −w3

w1
n1 n1

w2
2+w2

3

2w2
1
n2 −w2

w1
n2

z·n
γ−1

− w3

w1
n2 n2

w2
2+w2

3

2w2
1
z · n −w2

w1
z · n −w3

w1
z · n γ

γ−1
z · n













.

Definujme formu b̃fh pro nevazký člen a formu df
h:

b̃fh(w,Φ, t) := −
∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

fs(w) · ∂Φ
∂xs

dx (8.26)

+
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

Hf(w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) · [Φ]Γij(t) dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
IO

(i)

∫

Γij

Hf (w|Γij
, w|Γji

,nij) · Φ|Γij
dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
W

(i)

∫

Γij(t)

DwFf
W (w|Γij(t)

,nij(t)) w|Γij(t)
· Φ|Γij(t)

dS,

df
h(w,Φ, t) := −

∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

zs(t)
∂w

∂xs
· Φ dx. (8.27)

Vyjádřeńı funkce z(t) je provedeno v části 8.5.
Obdobně jako v nevazkém př́ıpadě upravme nejprve za použit́ı Greenovy věty vazký

člen

∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs

· Φ dx (8.28)

=
∑

i∈I

∑

j∈S(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

Rs(w|Γij(t)
, ∇w|Γij(t)

)(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS

−
∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

Rs(w,∇w) · ∂Φ
∂xs

dx.

Integrály přes hrany Γij(t), i ∈ I, j ∈ S(i) uprav́ıme s využit́ım (7.26) takto:
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∑

i∈I

∑

j∈S(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

Rs(w|Γij(t)
, ∇w|Γij(t)

)(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS

=
∑

i∈I

∑

j∈S(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w|Γij(t)
)
∂w

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS

=
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w|Γij(t)
)
∂w

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS

+

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w|Γji(t)
)
∂w

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γji(t)

(nji(t))s · Φ|Γji(t)
dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w|Γij(t)
)
∂w

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS.

Jelikož předpokládáme, že řešeńı w je dostatečně regulárńı, potom plat́ı

w|Γij(t)
= w|Γji(t)

= 〈w 〉Γij(t)
,

∂w

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

=
∂w

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γji(t)

=

〈

∂w

∂xk

〉

Γij(t)

pro k = 1, 2 ,

a tedy

Ks,k(w|Γij(t)
)
∂w

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

= Ks,k(w|Γji(t)
)
∂w

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γji(t)

=

〈

Ks,k(w)
∂w

∂xk

〉

Γij(t)

. (8.29)

Z těchto úvah nakonec plyne, že

∑

i∈I

∑

j∈S(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

Rs(w|Γij(t)
, ∇w|Γij(t)

)(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS (8.30)

=
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

〈

2
∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk

〉

Γij(t)

(nij(t))s · [Φ]Γij(t) dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w|Γij(t)
)
∂w

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS.

Dále k těmto výraz̊um přidáváme nav́ıc následuj́ıćı tzv. stabilizačńı člen, který je nulový
pro přesné dostatečně regulárńı řešeńı, pro které [w]Γij(t) = 0 :

Θ
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

〈

2
∑

k=1

KT
k,s(w)

∂Φ

∂xk

〉

Γij(t)

(nij(t))s · [w ]Γij(t) dS. (8.31)
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Tento výraz obdrž́ıme tak, že formálně zaměńıme proměnné v lineárńıch argumentech
druhého výrazu (8.30). Nav́ıc se ukazuje [28], že je vhodné mı́sto matice Ks,k uvažovat ve
stabilizačńım členu matici KT

k,s. Podobný výraz přidáme i na části hranice oblasti:

Θ
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

KT
k,s(w|Γij(t)

)
∂Φ

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · w|Γij(t)
dS, (8.32)

který budeme kompenzovat výrazem

Θ
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

KT
k,s(w|Γij(t)

)
∂Φ

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s ·wB(t) dS (8.33)

s hraničńım stavem wB, který budeme definovat později. Potom definujeme vazkou formu
ãh jako

ãh(w,Φ, t) :=
∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk
· ∂Φ
∂xs

dx (8.34)

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

〈

2
∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk

〉

Γij(t)

(nij(t))s · [Φ]Γij(t) dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w|Γij(t)
)
∂w

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS

− Θ
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

〈

2
∑

k=1

KT
k,s(w)

∂Φ

∂xk

〉

Γij(t)

(nij(t))s · [w]Γij(t) dS

− Θ
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

KT
k,s(w|Γij(t)

)
∂Φ

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · w|Γij(t)
dS.

Pokud voĺıme Θ = 1, potom mluv́ıme o symetrické formulaci, pokud Θ = −1, mluv́ıme o
nesymetrické formulaci a pro Θ = 0 máme neúplnou formulaci.

Nakonec přidáváme do diskretizace tzv. penalizačńı formu Jσ
h tvaru

Jσ
h (w,Φ, t) =

∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

σ[w]Γij(t) · [Φ]Γij(t) dS (8.35)

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

σ w|Γij(t)
· Φ|Γij(t)

dS,

kde σ|Γij(t)
= CW

h(Γij(t))Re
a CW > 0 je vhodná konstanta. Obdobně jako předchoźı stabi-

lizačńı člen se i tento člen pro přesné řešeńı anuluje na hranách Γij(t), i ∈ I, j ∈ s(i) a
integrál přes hranici budeme kompenzovat výrazem tvaru
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∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

σwB(t) · Φ|Γij(t)
dS.

Hraničńı stavový vektor wB předepsaný na Γij(t) pro i ∈ I, j ∈ γ
IW

(i) je dán okrajovými
podmı́nkami a extrapolaćı

wB(t) = (ρ|ΓW (t) , (ρz1)|ΓW (t) , (ρz2)|ΓW (t) , (ρθ)|ΓW (t)) na ΓW (t), (8.36)

wB(t) = (ρD, ρDvD1, ρDvD2, ρDθ|ΓI
+

1

2
ρD |vD|2) na ΓI .

Nakonec forma pro pravou stranu, kde vystupuj́ı členy (8.34) a (8.35), které vznikly kom-
penzaćı přidaných člen̊u ve formách ãh a Jσ

h , je ve tvaru

l̃h(w,Φ, t) =
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

σwB(t) · Φ|Γij(t)
dS

− Θ
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

KT
k,s(w|Γij(t)

)
∂Φ

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · wB(t) dS.

8.1.2 Formulace 2

Budeme postupovat obdobně jako pro předchoźı formulaci. Opět předpokládáme, že w je
dostatečně regulárńı řešeńı problému (7.33). Pro diskretizaci problému zvoĺıme libovolně,
ale pevně t ∈ [0, T ], potom násob́ıme systém (7.33) testovaćı funkćı Φ ∈ S

p
h(t), integrujeme

přes elementy Ki, sč́ıtáme přes všechna i ∈ I a dostaneme

∑

i∈I

∫

Ki(t)

DAw

Dt
· Φ dx+

∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

∂gs(w)

∂xs

· Φ dx (8.37)

+
∑

i∈I

∫

Ki(t)

wdivz · Φ dx =
∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs
· Φ dx.

Je zřejmé, že formy ãh, l̃h a Jσ
h z̊ustávaj́ı stejné. Formy pro nevazké členy se budou trochu

lǐsit, ale postup odvozeńı je stejný. Pro integrály přes hrany Γij(t), i ∈ I, j ∈ S(i) zavád́ıme
numerický tok Hg:

Hg(w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) ≈
2
∑

s=1

gs(w)(nij(t))s (8.38)

splňuj́ıćı podmı́nky (H) pro obecný numerický tok H. Potom opět postupně s využit́ım
(8.38), (8.10) a nij(t) = −nji(t) máme
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∑

i∈I

∑

j∈S(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

gs(w)(nij(t))s · Φ|Γij(t)
dS (8.39)

≈
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

Hg(w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) · [Φ]Γij(t) dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ(i)

∫

Γij(t)

Hg(w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) · Φ|Γij(t)
dS.

Pro numerický tok Hg opět voĺıme Vijayasundaramův numerický tok. K odvozeńı tohoto
toku využijeme vlastnosti (7.24) a (8.12) a pokud definujeme Pg(w,n) = Pf (w,n)− (z ·
n)I, máme

2
∑

s=1

gs(w)ns =

2
∑

s=1

fs(w)ns − zsnsw = Pf(w,n)w − (z · n) I w

= Pg(w,n)w. (8.40)

Z (8.13) a následuj́ıćıch rovnost́ı plyne, že matice Pg je diagonalizovatelná :

Pg(w,n) = TΛfT
−1 − (z · n)I = TΛgT

−1, (8.41)

kde

Λg = diag(λg1, ..., λg4) = Λf − (z · n)I, (8.42)

λgi = λf i − z · n, pro i = 1, ..., 4.

Potom definujme ”kladnou” a ”zápornou” část matice Pg jako

P±
g (w,n) = TΛ±

g T−1, Λ±
g = diag(λ±g1, ..., λ

±
g4). (8.43)

Vijayasundaramův numerický tok pro Formulaci 2 je nyńı definován jako

Hg(w1,w2,n) ≡ P+
g

(

w1 + w2

2
,n

)

w1 + P−
g

(

w1 + w2

2
,n

)

w2. (8.44)

Opět hodnoty w|Γji
pro i ∈ I, j ∈ γ

IO
(i) definujeme jako

w|Γji
:= LRP(w|Γij

,wD,nij), (8.45)

kde LRP(., ., .) reprezentuje řešeńı tzv. lokálńıho Riemannova problému uvažovaného na
hraně Γij a wD je stavový vektor daný okrajovými podmı́nkami.
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Na hranici ΓW (t) máme opět předepsanou podmı́nku pro neprostupnou stěnu

v · n = z · n. (8.46)

S využit́ım této podmı́nky upravme numerický tok Hg nasleduj́ıćım zp̊usobem

F
g
W (w,n) := Hg(w,w,n) =

2
∑

s=1

fs(w)ns − (z · n)w

= Ff
W (w,n) − (z · n)w = (γ − 1)

(

w4 −
w2

2 + w2
3

2w1

)









0
n1

n2

z · n









.

Tud́ıž

F
g
W (w,n) = DwF

g
W (w,n)w, (8.47)

kde DwF
g
W (w,n) je Jacobiova matice zobrazeńı F

g
W (w,n) v proměnné w, kterou lze

vyjádřit jako

DwF
g
W (w,n) = DwFf

W (w,n) − (z · n) I.

Potom definujme pro Formulaci 2 formu b̃gh pro nevazký člen a formu dg

h jako

b̃gh(w,Φ, t) := −
∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

gs(w) · ∂Φ
∂xs

dx (8.48)

+
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

Hg(w|Γij(t)
, w|Γji(t)

,nij(t)) · [Φ]Γij(t) dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
IO

(i)

∫

Γij

Hg(w|Γij
, w|Γji

,nij) · Φ|Γij
dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
W

(i)

∫

Γij(t)

DwF
g
W (w|Γij(t)

,nij(t)) w|Γij(t)
· Φ|Γij(t)

dS,

dg

h(w,Φ, t) :=
∑

i∈I

∫

Ki(t)

divz(t) (w · Φ) dx. (8.49)

Vyjádřeńı funkce z(t) je provedeno v části 8.5.
Nakonec můžeme definovat semidiskrétńı řešeńı problémů (7.32) resp. (7.33) jako

funkci wh ∈ C1((0, T ),Sp
h(t)) splňuj́ıćı podmı́nky

(

DAwh

Dt
(t),Φ

)

+ dh(wh(t),Φ, t) + b̃h(wh(t),Φ, t) (8.50)

+ãh(wh(t),Φ, t) + Jσ
h (wh(t),Φ, t) = l̃h(wh(t),Φ, t) ∀Φ ∈ S

p
h(t), ∀t ∈ (0, T ),

wh(0) = Πw0,
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kde wh(0) je S
p
h(0)-aproximace w0, tedy

(wh(0),Φ) =
(

w0,Φ
)

∀Φ ∈ S
p
h(0).

Pro formulaci 1 resp. formulaci 2 pokládáme dh := df
h, b̃h := b̃fh resp. dh := dg

h, b̃h := b̃gh.

8.2 Nespojitá Galerkinova metoda pro semidiskrétńı problém

Systém obyčejných diferenciálńıch rovnic (8.50) je třeba řešit vhodnou numerickou me-
todou. Např. bychom mohli použ́ıt Runge-Kuttovou metodou, kterou bychom vhodně
upravili do ALE tvaru. Nicméně tato metoda je podmı́něně stabilńı a časový krok je
omezen tzv. CFL-podmı́nkou. Je známé, že pro nespojitou Galerkinovu metodu se tato
podmı́nka stává velmi omezuj́ıćı s rostoućım polynomiálńım stupněm p. Jiná možnost je
použ́ıt implicitńı schéma, které vede na každé časové vrstvě na velký systém nelineárńıch
rovnic, jejichž řešeńı je opět obt́ıžné. Z tohoto d̊uvodu zavedeme linearizaci nelineárńıch
člen̊u ãh, b̃h, l̃h vhodnou extrapolaćı v jejich nelineárńıch argumentech a aproximaci časové
derivace pomoćı zpětných diferenćı tak, že dostaneme tzv. semiimplicitńı schéma, které
vede na systém lineárńıch rovnic.

Zaved’me děleńı 0 = t0 < t1 < ... < tM = T časového intervalu [0, T ] a časový krok
τl = tl − tl−1 pro l = 1, ...,M . Čas tj někdy nazýváme j−tou časovou vrstvou. Přesné
řešeńı w(., tj) v čase tj budeme aproximovat funkćı wj

h z prostoru S
p
h(tj). Předpokládejme,

že jsme již vypoč́ıtali w
j
h pro j = 0, ..., m− 1 a zaj́ımá nás přibližné řešeńı wm

h v čase tm.
Nejprve budeme aproximovat časovou ALE derivaci za použit́ı Taylorova rozvoje. Pro

názornost odvod́ıme schéma druhého řádu. Zvolme si libovolně, ale pevně x ∈ Ωh(t).
Potom z definice ALE zobrazeńı existuje právě jedno X ∈ Ωh(0) takové, že x = At(X).
Potom definujme u(t) := w(At(X), t) a z Taylorova rozvoje druhého řádu funkce u v
bodě tm pro body tm−1 a tm−2 dostaneme vyjádřeńı

u(tm−1) = u(tm − τm) = u(tm) − τm
∂u

∂t
(tm) +

τ 2
m

2

∂2u

∂t2
(tm) +O(τ 3

m)

u(tm−2) = u(tm − (τm + τm−1)) = u(tm) − (τm + τm−1)
∂u

∂t
(tm)

+
(τm + τm−1)

2

2

∂2u

∂t2
(tm) +O((τm + τm−1)

3).

Dostali jsme soustavu o dvou neznámých ∂u
∂t

(tm) a ∂2u
∂t2

(tm). Tuto soustavu můžeme přepsat
na tvar

(

−τm τ2
m

2

−(τm + τm−1)
(τm+τm−1)2

2

)

·
(

∂u
∂t

(tm)
∂2u
∂t2

(tm)

)

=

(

u(tm−1) − u(tm) +O(τ 3
m)

u(tm−2) − u(tm) +O((τm + τm−1)
3)

)

.

Tuto soustavu vyřeš́ıme a po zanedbáńı člen̊u O(τ 3
m) a O((τm + τm−1)

3) a úpravách
dostáváme přibližné vyjádřeńı derivace
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∂u

∂t
(tm) ≈ 2τm + τm−1

τm(τm + τm−1)
u(tm) − τm + τm−1

τmτm−1

u(tm−1) +
τm

τm−1(τm + τm−1)
u(tm−2).

Položme

ŵ
j
h(x) = w

j
h

(

Atj

(

A−1
tm (x)

))

, x ∈ Ωh(tm). (8.51)

Potom s využit́ım definice u(t) a spoč́ıtaných přibližných řešeńı na předchoźıch časových
vrstvách wm−1

h a wm−2
h dostáváme následuj́ıćı aproximaci druhého řádu ALE derivace v

čase tm:

DAwh

Dt
(tm) ≈ 2τm + τm−1

τm(τm + τm−1)
wm

h − τm + τm−1

τmτm−1
ŵm−1

h +
τm

τm−1(τm + τm−1)
ŵm−2

h .

Stejně lze odvodit aproximaci ALE derivace v čase obecného řádu q, kterou zaṕı̌seme v
obecném tvaru

DAwh

Dt
(tm) ≈ α0w

m
h +

q
∑

l=1

αlŵ
m−l
h ,

kde αl, l = 0, ..., q záviśı na τm−l, l = 0, ..., q − 1. Pokud jsme na začátku výpočtu v
situaci, kdy m < q, potom aproximujeme ALE derivaci v čase formulemi nižš́ıho řádu a
pokládáme q := m.

Obdobně postupujeme při extrapolaci, kdy opět ukážeme př́ıklad odvozeńı extrapolace
druhého řádu. Vyjdeme z Taylorova rozvoje prvńıho řádu funkce u(t) v bodě tm a pro
body tm−1 a tm−2 dostaneme vyjádřeńı

u(tm−1) = u(tm − τm) = u(tm) − τm
∂u

∂t
(tm) +O(τ 2

m),

u(tm−2) = u(tm − (τm + τm−1))

= u(tm) − (τm + τm−1)
∂u

∂t
(tm) +O((τm + τm−1)

2).

Dostali jsme soustavu o dvou neznámých u(tm) a ∂u
∂t

(tm). Tuto soustavu přeṕı̌seme na
tvar

(

1 −τm
1 −(τm−1 + τm)

)

·
(

u(tm)
∂u
∂t

(tm)

)

=

(

u(tm−1) +O(τ 2
m)

u(tm−2) +O((τm + τm−1)
2)

)

.

Opět vyřeš́ıme tuto soustavu a po zanedbáńı člen̊u O(τ 2
m) a O((τm + τm−1)

2) a úpravách
dostavame přibližné vyjádřeńı funkce u(t) v čase tm:
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u(tm) ≈ τm + τm−1

τm−1
u(tm−1) −

τm
τm−1

u(tm−2).

Potom s využit́ım definice u(t), spoč́ıtaných přibližných řešeńı na předchoźıch časových
vrstvách wm−1

h , wm−2
h a (8.51) dostáváme extrapolaci v čase tm druhého řádu, kterou

znač́ıme w̄m
h , ve tvaru

w̄m
h =

τm + τm−1

τm−1

ŵm−1
h − τm

τm−1

ŵm−2
h .

Stejně lze odvodit extrapolaci obecného řádu q, kterou zaṕı̌seme v obecném tvaru

w̄m
h =

q
∑

l=1

βlŵ
m−l
h , (8.52)

kde βl, l = 1, ..., q záviśı na τm−l, l = 0, ..., q−1. Pokud jem < q, potom voĺıme extrapolaci
nižš́ıho řádu, nejvýše však m-tého.

Nyńı s využit́ım právě odvozené extrapolace budeme linearizovat nelineárńı členy.
Nejprve provedeme linearizaci nevazkého členu. Z (7.24) máme

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

fs(w) · ∂Φ
∂xs

dx =

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

As(w)w · ∂Φ
∂xs

dx (8.53)

a na základě odvozeńı formy b̃fh budeme tuto formu linearizovat tak, že ve všech argu-
mentech, kde je forma nelineárńı, dosad́ıme extrapolaci w̄m

h . Tyto úvahy nás vedou k
definici forem bfh, p

f
h ve tvaru

bfh(w̄h,wh,Φh, t) := −
∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

As(w̄h)wh ·
∂Φh

∂xs
dx

+
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

(
∫

Γij(t)

P+
f

(

〈w̄h 〉Γij(t)
,nij(t)

)

wh|Γij(t)
· [Φh]Γij(t) dS

+

∫

Γij(t)

P−
f

(

〈w̄h 〉Γij(t)
,nij(t)

)

wh|Γji(t)
· [Φh]Γij(t)

)

dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
IO

(i)

∫

Γij

P+
f

(

〈w̄h 〉Γij
,nij

)

wh|Γij
· Φh|Γij

dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
W

(i)

∫

Γij(t)

DwFf
W (w̄h|Γij(t)

,nij(t)) wh|Γij(t)
· Φh|Γij(t)

dS,
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pfh(w̄h,Φh) :=
∑

i∈I

∑

j∈γ
IO

(i)

∫

Γij

P−
f

(

〈w̄h 〉Γij
,nij

)

w̄h|Γji
· Φh|Γij

dS,

kde pro i ∈ I, j ∈ γ
IO

(i) definujeme

w̄h|Γji
:= LRP(w̄h|Γij

,wD,nij). (8.54)

Obdobně definujeme

bgh(w̄h,wh,Φh, t) := −
∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

(As(w̄h) − zs(t)I)wh ·
∂Φh

∂xs
dx

+
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

P+
g

(

〈w̄h 〉Γij(t)
,nij(t)

)

wh|Γij(t)
· [Φh]Γij(t) dS

+

∫

Γij(t)

P−
g

(

〈w̄h 〉Γij(t)
,nij(t)

)

wh|Γji(t)
· [Φh]Γij(t) dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
IO

(i)

∫

Γij

P+
g

(

〈w̄h 〉Γij
,nij

)

wh|Γij
· Φh|Γij

dS

+
∑

i∈I

∑

j∈γ
W

(i)

∫

Γij(t)

DwF
g
W (w̄h|Γij(t)

,nij(t)) wh|Γij(t)
· Φh|Γij(t)

dS,

pgh(w̄h,Φh) :=
∑

i∈I

∑

j∈γ
IO

(i)

∫

Γij

P−
g

(

〈w̄h 〉Γij
,nij

)

w̄h|Γji
· Φ|Γij

dS.

Stejnou úvahou provedeme linearizaci vazké formy a pravé strany. Tedy

ah(w̄h,wh,Φh, t) :=
∑

i∈I

∫

Ki(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w̄h)
∂wh

∂xk
· ∂Φh

∂xs
dx

−
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

〈

2
∑

k=1

Ks,k(w̄h)
∂wh

∂xk

〉

Γij(t)

(nij(t))s · [Φh]Γij(t) dS

−
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w̄h|Γij(t)
)
∂wh

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · Φh|Γij(t)
dS

− Θ
∑

i∈I

∑

j∈s(i)
j<i

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

〈

2
∑

k=1

KT
k,s(w̄h)

∂Φh

∂xk

〉

Γij(t)

(nij(t))s · [wh]Γij(t) dS

− Θ
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

KT
k,s(w̄h|Γij(t)

)
∂Φh

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · wh|Γij(t)
dS
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a

lh(w̄h,Φh, t) =
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

σwB(t) · Φh|Γij(t)
dS

− Θ
∑

i∈I

∑

j∈γ
IW

(i)

∫

Γij(t)

2
∑

s=1

2
∑

k=1

KT
k,s(w̄h|Γij(t)

)
∂Φh

∂xk

∣

∣

∣

∣

Γij(t)

(nij(t))s · wB(t) dS.

Při výpočtu prouděńı s vyšš́ı náběžnou rychlost́ı mohou vznikat v přesném řešeńı
velké skoky, nebo dokonce nespojitosti. V přibližném řešeńı tyto velké skoky zp̊usobuj́ı
nefyzikálńı oscilace. Tento jev se nazývá Gibbs̊uv jev. Jedna z možnost́ı, jak se vyhnout
Gibbsovu jevu, je přidáńı tzv. umělé vazkosti, viz [19]. Je dobré, abychom tuto vazkost
přidávali pouze v oblastech, kde vznikaj́ı velké skoky. Z tohoto d̊uvodu pro m-tou časovou
vrstvu zavád́ıme tzv. indikátor nespojitosti gm(i), který je pro každé i ∈ I definován jako

gm(i) =
1

hKi(tm) |Ki(tm)|3/4

∑

j∈s(i)

∫

Γij(tm)

[ρ̂m−1
h ]2Γij(tm) dS, (8.55)

kde ρ̂m−1
h (x) = ρm−1

h (Atm−1(A−1
tm (x))) a ρm−1

h znač́ı vypoč́ıtané rozložeńı hustoty na (m−
1)-té časové vrstvě. Na základě gm(i) zavád́ıme tzv. diskrétńı indikátor nespojitosti Gm(i)
ve tvaru

Gm(i) = 0, jestliže gm(i) < 1, (8.56)

Gm(i) = 1, jestliže gm(i) ≥ 1, i ∈ I.

Nyńı můžeme definovat člen umělé vazkosti ve tvaru

β̃m
h (wh,Φh, t) = ν1

∑

i∈I

hKi(t)G
m(i)

∫

Ki(t)

∇wh · ∇Φh dx, (8.57)

kde ν1 je konstanta. Nav́ıc k tomuto členu ještě přidáváme člen

J̃m
h (wh,Φh, t) = ν2

∑

i∈I

∑

j∈s(i)

1

2
(Gm(i) +Gm(j))

∫

Γij(t)

[wh]Γij(t) · [Φh]Γij(t) dS,

kde ν2 je konstanta, který zlepšuje metodu v př́ıpadě, kdy jsou použ́ıvány nestrukturované
nebo anizotropńı śıtě. Celkově tedy definujeme formu

βm
h (wh,Φh, t) = β̃m

h (wh,Φh, t) + J̃m
h (wh,Φh, t). (8.58)

Pro snazš́ı zápis dále zavedeme formu Ah:
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Ah(w̄h,wh,Φh, t) = ah(w̄h,wh,Φh, t) + bh(w̄h,wh,Φh, t)

+dh(wh,Φh, t) + Jσ
h (wh,Φh, t).

Pro Formulaci 1 resp. Formulaci 2 pokládáme ph := pfh resp. ph := pgh a ve formě Ah :
dh := df

h, bh := bfh resp. dh := dg

h, bh := bgh.
Postup uvedený výše nás vede k definici semiimplicitńıho problému: Hledáme funkci

wm
h splňuj́ıćı

wm
h ∈ S

p
h(tm), (8.59)

(

α0w
m
h +

q
∑

l=1

αlŵ
m−l
h ,Φh

)

+ Ah(w̄
m
h ,w

m
h ,Φh, tm) + βm

h (wm
h ,Φh, tm)

= lh(w̄
m
h ,Φh, tm) − ph(w̄

m
h ,Φh) ∀Φh ∈ S

p
h(tm),

w0
h = Πw0.

Pokud je m < q, potom pokládáme q := m. Hodnoty koeficient̊u αl, l = 0, ..., q resp.
βl, l = 1, ..., q pro q = 1, 2, 3 uvád́ı tabulka 1 resp. tabulka 2.

q = 1 q = 2 q = 3

α0
1

τm
, 2τm+τm−1

τm(τm+τm−1)
, (2τm+τm−1)(2τm+τm−1+τm−2)−τ2

m

τm(τm+τm−1)(τm+τm−1+τm−2)

α1 − 1
τm
, − τm+τm−1

τmτm−1
, − (τm+τm−1)(τm+τm−1+τm−2)

τmτm−1(τm−1+τm−2)

α2
τm

τm−1(τm+τm−1)
, τm(τm+τm−1+τm−2)

τm−1τm−2(τm+τm−1)

α3 − τm(τm+τm−1)
τm−2(τm+τm−1+τm−2)(τm−1+τm−2)

Tabulka 1: Hodnoty koeficient̊u αl .

q = 1 q = 2 q = 3

β1 1, τm+τm−1

τm−1
, (τm+τm−1+τm−2)(τm+τm−1)

τm−1(τm−1+τm−2)

β2 − τm

τm−1
, − τm(τm+τm−1+τm−2)

τm−1τm−2

β3
τm(τm+τm−1)

τm−2(τm−1+τm−2)

Tabulka 2: Hodnoty koeficient̊u βl.

83



8.3 Úplná časoprostorová nespojitá Galerkinova metoda

Jinou možnost́ı, jak sestrojit metodu vysokého řádu přesnosti jak v prostoru, tak i v
čase, je už́ıt časoprostorovou nespojitou Galerkinovu metodu. Abychom mohli provést
časoprostorovou nespojitou Galerkinovu diskretizaci v čase, uvažujme děleńı 0 = t0 <
t1 < ... < tM = T časového intervalu [0, T ]. Označme Im = (tm−1, tm), Im =
[tm−1, tm], τm = tm − tm−1, pro m = 1, ...,M . Časový interval Im nazýváme jako tzv.
m-tou časovou vrstvu. Z toho již plyne, že

[0, T ] =
M
⋃

m=1

Im, Im ∩ In = 0/ pro m 6= n. (8.60)

Dále definujme následuj́ıćı prostor S
p,q
h,τ = (Sp,q

h,τ )
4, kde

Sp,q
h,τ =

{

φ ; φ|Im
=

q
∑

i=0

ζiφi, kde φi ∈ Sp
h(t), ζi ∈ P q(tm−1, tm)

}

.

Pro Φ ∈ S
p,q
h,τ dále zavád́ıme následuj́ıćı značeńı:

Φ±
m = Φ(t±m) = lim

t→tm±

Φ(t), (8.61)

{Φ}m = Φ+
m − Φ−

m.

Nyńı odvod́ıme diskrétńı problém. Předpokládejme, že jsme diskrétńı problém odvodili
pro všechny j−té časové vrstvy, kde j = 1, ..., m− 1. Pro každé t ∈ Im násobme systém
(7.32) nebo (7.33) funkćı Φhτ ∈ S

p,q
h,τ a stejným zp̊usobem jako v části 8.1 se dostaneme až

na problém (8.50), který integrujeme přes interval Im. Potom můžeme definovat diskrétńı
řešeńı problémů (7.32) resp. (7.33) jako funkci wh ∈ C1((0, T ),Sp

h(t)) splňuj́ıćı

∫

Im

((

DAwh

Dt
(t),Φhτ

)

+ dh(wh(t),Φhτ , t) + b̃h(wh(t),Φhτ , t) + ãh(wh(t),Φhτ , t)

)

dt

+

∫

Im

Jσ
h (wh(t),Φhτ , t) dt =

∫

Im

l̃h(wh(t),Φhτ , t) dt ∀Φhτ ∈ S
p,q
h,τ , ∀m = 1, ...,M,

wh(0) = Πw0. (8.62)

Přibližné řešeńı whτ problému (8.62) budeme hledat v prostoru S
p,q
h,τ , kde funkce

jsou obecně nespojité i v čase. Z tohoto d̊uvodu muśıme zajistit návaznost řešeńı mezi
jednotlivými časovými vrstvami. Tedy v našem př́ıpadě voĺıme jako počátečńı podmı́nku
pro m−tou časovou vrstvu hodnoty řešeńı v předchoźı časové vrstvě v čase tm−1. Tuto
počátečńı podmı́nku zahrneme do řešeńı pomoćı L2-projekce, tedy

(

whτ (t
−
m−1),Φhτ (t

+
m−1)

)

=
(

whτ(t
+
m−1),Φhτ (t

+
m−1)

)

∀Φhτ ∈ S
p,q
h,τ ,
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což je ekvivalentńı s

0 =
(

whτ (t
+
m−1) −whτ (t

−
m−1),Φhτ (t

+
m)
)

=
(

{whτ}m−1,Φhτ (t
+
m−1)

)

∀Φhτ ∈ S
p,q
h,τ .

Pokud jsme na prvńı časové vrstvě, potom jako počátečńı podmı́nku bereme předepsanou
funkci w0 pro čas 0, tedy

(

whτ (t
+
0 ),Φhτ(t

+
0 )
)

=
(

w0,Φhτ(t
+
0 )
)

∀Φhτ ∈ S
p,q
h,τ .

Protože systém (8.62) vede opět na systém nelineárńıch rovnic, provedeme obdobně
jako v části 8.2 linearizaci nelinearńıch člen̊u ah, bh a lh. Máme několik možnost́ı definice
funkćı w̄hτ , které lze dosazovat do nelineárńıch argument̊u těchto člen̊u. My budeme volit
mezi následuj́ıćımi dvěma možnostmi.

1) Budeme brát hodnoty funkce dopoč́ıtané na předchoźı časové vrstvě v čase tm−1,
tedy: w̄hτ(t) := wh(t

−
m−1) pro t ∈ Im.

2) Budeme brát v úvahu funkci z předchoźı časové vrstvy, kterou spojitě prodlouž́ıme
do následuj́ıćı časové vrstvy, tedy w̄hτ |Im

(t) := whτ |Im−1
(t) pro t ∈ Im (tzv. prolongace).

Definujme si formu Ah:

Ah(w̄hτ ,whτ ,Φhτ , t) = dh(whτ ,Φhτ , t) + bh(w̄hτ ,whτ ,Φhτ , t) + ah(w̄hτ ,whτ ,Φhτ , t)

+Jσ
h (whτ ,Φhτ , t). (8.63)

Jelikož se chceme vyhnout Gibbsovu jevu, přidáváme opět člen (8.58). Potom můžeme
definovat diskrétńı problém: Hledáme funkci whτ splňuj́ıćı

1) whτ ∈ S
p,q
h,τ , (8.64)

2)
M
∑

m=1

∫

Im

((

DAwhτ

Dt
,Φhτ

)

+ Ah(w̄hτ ,whτ ,Φhτ , t) + βm
h (whτ ,Φhτ , t)

)

dt

+

M−1
∑

m=2

(

{whτ}m−1,Φhτ (t
+
m−1)

)

+
(

whτ (t
+
0 ),Φhτ (t

+
0 )
)

=

M
∑

m=1

∫

Im

(lh(w̄hτ ,Φhτ , t) − ph(w̄hτ ,Φhτ )) dt+
(

w0,Φhτ(t
+
0 )
)

∀Φhτ ∈ S
p,q
h,τ .

8.4 Diskretizace interakce

Systém nelineárńı rovnic (7.34) popisuj́ıćı pohyb profilu budeme řešit pomoćı Runge-
Kuttovy metody, kterou lze aplikovat na systém diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu. Nej-
prve vyjádř́ıme derivace druhého řádu
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Ḧ =
1

D(α)
[Iα(−L(t) + Sα(α̇)2sin α− dHHḢ − kHHH)

+Sαcos α(−M(t) + kααα + dααα̇)]

α̈ =
1

D(α)
[m(M(t) − kααα− dααα̇)

+Sαcos α(L(t) − Sα(α̇)2sin α + dHHḢ + kHHH)],

kde

D(α) = mIα − (Sαcos α)2.

Je nutné předpokládat, že D(α) 6= 0. Transformace y1 = H, y2 = Ḣ, y3 = α, y4 = α̇ vede
na systém rovnic prvńıho řádu, který lze zapsat ve tvaru

Ẏ =









ẏ1

ẏ2

ẏ3

ẏ4









= f(t,Y) (8.65)

=

















y2
1

mIα−(Sαcos y3)2
[Iα (−L(t) + Sα(y4)

2sin y3 − dHH y2 − kHH y1)

+Sαcos y3(−M(t) + kαα y3 + dαα y4)]
y4

1
mIα−(Sαcos y3)2

[m(M(t) − kαα y3 − dαα y4)

+Sαcos y3(L(t) − Sα(y4)
2sin y3 + dHH y2 + kHH y1)]

















.

Potom přibližné řešeńı Ym+1 v čase tm+1 funkce Y(t) poč́ıtáme pomoćı Runge-Kuttovy
formule. Např. pro metodu 2. řádu ṕı̌seme

Ym+1 = Ym + τm+1f
(

tm+ 1
2
,Ym +

τm+1

2
f(tm,Ym)

)

. (8.66)

Zde znač́ıme tm+ 1
2

:= tm+tm+1

2
. Dále potřebujeme vypoč́ıtat funkci f v čase tm+ 1

2
, což

provedeme následuj́ıćım zp̊usobem. Z řešeńı wm
h ,w

m−1
h vypoč́ıtaných v čase tm, tm−1 do-

poč́ıtáme hodnoty śıly L(tm), L(tm−1) a momentu M(tm),M(tm−1) a pomoćı extrapolace
druhého řádu vypoč́ıtáme hodnoty śıly L(tm+ 1

2
) a momentu M(tm+ 1

2
):

L(tm+ 1
2
) =

τm+1

2
+ τm

τm
L(tm) − τm+1

2τm
L(tm−1), (8.67)

M(tm+ 1
2
) =

τm+1

2
+ τm

τm
M(tm) − τm+1

2τm
M(tm−1). (8.68)
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Odvozeńı řešeńı systému lineárńıch rovnic (7.35) pomoćı Runge-Kuttovy metody je ob-
dobné. Výpočet hodnoty śıly L(tm) a momentu M(tm) z přibližného řešeńı v čase tm
můžeme poč́ıtat následuj́ıćımi dvěma zp̊usoby.

1.)Prvńı možnost́ı je vypoč́ıtat L(tm) a M(tm) př́ımo ze vzorc̊u (7.39).
2.)Druhé možnosti, která se lépe hod́ı k slabé formulaci, lze doćılit následuj́ıćım zp̊usobem.

Definujme si oblast ΩΓW
(t) jako

ΩΓW
(t) =

⋃

{Ki(t); Ki(t) ∩ ΓW (t) 6= ∅} (8.69)

a spojitou po částech lineárńı funkci ΦΓW
na triangulaci Th(t) splňuj́ıćı ΦΓW

(x, t) = 1
pro x ∈ ΓW (t) a ΦΓW

(x, t) = 0 pro x ∈ Ωh(t)\ΩΓW
(t). Nyńı třet́ı rovnici soustavy

(7.16) přeformulujeme pomoćı ALE zobrazeńı do ALE-tvaru, vynásob́ıme funkćı ΦΓW
(t),

integrujeme přes oblast ΩΓW
(t), použijeme Greenovu větu a dostaneme:

∫

ΓW (t)

2
∑

j=1

(

−pδ2j +
1

Re
τV
2j

)

nj dS

=

∫

ΩΓW
(t)

(

DAρv2

Dt
+ div(ρv2v) − z · ∇(ρv2)

)

ΦΓW
+

2
∑

j=1

(

−pδ2j +
1

Re
τV
2j

)

∂ΦΓW

∂xj

dx.

Obdobným zp̊usobem vyjádř́ıme

∫

ΓW (t)

2
∑

i,j=1

(

−pδij +
1

Re
τV
ij

)

nj(−1)i
(

x1+δ1i
− xEA

1+δ1i

)

dS

=

∫

ΩΓW
(t)

2
∑

i=1

(−1)i

(

DAρvi

Dt
+ div(ρviv) − z · ∇(ρvi)

)

(

x1+δ1i
− xEA

1+δ1i

)

ΦΓW
dx

+

∫

ΩΓW
(t)

2
∑

i,j=1

(−1)i

(

−pδij +
1

Re
τV
ij

)

∂
(

(x1+δ1i
− xEA

1+δ1i
)ΦΓW

)

∂xj

dx.

8.5 Realizace ALE zobrazeńı

Existuje v́ıce možnost́ı, jak konstruovat ALE zobrazeńı pro pohybuj́ıćı se profil. My
zvoĺıme následuj́ıćı postup. Z části 8.4 je zřejmé, že při numerickém řešeńı interakce
budeme znát polohu profilu pouze v diskrétńıch časových bodech tm. Předpokládejme
tedy, že v čase tm je poloha profilu dána výškou H(tm) a úhlem α(tm) a chceme vhodným
zp̊usobem definovat zobrazeńı

Atm : Ωh(0) → Ωh(tm). (8.70)

Sestrojme dvě soustředné kružnice K1, K2 s poloměry R1, R2; 0 < R1 < R2 a středem v
elastické ose profilu. Necht’ profil lež́ı uvnitř kružnice K1. Vnitřek kružnice K1 se posouvá
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a otáč́ı společně s profilem jako tuhé tělěso. Vněǰsek vněǰśı kružnice K2 se nepohybuje a
nedeformuje v̊ubec. Mezikruž́ı kružnic K1 a K2 se deformuje pomoćı interpolace. Tento
popis zaṕı̌seme matematicky. Definujme zobrazeńı Htm(X1, X2), kde X = (X1, X2) ∈
Ωh(0), které popisuje vertikálńı posun a otočeńı, tedy

Htm(X1, X2) =

(

cos α(tm) sin α(tm)
−sin α(tm) cos α(tm)

)(

X1 −XEA
1

X2 −XEA
2

)

+

(

XEA
1

XEA
2

)

+

(

0
−H(tm)

)

.

(Zde má opravdu být v posledńım členu v druhé složce výraz −H(tm). Je to právě z
d̊uvodu, že rovnice popisuj́ıćı pohyb profilu jsou odvozeny pro výšku H(tm) kladně orien-
tovanou směrem dol̊u.) Zaved’me ještě identické zobrazeńı

Id(X1, X2) = (X1, X2).

Nyńı můžeme definovat pomocné ALE zobrazeńı Ātm jako kombinaci identity Id a zo-
brazeńı Htm

(x1, x2) = Ātm(X1, X2) = (1 − ξ)Htm(X1, X2) + ξId(X1, X2),

kde

ξ = ξ(r̂) = min

(

max

(

0,
r̂ −R1

R2 − R1

)

, 1

)

a r̂ =
√

(X1 −XEA
1 )2 + (X2 −XEA

2 )2 je vzdálenost bodu X ∈ Ωh(0) od elastické osy
(XEA

1 , XEA
2 ) profilu. V př́ıpadě úplné časo-prostorové nespojité Galerkinovy metody po-

třebujeme znát ALE zobrazeńı na celém časovém intervalu Im. Proto definujeme pomocné
ALE zobrazeńı pro libovolné t ∈ Im za pomoćı lineárńı interpolace vzorcem

Āt(X) =
tm − t

τm
Ātm−1(X) +

t− tm−1

τm
Ātm(X) ∀t ∈ Im,X ∈ Ωh(0). (8.71)

Jelikož zobrazeńı Āt je nelineárńı, budeme ho použ́ıvat pouze na zobrazeńı vrchol̊u
element̊u triangulace Th(0) z d̊uvodu, že některé elementy se mohou za použit́ı tohoto
zobrazeńı zdeformovat. Potom definujeme

At(X) := Fi(t)((Fi(0))−1(X)) X ∈ Ki(0)

nebo At(X) := Ψi(t)((Ψi(0))−1(X)) X ∈ Kiso
i (0). (8.72)

Pro definice Fi(t),Ψi(t) a Kiso
i (t) viz. kapitola 9.

Nakonec se zmı́ńıme o výpočtu ALE rychlosti z(t) vyskytuj́ıćı se ve formě dh. V
př́ıpadě nespojité Galerkinovy metody pro semidiskrétńı problém budeme ALE rychlost
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z(t) v čase tm aproximovat funkćı zm. Odvozeńı formule pro zm se provede obdobně jako
pro ALE derivaci. Formule řádu q má tvar

zm(x) = α0x+

q
∑

l=1

αlAtm−l
(A−1

tm (x)) pro x ∈ Ωh(tm), (8.73)

kde αl, l = 0, ..., q jsou koeficienty dané tabulkou 1. Pokud je m < q, potom pokládáme
q := m. V př́ıpadě úplné časo-prostorové nespojité Galerkinovy metody využijeme (8.71)
k výpočtu z(t), které vyjádř́ıme

z(x, t) =
Atm(A−1

t (x)) −Atm−1(A−1
t (x))

τm
∀t ∈ Im,x ∈ Ωh(t). (8.74)
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9 Algoritmizace

Pro algoritmizaci problému (8.59) resp. (8.64) a nalezeńı funkce wm
h resp. wm

hτ na m-
té časové vrstvě muśıme tento systém převést na soustavu lineárńıch rovnic. Přirozeně
muśıme nejprve zač́ıt s volbou bázových funkćı prostoru Sp

h(t). Pro snazš́ı práci a hlavně
následnou programovou realizaci je dobré definovat prostor polynomů na tzv. referenčńım
elementu Kref , který je dán vrcholy ÂB̂Ĉ, kde Â = (0, 0), B̂ = (1, 0), Ĉ = (0, 1). Jelikož
předpokládáme polynomy stupně p ≥ 1, budeme bázové funkce prostoru P p(Kref) hledat
ve tvaru

φ̂j(x̂1, x̂2) =

p
∑

l=0

p−l
∑

k=0

aj
kl(x̂1)

k(x̂2)
l, j = 1, ..., dp, aj

kl ∈ IR, (9.1)

kde dp := (p+1)(p+2)
2

je dimenze prostoru P p(Kref). Zaved’me množinu Bref bod̊u nálež́ıćıch
elementu Kref následuj́ıćım zp̊usobem

Bref =

{(

k

p
,
l

p

)

; kde k, l = 0, ..., p, k + l ≤ p

}

.

Nechá se ukázat, že card(Bref) = dp. Označ́ıme-li postupně x̂n prvky množiny Bref , pak

existuje báze φ̂1, ..., φ̂dp prostoru P p(Kref) spňuj́ıćı φ̂j(x̂n) = δjn pro j, n = 1, ..., dp.
Nyńı budeme definovat pro ∀i ∈ I prostor P p(Ki(t)) elementu Ki(t) s vrcholy Ai(t),

Bi(t), Ci(t), kde Āt(A
i(0)) = Ai(t) = (ai

1(t), a
i
2(t)), Āt(B

i(0)) = Bi(t) = (bi1(t), b
i
2(t)),

Āt(C
i(0)) = Ci(t) = (ci1(t), c

i
2(t)). Zaved’me lineárńı zobrazeńı Fi(t) : Kref → Ki(t)

splňuj́ıćı Fi(t)(Â) = Ai(t), Fi(t)(B̂) = Bi(t) a Fi(t)(Ĉ) = Ci(t). Je zřejmé, že takto
definované zobrazeńı, které je určeno jednoznačně, je prosté a na a lze zapsat ve tvaru
x = Fi(t)(x̂) = Mi(t)x̂+ Ni(t), kde matice Mi(t) a vektor Ni(t) jsou tvaru

Mi(t) =

(

bi1(t) − ai
1(t) ci1(t) − ai

1(t)
bi2(t) − ai

2(t) ci2(t) − ai
2(t)

)

, Ni(t) =

(

ai
1(t)
ai

2(t)

)

.

Snadno lze vyjádřit inverzńı zobrazeńı: x̂ = (Fi(t))−1(x) = (Mi(t))−1(x−Ni(t)). Inverzńı
matice (Mi(t))−1 je tvaru

(Mi(t))−1 =
1

det(Mi(t))

(

ci2(t) − ai
2(t) ai

1(t) − ci1(t)
ai

2(t) − bi2(t) bi1(t) − ai
1(t)

)

,

kde det(Mi(t)) znač́ı determinant matice Mi(t). Definujme body xi
n(t) := Fi(t)(x̂n). Je

zřejmé, že tyto body jsou navzájem r̊uzné a my hledáme bázové funkce φi
1, ..., φ

i
dp

na

elementu Ki(t) stupně p, splňuj́ıćı φi
j(x

i
n(t), t) = δjn. Takto definované bázové funkce

jsou jednoznačně určeny. Protože funkce (Fi(t))−1 je lineárńı, potom i φ̂j((F
i(t))−1(x)) je

polynom stupně nejvýše p. Pro j, n = 1, ..., dp plat́ı, že φ̂j((F
i(t))−1(xi

n(t))) = φ̂j(x̂n) =

δjn = φi
j(x

i
n(t), t). Z jednoznačnosti plyne, že φi

j(x, t) = φ̂j((F
i(t))−1(x)), j = 1, ..., dp.
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Nyńı odvod́ıme derivace těchto funkćı za pomoćı věty o derivaci složené funkce:

∂φi
j

∂x1
(x, t) =

∂

∂x1
φ̂j((F

i(t))−1(x)) =

2
∑

k=1

∂φ̂j

∂x̂k
((Fi(t))−1(x))

∂((Fi(t))−1)k

∂x1
(x)

= (∇φ̂j)((F
i(t))−1(x)) ·

(

(Mi(t))−1

(

1
0

))

.

Jelikož existuje x̂ takové, že x = Fi(t)(x̂), potom plat́ı

∂φi
j

∂x1

(x, t) =
∂φi

j

∂x1

(Fi(t)(x̂), t) = (∇φ̂j)(x̂) ·
(

(Mi(t))−1

(

1
0

))

. (9.2)

Obdobně se ukáže

∂φi
j

∂x2
(x, t) = (∇φ̂j)(x̂) ·

(

(Mi(t))−1

(

0
1

))

, x = Fi(t)(x̂). (9.3)

Jak jsme uvedli v části 8.1, pro semidiskretizaci si definujeme oblast Ωh(t) jako poly-
gonálńı aproximaci p̊uvodńı oblasti Ω(t). Někdy se ukazuje (např. při výpočtu obtékáńı
leteckého profilu), že tato aproximace hranice oblasti Ω(t) je nevhodná, protože zde
vznikaj́ı špičky, a to může ovlivnit prouděńı. Proto je vhodné, aby tato část hranice
přibližně zachovavala p̊uvodńı křivost hranice. Z tohoto d̊uvodu se mı́sto klasických ele-
ment̊u, jejichž jedna hrana lež́ı na křivé hranici, zavád́ı tzv. iso-elementy. (Hran ele-
ment̊u lež́ıćıch na hranici může být v́ıce, ale my zde bez újmy na obecnosti budeme
předpokládat, že na hranici lež́ı pouze jedna hrana. Tento předpoklad budeme využ́ıvat
i v následném programu pro výpočet prouděńı.) Předpokládejme, že v triangulaci Th(t)
máme takový element Ki(t), i ∈ I, jehož jedna hrana lež́ı na křivé části hranice ∂Ω(t),
a tento element budeme cht́ıt nahradit iso-elementem Kiso

i (t). Předpokládáme, že vr-
chol Ai(t) elementu Ki(t) lež́ı uvnitř oblasti Ω(t) a vrcholy Bi(t),Ci(t) lež́ı na ∂Ω(t),
kde Ai(t) = (ai

1(t), a
i
2(t)), Bi(t) = (bi1(t), b

i
2(t)), Ci(t) = (ci1(t), c

i
2(t)). Dále zvoĺıme bod

Di(t) = (di
1(t), d

i
2(t)), který taktéž nálež́ı ∂Ω(t), ale lež́ı mezi body Bi(t),Ci(t). Definujme

zobrazeńı Ψi(t) referenčńıho elementu Kref , které nám bude charakterizovat iso-element
Kiso

i (t), takto:

Ψi(t)(x̂1, x̂2) = (1 − x̂1 − x̂2)A
i(t) + x̂1B

i(t) + x̂2C
i(t) + x̂1x̂2D̃

i(t), (9.4)

kde D̃i(t) = (d̃i
1(t), d̃

i
2(t)) = 4Di(t) − 2(Bi(t) + Ci(t)). Je zřejmé, že plat́ı Ψi(t)(Â) =

Ai(t), Ψi(t)(B̂) = Bi(t), Ψi(t)(Ĉ) = Ci(t). Polož́ıme-li D̂ =
(

1
2
, 1

2

)

jako střed úsečky

B̂Ĉ, vid́ıme, že Ψi(t)(D̂) = Di(t). Předpokládejme, že zobrazeńı Ψi(t) je na referenčńım
elementu Kref prosté. Potom definujme

Kiso
i (t) =

{

x; x = Ψi(t)(x̂) pro ∀x̂ ∈ Kref

}

.
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Obdobně jako na klasickém elementu definujeme na iso-elementu Kiso
i (t) bázové funkce

tvaru φi
j(x, t) = φ̂j((Ψ

i(t))−1(x)), j = 1, ..., dp. Budeme značit Jacobiovu matici zobrazeńı

Ψi(t) jako DΨi(t) a Jacobiovu matici zobrazeńı (Ψi(t))−1 jako D(Ψi(t))−1. Potom

DΨi(t)(x̂1, x̂2) =

(

bi1(t) − ai
1(t) + d̃i

1(t)x̂2 ci1(t) − ai
1(t) + d̃i

1(t)x̂1

bi2(t) − ai
2(t) + d̃i

2(t)x̂2 ci2(t) − ai
2(t) + d̃i

2(t)x̂1

)

,

(DΨi(t))−1(x̂1, x̂2) =

=
1

det(DΨi(t)(x̂1, x̂2))

(

ci2(t) − ai
2(t) + d̃i

2(t)x̂1 ai
1(t) − ci1(t) − d̃i

1(t)x̂1

ai
2(t) − bi2(t) − d̃i

2(t)x̂2 bi1(t) − ai
1(t) + d̃i

1(t)x̂2

)

.

Nyńı můžeme odvodit derivace bázových funkćı φi
j(x, t)

∂φi
j

∂x1

(x, t) =
∂

∂x1

φ̂j((Ψ
i(t))−1(x)) =

2
∑

k=1

∂φ̂j

∂x̂k

((Ψi(t))−1(x))
∂((Ψi(t))−1)k

∂x1

(x)

= (∇φ̂j)((Ψ
i(t))−1(x)) ·

(

(D(Ψi(t))−1)(x)

(

1
0

))

.

Jelikož plat́ı x̂ = Id(x̂) = ((Ψi(t))−1)(Ψi(t)(x̂)), potom za použit́ı věty o derivováńı
složené funkce dostaneme D(Id(x̂)) = I = (D(Ψi(t))−1)(Ψi(t)(x̂)) · DΨi(t)(x̂). Z toho
pak plyne, že (DΨi(t))−1(x̂) = (D(Ψi(t))−1)(Ψi(t)(x̂)), a tedy pro x = Ψi(x̂) nakonec
dostaneme

∂φi
j

∂x1
(x, t) =

∂φi
j

∂x1
(Ψi(t)(x̂), t) = (∇φ̂j)(x̂) ·

(

(DΨi(t))−1(x̂)

(

1
0

))

. (9.5)

Obdobně lze ukázat, že

∂φi
j

∂x2
(x, t) = (∇φ̂j)(x̂) ·

(

(DΨi(t))−1(x̂)

(

0
1

))

, x = Ψi(t)(x̂). (9.6)

Jelikož máme definovaný prostor P p(Ki(t)) pro všechna i ∈ I, potom můžeme definovat
vektorovou bázovou funkci Φi

j,d = (φi
jδ1d, ..., φ

i
jδ4d) pro d = 1, ..., 4, j = 1, ..., dp. Tyto

funkce tvoř́ı bázi prostoru S
p
h(t). Z toho plyne, že počet stupň̊u volnosti dofh tohoto

prostoru lze vyjádřit jako dofh = 4dp card(I). Pro snazš́ı zápis budeme indexovat bázové
funkce prostoru S

p
h(t) jednoznačně indexem l, který vyjádř́ıme jako l = (i − 1)4 dp +

(d − 1)dp + j pro i ∈ I, d ∈ {1, ..., 4}, j ∈ {1, ..., dp}. Potom označ́ıme-li Φ
l,m
h (x) :=

Φi
j,d(x, tm), pak hledané řešeńı můžeme zapsat jako

wm
h =

dofh
∑

l=1

ξm
l Φ

l,m
h . (9.7)
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Tedy diskrétńı problém (8.59) , kde polož́ıme Φh := Φ
z,m
h , z = 1, ..., dofh, se převede

na tvar

dofh
∑

l=1

ξm
l α0

(

Φ
l,m
h ,Φz,m

h

)

+

dofh
∑

l=1

ξm
l

(

Ah(w̄
m
h ,Φ

l,m
h ,Φz,m

h , tm) + βm
h (Φl,m

h ,Φz,m
h , tm)

)

= lh(w̄
m
h ,Φ

z,m
h , tm) − ph(w̄

m
h ,Φ

z,m
h ) −

(

q
∑

l=1

αlŵ
m−l
h ,Φz,m

h

)

.

Nakonec tuto soustavu přeṕı̌seme do tvaru

Am
h Ξm

h = Lm
h , (9.8)

kde

{Am
h }z,l = α0

(

Φ
l,m
h ,Φz,m

h

)

+ Ah(w̄
m
h ,Φ

l,m
h ,Φz,m

h , tm) + βm
h (Φl,m

h ,Φz,m
h , tm),

{Lm
h }z = lh(w̄

m
h ,Φ

z,m
h , tm) − ph(w̄

m
h ,Φ

z,m
h ) −

(

q
∑

l=1

αlŵ
m−l
h ,Φz,m

h

)

,

Ξm
h = (ξm

1 , ..., ξ
m
dofh

)T .

Konstrukce bázových funkćı prostoru S
p,q
h,τ pro úplnou časoprostorovou nespojitou

Galerkinovu metodu provedeme zvlášt’ na každé časové vrstvě Im pro m = 1, ...,M .
Předpokládejme, že prostor Sp

h(t) máme zkonstruovaný stejným zp̊usobem jako v předcho-
źım odstavci. Nyńı muśıme zkonstruovat bázové funkce ζu, u = 0, ..., q prostoru P q(tm−1, tm).
Př́ıpad pro q = 0 je jednoduchý. Dále tedy budeme předpokládat, že q > 0. Prak-
tické př́ıklady ukázaly, že volba ζu(t) = tu neńı vhodná. Pro programovou realizaci je
opět dobré definovat prostor polynomů na referenčńım intervalu (0, 1). Definujme body
t̂r = r

q
, r = 0, ..., q. Potom voĺıme takové bázové funkce ζ̂u(t̂) prostoru P q(0, 1), které

splňuj́ı ζ̂u(t̂r) = δur pro u, r = 0, ..., q. Jestliže definujeme funkci t = Gm(t̂) = tm−1 + t̂τm,
potom funkce ζm

u (t) := ζ̂u((G
m)−1(t)), u = 0, ..., q tvoř́ı bázi prostoru P q(tm−1, tm).

Tedy pro libovolné i ∈ I tvoř́ı funkce φi
j bázi prostoru P p(Ki(t)). Potom funkce

φi,m
j,u (x, t) := ζm

u (t)φi
j(x, t) pro u = 0, ..., q tvoř́ı bázi P q(Im, P

p(Ki(t)) (prostor polynomů

stupně p v prostoru a q v čase). Nakonec definujme Φ
i,m
j,u,d := (φi,m

j,u δ1d, ..., φ
i,m
j,u δ4d) pro

d = 1, ..., 4. Je zřejmé, že funkce Φ
i,m
j,u,d pro i ∈ I, j = 1, ..., dp, u = 0, ..., q, d = 1, ..., 4

tvoř́ı bázi prostoru S
p,q
h,τ

∣

∣

Im
, kde

S
p,q
h,τ

∣

∣

Im
:=
{

Φhτ |Im
; Φhτ ∈ S

p,q
h,τ

}

. (9.9)

Počet stupň̊u volnosti dofhτ prostoru S
p,q
h,τ

∣

∣

Im
lze vyjádřit jako dofhτ = 4(q+1)dp card(I).

Opět pro snazš́ı zápis budeme indexovat bázové funkce tohoto prostoru jednoznačně in-
dexem l, který vyjádř́ıme jako l = (i − 1)4(q + 1) dp + (d − 1)(q + 1)dp + udp + j ,
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potom pokládáme Φ
i,m
j,u,d = Φ

l,m
hτ . Při řešeńı problému (8.64) postupujeme po řadě přes

jednotlivé časové vrstvy. Necht’ tedy známe přibližné řešeńı na předchoźı časové vrstvě
Im−1 a hledáme řešeńı wm

hτ := whτ |Im
na m-té časové vrstvě, které zaṕı̌seme ve tvaru

wm
hτ =

dofhτ
∑

l=1

ξm
l Φ

l,m
hτ . (9.10)

Potom diskrétńı problém (8.64), kde polož́ıme Φhτ := Φ
z,m
hτ , z = 1, ..., dofhτ , se převede

pro m = 1 na tvar

dofhτ
∑

l=1

ξ1
l

∫

I1

((

DAΦ
l,1
hτ

Dt
,Φz,1

hτ

)

+ Ah(w̄hτ ,Φ
l,1
hτ ,Φ

z,1
hτ , t) + β1

h(Φ
l,1
hτ ,Φ

z,1
hτ , t)

)

dt

+

dofhτ
∑

l=1

ξ1
l

(

Φ
l,1
hτ (t

+
0 ),Φz,1

hτ (t+0 )
)

=

∫

I1

(

lh(w̄hτ ,Φ
z,1
hτ , t) − ph(w̄hτ ,Φ

z,1
hτ )
)

dt

+
(

w0,Φz,1
hτ (t+0 )

)

∀Φz,1
hτ ∈ S

p,q
h,τ

∣

∣

I1

a pro m > 1 na tvar

dofhτ
∑

l=1

ξm
l

∫

Im

((

DAΦ
l,m
hτ

Dt
,Φz,m

hτ

)

+ Ah(w̄hτ ,Φ
l,m
hτ ,Φ

z,m
hτ , t) + βm

h (Φl,m
hτ ,Φ

z,m
hτ , t)

)

dt

+

dofhτ
∑

l=1

ξm
l

(

Φ
l,m
hτ (t+m−1),Φ

z,m
hτ (t+m−1)

)

=

∫

Im

(lh(w̄hτ ,Φ
z,m
hτ , t) − ph(w̄hτ ,Φ

z,m
hτ )) dt

+
(

wm−1
hτ (t−m−1),Φ

z,m
hτ (t+m−1)

)

∀Φz,m
hτ ∈ S

p,q
hτ |Im

.

Tuto soustavu můžeme přepsat do tvaru

Am
hτ Ξm

hτ = Lm
hτ , (9.11)

kde pro m = 1
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{

A1
hτ

}

z,l
=

∫

I1

((

DAΦ
l,1
hτ

Dt
,Φz,1

hτ

)

+ Ah(w̄hτ ,Φ
l,1
hτ ,Φ

z,1
hτ , t) + β1

h(Φ
l,1
hτ ,Φ

z,1
hτ , t)

)

dt

+
(

Φ
l,1
hτ(t

+
0 ),Φz,1

hτ (t+0 )
)

,

{

L1
hτ

}

z
=

∫

I1

(

lh(w̄hτ ,Φ
z,1
hτ , t) − ph(w̄hτ ,Φ

z,1
hτ )
)

dt

+
(

w0,Φz,1
hτ (t+0 )

)

,

Ξ1
hτ = (ξ1

1, ..., ξ
1
dofhτ

)T

a pro m > 1

{Am
hτ}z,l =

∫

Im

((

DAΦ
l,m
hτ

Dt
,Φz,m

hτ

)

+ Ah(w̄hτ ,Φ
l,m
hτ ,Φ

z,m
hτ , t) + βm

h (Φl,m
hτ ,Φ

z,m
hτ , t)

)

dt

+
(

Φ
l,m
hτ (t+m−1),Φ

z,m
hτ (t+m−1)

)

,

{Lm
hτ}z =

∫

Im

(lh(w̄hτ ,Φ
z,m
hτ , t) − ph(w̄hτ ,Φ

z,m
hτ )) dt

+
(

wm−1
hτ (t−m−1),Φ

z,m
hτ (t+m−1)

)

,

Ξm
hτ = (ξm

1 , ..., ξ
m
dofhτ

)T .

9.1 Numerický výpočet integrál̊u

V této části se budeme zabývat numerickým výpočtem integrál̊u v matićıch soustavy
(9.8) resp. (9.11). Jelikož tyto integrály v praxi ve věťsině př́ıpad̊u nelze spoč́ıtat přesně,
budeme pro jejich určeńı hodnoty použ́ıvat přibližné kvadraturńı a kubaturńı vzorce.

Pro poč́ıtáńı jednorozměrných integrál̊u budeme použ́ıvat tzv. Gaussovy kvadraturńı
vzorce odvozené pro interval [0, 1]. Tuto kvadraturu obecně Q−tého řádu, která je přesná
pro polynomy stupně nejvýše Q, pro funkci e(r) definovanou na intervalu [0, 1] zaṕı̌seme
ve tvaru

∫ 1

0

e(r) dr ≈
NQ
∑

v=1

ωQ
v e(r

Q
v ), (9.12)

kde rQ
v jsou kvadraturńı uzly a ωQ

v jsou př́ıslušné váhy. Tabulka 3 udává tyto hodnoty pro
kvadraturu řádu Q = 5 a Q = 9.

Všechny jednorozměrné integrály vypoč́ıtáme tak, že je transformujeme na interval
[0, 1] a následně využijeme kvadraturńı vzorec (9.12). Než ukážeme na praktickém př́ıpadě
tento postup, muśıme nejdř́ıve parametrizovat všechny hrany elementu i ∈ I. Úsečky ÂB̂

resp. B̂Ĉ resp. ĈÂ referenčńıho elementu parametrizujeme pomoćı funkćı η̂1(r) = (r, 0)
resp. η̂2(r) = (1 − r, r) resp. η̂3(r) = (0, 1 − r), kde r ∈ [0, 1]. S využit́ım těchto funkćı a
funkce Fi(t) lze pořadě úsečky Ai(t)Bi(t),Bi(t)Ci(t) a Ci(t)Ai(t) vyjádřit jako
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ηi
s(t)(r) = Fi(t)(η̂s(r)), r ∈ [0, 1] pro s = 1, 2, 3. (9.13)

Pokud i ∈ I je tzv. iso-element, postupujeme zcela analogicky. Definujme

ηi
s(t)(r) = Ψi(t)(η̂s(r)), r ∈ [0, 1] pro s = 1, 2, 3. (9.14)

Z definice funkce Ψi(t) je zřejmé, že funkce ηi
1(t) resp. ηi

3(t) zobraźı úsečky ÂB̂ resp.
ĈÂ na úsečky Ai(t)Bi(t) resp. Ci(t)Ai(t). Funkce ηi

2(t) vyjadřuje parametricky křivou
část hrany elementu Kiso

i (t). Pro výpočet integrál̊u přes křivku ηi
2(t) definujeme funkci

si(t)(r):

si(t)(r) :=

√

(

∂(ηi
2(t)(r))1

∂r

)2

+

(

∂(ηi
2(t)(r))2

∂r

)2

. (9.15)

Potom lze si(t)(r) vyjádřit jako

si(t)(r) =

√

(

ci1(t) − bi1(t) + (1 − 2r)d̃i
1(t)
)2

+
(

ci2(t) − bi2(t) + (1 − 2r)d̃i
2(t)
)2

a dS = si(t)(r) dr.

ωQ
v , v = 1, ..., NQ rQ

v , v = 1, ..., NQ

Q = 5
1−
√

3
5

2
5
18

NQ = 3 0.5 4
9

1+
√

3
5

2
5
18

Q = 9 0.04691007703066800360119 0.11846344252809454375713
NQ = 5 0.2307653449471584544818 0.23931433524968323402065

0.5 0.28444444444444444444444
0.76923465505284154554816 0.23931433524968323402065
0.95308992296933199639881 0.11846344252809454375713

Tabulka 3: Kvadraturńı uzly a váhy.

Pro názornost uvedený postup předvedeme na následuj́ıćım typu integrálu, který se po
detailněǰśım rozboru vyskytuje v matici soustavy (9.8) a patř́ı k těm komplikovaněǰśım.
Zvolme i ∈ I takové, že Kiso

i (tm) je iso-element, hrana Γij(tm), j ∈ γ(i) je křivá část
∂Kiso

i (tm), ηi
2(tm)(r) = Ψi(tm)(η̂2(r)), r ∈ [0, 1] je jej́ı parametrické vyjádřeńı. Necht’

funkce L(x) je definována na Ω̄h(tm). Potom z definice křivkového integrálu s využit́ım
(9.15), (9.5) a kvadratury (9.12) dostáváme
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∫

Γij(tm)

L(x)φi
k(x, tm)

∂φi
l

∂x1

(x, tm) dS (9.16)

=

∫ 1

0

L(ηi
2(tm)(r))φi

k(η
i
2(tm)(r), tm)

∂φi
l

∂x1

(ηi
2(tm)(r), tm)si(tm)(r) dr

=

∫ 1

0

L(ηi
2(tm)(r))φ̂k(η̂2(r)) (∇φ̂l)(η̂2(r)) ·

(

(DΨi(tm))−1(η̂2(r))

(

1
0

))

si(tm)(r) dr

≈
NQ
∑

v=1

ωQ
v L(ηi

2(tm)(rQ
v ))φ̂k(η̂2(r

Q
v )) (∇φ̂l)(η̂2(r

Q
v ))

·
(

(DΨi(tm))−1(η̂2(r
Q
v ))

(

1
0

))

si(tm)(rQ
v ).

Pro dvojrozměrné integrály budeme použ́ıvat Gaussovy kubaturńı vzorce odvozené
pro referenčńı element Kref . Tato kubatura obecně P−tého řádu, která je přesná pro
polynomy stupně nejvýše P , pro funkci f(x) definovanou na oblasti Kref zaṕı̌seme ve
tvaru

∫

Kref

f(x̂) dx̂ ≈ 1

2

NP
∑

w=1

ωP
wf(x̂P

w), (9.17)

kde x̂P
w jsou kvadraturńı uzly a ωP

w jsou př́ıslušné váhy. Tabulka 4 udává tyto hodnoty
pro kvadratury řádu P = 5 a P = 7.

Všechny dvojrozměrné integrály přes obecný element Ki(tm) vypoč́ıtáme tak, že je
transformujeme na referenčńı element Kref a následně využijeme kubaturńı vzorec (9.17).
Opět postup ukážeme na následuj́ıćım komplikovaněǰśım př́ıpadě. Zvolme i ∈ I takové,
že Kiso

i (tm) je iso-element. Za použit́ı věty o substituci, (9.5) a kubatury (9.17) postupně
dostáváme

∫

Kiso
i (tm)

L(x) φi
k(x, tm)

∂φi
l

∂x1
(x, tm) dx (9.18)

=

∫

Kref

L(Ψi(tm)(x̂)) φi
k(Ψ

i(tm)(x̂), tm)
∂φi

l

∂x1

(Ψi(tm)(x̂), tm)
∣

∣det(DΨi(tm)(x̂))
∣

∣ dx̂

=

∫

Kref

L(Ψi(tm)(x̂)) φ̂k(x̂) (∇φ̂l)(x̂) ·
(

(DΨi(tm))−1(x̂)

(

1
0

))

∣

∣det(DΨi(tm)(x̂))
∣

∣ dx̂

≈ 1

2

NP
∑

w=1

ωP
w L(Ψi(tm)(x̂P

w)) φ̂k(x̂
P
w) (∇φ̂l)(x̂

P
w)

·
(

(DΨi(tm))−1(x̂P
w)

(

1
0

))

∣

∣det(DΨi(tm)(x̂P
w))
∣

∣ .
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ωP
w , w = 1, ..., NP (x̂P

w)1, w = 1, ..., NP (x̂P
w)2, w = 1, ..., NP

P = 5 0.225 0.333333333 0.333333333
NP = 7 0.132394152788506 0.470142064105115 0.470142064105115

0.132394152788506 0.470142064105115 0.059715871789769
0.132394152788506 0.059715871789769 0.470142064105115
0.125939180544827 0.101286507323456 0.101286507323456
0.125939180544827 0.101286507323456 0.797426985353087
0.125939180544827 0.797426985353087 0.101286507323456

P = 7 −0.149570044467670 0.333333333333333 0.333333333333333
NP = 13 0.175615257433204 0.260345966079038 0.260345966079038

0.175615257433204 0.479308067841923 0.260345966079038
0.175615257433204 0.260345966079038 0.479308067841923
0.053347235608839 0.065130102902216 0.869739794195568
0.053347235608839 0.869739794195568 0.065130102902216
0.053347235608839 0.065130102902216 0.065130102902216
0.077113760890257 0.638444188569809 0.312865496004875
0.077113760890257 0.312865496004875 0.638444188569809
0.077113760890257 0.638444188569809 0.048690315425316
0.077113760890257 0.048690315425316 0.638444188569809
0.077113760890257 0.312865496004875 0.048690315425316
0.077113760890257 0.048690315425316 0.312865496004875

Tabulka 4: Kubaturńı uzly a váhy.

Na závěr této části ukážeme postup výpočtu integrál̊u ze soustavy (9.11). Tyto in-
tegrály poč́ıtáme s využit́ım vzorc̊u (9.12) a (9.17) tak, že časový integrál převedeme
pomoćı substituce t = Gm(t̂) = tm−1 + t̂τm, t̂ ∈ [0, 1] na interval [0, 1] a prostorový in-
tegrál přes element resp. hranu na referečńı element resp. interval [0, 1] stejně jako bylo
ukázáno výše. Necht’ máme funkci K(x, t) ∈ C((0, T ), Ω̄h(t)), potom s využit́ım substituce
Gm(t̂) upravujeme následuj́ıćı integrál:

∫

Im

∫

Kiso
i (t)

K(x, t) φi,m
k,u(x, t)

∂φi,m
l,z

∂x1
(x, t) dx dt

=

∫

Im

∫

Kiso
i (t)

K(x, t) ζm
u (t)φi

k(x, t) ζ
m
z (t)

∂φi
l

∂x1
(x, t) dx dt

=

∫ 1

0

ζm
u (Gm(t̂))ζm

z (Gm(t̂))τm

∫

Kiso
i (Gm(t̂))

K(x, Gm(t̂)) φi
k(x, G

m(t̂))
∂φi

l

∂x1
(x, Gm(t̂)) dx dt̂.

=

∫ 1

0

ζ̂u(t̂)ζ̂z(t̂)τm

∫

Kiso
i (Gm(t̂))

K(x, Gm(t̂)) φi
k(x, G

m(t̂))
∂φi

l

∂x1

(x, Gm(t̂)) dx dt̂.

Pokud označ́ıme

h(t̂) :=

∫

Kiso
i (Gm(t̂))

K(x, Gm(t̂)) φi
k(x, G

m(t̂))
∂φi

l

∂x1
(x, Gm(t̂)) dx,
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potom s využit́ım (9.12) máme

∫ 1

0

ζ̂u(t̂)ζ̂z(t̂)τmh(t̂) dt̂ ≈
NQ
∑

v=1

ωQ
v ζ̂u(r

Q
v )ζ̂z(r

Q
v )τmh(r

Q
v ).

Pro výpočet funkce h(t̂) využijeme stejný postup jako v př́ıkladu (9.18) a nakonec dostáváme

∫

Im

∫

Kiso
i (t)

K(x, t) φi,m
k,u(x, t)

∂φi,m
l,z

∂x1
(x, t) dx dt

≈
NQ
∑

v=1

ωQ
v ζ̂u(r

Q
v )ζ̂z(r

Q
v )τm

1

2

NP
∑

w=1

ωP
w K(Ψi(Gm(rQ

v ))(x̂P
w), Gm(rQ

v )) φ̂k(x̂
P
w) ×

×(∇φ̂j)(x̂
P
w) ·

(

(DΨi(Gm(rQ
v )))−1(x̂P

w)

(

1
0

))

∣

∣det((DΨi(Gm(rQ
v )))(x̂P

w))
∣

∣ .

Integrál přes Kiso
i (t), kde se vyskytuje ALE derivace, vypoč́ıtáme následuj́ıćım zp̊usobem.

Z definice ALE derivace pro x = At(X) ∈ Kiso
i (t) a s využit́ım (8.72) máme

DAφi,m
k,u

Dt
(x, t) =

∂

∂t
φi,m

k,u(At(X), t) =
∂

∂t

(

ζm
u (t)φ̂k((Ψ

i(0))−1(X))
)

=
∂ζm

u

∂t
(t)φ̂k((Ψ

i(t))−1(x)).

Potom

∫

Im

∫

Kiso
i (t)

DAφi,m
k,u

Dt
(x, t) φi,m

l,z (x, t) dx dt =

=

∫ 1

0

∂ζm
u

∂t
(Gm(t̂))ζm

z (Gm(t̂))τm

∫

Kref

φ̂k(x̂)φ̂l(x̂)
∣

∣det(DΨi(Gm(t̂))(x̂))
∣

∣ dx̂ dt̂

=

∫ 1

0

∂ζ̂u
∂t

(t̂)ζ̂z(t̂)

∫

Kref

φ̂k(x̂)φ̂l(x̂)
∣

∣det(DΨi(Gm(t̂))(x̂))
∣

∣ dx̂ dt̂

≈
NQ
∑

v=1

ωQ
v

∂ζ̂u
∂t

(rQ
v )ζ̂z(r

Q
v )

1

2

NP
∑

w=1

ωP
w φ̂k(x̂

P
w)φ̂l(x̂

P
w)
∣

∣det(DΨi(Gm(rQ
v ))(x̂P

w))
∣

∣ .

99



10 Numerické výsledky

V této kapitole se budeme nejprve věnovat krátce popisu programu a následně r̊uzným
numerickým experiment̊um, které byly t́ımto programem realizovány. Pro snazš́ı zápis
budeme semidiskrétńı metodu popsanou v kapitole 8 značit jako BDF (Backward different
formula) a úplnou časoprostorovou nespojitou Galerkinovu metodu STDGM (Space time
discontinuous Galerkin method). Dále, pokud budeme mluvit speciálně např. o metodě
BDF stupně 2 v prostoru a stupně 1 v čase, budeme zkráceně psát BDF-p2q1. Obdobně
pro metodu STDGM stupně 2 v prostoru a stupně 1 v čase budeme psát STDGM-p2q1.

10.1 Popis programu

Pro numerické řešeńı problému byl vytvořen program napsaný v jazyce C a využ́ıvaj́ıćı
metody BDF resp. STDGM, popsané v kapitole 8. Algoritmizace těchto metod byla
provedena tak, jak byla popsána v předchoźı kapitole 9. Jdeme tedy v čase postupně
přes jednotlivé časové vrstvy. Na každé časové vrstvě vytvář́ıme matici a pravou stranu
soustavy. Z popisu metod je zřejmé, že matice jednotlivých soustav jsou nesymetrické a
ř́ıdké. Z tohotu d̊uvodu byly řešeny pomoćı iteračńı metody GMRES (Generalized Min-
imal Residual). Vzhledem k faktu, že soustavy jsou špatně podmı́něné, je dobré sousta-
vu vhodně předpodmı́nit. Je zde v́ıce možnost́ı předpodmı́něńı. V programu bylo zvo-
leno předpodmı́něńı pomoćı blokové diagonálńı matice, kterou označ́ıme P, jej́ıž bloky
na diagonále jsou inverzńı k odpov́ıdaj́ıćım blok̊um na diagonále matice soustavy. Po-
tom mı́sto soustavy, kterou zde budeme obecně značit A Ξ = Φ, budeme řešit modi-
fikovanou soustavu PA Ξ = PΦ. V experimentech, které byly provedeny, dosahovaly
soustavy řádu 105 až 106, a tud́ıž jejich řešeńı bylo velmi náročné na výpočetńı čas. Z
těchto d̊uvod̊u byl GMRES nastaven na 20 vnitřńıch iteraćı a na maximálně 5 vněǰśıch
iteraćı pro dosažeńı předepsaného rezidua soustavy PA Ξ = PΦ, které bylo nastaveno
na 10−5. Numerické experimenty ukázaly, že použit́ı v́ıce vnitřńıch a vněǰśıch iteraćı má
sice význam na zpřesněńı řešeńı soustavy, ale ve výsledćıch se dané zpřesněńı prakticky
neprojev́ı, narozd́ıl od výpočetńıho času, který velmi naroste. Jiná možnost pro sńıžeńı
výpočetńıho času je použit́ı paralelizace. Je v́ıce možnost́ı paralelizace výpočtu, jako je
např. MPI nebo OpenMP. V programu byla zvolena paralelizace za pomoćı knihovny
OpenMP, která umožňuje snadnou implementaci v́ıcevláknových programů pro poč́ıtače
se sd́ılenou pamět́ı. Tato paralelizace prob́ıhá tak, že se v sekvenčńım programu v mı́stech,
kde lze program rozdělit na v́ıce nezávislých část́ı, vytvoř́ı v hlavńım vláknu (master
thread) skupina podvláken (slave thread). Potom každému vláknu se předá daná část pro-
gramu. Po vykonáńı paralelńıch část́ı programu každým vláknem se všechna podvlákna
zruš́ı a z̊ustane pouze hlavńı vlákno, které pokračuje dále ve vykonáváńı kódu programu
sekvenčně. V programu se paralelně provád́ı vytvářeńı matic A a P a násobeńı těchto
matic s vektorem, které se vyskytuje v GMRES. Bylo by možné vykonávat paralelně daľśı
části programu, ale urychleńı programu by bylo malé. Nevýhoda této paralelizace vzhle-
dem k podstatě OpenMP, kdy paralelizace je provedena pomoćı vláken, spoč́ıvá v tom, že
ji lze použ́ıt pouze v rámci jednoho výpočetńıho uzlu a je účinná pouze na v́ıcejádrových
procesorech. Všechny výpočty byly provedeny na clusteru Sněhurka, který v době psańı
této práce obsahoval 11 vypočetńıch uzl̊u (každý fyzicky obsahoval 2 čtyřjádrové proce-
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sory Intel Core i7, 2266.745 MHz, 8192 KB Cache, 24 GB RAM) a 3 uzly (každý fyzicky
obsahoval 2 čtyřjádrové procesory Intel Core i7 2400.083 MHz, 12228 KB Cache, 24 GB
RAM ). Tedy v rámci každého uzlu je možné poč́ıtat na 8 jádrech, a tedy může teo-
reticky běžet až 8 vláken zároveň. Daľśı možné urychleńı záviśı na volbě kompilátoru
a jeho optimalizačńıch možnost́ı. Pro překlad programu byly zvoleny pro srovnáńı kom-
pilátory gcc 4.4.5 s optimalizančńımi parametry gcc -O3 -mtune=native -ffastmath a kom-
pilátor icc s optimalizačńımi parametry icc -O3 -no-prec-div -xSSE4.2. Pro demonstraci
porovnáńı zrychleńı výpočtu byla zvolena metoda STD-p2q1 na triangulaci z obrázku 27,
kdy př́ıslušná soustava má dimenzi 823584. Na grafech z obrázku 2 vlevo je ukázána
závislost výpočetńıho času pro vytvořeńı soustavy na počtu vláken pro oba zmı́něné
překladače. Čas pro vytvořeńı soustavy zde zahrnuje čas pro vypoč́ıtáńı všech nenulových
buněk matice A a vypoč́ıtáńı pravé strany Φ. Z obrázku je zřejmé, že paralelizace pro
8 vláken při neoptimalizovaném i při optimalizovaném překladu zkrát́ı čas přibližně 7.5
krát. Na grafech z obrázku 3 vlevo je ukázána závislost výpočetńıho času pro vyřešeńı
soustavy na počtu vláken opět pro oba zmı́něné překladače. Čas pro vyřešeńı soustavy
zde zahrnuje vypoč́ıtáńı matice P a provedeńı 1 vněǰśı iterace GMRES s 20 vnitřńımi it-
eracemi. V tomto př́ıpadě se již při paralelizaci nedosahuje tak dobrých výsledk̊u jako při
vypoč́ıtáńı soustavy. To je zp̊usobeno hlavně násobeńım matice s vektorem, kdy části mat-
ice a vektoru se postupně nač́ıtaj́ı z paměti RAM do cache, což zabere část výpočetńıho
času, ale potom se prvky z matice použij́ı při násobeńı pouze jednou. Z obrázku je zřejmé,
že paralelizace pro 8 vláken při optimalizovaném překladu zkrát́ı čas přibližně 3.5 krát.
Dale z graf̊u je vidět, že pro nižš́ı počet vláken je překladač icc mı́rně rychleǰśı. Je to z
d̊uvodu, že icc je stavěno hlavně na procesory firmy Intel. Bohužel tento rozd́ıl s rostoućım
počtem vláken zaniká.

10.2 Interakce

V této části se budeme věnovat simulaci skutečné interakce mezi proud́ıćım plynem a
profilem, jak byla popsána v kapitole 7. Experimenty byly provedeny pro nasleduj́ıćı data:
m = 0.086622 kg, Sa = −0.000779673 kgm, Ia = 0.000487291 kg m−2, kHH = 105.109
N/m, kαα = 3.696682 Nm/rad, dHH = 0.0 Ns/m, dαα = 0.0 Nms/rad, µ = 1.72 · 10−5kg
m−1 s−1, tlak nab́ıhaj́ıćıho proudu p0 = 101250 Pa, l = 0.05 m, c = 0.3 m, hustota na
vstupu ρ = 1.225 kg m−3, Poissonova adiabatická konstanta γ = 1.4, specifické měrné
teplo cv = 721.428 m2 s−2 K−1, koeficient vedeńı tepla k = 2.428 · 10−2 kg m s−2 K−1,
H(0) = −20mm, α(0) = 6◦, Ḣ(0) = α̇(0) = 0. Výpočet zač́ıná v čase t < 0, kdy profil
drž́ıme v předepsané počátečńı poloze dané posunut́ım H a úhlem natočeńı α. Potom v
čase t = 0 je profil uvolněn a dále řeš́ıme již skutečnou interakci.

V experimentech v př́ıpadě metody BDF byly použity polynomy stupně 2 v prostoru a
aproximace řádu 2 v čase (BDF-p2q2). V př́ıpadě STDGM byly použity polynomy stupně
2 v prostoru a stupně 1 v čase (STDGM-p2q1). Pro obě metody pro všechny experimenty
byl zvolen časový krok v bezrozměrných jednotkách τ = 0.003299, byla použita symetrická
formulace, parametr CW vyskytuj́ıćı se ve stabilizačńım členu Jσ

h z kapitoly 8 byl zvolen
500. Pouze na hranici profilu byl tento parametr zvolen 5000 z d̊uvodu stability výpočtu a
udržeńı předepsaných okrajových podmı́nek na této hranici. Dále byly zvoleny konstanty
ν1 = ν2 = 0.1, které vystupuj́ı ve formě βm

h . Výpočty byly provedeny na triangulaci z obr.
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Obrázek 2: Grafy závislosti výpočetńıho času pro vytvořeńı matice na počtu vláken.
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Obrázek 3: Grafy závislosti výpočetńıho času pro řešeńı soustavy na počtu vláken.
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27.
Obrázky 4 - 9 srovnávaj́ı grafy posunut́ı a úhlu natočeńı profilu pro obě metody

pro náběžné rychlosti 10, 20, 30, 35, 37.5 a 40m/s. Tyto výsledky můžeme porovnat s
výsledky [24], kde je řešena úloha se stejnými vstupńımi daty pomoćı klasických spo-
jitých konečných prvk̊u v př́ıpadě nestlačitelného prouděńı.

Z obrázk̊u je zřejmé, že tyto výsledky jsou v dobré shodě zejména pro nižš́ı náběžné
rychlosti. Z toho lze usoudit, že stlačitelnost nemá pro ńızké náběžné rychlosti př́ılǐs velký
význam, což dokazuj́ı provedené experimenty, kdy se hustota v bezrozměrných jednotkách
pohybovala v přibližně v rozmeźı 0.999−1.001 pro náběžnou rychlost 10m/s a přibližně v
rozmeźı 0.9− 1.35 pro náběžnou rychlost 40m/s. Obrázek 10 resp. 11 zobrazuje rozložeńı
velikosti rychlosti resp. tlaku pro r̊uzné časové okamžiky pro náběžnou rychlost 10m/s.
Obrázek 12 resp. 13 zobrazuje rozložeńı velikosti rychlosti resp. tlaku pro r̊uzné časové
okamžiky pro náběžnou rychlost 40m/s. Na obrázku 14 jsou uvedeny výsledky frekvenčńı
analýzy, která byla realizována pomoćı Fourierovy transformace

G(fn) =

∫ T

0

g(t)e−2πifnt dt (10.1)

pro g = H nebo g = α a fn = n∆f ∈ [0, 40],∆f = 0.1 Hz, aproximovaná pomoćı
obdélńıkového pravidla

G(fn) =

M
∑

k=1

g(tk)e
−2πifntkτk, (10.2)

kde tk resp. M resp. τk jsou jednotlivé časové okamžiky resp. počet časových okamžik̊u
resp. časový krok mezi časovými okamžiky dané časovou diskretizaćı problému. Výsledky
frekvenčńı analýzy jsou zobrazeny jako hodnoty

|G(fn)| =
√

Re2(G(fn)) + Im2(G(fn)). (10.3)

Z těchto výsledk̊u je patrný r̊ust resp. pokles hlavńıch frekvenćı v posunut́ı resp. úhlu
rotace s rostoućı náběžnou rychlost́ı.

Z prezentovaných výsledk̊u uvedených na obrázćıch 4 - 9 vid́ıme, že obě metody BDF
a STDGM vedou ke kvalitativně podobným výsledk̊um. Na základě obou metod lze doj́ıt
k závěru, že kritická náběžná rychlost, pro ńıž systém ztráćı stabilitu, lež́ı v intervalu
mezi 35m/s a 37.5m/s. Pro vyšš́ı rychlost dostáváme flutter, kdy vibrace profilu nejsou
tlumené. Srovnatelné výsledky byly źıskány v [24] metodou konečných prvk̊u v př́ıpadě
nestlačitelného prouděńı.

10.3 Interakce profilu s proud́ıćım vzduchem pro vysoké náběžné

rychlosti

Na závěr této kapitoly uvedeme numerické experimenty pro vysoké náběžné rychlosti.
Experiment byl proveden pro stejná data jako v předchoźı kapitole kromě tuhosti pružin
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Obrázek 4: Pr̊uběh posunut́ı a úhlu rotace pro náběžnou rychlost 10m/s (Ma = 0.0294).
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Obrázek 5: Pr̊uběh posunut́ı a úhlu rotace pro náběžnou rychlost 20m/s (Ma = 0.0588).
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Obrázek 6: Pr̊uběh posunut́ı a úhlu rotace pro náběžnou rychlost 30m/s (Ma = 0.0882).
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Obrázek 7: Pr̊uběh posunut́ı a úhlu rotace pro náběžnou rychlost 35m/s (Ma = 0.1029).
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Obrázek 8: Pr̊uběh posunut́ı a úhlu rotace pro náběžnou rychlost 37.5m/s (Ma = 0.1102).
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Obrázek 9: Pr̊uběh posunut́ı a úhlu rotace pro náběžnou rychlost 40m/s (Ma = 0.1176).
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Obrázek 10: Rozložeńı velikosti rychlosti (v bezrozměrných jednotkách) v
r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) postupně od shora v t =
0.0841s, 0.1831s, 0.2821s, 0.3811s, které jsou vyznačeny v grafech na obrázku 4, pro
náběžnou rychlost 10m/s. Vlevo pro BDF a vpravo pro STDGM.
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Obrázek 11: Rozložeńı tlaku (v bezrozměrných jednotkách) v r̊uzných časových okamžićıch
(v sekundách) postupně od shora v t = 0.0841s, 0.1831s, 0.2821s, 0.3811s, které jsou
vyznačeny v grafech na obrázku 4, pro náběžnou rychlost 10m/s. Vlevo pro BDF a vpravo
pro STDGM.
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Obrázek 12: Rozložeńı velikosti rychlosti (v bezrozměrných jednotkách) v
r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) postupně od shora v t =
0.0458s, 0.0706s, 0.0954s, 0.1202s, které jsou vyznačeny v grafech na obrázku 9, pro
náběžnou rychlost 40 m/s (Ma = 0.1176). Vlevo pro BDF a vpravo pro STDGM.
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Obrázek 13: Rozložeńı tlaku (v bezrozměrných jednotkách) v r̊uzných časových okamžićıch
(v sekundách) postupně od shora v t = 0.0458s, 0.0706s, 0.0954s, 0.1202s, které jsou
vyznačeny v grafech na obrázku 9, pro náběžnou rychlost 40 m/s (Ma = 0.1176). Vlevo
pro BDF a vpravo pro STDGM.
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Obrázek 14: Zobrazeńı frekvenčńı analýzy pro posunut́ı a úhel natočeńı profilu postupně
od shora pro náběžné rychlosti 10, 20, 30, 35, 37.5 a 40m/s.
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(kHH a kαα), které byly zvětšeny tiśıc krát. Všechny experimenty byly provedeny pomoćı
STDGM-p2q1, protože se ukázalo, že tato metoda je stabilněǰśı a lze pomoćı ńı provést ex-
perimenty s Reynoldsovým č́ıslem až 107, zat́ımco pomoćı BDF-p2q2 metody bylo možné
provést tyto experimenty s Reynoldsovým č́ıslem okolo 104, což je pro praktické př́ıpady
málo. Na obrázćıch 15 - 19 je vyobrazeno rozložeńı Machova č́ısla (Ma), na obrazćıch 20
- 23 je pro vybrané experimenty zobrazeno rozložeńı tlaku, hustoty a teploty. Vid́ıme zde
rázové vlny, mezńı vrstvu a úplav s v́ırovou řadou. Výsledky na obrázćıch 15 - 16 resp.
17 - 18 resp. 19 byly vypočteny na triangulaci uvedené na obrázku 28 resp. 29 resp. 30 a
výsledné grafy posunut́ı a úhlu rotace profilu jsou zobrazeny na obrázku 24 resp. 25 resp.
26. Tyto triangulace, adaptivně zjemněné v okoĺı rázových vln, v mezńı vrstvě a úplavu,
byly vytvořeny pomoćı programu ANGENER (viz [4]).
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Obrázek 15: Rozložeńı Machova č́ısla v r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) pos-
tupně od shora v t = 0.0, 0.00049, 0.00098, 0.00147, které jsou vyznačeny v grafech na
obrázku 24, pro náběžnou rychlost 408 m/s (Ma = 1.2). Vlevo pro Re = 104 a vpravo pro
Re = 105.
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Obrázek 16: Rozložeńı Machova č́ısla v r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) pos-
tupně od shora v t = 0.0s, 0.00049s, 0.00098s, 0.00147s, které jsou vyznačeny v grafech
na obrázku 24, pro náběžnou rychlost 408 m/s (Ma = 1.2). Vlevo pro Re = 106 a vpravo
pro Re = 107.
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Obrázek 17: Rozložeńı Machova č́ısla v r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) pos-
tupně od shora v t = 0.0s, 0.00029s, 0.00058s, 0.00087s, které jsou vyznačeny v grafech
na obrázku 25, pro náběžnou rychlost 680 m/s (Ma = 2.0). Vlevo pro Re = 104 a vpravo
pro Re = 105.
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Obrázek 18: Rozložeńı Machova č́ısla v r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) pos-
tupně od shora v t = 0.0s, 0.00029s, 0.00058s, 0.00087s, které jsou vyznačeny v grafech
na obrázku 25, pro náběžnou rychlost 680 m/s (Ma = 2.0). Vlevo pro Re = 106 a vpravo
pro Re = 107.
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Obrázek 19: Rozložeńı Machova č́ısla v r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) pos-
tupně od shora v t = 0.0s, 0.00039s, 0.00078s, 0.00117s, které jsou vyznačeny v grafech na
obrázku 26, pro náběžnou rychlost 1020 m/s (Ma = 3.0). Vlevo pro Re = 104 a vpravo
pro Re = 105.
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Obrázek 20: Rozložeńı tlaku (vlevo v bezrozměrných jednotkách) a hustoty (vpravo v
bezrozměrných jednotkách) v r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) postupně od
shora v t = 0.0s, 0.00049s, 0.00098s, 0.00147s, které jsou vyznačeny v grafech na obrázku
24, pro náběžnou rychlost 408 m/s (Ma = 1.2) a pro Re = 107.
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Obrázek 21: Rozložeńı tlaku (vlevo v bezrozměrných jednotkách) a hustoty (vpravo v
bezrozměrných jednotkách) v r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) postupně od
shora v t = 0.0s, 0.00029s, 0.00058s, 0.00087s, které jsou vyznačeny v grafech na obrázku
25, pro náběžnou rychlost 680 m/s (Ma = 2.0) a pro Re = 107.
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Obrázek 22: Rozložeńı teploty ve stupńıch Celsia. Vlevo pro Re = 107 a náběžnou rychlost
408 m/s (Ma = 1.2) v r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) postupně od shora v t =
0.0s, 0.00049s, 0.00098s, 0.00147s, které jsou zobrazeny v grafech na obrázku 24. Vpravo
pro Re = 107 a náběžnou rychlost 680 m/s (Ma = 2.0) v r̊uzných časových okamžićıch
postupně od shora v t = 0.0s, 0.00029s, 0.00058s, 0.00087s, které jsou zobrazeny v grafech
na obrázku 25.
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Obrázek 23: Rozložeńı teploty ve stupńıch Celsia pro Re = 105 a náběžnou rychlost
1020 m/s (Ma = 3.0) v r̊uzných časových okamžićıch (v sekundách) postupně od shora v
t = 0.0s, 0.00039s, 0.00078s, 0.00117s, které jsou zobrazeny v grafech na obrázku 26.
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Obrázek 24: Pr̊uběh posunut́ı a úhlu rotace pro náběžnou rychlost 408m/s (Ma = 1.2).
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Obrázek 25: Pr̊uběh posunut́ı a úhlu rotace pro náběžnou rychlost 680m/s (Ma = 2.0).
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Obrázek 26: Pr̊uběh posunut́ı a úhlu rotace pro náběžnou rychlost 1020m/s (Ma = 3.0).
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Obrázek 27: Triangulace č.1 s počtem 17158 element̊u.

Obrázek 28: Triangulace č.2 s počtem 18162 element̊u.

Obrázek 29: Triangulace č.3 s počtem 45856 element̊u.
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Obrázek 30: Triangulace č.4 s počtem 42821 element̊u.

129



11 Závěr

V této práci jsme se nejprve věnovali formulaci a teoretické analýze úplné časoprostorové
nespojité Galerkinově metodě (STDGM) pro skalárńı konvektivně difuzńı rovnici s ne-
lineárńı konvekćı a nelineárńı difuźı. Pro tuto metodu byl odvozen odhad chyby v L2(H1)−
a L2(L2)− normě. Nicméně odhad chyby pro L2(L2)− normu je suboptimálńı. Daľśı ćıl
práce v této oblasti je odvozeńı optimálńıho odhadu i pro L2(L2)− normu.

V daľśı části práce jsme se věnovali numerické simulaci interakce stlačitelné vazké
tekutiny a vibruj́ıćıho profilu se dvěma stupni volnosti. Prouděńı tekutiny bylo popsáno
pomoćı Navierových-Stokesových rovnic formulovaných za pomoćı ALE metody pro časově
závislé oblasti. Vibrace profilu byly popsány pomoćı systému obyčejných diferenciálńıch
rovnic druhého řádu, jejichž řešeńı určovalo posunut́ı H ve vertikálńım směru a úhel
natočeńı α profilu. Pro numerické řešeńı prouděńı tekutiny zde byly použity dvě metody, a
to semiiplicitńı nespojitá Galerkinova metoda (tzv. BDF) a také STDGM. Pro obě metody
byl popsán postup algoritmizace. Systém obyčejných diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćı po-
hyb profilu byl zde řešen pomoćı Runge-Kuttovy metody 2.̌rádu. Pro řešeńı velkých
ř́ıdkých soustav rovnic byla použita metoda GMRES s blokově diagonálńım předpod-
mı́něńım.

Popsané metody byly naprogramovány v jazyce C a za pomoćı OpenMP byl tento
program paralelizován pro zrychleńı výpočt̊u.

V závěrečné kapitole byly obě popsané metody použity pro řešeńı reálných př́ıpad̊u. Z
výsledk̊u numerických experiment̊u bylo patrné, že jsme dosáhli dobré shody s programem
NASTRAN, pomoćı kterého lze určit kritickou náběžnou rychlost, a také s výsledky z
článku [24], kde je řešen stejný problém pomoćı modelu nestlačitelného vazkého prouděńı
a konformńıch konečných prvk̊u. Z výsledk̊u je zřejmé, že stlačitelnost má malý vliv na
prouděńı s ńızkou náběžnou rychlost́ı proudu. Dále byly provedeny numerické simulace
interkace pro vysoké náběžné rychlosti. Zde se ukázalo, že stlačitelnost má již výrazněǰśı
vliv na řešeńı, a tedy použit́ı nestlačitelného modelu je již nevhodné. Na těchto př́ıkladech
byla ukázána robustnost obou metod, a to zejména STDGM, kdy byla simulována inter-
akce pro náběžnou rychlost 680m/s (Ma = 2.0) pro Re=107 a také pro náběžnou rychlost
1020m/s (Ma = 3.0) pro Re=105. Pro vyšš́ı náběžné rychlosti byla již STDGM nesta-
bilńı. Ćılem daľśı práce bude zlepšeńı modelu, aby bylo možné simulovat problémy pro
vyšš́ı náběžné rychlosti. Týká se to hlavně zahrnut́ı turbulentńıho modelu. Z hlediska
programováńı by bylo dobré zabývat se hybridńı paralelizaćı za pomoćı OpenMP a MPI.
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[4] V. Doleǰśı: ANGENER V3.0,
http://www.karlin.mff.cuni.cz/˜dolejsi/angen/angen.htm , Matematicko-fyzikálńı
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[36] D. Schötzau, hp-DGFEM for Parabolic Evolution Problems. Applications to Dif-
fusion and Viscous Incompressible Fluid Flow, PhD Dissertation ETH No. 13041,
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