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chyby ¢aso-prostorové nespojité Galerkinovy metody pro skaldrni nestaciondrni rovnice s
nelinearni konvekei a nelinearni difuzi.

Klicova slova: konvektivné-difuzni problémy, nespojitda Galerkinova metoda, interakce
tekutiny a vibrujiciho profilu, ALE metoda

Title: Discontinuous Galerkin method for solving compressible viscous flow
Author: Jan Cesenek
Department: Department of Numerical Mathematics

Supervisor: prof. RNDr. Miloslav Feistauer, DrSc., dr.h.c., Department of Numerical
Mathematics

Abstract: The subject of this PhD thesis is the numerical simulation of the interaction
of two-dimensional compressible viscous flow and a vibrating airfoil. We consider a solid
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1 Uvod

Zkoumani interakce proudéni s obtékanym télesem hraje v dnesni dobé dulezitou roli v
mnoha védnich oborech, jako je napt. letectvi (vibrujici kiidlo), stavebnictvi (interakce
vétru s mosty, televiznimi vézemi nebo chladicimi vézemi elektraren) nebo biomechanika
(studium proudéni v hlasivkach). Cilem zkoumdni interakce je studium chovéni télesa v
proudicim prostiedi, studium pusobicich sil na toto téleso (v piipadé elastického télesa i
studium deformace vlivem pusobicich sil) a pfedpovidéni a odstranéni nestabilit. Proto
tento obor je velmi vyznamny hlavné z technického hlediska (viz monografie Bisplinghoff
et al.[3], Dowell [11] a Naudasher and Rockwell [30]). Déle mé& tento vyzkum velky vyznam
pro provozni bezpecnost letadel a snizeni ceny redlnych experimentu. Z tohoto duvodu
je tento obor velmi rozvinuty a vyzkum v poslednich letech dosdhl znaénych vysled-
ka (napf. [38]), na rozdil od teoretickych. Hlavnimi duvody, pro¢ neexistuje dostatetné
mnozstvi teoretickych vysledku, je matematickd slozitost tohoto problému zpusobend
casovou zavislosti vypocetni oblasti a problém propojeni rovnic popisujicich proudéni
tekutiny a pohyb a deformaci elastického télesa. Muzeme zminit napt. praci [31], kterd se
vénuje fesitelnosti Navierovych-Stokesovych rovnic v ¢asové zavislé oblasti, a prace [21],
[22] a [23], kde je studovéna interakce vazké tekutiny s elastickym télesem.

Hlavni pozornost bude vénovana numerické simulaci interakce stlacitelného vazkého
proudéni s vibrujicim profilem. Z hlediska letectvi je velmi dulezité simulovat proudéni
zpusobujici vibrace profilu k urceni nestabilit, které vedou k nezddoucimu rozkmitani.

Siroce vyuzivané komeréni programy, jako jsou NASTRAN, FLUENT nebo ANSYS,
umoznuji fesit pouze specialni problémy z aerolelasticity nebo hydroelasticity. Pomoci
programu NASTRAN lze pouze urcit kritickou nabéznou rychlost proudu, pii které jiz
nedochazi k tlumeni vibraci, ale pomoci tohoto programu jiz nelze zjistit chovani vibraci
profilu pro vyssi nabézné (nadkritické) rychlosti, kdy dochazi ke kmiténi s velkymi am-
plitudami.

Existuji dva hlavni pfistupy k simulaci interakce proudéni s télesem. Prvni piistup
fesi rovnice proudéni a interakci télesa zaroven pomoci jednoho feSice. Druhy pristup
fesi rovnice proudéni a interakci télesa oddélené pomoci rozdilnych fesicu, kdy je mozné
fesit rovnice proudéni a rovnice interakce télesa ruznymi a ziejmeé i efektivnéjsimi tech-
nikami, které byly vyvinuty specidlné bud pro rovnice proudéni, nebo rovnice interakce.
My budeme vyuzivat druhy pfistup.

Pro nizké nabézné rychlosti 1ze pouzit jednodussi model nestlacitelného vazkého prou-
déni, kdy stlacitelnost vzduchu ma na vysledky maly vliv. Tento vliv ale s rostouci
nabéznou rychlosti proudu roste a pro realné situace je vhodné pouzit model stlacitelného
vazkého proudéni. Pti feSeni rovnic stlacitelného vazkého proudéni se ukazuje, ze klasické
metody, jako je metoda konecnych diferenci, metoda koneénych objemu nebo i standartni
metoda konecnych prvki, neposkytuji vzdy dostatecné presné numerické feseni. Ukazuje
se, ze vhodnd metoda pro zminény problém je nespojita Galerkinova metoda (DGFEM).
U této metody jsou mozné dva hlavni piistupy.

V prvnim piistupu v diskretizaci nestacionarnich problému se pouziva tzv. prostoro-
va semidiskretizace, kdy aplikujeme diskretizaci na prostorové proménné, ale ¢as zatim
nechavame spojity. Tento postup vede na velky systém obycejnych diferencialnich rovnic,
ktery muze byt fesen pomoci vhodného numerického fesice (napt. Runge-Kuttovy metody,



ktera je ale podminéné stabilni). Ukazuje se ale, Ze pro feSeni rovnic proudéni je vhodnéjsi
aplikovat implicitni nebo semi-implicitni metodu (napt. [35], [19], [7], [9]). Bohuzel tyto
metody maji nizky rad presnosti v ¢ase. Vhodna metoda vyssiho tadu v case, kterd je
nepodminéné stabilni, je tzv. backward difference formula (BDF) (napf. [7], [10]). Druhy
pristup, kdy aplikujeme diskretizaci pomoci nespojité Galerkinovy metody jak v prostoru,
tak i v case, je tzv. uplnd ¢asoprostorova nespojita Galerkinova metoda (space-time dis-
continuous Galerkin method (STDGM)). Pomoci tohoto schématu dostdvame numerické
schéma vyssiho rfadu presnosti jak v prostoru, tak i v case.

Puvodni DGFEM byla uvedena v [33] jako numerickd metoda pro feSeni neutronové
transportni rovnice. Prvni analyza této metody byla provedena v [29] a pozdéji vylepsena
v [27]. Casova DG diskretizace byla uvedena a analyzovana v [12] pro feseni obycejnych
diferencialnich rovnic. V [1], [13], [14], [36] a [37] je TeSena parabolickd rovnice za pomoci
konformnich konecnych prvku v prostoru kombinovanych s ¢asovou diskretizaci. Prace
[26] a [39] jiz pouzivaji STDGM na ¢asoprostorové oblasti.

V této dizertacni praci se budeme nejprve v kapitole 4 zabyvat odvozenim odhadu
chyby casoprostorové nespojité Galerkinovy metody problému z kapitoly 2 s nelinearni
konvekei a nelinearni difuzi. Tento problém s linedrni difuzi byl fesen v [20]. Nicméné
pro nelinearni difuzi postup pouzity v [20] neni vhodny. Proto v této praci pouzijeme
jiny pristup k feseni problému s nelinedrni difuzi. V kapitole 5 vyjadiime odhad chyby
za pomoci parametru h a 7 prostorové a casové sité. V kapitole 7 nejprve uvedeme
Navierovy-Stokesovy rovnice popisujici stlacitelné proudéni a ukézeme, jak tyto rovnice
prevedeme na tzv. bezrozmérny tvar, s kterym se lépe pracuje. Dale casovou zavislost
vypocetni oblasti vezmeme v ivahu pomoci ALE (arbitrary Lagrangian-Eulerian) metody
a Navierovy-Stokesovy rovnice prevedeme na ALE tvar. Na zavér této kapitoly uvedeme
rovnice popisujici pohyb profilu, které budou predstavovat interakeci profilu s obtékanym
plynem. V kapitole 8 nejprve popiseme postup pro semidiskretizaci v prostoru. Potom nej-
prve ukazeme postup feseni pomoci semiimplicitniho schématu a metody BDF na ¢asove
zavislych oblastech a nasledné i postup pouziti uplné ¢asoprostorové nespojité Galerkinovy
metody rovnéz na casové zavislych oblastech. V kapitole 9 popiSeme postup algoritmizace
téchto dvou zminénych metod pro pocitacovou realizaci. V kapitole 10 nejprve popiseme
program, pomoci néhoz byly vypocitany vSechny piiklady, a potom uvedeme numerické
vysledky, které byly dosazeny obéma metodami v redlné situaci pro nizké ndbézné rychlosti
fesené jiz v [24] pomoci metody koneénych prvku s vhodnou stabilizaci. V zavéru této
kapitoly ukazeme robustnost téchto metod, a to zejména STDGM fesenim redlnych situaci
stlacitelného vazkého proudéni pii vysokych nabéznych rychlostech proudu s velkymi
Reynoldsovymi cisly.



2 Formulace skalarniho modelového problému

Uvazujme nasledujici nestacionarni nelinearni konvektivné-difuzni problém: Najdéte u :
Qr = Q2 x (0,T) — IR takové, ze:

d
a) % + ; agij) —div(BW)Vu) =g v Qr, (2.1)
b)  ulaax,r)= up,

c)  u(z,0)=u’(z), €

Piedpokladejme, 7ze oblast Q C IR?, d = 2,3 je omezend polygonalni (pro d = 2)
resp. omezend polyhedralni (pro d = 3) oblast s lipschitzovsky spojitou hranici I'p = 092,
T > 0. Necht ddle g : Qr — IR,up : 02 x (0,T) — IR a u’ : Q — IR jsou dané
funkce a f, € C'(IR),s = 1, ..., d jsou dané nevazké toky. Bez Gijmy na obecnosti mizeme
predpokladat, ze fs(0) = 0,s = 1,...,d, protoze %fs(u) = %(fs(u) — fs(0)), a tudiz
misto fs(u) muzeme uvazovat fs(u) := fs(u) — fs(0). Ddle predpokladejme, ze funkce 3
spliiuje nasledujici podminky

B IR — [Bo, ], 0 < By < B < oo, (2.2)
18(u1) — B(uz)| < Lg|lug — us|, Yuy,us € IR. (2.3)
Navic predpokladejme, ze slabé feSeni u je dostatecné regularni, tedy
O & L2((0.7) B (@), (24
IVu)|| ooy < Cr pros.v.t € (0,7) (2.5)

pro celé p > 1. V diisledku (2.4) mame u € C(Q x [0,T]).
Budeme pouzivat nasledujici standartni znaceni prostoru funkci. Jestlize €2 je omezena
oblast, potom definujeme Lebesgueovy prostory nasledujicim zpusobem:

L>*(Q) = {méfitelné funkee @; @]l oo () = €SSUPLeq 9| < oo} :

1/2
L*(Q) = {méfitelné funkee @; (9]l 12(q) = (/ o] dx) < oo}
Q

a Sobolevovy prostory

1/2
a 112
HAQ) = e L) lelme = | D ID%¢ll720 <00 o,
lo| <k
se seminormou

1/2

a 112

“P‘Hk(g) = Z |1D ‘PHL?(Q)

|a|=k

7



Navic budeme pouzivat Bochnerovy prostory. Nechf X je Banachtv prostor s normou
|-l & seminormou |-, a necht s je pfirozené ¢islo. Potom definujeme (viz. napf. [18]):

C([OuT]7X) = {(,0 : [OuT] - X7 SpOjité, ||SOHC([O,T];X) = SE)%} ||(p||X < OO} ’
te|0,
T
B@ﬂX)z{wﬂﬂ»+xmmmwm@mmzfumi&<m}
0

T s 2

2

H*(0,T:X) :/ > dt < OO}-
0 a=0 X

0%
ot

H*(0,T; X) = {@ € L*(0,T; X); |l¢|

Navic zna¢ime

|¢|C([07T};X) = sup ¢y,
te[0,7

T 1/2
2
W‘B(O,T;X) = (/0 ‘90|X dt) )
1/2
T as(p 2
“P‘HS(O,T;X) - dt :
0 X

ots
Dale, je-li J interval, pak P9(.J, X') bude znacit prostor vsech funkef tvaru Y 7, t'v;, kde
v; € X proi = 0,...,q. Symbolem (.,.) budeme znacit skaldrn{ soucin v prostoru L?(),
.

(6,4) = A¢wm:pm¢¢eL%m.



3 Diskretizace skalarniho modelového problému

Abychom mohli provést diskretizaci v case, uvazujme déleni 0 = tg < t; < ... < ty =
T ¢asového intervalu [0, T]. Oznacme I, = (tm_1,tm), Im = [tme1stm)s Tm = tm — tm-1,
pro m=1,... M, Qr =Q x (0,7). Oblast Q x I,,, bude tzv. m-td ¢asovd vrstva. Z toho
jiz plyne, ze

M
0,7] = U I, I,NIL, =0 prom #n. (3.1)

m=1

Déle pro funkei ¢ definovanou v UY_, I, zavddime nésledujici znaceni:

o = pltn) = Jim (1), (32)
{etm =0m — om (3:3)

Obecné pro kazdy casovy interval I,,, definujeme 73, (h > 0) jako déleni uzavéru
Q oblasti ©Q na koneény pocet uzavienych trojihelnikii K (pro d = 2) resp. ¢tyistént
(pro d = 3) s navzdjem disjunktnimi vnitiky. Pak 7}, ,, nazyvame triangulaci oblasti €
a K elementy (prvky) triangulace 7j, . Pro jednoduchost budeme déle predpokladat, ze
triangulace jsou ve vSech ¢asovych vrstvach identické, tedy 7, = 7, prom =1, ..., M.

Oznacme hx = diam(K) jako prumeér mnoziny K, h = maxger, hx , |K]| jako
Lebesgueovu miru elementu K a pg jako polomér nejvétsiho kruhu (koule) vepsaného
do K. Elementy triangulace 7, = {K;};c; ocislujeme tak, ze I C Z+ = {0,1,2,3,...} je
vhodnd indexovd mnozina. Jestlize pro dva elementy K; # K; ma mnozina 0K, N 0K
kladnou (d — 1)-rozmérnou miru, nazyvame tyto dva elementy sousedy. Pak v tomto
piipadé znacime I';; = I'j; = 0K; N 0Kj.

Pro kazdé i € I definujeme mnozinu s(i) = {j € I; K; je soused K;}. Hranice 02 je
tvofena koneénym poctem stran (resp. stén) elementu K; prilehlych k 0€). Tyto strany
(resp. stény) oznacime S;, kde j € I, C Z= = {—1,—-2,-3,...}, a definujeme mnozinu
vp(i) = {j € I;; S; je strana (resp. sténa) K;}, I';; = S; pro K; € T}, takové, pro které je
S; C 0K, j € Ip. Pro element K;, ktery nenf hrani¢nim elementem, pokladdme vp (i) = §.
Ziejmeé plati, ze s(i) Nyp(i) = @ pro libovolné ¢ € I. Pokud oznacime S(7) = s(i) U~yp(i),
pak muzeme psat

0K, = | J Ty, oKk;noa= |J Ty
jes(@) J€vp (i)
Déle pouzivame nasledujici znaceni: n;; = ((ni)1, ---, ejsi
k OK; na hrané I';; (n;; je konstantni vektor na I';;), h(I';;) = |I';;| = (d—1)-dimenzionalni
Lebesgueova mira I';;.
Na triangulaci 7, definujeme prostor:

HYQ,Th) = {v; vl € HYK) VK € T,}. (3.4)

Seminormu na tomto prostoru definujeme vztahem



0z = (Z W\iﬂv(K)) . ve HYNQT). (3.5)

KeTy,

Pro v € HY(Q,7;,) zavddime oznacent:

U|Fij_ = stopa v, na Iy, (3.6)
vlp, = stopa U\Kj na I';;,
1
<U>rij = §(U|rij + v rji)v

definujici stopu, prumeér a skok stop funkce v na I';; = I'j;. Je zfejmé z téchto definic, ze

(Wi, = @, (3.7)
[U]sz = _[,U]Fji’
[olryny = [v]rm

Pro jednoduchost zapisu budeme pro skok a prumeér index I';; vynechavat. Déle definujme
S7 jako prostor obecné nespojitych po ¢éastech polynomidlnich funkei, ktery je definovan
takto:

SP = {v e LX(Q); v, € PP(K) VK € Tp}, (3.8)

kde p je kladné celé ¢islo a PP(K) je prostor polynomu na elementu K stupné < p.
Jestlize u, v, ¢ € H*(Q,73), pak definujeme nasledujici formy

ap(u,v,p) = Z u)Vou - Ve dx (3.9)

el

-y Z / ) nsle] dS

i€l jes(i) Tij
Jj<i

— HZZ/ ) - mv] dS

i€l jEs(d)
7<i
= z/ W)V - nijp dS
i€l jeyp(i)
-0 Y [ svengeds
i€l jeyp(i) T

+ GZ Z / uw)Vo - n;jup dS,

i€l jeyp(i) ¥

10



bn(u, ) = —Z/ Zfs (3.10)

el K; s=1
DI O (TSR IERE
el Jes(Z)
+ Z Z / u|F_,u|F_,n”)gpdS
el ]E’YD(Z
C’
Mwe) = 33 s | el as (311)
el sz(;)
+ Z Z / up dS,
1€l ]E’YD(Z L
Ap(u,v,0) = ah(u v, ¢) +50Jh(u ®), (3.12)
C
() = +5OZ Z h W / up @ dS, (3.13)
el JE€EYD (7, 1—‘lJ

kde Cy > 0 je vhodné zvolena konstanta. Pro volbu 6 = 1 resp. § = 0 resp. § = —
dostavame symetricky (SIPG) resp. nekompletni (IIPG) resp. nesymetricky (NIPG) tvar
difuzniho ¢lenu. Déle predpokladdme, ze funkce H (u, v, n) , tzv. numericky tok vystupujici
ve formé by, spliuje nésledujici podminky (H):

1. H(u,v,n) je definovan v IR? x By, kde By = {n € IR |n| = 1}, a je lipschitzovsky
spojity v proménnych wu, v:

|H(u,v,n) — Hu*,v*,n)| < Ly(lu—u*|+|v—2") (3.14)

u,v,u”,v* € IR, n € By.

2. H(u,v,n) je konzistentni:
H(u,u,m) =Y fou)n, w€lR, n=(n,..,ng) € By, (3.15)

3. H(u,v,mn) je konzervativni:

H(u,v,n) = —H(v,u,—m) wu,v € IR, n € By. (3.16)

Z predpokladu (3.14) a (3.15) plyne, ze funkce fs, s =1, ...,d jsou lipschitzovsky spojité
s konstantou Ly = 2Ly.
Za predpokladu, ze fs(0) =0 pro s = 1,...,d, plati:

H(0,0,m) =0 Vn € B. (3.17)

Na prostoru H*(€2,7) definujeme nasledujici normu
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1/2
lelpe = (Zwﬁmﬁh(@,@) , kdep e HY(Q,Tp).  (3.18)

el

3.1 Diskrétni problém
Definujme IT jako L?(Q2)-projekci na prostor S¥. Tzn., ze jestlize ¢ € L*(Q2), potom Ilp €

ST oa
(e —¢,§) =0 Ve S (3.19)

Necht p,q > 1 jsou piirozena ¢isla. Potom piiblizné feseni problému (2.1) budeme hledat
v prostoru

q
Spe = {so € LXQr); ¢l = thoi, kdey, € Sﬁ} . (3.20)
i=0
Déle budeme pouzivat oznaceni U = %—(tj au = %.

Definice: Rekneme, ze funkce U € Sﬁ:Z je priblizné feseni problému (2.1), jestlize spliuje

/ ((Ulv @) + Ah(Uv Uv @) + bh<U7 @)) dt + ({U}m—l 730;17—1—1)

Im

= / Ih(p)dt Ve e Syl vYm=1,.., M, (3.21)

Im

U(-) = Uy =T’.

Podobné jako v [20] 1ze dokdzat, ze presné dostatecné regularni feseni u spliuje rovnici

(@0 + Anfusu) + b)) dt+ (b, )

I m

= / In(p)dt Vo e Syl Ym=1,.. M. (3.22)

Im

12



4 Odhad chyby

4.1 Neékteré pojmy a pomocna tvrzeni

Pro analyzu chyby budeme pouzivat S} ?-interpolaci 7 funkce v € C([0, T]; L*(Q)) defi-
novanou nasledujicim zpusobem

a) mveSl (4.1)
b)  (mv)(tm—) = Iv(tm—),
c) / (mv —v, ") dt =0 Vy* e S,’Z:z_l, m=1,..., M.

Im

K dukazu existence a jednoznac¢nosti projekce 7 : C'([0,T7; L*(Q)) — Shd nejprve zavedeme
nasledujici definice.
Legendrovy polynomy na (—1,1) jsou definovany vztahy

Lo(ﬁ) - 1,
Ll(/ﬁ) = 197
2141 1
Lin(¥) = S 9L(0) — - Lina(9).

Indukei 1ze ukazat, Ze polynomy L; jsou L?-ortogonalni na (—1,1) a spliuji L;(1) = 1.
Nakonec definujme projekci 7:

a)  #be PY—1,1;57), (4.2)
b)  (70)(1-) =1Io(1-),

1
c) / (70 —0,¢%) dI =0 Ve* € PIH—1,1; SP).

1

Lemma 1 Projekciw lze jednoznacné vyjadrit za pouZiti Legendrovych polynomai nasledujicim
zpusobem. Pro v € C([—1,1]; L*(R2)) mdme

q—1 q—1
7= > L +< Z@Z> - (4.3)

=0 %

kde

> iy Li, i €S (4.4)
1=0

Dukaz. Nejprve ukazme, ze 70 definované v (4.3) a (4.4) spliuje (4.2). Je zreJme ze

F0 € PU-L 1S a w(1-) = S0 6 L1) + (6(1) — Y00 0)L,(1) = S0 o +

13



1) = 3290 ; = ITo(1). Dale zvolme libovolné w € SP a k < ¢. S vyuzitim (3.19), (4.3)

o (
(4.4) postupné dostaneme

a

= /1 <_§: i Li + (H@(l) -y v) Lq,ka> d = (4.5)

1 =

diky ortogonalité polynomu L;.

Nyni je tieba dokazat jednoznacnost. Predpoklddejme, ze existuji 0y, 0y € P(—1,1;57)
spliujici (4.2)b) a (4.2)c). Z (4.2)b) plyne, ze 0;(1—) = 02(1—) € S7. Potom existuje
w e PI7(—=1,1;57) takové, ze 01(0) — 09(¥) = (¢ — 1)w(¥). Z (4.2)c) pak plyne, ze

1

0= / (62(9) — (9, @(9)) 40 = / (0 — 1) la(O)|? do. (4.6)

1 -1
Vzhledem k tomu, ze funkce (0 — 1) [|@(0)||* je spojitd a zaporna na intervalu (—1;1),

potom plati, ze ||w(9)||* = 0 pro vsechna ¥ € (—1,1), a tedy @ = 0.
|

Nyni pokud definujeme zobrazeni @Q,, : (—1,1) — I, = (t;—1, t;n) takové, ze

Q) = tm”m;“%m, g€ (1,1,

potom muzeme definovat

(m)l;,, = (F(voQm))oQy"

Je ziejmé, ze takto definovand projekce m spliuje (4.1). Vzhledem k tomu, ze 7 je defi-
novano jednoznacné, dostavame i jednoznacnost projekce m. Navic plati

(o)l = =), - (4.7)

V dalsim budeme déle predpokladat, ze triangulace je tzv. requldrni a lokdlné kvaziu-
niformni. Existuji tedy konstanty Cp,Cz > 0 takové, ze

h

p—K <Oy, KEeET, he(0h), (4.8)
K

hix < Cohys, pro sousedni elementy K, K' € T, (4.9)

a existuje takova kladna konstanta Cr, ze

CThKi < h(F”) < hKi, kdei e I,j € S(Z) (410)

Daéle budeme potiebovat nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 2 (Multiplikationi véta o stopdch) Ezxistuje konstanta Cyy > 0 nezdvisld na v, h
a K takova, Ze

ol2(0m) < Cor (10l z2gaey 1olsgaey + A ol ) (4.11)
ve HYK), K € Ty, h € (0, ho).
Diikaz je proveden napfi. v [8].

Tvrzeni 3 (Inverzni nerovnost) Existuje konstanta C; > 0 nezdvisld na v, h a K takovd,
ze plati

0]y < Crhg [0l oy, v € PP(K), K € Ty, b€ (0, ho). (4.12)
Pro dukaz odkazujeme ¢tendie na [2].
Tvrzeni 4 FExistuje konstanta Cy;p > 0 nezdvislda na v, h a K takovd, Ze plati
hic 0oy < Cott [0l2agey . v € PPK) K € Toh € (0, o). (4.13)

Diikaz. Vyjdeme z tvrzeni 2 a [v] ) odhadneme podle (4.12) z tvrzenf 3 a dostaneme

2 — — 2
0e0m) < Cor (10l Crhz! 10l zsqae + bR 10132 )
_ 2
= hchM(CI +1) HUHL2(K) )

z ¢eho jiz pro volbu Cy; = Cp(Cyr + 1) plyne (4.13).

Tvrzeni 5 FExistuje konstanta Co > 0 nezdvisld na v, h a K takovd, Ze

hic 10122 01c) < Co (I10l2a0ae) + ik [0l e ) (4.14)
ve H (K),K €T, he€(0,h).

Dikaz. Vyjdeme z tvrzeni 2 a s vyuzitim Youngovy nerovnosti dostavame

2 2
hac 1o132qarcy < Car (1101 2) e o1y + N0l )
2 2 2 2 2
< Cor (10l Eague) + i ol ey + Nl ) < Co (Ilollzaey + i ol )

kde Cp :=2C),.

Tvrzeni 6 FExistuje konstanta C > 0 nezdvisld na v, h a K takovd, Ze

hic 1901010y < O (1030, + P 1ol ) (4.15)
ve HYK),K € Ty, he(0,h).
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Dikaz. Ziejmé z predchoziho tvrzeni.

Definice: Rekneme, 7e pro libovolné y € I, je funkce Gy € Sﬁ:g diskrétni charakteristicka
funkce k funkei € € Sp"1 v bodé y, jestlize spliiuje nasledujici podminky:

/I (G ) dt = / (6.0) dt Ve S, (4.16)

tm—1
Gltm1) = (1) (4.17)
Pro existenci a jednoznacnost funkce ¢, dokdzeme nejprve nasledujici dvé lemmata.

Lemma 7 Necht 7 > 0. Zvolme libovolné, ale pevné t € (0,7). Potom pro libovolné
p € P10, 1) existuje pravé jedno p € P10, 1) splnugici

/Tﬁz dv = /tpz dy Vze PTY0,7), (4.18)
p(0) = p(0).

Zobrazeni 1@ :p—p o PIU0,T) je linedrni, spojité a existuje konstanta C'q zavisld pouze
na q takovd, Ze plati ||p — pll 2.1y < Cq Pl 12ty Navic

1Bll 20,7 < (1 + C) 1Pl 20,7y - 4.19)

(
Dikaz. 1. Nejprve dokdzeme existenci a jednoznaénost funkce p. Jelikoz p € P4(
muzeme pro dané p hledat p ve tvaru p(d) = >0 ¢0". Z (4.18) je ziejmé, ze p(
p(0) = ¢o. Protoze funkce 97, j = 0, ..., ¢ — 1 tvoii bazi prostoru P7~1(0, 7), potom z (
pro libovolné j =0, ...,q — 1 mame

t
/ Zcmw dy = / p¥ dv (4.20)
0

=0
t T
& Zci/o it dﬁ:/opﬂ’ dﬁ—co/o ¥ Ay,
=1

Polozme a;; = [J9™ dv a by = [ p¥? dv — ¢ [7 97 9. Jelikoz matice A = (ay),
kterd je tvofena skalarnim sou¢inem bazovych prvki ¢/ (je to tzv. Grammova matice),
je regularni, a tedy soustava Ac = b ma jednoznacné teseni. Tim je dokdzana existence a
jednoznacnost funkce p.

2. Linearita zobrazeni je ziejmd. Nyni ukdzeme spojitost. Protoze p(0) = p(0), potom
muZzeme psat, ze p — p = 9p, kde p € P971(0,7). S vyuzitim (4.18) pro libovolné z €
P70, 7) mame

T T T t T
/ﬁpzdﬁ = /(ﬁ—p)zdﬁ:/ﬁzdﬁ—/pzdﬁ—/pzdz?
0 0 0 0 t

= —/ pz dd. (4.21)
¢

0,7),
0) =
4.18)
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Protoze prostor P771(0,1) je kone¢né-dimenzionalni a vyrazy

1 1 1
/ p? dz, / zp*de a / 22 p* do (4.22)
0 0 0

jsou normy na prostoru P471(0, 1), potom z véty o ekvivalenci norem na kone¢né-dimenzionalnim
prostoru plyne, Ze existuji konstanty C,; a C,o zavislé pouze na ¢ takové, ze

1

1
qu/ p?dr < rp? dz pro Vp e PT7H0,1), (4.23)
0

1
ng/ 2?2 p*de < p* dr pro Vp € PTH(0,1).
0

/
/

Ponévadz 22 < 1 pro z € [0, 1], mdme C,p = 1. Jestlize polozime z = g a pouzijeme vétu

o substituci, dostaneme

Ca T / prdy < / Ip> dd  pro Vp € P70, 1), (4.24)
0 0
/ P p2dd < 7‘2/ p° d¥ pro Vp € P10, 1).
0 0

Nyni v (4.21) polozme z := p. S vyuzitim (4.24), (4.21) a Cauchy—Schwarzovy nerovnosti
dostaneme

o (a0 < /ﬂﬁzdﬁ:_/wgw pde 2 v
0 0 t t t
W ; dW .

t 0

IA

Tud'iz

(Cp 7)° / P2 do < / p? dv,
0 t

z ¢ehoz s vyuzitim (4.24) méme

¢ [ G-pra=ci [ o
0 0
< (Cp7)° / P dY < / p* do. (4.25)
0 t

Celkové tedy mame
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- - 1
1P 20, < 1P = Pllz2go.r) + 1Pl 12007y < . 1Pl 22,7y + Pl £20,m)
q

< (14 Cy) lIpll 2019 -
kde
~ 1
c, = —.
q qu
i

V dalsich ivahdch budeme v prostoru P?(0, 7) uvazovat ortonormalni bazi {p,,(9)}? _,

zkonstruovanou tak, ze p,, € P™(0,7) pro m = 0,...,q. (Tato baze existuje v dusledku
ortogonaliza¢niho procesu baze {9™}7 _,.)

Lemma 8 Zvolme libovolné, ale pevnét € (0, 7). Potom k libovolné funkciv € P9(0,7;S})
ezistuje pravé jedna funkce © € P1(0,7;57) spliujict podminky

T t
/ (0,w) dt = /(v,w) dt Yw e P70, 7;57), (4.26)

0 0

0(0) = wv(0).
Napiseme-li funkci v ve tvaru v = gn:O PmUm, kde v, € S}, potom
q
b= > Pmlm, (4.27)
m=0

kde p,, = Jt(pm) a Uy je zobrazeni z lemmatu 7. Navic existuje kladnd konstanta Copy
zawvisla pouze na q takovd, Ze

[ b e < Co [ ol ar. (4.28)

Dikaz. 1. Nejprve ukdzeme, ze funkce ¢ definované predpisem (4.27) spliuje (4.26). Je
ziejmé, ze 0(0) = >0 _ P (0)vy = >0 i (0)vs, = v(0). Déle necht w € P10, 7; S%).
Tuto funkei mizeme vyjadiit ve tvaru w = S°4_§ p,(9)w,, kde w, € SP. Potom

/OT (5,w) dY = /0 (; ﬁm(ﬁ)vm,qz_l pnw)wn> a9

n=0

_ () [ Bl a() @0 = 33 (o) [ om@)p,0) a0
_ /0 t( pm(ﬁ)vm,ipn(ﬁ)wn> d9 — /0 ") 4 (4.29)



2. Dale dokdzeme jednoznacnost. Predpoklddejme, ze existuji funkce vy, 0, € P(0,7;.5})
splitujici (4.26). Protoze 91(0) = 9,(0) = v(0), potom existuje w; € P47(0, 75 .57) takova,
ze 171(79) - 172(79) = 7911)1(19) Jelikoz

T T t
/ (01, w) d9 = / (D9, w) d = / (v,w) d¥ Vw € PTH0,7;57),
0 0 0

potom muzeme polozit w := w; a dostaneme

/ (1~)1 - 1~)2,’LU1) dv = / (ﬁwl,wl) dv :/ ﬁ(wl,wl) dv = 0.
0 0 0

Vzhledem k tomu, ze funkce 9 |lw;(9)]|* je spojitd a kladnd na intervalu (0,7), potom
plati, ze |[wy(9)]* = 0 pro viechna 9 € (0, 7). Tudiz w; (9) = 0 a z toho plyne, ze ¥ = s.

3. Postupné s Vyuiitim Fubiniho Véty, Cauchy-Schwarzovy nerovnosti, nerovnosti (4.19),
nerovnosti 7. a;a; < (¢ + 1) Y27 af a ortonormality funkef p,, méme

Z/ 0511,y A0 = Z/ (/ )dx) v

iel el
= Z Z / Prn (0 dﬁ/ (Vo - Vo) de
i€l m,n=0 @
< Z Z ||pm||L2(0,T) ||pn||L2(0,T) |UM|H1(K i)
i€l m,n=0
) q
< (1+Cq)2z Z ||Pm||L2(o,T) ||pn||L2(0,'r)|vm|H1
i€l mn=0
< (1+C)*(q+1) ZZHPmHH 0,7) |Um|H1(K
i€l m=0
= CCHZZ/ P2, (0 dﬁ/ Vo,|* dz
1€l m=0
= Cen Y Z / P (0)p (¥ dﬁ/ (VU - V) da
i€l mn=0
= CCHZ/ (/ (Vv - Vo) dx) dﬁ:CCHZ/O 017 k) A0,
el 1€l

(4.30)

kde jsme polozili Coi = (1 + C,)%(q + 1). Podobnym zptisobem ukazeme, ze
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zz/(/

5]2 dS) v

-2 | ( mDILELEAIRACE ds) v

j<’L

Y Y Y / P (0) 0119/F h(crvjj)[“m”“"] as

i€l jes(i) mn=0 ij
J<i

q

CW
Z Z Z ||pm||L2 0,7) HanL2 0,7) |[Um]|L2(F |[Un]|L2 i)

<
i€l jes(i) mn= 0
i<i
q

Cw

< 4GP 30 sy Wl el ol lenl s,
€l Jei()mn =0
q
CW

< (1+C (g+1) Z Z Z HL2 0,7) |[Um]|L2(FZJ

i€l JES( ) m= 0

_ cCszz/pm dﬁ/ %Vj)[vm]zds

i€l jes(i) m=0
Jj<i

= XYY [ o) av | iy tonlen as

i€l jes(i) mn=0

J<i

. CCHZZ/ </ Cw ;Z:pm Yon]| an Y] dS) 0

i€l jeEs(i)
Jj<i

— CCHZZ/ < ]2 dS) dv.
i€l jes(i)

Obdobné ukazeme, ze

520 (e )
< CCH;ZE%Z / ( / 2ds) do.

Nyni jiz z (4.30), (4.31) a (4.32) dostdvame (4.28).
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Vzhledem k tomu, ze diskrétni charakteristicka funkce je translacné invariantni, potom
z lemmatu 8 plyne existence a jednozna¢nost funkce ¢, spliwjici (4.16), (4.17) a

/I 1P dt < Con / €3 d. (4.33)

kde konstanta Cepy je zavisla pouze na q.

4.2 Odvozeni nékterych odhadua
Chybu metody e = U — u si vyjadiime ve tvaru

e = £+n, kde
E=U—-mu , n=mu—u. (4.34)

Déle klademe &£ = UL — (mu)E, nt = (mu)f —uk, ny = (7u)y — uo = Iug — ug. Diky

m? m

tomuto pak po odecteni rovnic (3.21) - (3.22) plati, ze

/ (€20) + AU, U ) — An(u ) di+ (1€}, ois)

I m

- / (bu () — bu(U,0) — (12 9)) At — ({},1 05 ) V€ SP9. (4.35)

Im

prom = 1,..., M. Rozepisme si A,(U,U, p) — Ap(u,u, p) nasledujicim zpusobem:

AU, U, ) — Ap(u,u, ) =
= an(U, U, ) + BoJu(U, @) — an(u, u, p) — BoJn(u, @)
= an(U,U, ) — ap(U,u, @) + ap(U, mu, ¢) — ap(u, mu, @)
+ an(u, Tu, ©) — an(u, u, ©) + BoJn(&, ) + BoJn(n, #).- (4.36)
Pro nésledujici odhady budeme pottebovat tzv. Youngovu nerovnost, kde pro libovolné
a,b, e > 0 plati

b2
ab < 2ab < ea® + — (4.37)

Tato nerovnost plyne z nerovnosti 0 < (y/ea — %)2 Dale budeme pouzivat tzv. diskrétni
Cauchyho nerovnost: Pro libovolné a;, b; € IR, + = 1,...,n plati nerovnost

n n n
E ab; < E a? E b,
i—1 i=1 i=1

kterd plyne z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti pro skaldrni soucin vektoru a = (ay, ..., a,)
ab=(b,.... b).
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Lemma 9 Necht mdme libovolné funkce u,v € H*(2,7T;,). Potom plati
Jn(w,v) < (Jnlw,w)? (Jn(v, )2 (4.38)

Dikaz. Pro dukaz této nerovnosti nejprve vyuzijeme integralni a potom diskrétni Cauchyho
nerovnost. Tedy

Jn(u,v) = ZZ/ CW dS+Z Z / Cw uvdS

iel Jeé() i€l jeyp(i

1/2 1/2
< >y < [u]? dS) </F h(P-)[U] dS)
el JE&() ij v
1/2 o 1/2
+y 0 (/ u2d5> (/ —WUQdS)
i€l jevyp(3) ]) Tij h(rw)
1/2
T [
el Jes(Z) FZJ i€l jevyp(i FZJ
1/2
Z Z / 2 49 / Cw 2 4
—I-Z Z v
el sz(:) 1€l jeyp(i)
= (Jh(u’U))m(Jh(vav))m-
i
Lemma 10 Necht
Cw > 0, pro 0=—-1(NIPG), (4.39)
0
2
Cw > (2—51) Chri pro 6 =0 (ITPG), (4.41)
0
kde Cyy je konstanta z tvrzeni 4. Potom
(U, U,€) — an(U, 70, 8) + B0(6.) = 2 1l (1.42)

Dukaz. Oznacéme

(x) = ap(U,U,&) — ap(U,mu, &) + BoJn(&,§).
(4.43)
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Potom

Z/ﬁ )VE - VE d

el

-2 / ) misle] + 0 (BU)VE) - mysle)) as

el JE ()

- ¥ / U)VE-ngé + 0 B(U)VE-ny;€) dS

i€l jeyp (i)

+B0Jn (€, §)-
Pro § = —1 a diky (2.2) pak dostaneme

() 2 WY [ Ve Vedrthie.) 2 Flelho.

el

Pro 8 = 1 mame

() = Z/ BU)VE - Ve da + fon(6,)

el

2> > / ) - myl€] dS

el JE ()

=3 Z U)VE -ny¢ dS

i€l jeyp(i)

5 / VER de + Boda(6,)

el

\Y \Y
_25122/‘&1“‘4“&1“‘ €]l ds

el JE ()

DI / Ve[ €] dS.

1€l jeyp(i)

v

Necht mdme libovolné § > 0. Za pouziti Youngovy nerovnosti dostdvame
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v

A%

>

5o 1€l be

o4, 22/ (552 (19elnal” +19€ln,l7) + s 1F ) as

el JE (l)
5C
W m)

REDIPS /< W)

i€l jeyp(i)
ol — oo > / hie, IVE[® dS — 28,6746, )

C
ﬁouéuéc—%l ut S5 [ v as - Lo = 2.
BoCw o1 /K

Bo

kde jsme polozili 6 = ;3 a pouzili nejprve (4.13) a nésledné predpoklad (4.40). Nakonec
pro 6 = 0 dostavame, ze

=S / B(U)VE - Ve du + fon(6,)

el
S Z/ ) -nyle] dS
el ses)
DYDY / U)VE - nyé dS
i€l jeyp(i)
> 502/ Ve[ da + fodn(E,€)
el
\V4 \V4
—ﬂZZ/‘g‘F‘—i_‘ﬂr‘ ]|dS
i€l ses0) Tij
53 Y [ e as
i€l jeyp(i)” i

Necht mame libovolné § > 0. Za pouziti Youngovy nerovnosti, odhadu (4.13) a predpokladu
(4.41) dostavame
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*) > BollElog

—b Z Z/ <5CW ‘Vﬂr ‘ +‘V£|F ‘) 5CW) \2) ds

el JE (l)
5CW
s Y [ (A ¢F) as
el jG'yD(z /I:” ( )

> Bl — 5o 0 [ ha Ve dS - B (E6)
iel i

2
> ol - 20 5 [ (wep as - Ze.o) 2 2l
iel i

kde jsme polozili § = ﬁo

Lemma 11 Ezistuje konstanta Cyp > 0 nezavisla na U, &, @, h takovd, Ze pro libovolné
o €87 plati odhad

ah(Uv Uv @) - ah(Uv T™u, @) + BO']h(gv @) S Cll(HgH%G + HSOH%GJ (444)

Dukaz. Oznacéme

(%) = an(U,U, ) — ap(U, mu, p) + GoJn(&, @)

Potom

(%) = Z/ﬁ )WE -V da

el

T X [ (e nild+ 6 60)7e)-nie) a8

iel JES(U

_Z Z / U)VE-nijp + 0 B(U)Ve-n;€) dS

i€l jeyp(i) VT

+60Jh<£7 ()0)
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< ﬁlz/ Vel IVy| do

el

4 ZZ/ ‘Vﬂr ‘+‘V£|F ‘ 2| ds

ZEIJE(Z)
Vo —l—Vgo
+/GZZ/F‘ I, | + | |r} €] ds
ZEIJG() w

5y / Ve| | dS

1€l jeyp(i)

aY Y / Vel €] ds

i€l jeyp(i)

+60Jh(£7 @)

a za pouziti Youngovy nerovnosti dostavame

() < 512/ (IVEP + [Vel?) d

el

CW 2
8 (A2 vk, + s el ) as
122)/ (Ivelr £+ Ty Y
() 2) ds
_I_ﬁl;J;)/ ( Cw WMF” *[velr, ) (Fz'j)HS”
h(rz ) 2 C’W 2
+61;]€%)/L]< o Vel + h(rij) ol ) ds
h(T; 9
ds
ROOPINRC el
+6oJn(&, )
< 612/ (IVEl + [Veal?) dx+—2/ hie, (V€ + Vo) d
el i€l

+811(&,6) + BiIu(p, ©) + Bodn(&, @)

Nyni za pouziti tvrzeni 4 a lemmatu 9 dostaneme odhad

2 2 d BICMI 2 2 d
() < m;/&(wa +[9l?) do P2 ;fm('vg' +IVeP) dr

+61I1(&,6) + BrIu(w, ©) + Bodn(&,€) + BoIu(e, @)
< Cu(lélpe + llelihe):
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kde

Cin = [ +max {/60, 6ICMI}

Cw
|

Lemma 12 Pro libovolné k, > 0 existuji konstanty Cy1, Cos > 0 nezdvislé na U, &, o, h
takové, Ze pro libovolné ¢ € S} plati odhad

an(U, mu, p) — ap(u, mu, @) < % el he + Cor lI€]]7 + Caza?(n),

(4.45)
kde
o2(n) = Inllp + I3y + D (W Infigicy + W Infiiy ) - (4:46)
i€l
Dikaz. Oznacme
(x) = an(U,mu, ) — ap(u, mu, ). (4.47)

Potom

Z/ ))Vru- Ve dz

el

B / (w) V) - nigli] dS

i€l jes(d) Lij
71<

-0 > / (u))V) - nglru) dS

i€l j€s(3)
Jj<i

—Z Z / B(w))Vru - nge dS

i€l jeyp(i i

— 0 Z Z / B(u))Ve - nymu dS

1€l jeyp(i) i

+0> Y B(u))Ve - nijup dS,

1€l jeyp(i) F”

jelikoz Vru = Vru — Vu+ Vu = Vn+ Vu a také [ru] = [ru] — [u] = [n], protoze [u] = 0
v dusledku regularity u. Potom
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=S / W)V Vo + (BU) — B(u)Vu- Vo) da

el

93 Z() / (W) V) -] + (B(U) — B(w)Vu) -y fe]) dS
Ly / WIVe) ] A
3 Z / — Blu) V- migp + (B(U) = B(u))Vu - mizp) dS

1€l jeyp(i)

-0y > / B(u))Ve - ny(mu — up) dS.

i€l jeyp (i)

Za pouziti (2.1b), (2.2) a (2.3) dostaneme

) < (G- S / (V] [V ¢)

el

+L52/ U —u| |Vl V| do

el

By — Bo) ZZ/ Vir, ‘+‘V77|r} 2| ds

ZEIJE()
+LZZ/‘ A LN ES TS, AP
ZEIJE()
\Y% + |V
(B — BOZZ/‘MF‘ ‘90‘1“‘ | ds
ZEIJG()
Ho-m Y 3 [ Valll as
1€l jeyp(i) Lij
A / U — | [Vl || dS
i€l jeyp (i)

a-mY Y / Vil In ds.

1€l jeyp(i) ij

Zvolme si libovolné 61, 2, 93 > 0. Za pouziti (2.5) a Youngovy nerovnosti dostdvame
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an (U, mu, @) — ap(u, mu, p) <
\Vn| )
(51— Bo) Vel
+LﬁCRZ/ (‘U +52\Vsol2>
i€l
Cw oy 2
ﬁl 60 ;];)/ < >+h(rm) |[ ]| ) ds
2 Cw oo
DY [ (G2 (= wiea + | = 0l ) + 52 61 ) a5
2] 53 2 C’W 2)
+(B1 — Do) ZEZIJ;)/ ( ‘V T, >+h(rij)53\[n]\ ds
CW 1
(CRDID S (B2 1vaP + S 1of) as
2, Cwdy
o [ (ool + g ef) a8
i, 53 W
HAA) ;Je%: / ( ’ S0|2+h(1ﬂz‘j)53 772) 4
Protoze
(4.48)

U — ul? € +n> <2(1€ + %),

potom s vyuzitim tvrzeni 4, 5, 6 a nerovnosti (4.10) dostaneme

el

ap(U, mu, ) — ap(u, mu, @)
< ((B1 — Bo)d1 + LsCrba) [l pllpe + = ﬁo oty Z/ Vel* da

2LQCRCM[ 2LﬁCR) / 2LBCR /
dz + dax
( Civd Z €’ Z Il
2L,BCRCO 2 9 9 ﬁ ﬁO
W ZGZI <||n||L2(K1~) + hi, ‘U‘Hl(Ki)> + — 5 Jn(n,m)
(B = B)C <~ (3 5
+ Cwdr ZGZI <|U‘H1(Ki) ) ZEZI ‘U‘Hl(K

Bo
= lellbe + Con I€N° + Cazoi (),
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kde

5 = Bo 5y — Bo Su BoCw
3ko (51 — Bo)’ 3koLsCR’ ° 3ka(Br — Bo)Cur’
. 2LBCRCMI QLQCR
Cy = Cords + A
B 2LCr | 2LgCrCo B — B0 (B1—Bo)Cn | B — bo
O = max{ b, COwdy | 8 Cwe & J

Lemma 13 Pro libovolné k. > 0 existuje konstanta C3; > 0 nezdvisld na U, &, @, h takovd,
Ze pro libovolné ¢ € St plati odhad

Bo
an(u, mu, @) — ap(u, u, @) < T el e + Caro?(n),

kde

o2n) = Inllpe + > (W&

el

2
(K3) ) -

Diukaz. 7 definice formy a;, a vlastnosti funkce (3 plyne, ze

an(u, Tu, ) — an(u, u, ¢)

Z/ﬁ )V Ve dz

el
> / ) - nyle] dS
el inﬁ)
-0y > / ) - mijn] dS
1€l ing)
>y / w)Vn - nyp dS
i€l jeyp(i)” i
—OZZ/ w)V - ngn dS
i€l jeyp(i
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< By / Vil [Vl da

D> Z/ )l ds
oYY / ]| ds

icl jes(y YT
j<i

5y Y / Vil ¢] ds

iel jeyp(i) i

aY Y / Vel 7] dS.

i€l jeyp(i)

Zvolme libovolné 41, 95 > 0. Potom aplikaci Youngovy nerovnosti, tvrzeni 4 a 6 a nerovnosti
(4.10) obdrzime

an(u, 7u, ) = an(u, u, @)

< ﬁlzf ('W +6,[Ve |>

el

Cwo
+ﬁlZZ/ ( )+ nr | ]|) ds
i€l jex K
Cw 2
WZZU/ ("5 )+ hitys lal) 05
CWl
”ZIZ/ (CW5 i #F) 45
), D / ( D% g 4 W |n|2) ds
i€l jeyp(i ( 2)52
< o llellpe + 61(25\41522] |H1 +§ Ju(n,n)

el

61 6ICN 2
52 22 i+ g, 2 (i + M
iel

< k:_ lelhe + Caioz(n),

kde
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o __Cwho

5= 0 5, _Cwbo
! 2k ? 2k 1Cnr’

B B B BiCn
031 = max{52 51 + CW51 .

Lemma 14 Pro libovolné k, > 0 existuji konstanty Cyy, Cyo > 0 nezavislé na U, &, o, h

takové, Ze pro libovolné ¢ € S} plati odhad

A
) < —Z Il b + Car €N + Caaoiy(n), (4.49)

bh(U> SO) - bh(uv 2

kde
2 2
ab(m) = lInll3z) + D P Il
iel
Dikaz. Vyjdeme z definice by, a s vyuzitim vlastnosti (3.15) numerického toku a lipschit-

zovskosti funkce f, s konstantou L; postupné dostavame

bn(U, @) — bh( )

dp
= - fs 8 ) d
( |Fijau|sz‘anij)) [QO] ds

+Z Z / U|F2JaU|FJ2>nij) — H(u

i€l jEs(d)
J<i

+Z Z / U|F”>U|F”an1])

i€l jeyp(i ) “

DB Hd

el Ki 5=1

+M22/

1€l jes(q)
1<

+Lg Y >

il jevp (i)
Zvolme nyni libovolné 41, 9o > 0. Za pouziti Youngovy nerovnosti, tvrzeni 4 a 5 a nerovnosti

(u|Fz‘j?u|Fij?nij)) 2 ds

IA

) [l dS

+‘ _u)‘rji

ij _'_‘(U_

—u)lr

Z

(4.48) mame
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br(U, ) — br(u, ¢)

< L Z/ ( —‘ﬂ * I Hmwﬁ) do
iel
4h(r Civd
S [ (o (Jet P+ e P+ bl e ) + e el as
i€l g€ K
Ciwd
LY Z/ (  (leleul"+ nle, ) + e o8 ) as
i€l jeyp(i
2L, ALyC
< 2 s AnCur /
< (Lytr + Lut) ||¢||DG+( ) S [ e
2dL; 5 ALuCo [, :
# 3 (55 ol + sy (1 o)
b
< k:_z lelng + Ca ll€]* + Caaoif (),
kde
_ o B
o= 2Ly’ %= Sln’
o Qde 4LHCM[ o 2de 4LHCO
A A A Aon A

Lemma 15 Pro libovolny casovy interval I, kde m = 1,..., M, a pro libovolné ¢ € Sp"!
plati

/I (1f.90) A+ ({0}, 1 0hs) = — (st ). (4.50)
Navic
/I (1120) At + ({722 051) = — (Tt {9} ) (4.51)

Dikaz. Diky integraci per partes mame

/ (') dt = (0, 03) = (1> Pm1) —/ (n,¢') dt. (4.52)
Im Im
Protoze ¢’ € S}fﬁ_l, potom z definice projekce 7 (viz(4.1)) a (4.34) méame
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/I (n,¢") =0. (4.53)
Z (4.52), (4.53) a (3.3) plyne, ze

/ (', @) dt + ({n},_1» 0h1)

Im
= (o) — 1 om1) + (10 1) = (150 1) -
Jelikoz ¢, € SV a

M = (m)(t,) = u(tm) = u(tm) — ultn),
potom z definice projekce I (viz(3.19)) plyne, ze

Podobné se necha odvodit (7, 1, ¢,.,_1) = 0. Celkové tedy dostavame, ze

/I (') dt+ ({n}y,oi_1) = = (M1 h1)

= - (77;1—17 907—;—1) + (M—1s Prm—1)
= - (77;1—1’ {(p}m—l) :

4.3 Odhad pro £

Nejprve provedme nasledujici vypocty. Mame

2 [ (€9 dt+2((eh gh)
I’UL
d
= [ G a2 (€ )

= ngﬁw - }}5:1—1“2 +2 ( :1—1 - 6771—1767—;—1) .

Protoze

2( :;2—1 = Sm—1> :;2—1) = ( :;2—1 —&m—1s :;2—1) + ( r—lr—L—l —Sm—1s ;—1)
= ng_v,—le - (5;7,—17 7—;—1) + ( ;_7,—1 - 771—17 ;_7,—1 - 771—1)
Rl (ST Sy Sy

= &P+ K P = llmoall” = (s €520) + (€51, €ms)
— &l + I I = sl
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potom celkové dostaneme

/I (€,6) dt + ({€},,1, &0 1)
1 ) ) ,
(el = e+ b 7). e

Pro odvozeni hledaného odhadu vyjdeme z rovnice (4.35), tedy:

/ (€0) + AnU.U, @) — Anluy ) dt+ ({€),, 20t 1)

m

= /(bh(u,s@)—bh(U,@)—(n’,@)) dt — ({n} 1 b 1) Yo e St

Im

S vyuzitim (4.36), kde polozime ¢ := £, dostaneme

/ ((5/7 5) + ah(Uv Uv 5) - ah(Uv u, g) + 60']h(£7 5)) dt + ({g}m—l ) 7—;—1)

Im

= / (_a'h(U> 7TU,§) +a’h(u77ru>€) - a’h(u>7ru7§) + ah(u>u>€) - ﬁOJh(nﬁg)) de

Im

" /I (b (1, €) — (U, ) — (,€)) dt — ({n},,1+E5 1)

Déle s vyuzitim (4.54) a (4.51) z lemmatu 15, kde polozime ¢ := £, mame

5 (Il = sl + I4hualP) + | (@n(V.0.6) = an (Um0, + o5, 6)

m

IA

/I (lan (U, 7w, &) = an(u, mu, )| + |an(u, mu, €) — an(u, u, )| + fo [Jn(n,€)]) dt

+/l 1bh(U,€) — by (w, )] dt+ | (1s €} 1) |-

S vyuzitim lemmatu 10 pro konstantu Cy zvolenou dle (4.39) - (4.41) v zavislosti na
volbé 6, lemmat 9, 12, 13, 14, kde pokladdme ¢ := £, a Youngovy nerovnosti dostavame
pro libovolné 6, kg, ky, k. > 0

L (el = o+ 163a]) / el 4

b
[ (R 16l + Carllel? + Cano2on + 2 el + 03103(17)) at

IN

[ (Bt + 6066 + 2 el + el + Cari)) a

2 i+ 5 1€l
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Po tpravé plyne

2 2 2
Jeall = ool + 0 (1= 2 = = 2 = 20) [ el
< o [ Vel dt s 4|+ Coa [ RO a
Im Im

kde

Cs51 =2(Co1 + Cyy), Cso =2 <C22 +Cs1 + Cyo + %) ,

oi(n) < R(n), o) < RM), Ju(n,n) < R(n). (4.55)

Nakonec pro volbu k, =k, = k. =16 a 6 = 1—16 dostavame

el = ol + 5 [ el a

< ¢ / €I dt + 4 s |* + e / R(n) dt. (4.56)

4.4 Odhad vyrazu [, 1€

Pro nésledujici odhady musime zvolit libovolné, ale pevné stupen polynomialni aproxi-
mace ¢ > 1 celé. Déale definujme body ¢asového intervalu I,,, nasledujicim zpusobem

l
tm—1/q = tm—1 + 5(tm —tm-1) pro 1=0,..q.
Z definice je ziejmé, Ze t,,_9/q = tm-1 @ ti—q/q = tm.

Lemma 16 Necht mdme libovolné, ale pevné celé ¢ > 1. Potom existuji konstanty L,, M, >
0 takové, Ze libovolny polynom p € P1(0,1) spliiuje ndsledujici nerovnosti

q 1

l
> (=) > Lq/ p* da, (4.57)
=0 q

0
1
p°(0) < M, [ p*da. (4.58)
0
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Dukaz. Protoze prostor P?(0, 1) je kone¢né-dimenzionélni a vyrazy

(ﬁﬁ(f}))é, (/Olﬁ dx)2

jsou normy na prostoru P%(0, 1), potom z véty o ekvivalenci norem na kone¢né-dimenzionalnim
prostoru plyne, ze existuji konstanty L,, M, > 0 takové, ze

1 q 1
Lq/ p2dr < Zﬁ(f) qu/ p° dz.
0 —o q 0

Nyni pro libovolné t € I, zavedeme substituci ¥ (t) = t_iﬁ, kde 7, = (tm — tim-1),

polozime p(t) = p((t)), pouzijeme odhady (4.57), (4.58) a vétu o substituci. Potom
muzeme tvrdit, ze libovolny polynom p € P?(1,,) spliuje nasledujici nerovnosti

q
L
Zp2(tm—l/q> > _q/ p2 dt, (459)
1=0 Tm I
M,
Pltma) < =2 [ pPdit (4.60)
Tm J I,
S vyuzitim (4.59) dostdvame nerovnost
. L
> (@t ==L | Eat)dt Vo eQ
l_O Tm I’m
Integraci pies celou oblast {2 mame
’ L
/ > E@itmyy) | do = 2 ( £%(z, t) dt) dz,
2 1= Tm JQ \J I,
. L
Z/&Q(x,tm_l/q) de > = (/ &2 (z, 1) dz) dt,
—0 Y Tm JIm \JQ
q
2 L
D Memtall® = 2% Nl (4.61)
1=0 m JSim

kde &n—i/q(7) = (2, tn—1/q). Obdobné lze s vyuzitim (4.60) ukazat, ze plati

M,
sl <=2 [ el ar (1.62)
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Déle upravujme nésledujici vyraz

1 [ d
| ey ar g =5 [ FeT a el

1 _ 1 B
5 (&l = llemalP) +llgaaall” = 5 (leall” + lleial?) - (a63)
Opét vyjdeme z rovnice (4.35). Tedy pro libovolné m = 1, ..., M mame

/ ((€0) + AnU.U, @) — An(uyu, ) At + ({20t 1)

Im
= / (On(u, ) = bn (U, ) = (11, )) dt = ({0} 15 0h1) Y € SpT.
I’UL

Polozme ¢ := &. S vyuzitim (4.36) po tupravach dostaneme

/ ((gla 5) + ah(U> U> 6) - ah(U> U, 5) + ﬁOJh(gﬁ 5)) de + ( 7—;—1’ 5;_7,—1)

Im

= / (—an (U, mu, &) + ap(u, mu, &) — ap(u, mu, &) + ap(u, w, &) — foJn(n, §)) dt

Im

+ / (b (1, €) — bu(U,€) — (,€)) dt — (), €5 )

+ (o &ma) Vo E ST
Déle s vyuzitim (4.63) a (4.50) z lemmatu 15, kde jsme polozili ¢ := £, mame

%(‘}g;l“zju Hg 1H ) / an(U,U,§) — an(U, 7w, &) + BoJn(§,6)) d

< / (lan(U, 71, €) — an(u, wa, €] + lan(ut, w, €) — an(u, u, )] + o | Jn(n, €)]) dt

Im

s ‘bh(Uf)_bh(U§|dt+‘(7lm 17 ml)‘_'_‘(mlug;;—l)"
Nyni s vyuzitim lemmatu 10, pro konstantu Cy, zvolenou dle (4.39) - (4.41) v zavislosti
na volbé 6, lemmat 9, 12, 13, 14, kde poklddame ¢ := &, a Youngovy nerovnosti, pro

libovolné 9, 61, kg, ky, k. > 0 dostavame

1
5 (el + i) + 2 [ el o
[ (Blett + Carliel? + G + 2 el + Cuotn)) at

IA

+ / (ﬁom 0+ 600n(E,€) + °r|»sr|§>c+041 ||5||2+C420'§(77)) dt

o
[z &l
1

01 +51H§ 1H2'

+ 01 Hg;_le +
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Po tdpravé s vyuzitim (4.55) méame

2 2 2
Jeall + et (1= 2 = 2 2 25) [ el a

Il e
5 5

< Csi | |1€I”? dt+C52/ R(n) dt + 2
Im Im

Nakonec pro volbu k, =k, = k. =16 a d = 1—16 dostaneme

el + ol + 5 f el @

rcall” |, l6amall”

< o | el dt+052/I R(n) dt+2‘ 5 Al
(4.64)

Nejprve uvazujme ¢ = 1. Potom z (4.64) s vyuzitim (4.61) a (4.62) plyne

L

~ [ e a3 [ el

m J Iy,

_ 2
< | Csi+ ANy, 1€))° dt + 052/ R(n) dt + 2H77m_1H HS = :
Tm Im Im 01 01
Pokud zvolime
L 2
o1 = 2, Cs3=—
1 8Mq7 53 617
potom
Lq 2 60/ 2
(= —ca) [ 16 a2 [ et o
< C'52/ R(n) dt + Cs3 “77;1—1“2 + Cs3 H£77_1—1H2'
Im
Pro volbu
> 4.
4051 Tm >0 (4.65)

mame
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L
o= [ e e 3 [ helpe a

I m

< 052/1 R(n) dt + Csg ||y ||” + Css || G| (4.66)

Necht dale ¢ > 2. Potom zvolme libovolné [ € {1, ...,q — 1} a polozme & = Cton_yyq ke
Gty Je diskrétni charakteristickd funkce k funkei 5 v bodé t,,_;/, definovand v (4.16) -
(4.17). Potom z vlastnosti (4.16) a (4.33) plyne, ze

/ (&,€) dt /tm”@m ) =&(t,)  a
/H&H t<CCH/ l€le dt. (4.67)

Postupné dostaneme rovnosti

[ @@ (g@in) - [T e @nan)

tm—1
1 tm—1/q d 1
= 5 e el = 5 (vl = i) + ekl

1
- 5l
Pro odvozeni hledaného odhadu opét vyjdeme z rovnice (4.35). Pro libovolné m = 1, ..., M
tedy mame

ol + lEial)- (165)

/ (€.0) + AUU, @) — An(u, ) dt+ ({00 1)

Im

= /(bh(u,w)—bh(an)—(n’w)) dt — ({0} 0h1) Yo e SpL

I m

Polozme ¢ := &. S vyuzitim (4.36) dostaneme

[ € ars (g @)

Im
= / <_ah(U7 Uv él) _'_ah(U? ﬂ-u?éﬂ - 60Jh(£7§l> - ah(Uv Wuaél) + ah(uvﬂ-uaél)) dt
Im
+/I (-ah(%ﬂ% &) + an(u, u, &) — BoJn(n, &) + bi(u, &) — ba(U, gl)) de
(G @) = [ &) = (@0 (1.69)
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Z (4.50), (4.68) a 4.69 plyne, ze

> (lenvall* + &5l
SLLQ%Wﬂ&%WNM%@+%%@@M+mam@%wmmmﬁb&
+Z;Q%wmw&%wwwuéﬂ+th@@ﬂ+ﬁﬂm&y_mw@w>&

(G )|+ [ (s 6 |-

Nyni za pouziti lemmat 9, 11, 12, 13, 14, kde poklddame ¢ := g}, a Youngovy nerovnosti
pro libovolné ds, k,, ky, k. > 0 dostavame

(lem-vsall* + llgzia?)

/Im <011 (Hf”%GWL H&Hia) +i—2

+/Im (% 1G+03103(?7)+ﬁth(n,n)+ﬁth(5I>5l)) dt

v [ (RNl + cater + Coctin)

_ 2 _ 2
ool g e e ol g e
2 2

N —

IN

2
D

5}” ot ”5||2+C22<73(n)) dt

&

Pro jednoduchost zvolme k, = k, = k. = 1 a s vyuzitim (4.67), Youngovy nerovnosti
a nerovnosti (4.55) nakonec po tupraviach dostavame, ze pro ¢ > 2 a libovolné [ €

{1,...,¢ — 1} méme

[€mial” + €547
SlﬁakM%@HhMW+%ﬁW)&

_ 2 - 2
49 Hgﬂ:s_lH p) H”ng—l” + 45, H£$-1H27 (4.70)
2 2

kde

Coi = 2(Ci+CiuCen +460Cen),
Cea = 2(Co +Chp),
Cos = 2(Co+ Cs1 + Caa+ o).

Nerovnost (4.70) nasobime ﬁ(ﬁ;—n a dostdvame
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60 2 2
(g —1) (\\5m—z/q\\ + (|6 )

60 2 50062 60063
< [ (G lelbe + g VI + o s R )

llsl’ | Aol Al
2C61(q — 1) 2C61(q — 1)0 Cer(q—1)

+ (4.71)

Sectenim pres vSechna [ € {1,...,q — 1} a seCtenim i s nerovnosti (4.64) plyne, ze

2 (i 2 2 16}
Cn (H&;H +;}}fm_z/q}} + &l ) +?0/1m l€lbe dt
< [ (Bl + Callel + i) a

Im

2 _ Bod:
+<E+MMJQM1W+Mwﬂﬁ+G¥+MOMLf

kde

C
Cn = min{L,l}, Crp = MﬂLCE,l, Crz = + Cso.

(¢—1
Tudiz s vyuzitim (4.61) a (4.62) obdrzime odhad

C+ L
JLQIMH&+—/HNW

M S A4M 6
(%q?+ “+@Q/nmdwc@/Rwa
I’UL

CG 1Tm Tm

(5 ) (sl )

IA

Pokud zvolime

potom

C'L
(” 7Q/Ww w+%/nmm at

< Op /Im R(W) dt + Cry <H£;m—lH + Hn;%—lH ) )

42



Pro volbu

C?l q
10 > 71, >0 (4.72)
mame
C' L,
d / el at+ 2 el at
< On | RO dt+ Cos ([lgall” + ) (4.73)

A tedy z (4.66) s podminkou (4.65) pro ¢ = 1 nebo z (4.73) s podminkou (4.72) pro ¢ > 2
muzeme celkoveé psat

[ e at < o ([ R s o+ o )

— 2 _ 2
< Cramnln i+ Cn ([ R+ ).
I,
kde
Liq max {Csz, Cs3} pro ¢=1 C;BL;I pro ¢g=1
Crs = , Crg = .
0711; max {C73, Cra} pro q > 2 %;;Lq pro q > 2
S vyuzitim (4.74) a (4.56) pro j = 1, ..., M dostavame
2 2, o
&5 I = el + 5 | el et
2 2
< CyiTy H§J'_1H + Cso HTI]-_1H +Cs3/ R(n) dt, (4.75)
kde
Cs1 = C75C51, Cga = C51C76 + 4, Csz = C76C51 + Csa.
Sec¢téme nyni posledni nerovnost pfes vSechna j = 1,...,m. Jako vysledek dostaneme
odhad

&l - llga” + 2 Z - et o
< CglzrjHg].—_l\\2+0822Hn;_l\}2+cggz/ R(n) dt. (4.76)
j=1 j=1 j=1"1
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4.5 Dokonéeni odhadu funkce ¢ a abstraktniho odhadu chyby

Lemma 17 (Diskrétni Gronwallova nerovnost) Necht x,, a,, b, a c,,kde n € N, jsou
nezdporné posloupnosti a a, necht je kladnd neklesajici posloupnost. Jestlize

To+co < ap,

n—1
Tp+cCn < ap+ Z bjxz; pron >1, (4.77)
=0
potom
n—1
Tntc, < ap H(l +0b;) pron>0. (4.78)
=0

Diukaz. Vyjdeme z predpokladu (4.77), ktery vydélime a,,, a vyuzijeme predpokladu, ze
posloupnost a,, je neklesajici, takze

T, Cp T; T;
Syt < 1+ija—3§1+2bji. (4.79)

Tp—1 Tp—1 Cpn—1
Up — Up—1 = bn—l < bn—l < + < bn—lvn—la
Qp—1 Qp—1 Ap—1

z ¢ehoz plyne, ze

n—1 n—1
Un S (1+bn_1)vn_1 S’Ul H(1+bj) = (14‘60@) (1‘|‘b])

[0
0 i1

J=1

<
Il

n—1

< [+

=0
Potom z (4.79) a definice v,, dostavame (4.78).

Veéta 18 Necht plati (4.65) pro ¢ = 1 nebo (4.72) pro q > 2. Potom existuje konstanta
Co1 > 0 nezavisld na U, h, T takovd, Ze chyba e = U — u spliuje odhad

Jeall? + 23 [ lelfhe
2 j=171
< cuee (S35 f o )
j=1 j=1 71

2l + 53 [ e (450
j=174J
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Dikaz. Z (4.76) za pouziti lemmatu 17, kde polozime

tm = &l

o = DY [Nl
2 j=1"1

b, = 0817m+1,

in = NI+ Ca D I+ oY [ i),

nerovnosti 1 + x < e* pro x € IR plyne odhad

_2, B 2
= d
el + 5 2/ €l
< o (Jgl s Xl e cud [ A ar). s
=1 j=1 71

kde t,, = Z;nzl 7;. Z definice Uy (viz(3.21)) médme &, = 0. Nyni, jestlize vyuzijeme
rovnosti e = £ + 7, nerovnosti

lel* < 2(1€1” + Inll®),
<

2 2
lellhe < 2(l€lbe + Inllhe)

a polozime Cy; = 2 max {Css, Cs3}, potom z (4.81) piimo plyne (4.80). |
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5 Odhad chyby vyjadreny pomoci h a 7

V této kapitole se budeme vénovat odhadu chyby v zavislosti na parametru triangulace h
a casového kroku 7. Tyto odhady ziskdme na zakladé odhadu (4.80), vztahu (4.7)

N 1= (ru —u)| =1V +n®, (5.1)
kde 9" = (Iu— )], % = (r(Ilu) — Mu) |, |

a odhadu jednotlivych ¢lenu z pravé strany (4.80) obsahujicich 1. Pro odhad chyby budeme
predpokladat, ze feSeni je dostatecné regulérni, tedy ze
ue H™(0,T; H(Q)) nC([0,T]; H*TH(Q)). (5.2)
Je ziejmé, ze C([0,T]; HPH(Q)) C L*(0,T; HPT(Q)).
Necht systém triangulaci {75, }re(,n) splituje predpoklady (4.8), (4.9), (4.10) a navic
predpokladejme, ze existuje konstanta C'yr > 0 takova, ze
T > Crh?. (5.3)

Necht r > 1 je celé &fslo a p = min(r, p). Potom pro libovolné v € H™ () mame
nésledujici zndmé odhady (viz napt. [2], [18], [20])

Crin P 0] s i) (5.4)

Cz h?{ |U|Hu+1(K) )

[TTv —U||L2(K)

IA A

v — 0] 1
[IIv — U‘H2(K) < Chs hl;(_l ‘U|HH+1(K) ;

pro K e 7;“ h e (07 h0)7

[Tl — UHL2(K) < O hk ‘U|H1(K) g (5.5)
[1Iv — U|H1(K) < O |U|H1(K) ’
prov e HY(K), K €T, he(0,h), a
Mol oy < ol prow e X(K), K € T, he (0,ho), (56)

. - ;7. oy ~ / q+1 . s ’ ~
Pro zjednoduseni zépisu budeme pouzivat znaceni DI+ = gtq —. Je mozné ukazat, ze

DI (TTu) = (D). (5.8)

Platnost tohoto tvrzeni ukazeme nésledujicim zpusobem. S vyuzitim (3.19) a ITu(-,t) € S}
pro libovolné ¢ € I, plati

[ (Mt t) — ute 1) (o) de = 0. Voe s 59
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Derivovanim vzhledem k proménné ¢ mame

/Q (D™ (ITu(x, t)) — D u(z,t)) p(z) dz =0, Ve €S (5.10)

Navic je ziejmé, ze D (TTu(t)) € S?, a tedy plati (5.8).
Podobné 1ze ukazat, ze

DY (V) = VII(D ). (5.11)

5.1 Casov4 interpolace

Lemma 19 Necht ¢ € C((tm-1,tm),St),m =1..., M. Potom pro libovolné x € K, K €
Ty, t€l,, m=1,..., M mdme

mo(z,t) = Pup(z,t), (5.12)
kde P,, je definovdno ndsledujicim zpiisobem: Pro w € C’((tm_l, tm]),
Puw € PI(I), (5.13)
/I (Ppw(t) —w®)t dt =0, Vj=0,...,q—1, (5.14)
P:w(tm—) = W(tm—). (5.15)

Diikaz. Necht m € {1,...,M}. Z definice operatorti = a P,, plyne, ze pro libovolny
element K € 7;, jsou funkce mp a P, na K x I,, polynomy stupné < ¢ vt € I,, a stupné
< pvaz e K. Navic 7o(x,tm—) = @(x,tm—) = Pno(z,tm—) pro viechna z € K. Je
ziejmé, ze podminka (4.1c) je ekvivalentni s

/I (/K(ng(:v,t)—gp(z,t))a(z) dx) tdt=0 (5.16)
U Vi=0,....q—1, VoeP'K), VKeT,

Déle diky (5.14) pro libovolné K € 7;, méme

/(ﬁm<p(x,t)—<p(x,t))tjdt:o, Vji=0,...,g-1, VzekK. (5.17)
I’!?L

Necht o € PP(K). Pokud piendsobime funkci o posledni rovnost, integrujeme pies K a
vyuzijeme Fubiniho vétu, postupné zjistime, ze

0 = /K</Im(1ﬁm<p(:)s,t)—<p(9:,t))tj dt) o(z) dz

= /I (/K(me(:):,t)—cp(x,t))a(z) dx)) t/ dt,
U Vi=0,....q-1, YoePK), YKecT.

S vyuzitim faktu, ze operdtor 7 je jednoznacné definovén, dostavame (5.12).
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Lemma 20 Jestlize w € H1(I,,,), potom

< Cprpt? || Dot (5.18)

oo

L2(Ipm) u}HLQ(IM)’

kde Cp > 0 je konstanta nezdvisld na w, m a 7,.

Diikaz. Budeme postupovat v nékolika krocich.
1. Nejprve transformujme ¢asovy interval [t,,—1,t,,] na referenéni interval [0, 1] trans-
formaci

t=t, — U, vel0,1].

Jestlize w € HTY(1,,,) a s(¥) = w(t,, — 97,), potom s € HIT(0,1). Necht operdtor P
splnuje nasledujici podminky

a) Pse PY0,1), (5.19)
b) /I(Ps(ﬁ)—s(ﬁ))ﬁjdﬁzo Vi=0,.. . g1,
c) POS(O—i-) = 5(0+).
Lze ukazat, ze takovy operator existuje a je urcen jednoznacneé. Je ziejmé, ze v (5.14) misto
Y

funkef ¥ muZeme pouzit funkce % ( pro j =0,...,q — 1. Postupnymi dpravami s

vyuzitim véty o substituci, kde pokladame t = t,, — ¥7,,, dostavame

w(t)) % <tmﬂ: t)j dt

) — Wt — ﬂTm)) 9 d

—_

I
c\c\N\

) — 3(19)) 9 do.

Protoze navic

1im19—>0+(me>( —UT) = (pmw)(t;z> = w(t,) = s(0+),

potom z jednoznacnosti operatoru P plyne

(Pyw)(tm — 97) = (Ps) (9). (5.20)
)

Polozime-li Z,,(t) = (Ppw)(t) — w(t), t € (tm_1,tm), 2(9) = Ps(¥) — s(0), ¥ € (0,1),
potom z(¥) = Z,(ty, — 97) a

DITL(9) = (1) 70 (DT Z Y (t — 97), D € (0, 1), (5.21)
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S vyuzitim véty o substituci obdrzime

1
||Z||2L2(0,1) - ;HZWH%Q(M)’
o Al L e

2. 7 jednoznacnosti operatoru P je ziejmé, ze

Pr=r pro re P%0,1). (5.22)

Nyni ukdzeme, Ze operdtor P je spojité linedrni zobrazen{ prostoru H971(0,1) do L?(0,1).
Necht u, € HT(0,1), n = 1,2,..., u, — 0 v H9(0,1) pro n — oo. Diky spojitému
vnofen{ prostoru H41(0,1) — C([0,1]) mame

u, = 0 in [0, 1]. (5.23)
Tudiz
Pu,(0) — 0. (5.24)
Pro j=0,...,¢ — 1 mame
1 .
/0 (Pu, —uy,) (9) 9 dd = 0. (5.25)

Ze stejnomérné konvergence u,, plyne

1 1
/ Pu, () %’ dﬁ:/ U (V)W d — 0, j=0,...,q— 1. (5.26)
0 0

Jelikoz Pu, € P?(0,1), potom muzeme psat
q .
Pu,(9) =Y e 9" + (Pu,) (0), 9 €[0,1]. (5.27)
i=1

Integraci dostavame

1 1 4 1
/ Pu,(9) 97 d9 = / > M9 di + (Puy) (0) / W 4y
0 (U 0
=Y L Pu)O)—— =01
- p 7 Z‘l‘]‘l‘l n ]_|_1> J=Y,...,¢q .

Polozime a;; = iﬂﬁ, B = fol U (9) 9 d — %. Je ziejmé, ze matice A = (a;;) je

regulérnf a z (5.26) mame Ac™ = b®™ kde ™ = (", ..., ST, Protoze b™ — 0, méme
M — A-1p) =X (.
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Tedy Pu,, = 0 v [0,1], a tudiz Pu, — 0 v L*(0,1).
3. Nyni jiz muzeme vyuzit tvrzeni 3.1.4 z [2], z kterého plyne, ze

2¢+2 q+1, ||2
< Cprid™? || D w

1 Zonl3 [

(Im)

Lemma 21 Pro ¢ € H1 (1, S?) plati:
2

) A
T, ) — @z, ')HL2(Im) - Hngo(x, )=o) L2(Im)

< Cpr || DT p(x reK, KeT, (5.28)

) )Hiﬁ([m) )

Diikaz plyne z lemmat 19 a 20.

5.2 Odhady clent obsahujicich 7

V této sekci se budeme zabyvat odhady nésledujicich clent

2 2 2 2
, / 1122, . / 2, dt, / nlZege, dt, / Tu(msm) dt.

10200 < 2102 + 2102 e (5.29)
%) < 2|0 }HS(K) +2[p@ s=1,2.
Lemma 22 Pro libovolné K € T,, m =1,..., M plati ndsledujici odhady

170

Z (5.1) mame

Hé(K) )

Inall” < CRIZO™ fultn) i o) (5.30)
/ImHn“)H;(K) dt < Gy B ullag vy (5.31)
/Im‘n(l)‘jﬂ(z() dt < Cﬁzh?|u|i2(zmm+1([()), (5.32)

h%{/j }77(1)‘?{2(1() dt < 01213h§g|u|2L2(1m,HP+1(K))' (5.33)

Dikaz. Staci pouzit (5.4) s r = p.

e

Mnohem komplikovanéjsi je odvozeni odhadii pro vyrazy s n®.

Lemma 23 Pro libovolné K € T,,, m = 1,..., M plati nasledujici odhady

2
/ Hn(z)HLQ(K) dt S CPqu(qul) ‘u|§{q+1(lm,L2(K))7 (534)
2
/I ‘77(2)}]{1(]{) dt S CPC2 2(q+1 |u|§{q+1(lm,H1(K))’ (535)
2
hi(/l ‘77(2)\1{2(10 dt < CpCRCI T2 uluin s iy - (5.36)
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Dikaz. a) Pouzitim Fubiniho véty a vztahu (5.12), (5.28), (5.8) a (5.6) postupné dostavame

2 2
18y 2 = [ ([ ac) a
/ ( Ne dt) dx:/ | Prn(110) = T
K Im
< Cor? [ o, do
= Cprit? / ( / | D (TTw) | dx) dt
Im K
= Cprit? / ( / (D7) [ d:c) dt
Im K
< CpT,qu/ (/ }Dqﬂu‘z dx) dt
Im K

_ 2q+2 2
= Cpm ltlgen,, 1200 -

2

dx
L2(Im)

b) Pouzitim Fubiniho véty a vztahu (5.12), (5.28), (5.11) a (5.7) postupné dostavame

/Im 12 ey = /Im (/K\V(Hu—ﬁm(nu))f d;):) at
(e )
< Cpra? /; ( /Im}pqﬂwnu)f dt) "

— Cpr? /Im ( /K V(D ) dz) it

= Cpr,J™ i [T (D7) [,

< CpCiy 33”/ }Dqﬂu‘i{l(x) dt
2
= C CH4 2q+-2 ‘u|Hq+1(Im,H1(K))

¢) Za pouziti obdobného postupu jako v b) a (4.12) postupné dostédvame

/I }77(2)‘22@() dt < CPTi?“ I ‘H (D‘H'lu)‘iﬁ([( dt

< CPCEMCQ 2q+2h / }DqHU‘Hl(K

= CPCH4C2 2q+2h, 2 ‘U|Hq+1(lm Hl(K))
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Nakonec se budeme zabyvat odhadem [ 1. Jn(n,m) dt.

w(m,m) ZZ/ dS+ZZ/CW2

el Jes(Z) i€l jeyp

< 2y Y </ Ik ds+/F Cw [ (M) — > dS)

i€l j€s(i) ij h’(rlj)

i<z

—l-QZ Z (/ G U) (Tu — u)* dS + /FL hgi;)(w(ﬂu) — TTu)? dS)

i€l jeyp(i)

< 2Jp(ITu — w, Tu — u) 4 2J, (7 (Iu) — I, 7(u) — u). (5.37)

Lemma 24 FEzistuje konstanta Ciop > 0 takovad, Ze plati

/1 Jp (Mu —u, Tlu — ) dt < Cio AP |u|2LQ(Im7Hp+1(Q)) : (5.38)
kde
2Cw C,
Cin = gT 2 (Cﬁl + 0%2)-

Dikaz. 7 definice formy Jj, a za pouziti Youngovy nerovnosti méame

Jn (Mu — u, Hu — u)

:ZZ/ Cw_ Hu—u dS+ZZ/ CW ) ds

i€l jes(i) i€l jeyp(i)
j<i
C
- Yy / s (Mt =), (e =), ) d
i€l jEs(i)

1<

+zz/

i€l jeyp(s) Lij

)2 dS

< Z Z / 2CW ((Mu — w) Z]) ((Hu—u)\pﬁy} ds
i€l j€s()
+> ) / )2 ds.
iel jeyp(i) T

S vyuzitim predpokladu (4.10) a tvrzeni 5 mame
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20
Jp (Tu —u, u —u) < v (Hu — u)? dS
el K hK’
2
2CwCo [T — UHL2(K~) 2
S ’ ‘I‘ HU — U 1 . .

Nakonec spolu s odhady (5.4) s (u = p) celkové dostavame

2Cw C,
/ Jp (Tlu — u, u — u) dt < / g 9 (CE, + CRy) R Z |u|§1p+1(Ki) dt
Im Im T iel
= Cl(]lth |u|i2(lm,Hp+1(Q)) .
i
Na zavér musime odhadnout vyraz
/ Iy (m(Hu) — Mu, w(Ilu) — Hu) dt. (5.39)
I’UL

Zvolme libovolné I';; € T, kde @ € I, j € s(i). Jestlize polozime ¢ := Ilu, potom
muzeme psat

() = /I ( /F [ T’ dS) dt (5.40)
B /zm (/FHW o dS) dt = / (/ [mo(, ) = (e, ) dt) ds

ZJ

- / N, ) — (@ e, AS = o, )]

ij

Za pouziti vztahu

[P = ¢] = Bulie] — [¢] (5.41)

platného na hrandch I';; a (5.28) dostavame, ze

(x) = /F Hpm[sp(% ) = [p(z, )] Vo dS < Cp 22 / D ool -)]Hizum) ds.
is K (5.42)

Pokud vezmeme v uvahu, ze v dusledku (5.2) plati

D p(x, )] = [Dp(z, )],
(D] = 0,
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pouzijeme ¢ = Ilu, (5.40)—(5.42) a Fubiniho vétu, potom dostaneme

(L

< Cprn / ( / D ()] dt) ds
i Im

= Cprat? / ( / (DT (TTu — u)]? dS) dt.
Im Fij

S vyuzitim tvrzeni 5 dostaneme

[7(TTu) — TTu]? dS) dt (5.43)

SN[ [ (I - w)]* dS (5.44)

el Jez(:) s
< Z Z / 2 (DI(1T u)|rij)2 + 2 (DT (u — U)|1"ji)2) ds
el Jez(:) s
= 2 Z HDHI(H“ - U>Hi2(8Ki)
i€l

1
< QCOZ (E HD‘I“(HU — U)H;(Ki) + hg,

i€l @

2
DI (T, — u)}Hl(Ki)) .

Diky (5.8) mame

DYy — u) = (D" ) — DT . (5.45)

Vzhledem k piedpokladu (5.2), ze D% € L*(I,,, H(2)), a aproxima¢nich vlastnosti
(5.5) projekce II mame pro VK € 7,

HH(DHIW - DqHuHL?(K)
‘H(Dq+lu) — Datl

IA

Ciihk \Dq“

gy < Ci|D™

U‘Hl(K)’

U i) - (5.46)

Postupné z (4.10), (5.43), (5.44), (5.45) a (5.46) dostdvame

/ ZZ CW / [x(Tw) — Tu]* dS | dt (5.47)

1€l Jes(Z)

< 26’OC'WC’P 2q+2/ Z( HDq+1 U—u HL2 + ‘Dq—i_l HU_U ‘Hl(Ki)) dt

Im el

IN

Chio 7'2q+2/ Z }DqHU‘Hl dt = Chio 7'2q+ Z |u|Hq+1(Im HY(K;)) >

el el
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kde

2CoCwCp(Ci2 + CF2)
CllO = CT .

Nakonec nam zbyva odhadnout vyraz

1 < Cw /F | (TTu) — T dS) dt. (5.48)

zz/ ”

i€l jevp

Jestlize budeme postupovat podobné jako vyse, potom dostaneme

CPCW 2q+2 q+1
(+) < Y X i ) Il o

el ]E’YD

— OPCW 24+2Z Z / (/ ‘Dqul(Hu)‘2 dS) dt
i€l jeyp(i Ki Im Lij

_ CPCW a2 3 Z / ( / (D7) | dS) dt.
i€l jeyp(i Im Lij

(5.49)

Jestlize nyni aplikujeme tvrzeni 5, potom dostaneme ¢ést J, (W(Hu) — Mu, 7(Ilu) — Hu)
odpovidajici I';; € 9Q N OK; fadu O( 2072 2) . Jestlize hg, ~ T, potom celkové chyba
odhadu vyrazu (4) bude fédu O(729), coz bude suboptimalni.

Tento nedostatek vyfesime nize uvedenym zpusobem. Pro nésledujici iivahy budeme
predpoklddat, ze Dirichletova okrajova podminka up = wup(z,t) ma v ¢ polynomidlni
zavislost stupné < ¢. V fadé praktickych pripadu je tento predpoklad dostacujici. Predpokladame
tedy, ze

t) =3 vi@)?, (5.50)

kde v; € HPYY2(9Q) pro j =0, ..., q, a tudiz DIt u|sq = D9+ up = 0. S vyuzitim (5.49),
(4.14) a (5.47) postupné dostavame

(+) = CPCW YD / ( / (D" ) — D) dS) dt.
I'm Lij

el ]E’yD(l

2
CpCwCo / ITI(DT* ) — Dq+1u”L2(K')
< S E At = dt 551
CT ZEZI Im h2 ( )
CPCWCO 2q+2 +1 +1
g 2 [ DT ) = DT
el m
Cno Ciio 2
< ' / Inm ; | qHu}Hl T2 ' ; [l (1,112 520 -
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Déle budeme uvazovat pouze Dirichletovu okrajovou podminku definovanou v (5.50).
Shrnutim (5.38), (5.37), (5.47) a (5.51) dostaneme nésledujici vysledek.

Lemma 25 Za predpokladu (5.50) ezistuje konstanta C11 > 0 takovd, Ze plati

/1 Jn(n,m) dt < Cin <h2p\u|i2(1m,m+1(m) + 7 |u|§{q+1(lm,H1(Q))>’

(5.52)
kde

Ciii = max{2C01,3Ch10} -

6 Hlavni vysledek

Pouzitim vysSe odvozenych vysledkii muzeme dokazat odhad chyby metody.

Véta 26 Necht u je presné teseni problému (2.1) spliujici podminky reqularity (5.2).
Necht U spliuje diskrétni problém (3.21) s Dirichletovou okrajovou podminkou defino-
vanou v (5.50). Necht jsou splnény podminky (4.10), (4.65) pro q = 1 nebo (4.72) pro
q>2a (5.3). Potom existuje konstanta C > 0 nezdvisla na h,7,U takovd, Ze plati

Jeall + 53 [ Nl <
=171

m
Csitm 12 2q+2 1. (2
S C130€ 81 (Z (h P |u|L2(In,Hp+1(Q)) + an |u|Hq+1(ImH1(Q))

n=1

2p+2 2 2q+2 2
+h |u|L2(In,HP+1(Q)) + 7 |“|Hq+1(1n,L2(Q))

2 2
+h27‘n2q+2 |u|H‘1+1(I7L,H1(Q))) + h2p |U|C([O,T];Hp+1(ﬂ))>

+Cha1 Y <h2” [ulza g, oy + Tt el a1, a1
n=1
+hPT? IUI2c<[o,T};Hp+1<m>) , m=1,....M, he (0 h). (6.1)

Dikaz. S vyuzitim lemmat 22, 23, 25 a definice (4.46) zjistime, ze
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S [ rwa=3 [ ot a
n=1 In n=1 In

= Y Il + Il + D (P,
n=1"1In

el

2
Moy + Mk,

2
77\1#([@)) dt

IN

m
2p 2 2q+2 2
E Chaoh |u|L2(In’Hp+1(Q)) + 01217-n |u|Hq+1(In7H1(Q))

n=1

+Cl22h2p+2 ‘u|i2([me+1(Q)) + C'123}7'27—3[14-2 ‘u‘zqﬂ([mHl(Q))

+Cioa7 1 |U|§{q+1(1n,L2(Q)) ) (6.2)

kde

Cioo = 2CFy + Cii1 +2Ch;,  Chiay = 2CpCHy + Ciyy + 2CpCELCF,
Cizzs = 2Cf; +2Ch,, Chaz =2CpChy,  Chay = 2Cp.

Déle z lemmatu 22 a (5.3) mdme

m M M
Z ‘}775_1 H2 < CE h**? Z ‘u(tn—l)ﬁ{zﬂrl(ﬂ) < ClguCI}lTh% ‘u‘é([O,T];HPH(Q)) Z Tn
n=1 n=1 n

=1
S Cﬁlcﬁ%,«Th% |u|é([07T};Hp+1(Q)) . (6.3)

Déle

2 2 2
Z ; Inllpe < Z Ciash™ |U|L2(In,HP+1(Q)) + Cgeritt? |u|H‘1+1(In,H1(Q)) ’
n= n n=1
(6.4)

kde

Ciros = 203, +Ch1, Chios = 2CpCE, + Chny.

Nakonec za pouziti véty 18 a (6.2)-(6.4) dostaneme (6.1), kde

Ciz3p = Cy; max {Clgo, Cha1, Cra2, Cia3, Choa, C?HCI}%FT} )
Cizi = max {ByCias, BoClas, 2CT, } -
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7 Stlacitelné vazké proudéni

V této kapitole se budeme zabyvat popisem stlacitelného vazkého proudéni v omezené
oblasti Q(t) C IR? zévisejici na case t € [0, 7).

7.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

Stlacitelné vazké proudéni je popséno systémem Navierovych-Stokesovych rovnic, jejichz
odvozeni lze nalézt napt. [18]. Z divodu zjednoduseni budeme predpokladat, ze proudéni
je tzv. Newtonovské. Jinymi slovy to znamena, ze vazka ¢ast tenzoru napéti zavisi linearné
na tenzoru rychlosti deformace, coz je pripad plynu. Po téchto zjednoduSenich, kterd
nemaji prakticky zddny vliv na skuteénou interakci pevného télesa s plynem (tekutinou),
dostavame nasledujici tvar Navierovych-Stokesovych rovnic:

% +div(pv) = 0 (7.1)
Opv; . - 2 8Tij .
T + div(pv;v) = 2. a—xj, proi=1,2,

OE 2.0 (<& 00
E "—le(E’U) = Zal’l (;Tijvj+k0—g:i> s

kde

Tij = —DOi + Y (7.2)

50

. 1 8’(]2' ov;
7 = Mdive 8 +2u dij(v),  dy(v) = 5 (0xj + 8;) ; (7.3)

T = {7} je tenzor napéti a 7V = {7} je vazkd Cdst tenzoru napéti. Dale pouzivime
nasledujici znaceni: p - hustota, p - tlak , £ - celkova energie, v = (vy,v3) - rychlost, 6 -
absolutni teplota, ¢;; - Kroneckerovo delta, p, A - koeficienty vazkosti, v > 1 - Poissonova
adiabaticka konstanta, k > 0 - koeficient vedeni tepla, ¢, > 0 - specifické teplo pfi
konstantnim objemu, ¢, > 0 - specifické teplo pii konstantnim tlaku a plati, ze e, = ¢,.
Na zdkladé kinetické teorie plynu pro nase tcely predpokladame, ze u > 0 a X\ = —2u/3.

Z duvodu poc¢tu neznamych vystupujicich v systému rovnic (7.1) pridavame nasledujici
rovnice pro perfektni plyn vyjadiujici tlak a absolutni teplotu:

p=t-nE-L80 o= (2= ), (7.4

Na zéver k systému rovnic (7.1) musime piidat poc¢atetni podminky definujici stav v
pocateénim case t = 0 a okrajové podminky charakterizujici chovani proudéni na hranici
oblasti 0€Q(t).
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Pocateéni podminky muzeme formulovat nasledujicim zpusobem:

v(z,0) = v"(x), p(z,0) = p"(z), p(z,0) = p’(z) (7.5)

s danymi poc¢dtecnimi daty v°, p°, p°.

Volba okrajovych podminek je mnohem komplikovanéjsi. Hranici oblasti rozdélime na
tii disjunktni ¢dsti: 0Q(t) = I't UTo UT'w (¢). Pro jednoduchost predpokladdame, ze I'y -
vstup a I'g - vystup jsou nezavislé na ¢ase a 'y (t) - neprostupnd sténa je na ¢ase zavisla.
Potom definujeme nésledujici okrajové podminky:

a) :0|r, = b) ’U|r, =Up = (UD1>UD2)T> (7.6)

00
c) ZT nzv]—l—k:——O na I';,

1,j=1
a6
a) 'U|rw(t) = zp = (2p1,%p2), D) an =0, (7.7)
Ty (2)
: 06
a) ZT n;=0, j=12 mnalp b) —| =0, (7.8)
on|r,

kde pp,vp jsou dané funkce a zp je rychlost pohybujici se neprostupné stény.

7.2 Bezrozmérny tvar Navierovych-Stokesovych rovnic

Pro numerické experimenty odpovidajici skute¢nému proudeéni je vyhodné transformovat
systém rovnic (7.1) na tzv. bezrozmérny tvar. Z tohoto duvodu zavadime tzv. charakteri-
stické veliciny: charakteristickd délka L*, charakteristickd rychlost U* (skaldrni veli¢ina),
charakteristicka hustota p*, charakteristickd vazkost u* a charakteristicka konstanta ve-
deni tepla k*. Zbylé veli¢iny lze z téchto velicin odvodit. Potom definujeme bezrozmérné
veli¢iny, které znacime apostrofem, nésledujicim zptsobem:

’ €T; ’ V; / v ’ P
.= .= = — = — 7-9
‘,'UZ L*’ /UZ U*’ v U*’ p p*7 ( )
/ ! E 0 / t *
p = L? E = T wTTx2) 9 = ) = i?
p*U*2 p*U*2 U*2 L*
i ! A / k
= ﬁ*’ N=21, K =_.
p p k

Pro nézornost ptetransformujeme 2. rovnici systému (7.1) na bezrozmérny tvar, zbylé
rovnice se pretransformuji obdobné. S vyuzitim (7.9) postupné dostavame
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apv * * a i ! ! ! * *ap U I i at
o (@) = pU (@) = U@ ) o (7.10)
p*U*2 8p/1), ro
- I 8t’1($’t)’
8pv% ) 8 rr2, 1 . *20pl1)/12 ro 01'/1
i /2
p*U*? dp'v ;o
R 0:)3/1 (@, 1),
1
dp wrw2 O 1 1 s Op . O
8—9:1($’t) = pU28—:):1 ("L'J):PUzax/(wJ)a—xi (7.12)
1
p*U*2 ap, ro
= 7 at ’
L* Oz (@.t)
82'11 8 81) % a a ’ ro
aﬁl (z,t) = o (a—xi(w,t)) = U5 (a—mvl(m t )) (7.13)
8 81)/1 ro 8x/1 U* 8 81)/1 o
= U —— L, t) — ) = —— ! 1
v 8331 (81’1 <w ) 8331) L* 8331 <8x1 (:E )
Uso*v,, , . 0r, U 0%, . .,
= — t)— = — t).
Lx 8:)3’12@ 7 >35171 L+ (‘9:17'12<w ")
Podobné lze ukazat, ze
dpvyv prU20pvivy, + . 0% U* %vy , 4 .
81'122<w’t) = T&Ty(wut)v %g(wu ):L*2ax,§<w7t)7
2
82'112 U* 821),2 o
0x10x (2, 1) L% 0z, 01, (,t) (7.14)
Tudiz 2. rovnici systému lze prepsat ve tvaru
8p/1),1 . ror ap, ,LL* 2 aT{V
d = —— g 7.15
8tl + lV(p ,Ullv ) axl + p*U*L* ‘= (9$] ( )
Systém (7.1) muzeme tedy piepsat do nésledujiciho bezrozmérného tvaru:
a ' i !
P 4 div(pw) = o, (7.16)
ot
8p,’U{ . ror ap, 1 2 aquV .
‘ d ; - 7 s J/ ) = 1a 2 )
o + div(p v;v ) o + . ; o pro ¢
0El . ro ro ]_ 2 (9 2 "ot ’}/kf/ ’
or TWVEY) = —divpe) + g (Z oz, (Z ) )t e et



kde

v

’ ’ ’ ro ’ 7 ’ 1 (92/ 8/0/'

\%4 : i
i = Adive §;+2u diy(v), dy(v)= 3 ( + ]> (7.17)
je vazkd cast tenzoru napéti vyjadiend v bezrozmérném tvaru a

>k *L* *
UL o9 (7.18)

Re = N* k*

je tzv. Reynoldsovo a Prandtlovo ¢islo. Nakonec musime jesté k systému (7.16) pridat
rovnice (7.4) vyjadiené v nasledujicim bezrozmérném tvaru, ktery lze snadno odvodit

2 ! E, ]_ 1 2

=|——-—=|v ) 7.19
o= (55l (7.19)
Protoze déale budeme pracovat jiz pouze s bezrozmérnym tvarem, budeme apostrof u

veli¢in vynechavat, pokud nebude feceno jinak. Systém rovnic nakonec zapiseme v nasledujici
podobé

i

P A
== D(E =5 v

OR(w, Vw)
s= s=1 8:63 ’

w(z,0) = w'z2), z¢€Q0),

(7.20)

¥|7
g
®
Q|
e
|
NE

kde w je tzv. stavovy vektor definovany jako w = (wy, ws, w3, wy)T = (p, pv1, pvo, E)T
€ IR* a w%(z) je pocatecni podminka. Déle funkce f, jsou tzv. nevazké cleny, které lze
vyjadiit jako (W) = (pvs, pr1vs+01sp, pravs+dasp, (E+p)vs)T, a funkee Ry jsou tzv. vazké

T
cleny, které vyjddifme ve tvaru Ry(w,Vw) = (O, T, T + TV + Rg’}qﬂ%) . Po-
S

tom muzeme zjistit, ze :

Wa
S -1 (w - )
fi(w)=| " O , (7.21)
w1
2 (- - 0Ed)
w3
wWaws3
o w2 3 w2 w2
fQ(W) = w_gl, + (7 o 1) <w4 o 2211 3) . (722)
2 2

Lze snadno ukézat [18], Ze nevazké cleny jsou homogenni, coz jinymi slovy znamend, ze
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fs(aw) = afy(w), a>0.

Diky této vlastnosti potom Ize tyto funkce vyjadrit ve tvaru

kde

Df
AS(W) = DSSIN)7 s = 17 27

(7.23)

(7.24)

(7.25)

jsou Jacobiovy matice zobrazeni f;. Obdobné vazké cleny Ry(w, Vw) muzeme psat ve

tvaru

N

ow

8xk’

R,(w,Vw) = Y K,x(w)

k=1

s=1,2,

(7.26)

kde matice K, (w) € IR** jsou nelinedrné z4vislé na w a jejich vyjddreni je ndsledujici

Oa O, 0’
1| —Ce+NB, 2u+ N, 0,
K171(W) = Cwg wi 0 w1 B
" Cal ok ey w
Kb, @urA-2)% (n-3) 5%,
0, 0, 0, 0
1 —ALE, 0, 2.0
K = — 1;’]1 w1 7
12V = R A0, 0
_()\ +M)w12u?3’ M%%’ )\Z}J—%, 0
0, 0, 0, 0
1 —p3, 0, £, 0
K2,1(W) = E —)\5—%’ wil’ 01’ 0 7
1
—(A ) A, ugds 0
Oa 0, O’
1 _’u%’ wLa O,
R€ M w%’ 5 7 ol
{K2,2}4,1 ) (:u - ’Y_];) Zj_%; (Q,U +A— Fy_];) z_%’
kde
ws wi | vk wy w3+ w?
(Kuthiy = =Cua s =g+ o) (‘F R
1 1 1 1
w3 wi vk wy w3+ w?
K = — _2 _ 2 )\ _3 s 4 2 3
tKazhi, Mwil)’ (2pt )wif * Pr ( w? * w3

o O O

5
B



7.3 ALE-formulace Navierovych-Stokesovych rovnic

Z duvodu zavislosti vypocetni oblasti na ¢ase zavadime tzv. arbitrary Lagrangian-FEulerian
(ALE) zobrazeni A; : Q(0) — Q(t), t € [0,T], které zobrazuje referen¢ni oblast £2(0) na
oblast (). Predpokldddme, ze zobrazeni A, je prosté a dostatecné reguldrni. Symbolem
X budeme znacit body referencni oblasti €(0) a symbolem « body oblasti §2(t). Déle
definujeme tzv. ALE-rychlost vztahy

z(X,t) = %At( ), tel0,T],X € Q0), (7.27)
z(xz,t) = z(A'(x),t), te[0,T],z <t (7.28)

a ALE-derivaci funkce f = f(a,t) definované pro & € Q(t), kterou znacime %t , nasledujicim
zpusobem:

DA of
o ft) = S (X.1), (7.29)
kde
f(X, 1) = fA(X), 1), X €Q0), z=A(X). (7.30)

Nyni za pouziti véty o derivovani slozené funkce dostaneme

DAf(x.t) 0 of )
Dt gt (A(X), 1) = Z-(AU(X), 1) + 2(X, 1) - VF(A(X), 1)
f
= (@) +2(x.1) V(1) (7.31)
of

— E(w,t) + div(z(x, t) f(x,t)) — f(x,t) div z(x, ).

Toto vyjadieni nas vede k nasledujicim dvéma ruznym formulacim Navierovych-Stokesovych
rovnic v ALE tvaru.
Formulace 1:

w 22: Of, (w Z (w, Vw) (7.32)
Formulace 2: _ _
“w + Szi; 8%25?) + wdiv z = z:: (w, VW (7.33)
kde g, jsou modifikované nevazké toky tvaru
gs(w) = fi(w)—zw.
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W/

Obrazek 1: Schéma vibrujiciho profilu.

7.4 Popis interakce

V této ¢asti popiseme interakci mezi profilem a obtékajicim plynem. Budeme predpokladat,
ze profil je tuhé téleso se dvéma stupni volnosti, ve kterych muze oscilovat ve vertikdlnim
sméru a otacet se kolem tzv. elastické osy (elastic axis (EA)). Posun ve vertikalnim sméru
je znacen H a je orientovam kladné proti sméru osy xs. Uhel otoéen{ znaéime a a je
orientovan kladné po sméru hodinovych rucicek. Budeme simulovat nasledujici situaci
zobrazenou na obrazku 1. Tuto situaci si muzeme predstavit tak, ze mame profil, ktery
nam v rovnovazné poloze (H = 0 a = 0) drzi dveé fiktivni pruziny. Pokud zaénou
na profil pusobit sily vlivem proudéni, zaéne se profil vychylovat z rovnovazné polohy,
ale tyto pruziny se budou snazit opét vratit profil do rovnovazné polohy. Tyto fiktivni
pruziny ve skutecnosti predstavuji tuhosti celého kridla. Rovnice popisujici pohyb pro-
filu jsou odvozeny v [38] z Lagrangeovych rovnic a lze je zapsat jako systém obycejnych
diferencialnich rovnic ve tvaru

mH + S.é cos o — S,6° sin a+dygH + kygH = —L(t), (7.34)
S H cos a+ Li + dppée + kpoor = M(t).

Za predpokladu malych vychylek « a jejich derivaci &, kdy sin a ~ «,cos a =~ 1, aa =~
0, &®a ~ 0, dostaneme linearizovany systém tvaru

mH + Sad + dHHH + k’HHH = —L(t), (735)

So + I + doatr + kgqa = M(2),
kde je m— hmotnost profilu, S,— staticky moment profilu vzhledem k elastické ose, I,—
moment setrvacnosti profilu vzhledem k elastické ose, kyy— tuhost v posunuti, kyo—

tuhost v torzi, dgyy— strukturalni tlumeni v ohybu, d,,— strukturalni plumeni v torzi. K
systémum (7.34) a (7.35) pridavame pocatecni podminky H(0), «(0), H(0), &(0).
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Aerodynamickd sila L, pusobici na profil ve vertikalnim sméru, a torzni moment M
jsou definovany vztahy

L(t) = —I / Z@]ny ds, (7.36)

M(t) = / Z szn] x1+611 l’f_ﬁ;h) dS, (737)
Tyt

kde [ je hloubka profilu a 274 jsou soufadnice elastické osy.

Nyni se kratce opét vratime k rozliSovani rozmérovych a bezrozmérnych jednotek
proto, ze sice Fesime bezrozmérné Navierovy-Stokesovy rovnice (7.16), ale soustavy (7.34)
a (7.35), popisujici pohyb profilu, jsou v rozmérovych jednotkach. Musime tedy najit
vyjadreni sily a momentu pomoci bezrozmérnych veli¢in. Budeme postupovat jako v sekci
7.2. Lze obdobné jako v piipadech (7.10) - (7.14) ukézat, ze

* *

M / / /

Dale budeme predpokldadat, ze existuji dostateéné regularni funkce 1,19, , kde ¥ =
(11,19), a cisla a,b € IR, a < b, takovd, ze

w(t) = {(W1(r), a(r)); 7 € (a, )}

Symbolem 1, 1)y oznacéime derivaci funkef ¥y, podle proménné r. Potom postupné z
definice kiivkového integralu s vyuzitim (7.2), (7.9) a (7.38) dostaneme

/Fw(t Zﬁﬂl] ds = / Z —p; +7137) n; AS
= / Z_;(—p(zb(r),t)@j+Tg(¢(r>,t))nj\/m dr
= / Z (— U (), )0y + Y <r>,t’>) n LG+ dr
= Pt / ( (000 oty 8 (0,0 ) i 4
- U*2L*/, Z( —p 0o + sz)n ds’,

Ty ()

kde L*py = b1, L*ty = o, 1p = (Y1, 15) &
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Ty (8) = {(1(r), ¢(r)); 7 € (a,0)}.

Potom je ztejmé, ze plati n; =n; pro j = 1,2. Obdobné lze ukazat, ze

/ Z TZJnJ x1+511 LL’lE_é;h) ds
Tw (¢ 2] 1
1 /V ! 'l !
it peTi | (=) (5'31+51i

Vidime tedy, ze

t)

W( 2]1

M) = 15U / (—p’wR—f;X) WD) (21—

t)

W( 1,j=1

Déle opét budeme apostrof pro jednoduchost vynechavat.
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8 Diskretizace

V této kapitole se budeme zabyvat diskretizaci systému rovnic tvaru (7.32) nebo (7.33).
Tuto diskretizaci budeme provadét za pouziti nespojité Galerkinovy metody, a to nejprve
jako semi-diskretizaci v prostoru kombinovanou s BDF metodou v ¢ase a potom i tiplnou
¢asoprostorovou nespojitou Galerkinovou metodou.

8.1 Semidiskretizace

Obdobné jako v kapitole 3 budeme piedpokladame, ze €, (t) je polygondlni aproximace
oblasti §)(t). Déle z duvodu zjednoduseni znaceni i pro néaslednou programovou realizaci
predpokladdame, ze vztahy mezi elementy triangulace budou po celou dobu vypoctu stejné
a pouze se budou ménit pozice vrcholu. (Rozsiteni pro pripad, kdy na kazdé ¢asové vrstve
(viz sekce 8.2 a 8.3) uvazujeme jinou triangulaci, je snadné). Tedy 7,(t) = {K;(t)}ier,
kde I C Z7 je vhodnd indexovd mnozina, je triangulace oblasti €, (t) sklddajici se z
trojihelniki K;(t), kde K7(t) N K(t) = @ pro i # j. T';(t) = I';(t) bud znacf spolecnou
hranu sousedicich elementu Kj;(t) a Kj;(t), nebo I';;(t) C 0Q,(t) je hrana K;(t) a j €
v(), kde v(7) je indexovd mnozina hran lezicich na hranici elementu K;(t). Navic jestlize
I;;(t) € I'w(t), potom definujeme mnozinou =, (i) takovou, ze j € =, (i). Obdobné
pro I';; C I'y resp. I';; C I'p, kde neptfedpoklddame zdvislost I';; na case, definujeme
mnoziny -, (7) resp. 7, (7). Pro jednodussi zépis definujeme mnozinu 7,, (i) := 7,(i) U
7, (7). Obdobné definujeme mnoziny +,,, () a 7, (7). Déle definujme indexovou mnozinu
s(i) = {j € I;K,(t) je soused K;(t)} a indexovou mnozinu S(i) = s(i) U y(i). Dale
pouzivame stejné znaceni jako v kapitole 3 , kde n;;(t) = ((ni;(¢))1, (n4(t))2) znaci vnejst
jednotkovou normalu k OKj;(t) na hrané I';;(t) (n;;(t) je konstantni vektor na I';;(¢)),
h(I';;(t)) = |I';(t)| je 1-dimenzionalni Lebesgueova mira I';;(t), h ) = diam(K;(t)) je
prumér mnoziny K;(t), h(t) = max;es hi, ), |Ki(t)| je Lebesgueova mira elementu I (t)
a pg,x) Ppolomér nejvétsiho kruhu vepsaného do K;(t).
Na triangulaci 7j(t) definujeme prostor

HY(Qu (1), Tu(t)) = (H*(Q(t), Ta(t)))", (8.1)

kde

HY (), Tu(1)) = {v; vl € H' (K1), VE(t) € Ta(t)}- (8.2)

Pro w € HY(Q4(t), 71(t)) zavadime oznacen :

Wl @ = stopa Wl ) naT'y;(t), (8.3)
W|Fji(t) = stopa W\Kj(t) na I';(t),
1
<W>Fij(t) - 5 (W Ty;(t) + W|Fji(t)> )
[W]F”(t) = Wirgm — W‘Fji(t) )
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definujici stopu, prumeér a skok funkce w na I';;(t) = I';;(¢). Je zfejmé z téchto definic, ze

<W>Fij(t) = <W>Fji(t) ) (84)
[W]Fz‘j(t) = - W]Fji(t)7
(Wlr,omni(t) = [Wlr,omni(t).

Nakonec pro p > 1 celé definujme prostor S} (¢) jako po slozkach prostor nespojitych po
¢astech polynomidlnich funkei:

Sh(t) = (Sp(t)",  kde Sp(t) = {v; vl € PT(Ki(1)), VEi(t) € Tu(t)}.
Symbolem PP(K) zna¢ime opét prostor polynomu na elementu K stupné < p.
Prostorovou semidiskretizaci provedeme zvlast pro Formulaci 1 a Formulaci 2.
8.1.1 Formulace 1

Budeme predpoklddat, ze w je dostatecné regularni feseni problému (7.32). Pro diskretizaci
problému zvolime libovolné, ale pevné ¢t € [0, T, potom nasobime systém (7.32) testovaci
funkei ® € S (¢), integrujeme ptes elementy K;(t), scitdme ptes vechna i € I a dostaneme

Z/ q>da:+Z/ » 83: ) & dz (8.5)
el s=1 S

Z/ Zzs @dm_Z/ Zw ® dx.

iel el (t s=1 Ls

Upravme nejprve za pouziti Greenovy véty nevazky ¢len. Dostaneme

(8.6)
el
zz W) Bl 953 [ zf o
i€l jeS(i) Lyj(t 81 i€l Is

Nevazky tok ptes hrany I';;(t),i € I, j € S(i) vyjadiime pomoci numerického toku Hg:

2

ro() Wl ig(t) = Z £ (W) (ni;(t))s. (8.7)

s=1

Hf(W

Uvazujme nasledujici podminky (H) pro obecny numericky tok H:

1. H(wy,wy,n) je definovdn v IR® x By, kde B; = {n € IR* |n| = 1} a je lokdlné
lipschitzovsky spojity v proménnych wy, wo: ke kazdému r > 0 existuje konstanta Ly (r)
takova, ze
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[H (w1, Wy, n) — H(wy, Wy, n)| < Ly (r)([wy — wi| + [wy — wpl), (8.8)

Wi, Wa, Wi, W5 € ZR4, |wil,|wal,|wi|,|ws| <r, neB.

2. H(w, wy, ) je konzistentni:

d
H(wi, wi,n) =Y fi(wi)n,, wi€R' n=(n,ny) € Bi. (8.9)

s=1

3. H(wy, wy, n) je konzervativni:
H(w;, wy,n) = —H(wy, Wi, —n), wi,wy € IR ncB. (8.10)

Z predpokladu (8.8) a (8.9) plyne, ze funkce f;(w), s = 1,2, jsou lokalné lipschitzovsky
spojité. Potom postupné s vyuzitim (8.7), (8.10) a n;; = —n;; mame

Z Z n,]( ))s : (I)|1“Z-j(t) ds (8.11)

el jeS(7) i) s= 1

Z Z )Hf(W‘rij(t) , W‘rﬁ(t) ,ny;(t)) - @

il jes() YTt

= X ([ el Wl i) @
L (t)

el jes(i)
J<i

Q

Ly (t) ds

ds

Ly (t)

+ Hf(W|Fji(t) y W
Liz(t)

+> Z He(Wlr, 4> Wi, -1 (t)) - @

el ] G’y 1—‘ZJ (t)

iel jes( Y Tii(t)
Jj<i

+> Z He(Wlr, 4> Wi, 15 (t)) - @

el ]E'y FZJ( )

Li;(t) 7njl(t)) ’ (P|Fji(t) dS)

Li;(t) ds

ry@ 45

Pro vytvoreni semiimplicitniho schématu potiebujeme, aby numericky tok Hg mél vhod-
nou formu pro linearizaci i pro praci na casove zavislych oblastech. Ukazuje se, ze vhodné
volba je tzv. Vijayasundaramuv numericky tok [40], protoze jeho tvar nam dale umozni
vhodnou linearizaci schématu. K odvozeni tohoto toku vyuzijeme vlastnosti (7.24), z které

plyne

D f(win, =Y A (w)n,w = Pg(w,n)w, (8.12)



kde P¢(w,n) = Zizl A (w)ns. Lze ukazat [18], ze tato matice je diagonalizovatelna.
Tedy existuji diagonélni matice Ag(w,n) a reguldrni matice T'(w, n) takové, ze

Pf(W7 n) = TAfT_1> Af = diag()\fla ) )\f4)> (813)

kde Mgy, ..., Agq jsou vlastni ¢isla matice Pg. Definujme A™ = max(A, 0) resp. A~ = min(A, 0)
jako kladnou resp. zapornou cast A. Potom definujme ”kladnou” a ”zapornou” ¢ast matice
P; jako

P;(w,n) = TA;T™', A7 =diag(\5, ..., \f))- (8.14)

Potom Vijayasundaramuv numericky tok pro Formulaci 1 je definovén jako

Hy(wr, wa,m) = P (wn) w1+ P; (wn) wa. (8.15)

Nynf v numerickém toku He(wlp , Wl n;) proi € I,j € 7,,(i) musime specifiko-
vat hodnoty wip. (Zde piSeme I';; misto I';;(t) protoze I';; C I'y UT'o). Pro tento pripad
definujeme

W|Fji = LRP(W|Fij,wD,nij), (8.16)

kde LRP(.,.,.) reprezentuje feseni tzv. lokdlniho Riemannova problému uvazovaném na
hrané I';; a wp je stavovy vektor dany okrajovymi podminkami. My zde ukdzeme feSeni
tzv. linearizovaného Riemannova problému (viz také [18]). Za pouziti rotacni invari-
ance transformujeme Eulerovy rovnice do soustavy souradné zi,Ts, kde soufadnice 7
je rovnobéznd s normalou m;; a soufadnice Zp je tecna k hranici, zanedbame derivaci
vzhledem k 7 a definujeme stavovy vektor q;; = Q(ni;) wir_, kde

1, 0, 0, 0
0, (nij)h (nij>27 0

Q( ]) 0, _(nij)27 (nij)la 0 ( )
0 0, 0, 1

je matice rotace. Potom dostaneme linearni systém

— + Al(qij)—N =0 (8'18)

pro transformovany stavovy vektor q = Q(n,;)w, uvazovany na mnoziné (—oo, 0) x (0, co)
s nasledujicimi poc¢atecnimi a okrajovymi podminkami

q(71,0) = qy, r; <0, (8.19)
q(0,?) = qji, t>0.
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Cilem je zvolit qj; takovym zpusobem, ze vySe uvedeny problém bude mit jednoznacné
feseni. Metoda charakteristik vede k nésledujicimu postupu. Polozme qj; = Q(n;;)wp.
Vypocitame vlastni vektory r, odpovidajici vlastnim ¢éislum A\, s = 1,...,4, matice
A1(q;j), uspordddme je do sloupcu a tim z nich vytvoifme matici T a vypoc¢itdme T*
(pfesné vyjadieni lze nalézt v [18], odstavec 3.1). Nyni polozime

a=T"q; B=T"q, (8.20)

a definujeme stav q;; vztahy
4
o, A =0,
- Z;%rs, Y = { 5. v <0 (8.21)
Nakonec hledany tvar stavu W|Fji je definovan jako

Wp, = Wj; = Q_l(nij)jS- (8.22)

Na hranici 'y (¢) mame predepsanou podminku pro neprostupnou sténu

v-mn = z-n. (8.23)

S vyuzitim této podminky budeme numericky tok Hy upravovat takto :

Fi (w,n) := He(w, w,n) = fi(w)n, + f2 =

pUIN + PUIN2 P
_ (pvf +p)m +2PU102712 La.n| PO
puivang + (pvs + p)neg PUs
(E + p)ving + (E + p)vang E
0 w1
w? + w? w
= -1 - =23 z'n 2
(v—1) <7~U4 2w, ) - + ws
z-n wy
Jelikoz plati
Fi,(aw,n) = aFL,(w,n) a>0, (8.24)
potom lze ukazat, ze
Fi (w,n) = D,F5.(w, n)w, (8.25)

kde Dy Ff, (w,n) je Jacobiova matice zobrazeni Fi,(w,n) v proménné w, kterou lze
vyjadrit ve tvaru
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21_% 0 0
. S ZhE—ieng = m
D, F == —1 w 11;2 w w
( ) (’Y ) 231‘%3”2 _w_in2 5_1 w_.zn2 o
w;zghz n 2z wzon hzeon
Definujme formu Bfl pro nevazky ¢len a formu df:
~ 0P
b (w, ®,t) = —Z/ (W) 5, de (8.26)
el Ki(t) s=1 r
539 / He(Wie, ) Wlr, 9 7 (8) - (@11, 4
i€l jex
"‘ZI: Z / W‘Fz‘j s W|Fji ,’I'Lij) - P ri; ds
i€l jev (i

D393 / DFy (Wl 1)

i€l jevyy,, (i i (1)

dE(w, ®,1) = —Z/K Zzs @dm. (8.27)

el (®) s=1

Pl 5,

Tyj(t)

Vyjadreni funkce z(t) je provedeno v ¢asti 8.5.

Obdobné jako v nevazkém piipadé upravme nejprve za pouziti Greenovy véty vazky
¢len

3 / » 22: (w VW) - da (8.28)

iel Ts
-y / SR (Wl 1 Tl 050 Bl 05
i€l jeS(i) Lij(t) s=1
P
—Z/ (w, Vw) - o® de.
iel HOMN 0:)38

Integraly pfes hrany I';;(t),7 € I,j € S(i) upravime s vyuzitim (7.26) takto:
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>y /. ZR (Wl Tl )0 - By dS

el jeS(7)
8W
- Z Z / ZZKsk L](t a (nij(t))s' (I)|Fij(t) ds
i€l jesS(i) s=1 k=1 Lyj(t)
- Z Z ZZKSk |Fz (t (nlj(t))s - P Ty (t) dS
el JEs(z)/ s=1 k=1 J axk Ty (1) J

h & 8w
+ / Kl
o ; ; Kl T 8x

ow
" Z Z / Z Ks’k(w|rz‘j(t))%

i€l jey,,, () ) s=1 k=1 LAV

Lji(t)

N
[

(nlj(t))s - P Ty (1) dS

>1

Jelikoz predpokladame, ze feseni w je dostatecné regularni, potom plati

Wir. . = Wipr.. = (W)
1] Ji ij
T'i; (1) ‘F (t) ( >r (t)

0 0 9
ow _ 9w —<W> prok=1,2
oxy, Ty () oxy, Ta(t) Oxy, i (t)
a tedy
Ow Ow ow
K. _K, ow - (K, - 8.29
SVl | =Kkl G = (Kt s

Z téchto tvah nakonec plyne, ze

2
Z Z / ZRS W|F VW|1" i (®) )(nU( )) - P Ty () ds (830)
el jeS(7)

2 2
= 2> / > <ZKM Do > (ni5(t))s - [@]r,; ) dS
el sz(l) Lij(t) =1 k=1 k Ty (1)

2 ow
+ Z Z Z KSk W|F2J(t)) 8$k (nw(t))s - P i (t) ds.

el ]GPYIW S=1 k=1 Fij(t)

Déle k témto vyrazum pridavame navic nasledujici tzv. stabilizacni ¢len, ktery je nulovy
pro piesné dostatecné reguldrni feseni, pro které [wir, ) =0 :

C] Z Z /Z 0= < ;{’S(W)g—i> (n35(t))s - [W]r,, @ dS. (8.31)

iel Jeé( ) .
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Tento vyraz obdrzime tak, ze formalné zaménime proménné v linedrnich argumentech
druhého vyrazu (8.30). Navic se ukazuje [28], Ze je vhodné misto matice K uvazovat ve
stabilizaénim ¢lenu matici K7 .. Podobny vyraz piiddme i na ¢dsti hranice oblasti:

(i (1)s - Wlp, @) 45, (8.32)

DDV >SS KL vl ) 22|

i€l J€Yrw Ly (t) s=1 k=1

[y (t)

ktery budeme kompenzovat vyrazem

@) wa( a5 (83

°r X | >3 KL (v ) B,

el QEA{I () U(t s=1 k=1

s hranié¢nim stavem w g, ktery budeme definovat pozdéji. Potom definujeme vazkou formu
ay, jako

] ow 0P
an(w, @, t) =) :/K()E 'y Ko(w) a—:Z o~ da (8.34)
i(t s

DIDNEDS <Z Ks,k<w>§—;:> (5(0). - (@ 4
L (t)

iel jes(i) Liz(t) s=1
Jj<i

2
ow
DY / 3 Kl ) ol ) Bl 4
el jG'yIW Tyj(t s=1 =1 Ly (t)
2
oY Y / Z<ZK2‘5 <w>ai’> (nis (1)) - Wy, S
] 8&7 ) s i (t)
el JES() U(t s=1 1 k Fz‘j(t)

(nij(t))s - Wlp,, ) dS.

SO ) 3 ATEE )

i€l jeyy, () Tu® s=1 k=1

Pokud volime © = 1, potom mluvime o symetrické formulaci, pokud © = —1, mluvime o
nesymetrické formulaci a pro © = 0 mame neuplnou formulaci.
Nakonec pridavame do diskretizace tzv. penalizacni formu J tvaru

W@ t) = > > / Wlr, ) [@]r, @) dS (8.35)

iel jes(i YTt
71<1

+ Z Z / UW‘Fij(t)

i€l jeyy,, T (1)

Plr,; ¢ 5,

kde U|Fz‘j W = ma Cw > 0 je vhodna konstanta. Obdobné jako predchozi stabi-
lizacni ¢len se i tento ¢len pro presné feSeni anuluje na hranach I';;(¢),7i € 1,5 € s(i) a

integral pres hranici budeme kompenzovat vyrazem tvaru
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2 2 [ vl

i€l J€Yrw () Lij(t

) dS.

Di;(t

Hraniéni stavovy vektor wp predepsany na I';;(¢) pro i € I, j € v,,,(4) je dan okrajovymi
podminkami a extrapolaci

wp(t) = (p|FW(t) ’ (P21)|rw(t) ) (022)|rw(t) , (P9)|Fw(t)) na I'y (), (8.36)

1
+ =PD "UD‘2) na F[.

wg(t) = (pp, PDUDI, PDVUD2; /)D9|FI 5

Nakonec forma pro pravou stranu, kde vystupuji cleny (8.34) a (8.35), které vznikly kom-
penzaci pridanych ¢lent ve formach a, a J7, je ve tvaru

(w,®, 1) Z Z / owp(t) - ® r 49
el ]671 1J(t)
2 2 aq)
-0 Z Z / ZZK 8x (ni;(t))s - wp(t) dS.
el ]ny i iJ( s=1 k=1 k ()

8.1.2 Formulace 2

Budeme postupovat obdobné jako pro predchozi formulaci. Opét predpokladame, ze w je
dostateéné reguldrni feseni problému (7.33). Pro diskretizaci problému zvolime libovolné,
ale pevné t € [0, 7], potom ndsobime systém (7.33) testovaci funkef @ € S (¢), integrujeme
pres elementy K, s¢itame ptes vSechna ¢ € I a dostaneme

Z/l(t - ® dx + Z/ Z aggxs .® dx (8.37)

=y el
R, (
n Z/ wdivz - @dw_Z/ m & de.
iel i(t) el i(t) s=1 SL’S

Je ziejmé, ze formy ay, I, a Jy zustavaji stejné. Formy pro nevazké cleny se budou trochu
lisit, ale postup odvozent je stejny. Pro integraly pres hrany I';;(t),i € I, j € S(i) zavadime
numericky tok Hg:

Hg(W|Fij(t) ) W|sz‘(t) ?n” Z gS nl] (838)

spliujici podminky (H) pro obecny numericky tok H. Potom opét postupné s vyuzitim
(8.38), (8.10) a m;;(t) = —m;(t) mame

75



ZZ/ ng )5 (@))s - @l ) A (8.39)

i€l jeS(3) Lij(t) s=1

DI / yo Wlryio > i (1) - [@lry ) dS

i€l desd Tij (t)

+ Z Z / t) )’ W|Fji(t) 1y (t)) - @ Tij (t) ds.
el jev(i Tij

Pro numericky tok Hg opét volime Vijayasundaramuv numericky tok. K odvozeni tohoto
toku vyuzijeme vlastnosti (7.24) a (8.12) a pokud definujeme Pg(w,n) = P¢(w,n) — (z-
n)I, mame

Z gS(W>nS = Z fs(w)ns — ZsNsW = Pf(W7 n>W - (Z . n) Iw
. = ;’g(w, n)w. (8.40)

Z (8.13) a nésledujicich rovnosti plyne, ze matice P, je diagonalizovatelna :

Pe(w,n)=TA;T ' — (2-n)I = TA,T, (8.41)
kde

Ag = diag(Ag1, ...; Aga) = Af — (2 - n)1, (8.42)
Agi =Ai—2z-m, proi=1,..4.

Potom definujme "kladnou” a ”"zapornou” cast matice Pg jako

P (w,n)=TA; T, A; =diag(\;,..., A\zy)- (8.43)

Vijayasundaramuv numericky tok pro Formulaci 2 je nyni definovan jako

H, (w1, w,n) = Py (wn) wi + P; (wn) wa  (844)
Opét hodnoty W|FJ_Z_ proi € 1,5 € 7,,(i) definujeme jako
wlp, = LRP(w|.  wp,n), (8.45)

kde LRP(.,.,.) reprezentuje teseni tzv. lokdlntho Riemannova problému uvazovaného na
hrané I';; a wp je stavovy vektor dany okrajovymi podminkami.
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Na hranici 'y (¢) mame opét predepsanou podminku pro neprostupnou sténu

v-n = z-n. (8.46)

S vyuzitim této podminky upravme numericky tok Hg nasledujicim zpisobem

F§, (w,n) = Hg(w,w,n) = Zfs(w)ns —(z-n)w

s=1
0
w3 + wj n
= Fl(w,n)—(z-n)w=(y-1) <w4— 22w1 3) n;
z-n
Tudiz
F% (w,n) = Dy F% (w,n)w, (8.47)

kde DywF%§,(w,n) je Jacobiova matice zobrazeni F§,(w,n) v proménné w, kterou lze
vyjadrit jako

Do F%,(w,n) = D Fi,(w,n)—(z-n)L

Potom definujme pro Formulaci 2 formu ¢ pro nevazky clen a formu d® jako

f(w, 1) = —Z/ ng —dw (8.48)

iel
+ZZ/ Hg (Wl ) Wl - 70 (0) - [®lr, ) dS
iel jesti) Y Lig(®)
j<i
+Z Z / W|r W|Fji>nij)'¢'|1“i,‘ ds
el jE'YIO

> /F Do Fyy (Wi, mis (1)) W

iel J€YWw (1) i (

dE(w, ®,1) = Z/ divz(t) (w - ®) da. (8.49)

el

) ds,

ro " ®loe

Vyjadreni funkce z(t) je provedeno v ¢asti 8.5.
Nakonec muzeme definovat semidiskrétni teseni problému (7.32) resp. (7.33) jako
funkei wy, € C1((0,7),SP(¢)) spliujici podminky

(D ;;V"(t), q:) dp(wa(t), ®, 1) + by (Wa(t), ®, 1) (8.50)
+an(wi(t), ®,t) + J7(wi(t), ®,t) = Ih(wi(t), ®,t) V® € SP(t), Vt € (0,T),
wi(0) = ITw",



kde w;,(0) je SP(0)-aproximace w°, tedy

(wi(0), ®) = (W°, ®) ¥ € S(0).

Pro formulaci 1 resp. formulaci 2 poklddédme dj, := df, by, := bf resp. dj, == ds, by, := i)%

8.2 Nespojita Galerkinova metoda pro semidiskrétni problém

Systém obycejnych diferencidlnich rovnic (8.50) je t¥eba Fesit vhodnou numerickou me-
todou. Napi. bychom mohli pouzit Runge-Kuttovou metodou, kterou bychom vhodné
upravili do ALE tvaru. Nicméné tato metoda je podminéné stabilni a casovy krok je
omezen tzv. CFL-podminkou. Je znamé, ze pro nespojitou Galerkinovu metodu se tato
podminka stava velmi omezujici s rostoucim polynomialnim stupném p. Jind moznost je
pouzit implicitni schéma, které vede na kazdé ¢asové vrstvé na velky systém nelinearnich
rovnic, jejichz feseni je opét obtizné. Z tohoto divodu zavedeme linearizaci nelinedrnich
¢lenu ay, by, I, vhodnou extrapolaci v jejich nelinedrnich argumentech a aproximaci ¢asové
derivace pomoci zpétnych diferenci tak, ze dostaneme tzv. semiimplicitni schéma, které
vede na systém linedrnich rovnic.

Zavedme délenf 0 =ty < t; < ... < tjy = T casového intervalu [0, 7] a casovy krok
=t —t_gprol=1,..,M. Cas t; nékdy nazyvame j—tou casovou vrstvou. Piesné
feSeni w(., t;) v Case t; budeme aproximovat funkei W;L z prostoru S7 (¢;). Predpoklddejme,
Ze jsme jiz vypocitali Wfl pro j =0,...,m — 1 a zajima nds priblizné reSeni w}" v case t,,.

Nejprve budeme aproximovat ¢asovou ALE derivaci za pouziti Taylorova rozvoje. Pro
nézornost odvodime schéma druhého Féddu. Zvolme si libovolné, ale pevné x € ().
Potom z definice ALE zobrazeni existuje praveé jedno X € Q,(0) takové, ze @ = A (X).
Potom definujme u(t) := w(A;(X),t) a z Taylorova rozvoje druhého radu funkce u v
bodé t,, pro body t,,_1 a t,,_s dostaneme vyjadieni

U(ty—1) = u(ty, —7m) =ulty) — Tmaa—ltl(tm) + %” aa—tl;(tm) +0(72)
Ut 2) = Wt (7 7)) = ) — (7 7))
(T + Tm—1)? 0%u

B 12 (tm) + O((Tm + 7-m—l)g)'

.. ’ / 2 o >
Dostali jsme soustavu o dvou neznamych 2% (¢,,) a £2(t,,,). Tuto soustavu miizeme piepsat

na tvar
’7’2 u
—Tm %L , ) ( a—t(tm) )
—(Tn + Tyt W %Tél(tm)

A e R e . )

Uty o) — u(ty) + O((Tom + Tim1)?)

Tuto soustavu vyiesime a po zanedbani ¢lent O(732) a O((Ty + Tm-1)?) a tpravach
dostavame priblizné vyjadieni derivace
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ou 2T + Tin-1 Tm + Tm—1 Tm
Bt ) S G ) ) T ) ) )
Polozme
vAvfl(w) = Wfl (.Atj (A;j(:c))) ;€ Qp(ty). (8.51)

Potom s vyuzitim definice u(t) a spocitanych pribliznych feseni na predchozich ¢asovych

vrstvdch w)'™! a w}'™? dostavdme nésledujic{ aproximaci druhého fddu ALE derivace v

case t,,:

DAwy, 2T + Ton—1 T + Trm—1 T,

Tm (Tm + 7—m—l) . TmTm—1 7—m—l(Tm + 7—m—l)

Stejné lze odvodit aproximaci ALE derivace v case obecného radu ¢, kterou zapiSeme v
obecném tvaru

q

~ m ~ m—l

(tm) =~ aow) —i—E W,
=1

kde oy, | = 0,...,q zavisi na 7,,,_;, [ = 0,...,q — 1. Pokud jsme na zacatku vypoctu v
situaci, kdy m < ¢, potom aproximujeme ALE derivaci v ¢ase formulemi nizstho fadu a
pokladame ¢ := m.

Obdobné postupujeme pfi extrapolaci, kdy opét ukazeme piiklad odvozeni extrapolace
druhého tadu. Vyjdeme z Taylorova rozvoje prvniho fadu funkce u(t) v bodé t,, a pro
body t,,_1 a t,,_s dostaneme vyjadieni

Uty 1) = u(ty, —7m) =u(ty,) — Tma—u(tm) +0(72),

ot
u(ty,—2) = wlty — (Tm + Tm1))

ou
= u(ty) — (Tm + Tm_l)a(tm) + O((Tyn + Tim—1)?).
Dostali jsme soustavu o dvou neznémych u(t,,) a %%(t,,). Tuto soustavu prepiSeme na

tvar

1 ~Tm . u(ty,) _ u(tm1) +O(77,)

1 —(Tme1+ ) %—;‘(tm) U(tm_o) + O((T + Tim-1)?)
Opét vyfesime tuto soustavu a po zanedbani clentt O(72) a O((Ty + Tim_1)?) a dpravach
dostavame priblizné vyjadieni funkce u(t) v case t,,:
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7—m—i_Tm—l Tm
tm) ~ ——ulty—1) — tim—2).
S e (B (Y

Potom s vyuzitim definice u(t), spocitanych pribliznych feseni na ptedchozich ¢asovych
vrstvach wi*™! w}"~? a (8.51) dostdvame extrapolaci v ¢ase t,, druhého fadu, kterou

znacime w}', ve tvaru

w = —
h h
Tm—1 Tm—1

_ Tm T Tm—1 . m— Tm o m—
m W 1 W}rln2

Stejné lze odvodit extrapolaci obecného tadu ¢, kterou zapiSeme v obecném tvaru

q
W= Bwpr (8.52)
=1

kde 5;, Il =1, ...,q zavisina 7,,_;, [ = 0, ...,q—1. Pokud je m < ¢, potom volime extrapolaci
nizstho tadu, nejvyse vsak m-tého.

Nyni s vyuzitim pravé odvozené extrapolace budeme linearizovat nelinearni ¢leny.
Nejprve provedeme linearizaci nevazkého ¢lenu. 7 (7.24) mame

2 2
0P 0P

a na zakladé odvozeni formy bf budeme tuto formu linearizovat tak, ze ve vsech argu-
mentech, kde je forma nelinedrni, dosadime extrapolaci w}'. Tyto tvahy nds vedou k
definici forem bt pf ve tvaru

0P,
PRI Ly S SR
iezl Ki(t); ox
+ Z Z </IZ ()PF‘— (<Wh>rij(t) ,’I'Lij(t)) Wh|Fij(t) . [(I)h]Fij(t) ds
ij (€

i€l jes(d)
J<i

o R Ty R A R
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Wh, ‘I)h Z Z / ( Wh)Fij ,’I’Lij> Wh|rji - Py

iel J€%0 (2)

r, 45,
kde proi € I,j € v,,(i) definujeme

vVh‘rji = LRP(Wh|Fij7WD7nij)- (8.54)
Obdobné definujeme

0P,
b (Wh,Wh,(I’h, . Z/;((t ) Zs(t)I) Wy - axs diE

el s=1

D3 SN e 21 CAN n,.j@)) Wilt, 0+ @ilry0 45

1€l Jes(Z)

+/ o P, (<Wh>rij(t) ,nij(t)) Whlr, @ [®alr, @ dS
Lij

Py Y / Py (()r, miy) Wil

Lij

el ]EPyIO
DD / DU (Wl 751 (8) Wik, Bl ) 5.
i€l jevyy, (i
Wh,‘I)h Z Z / ( Wh>1" ) ,n2]> Wh‘r - P Ty ds.
i€l jey, (1

Stejnou tvahou provedeme linearizaci vazké formy a pravé strany. Tedy

an(Wp, Wp, @y, 1) Z/ ZZKSk (Wn) aa—‘;f : %‘ih de

zEI s=1 k=1
0wh
>/ z szh PN (0. - @il dS
i€l jes(i) Ti;(t) L Ty (t)

j<i

2
_ ow
LT [ LK) o] 00l 05
el ]nyl 8=1 k=1 F’ij(t)
2
0P

-0 Z Z / Z Kgs( h)%h> (n4(t))s - [Walr, @) dS

i€l Jei() Dij(t s:l =1 k i

2 2
_ 0P

— O Z Z / ZZKg,S(Wh sz(t)) 87: - (mj(t))s Wh 4 (1) ds

i€l jeyy, (9) Lij() s=1 k=1



lh Wh,(I’h, Z Z / O'WB ‘I)h|1“” S

iel jE’YIW (4) Tij (1)

oy x| > KL

el 367 F”(t s=1 k=1

0P,
Tis(t)) G

- (ni;(t))s - wp(t) dS.

Pti vypoctu proudéni s vyssi nabéznou rychlosti mohou vznikat v presném feSeni
velké skoky, nebo dokonce nespojitosti. V priblizném teseni tyto velké skoky zpusobuji
nefyzikalni oscilace. Tento jev se nazyva Gibbsuv jev. Jedna z moznosti, jak se vyhnout
Gibbsovu jevu, je ptidani tzv. umélé vazkosti, viz [19]. Je dobré, abychom tuto vazkost
pridavali pouze v oblastech, kde vznikaji velké skoky. Z tohoto duvodu pro m-tou ¢asovou
vrstvu zavadime tzv. indikdtor nespojitosti g™ (i), ktery je pro kazdé i € I definovéan jako

() i 2 [ R 49 5%
hKi( |K j€s(i) Lij(tm)

t’!?L

kde py'Hzx) = p)' (A, L (AN (2))) a p " znadcl vypocitané rozlozeni hustoty na (m —
1)-té casové vrstve. Na zdkladeé ¢ (i) zavadime tzv. diskrétni indikdtor nespojitosti G (i)
ve tvaru

G™(1) =0, jestlize g™ (i) < 1, (8.56)
G™(i) =1, jestlize g™(i) > 1, i€l.
Nyni muzeme definovat ¢len umeélé vazkosti ve tvaru

g}T(Wh, ‘I’h, t) =1 Z hKl(t)Gm(Z)/ VWh : V‘I)h d.’E, (857)

iel i(t)

kde v je konstanta. Navic k tomuto ¢lenu jesté pridavame clen

i (wn, @ t) = ) Z i)+ G"(J ))/Fu(t)[wh]rijm [®alr, @ dS,

i€l jes(i)

kde v5 je konstanta, ktery zlepsuje metodu v ptripadé, kdy jsou pouzivany nestrukturované
nebo anizotropni sité. Celkové tedy definujeme formu

B (wh, ®p,t) = B (Wi, ®p,t) + J(Wh, By, 1) (8.58)

Pro snazsi zapis déle zavedeme formu Ay:
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Ap(Wh, Wi, ®p,t) = ap(Wi, Wy, P, t) + bp(Wh, Wi, B, 1)
"—dh(Wh, ‘I’h, t) + J;:(Wh, ‘I’h, t)

Pro Formulaci 1 resp. Formulaci 2 poklddadme p;, := pf resp. p, := p§ a ve formé A, :
dp, :=df, by, :=bf resp. dj, := df, by, == VE.
Postup uvedeny vyse nas vede k definici semiimplicitniho problému: Hledame funkci

w;" spliujici

wy' €SP (tm), (8.59)

q
<a0w;1n + Z alvAV;Ln_l) ¢h> + Ah(v_v;lna Whm7 ¢h7 tm) + ﬁ}rln(w;ln’ ¢h7 tm)
=1
- lh(7?7@h7tm) _ph(whm7(1)h) v(I)h S Si(tm%
wi = IIw".
Pokud je m < ¢, potom poklddame g := m. Hodnoty koeficientu «y,l = 0, ..., ¢ resp.
O, l=1,...,q pro ¢ = 1,2, 3 uvadi tabulka 1 resp. tabulka 2.

g=1 qg=2 qg=3
a 1 2Tm+Tm—1 Tm+Tm—1)2Tm+Tm—1+Tm—2)—72
0 Tm Tm (Tm+Tm—1)’ Tm (Tm+Tm—1) (Tm+Tm—1+Tm—2)
o _L _Tm"l"rmfl _ (Tm+Tm71)(Tm+Tm71 +Tm72)
1 Tm ’ TmTm—1 7"mefl(Tmfl +Tm72)

Tm Tm (Tm +7'm71+7'm—2)

@2 Tm—1(Tm+Tm—-1)"’ Tm—1Tm—2(Tm+Tm—1)
o _ Tm (Tm +7'm71)
3 Tm72(7_77L+7_m71+7—m72)(7—m71+7—m72)

Tabulka 1: Hodnoty koeficientu « .

g=1 q¢=2 q=3

ﬁ 1 Tm+Tm—1 (Tm+Tm—14+Tm—2)(Tm+7Tm—-1)
1 ’ Tm—1 ’ Tm71(7m71+7m72)

By _ Tm T (Tm+Tm—1+Tm—2)

Tm—1" Tm—1Tm—2

3 Tm (Tm+Tm—1)
3 Tm72(7_m71+7_m72)

Tabulka 2: Hodnoty koeficientu (3.
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8.3 ijlné casoprostorova nespojita Galerkinova metoda

Jinou moznosti, jak sestrojit metodu vysokého radu presnosti jak v prostoru, tak i v
case, je uzit Casoprostorovou nespojitou Galerkinovu metodu. Abychom mohli provést
¢asoprostorovou nespojitou Galerkinovu diskretizaci v ¢ase, uvazujme déleni 0 = t; <
tp < ... < ty = T ¢asového intervalu [0,T]. Oznacme I, = (tm_1,tm), Im =
(tm1,tm], Tm = tm — tm_1, pro m = 1,..., M. Casovy interval I,, nazyvame jako tzv.
m-tou casovou vrstvu. Z toho jiz plyne, ze

M
0,7 =JTn,  InNL,=p prom#n. (8.60)

m=1

Dale definujme nasledujici prostor SZ:Z =( 233)4, kde

}T::z = {¢ ; ¢‘1m = ZQ@, kde ¢; € S}(t), G € Pq(tm—latm)} .
i=0

Pro ® € SP'? déle zavddime ndsledujici znacent:

& = d(tE) = lim ®(1), (8.61)

m t—tmt

{(I)}m = q); - (I);T

Nyni odvodime diskrétni problém. Predpokladejme, Ze jsme diskrétni problém odvodili
pro vSechny j—té casové vrstvy, kde 7 = 1,...,m — 1. Pro kazdé t € I,,, ndsobme systém
(7.32) nebo (7.33) funkei @), € S;" a stejnym zplisobem jako v ¢ésti 8.1 se dostaneme az
na problém (8.50), ktery integrujeme pfes interval I,,,. Potom muzeme definovat diskrétni
Fesen{ problému (7.32) resp. (7.33) jako funkei wy, € C*((0,T), SE(¢)) splijici

DAWh - ~
/Im (( Dt (t), ‘I)hr) + dh(Wh(t), ‘I)hr, t) + bh(Wh(t), (I)h—m t) —+ ah(wh(t)’ (I)h,r’ t)) dt

+/ JZ (Wi (t), ®pr, t) dt:/ I(Wi(t), ®pr,t) dt VB, €SP Vm=1,.., M,
I’!?L

I m

w;,(0) = ITw’. (8.62)

Priblizné teseni wy,, problému (8.62) budeme hledat v prostoru Sp? , kde funkce
jsou obecné nespojité i v ¢ase. Z tohoto duvodu musime zajistit ndvaznost feSeni mezi
jednotlivymi ¢asovymi vrstvami. Tedy v nasem pripadé volime jako pocatecni podminku
pro m—tou casovou vrstvu hodnoty feseni v pfedchozi casové vrstvé v case t,,_ 1. Tuto
pocatecni podminku zahrneme do feseni pomoci L2-projekce, tedy

(WhT(tr_n—l)7 ‘I)hr<t:;—1)) = (WhT(t:r_L—l)v ‘I’hr<t;—1)) V@, € S;Zﬂv
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coz je ekvivalentni s

0= (Wh‘r(t;;—l) — Whr(t_1), ‘I)h'r(t:z)) = ({Whr}m—la ‘I)h'r(t:z—l)) V@, € Sﬁ’fi-

Pokud jsme na prvni casové vrstve, potom jako pocateéni podminku bereme predepsanou
funkci w° pro ¢as 0, tedy

(Wir (1), @ (1)) = (W, @ (8))  ¥1r € L.

Protoze systém (8.62) vede opét na systém nelinedrnich rovnic, provedeme obdobné
jako v ¢ésti 8.2 linearizaci nelinearnich clenu ay, b, a l,. Mame nékolik moznosti definice
funkci wy,,, které lze dosazovat do nelinearnich argumentu téchto ¢lenu. My budeme volit
mezi nasledujicimi dvéma moznostmi.

1) Budeme brét hodnoty funkce dopocitané na predchozi ¢asové vrstvé v ¢ase t,,_ 1,
tedy: Wy, (t) :== wp(t,,_1) prot € Ip,.

2) Budeme brét v uvahu funkci z predchozi ¢asové vrstvy, kterou spojité prodlouzime
do nasledujici casové vrstvy, tedy Wy,|; (t) := Wp.|; _ (t) prot € I, (tzv. prolongace).

Definujme si formu Ap:

Ay (Whr, Whe, ®rryt) = din(Whe, Piry t) + bn(Whr, Whr, ®ir, t) + ap(Whr, Whr, ®pr, t)
—I—J,‘L’(th, ‘I);”-,t). (863)

Jelikoz se chceme vyhnout Gibbsovu jevu, pridavame opét ¢len (8.58). Potom muzeme
definovat diskrétni problém: Hleddme funkeci wy,, splnujici

1) wy, €SP, (8.64)
M
DAth— — m
2) mZ:1/1m (( Di >(I)h'r) + An(Whr, Whr, Ppr, t) + Gy, (WhTa‘I)hTat)) dt
M-1
+ Z ({Whr}m—b (ﬁhr(t;;_l)) + (Wh'r(t(—)i_)a ‘I)h'r(t(—)i_))
m=2

8.4 Diskretizace interakce

Systém nelinearni rovnic (7.34) popisujici pohyb profilu budeme fesit pomoci Runge-
Kuttovy metody, kterou lze aplikovat na systém diferencialnich rovnic prvniho fadu. Nej-
prve vyjadiime derivace druhého fadu
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o= L [L(~L(t) + Sa(@)sin a — duuF — kg H)

D(a)
+S4c08 a(—=M(t) + koot + doad)]
. Lm —h oa—d
G4 = D(a)[ (M(t) = koot — daad)

+S,c08 a( L(t) — So(d)?sin o + dyyH + kg H)J,

kde

D(a) = ml, — (S,cos a)?.

Je nutné predpoklddat, ze D(«) # 0. Transformace y; = H,y, = H,ys = o, ys = & vede
na systém rovnic prvniho fadu, ktery lze zapsat ve tvaru

(0
Y = | 2 [=ft¢,Y) (8.65)
Y3
Ya
Y2
L (Lo (—L(t) + Sa(ya)?sin ys — dyn yo2 — kuw 1)

mla—(Sacos ys)2

+S54c08 Y3(—M(t) + koo Y3 + daa Ya)]

Ya
! [m(M(t) - kaa Ys — daa y4)

mla—(Sacos ys)2

+54¢08 Y3(L(t) — Sal(ya)?sin ys + dgg y2 + kum y1)

Potom pfiblizné feseni Y,, 1 v ¢ase t,,.1 funkce Y (¢) pocitdme pomoci Runge-Kuttovy
formule. Napf. pro metodu 2. radu piSeme

Tm
Yoi1 = You & i f (tm+%,Ym + T, Ym)) . (8.66)
Zde znacime t,, 1= % Déle potfebujeme vypocitat funkci f v case ¢, 1 eV

provedeme nésledujicim zpusobem. Z feSeni w}", Whm_1 vypocitanych v case t,,,t,,_1 do-
poc¢itdme hodnoty sily L(t,,), L(t,—1) a momentu M(t,,), M(t,,—1) a pomoci extrapolace
druhého fadu vypocitdme hodnoty sily L(t,,, 1) a momentu M(t,,,1):

2 2

e + Tm Tm+1

Lt 1) = 2TL(tm)— 27; L(tm-1), (8.67)
Tl 4o, Tim

M(tyyy) = —2——"M(tn) - 2T+1M(tm_1). (8.68)
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Odvozeni feseni systému linedrnich rovnic (7.35) pomoci Runge-Kuttovy metody je ob-
dobné. Vypocet hodnoty sily L(t,,) a momentu M(t,,) z ptiblizného feseni v case t,,
muzeme pocitat nasledujicimi dvéma zpusoby.

1.)Prvni moznosti je vypocitat L(t,,) a M(t,,) piimo ze vzorcu (7.39).

2.)Druhé moznosti, ktera se 1épe hodi k slabé formulaci, 1ze docilit nasledujicim zpusobem.
Definujme si oblast Qr,, (¢) jako

Qry, (1) = | J{K(8); Ki(t) nTw(t) # 0} (8.69)

a spojitou po ¢dstech linedrni funkci ®r,, na triangulaci 75(¢) spliujici @, (x,t) = 1
pro x € I'y(t) a @, (x,t) = 0 pro © € Qu(¢)\Qr,, (t). Nyni tfeti rovnici soustavy
(7.16) preformulujeme pomoci ALE zobrazeni do ALE-tvaru, vynasobime funkei ®r, (t),
integrujeme pies oblast Qr,, (¢), pouzijeme Greenovu vétu a dostaneme:

2
1 V)
—pdaj + =15 | n; dS
/Fw(t) ; < 2j Re 2j J
DApvy 1 0Py

Obdobnym zpusobem vyjadiime

/rw
/;ZFW =1

S 1 V 0 ((x1+51i - S(Zﬁé;”)q)rw) d
RN Re ox; .
Qryy, (1) 1,j= 1 J

8.5 Realizace ALE zobrazeni

1 .
<_p5ij + @Ti‘;) n;(—1)' ($1+51z‘ - zﬁzu) ds

zyl

D*pu; .
i + div(pvw) — z - V(pv;) | (2145, — 2155, ) Pry de

Existuje vice moznosti, jak konstruovat ALE zobrazeni pro pohybujici se profil. My
zvolime nasledujici postup. Z casti 8.4 je zfejmé, ze pii numerickém feSeni interakce
budeme znat polohu profilu pouze v diskrétnich casovych bodech t,,. Predpokladejme
tedy, ze v Case t,, je poloha profilu dana vyskou H(t,,) a ihlem «(t,,) a chceme vhodnym
zpusobem definovat zobrazeni

A 2 Q(0) = Qp (). (8.70)

Sestrojme dvé soustiedné kruznice K, Ky s poloméry Ry, Ry;0 < R; < Ry a stiedem v
elastické ose profilu. Necht profil lez{ uvnitf kruznice K. Vnitfek kruznice K, se posouva
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a otaci spolecné s profilem jako tuhé téléso. Vnéjsek vnéjsi kruznice K5 se nepohybuje a
nedeformuje viubec. Mezikruzi kruznic K; a K, se deformuje pomoci interpolace. Tento
popis zapiSseme matematicky. Definujme zobrazeni H, (Xi, X3), kde X = (X, X3) €
2,(0), které popisuje vertikdlni posun a otoceni, tedy

B cos at,,) sin alty,) X, — XFA XpA 0
H,, (X, %) = ( Csin a(ty) cosa(ty) )\ xp— x4 ) T\ xEa ) T\ ZH,)
(Zde ma opravdu byt v poslednim ¢lenu v druhé slozce vyraz —H(t,,). Je to prave z
duvodu, Ze rovnice popisujici pohyb profilu jsou odvozeny pro vysku H(t,,) kladné orien-
tovanou smérem dolu.) Zavedme jesté identické zobrazent
Id(Xl,Xg) = (Xl,XQ).

Nyni mizeme definovat pomocné ALE zobrazeni A, jako kombinaci identity Id a zo-
brazeni H,,

(z1,75) = Ay, (X1, X2) = (1 -8H,, (X1, X,) + £Id(Xy, X5),

kde

¢ =¢&(7) = min <max <0, %) ,1)

a = /(X; — X2+ (Xy — XFA)? je vzdélenost bodu X € €,(0) od elastické osy
(XFEA XFA) profilu. V piipadé plné ¢aso-prostorové nespojité Galerkinovy metody po-
tfebujeme znat ALE zobrazeni na celém casovém intervalu I,,,. Proto definujeme pomocné
ALE zobrazeni pro libovolné t € I,, za pomoci linearni interpolace vzorcem

A (X)) + mﬂtm(X) Vt € I,, X € Q,(0). (8.71)

Tm Tm

- tm, — 1
At(X) =

Jelikoz zobrazeni A, je nelinearni, budeme ho pouzivat pouze na zobrazeni vrcholi
elementu triangulace 7,(0) z duvodu, Ze nékteré elementy se mohou za pouziti tohoto
zobrazeni zdeformovat. Potom definujeme

X) =F)((F(0)7(X)) X € K0)
nebo  A(X): ' ! X € K/*(0). (8.72)

|
S
~
~~
S+~
~—
—~
S
.
~~
(@)
~—
~—
|
~—~
>
~—

Pro definice Fi(t), W' (t) a Ki*°(t) viz. kapitola 9.
Nakonec se zminime o vypoctu ALE rychlosti z(t) vyskytujici se ve formé dj,. V
piipadé nespojité Galerkinovy metody pro semidiskrétni problém budeme ALE rychlost
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z(t) v case t,, aproximovat funkei z™. Odvozeni formule pro 2™ se provede obdobné jako
pro ALE derivaci. Formule fadu ¢ mé tvar

;11(:1:)) pro © € O (L), (8.73)

q
Z™"(x) = apx+ Z ap Ay, (A

=1

kde a;,1 = 0, ..., q jsou koeficienty dané tabulkou 1. Pokud je m < ¢, potom pokladame
q := m. V piipadé iplné caso-prostorové nespojité Galerkinovy metody vyuzijeme (8.71)
k vypoctu z(t), které vyjadiime

A, (A7 () = Ar, (A ()

Tm

Vt € L,z € (1), (8.74)

z(x,t) =
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9 Algoritmizace

Pro algoritmizaci problému (8.59) resp. (8.64) a nalezeni funkce w}* resp. wj’ na m-
té casové vrstvé musime tento systém prevést na soustavu linedrnich rovnic. Pfirozené
musime nejprve zaéit s volbou bézovych funkef prostoru S%(t). Pro snazsi préci a hlavné
naslednou programovou realizaci je dobré definovat prostor polynomu na tzv. referenénim
elementu K,.r, ktery je dan vrcholy ABC, kde A = (0,0), B = (1,0), C= (0,1). Jelikoz
predpokldddme polynomy stupné p > 1, budeme bazové funkce prostoru P?(K,.r) hledat
ve tvaru

G;(&1,89) = al (#)"(22), j=1,...d, a, €IR, (9.1)
=0 k=0

kde d, := eréw je dimenze prostoru P?(K,. ). Zaved me mnozinu B,.; bodu nélezicich
elementu K,.s nésledujicim zptusobem

Bref = {(ﬁyl), kdek,l=0,,p,k+l§p}
pp

Nechd se ukazat, ze card(B,.s) = d,. Oznacime-li postupné &,, prvky mnoziny B,.s, pak

existuje béze ¢, ..., (ﬁdp prostoru PP(K,.s) spiujici QAﬁJ(fcn) =0, pro j,n=1,...,d,.

Nyni budeme definovat pro Vi € I prostor PP(K;(t)) elementu K;(t) s vrcholy A'(t),
Bi(t), C'(t), kde A,(A'(0)) = A'(t) = (ai(t),a5(t)), A((BY(0)) = B(t) = (bi(t), b5(¢)),
A(CH0)) = Ci(t) = (¢i(t),4(t)). Zavedme linedrni zobrazeni F'(t) : K,of — K;(t)
splijici Fi(t)(A) = Ai(t), Fi(t)(B) = Bi(t) a Fi(t)(C) = Ci(t). Je ziejmé, ze takto
definované zobrazeni, které je urceno jednoznacneé, je prosté a na a lze zapsat ve tvaru
x = F'(t)(x) = M'(t)& + N'(t), kde matice M'(t) a vektor N*(¢) jsou tvaru

iy _  Uit)—ai(t) () —ai(t) iy _ ( ai(t)
wio) = (3l el B i ) No=(dl )
Snadno lze vyjadiit inverzni zobrazent: & = (F'(t)) ' (z) = (M'(t)) ' (z —N'(?)). Inverzni
matice (M*(¢))~! je tvaru

i1 1 cy(t) —ay(t) ai(t) — ci(t)
(M@ = det(M(t)) ( as(t) —by(t) bi(t) —af ) ’
kde det(M'(t)) znaci determinant matice M'(¢). Definujme body ! (t) := F'(t)(z,,). Je
ziejmé, ze tyto body jsou navzajem ruzné a my hledame bazové funkce ¢, <oy g, DA
elementu K'(t) stupné p, spliwjici ¢ () (t),t) = 0;,. Takto definované bézové funkce
jsou jednoznacéné urceny. Protoze funkce (Fi(t))~! je linedrni, potom i ¢;((Fi(t))~!(x)) je
polynom stupné nejvyse p. Pro j,n = 1,...,d, plati, ze QASJ((FZ(t))_l(a:;(t))) = ng(in) =
Ojn = ¢l(x;,(),1). Z jednoznacnosti plyne, ze ¢'(x,t) = o, (Fi(t) N(x)), j=1,...,d,.

90



Nyni odvodime derivace téchto funkei za pomoci véty o derivaci slozené funkce:

o6 0. L by O(E' (1) )y
8:):1(w’t) = 8—:):1¢j(( kZ:: Dy (w))(‘)—xl(w)
— (VO(F®) (@) ((Mi(t»-l ( (1] )

Jelikoz existuje & takové, ze & = F'(t)(x), potom plati

et = EEO@.0 - a)e)- (oo (o)) 02

Obdobné se ukaze

gﬁi (x,t) = (Vé)(@)- ((M"(t))‘l ( ‘1) )) . @ =Fi() (@) (9.3)

Jak jsme uvedli v ¢asti 8.1, pro semidiskretizaci si definujeme oblast €2,(t) jako poly-
gondlni aproximaci puvodni oblasti Q(t). Nékdy se ukazuje (napf. pii vypoctu obtékéni
leteckého profilu), ze tato aproximace hranice oblasti €2(¢) je nevhodnd, protoze zde
vznikaji $picky, a to muze ovlivnit proudéni. Proto je vhodné, aby tato ¢ast hranice
priblizné zachovavala puvodni kiivost hranice. Z tohoto duvodu se misto klasickych ele-
mentt, jejichz jedna hrana lezi na kiivé hranici, zavadi tzv. iso-elementy. (Hran ele-
mentu lezicich na hranici muze byt vice, ale my zde bez Ujmy na obecnosti budeme
predpokladat, ze na hranici lezi pouze jedna hrana. Tento predpoklad budeme vyuzivat
i v ndsledném programu pro vypocet proudéni.) Predpokladejme, ze v triangulaci 7j(t)
mame takovy element K;(t),i € I, jehoz jedna hrana lezi na kiivé casti hranice 0€2(t),
a tento element budeme chtit nahradit iso-elementem K/*°(t). Predpokldddme, Ze vr-
chol A(t) elementu K;(t) lezi uvniti oblasti Q(t) a vrcholy B(t), C'(t) lezi na 99(t),
kde A'(t) = (al(t),as(t)), B(t) = (bi(t),b5(t)), C'(t) = (ci(t),c4(t)). Déle zvolime bod
D'(t) = (di(t), ds(t)), ktery taktéz ndlezi 9Q(t), ale lezi mezi body B(t), C'(¢). Definujme
zobrazeni W'(t) referencniho elementu K,.f, které ndm bude charakterizovat iso-element
K*(t), takto:

W) (21, d9) = (1 — &1 — Z9) AU(t) + 2B (t) + 2, CH(t) + 212, D (1), (9.4)
kde DZ( ) = (di(t),di(t)) = 4Di(t) — 2(Bi(t) + C'(t)). Je ziejmé, ze plati W'(t)(A) =
AZ( ), ¥'(t)(B) = Bi(t), ( )(C) = Ci(t). Polozime-li D = (1,1) jako stred tsecky
BC, vidime, ze i(t)(D) = Di(t). Predpokladejme, ze zobrazeni W'(t) je na referenénim

elementu K,.; prosté. Potom definujme

K@) = {@; x = ¥'(t)(&) proVae € Kyep}.
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Obdobné jako na klasickém elementu definujeme na iso-elementu K;*°(t) bézové funkce

tvaru ¢ (x, t) = ¢;((¥'(t)) "' (x)), j = 1,..., d,. Budeme znacit Jacobiovu matici zobrazeni
W'(t) jako DW'(t) a Jacobiovu matici zobrazeni (¥'(t))~! jako D(¥'(¢))~'. Potom

e () — i)+

pwieena = (4o ol |

(D®' ()~ (i1, 72) =

_ 1 cy(t) —
 det(DW(t)(81, 22)) ( |

Ji
1

7
d2

Nyni muzeme odvodit derivace bézovych funkei ¢ (z, t)

&b;» _ 9 - i -1 _ : 0q§j
S (@) = G0 (W(0) (@) = 3

= (Vo) (T (1) V() - <<D<‘I’i<t>>_1><‘”> < : )) '

Jelikoz plati & = Id(z) = ((¥'(t))~)(P’
slozené funkce dostaneme D(Id(z)) =1 =
pak plyne, ze (DW'(t))" (z) = (D(¥'(t))~! (\Il’(t)(A)), a tedy pro ¢ = \Il’(ﬁz) nakonec
dostaneme

Lo} ’ . .
(w0 = 5@ 0.0 = (V6@ (owore (). o

Obdobné lze ukéazat, ze

Pwn=vs)@ (oo @ (). e-vo@ o

Jelikoz mdme definovany prostor P?(K;(?)) pro vSechna i € I, potom muzeme definovat
vektorovou bazovou funkci ;d = (gb 01d, - ,¢§-64d) prod =1,...,4, 5 = 1,....d,. Tyto
funkce tvori bézi prostoru S} (t). Z toho plyne, ze pocet stupnu volnosti dof, tohoto
prostoru lze vyjadrit jako dof), = 4d, card([). Pro snazsi zapis budeme indexovat bazové
funkce prostoru S¥(t) jednoznacné indexem [, ktery vyjadifme jako | = (i — 1)4 d, +
(d—=1)d, +j pro i €1, de{l,..,4}, j € {l,..,d,}. Potom oznacime-li P (x) =
@’ )(x,1,), pak hledané feseni miuzeme zapsat jako

dof h

> e (9.7)
=1
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Tedy diskrétni problém (8.59) , kde polozime ®;, := ®,;™, z = 1,...,dof}, se pfevede
na tvar

dof h dof h

> grao (@, 07 ) + 3 & (An(Wi, B @5 ) + (@, B )
=1 =1

= (WP, @ b)) — pu(wp, @) — (Z QW' L > m)

Nakonec tuto soustavu ptepiseme do tvaru

A By = Ly, (9.8)
kde
m I,m z,m —m I,m z,m m I,m z,m
{Ah }z,l = o <(I)h 7(I)h ) _'_Ah(wh 7(I)h 7(I)h 7tm) +6h ((I)h 7(I)h 7tm)7
Lty = (Wi @57 t) — pu(Wi, @5) (Z Wi, @ ’”) =

—_m m m T

By o= (& "">€dofh) :
Konstrukce bazovych funkci prostoru Sf;fi pro uplnou c¢asoprostorovou nespojitou
Galerkinovu metodu provedeme zvlast na kazdé casové vrstvé I, pro m = 1,..., M.

Predpoklddejme, ze prostor St (t) mame zkonstruovany stejnym zpusobem jako v predcho-
zim odstavci. Nyni musime zkonstruovat bazové funkee ¢, u = 0, ..., ¢ prostoru P4 (t,,_1, ).
Ptipad pro ¢ = 0 je jednoduchy. Dale tedy budeme ptedpokladat, ze ¢ > 0. Prak-
tické piiklady ukézaly, ze volba (,(t) = t* neni vhodna. Pro programovou realizaci je
opét dobré definovat prostor polynomu na referenénim intervalu (0, 1). Definujme body
t, = t, r=20,..,¢ Potom volime takové bazové funkce Cu( f) prostoru P9(0,1), které
splitujf Cu(£,) = 0y pro u,r =0, ..., q. Jestlize definujeme funkci t = G™(£) = tp_y + t7m,
potom funkee ¢7(t) := C,((G™)7(t)), u =0, ..., q tvoif bézi prostoru P (ty,_1,t,).

Tedy pro libovolné ¢ € I tvoii funkce ¢} bdzi prostoru PP(K(t)). Potom funkce
(;S;;n(:c, t) == (" (t)¢%(x, t) pro u =0, ..., q tvoif bazi PI(I,,, PP(K;(t)) (prostor polynomu
stupné p v prostoru a ¢ v ¢ase). Nakonec definujme <I>; wd = ((b;”;néld, ...,¢§:;n54d) pro
d=1,...,4. Je ziejmé, ze funkce <I> gbroicl, j=1..d, u=0,..q d=1,..,4

tvori ba21 prostoru Sp? s kde

Si’fi Lo {q)hT‘I P, € S . (9.9)
Pocet stupniti volnosti dof,, prostoru Sp?% . lze vyjadiit jako dofy, = 4(q+1)d, card(I).
Opét pro snazsi zapis budeme indexovat bazové funkce tohoto prostoru jednoznacné in-

dexem [, ktery vyjadiime jako | = (i — 1)4(¢ + 1) d, + (d — 1)(¢ + 1)d, + ud, + j ,
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potom pokldddme @;.’Z,d — ®™. Pri feSeni problému (8.64) postupujeme po fadé pies
jednotlivé ¢asové vrstvy. Nechtf tedy zndme piiblizné feSeni na piedchozi asové vrstve

I,,—1 a hleddme feseni W}’ := wy,| 7, ha m-té casové vrstve, které zapiSeme ve tvaru

dth‘r
wito= ) g (9.10)
=1

Potom diskrétni problém (8.64), kde polozime ®;,, := ®;™, z = 1,...,dof,,, se pievede
pro m = 1 na tvar

DA‘I)ZF;}— z,1 — 1 z,1 1 1,1 z,1
Dt @y |+ An(Wie, @, ) + B, (5, By 1) | de

dofp, -

+3 & (e e wh)
=1

= /(lh(V_th‘I’Z’Tl,t)—ph(V_th‘I’f{Tl)) dt
Iy
S Ve e sp,

a pro m > 1 na tvar

dofp - D-A(I)l’m l |
Zglm/, T B | A, BT B0+ (B 1) | d
=1 m

dofp
m I,m z,m
+ > (@) ()
=1

- / (e, B ) — (W, BE))
Im
(W ), B ) VR e S,

Tuto soustavu muzeme prepsat do tvaru

Y i (9.11)

hr —hr ht>

kde prom =1
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DA(I) T z l z l z
{Afll‘r}z,l - /I (( Dth Q)h-rl) +Ah(wh‘r’q)h71—’q)h-rl> )_‘_/Gflz(q)f;i’q)hf’t)) de
1
+ (@), @7 6))

(b = [ (o @320~ palnr. @70)

Iy
‘l‘ (WO> sz}(ta_)) ?
R (R P

m DA(I.l};T zZ,m — Im z,m m Im zZ,m
{AhT 2l /I Tt7 (Ph;' + Ah(whﬂ'u (P};T ’ (I)h;' 7t) + 6h ((I)h"r ) (Ph;' 7t) de

Ly - / (10 (W, @5 1) = (s, B3

I’!?L
+ (Wi (), @37t 1))

Ehmr = (§1a~-~>€doth)T-

9.1 Numericky vypocet integrali

V této casti se budeme zabyvat numerickym vypoctem integralu v maticich soustavy
(9.8) resp. (9.11). Jelikoz tyto integrdly v praxi ve vétsiné piipadu nelze spocitat presneé,
budeme pro jejich urceni hodnoty pouzivat ptiblizné kvadraturni a kubaturni vzorce.

Pro pocitani jednorozmeérnych integralu budeme pouzivat tzv. Gaussovy kvadraturni
vzorce odvozené pro interval [0, 1]. Tuto kvadraturu obecné Q—tého fadu, ktera je presna
pro polynomy stupné nejvyse @, pro funkci e(r) definovanou na intervalu [0, 1] zapiSeme
ve tvaru

/0 e(r)ydr ~ > wle(rd), (9.12)

kde r% jsou kvadraturni uzly a w@ jsou pifslusné vahy. Tabulka 3 ud4va tyto hodnoty pro
kvadraturu fadu @ =5 a Q = 9.

Vsechny jednorozmérné integraly vypocitame tak, ze je transformujeme na interval
0, 1] a nasledné vyuzijeme kvadraturni vzorec (9.12). Nez ukédzeme na praktickém pripadé
tento postup, musime nejdiive parametrizovat vsechny hrany elementu ¢ € I. Usecky AB
resp. BC resp. CA referencniho elementu parametrizujeme pomoci funkei 7, (r) = (r,0)
resp. N,(r) = (1 —r,r) resp. n3(r) = (0,1 — 1), kde r € [0,1]. S vyuzitim téchto funkci a
funkce F'(t) 1ze poradeé tsecky A'(t)B'(t), B (t)C'(t) a C'(t)A'(t) vyjadiit jako
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n.(t)(r) = F'(t)(n,(r), re[0,1] pros=1,2,3. (9.13)

Pokud i € I je tzv. iso-element, postupujeme zcela analogicky. Definujme

n,(t)(r) = T(t)(n,(r)), rel0,1]  pros=123 (9.14)
Z definice funkce Wi(t) je ziejmé, ze funkce ni(t) resp. ni(t) zobrazi tsecky AB resp.
CA na tsecky A'(t)B'(t) resp. C'(t)A%(t). Funkce n}(t) vyjadiuje parametricky kiivou
¢ast hrany elementu K!*°(t). Pro vypocet integralu pres kiivku nb(t) definujeme funkci

s (t)(r):

s'(t)(r) = (9.15)

\/ (ama(atg(r»l)z ) (a<nag2<r>>2)?

Potom lIze s'(t)(r) vyjadfit jako

w@v=1,..Ng r v=1,..,Ng
Ve

Q=5 L 5

Ng =3 0.5 %

1+¢/2 5

2 18
Q=9 |0.04691007703066800360119 | 0.11846344252809454375713
Ng =51 0.2307653449471584544818 | 0.23931433524968323402065
0.5 0.28444444444444444444444
0.76923465505284154554816 | 0.23931433524968323402065
0.95308992296933199639881 | 0.11846344252809454375713

Tabulka 3: Kvadraturni uzly a vahy.

Pro nézornost uvedeny postup predvedeme na nasledujicim typu integralu, ktery se po
detailnéjsim rozboru vyskytuje v matici soustavy (9.8) a patii k tém komplikovanéjsim.
Zvolme i € I takové, ze K!*°(t,,) je iso-element, hrana T';;(t,,),j € (i) je kiiva cést
0K (t,,), mb(tn)(r) = ¥'(t,)(75(r)), v € [0,1] je jeji parametrické vyjadieni. Necht

funkce L(x) je definovéna na €2 (t,,). Potom z definice kiivkového integralu s vyuzitim
(9.15), (9.5) a kvadratury (9.12) dostédvdme
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Pro dvojrozmérné integraly budeme pouzivat Gaussovy kubaturni vzorce odvozené
pro referencéni element K,.;. Tato kubatura obecné P—tého fadu, kterd je piesnd pro
polynomy stupné nejvyse P, pro funkci f(x) definovanou na oblasti K,.; zapiSeme ve
tvaru

Np
JEECE ) SFRICH (9.17)
Kref w=1

kde ﬁci jsou kvadraturni uzly a w? jsou pifslusné véhy. Tabulka 4 uddva tyto hodnoty
pro kvadratury taddu P=5a P =T.

Vsechny dvojrozmeérné integraly ptres obecny element K;(t,,) vypocitame tak, ze je
transformujeme na referenéni element K. a nasledné vyuzijeme kubaturni vzorec (9.17).
Opét postup ukazeme na nasledujicim komplikovanéjsim piipadé. Zvolme i € I takové,
ze K!*°(t,,) je iso-element. Za pouziti véty o substituci, (9.5) a kubatury (9.17) postupné
dostavame

/_ L(x) ¢L(x, ty,) %(a},tm) dx (9.18)
K0 (t,) 1
(O () (&), t) |det(D® (L) ()| dae

— [ uw @) d@) (T (%) @ (o)) deown@)] a

%

|
&
Sl
&
<
—~
<
®
&
<
=
8
S
<
=
®
<
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P _
wy,w=1,...

7NP

(ii)l,w = 1, couy Np

(i’P)Q, w = 1 Np

0.225
0.132394152788506
0.132394152788506
0.132394152788506
0.125939180544827
0.125939180544827
0.125939180544827

0.333333333
0.470142064105115
0.470142064105115
0.059715871789769
0.101286507323456
0.101286507323456
0.797426985353087

(1333333333
0.470142064105115
0.059715871789769
0.470142064105115
0.101286507323456
0.797426985353087
0.101286507323456

—0.149570044467670

0.175615257433204
0.175615257433204
0.175615257433204
0.053347235608839
0.053347235608839
0.053347235608839
0.077113760890257
0.077113760890257
0.077113760890257
0.077113760890257
0.077113760890257
0.077113760890257

0.333333333333333
0.260345966079038
0.479308067841923
0.260345966079038
0.065130102902216
0.869739794195568
0.065130102902216
0.638444188569809
0.312865496004875
0.638444188569809
0.048690315425316
0.312865496004875
0.048690315425316

0.333333333333333
0.260345966079038
0.260345966079038
0.479308067841923
0.869739794195568
0.065130102902216
0.065130102902216
0.312865496004875
0.638444188569809
0.048690315425316
0.638444188569809
0.048690315425316
0.312865496004875

Tabulka 4: Kubaturni uzly a vahy.

Na zéver této ¢dsti ukdzeme postup vypoctu integralu ze soustavy (9.11). Tyto in-

tegrdly pocitdme s vyuzitim vzorcu (9.12)

a (9.17) tak, ze Casovy integrdl pfevedeme

pomoci substituce t = G™(t) = t,,_1 + 7., t € [0,1] na interval [0, 1] a prostorovy in-
tegrél pres element resp. hranu na refereéni element resp. interval [0, 1] stejné jako bylo
uk4zano vyse. Nechf mame funkci K (x,t) € C((0,T), Qx(t)), potom s vyuzitim substituce
G™(t) upravujeme nasledujici integral:

Jo S
o S®

_ /cufé

Pokud oznaéime

h(t) =

QZ(m,O ?iET x,t) de dt
)6k, 0) (O S, ) do
= / OGO [ K6 (0) b,
KioGm(H)
o[ K@G) e G ) §¢
Ko (Gm(1)) T
[ K st i) 2
Ko (Gm(1)) 1
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i) g, G" () de di

,G™(1)) dz di.

x, G"(1)) dw,



potom s vyuzitim (9.12) mame

/0 CuDE(B)ruh(d) di ~ Zw%r E(r9)mah(r9).

Pro vypocet funkee h(t) vyuzijeme stejny postup jako v pifkladu (9.18) a nakonec dostavame

/ / K(x,t) qbzm( 1) %(w,t) de dt
I u 8$1

Zw% rG () Zw K (W (G™(r)) (@), G™(r)) du (@)
«(V3,)(@0)- ((D\P%Gmw»)—l@i) (o)) letwicmugya|

Integral pres K!*°(t), kde se vyskytuje ALE derivace, vypo¢itdme nasledujicim zptisobem.
Z definice ALE derivace pro x = A;(X) € K!*°(t) a s vyuzitim (8.72) mdme

DA™ . o
g = Do) = 2 (@mad(w0) (X))
= B0 (1) @)

Potom

“(2,t) 67 (1) de dt =

Jo S 5
Im K;iso(t) Dt

1 0 Ln m(t T 1 m
- /0 aCt (G™(1)¢( rm/mf Or(2) (&) |det(DE(G™(F))(2))| da df

= 8§u (£)¢-(D) / Op(®)G(2) |det(DT(G™(D))(2))| da di
ref

0
Nq

> 0% (01 (L S (8D et DY (D@D
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10 Numerické vysledky

V této kapitole se budeme nejprve vénovat kratce popisu programu a nasledné ruznym
numerickym experimentum, které byly timto programem realizovany. Pro snazsi zapis
budeme semidiskrétni metodu popsanou v kapitole 8 znacit jako BDF (Backward different
formula) a uplnou ¢asoprostorovou nespojitou Galerkinovu metodu STDGM (Space time
discontinuous Galerkin method). Déle, pokud budeme mluvit specidlné napt. o metodé
BDF stupné 2 v prostoru a stupné 1 v case, budeme zkracené psat BDF-p2ql. Obdobné
pro metodu STDGM stupné 2 v prostoru a stupné 1 v case budeme psat STDGM-p2q1.

10.1 Popis programu

Pro numerické teseni problému byl vytvofen program napsany v jazyce C a vyuzivajici
metody BDF resp. STDGM, popsané v kapitole 8. Algoritmizace téchto metod byla
provedena tak, jak byla popsana v predchozi kapitole 9. Jdeme tedy v Case postupné
pres jednotlivé casové vrstvy. Na kazdé casové vrstvé vytvaiime matici a pravou stranu
soustavy. Z popisu metod je ziejmé, ze matice jednotlivych soustav jsou nesymetrické a
fidké. Z tohotu duvodu byly feseny pomoci iteraéni metody GMRES (Generalized Min-
imal Residual). Vzhledem k faktu, ze soustavy jsou $patné podminéné, je dobré sousta-
vu vhodné predpodminit. Je zde vice moznosti predpodminéni. V programu bylo zvo-
leno predpodminéni pomoci blokové diagonalni matice, kterou oznac¢ime P, jejiz bloky
na diagondle jsou inverzni k odpovidajicim blokum na diagondle matice soustavy. Po-
tom misto soustavy, kterou zde budeme obecné znacit A E = &, budeme fesit modi-
fikovanou soustavu PA E = P®. V experimentech, které byly provedeny, dosahovaly
soustavy fddu 10° az 109, a tudiZ jejich feSeni bylo velmi naro¢né na vypocetni ¢as. Z
téchto duvodu byl GMRES nastaven na 20 vnitinich iteraci a na maximalné 5 vnéjsich
iteraci pro dosazeni predepsaného rezidua soustavy PA E = P®, které bylo nastaveno
na 1075, Numerické experimenty ukdzaly, Ze pouZiti vice vnitinich a vnéjsich iteraci ma
sice vyznam na zpiesnéni feseni soustavy, ale ve vysledcich se dané zptesnéni prakticky
neprojevi, narozdil od vypocetniho ¢asu, ktery velmi naroste. Jind moznost pro snizeni
vypocetniho ¢asu je pouziti paralelizace. Je vice moznosti paralelizace vypoctu, jako je
napt. MPI nebo OpenMP. V programu byla zvolena paralelizace za pomoci knihovny
OpenMP, ktera umoznuje snadnou implementaci vicevlaknovych programu pro pocitace
se sdilenou pameéti. Tato paralelizace probiha tak, ze se v sekvenénim programu v mistech,
kde lze program rozdélit na vice nezdvislych ¢asti, vytvori v hlavnim vldknu (master
thread) skupina podvlaken (slave thread). Potom kazdému vlédknu se predd dand ¢ast pro-
gramu. Po vykonani paralelnich ¢asti programu kazdym vldknem se vSechna podvlakna
zru$i a zustane pouze hlavni vlakno, které pokracuje dédle ve vykonavani kédu programu
sekvencné. V programu se paralelné provadi vytvareni matic A a P a nasobeni téchto
matic s vektorem, které se vyskytuje v GMRES. Bylo by mozné vykonavat paralelné dalsi
¢asti programu, ale urychleni programu by bylo malé. Nevyhoda této paralelizace vzhle-
dem k podstaté OpenMP, kdy paralelizace je provedena pomoci vlaken, spoc¢iva v tom, ze
ji lze pouzit pouze v ramci jednoho vypocetniho uzlu a je i¢innd pouze na vicejadrovych
procesorech. Vsechny vypocty byly provedeny na clusteru Snéhurka, ktery v dobé psani
této prace obsahoval 11 vypocetnich uzlu (kazdy fyzicky obsahoval 2 ¢tyfjadrové proce-
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sory Intel Core i7, 2266.745 MHz, 8192 KB Cache, 24 GB RAM) a 3 uzly (kazdy fyzicky
obsahoval 2 ¢tytjadrové procesory Intel Core i7 2400.083 MHz, 12228 KB Cache, 24 GB
RAM ). Tedy v ramci kazdého uzlu je mozné pocitat na 8 jadrech, a tedy muze teo-
reticky bézet az 8 vlaken zaroven. Dalsi mozné urychleni zavisi na volbé kompildtoru
a jeho optimaliza¢nich moznosti. Pro pteklad programu byly zvoleny pro srovnani kom-
pilatory gee 4.4.5 s optimalizan¢nimi parametry gec -O3 -mtune=native -ffastmath a kom-
pilator icc s optimalizaénimi parametry icc -O3 -no-prec-div -xSSE4.2. Pro demonstraci
porovnani zrychleni vypoctu byla zvolena metoda STD-p2ql na triangulaci z obrazku 27,
kdy prislusna soustava ma dimenzi 823584. Na grafech z obrazku 2 vlevo je ukdzana
zavislost vypocetniho ¢asu pro vytvoreni soustavy na pocétu vldken pro oba zminéné
piekladace. Cas pro vytvoreni soustavy zde zahrnuje ¢as pro vypocitani véech nenulovych
bunék matice A a vypocitani pravé strany ®. Z obrazku je ziejmé, ze paralelizace pro
8 vldken pii neoptimalizovaném i pti optimalizovaném piekladu zkrati cas priblizné 7.5
krat. Na grafech z obrazku 3 vlevo je ukazana zavislost vypocetniho casu pro vyteseni
soustavy na poctu vldken opét pro oba zminéné prekladace. Cas pro vyfeseni soustavy
eracemi. V tomto pripadé se jiz pii paralelizaci nedosahuje tak dobrych vysledku jako pfti
vypocitani soustavy. To je zpusobeno hlavné ndsobenim matice s vektorem, kdy ¢ésti mat-
ice a vektoru se postupné nacitaji z paméti RAM do cache, coz zabere ¢ast vypocetniho
¢asu, ale potom se prvky z matice pouziji pti ndsobeni pouze jednou. Z obrazku je ziejmé,
ze paralelizace pro 8 vldken pii optimalizovaném pirekladu zkréati ¢as priblizné 3.5 krat.
Dale z grafu je vidét, ze pro nizs$i pocet vldken je preklada¢ icc mirné rychlejsi. Je to z
duvodu, Ze icc je stavéno hlavné na procesory firmy Intel. Bohuzel tento rozdil s rostoucim
poctem vlaken zanika.

10.2 Interakce

V této casti se budeme vénovat simulaci skutecné interakce mezi proudicim plynem a
profilem, jak byla popsana v kapitole 7. Experimenty byly provedeny pro nasledujici data:
m = 0.086622 kg, S, = —0.000779673 kgm, I, = 0.000487291 kg m~2, kyy = 105.109
N/m, koo = 3.696682 Nm/rad, dgy = 0.0 Ns/m, dye = 0.0 Nms/rad, g = 1.72 - 10~°kg
m~! s71 tlak nabihajictho proudu p° = 101250 Pa, [ = 0.05 m, ¢ = 0.3 m, hustota na
vstupu p = 1.225 kg m~3, Poissonova adiabatickd konstanta v = 1.4, specifické mérné
teplo ¢, = 721.428 m? s72 K~!, koeficient vedeni tepla k = 2.428 - 1072 kg m s72 K71,
H(0) = —20mm, a(0) = 6°, H(0) = &(0) = 0. Vypocet zacina v case t < 0, kdy profil
drzime v predepsané pocatecni poloze dané posunutim H a thlem natoceni a. Potom v
case t = 0 je profil uvolnén a dale fesime jiz skutecnou interakci.

V experimentech v piipadé metody BDF byly pouzity polynomy stupné 2 v prostoru a
aproximace tadu 2 v ¢ase (BDF-p2q2). V pripadé STDGM byly pouzity polynomy stupné
2 v prostoru a stupné 1 v ¢ase (STDGM-p2ql). Pro obé metody pro vsechny experimenty
byl zvolen casovy krok v bezrozmérnych jednotkach 7 = 0.003299, byla pouzita symetrickéa
formulace, parametr Cy vyskytujici se ve stabilizacnim ¢lenu Jy z kapitoly 8 byl zvolen
500. Pouze na hranici profilu byl tento parametr zvolen 5000 z duvodu stability vypoctu a
udrzeni predepsanych okrajovych podminek na této hranici. Déle byly zvoleny konstanty
11 = g = 0.1, které vystupuji ve formé 3;". Vypocty byly provedeny na triangulaci z obr.
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Obrazek 2: Grafy zavislosti vypocetniho ¢asu pro vytvofeni matice na poctu vldken.
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Obrazek 3: Grafy zavislosti vypocetniho casu pro feseni soustavy na poctu vlaken.
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27.

Obrazky 4 - 9 srovnavaji grafy posunuti a dhlu natoceni profilu pro obé metody
pro néabézné rychlosti 10,20, 30,35,37.5 a 40m/s. Tyto vysledky muzeme porovnat s
vysledky [24], kde je FeSena tloha se stejnymi vstupnimi daty pomoci klasickych spo-
jitych koneénych prvku v pripadé nestlacitelného proudeéni.

Z obrazku je ziejmé, ze tyto vysledky jsou v dobré shodé zejména pro nizsi nabézné
rychlosti. Z toho lze usoudit, zZe stlacitelnost nema pro nizké ndbézné rychlosti prilis velky
vyznam, coz dokazuji provedené experimenty, kdy se hustota v bezrozmérnych jednotkach
pohybovala v ptiblizné v rozmezi 0.999 — 1.001 pro nadbéznou rychlost 10m/s a ptiblizné v
rozmezi 0.9 — 1.35 pro ndbéznou rychlost 40m/s. Obrézek 10 resp. 11 zobrazuje rozlozent
velikosti rychlosti resp. tlaku pro ruzné ¢asové okamziky pro nabéznou rychlost 10m/s.
Obréazek 12 resp. 13 zobrazuje rozlozeni velikosti rychlosti resp. tlaku pro ruzné casové
okamziky pro nabéznou rychlost 40m/s. Na obrézku 14 jsou uvedeny vysledky frekvenéni
analyzy, ktera byla realizovana pomoci Fourierovy transformace

G(f,) = /0 g(t)e 2mint qt (10.1)

pro g = H nebo g = o a f, = nAf € [0,40],Af = 0.1 Hz, aproximovand pomoci
obdélnikového pravidla

G(fa) = > glte)e It (10.2)

M
k=1
kde t, resp. M resp. 75 jsou jednotlivé ¢asové okamziky resp. pocet ¢asovych okamziku
resp. casovy krok mezi ¢asovymi okamziky dané ¢asovou diskretizaci problému. Vysledky

frekvencni analyzy jsou zobrazeny jako hodnoty

G(f)l = VReG(fa)) + Im(G(f.)). (10.3)

Z téchto vysledku je patrny rust resp. pokles hlavnich frekvenci v posunuti resp. uhlu
rotace s rostouci nabéznou rychlosti.

Z prezentovanych vysledku uvedenych na obrazcich 4 - 9 vidime, ze obé metody BDF
a STDGM vedou ke kvalitativné podobnym vysledkim. Na zakladé obou metod lze dojit
k zaveru, ze kritickd nabézné rychlost, pro niz systém ztraci stabilitu, lezi v intervalu
mezi 35m/s a 37.5m/s. Pro vyssi rychlost dostdavame flutter, kdy vibrace profilu nejsou
tlumené. Srovnatelné vysledky byly ziskany v [24] metodou koneénych prvkua v piipadé
nestlacitelného proudéni.

10.3 Interakce profilu s proudicim vzduchem pro vysoké nabézné
rychlosti

Na zavér této kapitoly uvedeme numerické experimenty pro vysoké nabézné rychlosti.
Experiment byl proveden pro stejna data jako v predchozi kapitole kromé tuhosti pruzin

103



STDGM-p2q1l

BDF-p2q2 -~~~

20

t[s]

STDGM-p2q1l

BDF-p2g2 -

25

15

t[s]

0.5

hlu rotace pro nabéznou rychlost 10m/s (Ma = 0.0294).

fatu

’

Obrazek 4: Prubéh posunut

104



20 T T T

STDGM-p2ql ——
BDF-p2q2
5| p2q |
E
é -
I
1 1.2 1.4
t[s]
8 T T T T T
STDGM-p2q1 —
BDF-p292
6 K -
I
4 4‘ §
2 \ .
5 |l
0 _$ /\/\/\/\ i
D
2 ﬁa ]
&
4+ i
-6 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
t[s]

Obréazek 5: Prubéh posunuti a dhlu rotace pro ndbéznou rychlost 20m/s (Ma = 0.0588).
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Obréazek 6: Prubéh posunuti a dhlu rotace pro ndbéznou rychlost 30m/s (Ma = 0.0882).
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Obréazek 7: Prubéh posunuti a dhlu rotace pro ndbéznou rychlost 35m/s (Ma = 0.1029).
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Obréazek 8: Prubéh posunuti a tihlu rotace pro ndbéznou rychlost 37.5m/s (Ma = 0.1102).
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Obréazek 9: Prubéh posunuti a dhlu rotace pro ndbéznou rychlost 40m/s (Ma = 0.1176).
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Obrazek 10: Rozlozeni velikosti rychlosti (v bezrozmérnych jednotkach) v
ruznych casovych okamzicich (v sekunddch) postupné od shora v ¢t =
0.0841s,0.1831s,0.28215,0.3811s, které jsou vyznaceny v grafech na obrazku 4, pro
nabéznou rychlost 10m/s. Vlevo pro BDF a vpravo pro STDGM.
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Obrézek 11: Rozlozeni tlaku (v bezrozmérnych jednotkéch) v ruznych casovych okamzicich
(v sekundach) postupné od shora v ¢t = 0.0841s,0.1831s,0.2821s,0.3811s, které jsou
vyznaceny v grafech na obrazku 4, pro nabéznou rychlost 10m/s. Vlevo pro BDF a vpravo

pro STDGM.
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Obrazek 12: Rozlozeni velikosti rychlosti (v bezrozmérnych jednotkach) v
ruznych casovych okamzicich (v sekunddch) postupné od shora v ¢t =

0.0458s,0.0706s,0.09545,0.1202s, které jsou vyznaceny v grafech na obrazku 9, pro
nabéznou rychlost 40 m/s (Ma = 0.1176). Vlevo pro BDF a vpravo pro STDGM.
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Obrazek 13: Rozlozeni tlaku (v bezrozmérnych jednotkéch) v ruznych ¢asovych okamzicich
(v sekundéch) postupné od shora v ¢ = 0.0458s,0.0706s,0.0954s,0.1202s, které jsou
vyznaceny v grafech na obrdzku 9, pro ndbéznou rychlost 40 m/s (Ma = 0.1176). Vlevo
pro BDF a vpravo pro STDGM.
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Obrazek 14: Zobrazeni frekvencni analyzy pro posunuti a thel natoc¢eni profilu postupné
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(kgn a kuoo), které byly zvétseny tisic krat. Vsechny experimenty byly provedeny pomoci
STDGM-p2ql, protoze se ukazalo, ze tato metoda je stabilnéjsi a lze pomoci ni provést ex-
perimenty s Reynoldsovym &fslem az 107, zatimco pomoci BDF-p2q2 metody bylo mozné
provést tyto experimenty s Reynoldsovym éislem okolo 10%, coZ je pro praktické piipady
malo. Na obrdzcich 15 - 19 je vyobrazeno rozlozeni Machova ¢isla (Ma), na obrazcich 20
- 23 je pro vybrané experimenty zobrazeno rozlozeni tlaku, hustoty a teploty. Vidime zde
razové vlny, mezni vrstvu a tplav s virovou radou. Vysledky na obrazcich 15 - 16 resp.
17 - 18 resp. 19 byly vypocteny na triangulaci uvedené na obrazku 28 resp. 29 resp. 30 a
vysledné grafy posunuti a thlu rotace profilu jsou zobrazeny na obrazku 24 resp. 25 resp.
26. Tyto triangulace, adaptivné zjemnéné v okoli razovych vin, v mezni vrstvé a tplavu,
byly vytvoreny pomoci programu ANGENER (viz [4]).
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Obrazek 15: Rozlozeni Machova ¢isla v ruznych casovych okamzicich (v sekundach) pos-
tupné od shora v t = 0.0,0.00049, 0.00098, 0.00147, které jsou vyznacCeny v grafech na
obrazku 24, pro nabéznou rychlost 408 m/s (Ma = 1.2). Vlevo pro Re = 10* a vpravo pro
Re = 10°.
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Obrazek 16: Rozlozeni Machova ¢isla v ruznych ¢asovych okamzicich (v sekundach) pos-
tupné od shora v t = 0.0s,0.00049s, 0.00098s, 0.00147s, které jsou vyznaceny v grafech
na obrazku 24, pro nabéznou rychlost 408 m/s (Ma = 1.2). Vlevo pro Re = 10° a vpravo
pro Re = 107.
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Obrazek 17: Rozlozeni Machova &isla v ruznych ¢asovych okamzicich (v sekundach) pos-
tupné od shora v t = 0.0s,0.00029s, 0.00058s, 0.00087s, které jsou vyznaceny v grafech
na obrazku 25, pro nabéznou rychlost 680 m/s (Ma = 2.0). Vlevo pro Re = 10* a vpravo
pro Re = 10°.
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Obrazek 18: Rozlozeni Machova &isla v ruznych ¢asovych okamzicich (v sekundach) pos-
tupné od shora v t = 0.0s,0.00029s, 0.00058s, 0.00087s, které jsou vyznaceny v grafech
na obrazku 25, pro nabéznou rychlost 680 m/s (Ma = 2.0). Vlevo pro Re = 10° a vpravo
pro Re = 107.
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Obrazek 19: Rozlozeni Machova ¢isla v ruznych casovych okamzicich (v sekundach) pos-
tupné od shora v ¢t = 0.0s,0.00039s, 0.00078s, 0.00117s, které jsou vyznaceny v grafech na
obrazku 26, pro ndbéznou rychlost 1020 m/s (Ma = 3.0). Vlevo pro Re = 10* a vpravo
pro Re = 10°.
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Obrazek 20: Rozlozeni tlaku (vlevo v bezrozmeérnych jednotkach) a hustoty (vpravo v
bezrozmeérnych jednotkach) v riznych casovych okamzicich (v sekundach) postupné od
shora v ¢t = 0.0s,0.00049s, 0.00098s, 0.00147s, které jsou vyznaceny v grafech na obrazku
24, pro nabéznou rychlost 408 m/s (Ma = 1.2) a pro Re = 10".
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Obrazek 21: Rozlozeni tlaku (vlevo v bezrozmérnych jednotkdch) a hustoty (vpravo v
bezrozmérnych jednotkéch) v ruznych casovych okamzicich (v sekundéch) postupné od
shora v ¢t = 0.0s,0.00029s, 0.00058s, 0.00087s, které jsou vyznaceny v grafech na obrazku
25, pro nabéznou rychlost 680 m/s (Ma = 2.0) a pro Re = 107.
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Obrazek 22: RozloZeni teploty ve stupnich Celsia. Vlevo pro Re = 107 a nabéZnou rychlost
408 m/s (Ma = 1.2) v ruznych ¢asovych okamzicich (v sekundach) postupné od shora vt =
0.0s,0.00049s, 0.00098s, 0.00147s, které jsou zobrazeny v grafech na obrazku 24. Vpravo
pro Re = 107 a ndb&znou rychlost 680 m/s (Ma = 2.0) v ruznych ¢asovych okamzicich
postupné od shora v ¢t = 0.0s,0.00029s, 0.00058s, 0.00087s, které jsou zobrazeny v grafech
na obrazku 25.
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Obrazek 23: Rozlozeni teploty ve stupnich Celsia pro Re = 10° a nébéznou rychlost
1020 m/s (Ma = 3.0) v ruznych ¢asovych okamzicich (v sekundéch) postupné od shora v
t = 0.0s,0.00039s, 0.00078s,0.00117s, které jsou zobrazeny v grafech na obrazku 26.

124



20 T T T T
15 .
10 | -
A
51 A .
: j ; A y /4 N

or i ) % \%-:3,, ‘ R \'% i
5L i S 4
5 Y

\
210 F _
.15 + Y |
_20( 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
t[s]
8 T T T T T
Rezlog —
6% Re=10’ - 1
4 ﬂ |
i
2 o) A B i
VAR A
ARAD D A
0 H AWA LA Q o .
U TRV
Ll AR _
D i b

4 L ]
6 F _
-8 1 1 1 1 1

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

t[s]

Obrazek 24: Prubéh posunuti a thlu rotace pro ndbéznou rychlost 408m/s (Ma = 1.2).
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Obréazek 25: Prubéh posunuti a thlu rotace pro ndbéznou rychlost 680m/s (Ma = 2.0).
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Obréazek 26: Prubéh posunuti a dhlu rotace pro ndbéznou rychlost 1020m/s (Ma = 3.0).
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11 Zaveér

V této praci jsme se nejprve vénovali formulaci a teoretické analyze tiplné ¢asoprostorové
nespojité Galerkinové metodé (STDGM) pro skaldrni konvektivné difuzni rovnici s ne-
linedrn{ konvekef a nelinedrn{ difuzi. Pro tuto metodu byl odvozen odhad chyby v L*(H')—
a L*(L?)— normé. Nicméné odhad chyby pro L?(L?)— normu je suboptimélni. Dals{ cil
prace v této oblasti je odvozeni optimdlniho odhadu i pro L?*(L?)— normu.

V dalsi casti prace jsme se vénovali numerické simulaci interakce stlacitelné vazké
tekutiny a vibrujiciho profilu se dvéma stupni volnosti. Proudéni tekutiny bylo popsano
pomoci Navierovych-Stokesovych rovnic formulovanych za pomoci ALE metody pro ¢asové
zavislé oblasti. Vibrace profilu byly popsany pomoci systému obyc¢ejnych diferencidlnich
rovnic druhého tadu, jejichz feseni urcovalo posunuti H ve vertikdlnim sméru a thel
natoceni « profilu. Pro numerické feseni proudéni tekutiny zde byly pouzity dvé metody, a
to semiiplicitni nespojitd Galerkinova metoda (tzv. BDF) a také STDGM. Pro obé metody
byl popsan postup algoritmizace. Systém oby¢ejnych diferencidlnich rovnic popisujici po-
hyb profilu byl zde fesen pomoci Runge-Kuttovy metody 2.fddu. Pro teSeni velkych
fidkych soustav rovnic byla pouzita metoda GMRES s blokové diagonalnim predpod-
minénim.

Popsané metody byly naprogramovany v jazyce C a za pomoci OpenMP byl tento
program paralelizovan pro zrychleni vypoctu.

V zaveérecné kapitole byly obé popsané metody pouzity pro feseni realnych pripadu. Z
vysledku numerickych experimentu bylo patrné, ze jsme dosahli dobré shody s programem
NASTRAN, pomoci kterého lze urcit kritickou nabéznou rychlost, a také s vysledky z
c¢lanku [24], kde je Fesen stejny problém pomoci modelu nestlacitelného vazkého proudént
a konformnich konecnych prvki. Z vysledku je ziejmé, ze stlacitelnost ma maly vliv na
proudéni s nizkou nabéznou rychlosti proudu. Déle byly provedeny numerické simulace
interkace pro vysoké nabézné rychlosti. Zde se ukazalo, ze stlacitelnost mé jiz vyraznéjsi
vliv na TeSeni, a tedy pouziti nestlacitelného modelu je jiz nevhodné. Na téchto ptrikladech
byla ukazana robustnost obou metod, a to zejména STDGM, kdy byla simulovana inter-
akce pro ndbéznou rychlost 680m/s (Ma = 2.0) pro Re=107 a také pro ndb&znou rychlost
1020m/s (Ma = 3.0) pro Re=105. Pro vyssf ndbézné rychlosti byla jiz STDGM nesta-
bilni. Cilem dalsi prace bude zlepSeni modelu, aby bylo mozné simulovat problémy pro
vyssi nabézné rychlosti. Tyka se to hlavné zahrnuti turbulentniho modelu. Z hlediska
programovani by bylo dobré zabyvat se hybridni paralelizaci za pomoci OpenMP a MPI.
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