POSUDEK DOKTORSKE PRACE MGR. VACLAVA VLASAKA S NAZVEM
? COLECTIONS OF COMPACT SETS IN DESCRIPTIVE SET THEORY”.

Prace se sklada ze tfi ptvodnich védeckych ¢lankd, prvni se spoluautorem M.
Zelenym s nazvem ”Compact sets of continuity for Borel functions” i druhy sa-
mostatny ¢lanek doktoranda s ndzvem ” Countable compacta of continuity for pro-
jective functions” byly publikovidny v Topology and its applications 155 (z roku
2008) a 158 (z roku 2011). Jde o prace navazujici na &lanky F. Jordana v Real
Analysis Exchange 28 (z roku 2002/3) a 32 (z roku 2007).

V prvnim ¢lanku (kapitola 2) dokazuji autofi mj., Ze f (zobrazeni mezi polskymi
prostory) je borelovské, pokud mnozina C(f) kompakt®, na kterych je restrikce f
spojitd, je analyticka. To umoziuje zesileni Joradnovy véty o charakterizaci borelov-
skosti (analyti¢nosti) C(f) pomoci topologické tiplnosti grafu f. Tento vysledek byl
obsazen jiz v diplomové praci V. Vlasdka, coz myslim mohl doktorand napt. v ivodu
poznamenat i s dal§imi pozndmkami o tom, jak prace navazuje na diplomovou praci
a v ¢em pokrocil dale. Dalsi vysledky se tykaji koneénych projektivnich t¥id mno-
Zin a zobrazeni. Souvislost mezi analyti¢nosti a borelovskosti C(f) je zobecnéna na
piipad, ze je-li C(f) v L, pak i doplngk C(f) je v B.. Analogie charakteriza¢ni
véty pro projektivni t¥idy je dokdzana s pouzitim axiomu determinovanosti vhodné
projektivni t¥idy s pouzitim oddélovaci verze Wadgeovy hry.

Ve druhém ¢lanku (kapitole 3) se doktorand zabyva kompakty z C(f), které
maji pravé jeden limitni bod a ukazuje, Ze borelovskost f je ekvivalentni téz bo-
relovskosti, resp. analyti¢nosti, této podmnoziny C(f). Tento vysledek byl obsazen
téz jiz v diplomové praci. Zde je zobecnén i pro konec¢né projektivni tfidy. Souvislost
s koanalyti¢nosti (obecn&ji s TIL) je uvedena jako disledek (jde o disledek zming-
ného tvrzeni spolu s vétou o charakterizaci pomoci determinovanosti z predchozi
kapitoly). Dalsi vysledky se tykaji souvislosti mezi vlastnostmi dvou funkci f a g se
stejnou mnozinou C(f) a C(g). Ty byly i v diplomové préci. Dalsi nové vysledky se
tykaji borelovskych tifid mnoziny spocetnych kompaktt s jednim limitnim bodem
a jistych tiid zavedenych Jordanem, resp. klasickych borelovskych tfid, pro zobra-
zeni f. Nékteré z téchto vysledkt byly v ¢lanku uvedeny bez dikazu s odkazem
na podobnost s analogickymi Joradanovymi vysledky, zde jsou navic ony analogie
zformulovany a dokazany.

Ve tietim ¢lanku (kapitola 4) odpovidé autor na otdzku poloZzenou Lyonsem, zda
rlizné typy tzv. HY-mnoZin pro riizni N pfirozend vedou na stejné ¢ riizné mnoziny
mér, které se anuluji na odpovidajicich HV-mnozin4ch. (H"-mnoziny jsou speci-
alni podtfidy systému mnoZin jednoznacnosti studovanych v harmonické analyze.)
Doktorand déavé piiklad pravdépodobnosti py a kompaktnich HV+!-mnozin Py
takovych, Zze un(Py) = 1 a soudasné py je nulovéa na kazdé mnoziné z HY. Kon-
strukce miry g a mnoziny P pro dané N je relativné pfirozend vzhledem k definici
pojmu HY-mnoziny, ktery je ale sim o sob& dost komplikovany. Je volena tak, ze
w(P) =1 lze ukdzat pomérné snadno. Problémem je pak ukdzat, Ze p je nulova na
H"-mnozin4ch. To se provadi nep¥imo, ukazuje se to pro modifikovanou tiidu H"-
mnozin. K tomu se uziva zndmy fakt o souvislosti s obecngjsimi H*V(Q*)-mnozinami
a dokazuje se véta o souvislosti s jistou podt¥idou H™(Q*)-mnozin, které je pro
techniku dikazu vyznamna.

Prace obsahuje fadu ptivodnich vysledkti. Prvni dva ¢lanky rozsituji vysledky
dosazené v diplomové praci a jde o studium pfirozenych a zajimavych souvislosti
mezi vlastnostmi funkei a prostoru kompaktnich mnozin, na kterych je restrikce f
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spojita. Navazuji na prace F. Jordana, jehoz vysledky vyznamné zesiluji a zobec-
nuji. Vysledek ctvrté kapitoly je feSenim zajimavého Lyonsova problému ohledné
podtiid systému mnozin jednoznacnosti. Toto feSeni je velmi technické a nepiimé
a domnivam se, Ze i samo o sobé prokazuje schopnost doktoranda pro samostatnou
védeckou praci na vysoké drovni.

Obtiznosti metod odpovida i obtiZnost prezentace dikazii a fady pomocnych
pojm, které to vyzaduje. Domnivam se, Zze tuto stranku véci autor ponékud pod-
cenil. Dilezité pojmy bylo mozné kromé formalni definice doplnit néjakymi obrazky,
které by mnoha ¢tenaftim usnadnily ¢teni. Alespont uvedeni vyznamnych vlastnosti
novych pojmu a jejich souvislosti, které by nahradily obrazek a které se bez dal-
§tho pouzivaji by mélo po definicich nasledovat. Cely postup dikazu by mohl byt
doplnén o komentare vysvétlujici aspon zhruba strategii, ktera je sledovana. Rizné
pomocné pojmy, které spolu souviseji, by mély byt dany do souvislosti, jak formél-
nim znacenim, tak upozornénim na souvislosti napf. mezi D¢ a F;. Styl je velmi
strohy, dle oponenta by méla byt prezentace podrobnéjsi a prehlednéjsi. Autor na
moji zadost predlozil doplnéni nékterych dle mého pfilis struéné a neltplné sepsa-
nych mist v praci, kterou az na zminéné nedostatky v podani povazuji za velmi
kvalitni. Praci lze pifeéist s jistym silim i bez autorovych doplikd, jak jsem si na
sobé ovéril. Domnivam se ovSem, Ze u tfeti kapitoly je na nékolika mistech tfeba
nepfiméfené velkého usili. Nékolik mélo chyb, na které jsem narazil (viz podmno-
zinu pfilozenych komenté#i), lze snadno opravit, u jediné vyznamnéjsi to provedl
doktorand ve vyzadaném dopliku.

Dosazené vysledky jsou zajimavé, ptivodni a netrividlni. I pfes vyhrady k formé
sepsani posledni kapitoly, pravé tuto povazuji za hodnou zvlastniho ocenéni. Dopo-
rucuji proto, aby byl doktorandovi udélen titul PhD.

V Praze dne 15.8.2011
Petr Holicky



Seznam nékterych komentdii oponenta.

Str. 8 ... "The only main change” - z uvedenych komentait neni jasné, co se
chce Fici. Domnivam se, Ze byly provedeny jen formalni zmény, které zejména zlep-
Sily navaznost po sobé nésledujicich prvnich dvou ¢lankl, pouzita literatura byla
pfesunuta na zavér a odkazy adekvatné preznaceny, nékde byla upravena grafika
ku prosp&chu véci (n&které formule jsou zvyraznény oproti tomu, jak je to vytis-
téno v €lancich). Dikaz Theorem 3.2.7 je asi jedind vécnd zména oproti ¢lankim.
Jde o doplnéni formulaci a dikazt tam, kde je v ¢lanku pouhy odkaz na mozZnost
dosdhnout vysledkd podobné jako v ¢lanku Joradna. Domnivam se, Ze mohla byt
pfidana i citace na diplomovou préci a vysvétleny souvislosti se zde publikovanymi
vysledky.

Str. 13 ... Zminka o II! pro A a nadprostor kompaktd v A, ev. uvedeny odkaz
na pojem separacni hry predpokladaji jistou zkuSenost ¢tenére.

Str. 18 ... Pfedpoklad Corollary 3.2.2 zfejmé zkopirovan z Corollary 3.1.2 a
neupraven.

Str. 31 ... Bylo by dobré pro uréitost fici, o jaké miry jde, i kdyz to neni v dal§im
podstatné (nezdporné?).

Str. 32 a déle ... Bylo by prehlednéjsi psat (HY)* ap.

Str. 32 ... znadeni J? svadi n&kde k odli¥né interpretaci.

Str. 32, (iii) ... Skutetné je vhodné definovat i pro L zadporna?

Str. 33 ... P, lze popsat i jinymi zptisoby, nékteré se v dalsim objevi. Ne kazdému
je na prvni pohled jasné, jak vypadaji.

Str. 33 ... P, ; maji byt definovany odlisné (informace od 8kolitele), takto by v
poznamce 4.3.2 mohla byt rovnost bez dvojky. Mélo by byt definovano i pro n =0,
nebot se to v daldim pouzivi. Co je v (iii) n? Pozndmka zasluhuje v souvislosti
s vysvétlenim novych pojmi podrobnéjsi vysvétleni. (Doktorand dodal uspokojivé
vysvétleni.)

Str. 36, Remark 4.3.10 (ii) ... mé byt 97(Q*), pojem nebyl pro P = Q obsahujici
nulu definovan.

Str. 38, Remark 4.3.13 ... Namisto opakovani definice by bylo vhodnéjsi zfor-
mulovat tvrzeni, které se uZiva implicitné v dikazu (4.25) niZze. (Doktorand dodal
mozné vysvétleni.)

Str. 39, Lemma 4.3.15 ... Zde se objevuje Py nt+1. Uvedeni definice D pro
obecnd « ve znéni nepovazuji za vhodné. Piehlednéjsi by dle mého bylo definovat
D* (napf. D*F4 pro vhodny systém P a mnozinu A a pak aplikovat v zavislosti
na daldich parametrech v nasledujicim dtikazu) i Dfﬁ pred tvrzenim a vysvétlit
souvislosti mezi nimi a mezi systémy K, které se v dikaze pouzivaji. To, Ze ve
znaceni Df‘ﬁ je G, kdezto v D nikoliv, je ponékud nesymetrické.

Str. 40 dole ... Neni mi jasné, pro¢ Clearly, ... pfedchézi formuly (4.24).

Str. 41, dikaz formule (4.25) ... Bylo by dobré vysvétlit ”Thus we have ...”
napt. odkazem na rozsifenou poznadmku Remark 4.3.13, jak navrhuji vyse.

Str. 42 ... Pro lep&i sledovani dikazti by nap¥. v diikazech (bl) a (b2) na této
strance bylo dobré vyjmenovat pfed nerovnosmti uzitd tvrzeni peclivé v tom po-
fadi, jak se dale uziji. Druhé nerovnosti na fadcich nad a pod (b2) by mohly byt
vysvétleny podrobnéji. Pozndmka 4.3.2 (pfesnéji &ast (iii)) se uziva pro n > 17
(Doktorand dodal mozné podrobnéjsi vysvétleni.)

Str. 43 ... Zna&eni n(n, k) a k(n, k) je velmi nestandardni, domnivim se, ze ne-
vhodné a navic zbyte¢né. Zahy bude provedena volba kg = k(n, k). Mohlo tedy byt
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napft. ko(n, k) ... Mame-li jiz ng, ..., n; atd. je pro indukci trochu nepfesné, nebot
v nerovnostech, které maji splhovat, vystupuje s, které je v indukénim kroku tieba
odpovidajicim zpisobem zaménit. We will construct ... - bylo by dobré explicitné
napsat, ze ko i s budou celd, s nezdporné (¢i kladné).

Str. 44 ... Ovéfeni pfedpokladi Lemmatu 4.3.15 by bylo dobré provést, i Lemma
4.3.15 gives ... by bylo dobré trochu podrobnéji vysvétlit.

Str. 45 ... Vlastnosti F,,, by mély byt také ovéfeny. (Doktorand dodal doplnéni.)

Str. 46 ... Using (a) - Domnivam se, Ze jde o kli¢ovy krok ditkazu a mél by
byt proveden podrobné. Bezprostiedné z (a) to nevidim, myslim, %Ze by mélo byt
doplnéno tvrzeni ¢ aspon dikaz, ktery by (a) iterované uZival a vedl na kyZzenou
inkluzi? (Doktorand dodal stru¢né doplnéni.)

Str. 46, Remark 4.4.2 ... Mélo by byt feceno, zda uvedend tvrzeni jsou snadné
& jen zndmé. Existence v (iv) jisté plati, ale v ndsledujicim nestaéi (nap¥. na str.
49 nahote je pfechod k né&jaké podposloupnosti). Plati ovSem pro kazdou podpo-
sloupnost. V &asti (vi) se definuje a uZivd B(z, s) i pro s < 0 jako prazdnd mnoZina
(interval (z — s, + s)). Mozn4 to ani v nésledujicim tvrzeni nevadi, i kdyZ ostra
nerovnost ke konci dikazu uréité neplati. Asi jde o zbyte¢nou obecnost definice.

Str. 46, Lemma 4.4.6 ... Mélo by byt feceno, kde lezi j. Urcité neni dodrzovana
zaddna konvence, Ze je tomu tak vzdy, Casto je j < N + 1, i kdyz si lze z kontextu
rychle domyslet, jak je to mysleno zde.

Str. 49 nahote ... Pro¢ plati Since ..., we have ...? Mélo by byt podrobnéji. I dale
pfi rozdéleni na pfipady je n&jaké price (podobné jako nékterych dalsich mistech)
ponechina na ¢tenafi. Prechod k podposloupnosti v souvislosti s pozndmkou 4.4.2
neladi, jak bylo zminéno vySe. Jak je uzito Lemma 4.4.5 by mélo byt vysvétleno
podrobnéji. jednak téz vyzaduje praci od ¢tenére, jednak se ani nefikd, jak je vo-
leno ¢ z lemmatu. V lemmatu je také ostrd nerovnost ... (Podrobnéjsi zdtvodnéni
dodéno.)

Str. 51 ... Indukce by méla byt pofddné popsana. Neni explicitné feceno, co
je hledand matice M, argumentace v zavéru diikazu neni Gplna? Néjak se napf.
uzivé téz volba N-té slozky z,, k diikazu inkluze (b) pro N? (Podrobné zdtvodnéni
doktorandem postupné dodéna.)

Nekolik pripominek k formulacim a preklepim:
Misto ”topologii” mé byt ”topologii” v abstraktu,
str. 27 - The following Remark compare our definition ...;
Thereisan p e X .. ;
non-separable ve smyslu neoddélitelné by bylo dobré odlisit tfeba ”non-separated”
sets a asi 1 zopakovat, které mnoziny?;
thereis ... K, ... and ... D,, ... - there are a bylo by dobré ¥ici, Ze pro vSechna
n.
Str. 42, 2. fadek ... Je gives misto give.
Str. 48 dole ... Asi mé byt permuting?



