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ÚvodProblematika proud¥ní vazké stla£itelné tekutiny je popsána systémem pariál-níh difereniálníh rovni, tzv. Navierovými-Stokesovými rovniemi. Pro °aduproblém· z oblasti dynamiky tekutin je dosta£ujíí uºití jistýh zjednodu²ujííhp°edpoklad·, jako jsou zanedbání viskozity tekutiny, vnit°níh zdroj· tepla a je-ho p°enosu, £ímº dostáváme model tzv. nevazkého stla£itelného proud¥ní, kteréje popsáno Eulerovými rovniemi. Tyto rovnie jsou, z hlediska klasi�kae pari-álníh difereniálníh rovni, rovniemi hyperbolikými. Jednou z harakteristiktakového systému je, ºe i v °e²ení (slabém), s hladkou po£áte£ní podmínkou, semohou v pr·b¥hu £asu objevovat nespojitosti.�e²ení systému Eulerovýh rovni je d·leºité nejen pro speiální zjednodu-²ené p°ípady, ale i jako sou£ást tzv. kombinované metody kone£nýh prvk· aobjem· [12℄ pro °e²ení rovni Navierovýh-Stokesovýh. Pro °e²ení systému Eule-rovýh rovni je nej£ast¥ji pouºívána metoda kone£nýh objem·, kde je oblast, vníº uvaºujeme proud¥ní dané tekutiny, rozd¥lena na men²í £ásti. Tyto nazývámekone£né objemy a na t¥hto objemeh je uvaºováno °e²ení, které je po £ástehkonstantní.Klí£ovým pojmem v oblasti metody kone£nýh objem· je konstruke tzv. nu-merikýh tok·. Práv¥ numeriký tok totiº rozhoduje o p°esnosti metody, p°ehledn¥kterýh vybranýh tok· lze nalézt nap°. v knize [13℄. Pro zvý²ení p°esnosti vý-po£tu je v podstat¥ moºné postupovat dv¥ma sm¥ry. Prvním z nih je zvý²ení°ádu p°esnosti numerikého toku a tím i shématu metody kone£nýh objem·, viznap°. shéma ADER (Arbitrary Derivative) [46℄, metody ENO (Essentially NonOsillatory), £i WENO (Weighted Essentially Non Osillatory). Druhá moºnostje pouºití adaptivity, tj. zjemn¥ní výpo£etní sít¥ kone£nýh objem·, viz nap°.práe [10, 40℄, v oblasteh s nespojitostí, £i s velkou hodnotou normy gradientunumerikého °e²ení Eulerovýh rovni. Ve své prái budeme pouºívat druhéhop°ístupu, tedy pouºití adaptivity, ale p°eváºn¥ v kombinai se shématy metodykone£nýh objem· vy²²íh °ád·, konkrétn¥ druhého °ádu.Proto, abyhom sí´ vhodn¥ adaptovali, je nutné ur£it hybu, nap°. a-posteriori,jaké jsme se p°i °e²ení dopustili, oº je v p°ípad¥ nevazkého stla£itelného prou-d¥ní velmi komplikované. Zam¥°íme se proto na aplikai a roz²í°ení adaptivníhopostupu uvedeného v prái [40℄, tzv. Moving Mesh, který je zde pouºit v 1D apro £ty°úhelníkové sít¥ kone£nýh objem· ve 2D. Postup se skládá ze t°í v pod-stat¥ nezávislýh krok· - výpo£tu pomoí metody kone£nýh objem·, adaptaevýpo£etní sít¥ a interpolae numerikého °e²ení mezi p·vodní a nov¥ adaptova-nou sítí, jeº jsou v pr·b¥hu výpo£tu ykliky opakovány. D·vod, pro£ jsme sezam¥°ili na tento postup, je ten, ºe ho lze pouºít i pro jiné hyperboliké systémy,kde mohou vznikat pohybujíí se nespojitosti, jako jsou proud¥ní m¥lké vody, £iproblém sedimentae polydisperzníh sm¥sí.Na²ím ílem bude navrhnout a na vybranýh úloháh otestovat vlastní strate-gie adaptae sít¥, jak v 1D, tak i ve 2D pro trojúhelníkové nestrukturované sít¥,a porovnat je s jiº existujíími Moving Mesh algoritmy.Práe je £len¥na následovn¥. V kapitole 1 je formulován základní popis mate-matikého modelu stla£itelného proud¥ní. V kapitole 2 je odvozena metoda kone£-nýh objem· a uvedeny n¥které numeriké toky, které vyuºíváme v následujííh3



numerikýh experimenteh. Kapitola 3 obsahuje popis n¥kterýh v sou£asnostiuºívanýh postup· pro adaptai sít¥ a téº námi navrºené p·vodní algoritmy proadaptai sít¥. Jak námi navrºené, tak i konkuren£ní algoritmy, jsou zde prov¥°e-ny a porovnány ve shopnosti adaptovat výpo£etní sí´. V kapitole 4 jsou popsánykompletní algoritmy adaptivního výpo£tu a v 1D a 2D prov¥°eny na vybranýhúloháh s pohybujíími se nespojitostmi v °e²ení.Poznamenejme, ºe v²ehny numeriké experimety byly provád¥ny na po£íta£i,jehoº kon�gurae je uvedena v p°ílohové £ásti.
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1. Matematiký popis dynamikytekutinTato £ást práe je zam¥°ena na matematiký popis dynamiky tekutin. Jsou zdeuvedeny základní rovnie pro popis stla£itelného proud¥ní (Navierovy-Stokesovyrovnie), podrobn¥ji jsou zde popsány Eulerovy rovnie pro nevazké proud¥ní,jejihº numeriké °e²ení v kombinai s adaptivním zjem¬ováním je hlavním t¥-ºi²t¥m této práe. V souladu s [11, 13℄ ozna£me £asový interval, b¥hem n¥hoºsledujeme proud¥ní tekutiny, jako (0, T ) a oblast vypln¥nou tekutinou v £ase
t ∈ (0, T ) jako Ωt ⊂ IR3, pro oblast nezávislou na £ase budeme pouºívat Ω = Ωt.1.1 Navierovy-Stokesovy rovnieProud¥ní stla£itelné tekutiny lze popsat pomoí následujíího systému rovni [11, 13℄:

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0, (1.1)

∂ρv

∂t
+ div (ρv ⊗ v) = ρf −∇p+∇ (λdiv v) + div (2µD (v)) , (1.2)

∂E

∂t
+ div (Ev) = ρf .v − div (pv) + div (λv div v)+

+div (2µD (v) v) + ρq + div (k∇Θ) ,
(1.3)

e = e (ρ,Θ) , (1.4)
p = p (ρ,Θ) , (1.5)kde ρ je hustota, v vektor ryhlosti, p tlak, θ absolutní teplota, E elková energie,

f vektor hustoty vn¥j²í objemové síly, q hustota zdroj· tepla v tekutin¥, λ, µ jsoukoe�ienty viskozity a k je konstanta tepelné vodivosti, viz pouºité zna£ení nastr. 151. Tenzor ryhlosti deformae D(v) je de�nován následovn¥
D(v) = (dij)

3
i,j=1 , dij =

1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
. (1.6)Vztahy (1.1)�(1.3) p°edstavují zákony zahování, rovnie (1.1) se nazývá rovniekontinuity a je difereniální formulaí zákona zahování hmotnosti. Rovnie (1.2)je tzv. Navierovou-Stokesovou rovnií a vyjad°uje difereniální formulai zákonazahování hybnosti. Zákon zahování energie v difereniální form¥ je vyjád°enrovnií (1.3). Zbývajíí rovnie (1.4), (1.5) jsou termodynamiké relae, jeº udá-vají vztahy mezi stavovými veli£inami, hustotou ρ, absolutní teplotou Θ, tlakem

p a hustotou vnit°ní energie e. Celý tento systém rovni je nazýván Navierovými-Stokesovými rovniemi pro stla£itelné proud¥ní. V dal²ím budeme uvaºovat do-konalý plyn, jeº je popsán stavovou rovnií:
p = RΘρ, (1.7)kde R > 0 je plynová konstanta, kterou lze vyjád°it ve tvaru:
R = cp − cv, (1.8)5



kde cp je spei�ké teplo p°i konstantním tlaku a cv je spei�ké teplo p°i kon-stantním objemu. Vztahy (1.4), resp. (1.5) budeme uvaºovat v následujíí form¥:
e = cvΘ, (1.9)resp.

p = (γ − 1)
(
E − ρ|v|2/2

)
, (1.10)kde γ = cp/cv > 1 je Poissonova adaibatiká konstanta. Vztah mezi hustotouvnit°ní energie e a elkovou energií E je dán následujíí relaí:

e =
E

ρ
− 1

2
|v|2. (1.11)Zavedením stavovového vektoru w = w (x, t) , x ∈ Ω, t ∈ (0,T), lze tento systémrovni ((1.1), (1.2), (1.3)) pro N-dimensionální proud¥ní p°epsat do následujííhotvaru:

∂w

∂t
+

N∑

s=1

∂f s(w)

∂xs
= F (w) +

N∑

s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs
, (1.12)kde

m = N + 2,

w = (w1, w2, . . . , wm)
T = (ρ, ρv1, . . . , ρvN , E)T ∈ IRm, (1.13)

f s (w) = (ws+1, w2ws+1/w1 + δ1s (γ − 1) (wm −
m−1∑

j=2

w2
j/(2w1)), . . . ,(1.14)

wm−1ws+1/w1 + δm−2,s (γ − 1) (wm −
m−1∑

j=2

w2
j/(2w1)),

ws+1(γwm − (γ − 1)
m−1∑

j=2

w2
j/(2w1))/w1)

T,

Rs (w,∇w) =
N∑

j=1

Kij(w)
∂w

∂xj

. (1.15)Vztah (1.13) de�nuje stavový vektor w, jehoº jednotlivé sloºky wi se nazývajíkonzervativní prom¥nné. Funke f s v (1.14) jsou nazývány nevazkými Eulerovýmitoky. �leny Rs (w,∇w) (1.15) jsou vazké toky. Detailní závislost vazkýh tok·na konzervativníh prom¥nnýh a tvar mati Kij je uvedena nap°. v [13, str. 379℄.Protoºe je nutné uvaºovat pouze fyzikáln¥ p°ípustné hodnoty hustoty ρ > 0a tlaku p > 0, je na de�ni£ní oblast D ⊂ IRm funkí f s kladen následujíípoºadavek:
D = { w ∈ IRm;w1 = ρ > 0, ws = ρvs−1 ∈ IR s = 2, . . . , m− 1,

wm −
m−1∑

i=2

w2
i /(2w1) = p/(γ − 1) > 0},

(1.16)a dále platí, ºe f s ∈ C1 (D)m. 6



1.2 Eulerovy rovnieEulerovy rovnie pro stla£itelné adiabatiké proud¥ní popisují model nevazké-ho (µ = λ = 0) stla£itelného plynu, kde se zanedbává tepelná vodivost (k = 0)a vnit°ní zdroje tepla (q = 0). Protoºe se uvaºuje plyn, jehoº hmotnost je velminízká, v modelu zanedbáme efekty zp·sobené objemovou silou (f ) p·sobíí naplyn. Podobn¥ jako v p°ípad¥ Navierovýh-Stokesovýh rovni (1.12), lze zavede-ním stavového vektoru w, viz (1.13), získat Eulerovy rovnie ve tvaru vhodnémpro dal²í analýzu:
∂w

∂t
+

N∑

s=1

∂f s(w)

∂xs
= 0, (1.17)kde f s jsou Eulerovy nevazké toky de�nované v (1.14) a N je dimense problému.Derivae druhého £lenu rovnie (1.17) a uºití v¥ty o derivai sloºené funkevede na následujíí tvar Eulerovýh rovni, oº je kvazilineární systém pariálníhdifereniálníh rovni prvního °ádu:

∂w

∂t
+

N∑

s=1

As (w)
∂w

∂xs
= 0, (1.18)kde As (w) je Jakobiho matií zobrazení f s:

As (w) =
Df s (w)

Dw
=

(
∂fsi (w)

∂wj

)m

i,j=1

, (1.19)pro w ∈ D. Tok P (w,n) veli£iny w ve sm¥ru n lze vyjád°it ve tvaru:
P (w,n) =

N∑

s=1

f s (w)ns. (1.20)Derivování vztahu (1.20) vede na Jakobián toku P (w,n):
DP (w,n)

Dw
= P (w,n) =

N∑

s=1

As (w)ns. (1.21)Velmi d·leºitou harakteristikou popisujíí proud¥ní je tzv. Mahovo £íslo:
M =

|v|
a
, (1.22)kde a je ryhlost zvuku:

a =

√
γp

ρ
. (1.23)Na základ¥ hodnot Mahova £ísla se proud¥ní rozd¥luje na subsoniké(podzvukové),soniké a supersoniké(nadzvukové), tedy:

M (x, t) < 1 nebo M (x, t) = 1 nebo M (x, t) > 1. (1.24)7



1.2.1 Vlastnosti Eulerovýh rovniV této £ásti práe se zam¥°íme na popis základníh vlastností Eulerovýh rovni,které jsou mimo jiné vyuºívány p°i konstruki numerikýh shémat pro jejih°e²ení. Eulerovy rovnie mají následujíí vlastnosti:HomogenitaNevazké toky f s jsou homogenní zobrazení prvního °ádu:
f s (αw) = αf s (w) , α > 0. (1.25)Coº, v d·sledku p°edpokladu, ºe f s ∈ C1 (D)m, implikuje:

As (w)w = f s (w) . (1.26)Rota£ní invariantnostM¥jme libovolný vektor n = (n1, n2, n3)
T ∈ IR3, tento vektor lze ve sférikýhsou°adniíh zapsat ve tvaru:

n = r (cosα cos β, sinα cos β, sin β)T , (1.27)kde r = |n|, α ∈ [0, 2π) a β ∈ [−π/2, π/2]. Uvaºujme nový sou°adný systém
x̃1, x̃2, x̃3, který vznikne posunutím p·vodní soustavy sou°adni x1, x2, x3 o σ̃ ∈
IR3 a nato£ením osy x1 do sm¥ru n. Transforma£ní vztah z p·vodní sou°adnésoustavy do nové sou°adné soustavy je dán vztahem:




x̃1

x̃2

x̃3


 = Q0 (n)




x1

x2

x3


+ σ̃, (1.28)kde

Q0 (n) =




cosα cos β sinα cos β sin β
− sinα cosα 0

− cosα sin β − sinα sin β cos β


 , (1.29)je ortonormální matie a tedy platíQ−1

0 = QT
0 . Stavový vektor w p°i vý²e uvedenétransformai p°ejde na nový stavový vektor q:

q = Q (n)w, (1.30)kde
Q (n) =




1

Q0

1



 , (1.31)je ortonormální matie.Rota£ní invariantností se rozumí, ºe systém Eulerovýh rovni (1.17) se p°ivý²e uvedené transformai formáln¥ nem¥ní, tedy dostáváme následujíí systémrovni pro q:
∂q

∂t
+

N∑

s=1

∂f s(q)

∂xs
= 0. (1.32)Dále platí následujíí v¥ty, jeº jsou dokázány v [13, Theorem 3.4, Theorem 3.5℄:8



V¥ta 1.1. Neh´ w ∈ D a n ∈ IR3, |n| = 1. Pak platí:
P (w,n) = Q−1 (n) f1 (Q(n)w) (1.33)a

P (w,n) = Q−1 (n)A1 (Q(n)w)Q(n). (1.34)V¥ta 1.2. Vektorová funke w ∈ C1 (QT )
m je °e²ením Eulerovýh rovni (1.17),práv¥ kdyº funke q = q (x̃, t) daná (1.30) spl¬uje transformovaný systém (1.32).HyperboliitaDe�nie 1.1. Systém typu (1.18) se nazývá hyperboliký v oblasti D ⊂ IRm,jestliºe v²ehna °e²ení λj = λj (w,n) , j = 1, . . . , m, algebraiké rovnie m-téhostupn¥: det(λI (w)−

N∑

j=1

njAj (w)

)
= 0, (1.35)kde I je jednotková matie, jsou reálná pro libovolné n = (n1, . . . , nN )

T ∈ IRN a
w ∈ D.V p°ípad¥, ºe vlastní £ísla λj jsou naví jednoduhá, °ekneme, ºe systém (1.18)je ost°e hyperboliký.Systém (1.18) je nazýván (ost°e) diagonáln¥ hyperboliký v p°ípad¥, ºe matie
P (viz (1.21)) je naví diagonizovatelná, tedy existuje taková nesingulární matie
T, ºe platí:

T−1PT = Λ\ = Λ\ (w,n) =




λ1 0. . .
0 λm


 . (1.36)Systém Eulerovýh rovni (1.17) je diagonáln¥ hyperboliký ve smyslu p°ed-hozí de�nie (1.1). Vlastní £ísla λ pro 3D problém jsou následujíí:

λ1 (w,n) = v · n− a|n|,
λ2 (w,n) = λ3 (w,n) = λ4 (w,n) = v · n,
λ5 (w,n) = v · n+ a|n|,

(1.37)kde a, které je dáno vztahem (1.23), je ryhlost zvuku. Pro 2D problém lze získatnásledujíí vlastní £ísla λ matie P:
λ1 (w,n) = v · n− a|n|,
λ2 (w,n) = λ3 (w,n) = v · n,
λ4 (w,n) = v · n+ a|n|.

(1.38)1.3 Problematika po£áte£níh a okrajovýh pod-mínekV této £ásti práe se zam¥°íme pouze na základní popis problematiky okrajovýha po£áte£níh podmínek. Protoºe se zabýváme numerikým °e²ením problém·9



nevazkého proud¥ní, bude následujíí text v¥nován problematie okrajovýh apo£áte£níh podmínek pro nevazké proud¥ní.Jako ΓW ⊂ ∂Ω ozna£íme pevnou nepropustnou st¥nu, jako ΓI ⊂ ∂Ω resp.
ΓO ⊂ ∂Ω ozna£íme tu £ást hranie ∂Ω, kterou proudíí tekutina do oblasti vstu-puje1, resp. z ní vystupuje2:

ΓI (t) = {x ∈ ∂Ω; v (x, t) · n (x) < 0} , (1.39)
ΓO (t) = {x ∈ ∂Ω; v (x, t) · n (x) > 0} , (1.40)kde n je jednotková vn¥j²í normála k ∂Ω.1.3.1 Okrajové podmínky pro nevazké proud¥níV p°ípad¥ nevazkého proud¥ní na oblasti Ω se oben¥ uvaºuje Dirihletova pod-mínka pro stavový vektor w na hranii ∂Ω

w|∂Ω = wD, (1.41)kde wD je dáno. Vzhledem k harakteru rovni není moºné zvolit libovolnouhodnotu wD, ale takovou, která respektuje jejih harakter, tj. n¥které z hodnotstavového vektoru se získávají extrapolaí.To, které veli£iny lze p°i numerikém °e²ení na hranii ∂Ω p°edepsat a kterése musí extrapolovat, ur£íme podle po£tu kladnýh a zápornýh vlastníh £ísel
λ (w,n) Jakobiho matie P (w,n) (viz (1.21)). Na hranii se p°edepisuje tolikveli£in, kolik je zápornýh vlastníh £ísel λ (w,n), a ostatní veli£iny se získajíextrapolaí. Poznamenejme, ºe v dal²ím textu uvaºujeme okrajové podmínky prop°ípad N = 3, pro N = 2 je situae analogiká.Ze vztah· (1.37), které ur£ují vlastní £ísla Jakobiho matie P (w,n) pro 3Dproblém, a z poºadavku (v · n) = 0, který platí pro pevnou £ást hranie ΓW ,vyplývá, ºe λ1 < 0, λ2 = λ3 = λ4 = 0, λ5 > 0. Dle vý²e uvedeného p°edepisujemepouze jednu veli£inu, ostatní veli£iny, jako jsou tlak p, hustota ρ a te£né sloºkyryhlosti vt1 a vt2 , se extrapolují.V p°ípad¥ vstupu a výstupu je t°eba je²t¥ rozli²it, zda se jedná o proud¥nísubsoniké, soniké £i supersoniké. Pro vstupní £ást hranie ΓI v p°ípad¥ super-sonikého proud¥ní (−v · n > a) jsou vlastní £ísla následujíí λ1 < 0, λ2 = λ3 =
λ4 < 0, λ5 < 0, a tedy na hranii se p°edepí²í následujíí veli£iny:

ρ|ΓI
= ρD , v|ΓI

= vD , p|ΓI
= pD. (1.42)V p°ípad¥ proud¥ní subsonikého, £i sonikého (−v · n ≤ a) jsou vlastní £ísla

λ1 < 0, λ2 = λ3 = λ4 < 0, λ5 ≥ 0, a tedy na vstupní £asti hranie ΓI sep°edepisují tyto veli£iny:
ρ|ΓI

= ρD , v|ΓI
= vD (1.43)a hodnota tlaku p na hranii se získá extrapolaíPro výstupní £ást hranie ΓO se v p°ípad¥ supersonikého(sonikého) proud¥ní(v · n ≥ a) nep°edepisuje ni (λ1 > 0, λ2 = λ3 = λ4 > 0, λ5 > 0), veli£iny ρ, v,1inlet2outlet 10



p se extrapolují. V p°ípad¥ subsonikého proud¥ní (v · n < a) jsou vlastní £ísla
λ1 < 0, λ2 = λ3 = λ4 > 0, λ5 > 0, a tedy se pouze p°edepisuje hodnota tlaku navýstupní hranii ΓO:

p|ΓO
= pD, (1.44)ostatní hodnoty ρ, v se získají extrapolaí.1.3.2 Po£áte£ní podmínkyPo£áte£ní podmínky (1.45) udávají po£áte£ní rozloºení fyzikálníh veli£in hustoty

ρ, vektoru ryhlosti v a teploty Θ na oblasti Ω v £ase t = 0.
ρ (x, 0) = ρ0 (x) , v (x, 0) = v0 (x) , Θ (x, 0) = Θ0 (x) , x ∈ Ω . (1.45)Tyto podmínky lze p°i pouºití stavového vektoru w p°epsat následovn¥:

w (x, 0) = w0 (x) , x ∈ Ω . (1.46)
1.4 Formulae problémuCílem práe je numeriky °e²it soustavu Eulerovýh rovni:

∂w

∂t
+

N∑

s=1

∂f s(w)

∂xs

= 0 v QT = Ω× (0, T ), (1.47)za po£áte£ní podmínky
w (x, 0) = w0 (x) , x ∈ Ω (1.48)a okrajovýh podmínek

B(w(x, t)) = 0 pro (x, t) ∈ ∂Ω × (0, T ), (1.49)kde B(w(x, t)) je vhodný operátor popisujíí okrajové podmínky.

11



2. Metoda kone£nýh objem·V této £ásti práe budeme formulovat popis metody kone£nýh objem· pro ne-strukturované sít¥1, která se pouºívá pro °e²ení Eulerovýh rovni (1.17.). Je zdeuvedeno její odvození, podmínka stability a n¥které vybrané numeriké toky, jeºjsou pouºity v numerikýh experimenteh v následujííh kapitoláh. Formulaemetody kone£nýh objem· a pojmu sít¥ kone£nýh objem· je provedena o nej-oben¥ji, tedy pro N = 3. Konkrétní numeriké toky uvádíme pouze takové,které jsme pouºili v numerikýh experimenteh, tedy pro N = 1, 2.2.1 Sí´ kone£nýh objem·Bu¤ Ω ⊂ RN oblast vypln¥ná tekutinou, Ωh pak ozna£uje polygonální, resp.polyedrikou aproximai oblasti Ω pro N = 2, resp. N = 3. Hranie této aproxi-mované oblasti je pak ozna£ena ∂Ωh a je tvo°ena kone£ným po£tem po £ástehlineárníh k°ivek, resp. ploh pro N = 2, resp. N = 3. Jako sí´ kone£nýh objem·je nazývána mnoºina:
Dh = {Di}i∈J , (2.1)kde J ⊂ Z+ = {0, 1, . . .} je indexovou mnoºinou, h > 0 a Di jsou uzav°enépolygony, resp. polyedry pro N = 2, resp. N = 3, které tvo°í Ωh a mají vzájemn¥disjunktní vnit°ky2. Prvky Di jsou nazývány kone£né objemy a platí pro n¥:
Ωh =

⋃

i∈J
Di, (2.2)kde hodnota h zna£í:

h = sup
i∈J

diam (Di) . (2.3)V dal²ím bude pomoí |Di| zna£ena N-dimenzionální míra kone£ného objemu
Di ∈ Dh a pomoí |∂Di| N − 1 dimenzionální míra hranie objemu ∂Di.Libovolné dva kone£né objemy Di a Dj jsou bu¤ disjunktní, nebo je jejihpr·nikem £ást hranie ∂Di a ∂Dj . Dva kone£né objemy, jejihº pr·nik ∂Di ∩ ∂Djobsahuje bu¤ úse£ku, nebo £ást roviny se nazývají sousední kone£né objemy.Mnoºina index· sousedníh objem· p°íslu²ejííh k objemu Di je ozna£ena s (i),tedy:

s (i) = {j ∈ J ; j 6= i, Dj je sousedem kDi} . (2.4)Spole£ná hranie dvou sousedníh objem· Di a Dj se ozna£uje jako Γij a platípro ni:
Γij = Γji. (2.5)Oben¥ je moºné uvaºovat takové spole£né hranie sousedníh objem·, které jsoutvo°eny kone£ným po£tem βij úse£ek, resp. rovin pro N = 2, resp. N = 3:

Γij =

βij⋃

α=1

Γα
ij. (2.6)1Pojem strukturovanosti £i nestrukturovanosti sít¥ je diskutován dále v této kapitole2Protoºe se v pozd¥j²íh kapitoláh zabýváme i 1D výpo£ty, je d·leºité zmínit, ºe v p°ípad¥jedné dimenze je samoz°ejm¥ nutné terminologii o �°ád sníºit".12



Podobn¥ jako vý²e ozna£me N − 1 dimenzionální míru Γα
ij pomoí ∣∣Γα

ij

∣∣.Pro £ásti pr·niku hranie ∂Ωh s hranií objemu ∂Di, i ∈ J , které jsou tvo°enybu¤ úse£kou nebo £ástí roviny, budeme pouºívat ozna£ení Sj, kde j je prvkemindexové mnoºiny JB ⊂ Z− = {−1,−2, . . .}. Nyní lze de�novat mnoºinu index·hrani£níh segment· γ (i) pro objem Di následovn¥:
γ (i) =

{
{j ∈ JB;Sj ⊂ ∂Ωh ∩ ∂Di} Di je p°ilehlý k ∂Ωh

∅ Di není p°ilehlý k ∂Ωh
. (2.7)P°i pouºití ozna£ení Γij = Γ1

ij = Sj a βij = 1 pro j ∈ γ (i) lze zavést mnoºinu
S (i) jako sjednoení mnoºin γ (i) a s (i), tedy:

S (i) = s (i) ∪ γ (i) . (2.8)Pro hrani objemu ∂Di pak platí:
∂Di =

⋃

j∈S(i)

βij⋃

α=1

Γα
ij (2.9)a také

|∂Di| =
∑

j∈S(i)

βij∑

α=1

∣∣Γα
ij

∣∣ . (2.10)2.1.1 Vybrané sít¥ a jejih konstrukeNyní se zam¥°íme na n¥které nej£ast¥ji pouºívané konstruke sítí ve 2D a jejihklasi�kai. Poznamenejme, ºe v literatu°e se vyskytuje nejednozna£nost v termi-nologii, nap°. sí´ konformní a sí´ regulární [13, str. 187, str. 195 a str. 444℄.Trojúhelníková sí´Jednou z nejjednudu²²íh sítí je trojúhelníková sí´, kde jednotlivé objemy Di jsouuzav°ené trojúhelníky a výsledná polygonální aproximae Ωh oblasti Ω je tri-angulaí. Velmi £asto je na trojúhelníkovou sí´ kladen poºadavek, aby sí´ bylakonformní. Tedy aby pro Di, Dj ∈ Dh kde Di 6= Dj platila práv¥ jedna z podmí-nek:
Di ∩Dj je 




bu¤ ∅nebo je spole£ný vrholDi aDjnebo je spole£nou hranouDi aDj ,
(2.11)a tedy pro konformní trojúhelníkovou sí´ platí, ºe po£et segmet· hrani spole£néhranie objem· Di a Dj βij = 1. V dal²ím textu budeme trojúhelníkovou kone£n¥objemovou sí´ zna£it Th.�ty°úhelníková sí´�ty°úhelníková sí´ je taková sí´, kde jednotlivé objemy Di tvo°íí polygonálníaproximai Ωh jsou £ty°úhelníky a je spln¥na podmínka konformnosti (2.11).13



Duální kone£n¥ objemová sí´ nad triangulaíDuální kone£n¥ objemovou sí´ lze vytvo°it za p°edpokladu, ºe jiº n¥jaká vý²ezmín¥ná konformní triangulae Th existuje. Jako duální objem Di p°íslu²ný vr-holu Pi trojúheníkové sít¥ Th budeme nazývat uzav°ený polygon zkonstruovanýnásledovn¥. Spojíme t¥ºi²t¥ kaºdého trojúhelníku K ∈ Th, který obsahuje vrhol
Pi, se st°edem kaºdé hrany trojúhelníku K, která obsahuje vrhol Pi. Pro vr-holy Pi, jeº leºí na hranii ∂Ωh, se zkonstruovaná £ást polygonu uzav°e pomoíodpovídajíího segmentu hranie. Výsledné polygony pak tvo°í jednotlivé duálníkone£né objemy Di. Pro takto zkonstruované objemy Di a Dj, kde j ∈ s (i), platí,ºe βij ≤ 2.Baryentriká kone£n¥ objemová sí´ nad triangulaíP°edpokládejme op¥t, ºe máme zkonstruovanou konformní triangulai Th. Ba-ryentriká sí´ k této triangulai se zkonstruuje tak, ºe pro kaºdou nehrani£níhranu p·vodní triangulae Th spojíme její krajní body s t¥ºi²ti p°ilehlýh trojú-helníkovýh objem·, tj. objem·, kterým je tato hrana spole£ná. Tímto vzniknemnoºina hran formujíí baryentriký objem Di. V p°ípad¥ hrani£níh hran, tj.hran, jejihº v²ehny body leºí na hranii ∂Ωh, se postupuje obdobn¥. Naví setyto hrany p°idávají do mnoºiny hran formujíí p°íslu²ný baryentriký kone£nýobjem. Pro takto zkonstruované objemy Di a Dj , kde j ∈ s (i), platí, ºe βij = 1.

Obrázek 2.1: Trojúhelníková sí´ Obrázek 2.2: �ty°úhelníková sí´
Obrázek 2.3: Duální sí´ Obrázek 2.4: Baryentriká sí´Dal²í harakteristiky kone£n¥ objemovýh sítíDle [13, str. 195℄ je moºné uvést dal²í harakteristiky kone£n¥ objemovýh sítí:

• Strukturované sít¥ jsou takové sít¥, u kterýh se v kaºdém z vrhol· sít¥stýká stejný po£et objem·. 14



• Nestrukturované sít¥ jsou sít¥, kde v kaºdém z uzl· sít¥ se m·ºe stýkatr·zný po£et objem·.
• Uniformní sí´ je taková, kde jsou v²ehny kone£né objemy stejného typu.
• Neuniformní sí´ je taková, kde nejsou v²ehny kone£né objemy stejnéhotypu.
• Izotropní sít¥ jsou takové sít¥, kde délková m¥°ítka kone£nýh objem· jsouv podstat¥ v²ude v síti stejná.
• Anizotropní sít¥ jsou takové sít¥, kde se délková m¥°ítka kone£nýh objem·sít¥ výrazn¥ li²í v závislosti na sm¥ru, £i poloze.2.2 Metoda kone£nýh objem·V dal²ím p°edpokládejme, ºe w : Ω × [0, T ] → Rm je klasikým °e²ením problé-mu (1.4), Dh = {Di}i∈J je kone£n¥ objemová sí´ a 0 < t0 < t1 < . . . je d¥lení£asového intervalu [0, T ]. Ozna£me τk = tk+1 − tk £asový krok mezi tk a tk+1.Integraí rovnie (1.17) p°es mnoºinu Di × (tk, tk+1) a uºitím Greenovy v¥tydostáváme:
∫

Di

(w(x, tk+1)−w(x, tk)) dx+

∫ tk+1

tk

(∫

∂Di

N∑

s=1

f s(w)nsdS

)
dt = 0,vezmeme-li v úvahu (2.9), dostáváme:

∫

Di

(w(x, tk+1)−w(x, tk)) dx+

∫ tk+1

tk



∑

j∈S(i)

βij∑

α=1

∫

Γα
ij

N∑

s=1

f s(w)nsdS


 dt = 0.(2.12)Zave¤me následujíí aproximai:

wk
i ≈ 1

|Di|

∫

Di

w(x, tk)dx, (2.13)kde wk
i nazýváme p°ibliºným °e²ením na objemu Di v £ase tk, a aproximujme tok∑N

s=1 f s(w)(nα
ij)s veli£inyw st¥nou Γα

ij pomoí numerikého toku H (
wk

i ,w
k
j ,n

α
ij

),jeº závisí na numerikém °e²ení wk
i na objemu Di a na numerikém °e²ení wk

j naobjemu Dj a vn¥j²í normále nα
ij ke st¥n¥ Γα

ij v £ase tk:
N∑

s=1

f s(w)(nα
ij)s ≈H

(
wk

i ,w
k
j ,n

α
ij

)
. (2.14)Dosazením (2.13) a (2.14) do (2.12) a provedením nazna£enýh aproximaí získá-me obené shéma metody kone£nýh objem·:

wk+1
i = wk

i −
τk
|Di|

∑

j∈S(i)

βij∑

α=1

[ϑH(wk+1
i ,wk1

j ,nα
ij)+ (2.15)

(1− ϑ)H(wk
i ,w

k
j ,n

α
ij)]|Γα

ij|, Di ∈ Dh, tk ∈ [0, T ), ϑ ∈ [0, 1].15



Toto shéma je pro ϑ ∈ (0, 1] impliitní a vede k °e²ení systému oben¥ nelineár-níh rovni pro ur£ení hodnot wk+1
i , i ∈ J . Pro hodnotu ϑ = 0 získáme expliitníshéma3:

wk+1
i = wk

i −
τk
|Di|

∑

j∈S(i)

βij∑

α=1

H(wk
i ,w

k
j ,n

α
ij)|Γα

ij |, Di ∈ Dh, tk ∈ [0, T ), (2.16)tedy hodnota wk+1
i , i ∈ J se vypo£te p°ímo z hodnot na p°edházejíí £asovévrstv¥.Po£áte£ní podmínky w0

i , i ∈ J jsou za p°edpokladu w0 ∈ L1
loc (Ω)

m dányvztahem:
w0

i =
1

|Di|

∫

Di

w0(x)dx. (2.17)De�nie 2.1. P°ibliºným °e²ením metody kone£nýh objem· problému (1.4) bu-deme rozum¥t po £ásteh konstantní vektorovou funki wk
h, k = 0, 1, . . . , de�nova-nou skoro v²ude v Ωh tak, ºe wk

h|D̊i
= wk

i pro v²ehna i ∈ J , kde D̊i je vnit°ekobjemu Di, tj. D̊i = Di \ ∂Di a wk
i je dáno vztahem (2.16). Funke wk

h je apro-ximae °e²ení v £ase tk a vektor wk
i je hodnota aproximae °e²ení na kone£némobjemu Di v £ase tk.Vlastnosti numerikýh tok·O numerikém toku H budeme p°edpokládat, ºe má následujíí vlastnosti:1. H (u, v,n) je de�novaný a spojitý na D×D× S1, kde D je de�ni£ní obortok· f s a S1 je jednotková koule v IRN : S1 =

{
n ∈ IRN ; |n| = 1

}.2. H je konzistentní:
H (u,u,n) = P (u,n) =

∑N
s=1 f s (u)ns, u ∈ D, n ∈ S1.3. H je konzervativní:

H (u, v,n) = −H (v,u,n) , u, v ∈ D, n ∈ S1.O metod¥ kone£nýh objem· °íkáme, ºe je konzistentní, spl¬uje-li numeriký tok
H metody podmínku konzistene, a ºe je konzervativní, spl¬uje-li numeriký tokpodmínku konzervativnosti.2.2.1 Shéma typu ADERShémata typu ADER (Arbitrary Derivative) (viz [45, 46, 42, 23℄) jsou shémata,kde se p°i konstruki numerikého toku (2.14) H (

wk
i ,w

k
j ,n

α
ij

) pouºijí nikolivvektory po £ásteh konstantníh °e²ení wk
i a wk

j , nýbrº vektory polynom· ŵk
ia ŵk

j v prom¥nýh x1, . . . , xN . Tyto polynomy stupn¥ nejvý²e p − 1 se získají3V elé na²í prái byla pouºita pouze expliitní shémata, proto bude-li v následujíím pouºi-to vazby shéma metody kone£nýh objem·, bude my²leno expliitní shéma metody kone£nýhobjem·. 16



vhodnou konstrukí z po £ásteh konstantníh °e²ení wk
i , i ∈ J a poºadujeme odnih následujíí:

1

|Di|

∫

Di

ŵk
i dx = wk

i , (2.18)
ŵk

i = w(x, t)|Di
+O(hp), w ∈ Cp(Ω),kde h = maxi∈Jdiam(Di). Popis námi pouºité rekonstruke pro p = 2 je uvedenv kapitole 2.6.5.Vyjdeme-li p°i odvození metody kone£nýh objem· ze vztahu (2.12), m·ºe-me de�novat zoben¥ný numeriký tok Ĥ aproximujíí integrální pr·m¥ry toku∑N

s=1 f s(w)(nα
ij)s p°es mnoºinu Γα

ij × (tk, tk+1) následovn¥:
1

τk

1

|Γα
ij|

∫ tk+1

tk

∫

Γα
ij

N∑

s=1

f s(w)(nα
ij)sdS dt ≈ Ĥ

(
ŵk

i , ŵ
k
j ,n

α
ij

)
. (2.19)P°i pouºití takto de�novaného numerikého toku p°ejde expliitní shéma metodykone£nýh objem· (2.16) na tvar:

wk+1
i = wk

i −
τk
|Di|

∑

j∈S(i)

βij∑

α=1

Ĥ(ŵk
i , ŵ

k
j ,n

α
ij)|Γα

ij |, Di ∈ Dh, tk ∈ [0, T ). (2.20)2.2.2 Metoda kone£nýh objem· v 1DUvaºujme Eulerovy rovnie (1.17) pro N = 1, tedy uvaºovaná oblast Ω je interval
[a, b]. Pomoí xi, i ∈ Z+ ozna£me sí´ové body, pro tyto body platí a = x0 <
x1 . . . < xn = b. Kaºdý kone£ný objem Di je tvo°en sí´ovými body xi a xi+1, tedy
Di = [xi, xi+1]. Kone£né objemy tvo°í sí´ kone£nýh objem· Dh = {Di}i∈J , kde
J je po£et kone£nýh objem· dané sít¥ kone£nýh objem·.St°edy kone£nýh objem· Di ozna£me jako xi+ 1

2
. Dále pomoí hi ozna£mevelikost kone£ného objemu Di, hi = xi+1 − xi. Budeme-li uvaºovat op¥t £asovéd¥lení 0 = t0 < t1 < . . . a £asový krok τk = tk+1 − tk, pak £asoprostorovouintegraí p°es body tk, tk+1 a body xi, xi+1 a uºitím aproximae:

∫ xi+1

xi

w(x, tk)dx ≈ hiw
k
i , (2.21)a aproximaí tok· f 1(w(xi, tk)) v bodeh xi (viz 2.14), pomoí 1D numerikýhtok· gki , f 1(w(xi, tk)) ≈ gki (wi−1,wi), obdrºíme jednorozm¥rnou analogii expli-itního shématu (2.16)[13℄:

wk+1
i = wk

i −
τk
hi

(
gki+1 − gki

)
, i ∈ Z, k ∈ Z+. (2.22)Po£áte£ní °e²ení w0

i je dáno uºitím aproximae (2.21):
w0

i =
1

hi

∫ xi+1

xi

w0(x)dx. (2.23)17



2.3 Podmínka stabilityPomoí ‖wk‖ ozna£me n¥jakou normu p°ibliºného °e²ení wk, viz de�nie 2.1. Oshématu (2.16) °íkáme ºe je stabilní, existuje-li taková konstanta c > 0 nezávislána τk, h, k, ºe platí [13℄:
‖wk‖ ≤ c‖w0‖, k = 0, 1, . . . . (2.24)Obvykle se jako normy pouºívají analogie k Lp-norm¥ (p ∈ [1,∞]):

‖wk‖∞ = sup
i∈J

|wk
i | (2.25)a

‖wk‖p =

{
∑

i∈J
|Di||wk

i |p
}1/p

, p ∈ [1,∞) . (2.26)Protoºe pouºíváme expliitní shéma (2.16), je nutné klást jistá omezení navelikost £asového kroku τk. Pro Eulerovy rovnie se pouºívají následujíí omezení,která jsou heuristiky ur£ena z p°esné podmínky stability shématu pro lineár-ní systémy hyperbolikýh rovni [13℄. Toto omezení se nazývá CFL podmínkoustability (Courant-Friedrihs-Lewy):
τk ≤ CFL |Di|

λk
i,max|∂Di|

, i ∈ J, (2.27)a
λk
i,max = max

r=1,...,m,j∈S(i)
α=1,...,βij

|λk
r

(
wk

ij,n
α
ij

)
|, m = N + 2, (2.28)kde hodnoty λk

r

(
wk

ij ,n
α
ij

) jsou vlastní £ísla matie P (wk
ij ,n

α
ij

) (viz (1.21)) a hod-nota vektoru wk
ij oben¥ závisí na vektoreh wk

i , wk
j a na konkrétním pouºitémnumerikém toku, nap°. pro Vijayasundaramovo a Van Leerovo shéma, viz [13℄je wk

ij =
wk

i +wk
j

2
, CFL je £íslo, pro které platí: CFL ∈ (0, 1).2.4 Riemann·v problémV této £ásti na²í práe si ve stru£nosti popi²me Riemann·v problém a zoben¥nýRiemann·v problém, které se pouºívají pro konstruki n¥kterýh numerikýhtok·(metody Godunova typu, viz kapitola 2.5). Riemann·v problém je následujííúloha. Hledáme w : IR× 〈0,∞) 7→ IRm spl¬ujíí:

∂w

∂t
+

∂f 1 (w)

∂x1
= 0, x1 ∈ IR, t > 0, (2.29)za po£áte£níh podmínek:

w (x1, 0) =

{
wL, x1 < 0,
wR, x1 > 0,

(2.30)kde wL,wR ∈ D jsou konstanty, D je dáno (1.16). O tvaru °e²ení Riemannovaproblému nám hovo°í následujíí v¥ta [13, Theorem 2.24℄(d·kaz tamtéº):18



V¥ta 2.1. Má-li Riemann·v problém jediné po £ásteh hladké °e²ení w, pak wm·ºe být pro t > 0 zapsáno v podobnostním tvaru:
w(x1, t) = w̃ (x1/t) ,kde w̃ : IR → IRm.Naví takové °e²ení závisí i na vektoreh wL, wR a m·ºeme ho psát ve tvaru:

w(x1, t) = wRS (x1/t;wL,wR) , (2.31)kde zkratka RS znamená Riemann solution.V dal²ím ozna£me λk(w), viz (1.37), vlastní £íslo matieA1(w) (viz (1.19)) od-povídajíí vlastnímu vektoru rk(w) této matie. Zave¤me následujíí pojmy [13,De�nition 2.25℄:De�nie 2.2. Vlastní vektor rk = rk(w) matie A1 = A1(w) se nazývá `genui-nely' nelineární, jestliºe:
∇wλk(w)T · rk(w) 6= 0 ∀w ∈ D. (2.32)Dále °íkáme, ºe vektor rk je lineárn¥ degenerovaný, kdyº:
∇wλk(w)T · rk(w) = 0 ∀w ∈ D. (2.33)Úpravou v¥ty [13, Theorem 2.32℄ vztahujíí se k obenému hyperbolikémuproblému, pro ná² p°ípad Eulerovýh rovni, dostáváme:V¥ta 2.2. P°edpokládejme, ºe pro kaºdé w ∈ D v²ehna vlastní £ísla λk(w)matie A1(w) jsou jednoduhá a ºe kaºdý odpovídajíí vlastní vektor rk je bu¤`genuinely' nelineární nebo lineárn¥ degenerovaný. Pak pro libovolné wL ∈ Dexistuje jeho okolí B(wL) ∈ D takové, ºe platí: pro kaºdé wR ∈ B(wL) máRiemann·v problém jediné °e²ení. Toto °e²ení se skládá z maximáln¥ m + 1konstantníh £ástí (m=N+2).Toto je ilustrováno na následujíím obrázku 2.5, kde je oblast, na níº hledáme°e²ení Riemannova problému, rozd¥lena na jednotlivé klíny Q:

QL =
{
(x1, t) ;

x1

t
< sHL, t > 0

}
,

QHTL =
{
(x1, t) ; sHL <

x1

t
< sTL, t > 0

}
,

Q∗L =
{
(x1, t) ; sTL <

x1

t
< u∗, t > 0

}
,

Q∗R =
{
(x1, t) ; u∗ <

x1

t
< sTR, t > 0

}
,

QHTR =
{
(x1, t) ; sTR <

x1

t
< sHR, t > 0

}
,

QR =
{
(x1, t) ; sHR <

x1

t
, t > 0

}
.Mnoºiny QHTL, resp. QHTR se nazývají vlny z°ed¥ní a mohou v závislosti napo£áte£ní podmíne degenerovat na mnoºiny {(x1, t) ;
x1

t
= s1, t > 0

}, respekti-ve {(x1, t) ;
x1

t
= s3, t > 0

}, v tomto p°ípad¥ je pak nazýváme rázovými vlnami.19



Mnoºina {(x1, t) ;
x1

t
= u∗, t > 0

} se nazývá kontaktní nespojitostí. Konstanty
sHL, sTL, s1, u∗, s3, sTR, sHR jsou ryhlosti vln. Struktura °e²ení Riemannovaproblému na jednotlivýh klíneh je potom následujíí:

w|QL
= wL, w|Q∗R

= w∗R,

w|QHTL
= hladká funke, w|QHTR

= hladká funke,
w|Q∗L

= w∗L, w|QR
= wR.

0 x

t

1

Q QQ

Q

Q

QL R

HTRHTL *L *R

s u ss s* TR HRHL TL

Obrázek 2.5: Struktura °e²ení Riemannova problému. Pomoí tu£nýh £ar jsounazna£eny hranie jednotlivýh klín· Q.
2.4.1 P°ibliºný Riemann·v °e²i£ HLLCNámi pouºitá implementae metody ADER pouºívá, místo p°esného °e²ení Rie-mannova problému, pouze p°ibliºného Riemannova °e²i£e HLLC4, jehoº odvozenínení sou£ástí této práe. Poznamenejme jen, ºe místo struktury °e²ení Rieman-nova problému zanesené na obrázku 2.5 je pouºita aproximae °e²ení problému,skládajíí se ze £ty° oblastí, na kterýh jsou konstantní °e²ení wL, w∗L, w∗R a
wR, viz obrázek 2.6.Tato °e²ení jsou popsána vztahy [23℄:

w(x, t) =





wL pro x
t
< sL,

w∗L pro sL < x
t
< s∗,

w∗R pro s∗ <
x
t
< sR,

wR pro . x
t
> sR,

(2.34)kde sL, s∗, sR jsou ryhlosti vln odd¥lujíí jednotlivá po £ásteh konstantní °e-²ení wL, w∗L, w∗R a wR. �e²ení w∗L, w∗R tvo°íí aproximai st°edového klínu4Jde o modi�kai tzv. HLL shématu navrºeného autory Hartenem, Laxem, Van Leerem, anaví obsahujíí vlnu kontakní nespojitosti (Contat) ve st°edovém klínu °e²ení.20
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w wL R
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Obrázek 2.6: Struktura °e²ení p°ibliºného °e²ení Riemannova problému pro HLLC°e²i£.p°esného °e²ení Riemannova problému jsou dána:
w∗K = ρK

(
sK − uK

sK − s∗

)




1
s∗
vK
wK

EK

ρK
+ (s∗ − uK)

[
s∗ +

pK
ρK(sK−uK)

]




, (2.35)kde K = L,R. Odhady ryhlosti vln sL, resp. sR jsou ur£eny jako nejmen²í, resp.nejv¥t²í vlastní £ísla Roeovy matie Ã (wL,wR) (viz 2.97), kde uvaºujeme 1Dp°ípad, tedy:
sL = û− â, sR = û+ â (2.36)kde û a â jsou dány vztahy (2.93) a (2.98). Hodnotu ryhlosti s∗, která odpovídáryhlosti kontaktní nespojitosti, ur£íme pomoí [23℄:

s∗ =
pR − pL + ρLuL (sL − uL)− ρRuR (sR − uR)

ρL (sL − uL)− ρR (sR − uR)
. (2.37)2.4.2 Zoben¥ný Riemann·v problém a jeho °e²eníPodobn¥ jako vý²e uvedený Riemann·v problém, je °e²ení zoben¥ného Rieman-nova problému (DRP)5 vyuºito p°i konstruki shématu typu ADER,viz kapitola2.2.1, které pouºijeme v numerikýh experimenteh v kapitole 4.Zoben¥ným Riemannovým problémem rozumíme problém typu (2.29), kdevektory v po£áte£níh podmínkáh (2.30) nejsou konstanty, nýbrº dostate£n¥hladké funke a naví w = w (x, t) , x ∈ IRN , kde N = 2, nebo N = 3:

∂w

∂t
+

∂f 1 (w)

∂x1
= 0, x1 ∈ IR, t > 0, (2.38)

w (x, 0) =

{
ŵL(x), x1 < 0,
ŵR(x), x1 > 0.

(2.39)5N¥kte°í auto°i, nap°. Toro a Titarev v [45, 46, 44, 42℄, rozli²ují mezi ozna£enímGRP (Generalized Riemann Problem) a DRP(Derivative Riemann Problem). V GRP se uvaºujípo £ásteh lineární po£áte£ní podmínky, zatímo v DRP se uvaºují obené, dostate£n¥ hladkéfunke. 21



V dal²ím, z d·vodu konstruke numerikýh tok· vy²²íh °ád·, viz kapitola 2.5.1,uvaºujme, ºe ŵL(x), ŵR(x) jsou polynomy stupn¥ nejvý²e p− 1. Tento problémbudeme zna£it jako DRPp−1.Pro na²e ú£ely, tedy konstruki numerikýh tok· na hranii mezi dv¥maobjemy Di a Dj , se omezme na °e²ení v bod¥ x0 : (x0)1 = 0. Provedeme-liTaylor·v rozvoj v £ase, lze toto °e²ení aproximovat:
w (x0, τ) ≈ w+(x0, 0) +

p−1∑

l=1

[
∂l

∂tl
w+(x0, 0)

]
τ l

l!
, (2.40)kde w+(x0, 0) = limt→0+w(x0, t).První £len w+(x0, 0) v (2.40) se ur£í °e²ením Riemannova problému s po£á-te£ní podmínkou:

w (x1, 0) =

{
ŵL(x0), x1 < 0,
ŵR(x0), x1 > 0.

(2.41)Toto °e²ení m·ºeme zapsat v následujíím podobnostním tvaru:
w+(x0, 0) = wRS (0; ŵL(x0), ŵR(x0)) . (2.42)�leny vy²²íh °ád· v rozvoji (2.40) jsou ur£eny ve dvou kroíh. Nejprvepomoí tzv. proedury Cauhy-Kowalewské vyjád°íme £asové derivae ∂(l)w

∂tl
l =

1, . . . , p − 1 z rovnie (1.17) pomoí derivaí prostorovýh. V dal²ím kroku sityto prostorové derivae spo£teme, a to tak, ºe derivováním vztahu (2.38) podleprom¥nýh x1, . . . , xN aº do °ádu p a po úpraváh dostáváme evolu£ní rovnietohoto tvaru:
∂w(l1,...,lN )

∂t
+ A1(w)

∂w(l1,...,lN )

∂x1
=H(w,w(1,0,...,0), . . . ,w(l1,...,lN )), (2.43)kde

w(l1,...,lN ) =
∂l1+...+lNw

∂l1x1 . . . ∂lNxN
, 1 ≤ l1 + . . .+ lN ≤ p− 1,a H je nelineární zdrojový £len. Protoºe nás zajímají prostorové derivae v bod¥

x0 a v £ase t → 0+, £lenH se dle [45, 46, 44, 42℄ zanedbá a dále se rovnie (2.43)linearizuje okolo vedouího £lenu w+(x0, 0) rozvoje (2.40). Tedy místo matie
A1(w) budeme uvaºovat konstantní matii:

A0 = A1

(
w+(x0, 0)

)
. (2.44)Pro ur£ení prostorovýh derivaí w(k1,...,kN ) °e²íme sekveni následujííh lineari-zovanýh Riemannovýh problém·, kde po£áte£ní podmínky jsou ur£eny extra-polaí vektor· ŵ(k1,...,kN )

L a ŵ(k1,...,kN )
R do bodu x0:
∂w(k1,...,kN )

∂t
+ A0

∂w(k1,...,kN )

∂x1

= 0 (2.45)
w(k1,...,kN ) (x1, 0) =

{
ŵ

(k1,...,kN )
L (x0), x1 < 0,

ŵ
(k1,...,kN )
R (x0), x1 > 0.

(2.46)Po °e²ení problému (2.45) pouºijeme spo£tené prostorové derivae w(k1,...,kN )pro konstruki £asovýh derivaí pomoí Cauhy-Kowalewské proedury a tyto22



dosadíme do rozvoje (2.40) a °e²ení zoben¥ného Riemannova problému pomoín¥ho aproximujeme:
ŵRS (x0, t; ŵL, ŵR) ≈ w (x0, t) . (2.47)Op¥t jako v p°ípad¥ Riemannova problému poznamenejme, ºe místo p°esného°e²ení Riemannovýh problém· pro konstruki, jak vedouího £lenu w+(x0, 0),tak i prostorovýh derivaíw(k1,...,kN ), je moºné pouºít n¥které z p°ibliºnýh °e²i£·Riemannova problému, viz kapitola 2.4.1.2.5 Metody Godunova typuMetody Godunova typu, viz [13℄, jsou zaloºeny na °e²ení Riemannova problé-mu (viz kapitola 2.4). Godunova metoda v 1D je de�nována jako numeriké shé-ma s následujíím numerikým tokem g:
gG(u, v) = f1 (wRS(0;u, v)) , (2.48)kde funke gG se nazývá Godunov·v numeriký tok, nebo p°esný Riemann·v°e²i£6. A tedy výsledné 1D shéma je:

wk+1
i = wk

i −
τk
hi

[
f1(wRS(0;w

k
i ,w

k
i+1))− f 1(wRS(0;w

k
i−1,w

k
i ))
]
. (2.49)Pro víe dimenzí postupujeme následovn¥. Neh´ Γα

ij je st¥na mezi objemy
Di a Dj s normálou nα

ij sm¥°ujíí z Di do Dj . Zave¤me v IRN , N = 2 nebo 3nový kartézský sou°adný systém x̃1, . . . , x̃N s po£átkem ve st°edu Γα
ij a s osou

x̃1 orientovanou ve sm¥ru normály nα
ij a s x̃2, . . . , x̃N te£nými ke st¥n¥ Γα

ij , kterýjsme získali posunutím po£átku sou°adného systému do Γα
ij a oto£ením tak, ºe osa

x̃1 je orientována ve sm¥ru normály nα
ij. Pak z rota£ní invariantnosti Eulerovýhrovni (1.32) lze psát:

∂q

∂t
+

N∑

s=1

∂f s(q)

∂x̃s
= 0, (2.50)kde

q = Q
(
nα

ij

)
w, (2.51)a matie rotae Q

(
nα

ij

) je de�nována v (1.31). Zanedbáme-li te£né derivae vesm¥reh x̃2, . . . , x̃N , dostáváme následujíí Riemann·v problém:
∂q

∂t
+

∂f 1 (q)

∂x̃1
= 0, x̃1 ∈ IR, t > 0, (2.52)za po£áte£níh podmínek:

q (x̃1, 0) =

{
Q
(
nα

ij

)
wk

i , x̃1 < 0,
Q
(
nα

ij

)
wk

j , x̃1 > 0,
(2.53)kdewk

i awk
j jsou °e²ení na objemehDi aDj. Pouºijeme-li Godunov·v numerikýtok (2.48), lze de�novat numeriký tok pro víedimensionální Eulerovy rovnie:

H
(
wk

i ,w
k
j ,n

α
ij

)
= Q−1gG

(
Qwk

i ,Qw
k
j

)
, (2.54)6exat Riemann solver 23



kde Q = Q
(
nα

ij

).Pro pouºití Godunova shématu je nutné °e²it Riemann·v problém, oº jeoben¥ náro£né. Tomuto se lze vyhnout tak, ºe pouºijeme pouze jeho p°ibliºné°e²ení:
gG (u, v) ≈ gR (u, v) , (2.55)kde gR zna£í Riemann·v numeriký tok, neboli p°ibliºný Riemann·v °e²i£.V dal²ím p°edpokládejme, ºe Jakobiho matie A (w) = A1 (w) (viz (1.19))pro Riemann·v problém ve tvaru:

∂w

∂t
+ A (w)

∂w

∂x1
= 0, x ∈ IR, t > 0, (2.56)je diagonalizovatelná:

A (w) = T (w) Λ\ (w)T−1 (w) , (2.57)kde T (w) je nesingulární matie a Λ\ (w) = diag (λ1(w), . . . , λm(w)) je diago-nální matií vlastníh £ísel λ. Zave¤me ozna£ení a+ resp. a− pro libovolné a ∈ IR,kde platí a+ = max(a, 0), resp. a− = min(a, 0) a de�nujme matie
Λ\±(w) = diag(λ±

1 (w), . . . , λ±
m(w)), |Λ\(w)| = diag(|λ1(w)| , . . . , |λm(w)|)(2.58)a

A±(w) = T(w)Λ\±(w)T−1(w), |A(w)| = T(w)|Λ\(w)|T−1(w). (2.59)Na základ¥ tvaru p°esného Riemannova °e²i£e pro lineární Riemann·v pro-blém typu (2.56), kde matie A je konstantní, hledejme heuristiky p°ibliºnýRiemann·v °e²i£ ve tvaru, [13℄:
gR(u, v) = f(u) +

∫ v

u
A− (w) dw (2.60)

= f(v)−
∫ v

u
A+ (w) dw

=
1

2

{
f(u) + f (v)−

∫ v

u
|A (w) |dw

}
,kde

∫ v

u
A± (w) dw =

(∫ v

u
a±
1 (w) dw, . . . ,

∫ v

u
a±
m (w) dw

)T

. (2.61)Ve vztahu (2.61) ozna£uje a±
i (w) i−tý °ádek matie A± (w) a ∫ vu a±

i (w) dw jek°ivkový integrál vektorové funke a±
i : IRm → IRm podél k°ivky v IRm s po£áte£-ním bodem u a konovým bodem v. Tento integrál je oben¥ závislý na integra£níest¥. Vztah (2.60) lze spo£íst bu¤ pomoí vhodné numeriké kvadratury, tím do-staneme nap°. Steger·v-Warming·v, Vijayasundaram·v £i Van Leer·v numerikýtok, nebo integraí po vhodné integra£ní est¥, Osher-Solomon·v numeriký tok,viz nap°. [48℄. 24



2.5.1 Zoben¥ná Godunova metodaZoben¥ná Godunova metoda vyhází p°i konstruki numerikého tokuH z °e²enízoben¥ného Riemannova problému, viz kapitola 2.4.2. V jejím p°ípad¥ m·ºemepostupovat analogiky k p°edhozímu, tedy zavedeme nový kartézský sou°adnýsystém x̃1, . . . , x̃N s po£átkem ve st°edu Γα
ij , kde N = 2, nebo N = 3 a s osou

x̃1 orientovanou ve sm¥ru normály nα
ij a s x̃2, . . . , x̃N te£nými ke st¥n¥ nα

ij apo transformai Eulerovýh rovni do tohoto sou°adného systému op¥t obdrºímevztahy (2.50) a (2.51).Za p°edpokladu, ºe jsme shopni sestrojit polynomiální rekonstruke ŵk
i a

ŵk
j , viz kapitola 2.2.1, pak po zanedbání te£né derivae ve sm¥reh x̃2, . . . , x̃Nv (2.50) dostáváme následujíí zoben¥ný Riemann·v problém:

∂q

∂t
+

∂f 1 (q)

∂x̃1

= 0, x̃1 ∈ IR, t > 0, (2.62)
q (x̃, 0) =

{
q̂L(x̃), x̃1 < 0,
q̂R(x̃), x̃1 > 0,

(2.63)kde po£áte£ní podmínky q̂L a q̂R jsou polynomy stupn¥ nejvý²e p − 1, kterézískáme pomoí transformae typu (2.51):
q̂L(x̃) = Q

(
nα

ij

)
ŵk

i (x̃) (2.64)
q̂R(x̃) = Q

(
nα

ij

)
ŵk

j (x̃),kde matie Q (nα
ij

) je de�nována vztahem (1.31). Za p°edpokladu, ºe jsme shop-ni zkonstruovat °e²ení q̂RS , viz kapitola 2.4.2, tohoto zoben¥ného Riemannovaproblému, lze de�novat zoben¥ný Godunov·v tok :
ĝG (q̂L, q̂R) =

1

τk

1

|Γα
ij |

∫ tk+1

tk

∫

Γ̃α
ij

f1(q̂RS(x̃, t; q̂L, q̂R))dS dt, (2.65)kde Γ̃α
ij je dána transformaí hrany, resp. st¥ny Γα

ij pro N = 2, resp. N = 3 dový²e uvedeného sou°adného systému. Zoben¥ný numeriký tok (2.19) lze psát:
Ĥ
(
ŵk

i , ŵ
k
j ,n

α
ij

)
= Q−1ĝG (q̂L, q̂R) , (2.66)kde Q = Q

(
nα

ij

).Integrál p°es hranu Γ̃α
ij v (2.65) je p°i praktiké realizai metody aproximovánpomoí Gaussovy kvadratury. Obdobn¥ je moºné téº aproximovat integrál p°es£asový interval [tk, tk+1]. V na²í prái pouºíváme implementai shématu, jenºsou£ástí práe [23℄, která tento integrál aproximuje analytiky pomoí metodyTaylorova rozvoje, tento postup je detailn¥ji popsán v kapitole 2.6.5.2.6 Pouºité numeriké toky a shémataV této kapitole se zam¥°íme na popis konstruke t¥h shémat, která byla pouºi-ta p°i na²ih numerikýh experimenteh v kombinai s adaptivními metodami.Podstatn¥ obsáhlej²í p°ehled numerikýh tok·, v£etn¥ popis· jejih konstruk-e, je moºné nalézt v [13℄, odkud jsme £erpali. V dal²ím budeme ve v²eh 1Dp°ípadeh pouºívat zna£ení f := f1, viz vztah (1.14), a A := A1, viz (1.19).25



2.6.1 1D Lax-Friedrihs·v numeriký tokLax-Friedrihsovo shéma je jedním z nejjednodu²²íh a nej£ast¥ji pouºívanýhshémat. Lax-Friedrihs·v numeriký tok je de�nován následovn¥:
gLF (u, v) =

1

2

(
f (u) + f (v)− h

τ
(v − u)

)
, (2.67)po dosazení g := gLF do obeného tvaru metody kone£nýh objem· v 1D (2.22),budeme-li uvaºovat r·znou velikost hi jednotlivýh kone£nýh objem· Di a pro-m¥nný £asový krok τk, obdrºíme Lax-Friedrihsovo expliitní shéma:

wk+1
i =

1

2

(
wk

i+1 +w
k
i−1

)
− τk

2hi

(
f k

i+1 − fk
i−1

)
, i ∈ Z, k ∈ Z+, (2.68)kde f k

i±1 = f(wk
i±1). Toto shéma je za podmínek, ºe p°esné °e²ení w a tok fmají spojité t°etí derivae prvního °ádu v prostoru a £ase. Shéma je podmín¥n¥stabilní, tj. je nutné splnit CFL podmínku, která p°ejde ze vztahu (2.27) donásledujíího tvaru:

τk ≤ CFL hi

σ(A(wk
i ))

, i ∈ Z, (2.69)kde σ(A) je spektrální polom¥r matie A, tj. Jakobiánu funke f (w) (1.19).2.6.2 1D MUSCL Lax-Friedrihs·v numeriký tokProtoºe se v na²í prái téº v¥nujeme porovnání námi navrºenýh adaptivníhalgoritm· s tzv. moving mesh algoritmy, uvedenými v prái [40℄, pro skalárnírovnie typu zákon· zahování, tedy speiální p°ípad rovni (1.17):
∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
= 0, (2.70)popi²me si 1D MUSCL (Monotone Upstream-Centered Sheme for ConservationLaws) shéma, které budeme pouºívat pro testy na úloháh typu (2.70).V prái [40℄, se kterou porovnáváme námi navrºené adaptivní metody, je po-uºita následujíí de�nie MUSCL Lax-Friedrihsova numerikého toku:

g(u, v)MLF =
1

2

(
f(u) + f(v)−max

u
{|fu|}(v − u)

)
, fu =

∂f(u)

∂u
, (2.71)kde £len maxu{|fu|} má, obdobn¥ jako h/τ v toku (2.67), význam ryhlosti aslouºí zde ke sníºení numeriké viskozity shématu, viz nap°. [38℄, která je díkytomuto £lenu men²í, neº pro shéma p°edhozí, víe lze nalézt v prái [31℄. Ozna£-me si jako uk

i skalární aproximai typu (2.21). Hodnotu uk+1
i na dal²í £asové vrstv¥lze spo£íst pomoí shématu analogikému k (2.22):

uk+1
i = uk

i −
τk
hi

(
gki+1 − gki

)
, i ∈ Z, k ∈ Z+, (2.72)kde

gki+1 = gMLF (u
k,−
i+1, u

k,+
i+1), (2.73)

gki = gMLF (u
k,−
i , uk,+

i ),26



jsou vý²e uvedené Lax-Friedrihsovy numeriké toky (2.71), kde jsou z d·voduzvý²ení °ádu shématu pouºity lineární rekonstruke k výpo£tu hodnot uk,±
i a

uk,±
i+1 na hraniíh p°íslu²ného objemu, viz obrázek 2.7:

uk,+
i = uk

i +
1

2
(xi − xi+1) S̃i+ 1

2
, (2.74)

uk,−
i = uk

i−1 +
1

2
(xi − xi−1) S̃i− 1

2
.Pomoí S̃i+ 1

2
, resp. S̃i− 1

2
, je aproximována hodnota sm¥rnie ∂u

∂x
ve st°edu i−tého,resp. i− 1 objemu, tento st°ed ozna£ujme v dal²ím jako xi+ 1

2
, resp. xi− 1

2
.

x x xi−1 i i+1xx i−1/2 i+1/2

ui−1

ui

k

k

ui
k,−

ui
k,+

Obrázek 2.7: Shéma konstruke hodnot uk,±
i . Mod°e jsou nazna£eny hodnoty

uk
i , uk

i−1, pomoí £erveného £erhování jsou nazna£eny sm¥rnie S̃i± 1
2
a £erven¥hodnoty uk,±

i .Pro výpo£et S̃i+ 1
2
, resp. S̃i− 1

2
, je v [40℄ pouºito následujíího limiteru:

S̃i+ 1
2

=
(sign(S̃+

i+ 1
2

) + sign(S̃−
i+ 1

2

)
) |S̃+

i+ 1
2

S̃−
i+ 1

2

|
|S̃+

i+ 1
2

|+ |S̃−
i+ 1

2

|
, (2.75)

S̃i− 1
2

=
(sign(S̃+

i− 1
2

) + sign(S̃−
i− 1

2

)
) |S̃+

i− 1
2

S̃−
i− 1

2

|
|S̃+

i− 1
2

|+ |S̃−
i− 1

2

|
,kde hodnoty jednotlivýh diferení S̃±

i± 1
2

jsou dány:
S̃+
i+ 1

2

=
ui+1 − ui

xi+ 3
2
− xi+ 1

2

, S̃−
i+ 1

2

=
ui − ui−1

xi+ 1
2
− xi− 1

2

, (2.76)
S̃+
i− 1

2

=
ui − ui−1

xi+ 1
2
− xi− 1

2

, S̃−
i− 1

2

=
ui−1 − ui−2

xi− 1
2
− xi− 3

2

.Tato metoda je druhého °ádu p°esnosti v hladkýh oblasteh. Op¥t je nutnésplnit CFL podmínku (2.69), kde místo Jakobiánu A, uvaºujeme derivai ∂f(u)
∂u

.2.6.3 1D Lax-Wendro�·v numeriký tokZa p°edpokladu, ºe p°esné °e²ení w a tok f mají spojité derivae £tvrtého °á-du, lze pomoí Taylorova rozvoje [13℄ odvodit Lax-Wendro�ovo shéma, kteréje druhého °ádu p°esnosti v £ase a prostoru. Lax-Wendro�·v numeriký tok jede�nován:
gLW (u, v) =

1

2

(
(f (u) + f(v))− τ

h
A ((u+ v)/2) (f (v)− f (u))

)
. (2.77)27



Dosazením vztahu (2.77) do (2.22), budeme-li uvaºovat r·znou velikost hi jed-notlivýh kone£nýh objem· Di a prom¥nný £asový krok τk, obdrºíme Lax-Wendro�ovo expliitní shéma:
wk+1

i = wk
i −

τk
2hi

(
fk

i+1 − f k
i−1

)
+

+

(
τk
hi

)2 (
Ak

i+ 1
2
(f k

i+1 − fk
i )− Ak

i− 1
2
(f k

i − f k
i−1)
)
/2, i ∈ Z, k ∈ Z+,(2.78)kde fk

i = f (wk
i ) a Ak

i± 1
2

= A((wk
i±1 +w

k
i )/2). Op¥t platí CFL podmínka (2.69).2.6.4 1D Roe·v numeriký tokV následujíím textu odvodíme Roe·v numeriký tok pro N = 1(m = N + 2),budeme postupovat dle [13℄, kde je tato metoda odvozena pro N = 3. Roeova me-toda spo£ívá v náhrad¥ Jakobiánu A (w) p°i aproximai Riemannova problému,viz (2.56), pomoí konstantní Roeovy matie Ã = Ã (wL,wR), která závisí pouzena hodnotáh stavovýh vektor· wL, wR. Na tuto matii jsou kladeny následujíípoºadavky:1. Matie Ã (wL,wR) je diagonalizovatelná:

Ã (wL,wR) = T̃ (wL,wR) Λ̃\ (wL,wR) T̃
−1 (wL,wR) , (2.79)kde Λ̃\ (wL,wR) = diag (λ1(wL,wR), . . . , λm(wL,wR)) je diagonální ma-tií vlastníh £ísel λi(wL,wR). Sloupe matie T̃ (wL,wR) jsou vlastní vek-tory ri(wL,wR) odpovídajíí vlastním £ísl·m λi(wL,wR), i = 1, . . . , m.2. Matie Ã (wL,wR) je konzistentní:

Ã (w,w) = A(w). (2.80)3. Matie Ã (wL,wR) je konzervativní na nespojitosteh:
f(wR)− f (wL) = Ã (wL,wR) (wR −wL) . (2.81)Analogiky k (2.58) a (2.59) zave¤me zna£ení Ã±(wL,wR) a aproximujmev p°ibliºném Riemannov¥ °e²i£i (2.60) matii A− (w) pomoí konstantní matie

Ã− (wL,wR), dostáváme:
gRoe(wL,wR) = f (wL) + Ã−(wL,wR)

∫ wR

wL

dw

= f (wL) + Ã−(wL,wR)(wR −wL). (2.82)P°i spln¥ní vý²e uvedeného poºadavku diagonizovatelnosti matie Ã (wL,wR),viz (2.79), je moºné vyjád°it stavové vektory wL a wR v bázi tvo°ené vektory
ri(wL,wR), i = 1, . . . , m:

wR −wL =
m∑

i=1

γiri(wL,wR). (2.83)28



Dosazením (2.83) do vztahu (2.82) dostáváme:
gRoe(wL,wR) = f (wL) +

m∑

i=1

γiÃ
−(wL,wR)ri(wL,wR)

= f (wL) +
∑

λi≤0

γiλi(wL,wR)ri(wL,wR), (2.84)oº p°edstavuje vztah pro vy£íslení Roeova numerikého toku v p°ípad¥, ºe mámek dispozii vlastní vektory ri(wL,wR), vlastní £ísla λi(wL,wR), i = 1, . . . , m akoe�ienty γi.V dal²ím textu se zam¥°me na konstruki Ã(wL,wR). Nejprve vyjád°íme sta-vový vektor w = w(z) a tok f(w) = f (w(z)) = f (z) jako kvadratiké funkevektoru z:
w(z) =

(
z21 , z1z2,

z1z3
γ

+
γ − 1

2γ
z22

)T (2.85)a
f (z) =

(
z1z2, z

2
2 +

γ − 1

γ

[
z1z3 −

z22
2

]
, z2z3

)
, (2.86)kde význam sloºek vektoru z je následujíí

z = (z1, z2, z3)
T =

√
ρ (1, v1, H)T , (2.87)kde

H =
E + p

ρ
. (2.88)Na základ¥ lematu uvedeném v [13, Lemma 3.39℄ a vý²e uvedeného lze psát:

f (wR)− f(wL) = A

(
w

(
zL + zR

2

))
(wR −wL), (2.89)kde hodnoty parametr· zL a zR jsou dány:

wL = w(zL) a wR = w(zR). (2.90)Pro spln¥ní poºadavku konzervativity matie Ã(wL,wR) (2.81) ji de�nujme ná-sledovn¥:
Ã(wL,wR) = A

(
w

(
zL + zR

2

))
. (2.91)Zavedením Roeovýh pr·m¥r· ρ̂, û, Ĥ tak, aby platilo:

1

2
(zL + zR) =

√
ρ̂
(
1, û, Ĥ

)T
, (2.92)dostáváme pro tyto pr·m¥ry následujíí rovnie:

√
ρ̂ =

1

2
(
√
ρL +

√
ρR) , (2.93)

û =

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

Ĥ =

√
ρLHL +

√
ρRHR√

ρL +
√
ρR29



kde ρL, ρR, , uL, uR, . . . jsou ur£eny ze zL a zR pomoí (2.87). Pouºitím vzta-h· (2.85) a (2.92) vidíme, ºe platí:
w

(
1

2
(zL + zR)

)
=
(
ρ̂, ρ̂û, Ê

)T
= ŵ, (2.94)kde Ê je dáno

Ê =
1

γ
ρ̂Ĥ +

γ − 1

2γ
ρ̂û2. (2.95)Z vý²e uvedeného je vid¥t, ºe konstantní Roeovu matii lze psát ve tvaru:

Ã(wL,wR) = A(ŵ), (2.96)p°ipome¬me si jen, ºe pomoí A zna£íme matii A1, viz (1.19), pro 1D.Pro ur£ení vlastníh £ísel a vlastníh vektor· matie A(ŵ) postupujme ná-sledovn¥. Protoºe platí vztah (2.96), lze vlastní £ísla λ̂, závisejíí na Roeovýhpr·m¥reh, ur£it z (1.37), kde uvaºujeme 1D p°ípad:
λ̂1 = û− â, λ̂2 = û, λ̂3 = û+ â, (2.97)kde

â2 = (γ − 1)

(
Ĥ − û2

2

)
. (2.98)Obdobn¥ lze vyjít z vlastníh vektor· matie A1(w), nap°. [13, Lemma 3.3℄ a podosazení w̃ místo w, lze pro 1D obdrºet:

r̂1 =
(
1, û− â, Ĥ − ûâ

)T
, (2.99)

r̂2 =

(
1, û,

û2

2

)T

,

r̂3 =
(
1, û+ â, Ĥ + ûâ

)T
.Koe�ienty γi obdrºíme z rovnie (2.83), kde pro jednoduhost pouºijemenásledujíí zna£ení ∆wi = (wR)i − (wL)i

7:
γ2 =

γ − 1

â2

[
∆w1

(
Ĥ − û2

)
+ û∆w2 −∆w3

]
, (2.100)

γ1 =
1

2â
[∆w1 (û+ â)−∆w2 − âγ2] ,

γ3 = ∆w1 − (γ1 + γ2) .Vyhodnoení Roeova numerikého toku probíhá tedy tak, ºe nejprve dle vzor-· (2.93) ur£íme Roeovy pr·m¥ry a tyto pouºijeme pro výpo£et vlastníh £í-sel (2.97) a vektor· (2.99). Dále se pak spo£tou koe�ienty γ dle vzor· (2.100)a na záv¥r se vyhodnotí Roe·v numeriký tok (2.84). Shéma je prvního °ádu apro stabilitu metody musí být spln¥na CFL podmínka (2.69).7Koe�ienty zde uvádíme v po°adí, ve kterém je výhodné je vyhodnoovat p°i praktikýhvýpo£teh. 30



2.6.5 Metoda ADERZde si popí²eme námi pouºitou metodu ADER, která je, jak jsme vid¥li, zobe-n¥ním metod Godunova typu. V na²ih numerikýh experimenteh byla pouºitaimplementae této metody pro N = 2 a p = 2, jeº je sou£ástí práe [23℄.Budeme pouºívat lineární rekonstruke ŵk
i pomoí zoben¥nýh entrálníhdiferení s limiterem. Rekonstruke je provád¥na po jednotlivýh sloºkáh ui vek-toru °e²ení wk

i na objemu Di. Pro spln¥ní poºadavk· (2.18) kladenýh na rekon-struki ŵk
i budeme hledat rekonstruki ve tvaru:

ûi(x1, x2) = a(x1 − x1,Ti
) + b(x2 − x2,Ti

) + c, (2.101)kde x1,Ti
a x2,Ti

jsou sou°adnie t¥ºi²t¥ Pi objemu Di, kde koe�ienty a, b p°ed-stavují sloºky aproximae gradientu ∇u(Pi):
a ≈ ∂

∂x1
u(Pi), (2.102)

b ≈ ∂

∂x2
u(Pi),

c = ui.Aproximae gradientu, tedy koe�ienty a a b, ur£íme jako sloºky gradientulineární funke u(x1, x2), která v t¥ºi²tíh Pj sousedníh objem· Dj k objemu Dinabývá hodnot uj. Podmínka
u(x1,Tj

, x2,Tj
) = uj , j ∈ s(i), (2.103)kde x1,Tj

a x2,Tj
jsou sou°adnie t¥ºi²´ Pj, p°edstavuje soustavu lineárníh rov-ni, jejímº °e²ením získáme aproximae sloºek gradientu. Abyhom se vyhnulineºádouím osilaím poblíº nespojitostí, nejprve detekujeme ty objemy, kteréobsahují nespojitost a poloºíme na nih gradient nulový (a = 0, b = 0). Pronalezení nespojitosti je pouºit indikátor skoku [13, str. 483℄:
g(i) =

∑

j∈S(i)

∫

Γij

(ûi − ûj)
2 dS/

(
hi|Di|3/4

)
, (2.104)kde ûi a ûj jsou vý²e uvedené lineární rekonstruke a hi = diam(Di). Integrálv (2.104) je vyhodnoen pomoí dvoubodového Gaussova kvadraturního pravidla.Výsledný postup pro rekonstruki s limitingem je tedy následujíí:1. Pomoí vztah· ((2.103) a (2.101)) sestrojíme rekonstruke ûi, i ∈ J2. V p°ípad¥, ºe g(i) > 1, pak a, b = 0 a ûi = ui.Jsou-li zkonstruovány polynomiální rekonstruke ŵk

i a ŵk
j , pak lze spo£ístzoben¥ný Godunov·v tok (2.65) a následn¥ vypo£ítat zoben¥ný numerikýtok (2.66), viz kapitola 2.5.1. Pro vyhodnoení integrálu p°es hranii Γ̃ij v zo-ben¥ném Godunovov¥ toku, tedy ve vztahu:

ĝG (q̂L, q̂R) =
1

τk

1

|Γ̃ij|

∫ tk+1

tk

∫

Γ̃ij

f 1(q̂RS(x̃, t; q̂L, q̂R))dS dt, (2.105)31



pouºijeme Gaussovu kvadraturu a obdrºíme:
ĝG (q̂L, q̂R) =

1

τk

∫ tk+1

tk

(
Kν∑

ν=1

f 1(q̂RS(x̃ν , t; q̂L, q̂R))wν

)
dt, (2.106)kde x̃ν jsou integra£ní uzly p°es hranu Γ̃ij , Kν je jejih po£et a pomoí wν jsouozna£eny p°íslu²né váhy. V implementai metody, kterou jsme m¥li k dispozii,bylo Kν = 1. Integrae p°es £asový interval [tk, tk+1] v (2.106) je v prái [23℄ vy-hodnoena analytiky. Nejprve vyjád°eme tok f1 v kvadraturním bod¥ xν pomoíTaylorova rozvoje:

f1 (q(x̃ν , τ)) = f 1

(
q+(x̃ν , 0)

)
+

p−1∑

l=1

[
∂l

∂t
f 1

(
q+(x̃ν , 0)

)] τ l
l!
, (2.107)kde q+(x̃ν , 0) je vedouí prvek v rozvoji (2.40) a £leny ∂l

∂t
f1 (q

+(x̃ν , 0)) lze ur£itpomoí Cauhy-Kowalewské proedury, viz kapitola 2.4.2. Vzledem k aproximai(2.47) lze psát:
f 1 (q̂RS(x̃ν , t, qL, qR)) ≈ f 1 (q(x̃ν , t)) . (2.108)Dosazením (2.108) a (2.107) do (2.106) a provedením nazna£ené integrae dle£asu dostáváme následujíí vztah pro výpo£et zoben¥ného Godunovova toku:

ĝG (q̂L, q̂R) =

Kν∑

ν=1

(
f 1

(
q+(x̃ν , 0)

)
+

p−1∑

l=1

[
∂l

∂t
f 1

(
q+(x̃ν , 0)

)] τ lk
(l + 1)!

)
wν ,(2.109)kde τk = tk+1− tk je velikost £asového kroku. Místo pouºití p°esného Riemannova°e²i£e je pouºit p°ibliºný Riemann·v °e²i£ HLLC, viz kapitola 2.4.1. Vedouí £len

f 1 (q
+(x̃ν , 0)) je tedy ur£en pomoí p°ibliºného Riemannova °e²i£e a £leny vy²-²íh °ád· jsou ur£eny pomoí Cauhyho-Kowalewské proedury a odpovídajííhp°ibliºnýh °e²ení Riemannova problému.Máme-li spo£ten zoben¥ný Godunov·v tok ĝG, lze spo£íst numeriký tok Ĥ ,viz (2.66), a následn¥ pak pomoí (2.20) updatovat na numeriké °e²ení wk+1

i .Pro stabilitu shématu je nutné dodrºet CFL podmínku typu (2.27) [23℄:
τk ≤ CFL|Di|

λk
i,max|∂Di|

, i ∈ J, (2.110)kde CFL < 1 a:
λk
i,max = max

r=1,...,m,j∈S(i)
α=1,...,βij,ν=1,...,Kν

|λk
r

(
wk

ij,ν,n
α
ij

)
|, m = N + 2, (2.111)kde λk

r

(
wk

ij,ν ,n
α
ij

) jsou vlastní £ísla matie A1 (1.19) pro °e²ení zoben¥ného Rie-mannova problému ((2.38) a (2.62)) s po£áte£ními podmínkami (2.64) v uzlovýhbodeh x̃ν v £ase t = 0.
32



3. Adaptae výpo£etní sít¥Jednou z moºností zvý²ení p°esnosti výpo£t· v p°ípad¥ metody kone£nýh ob-jem· je pouºívat jemn¥j²í výpo£etní sít¥. Tohoto je moºno doílit tak, ºe bu¤zjemníme elou sí´ globáln¥, oº vede k exponeniálnímu nár·stu po£tu kone£-nýh objem· sít¥ s dimensí problému a nebudeme se tím v dal²ím textu zabývat,nebo ji výb¥rov¥ zjemníme pouze v ur£itýh oblasteh. Aby se dosáhlo pokudmoºno o nejv¥t²íh úspor ve výpo£etní a pam¥´ové náro£nosti výpo£tu, tak semimo oblasti s velkou hodnotou normy gradientu dané veli£iny téº detekují ob-lasti s velmi malou zm¥nou dané veli£iny. A zde se pak tyto sít¥ zhrubí1. Metodypro adaptai sít¥ lze zhruba rozd¥lit dle toho, zda m¥ní strukturu výpo£tové sít¥,£i ne, tj. p°idávají, £i odebírají objemy.Primárn¥ se zam¥°íme na metody nem¥níí strukturu výpo£tové sít¥, jeº do-sahují adaptivity tím, ºe v oblasteh s velkou hodnotou normy gradientu °e²enízvy²ují hustotu uzl· v t¥hto oblasteh pomoí jejih p°esouvání. Tyto metodyse téº nazývají metody reloka£ní2. Protoºe je zde velmi £asto poºadavek zahytitpohyb oblastí s velkou hodnotou normy gradientu n¥kterýh po£ítanýh veli£inv £ase, mluví se o tzv. Moving Mesh. P°íkladem t¥hto metod jsou tzv. varia£nímetody, viz kapitola 3.1, nebo metody uvedené v praíh [6, 25, 27℄, kde je nutnépro pohyb uzl· v £ase °e²it soustavu pariálníh difereniálníh rovni3. P°edsta-víme zde námi navrºenou alternativu, jde o tzv. VQPMMM (Vertex QualityParameter Moving Mesh Methods), kde pohybu uzl· sít¥ je doíleno minimalizaíjisté funke de�nované pro kaºdý uzel sít¥, viz kapitola (3.3).Druhým p°ístupem je pomoí n¥jakého vhodného indikátoru, £i heuristiky,rozhodnout, zda sí´ v daném míst¥ zjemníme, £i naopak n¥které kone£né objemyodebereme. Existuje téº moºnost zkombinovat p°edhozí p°ístupy dohromady,p°íkladem takového p°ístupu je anisotropní adaptivita, viz kapitola (3.2).Struktura této kapitoly je následujíí, nejprve je uveden popis dané adaptivnístrategie. Poté následují 1D a 2D numeriké experimenty zam¥°ené na otestovanía zhodnoení dané metody adaptae sít¥. Cílem t¥hto experiment· je ov¥°ithování zkoumanýh adaptivníh metod a vliv r·znýh parametr· na adaptivníproes p°ed tím, neº budou aplikovány jakou sou£ást sloºit¥j²íh algoritm·.3.1 Varia£ní metodyVaria£ní metody, viz nap°. práe [4, 6, 8, 27, 40℄, pat°í mezi metody reloka£ní.V dal²ím p°edpokládejme na²i fyzikální oblast Ω a zave¤me výpo£etní (logikou)oblast Ωc. Jako x = (x1, . . . , xN) ozna£me sou°adnie v Ω a jako ξ = (ξ1, . . . , ξN)ozna£me sou°adnie v Ωc, dále se zabývejme p°ípadem pro N = 2. Pro konstrukiadaptované sít¥ uvaºujme vzájemn¥ jednozna£né zobrazení x = x(ξ) z Ωc do Ωa inverzní zobrazení ξ = ξ(x) z Ω do Ωc.Na²ím ílem je nalézt takové vzájemn¥ jednozna£né zobrazení z Ωc do Ω, které1Mesh oarsening2Poznamenejme, ºe v souvislosti s metodou kone£nýh prvk· se v p°ípad¥ reloka£níh metodmluví o tzv. r-methods práe [5℄, jako variant¥ k metodám pouºívajíím lokálníh zjemn¥ní azhrubnutí sít¥ a zm¥ny stupn¥ pouºitýh polynom· tzv. h-p methods.3MMPDE (Moving Mesh Partial Diferential Equation)33



rovnom¥rn¥ rozmíst¥ným uzl·m sít¥ v oblasti Ωc p°i°adí uzly sít¥ v oblasti Ω tak,aby se v oblasteh s velkou hodnotou normy gradientu n¥které ze sloºekw hustotauzl· sít¥ zvý²ila a naopak.V dal²ím se zam¥°me na p°ístup, který vyuºívá minimalizai následujííhokvadratikého funkionálu:
E(ξ) =

1

2

2∑

k=1

∫

Ω

∇ξTk G
−1
k ∇ξkdx, (3.1)kde Gk (x) , k = 1, 2 jsou symetriké pozitivn¥ de�nitní matie, které budemenazývat monitorovaí funke. Tyto funke mají zásadní vliv na vlastní adapta£níproes a tvar výsledné výpo£etní sít¥. �asto se monitorovaí funke volí tak, ºeplatí Gk = G, k = 1, 2, tuto volbu pouºijme i v dal²ím textu. Popis konstrukemonitorovaíh funkí tohoto typu a jejih vliv na výslednou sí´ bude popsándále v kapitole 3.1.2. Popis vlivu r·znýh monitorovaíh funkí G1 = G1(v1)a G2 = G2(v2), kde v1 a v2 jsou vektory ovliv¬ujíí sm¥r posunu uzl· sít¥, jemoºný nalézt nap°. v [4, 27℄.Pro minimalizai4 vý²e uvedeného funkionálu (3.1) je t°eba °e²it následujííEulerovy-Lagrangeovy rovnie:

∇T· (G−1∇ξ1) = 0, (3.2)
∇T· (G−1∇ξ2) = 0.Poznamenejme, ºe funkionál (3.1) vznikl jako zoben¥ní varia£ní formulae tzv.Winslowovy metody viz kapitola 3.1.3, která pouºívala pro adaptai sít¥ speiálníp°ípad rovni (3.2).Protoºe na²ím ílem je konstruke výpo£etní sít¥ v oblasti Ω, bude nás zajímatinverzní zobrazení x(ξ) k ξ(x), které získáme zám¥nou závislýh a nezávislýhprom¥nnýh ve vztahu (3.2) a pouºitím transforma£níh vztah·:

∇ξ1 =
1

J

(
∂x2

∂ξ2−∂x1

∂ξ2

)
, ∇ξ2 =

1

J

(
−∂x2

∂ξ1
∂x1

∂ξ1

)
, (3.3)kde J = ∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ2
− ∂x1

∂ξ2

∂x2

∂ξ1
je Jaobián transformae sou°adni, u kterého p°ed-pokládáme J 6= 0. Aplikaí vý²e uvedeného postupu dostáváme novou soustavurovni, viz nap°. práe [5℄:

∂

∂ξ1

(
xT
ξ2
Gxξ2

J g

)
− ∂

∂ξ2

(
xT
ξ1
Gxξ2

J g

)
= 0, (3.4)

− ∂

∂ξ1

(
xT
ξ2
Gxξ1

J g

)
+

∂

∂ξ2

(
xT
ξ1
Gxξ1

J g

)
= 0,kde g = det(G). Pro vlastní adaptai výpo£tové sít¥ se pouºívají rovnie (3.4)4Existuje i moºnost daný funkionál diskretizovat a pak minimalizovat p°ímo, ale tato moº-nost se téme° nepouºívá [26℄. 34



upravené do tvaru:
[

∂

∂ξ1

(
xT
ξ2
Gxξ2

J g

)
− ∂

∂ξ2

(
xT
ξ1
Gxξ2

J g

)]
xξ1 (3.5)

+

[
− ∂

∂ξ1

(
xT
ξ2
Gxξ1

J g

)
+

∂

∂ξ2

(
xT
ξ1
Gxξ1

J g

)]
xξ2 = 0.Numeriké °e²ení této rovnie v£etn¥ volby p°íslu²nýh okrajovýh podmínekbude ukázáno pozd¥ji v kapitole 3.1.5.3.1.1 Ekvidistribue sít¥Pokusíme se vysv¥tlit, pro£ p°i minimalizai funkionálu (3.1) dohází k adaptaivýpo£tové sít¥. Nejprve se zam¥°me na 1D p°ípad.P°edpokládejme, ºe na²e fyzikální oblast Ω je tvo°ena intervalem [a, b], kde

a < b. M¥jme na tomto intervalu de�novanou spojitou funki φ(x) > 0, x ∈ [a, b].Snaºme se nyní rozd¥lit Ω na J r·znýh subinterval·, které jsou dány body
a = x1 < x2 < . . . < xJ+1 = b, tak, aby funke φ byla na t¥hto subintervalehekvidistribuována, tedy aby platilo:

∫ x2

x1

φ(x)dx = . . . =

∫ xJ+1

xJ

φ(x)dx. (3.6)Sí´, která pro danou funki φ spl¬uje vý²e uvedenou podmínku (3.6), budemenazývat sítí ekvidistribujíí funki φ. Poºadavek ekvidistribue lze téº zapsat vetvaru: ∫ xi

a

φ(x)dx =
i− 1

J
σ, i = 1, . . . , J + 1, (3.7)kde

σ =

∫ b

a

φ(x)dx. (3.8)Levou stranu vztahu (3.7) lze nahlíºet jako funki prom¥nné xi, která je rostouí,£ili existuje inverzní funke, která kaºdému i = 1, . . . , J + 1 jednozna£n¥ p°i°adípozii uzlu xi.Uvaºujme nyní zobrazení x = x(ξ) : [0, 1] → [a, b], které nám p°i°adí uzlovébody:
xi = x(ξi) , i = 1, . . . , J + 1, (3.9)kde
ξi =

i− 1

J
, i = 1, . . . , J + 1, (3.10)jsou rovnom¥rn¥ rozmíst¥né uzlové body v intervalu [0, 1], jenº ztotoºníme s vý-po£etní oblastí Ωc. Vztah (3.7) popisujíí prinip ekvidistribue p°ejde na:

∫ x(ξi)

a

φ(x)dx = σξi, i = 1, . . . , J + 1, (3.11)oº nás vede na následujíí zoben¥ní. Spojité zobrazení x = x(ξ) spl¬ujíí propevn¥ dané φ(x) > 0, x ∈ [a, b] podmínku:
∫ x(ξ)

a

φ(x)dx = σξ, (3.12)35



kde σ je dáno pomoí vztahu (3.8), nazveme ekvidistribuujíí sou°adniovou trans-formaí. Derivováním (3.12) dle ξ dostáváme difereniální formulai takové sou-°adniové transformae:
φ(x)

dx

dξ
= σ, (3.13)respektive k ní inverzní transformae ξ = ξ(x) : [a, b] → [0, 1]:

1

φ(x)

dξ

dx
=

1

σ
. (3.14)V²imn¥me si, ºe derivováním obou stran rovnie (3.14) dle x, dostáváme:

d

dx

(
1

φ(x)

dξ

dx

)
= 0, (3.15)oº odpovídá 1D p°ípadu rovnie (3.2), kde je místo monitorovaí funke G v 1Dpouºita funke φ, tedy poºadavek ekvidistribue vede na rovnii (3.2).P°edpokládejme, ºe na síti Dh ur£ené uzly xi, i = 1, . . . , J + 1, budeme inter-polovat danou funki u, která m·ºe být jednou ze sloºek °e²ení w rovnie (1.17)v 1D. Dále p°edpokládejme, ºe ukazatel hyby, které se p°i této interpolai do-pustíme, lze vyjád°it ve tvaru uvedeném v prái [26℄:

E(Dh) = Js
J∑

i=1

(hifi)
s+1 , (3.16)kde s > 0 je reálné £íslo a hi = xi+1 − xi p°edstavuje délku jednotlivýh subin-terval· Ii = (xi, xi+1). Pomoí fi je ozna£ena aproximae st°ední hodnoty funke

f(x) na i−tém subintervalu, p°i£emº f(x) > 0, x ∈ [a, b] je funke, která obe-n¥ závisí na derivaíh interpolované funke u. �initel J je zde p°idán ad-ho zd·vodu asymptotiké nezávislosti ukazatele E(Dh) na J , tedy aby p°i limitnímp°ehodu maxi=1,...,J hi −→ 0 byl tento ukazatel nenulový.P°íklad ukazatele hyby interpolae, odpovídajíí vý²e uvedenému, lze získatnásledovn¥. Uvaºujme Sobolev·v prostor Hk+1(a, b), k > 0 a interpolujme funki
u ∈ Hk+1(a, b) pomoí po £ásteh polynomiální funke Πku stupn¥ nejvý²e k nasíti Dh, kde Πk je interpola£ní operátor. Chyba interpolae pro 0 ≤ m ≤ k spl¬ujenásledují omezení, viz práe [26℄:

|u− Πku|2Hm(a,b) ≤ C

J∑

i=1

h
1+2(k−m+1)
i 〈u〉2Hk+1(Ii)

, (3.17)kde | . |Hm(a,b) je seminorma v tomto prostoru (de�nii lze nalézt nap°. ve vý²euvedené prái [26℄[Appendix A℄), C je konstanta nezávislá na síti Dh a
〈u〉Hk+1(Ii) =

(
1

hi

∫ xi+1

xi

|u(k+1)|2dx
) 1

2

, (3.18)kde u(k+1) zna£í k + 1 derivai u. Toto lze p°epsat do tvaru:
|u− Πku|2Hm(a,b) ≤ C

J∑

i=1

(
hi〈u〉

2
1+2(k−m+1)

Hk+1(Ii)

)1+2(k−m+1)

, (3.19)36



a regularizaí pomoí konstanty β > 0 získáme následujíí omezení:
|u− Πku|2Hm(a,b) ≤ Cβ

J∑

i=1

(
hi

[
1 +

1

β
〈u〉2Hk+1(Ii)

] 1
1+2(k−m+1)

)1+2(k−m+1)

. (3.20)Nyní lze zavést ukazatel hyby interpolae E(Dh) ve tvaru (3.16) následovn¥:
E(Dh) = J2(k−m+1)β

J∑

i=1

(
hi

[
1 +

1

β
〈u〉2Hk+1(Ii)

] 1
1+2(k−m+1)

)1+2(k−m+1)

. (3.21)O vztahu ekvidistribue a hyb¥, které se p°i vý²e uvedené interpolai dopus-tíme, hovo°í následujíí v¥ta [26, Theorem 2.1.2℄, d·kaz tamtéº.V¥ta 3.1. P°edpokládejme, ºe ukazatel hyby, které se p°i interpolai dopustíme,je ve tvaru (3.16), kde s > 0 a f(x) > 0, x ∈ [a, b] je spojitá funke, pak platí:
E(D̃h) = Js

J∑

i=1

(
h̃if̃i

)s+1

≥ σ̃s+1
h , ∀D̃h ∈ DJ (3.22)a

σ̃s+1
h −→ σs+1, ∀D̃h ∈ DJ ,kde DJ =

{
D̃h : a = x̃1 < x̃2 < . . . < x̃J+1 = b

} je mnoºina v²eh d¥lení interva-lu [a, b] na J subinterval·, h̃i = x̃i+1 − x̃i, σ̃h =
∑J

i h̃if̃i, f̃i zna£í aproximaiintegrálního pr·m¥ru funke f na i-tém subintervalu a σ =
∫ b

a
f(x)dx. Limitnímp°ehodem rozumíme maxi=1,...,J h̃i −→ 0.Pro sí´ Dh ekvidistribujíí funki f a spl¬ujíí podmínku:

hifi =
σh

J
, i = 1, . . . , J, (3.23)kde σh =

∑J
i hifi, platí:

E(Dh) = σs+1
h (3.24)a

σs+1
h −→ σs+1 kdyº max

i=1,...,J
hi −→ 0.Poznamenejme, ºe m·ºe nastat situae, ºe σh pro ekvidistribuujíí sí´ Dh ∈

DJ m·ºe být vet²í neº σ̃h pro sí´ D̃h ∈ DJ p°i daném po£tu subinterval· J ,tedy ekvidistribuujíí sí´ nemusí být sítí optimální ve smyslu odhadu E(Dh).Pouze v p°ípad¥ limitního p°ehodu maxi=1,...,J hi −→ 0, je ekvidistribuujíí sí´sítí optimální.Z vý²e zmín¥ného je vid¥t, ºe v 1D vede minimalizae funkionálu typu (3.1)na prinip ekvidistribue monitorovaí funke po výpo£tové síti, kde monitoro-vaí funki pouºíváme jakoºto jistý ukazatel hyby interpolae. Pro p°ípad 2D jeprovedena kvalitativní analýza vlivu monitorovaíh funkí na adaptivní proesv následujíí kapitole. 37



3.1.2 Monitorovaí funkePro pohopení prinipu vlivu monitorovaíh funkí na adaptivitu sítí uvaºujmenejprve eliptiký difereniální operátor [6, 26℄:
L =

2∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

2∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
, (3.25)kde aij(x) a bi(x) jsou spojité funke x v Ω, takové ºe matie A:

A (x) =

(
a11 (x) a12 (x)
a21 (x) a22 (x)

)
, (3.26)je symetriká pozitivn¥ de�nitní pro v²ehna x ∈ Ω. Za p°edpokladu dostate£néhladkosti hranie ∂Ω existuje Greenova funke G(x,y), která je pozitivní v Ω anulová na ∂Ω. Dále uvaºujme následujííí Dirihlet·v problém:

L [u] = f(x, u), vΩ, (3.27)
u = h(x), na ∂Ω.P°i znalosti Greenovy funke G m·ºeme psát °e²ení problému (3.27) ve tvaru:

u(x) = −
∫

Ω

G(x,y)f(y, u(y))dy −
∫

y∈∂Ω
h(y)

∂G
∂n

(x,y)dS, (3.28)kde n je vn¥j²í normála k hranii ∂Ω a ∂G
∂n je derivae Greenovy funke ve sm¥ruvn¥j²í normály. Budeme-li uvaºovat problém typu (3.27) s nulovou pravou stra-nou:

L[v] = 0, vΩ, (3.29)
v = h(x), na ∂Ω,lze pro jeho °e²ení v psát:

v(x) = −
∫

y∈∂Ω
h(y)

∂G
∂n

(x,y)dS. (3.30)A tedy °e²ení u(x) p·vodního Dirihletova problému lze zapsat pomoí °e²ení
v(x) �homogenní� úlohy (3.29) následovn¥:

u(x) = v(x)−
∫

Ω

G(x,y)f(y, u(y))dy. (3.31)V dal²ím se zam¥°me na geometrikou interpretai. Uvaºujme nejprve, ºe je
f(x, u) > 0, tak díky pozitivnosti G(x,y) leºí k°ivka u(x) = c v oblasti, kde
v(x) ≥ c. Dohází tedy k posunu izok°ivek °e²ení u(x) v·£i °e²ení v(x) ve sm¥rur·stu u(x), viz obrázek 3.1, a naopak p°i f(x, u) < 0, x ∈ Ω dojde k posunuopa£ným sm¥rem. Protoºe Greenova funke se hová singulárn¥ [26℄, tak v inte-grálu ve vztahu (3.31) se projeví p°eváºn¥ body z jistého okolí bodu x a v p°ípad¥kladné a dostate£n¥ vysoké hodnoty funke f(x, u) na tomto okolí zde doházík vý²e zmín¥nému posunu izok°ivek °e²ení ve sm¥ru r·stu u(x). A obráen¥, v38



sm¥r r·stu u

v = c1
u = c1

v = c2
u = c2

c1 < c2 < . . .Obrázek 3.1: Vzájemné posunutí izok°ivek °e²ení nehomogenní a homogenní elip-tiké úlohy.

r·st u f(x, u) > 0

f(x, u) < 0

Obrázek 3.2: Komprese izok°ivek(izok°ivky u plná £ára, v £árkova-né)
r·st u f(x, u) > 0

f(x, u) < 0

Obrázek 3.3: Expanze izok°ivek(izok°ivky u plná £ára, v £árkova-né)p°ípad¥ záporné hodnoty funke f(x, u) na tomto okolí dohází k posunu izok°i-vek °e²ení proti sm¥ru r·stu u(x). Toto hování vede k tomu, ºe v p°ípad¥ zm¥nyznaménka funke f(x, u) mezi dv¥ma body zde dohází ke kompresi, £i expanziizok°ivek u(x) v·£i °e²ení v(x) homogenní úlohy, viz obrázky 3.2 a 3.3.Protoºe monitorovaí funkeG, resp. její inverzeG−1 jsou symetriké pozitivn¥de�nitní matie, lze je zapsat ve tvaru:
G = λ1v1v

T
1 + λ2v2v

T
2 , (3.32)

G−1 =
1

λ1
v1v

T
1 +

1

λ2
v2v

T
2 , (3.33)kde λ1, λ2 > 0 jsou vlastní £ísla G a v1 a v2 jsou odpovídajíí ortogonální nor-malizované vlastní vektory. Zavedením derivae ve sm¥ru v:

∂

∂v
= vT∇, (3.34)a pouºitím (3.32) lze funkionál (3.1) p°epsat do tvaru:

E(ξ) =
1

2

∫

Ω

[
1

λ1

(∣∣∣∣
∂ξ1
∂v1

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂ξ2
∂v1

∣∣∣∣
2
)

+
1

λ2

(∣∣∣∣
∂ξ1
∂v2

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
∂ξ2
∂v2

∣∣∣∣
2
)]

dxdy, (3.35)39



a p°íslu²né Eulerovy-Lagrangeovy rovnie pro minimalizai tohoto funkionálujsou:
∇T

(
v1

λ1

∂ξ1
∂v1

)
+∇T

(
v2

λ2

∂ξ1
∂v2

)
= 0, (3.36)

∇T

(
v1

λ1

∂ξ2
∂v1

)
+∇T

(
v2

λ2

∂ξ2
∂v2

)
= 0. (3.37)Rozepsáním nazna£enýh derivaí a vyuºitím (3.34) získáme následujíí rovnie:

∂2ξ1
∂v2

1

+
λ1

λ2

∂2ξ1
∂v2

2

=

(
1

λ1

∂λ1

∂v1

−∇Tv1

)
∂ξ1
∂v1

+
λ1

λ2

(
1

λ2

∂λ2

∂v2

−∇Tv2

)
∂ξ1
∂v2

(3.38)
∂2ξ2
∂v2

1

+
λ1

λ2

∂2ξ2
∂v2

2

=

(
1

λ1

∂λ1

∂v1
−∇Tv1

)
∂ξ2
∂v1

+
λ1

λ2

(
1

λ2

∂λ2

∂v2
−∇Tv2

)
∂ξ2
∂v2

(3.39)Vyjdeme-li z první z p°edhozíh rovni a de�nujeme následujííí eliptiký ope-rátor [6℄:
L [ξ1] :=

∂2ξ1
∂v2

1

+
λ1

λ2

∂2ξ1
∂v2

2

+
(
∇Tv1

) ∂ξ1
∂v1

− λ1

λ2

(
1

λ2

∂λ2

∂v2

−∇Tv2

)
∂ξ1
∂v2

, (3.40)kde zdrojový £len f(x, u):
f(x, ξ1) :=

1

λ1

∂λ1

∂v1

∂ξ1
∂v1

, (3.41)vidíme, ºe Eulerova-Lagrangeova rovnie (3.36) odpovídá problému (3.27).Aplikujme nyní kvalitativní analýzu zmín¥nou v p°edhozím textu. Protoºezdrojový £len f(x, u) m¥ní znaménko v závislosti na 1
λ1

∂λ1

∂v1
, a tedy se projevíefekt expanze, £i komprese izok°ivek °e²ení v závislosti na zm¥n¥ λ1 ve sm¥ru v1,tento efekt je relativní v·£i °e²ení problému (3.29) s operátorem (3.40). Kompreseresp. expanze izok°ivek °e²ení úlohy se na adaptivit¥ sít¥ projeví jako zjemn¥ní,resp. zhrubnutí výpo£etní sít¥ v daném sm¥ru. Na výsledném posunutí, se ov²emprojeví i vliv dal²íh £len· operátoru (3.40), jako je nap°. zm¥na λ2 ve sm¥ru

v2, oº ve výsledku £iní p°esnou analýzu velmi komplikovanou. Tyto efekty, te-dy efekty od druhého, t°etího a £tvrtého £lenu, budeme ve shod¥ s [6℄ nazývatdvoudimensionální efekty a jejih vliv, vyjma vlivu t°etího £lenu (tedy zm¥ny ξ1ve sm¥ru v1) lze redukovat zmen²ením pom¥ru λ1

λ2
, viz následujíí £ást textu v¥-novaná vlivu vlastníh £ísel. Poznamenejme, ºe podobnou analýzu byhom mohliprovést samoz°ejm¥ i pro druhou z rovni (3.39).Vý²e uvedené si pro názornost ilustrujme na následujííh obrázíh 3.4. P°ed-pokládejme, ºe máme k dispozii zobrazení ξ1(x, y) z Ω do Ωc, jehoº izok°ivkyjsou zaneseny na obrázku 3.4 (a) a, abyhom vylou£ili vý²e zmín¥né dvoudi-mensionální efekty, uvaºujme zobrazení ξ2(x, y) = y. Vezmeme-li si zde libovol-nou dvojii bod·, nap°. A,B, £i B,C, a zobrazíme-li je do Ωc, dostáváme body

A′ = [ξ1(A), ξ2(A)], B′ = [ξ1(B), ξ2(B)], C ′ = [ξ1(C), ξ2(C)]. Z obrázku (a), (b),resp. (d), (e) je vid¥t, ºe £ím víe izok°ivek ξ1,i(x, y) = ic, i = 1, 2, . . . , c ∈ IR jemezi danými dv¥ma body, tak tím je jejih vzdálenost z hlediska sou°adnie ξ1v Ωc v¥t²í. Vezmeme-li nyní dva vrholy sít¥ v Ωc (modré, resp. zelené £tvere£kyna obrázíh 3.4 (b), (e), pak p°i zobrazení sít¥ x = x(ξ1, ξ2) a y = ξ2 z Ωc do Ω(£ili adaptai sít¥), dojde k jejih posunu, který je tím výrazn¥j²í, £ím víe jsouv·£i sob¥ posunuty izok°ivky ξ1 homogenní (obrázek (a)) a nehomogenní úlohy(obrázek (d)). 40
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ξ1(x, y) v oblastiΩ, (b) izok°ivky x(ξ1, ξ2) v oblastiΩc, (c) zobrazená (adaptovaná)sí´ v oblasti Ω, pro homogenní úlohu. Vpravo (d) izok°ivky ξ1(x, y) v oblasti Ω,
(e) izok°ivky x(ξ1, ξ2) v oblasti Ωc, (f) zobrazená (adaptovaná) sí´ v oblasti Ω,pro nehomogenní úlohu.
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Vliv vlastníh £ísel λZde si ilustrujme vliv vlastníh £ísel λ monitorovaí funke G a jejih sm¥rovýhderivaí na adaptivitu výpo£etní sít¥. Uvaºujme pevn¥ zvolené vektory
v1 =

1√
2

(
1
1

)
, v2 =

1√
2

(
1
−1

)a hodnotu λ1 zvolme :
λ1 = e−5 (x+y−1)2 ,tedy

∂λ1

∂v1
=

√
2 (−10 x− 10 y + 10) e−5 (x+y−1)2 .Na obrázku 3.5 (vpravo) je vid¥t, ºe zm¥na znaménka ∂λ1

∂v1
odpovídá p°esn¥ tésituai, která je pot°ebná pro kompresi izok°ivek a tedy pro zjemn¥ní sít¥ v danémsm¥ru.

Obrázek 3.5: Pr·b¥h λ1 a ∂λ1

∂v1
na [0, 1]× [0, 1]Nyní sestrojme dle vztahu (3.32) monitorovaí funki G tak, ºe budeme volit

λ2 = αλ1, α = 0.5, 1, 2, 4. Numeriky vy°e²íme soustavu (3.5), kde oblasti Ω i
Ωc jsou voleny jako £tvere [0, 1] × [0, 1] a byla pouºita Dirihletova okrajovápodmínka, taková, ºe uzly jsou na hranii pevné. Podrobn¥j²í diskuse zp·sobu°e²ení uvedené rovnie bude provedena dále. Na obrázíh 3.6 je ukázán vlivpom¥ru λ1/λ2 = 2, 1, 0.5, 0.25 na výslednou sí´. Je vid¥t, ºe s klesajíím pom¥rem
λ1/λ2 je posun uzl· sít¥ ve sm¥ru v1 výrazn¥j²í.Pro ilustrai druhého z vý²e zmín¥nýh jev·, expanze izok°ivek a tedy zhrub-nutí dané sít¥, uvaºujme stejné vektory v1 a v2 jako v p°edhozím p°íkladu, alepouºijme následujíí p°edpis λ1

λ1 = 2− seh (50 (x+ y − 1)2
)
,kde funke hyperboliký sekans je de�nována následovn¥:seh(x) := 2

exp x+ exp−x
. (3.42)Pro derivai ve sm¥ru v1 platí:

∂λ1

∂v1
= 100

√
2 (x+ y − 1) sinh

(
50 (x+ y − 1)2

)
(
cosh

(
50 (x+ y − 1)2

))2 .42
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 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1Obrázek 3.6: Vliv pom¥ru λ1/λ2 = 2, 1, 0.5, 0.25 na výslednou sí´ v Ω, 2112 obje-m·Pr·b¥h λ1 a ∂λ1

∂v1
je znázorn¥n na obrázku 3.7. Na obrázku 3.8 je zahyenavýsledná sí´. Poznamenejme, ºe pro námi pouºitý pom¥r λ1/λ2 = 0.25 je ex-panze mnohem mén¥ z°etelná, proto byl pouºit v¥t²í po£et objem· sít¥ neº vp°edházejíí ukáze.3.1.3 Volba monitorovaíh funkíDále se zam¥°me na moºné volby monitorovaíh funkí, jednou z nejjednodu²²íhvoleb je Winslowova metoda, kde monitorovaí funki G volíme ve tvaru:

G = w (x) I, (3.43)kde I je jednotková matie a w(x) je pozitivní váhová funke, která je volena vetvaru:
w (x) =

√
1 + α |∇u|2, (3.44)kde u je bu¤ p°ímo n¥která ze sloºek stavového vektoru w, nebo veli£ina ze sta-vového vektoru spo£tená5 a α je váhový parametr, jehoº hodnotou lze ovliv¬ovatmíru zhu²t¥ní sít¥ poblíº oblasti s velkou hodnotou |∇u|. Poznamenejme, ºe v n¥-kterýh zdrojíh se rozumí Winslowovou metodou pouºití (3.44) s α = 1. Protoºemonitorovaí funki lze zapsat ve tvaru (3.32), je vid¥t, ºe Winslowova metodaodpovídá následujíí volb¥ vlastníh £ísel λ:

λ1 = λ2 = w(x) (3.45)5V p°ípad¥ deteke kontaktní nespojitosti se pouºívá nap°. v prái [33℄ entropie.43



Obrázek 3.7: Pr·b¥h λ1 a ∂λ1

∂v1
na [0, 1]× [0, 1]
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 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1Obrázek 3.8: Ukázka vlivu expanze izok°ivek na výslednou sí´, λ1/λ2 = 0.25, 3806objem·a v1 a v2 jsou libovolné dva navzájem ortonormální vektory. Adaptae sít¥ toutometodou je tedy izotropní v tom smyslu, ºe není p°edepsán n¥jaký konkrétnísm¥r. Nejvíe se v²ak projeví sm¥r, ve kterém je zm¥na w(x) nejv¥t²í.Zoben¥ním Winslowovy metody dostáváme následujíí t°ídu funkí:
v1 =

∇u

|∇u| , v2 ortonormální k v1
λ1 =

√
1 + |∇u|2, (3.46)

λ2 = f (λ1) ,kde f(λ1) je kladná funke. Winslowova metoda odpovídá volb¥ vlastního £ísla
λ2 = λ1 a α = 1.Budeme-li uvaºovat matii G ve tvaru:

G =
1√
m
M, (3.47)kde M(x) je symetriká pozitivn¥ de�nitní matie a m = det(M), získáme t°ídumonitorovaíh funkí zaloºenýh na harmonikém zobrazení6. Ozna£íme-li α1 a6De�nie p°evzatá z [26℄. Harmoniké zobrazení ξ = ξ(x) z M do N , kde M , Njsou Riemannovy manifoldy, je takové zobrazení, které je extremálou funkionálu E(ξ) =∫

M

√
m
∑

i,j,α,β m
ijhαβ

∂ξα
∂xi

∂ξβ
∂xj

dx, kde mij , resp. hαβ jsou metriké tensory manifold· M , resp.44



α2 vlastní £ísla matie M, pak pro vlastní vektor v1 a vlastní £ísla matie G, λ1a λ2 platí:
v1 je vlastní vektor k α1,

λ1 =

√
α1

α2
, (3.48)

λ2 =

√
α2

α1
,Výhodou metod tohoto typu je, ºe pro 2D problémy, kde Ωc je konvexní a zobra-zení z ∂Ω do ∂Ωc je hladké, je zaru£ena existene a jednozna£nost zobrazení mezi

Ω a Ωc, viz nap°. [5, 4, 7℄. P°íkladem takovéto funke je funke7, kde volíme:
M = I+∇u∇uT , (3.49)a tedy α1 = 1 + |∇u|2, α2 = 1 a √

m =
√

1 + |∇u|2.Dále si v²imn¥me, ºe spo£teme-li hodnoty λ pomoí (3.48) tedy, λ1 =
√
m a

λ2 = 1/
√
m a v1 = ∇u/|∇u|, pak vidíme, ºe tato funke je speiálním p°ípademmonitorovaí funke (3.46) pro volbu λ2 = 1/λ1. Poznamenejme, ºe v p°ípad¥jedné dimenze, odpovídá funke (3.49) monitorovaí funki (3.44) pro Winslowovumetodu s volbou α = 1.Diskuse volby vlivu jednotlivýh monitorovaíh funkí a jejih parametr·bude provedena v £ásti práe zabývajíí se numerikými experimenty za pouºitít¥hto metod.3.1.4 Numeriké °e²ení MMPDE v 1DV této £ásti se zam¥°me na moºnosti numerikého °e²ení rovni pro pohyb sít¥ vjedné dimenzi. Pro tento p°ípad lze rovnie (3.2), resp. (3.5) zapsat následovn¥:

(
G−1(x)ξx

)
x
= 0, (3.50)resp.

(G(x)xξ)ξ = 0, (3.51)kde G je monitorovaí funke v 1D, v dal²ím uvaºujme monitorovaí funki ty-pu (3.43), tedy Winslowovu metodu v 1D. Dále p°edpokládejme, ºe fyzikálníoblast Ω je tvo°ena intervalem [a, b], kde a < b a výpo£etní oblast Ωc je interval
[0, 1]. Na²ím ílem v této fázi je numeriky °e²it rovnii (3.51) za podmínek:

x (0) = a,

x (1) = b. (3.52)Jeden ze zp·sob· jak rovnii (3.51) °e²it, je pouºití metody sítí. Pouºití tétometody vede na °e²ení systému nelineárníh rovni [29℄, jehoº °e²ení (i numeri-ké) je £asov¥ zna£n¥ náro£né, obzvlá²t¥ v situai, kdy adaptae sít¥ je jen jednou
N , a M = (mij), m = det(M), M−1 = (mij). V²imn¥me si, ºe ztotoºníme-li Ω, resp. Ωc s
M , resp. s N , tak p°i volb¥ tenzoru hαβ = δαβ , kde δαβ je Kronekerovo delta, p°ehází vý²euvedený funkionál na funkionál (3.1) s monitorovaí funkí G ve tvaru (3.47).7Funke tohoto typu jsou nazývány ar-length like monitor funtion. Protoºe tuto funkibudeme £asto pouºívat, ozna£me ji zkratkou ALLMF.45



z rutin elkového algoritmu. Tato nelineárnost je zp·sobena tím, ºe námi uva-ºovaná monitorovaí funke G, viz (3.43), závisí jak na x, tak i na du
dx
. Naví vnumerikýh experimenteh provedenýh v prái [26℄ se ukazuje, ºe tato metodane vºdy konverguje v p°ípad¥ malého po£tu (desítky) uzl· sít¥.Dal²í ze zp·sob· jak rovnii (3.51) °e²it, je pouºít metodu um¥lého £asu. Zave-dením um¥lého £asu τ se p°evede °e²ení rovnie (3.51) na nalezení staionárníhostavu pro následujíí problém:Najít funki x = x(ξ, τ) takovou, ºe

xτ = (G(x)xξ)ξ , 0 < ξ < 1, τ > 0, (3.53)s okrajovou podmínkou x(0, τ) = a a x(1, τ) = b pro τ > 0 a po£áte£ní podmínkouodpovídajíí rovnom¥rné ekvidistribui na intervalu [a, b], tedy
x(ξ, 0) = (b− a)ξ + a, kde ξ ∈ [0, 1].Zave¤me £asovou diskretizai τν = ν∆τ, ν = 0, 1, 2, . . ., kde ∆τ je veli-kost £asového kroku a p°edpokládejme, ºe máme 1D sí´ kone£nýh objem· Dh,

Dh = {Di}i=1,...,J , kde uzly xi a xi+1 tvo°í objem Di, J je po£et objem·. Ozna£-me st°ed objemu Di, jako xi+ 1
2
= (xi+1 + xi)/2. Aproximai veli£iny u(x, τ) vbod¥ xi+ 1

2
v £ase τν ozna£me jako uν

i+ 1
2

. Pouºijeme-li p°ímo j−tou sloºku kone£n¥objemového °e²ení wk
i na objemu Di, pak platí u0

i+ 1
2

= (wk
i )j. Diskretizaí rov-nie (3.53) pomoí metody sítí a jednoduhou úpravou obdrºíme toto výpo£etníshéma:

xν+1
i = xν

i +
∆τ

h2

(
G(uν

i+ 1
2
)(xν

i+1 − xν
i )−G(uν

i− 1
2
)(xν

i − xν
i−1)
)
, i = 2, . . . , J,(3.54)kde G(uν

i± 1
2

) zna£í hodnotu monitorovaí funke (3.43) zkonstruované pomoí
uν
i± 1

2

, h = 1/J je velikost prostorového kroku na Ωc.Pro výpo£et derivae uν
i± 1

2

v G pouºíváme v na²í prái entrální diferene.Horní index ν je u veli£iny ui± 1
2
z toho d·vodu, ºe zm¥na objemu Di v £asovémkroku ν je spojena se zm¥nou hodnoty °e²ení k tomuto objemu p°íslu²ejíí a tedyi s hodnotou uν

i+ 1
2

, dal²í detaily k p°epo£tu hodnot lze nalézt v kapitole 3.1.6 akapitole 4.2.1. P°i praktiké realizai pouºijeme, dle [40, 25℄, místo monitorovaífunke G(uν
i+ 1

2

) v (3.54) následujíí zhlazení:
G̃(uν

i+ 1
2
) =

1

4

(
G(uν

i− 1
2
) + 2G(uν

i+ 1
2
) +G(uν

i+ 3
2
)
)
, (3.55)a místo hodnoty G(uν

i− 1
2

) pouºijeme G̃(uν
i− 1

2

) ur£enou analogiky s tím, ºe prokrajní objemy Di, kde nelze pouºít tohoto zhlazení, pouºíváme p°ímo hodnotu
G(uν

i± 1
2

). Hodnoty krajníh uzl· jsou dány pomoí okrajové podmínky, tedy x1 =

a a xJ+1 = b. P°i výpo£tu pomoí p°edházejíího shématu (3.54) je nutné splnitnásledujíí podmínku stability:
max

i

(
∆τ

h2
G(uν

i+ 1
2
)

)
≤ 1

2
. (3.56)46



V dal²ím postupujme dle [40℄. P°epí²eme-li si rovnii (3.54) do tvaru:
xν+1
i = xν

i + αi+ 1
2
(xν

i+1 − xν
i ) + αi− 1

2
(xν

i−1 − xν
i ), (3.57)kde αi± 1

2
= ∆τ

h2 G(uν
i± 1

2

), tak, kdyº platí xν
i < xν

i+1 i = 1, . . . , J a je spln¥napodmínka stability, pak:
xν+1
i ∈

(
xν
i−1, x

ν
i+1

)
i = 2, . . . , J.Dále, ode£teme-li od rovnie (3.57) rovnii:

xν+1
i−1 = xν

i−1 + αi− 1
2
(xν

i − xν
i−1) + αi− 3

2
(xν

i−2 − xν
i−1),dostáváme:

xν+1
i − xν+1

i−1 =αi+ 1
2
(xν

i+1 − xν
i ) + (1− 2αi− 1

2
)(xν

i − xν
i−1)+

+ αi− 3
2
(xν

i−1 − xν
i−2),a tedy, jsou-li spln¥ny vý²e uvedené poºadavky, je pravá strana tohoto výrazukladná, oº vede k tomu, ºe xν+1

i > xν+1
i−1 i = 2, . . . , J + 1. Vidíme tedy, ºe pod-mínka (3.56) zaru£uje, ºe nedojde k destruki (p°esmýknutí uzl·) sít¥.Spln¥ní podmínky stability je v²ak omezujíí, protoºe nap°. pro výpo£etníoblast s vysokým po£tem objem·, £i pro takovou kon�gurai °e²ení, které odpo-vídá velká hodnota G(uν

i+ 1
2

), je nutné volit velmi malý £asový krok τ , oº zna£n¥zpomaluje výpo£et. Uvaºujme diskretizai, kterou získáme z (3.54) pouºitím v
ν−tém £asovém kroku hodnot xν+1

i−1 a xν+1
i místo xν

i−1 a xν
i , aplikaí vý²e uvede-ného dostáváme následujíí shéma:

xν+1
i =

G(uν
i+ 1

2

)xν
i+1 +G(uν

i− 1
2

)xν+1
i−1

G(uν
i+ 1

2

) +G(uν
i− 1

2

)
. (3.58)Tuto metodu budeme díky pouºité diskretizai ve shod¥ s praí [40℄ nazývatGaussovým-Seidelovým itera£ním shématem(G-S iterae). V dal²ím postupujmedle vý²e uvedené práe [40℄. Zavedením pi =

G(uν

i+1
2

)

G(uν

i+1
2

)+G(uν

i− 1
2

)
, qi = G(uν

i− 1
2

)

G(uν

i+1
2

)+G(uν

i− 1
2

)lze p°evést shéma (3.58) do tvaru:
− pix

ν
i+1 + xν+1

i − qix
ν+1
i−1 = 0,a dále vyuºitím, ºe pi + qi = 1 a po úpraváh obdrºíme následujíí vztah:

xν+1
i − xν

i+1 − qi
(
xν+1
i−1 − xν

i

)
= qi

(
xν
i − xν

i+1

)
.Z p°edpokladu xν

i < xν
i+1 a nezápornosti monitorovaíh funkí (pi, qi > 0) plyne,ºe pravá strana p°edhozího výrazu je záporná a tedy:

xν+1
i − xν

i+1 < qi
(
xν+1
i−1 − xν

i

)
,oº lze pomoí rekurze zapsat:

xν+1
i − xν

i+1 <

(
i∏

k=2

qk

)
(xν+1

1 − xν
2),47



kde pravá strana je díky okrajové podmíne xν
1 = xν+1

1 = a vºdy záporná a tedy
xν+1
i < xν

i+1. Dosazením této nerovnosti do (3.58) získáme, ºe i xν+1
i−1 < xν+1

i , tedyop¥t nedohází k p°esmýknutí uzl· výpo£etní sít¥.P°i adaptai sít¥ tedy opakovan¥ provádíme výpo£et novýh poloh jednot-livýh uzl· dle vztah· (3.54) nebo (3.58). Tento postup se provádí tak dlouho,dokud není spln¥no, ºe |xν+1
i −xν

i | ≤ ǫ pro i = 0, . . . , J+1, kde ǫ > 0 je p°edepsanátolerane, nebo, dokud není dosaºeno maximálního po£tu iteraí(MAXITER).Po kaºdé zm¥n¥ polohy uzl· je t°eba vzít v úvahu, ºe je t°eba vyhodnotit i monito-rovaí funke. Konkrétní postupy p°epo£tu numerikého °e²ení a monitorovaíhfunkí budou ukázány v dal²íh kapitoláh. Porovnání vhodnosti obou postup·pro adaptai výpo£etní sít¥ bude provedeno v kapitole (3.1.6).3.1.5 Numeriké °e²ení MMPDE v 2DPro numeriké °e²ení rovni (3.2), resp. (3.5) ve 2D pouºijeme metodu um¥lého£asu. Konkrétn¥ budeme vyházet z následujíí formulae pro rovnie (3.2) [5℄:
∂ξ1
∂τ

=
1

T
√

(g)
∇T(G−1∇ξ1), (3.59)

∂ξ2
∂τ

=
1

T
√

(g)
∇T(G−1∇ξ2),kde ξ1 = ξ1(x, τ), ξ2 = ξ2(x, τ), g = det(G) a T > 0 je parametr ovliv¬ujííryhlost posunu sít¥, pro malé hodnoty T dohází k ryhlej²ímu posunu uzl·sít¥. Ve shod¥ s literaturou budou tyto rovnie ur£ujíí pohyb uzl· sít¥ nazýványMMPDE8. Pouºitím vý²e uvedeného p°evedeme °e²ení rovnie (3.5) na °e²enínásledujíí rovnie pro x = x(ξ, τ):

∂x

∂τ
=

xξ1

T J√
g

[
∂

∂ξ1

(
xT
ξ2
Gxξ2

J g

)
− ∂

∂ξ2

(
xT
ξ1
Gxξ2

J g

)] (3.60)
+

xξ2

T J√
g

[
− ∂

∂ξ1

(
xT
ξ2
Gxξ1

J g

)
+

∂

∂ξ2

(
xT
ξ1
Gxξ1

J g

)]
,kde J = ∂x1

∂ξ1

∂x2

∂ξ2
− ∂x1

∂ξ2

∂x2

∂ξ1
je Jaobián transformae sou°adni, u kterého p°edpo-kládáme J 6= 0. Pro snaz²í diskretizai p°eve¤me rovnii (3.60) na tvar:

∂x

∂τ
= Axξ1ξ1 + Bxξ1ξ2 + Cxξ2ξ2 +Dxξ1 + Exξ2 . (3.61)8Existuje víe druh· pohybovýh rovni pro výpo£etní sí´, tato formulae bývá v literatu°enazývána jako MMPDE5. 48



Matie A,B,C a koe�ienty D,E jsou následujíí:
A =

1

T J 3g3/2
[
−
(
xT
ξ2Gxξ2

)
xξ1x

T
ξ2S+ Jxξ2x

T
ξ2G+

(
xT
ξ2Gxξ1

)
xξ2x

T
ξ2S
]
,

B =
1

T J 3g3/2
[(
xT
ξ2
Gxξ2

)
xξ1x

T
ξ1
S− Jxξ1x

T
ξ2
G+

(
xT
ξ1
Gxξ2

)
xξ1x

T
ξ2
S
]

+
1

T J 3g3/2
[
−
(
xT
ξ1Gxξ1

)
xξ2x

T
ξ2S− Jxξ2x

T
ξ1G−

(
xT
ξ2Gxξ1

)
xξ2x

T
ξ1S
]
,

C =
1

T J 3g3/2
[(
xT
ξ1
Gxξ1

)
xξ2x

T
ξ1
S+ Jxξ1x

T
ξ1
G+

(
xT
ξ1
Gxξ2

)
xξ1x

T
ξ1
S
]
, (3.62)

D =
1

T J 2g1/2

[
−xT

ξ2

∂

∂ξ1

(
G

g

)
xξ2 + x

T
ξ1

∂

∂ξ2

(
G

g

)
xξ2

]
,

E =
1

T J 2g1/2

[
xT
ξ2

∂

∂ξ1

(
G

g

)
xξ1 − xT

ξ1

∂

∂ξ2

(
G

g

)
xξ1

]
,kde S je matie:

S =

[
0 1
−1 0

]
.Bu¤ T c

h triangulae oblasti Ωc, ozna£me prostor v²eh po £ásteh lineárníhpolynom· na triangulai T c
h v Ωc v prom¥nnýh ξ1 a ξ2 jako LT c

h
a LT c

h
=
[
LT c

h

]2.Pro diskretizai rovnie (3.61) je pouºita standardní semidiskretizae, kde proprostorové sou°adnie pouºijeme po £ásteh lineární polynomy z prostoru LT c
ha pro £asovou diskretizai je pouºita zp¥tná Eulerova formule. Abyhom se vy-hnuli °e²ení soustavy nelineárníh rovni, tak matie A,B,C a koe�ienty D a

E, viz (3.62), v £asovém kroku τν vyhodnotíme pomoí x(τν). Výsledná soustavalineárníh rovni pro ur£ení x(τν+1) ∈ LT c
h
je pak následujíí [5℄:

(xτ (τν),ν) +
(
xξ1(τν+1), (A(τν)

Tν)ξ1
)
+
(
xξ2(τν+1), (C(τν)

Tν)ξ2
)

+
1

2

[(
xξ1(τν+1), (B(τν)

Tν)ξ2
)
+
(
xξ2(τν+1), (B(τν)

Tν)ξ1
)]

− (D(τν)xξ1(τν+1) + E(τν)xξ2(τν+1),ν) = 0, ∀ν ∈ L
0
T c
h
(Ωc) , (3.63)kde xτ (τν) je dáno pomoí

xτ (τν) =
x (τν+1)− x (τν)

τν+1 − τν
. (3.64)Symbolem (. , .) rozumíme skalární sou£in na L2 (Ωc) a L

0
T c
h
je podprostor LT c

hobsahujíí funke, jeº jsou na hranii ∂Ωc nulové. �leny A(τν), B(τν), C(τν),D(τν),
E(τν) zna£í vý²e zmín¥né matie a koe�ienty vyhodnoené v £asovém kroku τν .Poznamenejme, ºe obdobn¥ jako v 1D budeme monitorovaí funki zhlazovat,tj. pro výpo£et mati A,B,C a koe�ient· D,E pouºijeme místo monitorovaífunke G námi de�nované zhlazení G̃:

G̃(Pi) :=
1

|N (Pi)|+ 1



G(Pi) +
∑

Pj∈N (Pi)

G(Pj)



 , (3.65)kde N (Pi) zna£í mnoºinu sousedníh uzl· k uzlu Pi a |N (Pi)| její mohutnost.49



Popi²me si nyní jak volit oblast Ωc a jak na ní získat sí´ kone£nýh prvk·9,která má stejnou topologii jako sí´ Th, jeº máme k dispozii v Ω, tj. jedná se námo identikou sí´, ale na oblasti Ωc. V p°ípad¥ pouºití monitorovaí funke (3.47)zaloºené na harmonikém zobrazení a konvexnosti oblasti Ωc je zaru£ena existenea jednozna£nost °e²ení(viz poznámka v kapitole 3.1.3). Z tohoto d·vodu, v p°ípad¥konvexnosti oblasti Ω, je nejjednodu²²í volit oblast Ωc = Ω a pouºijeme p°ímosí´ Th. V p°ípad¥, ºe oblast Ω není konvexní, postupujme následovn¥. Ozna£mejednotlivé £ásti hranie ∂Ω jako Γi ⊂ ∂Ω, tyto £ásti hranie jsou bu¤ disjunktní,nebo je jejih pr·nikem bod a⋃n
i=1 Γi = ∂Ω, kde n je jejih po£et. Jako Ωc zvolímelibovolnou konvexní oblast, která má stejný po£et £ástí hranie Γc

i ⊂ ∂Ωc, kteréjsou bu¤ disjunktní, nebo je jejih pr·nikem bod a ⋃n
i=1 Γ

c
i = ∂Ωc. Abyhom voblasti Ωc získali sí´, pot°ebujeme zobrazení ξ(x) sít¥ z Ω do Ωc. Aby tato sí´byla rozmíst¥na rovnom¥rn¥, °e²me rovnii (3.2), kde jako monitorovaí funki Gpouºijeme jednotkovou matii I, a dostaneme následujíí úlohu [5℄:

∆ξ(x) = 0, vΩ, (3.66)s okrajovu podmínkou
ξ|Γi

: Γi −→ Γc
i , i = 1, . . . , n, (3.67)kde zobrazení ξ|Γi

jsou vzájemn¥ jednozna£ná. Tuto úlohu °e²íme numeriky azískáme tak sí´ na oblasti Ωc.Jako okrajovou podmínku pro rovnie (3.60), resp. (3.61), budeme uvaºovatDirihletovu okrajovou podmínku, protoºe pouºití Neumannovy okrajové pod-mínky v [5℄ vedlo k hor²ímu hování p°i adaptai sít¥. Triviální Dirihletova okra-jová podmínka je taková, ºe drºíme uzly sít¥ �xované na hranii, £ili p°edepí²emepro kaºdý hrani£ní uzel jeho polohu na p°íslu²né £ásti hranie Γi.V dal²ím p°edpokládejme, ºe lze p°íslu²nou £ást hranie Γi jednozna£n¥ pa-rametrizovat pomoí funke
ψi(s) : [0, 1] −→ Γi. (3.68)Pro pohyb uzl· sít¥, kde jednotlivé £ásti hranie Γi jsou tvo°eny úse£kami, pouºi-jeme námi navrºený postup, který je modi�kaí, zjednodu²ením, postupu uvede-ného v [5℄ pro oben¥ nelineární £ást hranie. Okrajovou podmínku pro p°íslu²nou£ást hranie Γi ur£íme jako °e²ení 1D úlohy (3.53), kterou budeme °e²it pro pa-rametr s místo x. Místo monitorovaí funke G, pouºijeme její projeki M nap°íslu²nou £ást hranie Γi, danou:

M (ψi (s)) = t (ψi (s))
T
G (ψi (s)) t (ψi (s)) , (3.69)kde t (ψi (s)) je jednotkový te£ný vektor v daném bod¥ hranie. Tento postupvede k tomu, ºe v M se projeví jen n¥které prvky monitorovaí funke G, vzávislosti na te£ném vektoru t hranie Γi. Takto získané nové polohy hrani£níhuzl· p°edepí²eme jako okrajové podmínky pro numeriké °e²ení úlohy (3.60),resp. (3.61).Poznamenejme, ºe p°i kaºdé zm¥n¥ sít¥ v Ω, je nutné aktualizovat numeriké°e²ení w, respektive funki u, které na této síti máme. P°i této aktualizai dojdenutn¥ ke zm¥n¥ hodnoty monitorovaí funke G a mati a koe�ient· (3.62).9Pro numeriké °e²ení rovnie (3.63) na oblasti Ωc pouºíváme metodu kone£nýh prvk·,zatímo na oblasti Ω máme sí´ kone£nýh objem· Th, kterou heme adaptovat.50



Postup °e²ení v 2DV dal²ím p°edpokládejme, ºe na kaºdém z kone£nýh objem· Di máme k dispoziipo £ásteh konstantní aproximai veli£iny u, a ozna£me ji ui. Dále p°edpokládej-me, ºe na oblasti Ωc máme k dispozii sí´ se stejnou topologií jako v Ω. Vlastníalgoritmus pro °e²ení rovni vypadá následovn¥10:Algoritmus 3.1. Algoritmus adaptae sít¥1. Z po £ásteh konstaníh hodnot ui zkonstruujeme po £ásteh lineární funki
u∗
h tak, ºe ur£íme její hodnoty v uzleh sít¥ Pj pomoí váºeného pr·m¥ru:

u∗
h (Pj) =

∑
Di∈KPj

|Di|ui
∑

Di∈KPj
|Di|

, (3.70)kde KPj
ozna£uje mnoºinu objem·, které mají spole£ný uzel Pj .2. Na oblasti Ωc aproximujeme ∇u a spo£teme hodnotu monitorovaí funke

G v uzleh sít¥.3. V p°ípad¥, ºe umoºníme pohyb uzl· po hranii °e²íme 1D úlohu (3.53)pro parametr s s vyuºitím projeke (3.69) a získáme p°edpis okrajovýhpodmínek na p°ílu²né £ásti hranie Γc
i . V opa£ném p°ípad¥ p°edepí²emepro kaºdý hrani£ní uzel z Γc

i jeho polohu na p°ílu²né £ásti hranie Γi.4. Na základ¥ °e²ení z bodu 3. provedeme posun uzl· sít¥ naházejííh se na£ásteh hranie Γi. Provedeme p°epo£et veli£iny u na novou adaptovanousí´ a ur£íme hodnotu monitorovaí funke G v uzleh nové sít¥.5. Po£áte£ní podmínku ur£íme tak, ºe kaºdému z uzl· výpo£etní sít¥ na Ωcp°i°adíme jeho po£áte£ní polohu na síti v Ω.6. Spo£teme matie A,B,C a koe�ienty D,E a °e²íme úlohu danou (3.63)za pouºití okrajovýh podmínek ur£enýh v kroku 3., tím získáme x(τν+1).Zvý²íme £asový krok ν a tento bod opakujme pro p°edepsaný maximální po-£et iteraí (TSTEP ), nebo do té doby neº dosáhneme p°edepsané odhylky
ǫ od staionárního stavu, £ili je spln¥no11:

REZ =

√∫

Ωc

(x (ξ, τν+1)− x (ξ, τν))2dξ1dξ2 ≤ ǫ (3.71)7. Na základ¥ spo£tenýh hodnot x(ξ, τν) provedeme adaptai, £ili zobrazenísít¥ z Ωc do Ω a p°epo£teme veli£inu u na novou adaptovanou sí´.8. V p°ípad¥, ºe jsme nedosáhli p°edepsaného po£tu iteraí (MAXITER),znovu spo£teme monitorovaí funki G a pokra£ujeme bodem 6.Z vý²e uvedeného algoritmu je vid¥t, ºe adaptae sít¥ se provádí kaºdýh
TSTEP krok·, d·vodem je to, ºe vlastní adaptae sít¥ (zobrazení z Ωc do Ω) anásledný p°epo£et hodnot u a monitorovaí funke G je £asov¥ dosti náro£ný.10Auto°i v £lánku [5℄, ze kterého jsme vyházeli, detailn¥ nespei�kují pouºitý algoritmus°e²ení.11Ukazatel REZ má tedy tento význam REZ = ||xν+1 − xν ||L2(Ωc).51



Ukázková úlohaProtoºe vý²e uvedený algoritmus je pom¥rn¥ komplikovaný, ilustrujme si jej naukázkové úloze. Volme oblast Ω jako lihob¥ºník daný body A,B,C,D, kde
A = [−5,−5] , B = [5,−5] , C = [2.5, 2.5] , D = [−2.5, 2.5].P°esto, ºe je oblast Ω konvexní, volme jako oblast Ωc jednotkový £tvere danýbody Ac, Bc, Cc, Dc, kde

Ac = [0, 0] , Bc = [1, 0] , Cc = [1, 1] , Dc = [0, 1].Jednotlivé £ásti hranie Γi, resp. Γc
i jsou následujíí úse£ky:

Γ1 = AB ,Γc
1 = AcBc

Γ2 = BC ,Γc
2 = BcCc

Γ3 = CD ,Γc
3 = CcDc

Γ4 = DA ,Γc
4 = DcAc.Sí´ Th na oblasti Ω má 3188 objem· a 1675 uzl·. Pouºijme pro adaptai sít¥monitorovaí funki Winslowova typu (3.43) s α = 1 a v dal²ím p°edpokládejme,ºe funke u, jejíº gradient pot°ebujeme pro konstruki G, je dána p°edpisem:

u(x, y) = e−(x−4(y+2))2 .Z pr·b¥hu funke u zaneseném na obrázku 3.9 je patrné, ºe u(x, y) = 1 na p°íme
y = x/4−2 a s rostouí vzdáleností od této p°ímky velmi prude klesá. Parametrryhlosti posunu sít¥ T , viz (3.59), a velikost £asového kroku ∆τ = τν+1 − τν ,viz (3.64), volíme T = 0.01 a ∆τ = 0.001 . Okrajové podmínky stanovíme takové,ºe na Γ1 a Γ3 jsou polohy hrani£níh uzl· �xované a na Γ2 a Γ4 umoºníme pohybuzl· po p°íslu²né £ásti hranie.

Obrázek 3.9: Pr·b¥h funke u na oblasti Ω.Poznamenejme, ºe v²ehny výpo£ty pomoí metody kone£nýh prvk· realizu-jeme pomoí nástroje FreeFem++12, který je ur£en pro výpo£ty pomoí metodykone£nýh prvk· ve 2D.12Pro vlastní numeriké °e²ení pouºíváme nástroj FreeFem++ verze 3.40, [24℄, dostupné nahttp://www.freefem.org 52



Nejprve se zam¥°me na získání výpo£etní sít¥ se stejnou topologií na oblasti
Ωc. P°edepí²eme okrajové podmínky tak, aby platila podmínka (3.67), v na²emp°ípad¥ volíme ξ|Γi

ve tvaru ξ|Γi
(x) = Pix ,x ∈ Γi, kde Pi ∈ IR2×2 je matie.Poté °e²íme úlohu (3.66) pro nalezení zobrazení ξ(x) : Ω −→ Ωc. P·vodní sí´ v

Ω a její obraz v Ωc jsou zaneseny na obrázku 3.10.
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3.1.6 Numeriké experimenty v 1DV této kapitole se zam¥°íme na porovnání 1D algoritm· s um¥lým £asem (3.54)a s G-S iteraí (3.58) pro adaptai výpo£etní sít¥ vyházejííh z varia£níh me-tod, jedná se o námi provedené numeriké experimenty. Pro studium samotnéhoadapta£ního proesu jsme se v této fázi zam¥°ili na úlohu, kde veli£inu u(x) mámep°edepsanou. Budeme zde téº zji²´ovat vliv parametru α p°i výpo£tu monitoro-vaí funke (3.44) na proes adaptae. D·vodem k tomu je, ºe samotná adaptaesít¥ je sou£ástí komplikovan¥j²íh algoritm· a proto, d°íve neº se jim budeme vkapitole 4 v¥novat, pot°ebujeme rozum¥t hování proesu adaptae14.Jako funke u(x) byly vybrány následujíí dv¥ funke:
uA(x) =

{
x < 0 (x+ 1)11 ,

x ≥ 0 (x− 1)11 ,
(3.72)

uB(x) = e−x8

. (3.73)Vidíme, ºe v prvním p°ípad¥ (3.72) se jedná o úlohu s nespojitostí a ve druhém
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-1 -0.5  0  0.5  1Obrázek 3.12: Pr·b¥hy funkí uA(x) a uB(x) na [−1, 1].p°ípad¥ (3.73) se jedná o úlohu, kde je oblast s tém¥° konstantní hodnotou. Jakofyzikální oblast Ω volíme interval [−1, 1].V dal²ím p°edpokládejme, ºe máme k dispozii po £ásteh konstantní aproxi-mae u(x):
uν
i+ 1

2
=

1

xν
i+1 − xν

i

∫ xν
i+1

xν
i

u(x)dx, (3.74)kde xν
i , i = 1, . . . , J jsou uzlové body sít¥ v £ase τν . Tyto hodnoty pouºívámepro výpo£et monitorovaíh funkí G(uν

i+ 1
2

), kde uvaºujeme monitorovaí funkeWinslowova typu (3.44) v 1D a pouºíváme zhlazení monitorovaí funke (3.55).Po posunu uzl· sít¥ je t°eba nejprve p°epo£ítat aproximae uν+1
i+ 1

2

v novém £asovémkroku ν + 1, k £emuº pouºíváme op¥t vztahu (3.74), kde je daný integrál ur£ennumeriky15.14V kapitole 4.3 tuto funki u konstruujeme z numerikého °e²ení rovnie (1.17) v 1D, zdesi ji p°ímo p°edepí²eme. D·vodem je, ºe heme studovat pouze proes adaptae bez zkreslenídal²ími vlivy.15Byla zde pouºita rutina implementa£ního jazyka Otave quad, oº vede k volání metodyzaloºené na Gaussov¥ kvadratu°e. 54



Pro zhodnoení toho, jak je daná sí´ adaptována, p°edpokládejme, ºe na tétosíti heme funki u(x) aproximovat pomoí po £ásteh konstantníh hodnot uν
i+ 1

2

,kvalitu adaptae pak budeme sledovat pomoí následujíího ukazatele hyby16:
L2E =

1

J

J∑

i=1

∫ xi+1

xi

(
u(x)− uν

i+ 1
2

)2
dx, (3.75)kde integrál na pravé stran¥ (3.75) je ur£en pro funki uA(x) analytiky a profunki uB(x) pomoí numeriké kvadratury17.Volba £asového kroku pro shéma (3.54) je provád¥na v kaºdé iterai. Z pod-mínky stability (3.56) dostáváme pro volbu £asového kroku:

∆τ =
CFLh2

2maxi=1,...,J−1(G(uν
i+ 1

2

))
, (3.76)kde konstanta CFL byla zvolena CFL = 0.9.Pomoí posunu uzl· xi mezi ν-tou a ν +1 iteraí je sledováno p°iblíºení se kestaionárnímu stavu rovnie (3.53), tedy:

REZ = max
i=1,...,J+1

(|xν+1
i − xν

i |). (3.77)Pro zastavení byla pouºita podmínka REZ < ǫ, kde ǫ = 10−6. Po£et objem·byl zvolen J = 21, oº je pro ov¥°ení hování metody dosta£ujíí. Na po£áte£nísíti m¥ly v²ehny objemy stejnou velikost. V obou experimenteh byl nastavenmaximální po£et iteraí MAXITER = 30.Celý adaptivní proes pro tento test byl naprogramován v jazye pro nume-riké výpo£ty Otave18.Úloha typu APro r·zné hodnoty α byly sledovány vý²e uvedené parametry, v tabulkáh jezanesena záv¥re£ná hodnota, doba pot°ebná pro adaptai19 (T ) a po£et skute£n¥provedenýh iteraí (ITER), neº do²lo k zastavení algoritmu.
L2E REZ T [s℄ ITER α0.010686 0.000638 3.36 30 0.10.007495 0.002444 3.31 30 10.007171 0.002489 3.41 30 20.006828 0.002439 3.43 30 10Tabulka 3.1: Úloha A. Pouºití um¥lého £asuPro vizuální zhodnoení vlivu adaptae sít¥ nejprve zkonstruujme po £ástehlineární rekonstruke funke u(x) z hodnot ui+ 1

2
pomoí vztahu:

u∗(x) = ui+ 3
2

x− xi+ 1
2

xi+ 3
2
− xi+ 1

2

+ ui+ 1
2

xi+ 3
2
− x

xi+ 3
2
− xi+ 1

2

, x ∈< xi+ 1
2
, xi+ 3

2
>, (3.78)16Jedná se v podstat¥ o hybu me°enou v L2 norm¥ vztaºenou na jeden objem.17Op¥t byla pouºita rutina jazyka Otave quad.18Dostupný na : http://www.gnu.org/software/otave/19Byly pouºity standardní rutiny v Otave. Jedná se o ti, to55



L2E REZ T [s℄ ITER α0.009724 0.001502 3.98 30 0.10.002820 0.028697 3.84 30 10.003605 0.043161 3.78 30 20.001865 0.016885 3.77 30 10Tabulka 3.2: Úloha A. Pouºití G-S iteraíkde xi+ 1
2
= (xi+1 + xi)/2, resp. xi+ 3

2
= (xi+2 + xi+1)/2. Porovnání t¥hto rekon-strukí pro funki uA(x), na adaptované a p·vodní síti pro ob¥ metody s hodnotou

α = 1, je na obrázku 3.13. Zde je vid¥t, ºe p°i pouºití adaptae sít¥ výsledná re-konstruke lépe zahyuje nespojitost, neº bez pouºití adaptae sít¥, kde jsouuzlové body rozmíst¥ny rovnom¥rn¥. Dále je vid¥t, ºe ost°eji je nerovnost zahy-ena na obrázku vpravo, kde je pouºito G-S iteraí (3.58), toto je zp·sobeno tím,ºe do blízkosti nespojitosti se za pouºití této metody dostal v¥t²í po£et bod·, viztrajektorie jednotlivýh sí´ovýh bod· na obrázku 3.16.
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Obrázek 3.13: Úloha A. Rekonstruke u∗
A(x) pro metodu um¥lého £asu (vlevo) ap°i pouºití G-S iteraí (vpravo), pro ob¥ metody je pouºito α = 1, v grafu jsouvyzna£eny hodnoty xi+ 1

2
.Pr·b¥hy jednotlivýh sledovanýh veli£in udávají grafy 3.14 a 3.15. Z pr·b¥-h· sledovanýh veli£in je vid¥t, ºe p°i pouºití G-S iteraí dohází p°i relativn¥malém po£tu iteraí k ryhlému poklesu sledovanýh veli£in, av²ak p°i v¥t²ímpo£tu iteraí dohází k rozkmitání uzl· sít¥ v závislosti na α. Rozkmitání uzl·sít¥ je téº patrné z obrázku 3.16(vpravo), kde je vid¥t, ºe pro n¥kolik posledníhiteraí dohází k odsunu uzl· od místa nespojitosti. D·vodem tohoto rozkmitáníje vy²²í itlivost shématu (3.58) na skokové zm¥ny monitorovaí funke G. Po-uºitím víenásobného zhlazení dle vztahu (3.55) lze rozkmitání zabránit. Z vý²euvedeného je vid¥t, ºe zvý²ení hodnoty α vede k v¥t²í itlivosti metod. Dále jez 3.14 vid¥t, ºe adaptae sít¥ vedla ke zmen²ení hyby, které se dopou²tíme p°iaproximai funke uA(x) po £ásteh konstantní hodnotou, ve smyslu ukazateleL2E (3.75).
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Úloha typu BProtoºe nyní uvaºovaná funke uB(x) obsahuje oblast s velmi malou hodnotouderivae, byly hodnoty α zvoleny v jiném rozsahu neº v p°ede²lém p°ípad¥. Provýpo£et veli£iny L2E(3.75) byla pouºita numeriká kvadratura20, hodnota odha-du hyby kvadratury na kaºdém z objem· byla °ádov¥ 10−15.
L2E REZ T [s℄ ITER α0.001910 0.000343 7.61 30 0.10.001502 0.001981 7.66 30 10.001331 0.003887 7.51 30 100.001278 0.005291 7.51 30 100Tabulka 3.3: Úloha B. Pouºití um¥lého £asu
L2E REZ T [s℄ ITER α0.001867 0.000206 7.53 30 0.10.001261 0.001710 7.45 30 10.000952 0.004944 7.49 30 20.000869 0.004291 7.53 30 10Tabulka 3.4: Úloha B. Pouºití G-S iteraíRozdíl hodnoty T mezi sou£asnou (viz tabulky 3.3 a 3.4) a p°edhozí úlohou(tabulky 3.1 a 3.2) je zp·soben tím, ºe v tomto p°ípad¥ (B) je hodnota L2Eur£ována numeriky, oº vede ke zpomalení výpo£tu. Porovnání lineární rekon-struke (3.78) pro funki uB(x), na adaptované a p·vodní síti pro ob¥ metody shodnotou α = 10, je na obrázku 3.17. Zde je vid¥t, ºe jsou tém¥° identiké, oº jezp·sobeno tím, ºe aproximae funke uB(x) není tolik itlivá na volbu uzl· sít¥,tj. neobsahuje skok.Na obrázíh 3.18 a 3.19 je zanesen pr·b¥h námi sledovanýh parametr·. Jevid¥t, ºe i zde do²lo pro velké hodnoty parametru α k £áste£nému rozkmitáníukazatele REZ (3.77), které je ov²em mnohem men²í neº v úloze p°edházejíí.Dále je z 3.18 vid¥t, ºe adaptae sít¥ op¥t vedla ke zmen²ení hyby, které se do-pou²tíme p°i aproximai funke uB(x) po £ásteh konstantní hodnotou, ve smysluukazatele L2E (3.75).Zhodnoení provedenýh experiment· v 1DV obou provedenýh experimenteh se ukazuje, ºe se zv¥t²ováním hodnoty para-metru α, oº je uºivatelem zadávaný parametr, dohází k v¥t²ímu pohybu uzl·sít¥. Ze získanýh dat vyplývá, ºe p°i stejné hodnot¥ α je posun uzl· sít¥ výraz-n¥j²í p°i pouºití G-S iteraí. Obdobn¥ pokles veli£iny L2E je, p°i stejném α, pron¥kolik prvníh iteraí mnohem ryhlej²í p°i pouºití G-S iteraí. Nevýhodou tétometody (G-S iteraí) je, ºe vykazuje vy²²í itlivost na zm¥ny monitorovaí funke

G a tak m·ºe doházet k rozkmitávání uzl· sít¥ po p°epo£tu G, zejména pro vy²²íhodnoty parametru α. Z praktikého hlediska, kdy budeme °e²it problémy, kde je20Byla zde pouºita standardní rutina Otave quad, která pouºívá Gaussovu kvadraturu.58
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uA(x, y) = e−x2

, (3.79)
uB(x, y) = ecos(xy/2), (3.80)jejihº pr·b¥hy jsou ukázány na obrázíh 3.21 a 3.22.Otestujme algoritmus pro 2D uvedený v 3.1.5 a to tak, ºe Ω = Ωc. Jako oblasti

Ω a Ωc uvaºujme oblast [−5, 5]×[−5, 5], triangulae Th, která má v obou oblastehstejnou topologii, obsahuje 9908 objem· a 5084 uzl· a byla zkonstruována pomoígenerátoru sít¥ v FreeFem++.Vlastní diskretizae daná (3.63) byla implementována v jazye FreeFem++verze 3.4022, jako °e²i£ systému (3.63) byl pouºit °e²i£ FreeFem++, oº je me-toda GMRES (Generalized Minimal Residual Method) [24℄. Z d·vodu pouºitéhoimplemeta£ního jazyka v této £ásti téº neuvaºujeme p°epo£et kone£n¥ objemo-vého °e²ení na po £ásteh lineární °e²ení bod 1. algoritmu 3.1, vztah (3.70), do21Protoºe heme studovat vlastní adapta£ní proes bez zkreslení dal²ími vlivy, tak zde tutofunki p°ímo p°edepisujeme. V dal²í £ásti práe, kapitola 4.4, bude zkonstruována z numerikého°e²ení Eulerovýh rovni (1.17).22Dostupné na http://www.freefem.org/ 60



Obrázek 3.21: Pr·b¥h funke uA(x, y) a její izok°ivky na [−5, 5]× [−5, 5].

Obrázek 3.22: Pr·b¥h funke uB(x, y) a její izok°ivky na [−5, 5]× [−5, 5].programu nám vstupuje p°ímo zadaná funke uA, respektive uB a je p°epo£te-na p°ímo FreeFem++ na P1 elementy. Dále poznamenejme, ºe ur£ení odhyl-ky od staionárního stavu (3.71), tedy hodnota REZ, je téº provedeno pomo-í FreeFem++, kde je daný integrál spo£ten numeriky pomoí Gaussovy for-mule 6-tého °ádu [24℄. Hodnotu ǫ, tedy minimální hodnotu REZ (3.71), volme
ǫ = 10−6.Nejprve se zam¥°íme na úlohy, kdy budeme drºet uzly na hranii ∂Ω �xované.Tedy vyneháváme z test· bod (3) algoritmu 3.1, vliv pohybu uzl· na hranii Ωbude dále diskutován.Úloha typu A s �xovanými hrani£ními uzlyNejprve pouºijme pro na²i úlohu monitorovaí funki Winslowova typu, danou (3.43)a (3.44), a otestujme vliv parametr· TSTEP aMAXITER na adapta£ní proes.Hodnota α pro monitorovaí funki Winslowova typu je volena α = 1 a velikost£asového kroku um¥lého £asu ∆τ = τν+1−τν , viz (3.64), volme ∆τ = 1, parametrovliv¬ujíí ryhlost adaptae sít¥ T , viz (3.59), je volen T = 1. Získané hodno-ty jsou zaneseny v tabule 3.5 a pr·b¥h ukazatele dosaºení staionárního stavu
REZ (3.71) na obrázku 3.23 vlevo.Jako dal²í otestujme pro na²í úlohu monitorovaí funki zaloºenou na har-monikém zobrazení danou vztahy (3.47) a (3.49). V dal²ím textu monitorovaí61



MAXITER TSTEP REZ T [s]1 20 0.001791 151.022 10 0.003013 151.684 5 0.005256 153.705 4 0.003857 153.5010 2 0.021128 156.0220 1 0.013293 162.02Tabulka 3.5: Úloha typu A. Sledované veli£iny p°i ∆τ = 1, T = 1, pouºitaWinslowova metoda.funki tohoto typu nazv¥me ALLMF23. Op¥t, jako v p°ede²lém p°ípad¥, je voleno
∆τ = 1 a parametr ovliv¬ujíí ryhlost adaptae sít¥ T = 1. Získané hodnoty jsouuvedeny v tabule 3.6 a pr·b¥h sledovanýh veli£in b¥hem adapta£ního proesuje zanesen v grafeh na obrázíh 3.23 vpravo.Z graf· 3.23 pro pr·b¥h hodnoty REZ je vid¥t, ºe kaºdá adaptae sít¥, vedek mírnému zhor²ení ukazatele dosaºení staionárního stavu REZ (3.71), kterýv²ak ve v¥t²in¥ p°ípad·, v dal²íh kroíh op¥t klesá.

MAXITER TSTEP REZ T [s]1 20 0.000763 152.462 10 0.001597 152.234 5 0.004461 153.345 4 0.004667 154.1010 2 0.012392 156.9720 1 0.037438 162.45Tabulka 3.6: Úloha typu A. Sledované veli£iny p°i ∆τ = 1, T = 1, pouºitamonitorovaí funke ALLMF.
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Obrázek 3.23: Úloha typu A. Pr·b¥h ukazatele REZ p°i pouºití Winslowovy me-tody (vlevo) a monitorovaí funke ALLMF (vpravo), ∆τ = 1, T = 1.Výsledné sít¥ pro ob¥ volby monitorovaí funke jsou na obrázíh 3.24, 3.25a 3.26. Zde je vid¥t, ºe s rostouím po£tem krok· adaptae sít¥, oº ur£uje pa-rametr MAXITER, viz algoritmus 3.1, je sí´ optiky výrazn¥ji adaptována. Pro23ARC-LENGTH LIKE MONITOR FUNCTION [6℄62



oba pouºité typy monitorovaíh funkí vyházejí výsledné sít¥ zhruba stejné. Zobrázku 3.26 je patrné, ºe na levém a pravém okraji oblasti Ω, je výsledná sí´ovlivn¥na tím, ºe jsou polohy uzl· na této hranii �xovány.

-6

-4

-2

 0

 2

 4

 6

-6 -4 -2  0  2  4  6
-6

-4

-2

 0

 2

 4

 6
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-6 -4 -2  0  2  4  6Obrázek 3.25: Úloha typu A. Adaptovaná sí´ p°i pouºití Winslowovy me-tody (vlevo) a monitorovaí funke ALLMF (vpravo), ∆τ = 1, T = 1,
MAXITER = 5, TSTEP = 4.Úloha typu B s �xovanými hrani£ními uzlyPodobn¥ jako v p°edhozí £ásti zde otestujme ob¥ volby monitorovaíh funk-í. P°i pouºití Winslowovy metody (3.43) pro α = 1, velikost £asového krokuum¥lého £asu ∆τ = 1 a parametr ovliv¬ujíí ryhlost adaptae sít¥ T = 1 p°izvolenýh parametreh MAXITER = 1 , TSTEP = 20 za£al ukazatel dosaºenístaionárního stavu REZ (3.71) prude nar·stat, oº se mimo jiné projeví tak,ºe v d·sledku nenalezení °e²ení není moºné sí´ adaptovat. Toto hování bylo d·-vodem, pro£ jsme v dal²ím textu pouºili hodnotu α = 0.1, resp. α = 0.0524.Spo£tené hodnoty jsou zaneseny v tabule 3.7.24P°i pouºití vy²²ího po£tu adapta£níh krok· sít¥ (parametr MAXITER) doházelo op¥tk nár·stu ukazatele REZ (3.71), byli jsme proto nueni dále sníºit hodnotu α na α = 0.05.Obdobný postup je pouºit i v dal²íh tabulkáh. Toto skokové sníºení hodnoty α vede k tomu,ºe v obrázíh zahyujííh pr·b¥h ukazatele REZ je v první iterai tato hodnota r·zná, práv¥podle pouºitého α, viz nap°. obrázek 3.27. 63
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MAXITER TSTEP REZ T [s] α1 20 0.002059 150.31 0.12 10 0.004881 151.34 0.14 5 0.017811 152.38 0.15 4 0.024871 155.19 0.110 2 0.018411 154.85 0.0520 1 0.377652 166.59 0.05Tabulka 3.7: Úloha typu B. Sledované veli£iny p°i ∆τ = 1, T = 1, pouºitaWinslowova metoda.
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Obrázek 3.27: Úloha typu B. Pr·b¥h ukazatele REZ, p°i ∆τ = 1, T = 1, pouºitaWinslowova metoda. 64



Z pr·b¥hu sledované veli£iny REZ, na obrázku 3.27, je patrné, ºe p°i vy²²ím
MAXITER dohází ke zhor²ení tohoto ukazatele. Toto se praktiky m·ºe pro-jevit tak, ºe v adaptované síti dojde ke k°íºení n¥kterýh hran sít¥. P°i realizaialgoritmu je na to brán z°etel a taková adaptae se neprovádí. Protoºe obdrºe-né výsledky nejsou zela optimální, byly provedeny testy pro r·zné kombinaeparametr· ∆τ a parametru T . Nam¥°ené výsledky jsou shrnuty v následujííhtabulkáh 3.8 a 3.9. Pr·b¥hy sledovanýh veli£in pro nam¥°ená data jsou za-hyeny na obrázíh 3.28. Z nih je patrné, ºe p°i sníºení hodnoty ∆τ = 1 na
∆τ = 0.1 se zásadn¥ zmen²ily osilae veli£iny REZ (3.71). Dále, ºe zvý²ení pa-rametru T = 1 na T = 10 nemá v tomto p°ípad¥ praktiky ºádný vliv na vznikléosilae, vyjma toho, ºe £íselná hodnota ukazatele REZ je niº²í. Výsledné sít¥ pro
MAXITER = 2 a TSTEP = 10 jsou na obrázku 3.29. Zde je vid¥t, ºe metoda£áste£n¥ zahytila oblasti s nejv¥t²ím gradientem. Optiky je nejh·°e adaptovanásí´ s nejv¥t²ím T .

MAXITER TSTEP REZ T [s] α1 20 0.025579 152.18 0.12 10 0.022592 152.37 0.14 5 0.022590 153.26 0.15 4 0.024353 154.41 0.110 2 0.013830 156.82 0.0520 1 0.446084 160.79 0.05Tabulka 3.8: Úloha typu B. Sledované veli£iny p°i ∆τ = 0.1, T = 1, pouºitaWinslowova metoda.
MAXITER TSTEP REZ T [s] α1 20 0.010948 151.31 0.12 10 0.010273 152.15 0.14 5 0.012448 153.10 0.15 4 0.013191 153.41 0.110 2 0.014423 156.62 0.120 1 0.017152 161.36 0.05Tabulka 3.9: Úloha typu B. Sledované veli£iny p°i ∆τ = 0.1, T = 10, pouºitaWinslowova metodaNyní otestujme pouºití monitorovaí funke zaloºené na harmonikém zob-razení (ALLMF), viz (3.47) a (3.49). V následujíí tabule 3.10 jsou zahyenyzískané hodnoty. Pouºité parametry jsou ∆τ = 1 a T = 1. Chování sledovanýhveli£in b¥hem adapta£ního proesu je zahyeno na obrázku 3.30. V²imn¥me si,ºe p°i v¥t²ím po£tu krok· adaptae sít¥, tedy pro vy²²í hodnoty MAXITER,dohází k r·stu REZ a naví do²lo p°i hodnot¥ parametru MAXITER = 10 a

MAXITER = 20 k selhání výpo£t· z d·vod· d¥lení nulou p°i výpo£tu koe�i-ent· v (3.62). Je tedy vid¥t, ºe zde pouºití monitorovaí funke ALLMF nevedlok uspokojivým výsledk·m.Op¥t jsme tedy jako v p°edhozím p°ípad¥ provedli dal²í výpo£ty pro∆τ = 0.1a T = 1, resp. T = 10. V následujííh tabulkáh 3.11 a 3.12 jsou zanesena65
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Obrázek 3.28: Úloha typu B. Pr·b¥h ukazatele REZ p°i ∆τ = 0.1, T = 1 (vlevo)a ∆τ = 0.1, T = 10 (vpravo), pouºita Winslowova metoda
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-6 -4 -2  0  2  4  6Obrázek 3.29: Úloha typu B. Adaptovaná sí´ MAXITER = 2 , TSTEP = 10pro parametry ∆τ = 1, T = 1; ∆τ = 0.1, T = 1; ∆τ = 0.1, T = 10, pouºitaWinslowova metoda.
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MAXITER TSTEP REZ T [s]1 20 0.001298 153.912 10 0.003815 154.654 5 32.45440 155.095 4 74.78550 154.23Tabulka 3.10: Úloha typu B. Sledované veli£iny pro ∆τ = 1, T = 1 za pouºitímonitorovaí funke ALLMF.
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Obrázek 3.30: Úloha typu B. Pr·b¥h ukazatele REZ pro∆τ = 1, T = 1 za pouºitímonitorovaí funke ALLMF.nam¥°ená data. Op¥t, podobn¥ jako v p°edhozím p°ípad¥, doházelo k selhánívýpo£tu, z d·vodu d¥lení nulou p°i výpo£tu mati a koe�ient· (3.62), konkrét-n¥ p°i výpo£tu Jakobiánu J = ∂x1

∂ξ1
∂x2

∂ξ2
− ∂x1

∂ξ2
∂x2

∂ξ1
. V p°ípadeh s vy²²í hodnotou

MAXITER, kdyº výpo£et prob¥hl, doházelo pom¥rn¥ £asto k poruhám p°iadaptai sít¥, a tak daná adaptae nebyla provedena.
MAXITER TSTEP REZ T [s]1 20 0.029396 152.232 10 0.024385 153.5510 2 0.023504 154.10Tabulka 3.11: Úloha typu B. Sledované veli£iny pro ∆τ = 0.1, T = 1 za pouºitímonitorovaí funke ALLMF.Pr·b¥hy ukazateleREZ (3.71) jsou zaneseny na obrázíh 3.31. Ze spo£tenýhvýsledk· je vid¥t, ºe v p°ípad¥ monitorovaí funke ALLMF jsme ani v jedné z tes-tovanýh kon�guraí nedosp¥li k uspokojivým výsledk·m pr·b¥hu adapta£níhoproesu. D·vodem je to, ºe nejsme shopni korigovat vy²²í hodnotu normy gradi-entu funke uB

25, jejíº gradient pouºíváme pro konstruki monitorovaí funke G.Poznamenejme, ºe pro funki uA v p°edhozíh testeh k tomuto jevu nedohá-zelo, protoºe maximální hodnota normy gradientu uA byla niº²í neº u funke uB.Provedeme-li v²ak optiké hodnoení výslednýh sítí, na obrázku 3.34 (vlevo), jevid¥t, ºe optiky jsou adaptovány uspokojiv¥.Abyhom vý²e uvedený nedostatek odstranili, pouºili jsme vlastní ad-hoúpravu pouºité monitorovaí funke a to tak, ºe jednotlivé sloºky gradientu ∇uB25Na rozdíl od Winslowovy metody, kde tak £iníme pomoí parametru α.67



MAXITER TSTEP REZ T [s]1 20 0.019878 152.082 10 0.020344 152.704 5 0.022043 153.795 4 0.021277 153.9020 1 0.020612 153.95Tabulka 3.12: Úloha typu B. Sledované veli£iny pro ∆τ = 0.1, T = 10 za pouºitímonitorovaí funke ALLMF.
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Obrázek 3.31: Úloha typu B. Pr·b¥h ukazatele REZ pro ∆τ = 0.1, T = 1(vlevo),∆τ = 0.1, T = 10 (vpravo), za pouºití monitorovaí funke ALLMF.byly znormovány pomoí jejih absolutní hodnoty, tj. místo hodnoty ∇u ve vzta-hu (3.49) pouºijeme
∇u := (

1

mx1

∂u

∂x1

,
1

mx2

∂u

∂x2

)T , (3.81)kde mx1 = maxx∈Ω(| ∂u
∂x1

|) a mx2 = maxx∈Ω(| ∂u
∂x2

|)26. V²imn¥me si, ºe p°i pouºitítéto náhrady je matie M ve vztahu (3.49) symetriká a pozitivn¥ de�nitní, atedy op¥t dostáváme monitorovaí funki vyuºívajíí harmoniké zobrazení, vizvztah (3.47).Následujíí tabulky 3.13, 3.14 a 3.15 shrnují nam¥°ené výsledky pro taktoupravenou monitorovaí funki. Zde je vid¥t, ºe ve v²eh p°ípadeh byla dobapot°ebná pro adaptai vy²²í o a 10%. Pr·b¥hy veli£iny REZ jsou zanesenyna obrázíh 3.32, 3.33, kde je vid¥t, ºe normování ve v¥t²in¥ p°ípad· zabránilonár·stu ukazatele dosaºení staionárního stavu REZ. Porovnání výslednýh sítíje zaneseno na obrázku 3.34, zde je vid¥t, ºe bez normování je sí´ optiky adap-tována výrazn¥ lépe, neº s jeho pouºitím. Porovnáme-li sít¥ získané s pouºitímnormování z obrázku 3.34 se sít¥mi získanými pomoí Winslowovy metody na ob-rázku 3.29 pak je vid¥t, ºe získané sít¥ jsou obdobné. Z vý²e uvedeného vyplývá,ºe pouºití normování v p°ípad¥ monitorovaí funke ALLMF má stejný vliv jakosníºení konstanty α v p°ípad¥ Winslowovy metody.
26Poznamenejme, ºe p°íslu²ná maxima jsou ur£ena z kone£n¥ prvkové reprezentae funke

uB. 68
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Obrázek 3.32: Úloha typu B. Pr·b¥h ukazatele REZ pro∆τ = 1, T = 1 za pouºitímonitorovaí funke ALLMF s normováním.
TSTEP MAXITER REZ T [s]1 20 0.000413 163.742 10 0.001288 164.664 5 0.006090 165.635 4 0.008538 165.4410 2 0.019962 168.0020 1 0.804998 170.45Tabulka 3.13: Úloha typu B. Sledované veli£iny pro ∆τ = 1, T = 1 za pouºitímonitorovaí funke ALLMF s normováním.
TSTEP MAXITER REZ T [s]1 20 0.003089 165.082 10 0.003418 166.664 5 0.009204 166.825 4 0.011876 167.7210 2 0.017545 171.2720 1 0.026683 174.04Tabulka 3.14: Úloha typu B. Sledované veli£iny pro ∆τ = 0.1, T = 1 za pouºitímonitorovaí funke ALLMF s normováním.
TSTEP MAXITER REZ T [s]1 20 0.004191 164.432 10 0.004167 165.474 5 0.004919 165.625 4 0.005522 168.0710 2 0.008109 170.0120 1 0.006902 170.47Tabulka 3.15: Úloha typu B. Sledované veli£iny pro ∆τ = 0.1, T = 10 za pouºitímonitorovaí funke ALLMF s normováním.69
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Obrázek 3.33: Úloha typu B. Pr·b¥h ukazatele REZ pro ∆τ = 0.1, T = 1(vlevo),∆τ = 0.1, T = 10 (vpravo), za pouºití monitorovaí funke ALLMF snormováním.
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Úloha typu A s posunem uzl· na hraniiPouºijme nyní stejné parametry jako v p°edhozí úloze, parametr ryhlosti adap-tae sít¥ T = 1, ∆τ = 1, kde ∆τ = τν+1 − τν viz (3.64), p°i pouºití Winslowovymetody (3.43) volme α = 1.V dal²ím pouºijme následujíí zna£ení:
ΓT = {(x1, x2) ∈ ∂Ω, kde x2 = 5} ,
ΓB = {(x1, x2) ∈ ∂Ω, kde x2 = −5} ,
ΓL = {(x1, x2) ∈ ∂Ω, kde x1 = −5} ,
ΓR = {(x1, x2) ∈ ∂Ω, kde x1 = 5} .Volbu okrajovýh podmínek provedeme následovn¥, funke uA (3.79) je konstant-ní na ΓT a ΓB, proto zde p°edepí²eme pevné pozie uzl·. �ásti hranie ΓL a ΓRparametrizujeme27, viz (3.68), a °e²íme zde 1D úlohu (3.53) pro parametr s, vizbod 3 algoritmu 3.1. Pro vlastní °e²ení 1D problému pouºijme metodu G-S iteraí(3.58), která konverguje ryhleji neº metoda um¥lého £asu, v p°ípad¥, ºe by do²lok osilaím pohybu uzl· na hranii, m·ºeme pouºít metodu um¥lého £asu (3.54).Z d·vod· tém¥° zanedbatelného posunu uzl· na hranii, viz obrázek 3.35,pouºijeme v p°ípad¥ Winslowovy metody pro výpo£et projeke M (3.69) moni-torovaí funke G (3.43) jiné hodnoty konstanty α a ozna£me ji αb, αb = 10.Dále ozna£me maximalní po£et iteraí shématu (3.58) pro posun hrani£níh uz-l· jako MAXITERb a volme MAXITERb = 40. Hodnota minimálního posunuhrani£níh uzl· pro zastavení ǫb, byla pouºita ǫb = 10−6, viz (3.77).
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MAXITER TSTEP REZ T [s]1 20 0.001870 150.782 10 0.002664 151.134 5 0.004580 152.295 4 0.006620 153.96Tabulka 3.16: Úloha typu A. Sledované veli£iny p°i ∆τ = 1, T = 1, α = 1,
αb = 10 za pouºití Winslowovy metody.

MAXITER TSTEP REZ T [s]1 20 0.000750 152.792 10 0.001645 153.074 5 0.005418 154.085 4 0.004891 154.83Tabulka 3.17: Úloha typu A. Sledované veli£iny p°i ∆τ = 1, T = 1 za pouºitímonitorovaí funke ALLMF.spo£tenýh dat lze, p°i porovnání s úlohou bez pohybu uzl·, °íi, ºe v tomto p°ípa-d¥ m¥l pohyb uzl· na hranii zanebatelný vliv na sledované veli£iny REZ (3.71)a T . Vliv pohybu krajníh uzl· sít¥ na výslednou sí´ je zanesen na následujííhobrázíh 3.36. Zde je vid¥t, ºe p°i pouºití monitorovaí funke ALLMF nedo-²lo tém¥° k posunu uzl·. Tento jev je zp·soben tím, ºe v p°ípad¥ na²í testovaífunke uA platí, ºe ∂uA

∂x1
= 0 a tedy monitorovaí funke daná (3.49) je p°i pouºitíprojeke (3.69) na levou a pravou hranii oblasti totoºná s Winslowovou metodous α = 1, pro kterou nedo²lo tém¥° k ºádnému posunu uzl·, viz obrázek 3.35. Vp°ípad¥ Winslowovy metody je vid¥t, ºe k posunu uzl· do²lo, ale hustota uzl· nalevé a pravé hranii je jiná, neº hustota uzl· uvnit° oblasti. Tento jev je dán tím,ºe jsme pouºili r·znou volbu parametru α v monitorovaí funki G, viz (3.43) a(3.44), uvnit° oblasti Ω (α = 1) a na jejíh hraniíh(αb = 10), a tyto parametrymají vliv na výslednou adaptai, viz 1D experimenty kapitola 3.1.6.
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Úloha typu B s posunem uzl· na hraniiNyní otestujme posun uzl· na hranii pro úlohu s funkí uB. Na základ¥ provede-ného experimentu s pevnými uzly na hranii volme následujíí parametry výpo-£tu: konstantu T = 1, ∆τ = 0.1, pro Winslowovu metodu (3.43) volme α = 0.1a stejnou hodnotu volme i pro hranii, tedy αb = 0.1. V p°ípad¥ monitorovaífunke ALLMF ((3.47) a (3.49)), volme monitorovaí funki s normováním.V tomto p°ípad¥ dohází k pohybu uzl· po v²eh £ty°eh £ásteh hranie ΓL,
ΓR, ΓT a ΓB. Pohyb uzl· na hranii je op¥t °e²en pomoí G-S iteraí (3.58),obdobn¥ jako v p°edhozí úloze s funkí uA. Maximalní po£et iteraí pro po-sun hrani£níh uzl· volme MAXITERb = 40 a hodnota minimálního posunuhrani£níh uzl· pro zastavení ǫb, viz (3.77), byla pouºita ǫb = 10−6.Získané výsledky jsou v tabulkáh 3.18 a 3.19. Obrázky 3.37 zahyují pr·-b¥h sledovanýh veli£in, op¥t zde v p°ípad¥ pouºití monitorovaí funke ALLMFdo²lo k nár·stu ukazatele REZ, £ili se vyskytl problém s konvergení metody.Na obrázku 3.38 jsou zaneseny výsledné sít¥, zde je vid¥t, ºe z hlediska optikéhohodnoení jsou výsledné sít¥ obdobné.

MAXITER TSTEP REZ T [s]1 20 0.026810 150.482 10 0.023806 151.594 5 0.024340 152.45 4 0.026065 152.65Tabulka 3.18: Úloha typu B. Sledované veli£iny pro ∆τ = 0.1, T = 1, α = 0.1,
αb = 0.1, pouºita Winslowova metoda.

MAXITER TSTEP REZ T [s]1 20 0.003319 164.972 10 0.002538 164.424 5 0.049952 165.645 4 0.611225 166.07Tabulka 3.19: Úloha typu B. Sledované veli£iny p°i ∆τ = 0.1, T = 1, pouºitamonitorovaí funke ALLMF s normováním.
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Obrázek 3.37: Úloha typu B. Pr·b¥h ukazatele REZ, ∆τ = 0.1, T = 1, Win-slowova metoda (vlevo), monitorovaí funke ALLMF s normováním (vpravo).
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Zhodnoení provedenýh experiment· ve 2DZ provedenýh experiment· vyplývá, ºe metoda je shopna zahytit oblasti s vy²²íhodnotou normy gradientu, £i nespojitostí. Metoda je itlivá na volbu £asovéhokroku um¥lého £asu ∆τ . P°i jeho nevhodné volb¥ doházelo, bu¤ k p°ek°íºeníhran sít¥, nebo ke zhrouení výpo£tu, oº je programov¥ o²et°eno tak, ºe neº jeprovedena adaptae sít¥, krok 7. algoritmu 3.1, tak je otestováno pomoí nástroj·FreeFem++, zda nedojde k p°ek°íºení hran.Dále se p°i n¥kolikanásobné adaptai ukázalo, ºe ukazatel REZ se v pr·b¥-hu výpo£tu, po provedení adaptae, dle algoritmu 3.1 sie m·ºe zvý²it, ale p°i�vhodn¥� zvolenýh parametreh dohází v dal²íh kroíh k jeho poklesu, pokudne, dojde ke zhrouení výpo£tu, viz provedené experimenty.V¥t²í moºnost ovlivnit pr·b¥h adaptae nám nabízí díky parametru α Win-slowova metoda, a z toho d·vodu ji budeme pouºívat v dal²íh numerikýhexperimenteh.Pro zvý²ení pouºitelnosti námi uºitého algoritmu by bylo do budouna zají-mavé studovat problematiku stabilizae tohoto výpo£etního shématu.
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3.2 Anisotropní adaptivitaV této kapitole se budeme kráte zabývat anisotropní adaptaí sít¥ (AMA-AnisotropiMesh Adaptation) v 1D a 2D, viz nap°. práe V. Dolej²ího [10℄, £i popis uvedenýv [13℄, jeº je základem pro námi vyvinuté algoritmy.Ozna£me jako w∗
h lineární rekonstruki získanou z po £ásteh konstantníhonumerikého °e²ení wk
h Eulerovýh rovni (1.17) v £ase tk

29, viz de�nie 2.1. Prozískání vý²e zmín¥né lineární rekonstruke budeme pouºívat vztahu:
w∗

h (Pj) =

∑
Di∈KPj

|Di|wk
i

∑
Di∈KPj

|Di|
, (3.82)kde w∗

h (Pj) je hodnota rekonstruke w∗
h ve vrholu Pj , wk

i je numeriké °e²ení naobjemu Di v £ase tk a KPj
ozna£uje mnoºinu objem·, které mají spole£ný vrhol

Pj . Jako u∗
h ∈ LTh ozna£me po £ásteh lineární fyzikální veli£inu zkonstruovanouz w∗

h, kde LTh je prostor po £ásteh lineárníh funkí na triangulai Th. Dále side�nujme hybu diskretizae eh:
eh := ||u− u∗

h||W , (3.83)kde funkí u ∈ W rozumíme fyzikální veli£inu danou p°esným °e²ením w(., tk)Eulerovýh rovni (1.17) v £ase tk, W je vhodný prostor funkí a || . ||W je vhodnánorma. Na²ím ílem je udrºet hybu diskretizae pro námi spo£tené °e²ení podp°edepsanou toleraní TOL, tedy musíme splnit následujíí podmínku:
eh ≤ TOL (3.84)Dále si de�nujme operátor nejlep²í aproximae πh : W → LTh jako:

||u− πhu||W := min
v∈LTh

||u− v||W . (3.85)Nutnou podmínkou pro spln¥ní (3.84) je spln¥ní této podmínky30:
||u− πhu||W ≤ TOL. (3.86)V dal²ím p°edpokládejme, ºe u ∈ C1

(
Ω
) a de�nujme interpola£ní operátor

rh : C1
(
Ω
)
→ LTh tak, aby pro v²ehny objemy Di ∈ Th spl¬oval následujíí dv¥podmínky:

rhu (xDi
) = u (xDi

) ,

∇rhu (xDi
) = ∇u (xDi

) ,kde xDi
∈ Di je pevn¥ ur£ený bod v objemu Di. Z de�nie operátor· rh a πh jez°ejmé, ºe podmínka (3.86) je spln¥na, kdyº je spln¥no následujíí:

||u− rhu||W ≤ TOL. (3.87)29Z d·vod· p°ehlednosti nebudeme u w∗
h zavád¥t horní index k ozna£ujíí £as tk.30Poznamenejme, ºe, aby numeriká metoda pro °e²ení (1.17) m¥la v·be ²ani splnit pod-mínku (3.84), je nutné mít sí´ Th, na které je spln¥na podmínka (3.86) [13℄. V dal²ím se budemekonstrukí práv¥ takové sít¥ zabývat. 76



Bude-li spln¥n poºadavek, ºe u ∈ C2
(
Ω
), lze pomoí Taylorova rozvoje v bod¥

xDi
∈ Di psát
u (x)− rhu (x) =

1

2
(x− xDi

)T H (xDi
) (x− xDi

) + o
(
|x− xDi

|2
)
, (3.88)kde

H(x) =




∂2u
∂x2

1

∂2u
∂x1∂x2

. . . ∂2u
∂x1∂xN

∂2u
∂x2∂x1

∂2u
∂x2

2
. . . ∂2u

∂x2∂xN... ... ...
∂2u

∂xN∂x1

∂2u
∂xN∂x2

. . . ∂2u
∂x2

N




(x), (3.89)je Hessova matie. Levá £ást výrazu (3.88) p°edstavuje hybu interpolae, de�-nujme proto funki Iu(x) popisujíí hybu interpolae 31 následovn¥:
Iu (x) := |u(x)− rhu(x)|. (3.90)V dal²ím bude na²ím ílem adaptovat výpo£etní sí´ takovým zp·sobem, aby bylahyba interpolae Iu(x) ekvidistribuována po výpo£etní oblasti Ω, tedy

Iu(x) ≈ C ∀x ∈ Ω. Chybu interpolae na hran¥ e lze aproximovat pomoí st°edníhodnoty Iu na této hran¥ a p°i zanedbání £len· vy²²íh °ád· ve vztahu (3.88)obdrºíme [13℄:
Iu|e ≈

1

|e|

∫

e

|u(x)− rhu(x)|dS ≈ 1

24
|eTH(xe)e|, (3.91)kde e je vektor tvo°íí hranu e, bod xe ozna£uje její st°ed a |e| je její délka. Zap°edpokladu pozitivní de�nitnosti Hessovy matie H(xe) lze zavést Riemannovunormu hrany e:

||e||u =
(
eTH(xe)e

)1/2
. (3.92)Poºadavek na ekvidistribui hyby interpolae lze pak psát pomoí Riemannovynormy ve tvaru:

Iu|e ≈
1

24
||e||2u ≈ c, (3.93)po v²ehny hrany sít¥ Th. Toto nás vede k tomu, ºe sí´ Th je optimální, jestliºepro v²ehny hrany sít¥ platí:

||e||u ≈ cN , (3.94)kde N je dimenze úlohy a cN je konstanta závislá na dimenzi úlohy, viz dále. Prozhodnoení optimality sít¥ de�nujme parametr kvality sít¥ QTh , jenº nám udávákvalitu sít¥ ve smyslu nejmen²íh £tver·, tedy:
QTh =

1

J

∑

Di∈Th

∑

e=hranaDi

(||e||u − cN)
2 , (3.95)kde J je po£et objem· sít¥.Hodnoty cN je moºné ur£it z geometriké interpretae Riemannovy normy. Zevztahu (3.88) je, p°i p°edpokladu pozitivní de�nitnosti Hessovy matie H(xDi

)31Interpolation error funtion 77



a zanedbání £len· vy²²íh °ád·, vid¥t, ºe mnoºina v²eh bod·, které mají hy-bu interpolae men²í neº je p°edapsaná tolerane TOL, je elipsa (N = 2). Na²ísnahou je vepsat do této mnoºiny objem (pro N = 2 trojúhelník) s maximál-ní32 N−dimensionální mírou. Pro tento objem platí, ºe v²ehny jeho hrany jsouekvilaterální v Riemannov¥ norm¥ a tedy hodnoty cN jsou dány [13℄:
cN :=

{
2
√
2 TOL, N = 1,√

3
√
2 TOL, N = 2.

(3.96)3.2.1 Konstruke aproximae Hessovy matieProtoºe p°i vlastním výpo£tu máme k dispozii pouze hodnotu u∗
h ∈ LTh v kaº-dém z vrhol· sít¥ a nikoliv p°esné °e²ení u, ur£íme aproximai druhé derivae

∂2u∗
h/∂xk∂xl v Hessov¥ matii pomoí funke u∗xkxl

h ∈ LTh. V dal²ím p°edpoklá-dejme33, ºe dimenze N = 2 a ozna£me si mnoºinu v²eh uzl· triangulae Th jako
σh. Pouºijme Greenovu v¥tu a hledejme aproximai u∗xkxl

h v následujíím slabémsmyslu:
(

∂2u∗
h

∂xk∂xl
, ϕ

)
≈ (u∗xkxl

h , ϕ) =

∫

∂Ω

∂u∗
h

∂xl
ϕnk dS −

(
∂u∗

h

∂xl
,
∂ϕ

∂xk

)
∀ϕ ∈ LTh, (3.97)kde (. , .) rozumíme skalární sou£in na L2 (Ω). Díky de�nii u∗
h a ϕ jsou jejihparialní derivae de�nované a tedy integrály na pravé stran¥ (3.97) mají smysl.Pomoí numeriké integrae lze tyto integrály snadno vy£íslit34. Zvolíme-li jakotestovaí funke následujíí mnoºinu funkí:

{ϕi;ϕi ∈ LTh, ϕi(Pj) = δij , i, j ∈ I} , (3.98)kde Pj je n¥který z vrhol· sít¥, δij je Kronekerovo delta a I je indexová mnoºinauzl· sít¥, tak pro levou stranu lze za pouºití numeriké integrae psát:
(u∗xkxl

h , ϕi) =
∑

D∈Th

∫

D

u∗xkxl

h ϕi dx (3.99)
≈
∑

D∈Th

|D|
N + 1

∑

Pj∈D∩σh

u∗xkxl

h (Pj)ϕi(Pj)

=

(
∑

D∩σh∋Pi

|D|
N + 1

)
u∗xkxl

h (Pi),kde N je dimenze. První z integrál· pravé strany (3.97) je vyhodnoen následovn¥:
∫

∂Ω

∂u∗
h

∂xl
ϕink dS =

∑

j∈Ib

∂u∗
h

∂xl

∣∣∣∣
Sj

nj
k

∫

Sj

ϕi dS =
1

N

∑

Sj∋Pi

|Sj|
∂u∗

h

∂xl

∣∣∣∣
Sj

nj
k, (3.100)kde Ib zna£í indexní mnoºinu v²eh hrani£níh hran Sj a symbol nj
k zna£í k-tou sloºku vn¥j²í normály k této hran¥. Dále jsme pouºili pro ur£ení integrálu32Vede to k tomu, ºe je objem· minimální po£et.33Obdobn¥ byhom mohli postupovat i pro p°ípad N = 1, kdy nahradíme aproximai Hessovymatie její 1D analogií u∗xx

h (Pi), tento postup je proveden v kapitole 3.3.4, vztah (3.130).34parialní derivae funkí u∗
h a ϕ jsou konstanty78



v druhém £lenu vlastností (3.98) funke ϕi a tedy sumae v posledním £lenu jeprovád¥na p°es v²ehny hrani£ní hrany, které mají spole£ný vrhol Pi.Druhý z integrál· pravé strany (3.97) je vyhodnoen:
(
∂u∗

h

∂xl
,
∂ϕi

∂xk

)
=
∑

D∋Pi

|D| ∂u
∗
h

∂xl

∣∣∣∣
D

∂ϕi

∂xk

∣∣∣∣
D

. (3.101)Dosazením (3.99), (3.100) a (3.101) do (3.97) dostáváme vztah pro u∗xkxl

h v kaºdémz vrhol· sít¥ Pi:
u∗xkxl

h (Pi) =
χ

N

∑

Sj∋Pi

|Sj|
∂u∗

h

∂xl

∣∣∣∣
Sj

nj
k − χ

∑

D∋Pi

|D| ∂u
∗
h

∂xl

∣∣∣∣
D

∂ϕi

∂xk

∣∣∣∣
D

, (3.102)
χ =

N + 1∑
D∩σh∋Pi

|D| .Pro ur£ení Hessovy matie na hran¥ e pouºijeme následujíí aproximai:
H

(
Pi + Pj

2

)
≈ (H(Pi) +H(Pj)) /2, (3.103)kde Pi a Pj jsou konové uzly hrany e. Poznamenejme, ºe aproximae Hessovymatie zkonstruovaná tímto zp·sobem je symetriká [13, 10℄.Protoºe není zaru£ena pozitivní de�nitnost Hessovy matie H, kterou jsmep°edpokládali, pouºijeme místo ní pozitivn¥ de�nitní matiiM, která nám zárove¬dovolí kontrolovat po£et objem· sít¥. Uvaºujme nejprve následujíí dekompoziimatie H:

H(P ) = R diag(λ1, . . . , λN)R
−1, (3.104)kde R je ortogonální matie a λ jsou vlastní £ísla H a zkonstruujme pozitivn¥de�nitní matii H̃:

H̃(P ) := R diag(|λ1|, . . . , |λN |)R−1. (3.105)Modi�kovaná matie M je pak de�nována následovn¥:
M(P ) := c̄

[
I+ ᾱ(‖H̃(P )‖)H̃(P )

]
, (3.106)kde I je jednotková matie N × N , c̄ > 0 je konstanta a ᾱ je funke, která jede�nována následovn¥:

ᾱ(‖H̃(P )‖) := ε1

ε2 + ‖H̃(P )‖
, (3.107)kde ‖H̃(P )‖ = maxi,j=1,...,N |h̃i,j|, h̃i,j jsou prvky matie H̃. A ε1, ε2 jsou konstanty,jejihº pom¥r p = ε1/ε2 ovliv¬uje p°ehod mezi hrubou a zjemn¥nou £ástí sít¥.Poznamenejme, ºe konstanta ε1 má následujíí význam:

ε1 =

(
lmax

lmin

)2

− 1, (3.108)79



kde lmax, resp. lmin p°edstavují nejdel²í, resp. nejkrat²í dosaºitelnou délku hranypro optimální sí´ v Euklidov¥ metrie. Hodnotu konstanty c̄ lze na základ¥ úvahuvedenýh v [13℄ ur£it pro N = 1, 2

c̄ :=





(
Jnewc1

|Ω|

)2
N = 1,

√
3Jnewc22
4|Ω| , N = 2,

(3.109)kde c1 a c2 jsou dány pomoí vztahu (3.96) a Jnew je poºadovaný po£et objem·na nové síti.3.2.2 Minimalizae parametru kvality sít¥Pro minimalizai kvality parametru sít¥ (3.95) 1D a ve 2D se v prái [10, 9℄pouºívají operae biseke, odstran¥ní hrany35, p°ehození hrany36 a posun uzlu.Na následujííh obrázíh jsou shematiky znázorn¥ny vý²e uvedené operaeve 2D. Poznamenejme, ºe p°i realizai v²eh uvedenýh operaí je t°eba vzít vúvahu, zda se jedná o hranu hrani£ní (má oba své uzly na hranii), nebo hranukterá má na hranii pouze jeden, £i ºádný uzel. Obdobn¥ je tomu i v p°ípad¥pohybu uzl·. Pro detailn¥j²í popis t¥hto operaí je moºno odkázat na [10, 9℄.
Obrázek 3.39: Biseke nazna£ené hrany.

Obrázek 3.40: Odstran¥ní nazna£ené hrany.O tom, kdy se tyto operae provád¥jí, se rozhoduje pomoí Riemannovy normydané hrany e:
• Biseke hrany (B) : ‖e‖u > 4

3
cN

• Odstran¥ní hrany (R) : ‖e‖u < 2
3
cN

• P°ehození hrany (S), operae je vykonávána pouze, kdyº vede ke sníºeníparametru kvality sít¥ QTh .35V 1D jde pouze o odstran¥ní daného objemu.36V 1D se neuskute£¬uje. 80



Obrázek 3.41: P°ehození nazna£ené hrany.
Obrázek 3.42: Posun spole£ného uzlu.Pro pohyb uzl· sít¥ (M) je v [13℄ pouºita lokální minimalizae parametrukvality pomoí metody nejv¥t²ího spádu, dal²í strategie je uvedena v [10℄. Vý²euvedené operae pro modi�kai sít¥ se provád¥jí v ur£ité posloupnosti, v [9℄ jeuvedeno následujíí shéma:

m× [M+ n× [R+ S] +M+ n [B + S] +M+ S] +M, (3.110)kde B, S, R, p°edstavují biseki, p°ehození, odstran¥ní hran sít¥ a M je pohybuzl· sít¥. Operae se provád¥jí nad elou sítí v uvedeném po°adí maximáln¥ mkrát, kde m = 10, symbolem n × [ ] rozumíme, ºe operae uvedené v hranatýhzávorkáh se provád¥jí tak dlouho, dokud dohází ke zm¥n¥ sít¥. Poznamenejme,ºe v²ehny vý²e uvedené 2D operae se provád¥jí pouze v p°ípad¥, ºe nevznikneobjem s malými úhly. Toto zaji²´uje následujíí podmínka37:
∑

e=hranaD |e|N ≤ δmin|D|, D ∈ Th, (3.111)kde δmin je uºivatelem de�novaná konstanta(δmin = 0.002) a N = 2.

37Minimal angle ondition 81



3.3 Metody zaloºené na minimalizai parametrukvality vrholuV této £ásti práe si popí²eme námi navrºené metody pro pohyb uzl· sí-t¥ [16, 17, 18, 21℄, jeº jsou zaloºeny na anisotropní adaptivit¥. Pro vlastní adaptaisít¥ pomoí anisotropní adaptae existuje elá °ada program·, nap°. Angener ver-ze 3.138. P·vodnost navrºené metody spo£ívá v minimalizai parametru kvalityvrholu QPi
(3.114) za pouºití pouze pohybu uzl· za pomoi r·znýh optimali-za£níh strategií, které, jak uvidíme pozd¥ji, ovliv¬ují hování elého algoritmu,a naví pouºívají spei�ký zp·sob interpolae hodnot numerikého °e²ení naadaptované síti, viz kapitola 4. Metody jsou navrºeny jak pro 1D, tak i pro 2D.Abyhom adaptovali sí´, tj. zmen²ili parametr kvality sít¥ QTh viz (3.95), pou-ºijme pouze pohybu jednotlivýh vrhol· Pi triangulae Th. V dal²ím se zam¥°mena 2D úlohy, £ili úlohy kde N = 2. Bu¤ Pi ∈ σh vrhol sít¥ Th, kde σh je mnoºinav²eh vrhol· sít¥, jako KPi

si ozna£me oblast (viz obrázek 3.43) :
KPi

:=
⋃

Dj∈Th
Dj∋Pi

Dj . (3.112)Pro kaºdou hranu sít¥ ej ∈ ∂KPi
uvaºujme polorovinu ρj , pro jejíº hrani£ní p°ímku

pj platí pj|∂KPi
= ej a Pi ∈ ρj , mnoºinu v²eh t¥hto polorovin p°íslu²nýh kvrholu Pi ozna£me ΠPi

. De�nujme p°ípustnou oblast pro pohyb vrholu Pi jako:
Kad

Pi
:=

⋂

ρj∈ΠPi

ρj. (3.113)
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Pi

Obrázek 3.43: Na obrázku je tu£n¥ nazna£ena hranie ∂KPi
. �erven¥ jsou nazna-£eny hrani£ní p°ímky pj a £erveným ²rafováním je ozna£ena oblast Kad

Pi
.Mnoºinu v²eh hran e sít¥, které spojují vrhol Pi s vrholem Pj ∈ ∂KPi

∩ σh,ozna£me EPi
, jedná se tedy o mnoºinu v²eh hran sít¥, které obsahují vrhol Pi.Na základ¥ ((3.94) a (3.95)) de�nujme pro vrhol Pi parametr kvality vrholu

QPi
:

QPi
(x) :=

∑

e=EPi

(||e||u − cN)
2 , (3.114)38Dostupné na http://www.karlin.m�.uni.z/ dolejsi/angen/angen3.1.htm82



kde x = (x1, . . . , xN )
T je poloha vrholu Pi. Tento parametr kvality vrholubudeme minimalizovat tak, ºe budeme tímto vrholem pohybovat. Tyto jednotlivéminimalizae budeme postupn¥ ykliky opakovat pro v²ehny vrholy sít¥ Th.P°i kaºdém pohybu vrholu Pi je nutné zaru£it, ºe nedojde k p°ek°íºení hran, tj.vrhol bude po p°emíst¥ní v p°ípustné oblasti Kad

Pi
. Pro pohyb hrani£níh vrhol·sít¥ je ov²em t°eba je²t¥ vzít v úvahu to, ºe i po jejih posunutí se musí stálenaházet na hranii.3.3.1 Metoda pouºívajíí bariérovou funkiAbyhom zajistili, ºe nehrani£ní vrhol Pi z·stane p°i minimalizai v oblasti Kad

Pi
,budeme pouºívat na²i p·vodní metodu vyházejíí z metody bariérovýh funkí,viz nap°. [3, 1℄. Základní idea je taková, ºe místo minimalizae funke QPi

budememinimalizovat kriteriální funki ΦPi
:

ΦPi
(x, α) := αQPi

(x) +BPi
(x), x ∈

◦
K

ad

Pi
, (3.115)kde x je poloha vrholu Pi, BPi

je bariérová funke p°íslu²ejíí vrholu Pi, para-metr α > 0 je váha QPi
a ◦
K

ad

Pi
zna£í vnit°ek mnoºiny Kad

Pi
. Bariérová funke BPije kladná spojitá funke de�novaná na Kad

Pi
, od které poºadujeme následujíí:

x→ y ∈ ∂Kad
Pi

⇒ BPi
(x) → ∞, kdex ∈

◦
K

ad

Pi
. (3.116)Tento poºadavek nám p°i minimalizai funke ΦPi

zajistí, ºe uzel Pi z·stane uvnit°povolené oblasti Kad
Pi
. V na²í prái pouºíváme následujíí bariérovou funki:

BPi
(x) :=

∑

b⊂∂KPi

1dist(x, b) , (3.117)kde dist(x, b) je vzdálenost vrholu Pi o sou°adniíh x od krajní hrany b ∈ ∂KPi
,viz obrázek 3.44.

b

dist(P,b)

Pi

iObrázek 3.44: Ur£ení vzdálenosti hrany b od vrholu Pi.Pro minimalizai kriteriální funke (3.115) ve 2D, je pouºit následujíí al-goritmus, kde na vstupu p°edpokládáme maximální po£et iteraí nad jednímuzlem TSTEP , maximální po£et globálníh iteraí, tj. iteraí nad elou sítí,
MAXITER a parametry metody BFGS(viz dále):83



Algoritmus 3.2. Algoritmus metody s bariérovou funkí1. Spo£t¥me Q =
∑

Pi∈σh
QPi

(Pi), kde σh je mnoºina vrhol· sít¥.2. Pro ∀Pi ∈ σint
h , kde σint

h ⊂ σh je mnoºina nehrani£níh vrhol· sít¥:(a) Zvolme α = BPi
(Pi)/QPi

(Pi).(b) P°esu¬me nehrani£ní vrhol Pi na novou polohu P̃i, získanou minima-lizaí ΦPi
(x, α), viz (3.115), x ∈ Kad

Pi
metodou BFGS.() Spo£t¥me α = αβ, kde β > 1 (nej£ast¥ji volíme β = 10).(d) Opakujme znovu od bodu (b), dokud po£et iteraí nad jedním uzlemnení roven p°edepsanému po£tu iteraí nad jedním uzlem TSTEP ,nebo pokud nedojde ke zhor²ení QPi
, tedy QP̃i

(P̃i) ≥ QPi
(Pi).3. Spo£t¥me Q̃ =

∑
P̃i∈σh

QP̃i
(P̃i).4. Pokud není dosaºeno maximálního po£tu globálníh iteraí MAXITER azárove¬ platí Q̃ < Q, opakujme od bodu 1.Poznamenejme, ºe v p°ípad¥, ºe dojde k p°eru²ení výpo£tu z d·vodu zhor²eníkvality uzlu, pouºije se taková poslední pozie, která m¥la niº²í nebo stejnouhodnotu kvality uzlu QPi

jako po£áte£ní pozie.Metoda BFGSPro vlastní minimalizai byla pouºita metoda BFGS 39 [32℄, oº je kvazinewtonov-ská metoda, tj. metoda, kde je místo inverze Hessovy40 matie minimalizovanéfunke f(x) pouºita aproximae pomoí symetriké matie S. Nejprve si zave¤mezna£ení fk = f(xk), dk = xk+1 − xk, gradient gk = (∇f(xk))
T , rozdíl gradient·

qk = gk+1 − gk a spádový sm¥r sk = −Skgk. Itera£ní p°edpis metody je následu-jíí:
xk+1 = xk + ηksk, k = 0, 1, . . . , (3.118)kde ηk je parametr ur£ujíí délku kroku a Sk je symetriká pozitivn¥ de�nitnímatie, v na²em p°ípad¥ volíme jako x0 polohu vrholu Pi. Výpo£et matie Sk seprovádí itera£ním p°edpisem:

Sk+1 = γ

(
Sk +

(
ρ

γ
+
qTk Skqk
qTk dk

)
dkd

T
k

qTk dk

− dkq
T
k Sk + Skqkd

T
k

qTk dk

)
, (3.119)kde parametr ρ je stabiliza£ní parametr a parametr γ je ²kálovaí parametr. Ja-ko po£áte£ní matie S0 se pouºije jednotková matie I. Stabiliza£ní parametr ρur£íme [32℄:

ρ :=





pokud 1
2

d
T

kqk

f(xk)−f(xk+1)+d
T
g

k+1

∈ 〈0.01, 100〉 ,jinak 1.
(3.120)39Auto°i Broyden, Flether, Goldfarb a Shannoa40Jde o pouºití Newtonovy metody na rovnii∇f(x) = 0, kde f(x) je minimalizovaná funke.84



�kálovaí parametr γ je daný p°edpisem [32℄:
γ :=

{ pokud ρ
qT

k
dk

qT
k
Skqk

∈ 〈1, 10〉 ,jinak 1.
(3.121)Pro ur£ení vhodné délky kroku ηk je pouºita metoda zlatého °ezu, kde pro hornímez délky kroku ηk je pouºita nejmen²í hodnota vzdálenosti vrholu Pi od kraj-níh hran b ∈ ∂KPi

. Poznamenejme, ºe v elém textu p°edpokládáme, ºe metodaje implementována tím zp·sobem, ºe nedovolí vzr·st hodnoty minimalizovanéfunke, v na²em p°ípad¥ ΦPi
(x, α), nad její po£áte£ní hodnotu.P°edpokládejme, ºe na vstupu algoritmu je zadán maximální po£et iteraímetody BFGSMAXITBFGS, maximální po£et iteraí metody zlatého °ezu, prour£ení ηk, MAXITG a minimální hodnota normy gradientu εBFGS pro zastavení.Vlastní algoritmus metody BFGS je následujíí.Algoritmus 3.3. Algoritmus metody BFGS1. Zvolme jako x0 polohu vrholu Pi, spo£t¥me gradient g0, matii S0 = I.2. Pokud ||gk|| ≥ εBFGS a zárove¬ není dosaºeno maximálního po£tu iteraí

MAXITBFGS, pokra£ujme dále.3. Spo£t¥me spádový sm¥r sk = −Skgk, dále nalezn¥me optimální délku kroku
ηk a spo£t¥me pomoí (3.118) novou pozii xk+1.4. Spo£t¥me hodnoty fk+1, gk+1, dk a qk . Dále ze vztah· (3.120) a (3.121),ur£eme stabiliza£ní parametr ρ a ²kálovaí parametr γ a pomoí (3.119)spo£t¥me novou matii Sk+1 a pokra£ujme bodem 2.3.3.2 Metoda s kontrolou úhl·Algoritmus p°edhozí metody je zna£n¥ komplikovaný a obsahuje °adu optimali-za£níh ykl·41, naví p°edhozí metoda neumoº¬uje kontrolu p°edepsaného mi-nimálního úhlu δmin > 0, jejº mají svírat hrany kaºdého z objem· viz (3.111). Ztohoto d·vodu jsme navrhli vlastní metodu vyuºívajíí pro udrºení nehrani£níhovrholu Pi v p°ípustné oblasti Kad

Pi
kontrolu úhl·.Zave¤me si funki θ(Dj), Dj ∈ Th, která p°i°adí objemu Dj nejmen²í úhel,který svírají hrany tohoto objemu. Uvaºujme, ºe neº uzel p°i pohybu vyjde zpovolené oblasti Kad

Pi
, musí nastat ta situae, ºe θ(Dj) < δmin , Dj ∈ KPi

, tj.hrany n¥kterého z objem· Dj ∈ KPi
spolu svírají men²í úhel neº δmin. Z tohotod·vodu pouºijme následujíí kriteriální funki:

ΦPi
(x, δ, δmin) :=

QPi
(x)

ΨPi
(δ, δmin)

, (3.122)kde ΨPi
je funke, kterou pouºíváme pro kontrolu úhlu δ, tj. nejmen²ího úhlu vobjemeh tvo°ííh KPi

:
δ = min

Dj∈KPi

θ(Dj), (3.123)41Pro kaºdý uzel se provádí algoritmus metody bariérovýh funkí, jehoº jádrem je yklusmetody BFGS. V metod¥ BFGS je pouºita jednorozm¥rná minimalizae pomoí metody zlatého°ezu. 85



tak, aby byl v¥t²í neº jistá p°edepsaná hodnota δmin. Funke ΨPi
je diferenova-telná a klademe na ni následujíí poºadavky:

ΨPi
(δ, δmin) −→ 0 kdyº δ −→ δmin, (3.124)

ΨPi
(δ, δmin) −→ 1 kdyº δ −→ dδmin kde d > 1.Tyto vlastnosti funke ΨPi

vedou k tomu, ºe pokud se p°i pohybu vrholu Pi vn¥jakém sm¥ru za£ne nejmen²í úhel δ > δmin blíºit k hodnot¥ δmin, tj. δ < dδmin,pak ΨPi
klesá, £ili dohází k nár·stu minimalizované kriteriální funke ΦPi

(3.122)a tento sm¥r pohybu vrholu je p°i minimalizai brán jako nevýhodný a nepouºijese. P°íkladem takové funke m·ºe být hyperboliký tangets42, kde argument jeupraven tak, ºe pokud δ = δmin, má argument hodnotu −a, pokud δ = dδmin,
d > 1, tak argument má hodnotu a, p°edpokládáme a > 0. Aby byly spln¥nypoºadavky (3.124) pouºijeme funki (tanh(x) + 1)/2 a dostáváme:

ΨPi
(δ, δmin) :=

tanh
(

2a
(d−1)

(
δ

δmin
− (d+1)

2

))
+ 1

2
, (3.125)parametr a > 0 ovliv¬uje hodnotu ΨPi

(δmin, δmin), parametr d ovliv¬uje ryhlostp°ehodu ΨPi
mezi 0 a 1, máme tedy moºnost ovlivnit, kdy uº za£íná být úhel δnep°ípustný, viz obrázek 3.45.

Obrázek 3.45: Pr·b¥h funke ΨPi
pro δmin = 0.5, a = 4. Zde je vid¥t, jak sevzr·stajíím d se roz²i°uje p°ehod mezi 0 a 1.Pro vlastní minimalizai parametru kvality v²eh nehrani£níh uzl· byl pouºitnásledujíí algoritmus, kde na vstupu p°edpokládáme maximální po£et globálníhiteraí MAXITER a parametry metody BFGS:Algoritmus 3.4. Algoritmus metody s kontrolou úhl·1. Spo£t¥me Q =

∑
Pi∈σh

QPi
(Pi), kde σh je mnoºina vrhol· sít¥.2. Pro ∀Pi ∈ σint

h , kde σint
h ⊂ σh je mnoºina nehrani£níh vrhol· sít¥:

• P°esu¬me nehrani£ní vrhol Pi na novou polohu P̃i, získanou minima-lizaí ΦPi
(x, δ, δmin), viz (3.122), x ∈ Kad

Pi
, metodou BFGS.42Motivaí nám byly aktiva£ní funke uºívané v neuronovýh sítíh, viz nap°. [34℄.86



3. Spo£t¥me Q̃ =
∑

P̃i∈σh
QP̃i

(P̃i).4. Pokud není dosaºeno maximálního po£tu globálníh iteraí MAXITER azárove¬ platí Q̃ < Q, opakujme od bodu 1.Poznamenejme, ºe v p°ípad¥, ºe dojde k p°eru²ení výpo£tu z d·vodu zhor²ení
ΦPi

, pouºije se taková poslední pozie, která m¥la niº²í nebo stejnou hodnotu ΦPijako po£áte£ní pozie. Pro nalezení nové polohy uzlu Pi je stejn¥, jako u p°edhozímetody, pouºita metoda BFGS s jednorozm¥rnou minimalizaí pomoí metodyzlatého °ezu.3.3.3 Metoda s opravným yklemVý²e pouºité postupy minimalizae parametru kvality vrholu QPi
jsou zaloºe-ny na robustníh numerikýh metodáh optimalizae s omezením a nevyuºívajídal²íh spei�kýh vlastností úlohy, jako je nap°íklad to, ºe ∂KPi
je tvo°enamnoºinou úse£ek. Dále p°i numerikýh experimenteh bylo zji²t¥no, ºe, pokudz·stává aproximae Hessovy matie M (3.106) b¥hem minimalizae konstantní,sta£í provést nad kaºdým vrholem Pi pomoí metody BFGS pouze jednu ne-bo dv¥ iterae. Z tohoto d·vodu pouºijme alternativního postupu zaloºeného nametod¥ nejv¥t²ího spádu, který má niº²í °ád konvergene, ale je výpo£etn¥ jed-nodu²²í z toho d·vodu, ºe není t°eba konstruovat matii Sk, viz (3.119), oº v·£ip°edhozím metodám zmen²í dobu nutnou pro b¥h adaptae. Dal²ím d·vodem jepom¥rn¥ snadná implementae pohybu vrhol· sít¥ po hranii.V itera£ním shématu metody BFGS (3.118) budeme uvaºovat, ºe spádovýsm¥r sk odpovídá opa£nému sm¥ru ke gradientu gk, tedy itera£ní matie Sk je vpr·b¥hu elého výpo£tu43 rovna jednotkové matii I. Udrºení polohy pohybujííhose vrholu Pi v oblasti Kad

Pi
doílíme vhodnou volbou horní meze délky kroku ηk,viz obrázek 3.46.Pro nehrani£ní uzly je tato horní mez ηmax

k ur£ena následovn¥:Algoritmus 3.5. Algoritmus nalezení ηmax1. Nalezneme nejmen²í kladnou hodnotu parametru η, pro kterou má vektor
xk + ηsk pr·se£ík s hranou e ∈ ∂KPi

, respektive s jejím prodlouºením, tj.p°ímkou jejíº restrike je daná hrana, tuto hodnotu ozna£me ηintk .2. Spo£teme ηmax
k :

ηmax
k := γr η

int
k , γr ∈ (0, 1). (3.126)Tento zp·sob nám ov²em nezaru£í to, ºe v ºádném z objem· tvo°ííh KPinebude men²í úhel, neº nejmen²í p°edepsaný úhel δmin

44. Po posunu vrholu jeproto nutné ur£it nejmen²í úhel δ, viz (3.123), a v p°ípad¥, ºe je men²í neº δminsníºíme hodnotu ηmax
k a elý postup opakujeme tak dlouho, neº je spln¥na pod-mínka δ ≥ δmin, nebo je dosaºeno maximálního po£tu opravnýh iteraí. Protoºev tomto yklu opravujeme jiº ur£enou novou polohu vrholu Pi, nazýváme na²i43P°i implementai, samoz°ejm¥ neprovádíme násobení jednotkovou matií.44Toto by ²lo vzít v potaz a ur£it hodnotu ηintk tak, aby byla spln¥na i tato podmínka. Vedlo byto ov²em k tomu, ºe byhom byli nueni °e²it soustavu nelineárníh rovni v kaºdém itera£nímkroku a tím ke zpomalení výpo£tu. 87



skint

kη

Pi

Obrázek 3.46: Pokud se p°i pohybu vrholu Pi ve sm¥ru sk bude vrhol drºetv tu£n¥ nazna£ené oblasti, tj. η ∈ 〈0, ηintk ), je zaru£eno, ºe vrhol po p°esunuz·stane v oblasti Kad
Pi
.metodu metodou s opravným yklem. Je nutné si uv¥domit, ºe díky reduki po-moí γr v (3.126) a sniºování ηmax

k v opravném yklu, m·ºe dojít k vyneháníminima v daném sm¥ru sk, tedy nalezneme pouze suboptimální °e²ení45.P°edpokládejme, ºe je zadán maximální po£et iteraí MAXITGRAD, maxi-mální po£et opravnýh iteraí MAXITREP , minimální hodnota normy gradi-entu εGRAD pro zastavení a reduk£ní koe�ient γr. Algoritmus pro pohyb nehra-ni£ního vrholu je následujíí:Algoritmus 3.6. Pohyb nehrani£ního vrholu s opravným yklem1. Vezm¥me nehrani£ní vrhol Pi ∈ σint
h , kde σint

h ⊂ σh je mnoºina nehrani£-níh vrhol· sít¥, a zvolme jako x0 polohu vrholu Pi.2. Spo£t¥me gradient gk funke QPi
(xk), zvolme spádový sm¥rsk = −gk.3. Pokud ||gk|| ≥ εGRAD, ur£eme hodnoty ηintk a ηmax

k , viz (3.126). V opa£némp°ípad¥ skon£eme.(a) Pomoí metody zlatého °ezu nalezneme minimum funkeQPi
(xk + ηksk)ve sm¥ru sk, kde jako horní mez pro parametr ηk slouºí hodnota ηmax

k ,tento bod ozna£íme jako xnew.(b) V p°ípad¥, ºe δ < δmin a není dosaºeno maximálního po£tu opravnýhiteraíMAXITREP , sniºme ηmax
k = γrη

max
k a pokra£ujme bodem (a).V p°ípad¥, ºe je dosaºeno maximálního po£tu opravnýh iteraí ukon-£íme algoritmus.4. Poloºíme xk+1 = xnew a, jestliºe není dosaºeno maximálního po£tu iteraínad jedním vrholem MAXITGRAD, pokra£ujme bodem 2.Pro pohyb uzl·, které leºí na hranii oblasti ∂Ω, pouºijeme obdobný algorit-mus. P°edpokládejme, ºe pro zvolené dvojie bod· aj , bj ∈ IR, kde aj < bj lzehranii ∂Ω rozd¥lit na segmenty Γj ∈ ∂Ω, j = 1, 2, . . . takové, ºe lze psát:

Γj =
{
(x1, φj(x1)) ∈ IR2; x1 ∈ 〈aj , bj〉

}
, resp. (3.127)

Γj =
{
(φj(x2), x2) ∈ IR2; x2 ∈ 〈aj , bj〉

}
,45Efektivita tohoto postupu závisí na zp·sobu zmen²ování ηmax

k a volb¥ reduk£ního koe�i-entu γr. 88



kde funke φj jsou na intervalu 〈aj , bj〉 spojité. V dal²ím se zam¥°me na prvnímoºnost, v druhém p°ípad¥ byhom postupovali analogiky. Dále p°edpokládej-me, ºe budeme pohybovat jen uzly, které nenáleºí dv¥ma segment·m hranie.Kaºdý takový vrhol Pi má svého levého souseda Pi,L a svého pravého souseda
Pi,R na stejném segmentu hranie. Ozna£me si vektory orientované od vrholu Pik Pi,L, resp. od vrholu Pi k Pi,R jako ei,L, resp. ei,R. Hrany spojujíí vrhol Pi svrholem Pi,L, resp. s vrholem Pi,R ozna£me ei,L, resp. ei,R.Místo výpo£tu spádového sm¥ru sk a následné jednorozm¥rné minimalizae vtomto sm¥ru, viz algoritmus 3.6, provádíme jednorozm¥rné minimalizae dv¥, a tove sm¥ru ei,L a ei,R. Abyhom zamezili pohybu vrholu mimo oblast Kad

Pi
, ur£ímepro oba sm¥ry ei,L a ei,R horní meze délky kroku ηmax

k,L a ηmax
k,R . K tomu je pouºitalgoritmus (3.5), kde pro sm¥r ei,L neuvaºujeme pr·se£ík vektoru xk + ηei,L shranou ei,L a obdobn¥ pro sm¥r ei,R nevaºujeme pr·se£ík vektoru xk + ηei,R shranou ei,R, viz obrázek 3.47.V p°ípad¥ nelineárnosti funke φj(x1), tedy p°íslu²ný hran£ní segment Γj neníúse£ka, je nutné provád¥t v kaºdém kroku jednorozm¥rné minimalizae metodouzlatého °ezu projeki na p°íslu²ný hrani£ní segment. Projeki provádíme tak, ºebodu (x1, x2) ∈ ei,L, resp. ei,R p°i°adíme bod (x1, φj(x1)) ∈ Γj. V metod¥ zlatého°ezu tedy vyhodnoujeme kvalitu vrholu QPi

v bod¥ (x1, φj(x1)) ∈ Γj, místov bod¥ (x1, x2) ∈ ei,L, resp. ei,R. Ostatní £ásti algoritmu jsou obdobné, jako vp°ípad¥ nehrani£níh uzl·, a tedy tento postup nahází pouze suboptimální °e²ení,oº je pro ná² p°ípad dosta£ujíí.
φ

j
Pi,L

Pi

Pi,R

η
int

k,R

Obrázek 3.47: Na obrázku je vid¥t, ºe p°i posunu vrholu Pi po hran¥ ei,L sem·ºe vrhol pohybovat po elé této hran¥, vyjma bodu Pi,L. P°i posunu vrholuvpravo, se vrhol m·ºe pohybovat pouze po tu£n¥ zvýrazn¥né £ásti hrany ei,R, tj.musí platit ηmax
k,R < ηintk,R.Op¥t p°edpokládejme, ºe je zadán maximální po£et iteraí MAXITGRAD,maximální po£et opravnýh iteraí MAXITREP a reduk£ní koe�ient γr. Algo-ritmus pro pohyb hrani£ního vrholu je následujíí:Algoritmus 3.7. Pohyb hrani£ního vrholu s opravným yklem1. Vezm¥me hrani£ní uzel Pi ∈ σh\σint

h , jako x0 zvolme polohu vrholu Pi.2. Ur£eme sousední uzly Pi,L, Pi,R, p°íslu²né hrany ei,L, ei,R a vektory ei,L,
ei,R.3. Pomoí algoritmu 3.5 ur£eme pro sm¥ry ei,L a ei,R hodnoty ηmax

k,L a ηmax
k,R .89



(a) Pomoí modi�kované metody zlatého °ezu ur£eme nové polohy uzl·
xnew,L, xnew,R a zvolme xnew = arg min(QPi

(xnew,L), QPi
(xnew,R)).(b) V p°ípad¥, ºe δ < δmin, sniºme p°íslu²né ηmax

k pomoí: ηmax
k = γrη

max
ka v p°ípad¥, ºe není dosaºeno maximálního po£tu opravnýh itera-í MAXITREP pokra£ujme bodem (a). V p°ípad¥, ºe je dosaºenomaximálního po£tu opravnýh iteraí ukon£íme algoritmus.4. Poloºíme xk+1 = xnew a, jestliºe není dosaºeno maximálního po£tu iteraínad jedním vrholem MAXITGRAD, pokra£ujme bodem 2.Pro vlastní minimalizai parametru kvality v²eh uzl· byl pouºit následují-í algoritmus, kde na vstupu p°edpokládáme maximální po£et globálníh itera-í MAXITER a parametry vý²e zmín¥nýh algoritm· 3.6 a 3.7, po£et opako-vání nad jedním vrholem MAXITGRAD, maximální po£et opravnýh iteraí

MAXITREP a reduk£ní koe�ient γr:Algoritmus 3.8. Algoritmus metody s opravným yklem1. Spo£t¥me Q =
∑

Pi∈σh
QPi

(Pi), kde σh je mnoºina v²eh vrhol· sít¥.2. Pro ∀Pi ∈ σh:(a) P°esu¬me Pi na novou polohu P̃i, získanou algoritmem 3.7 pro hrani£nívrholy a algoritmem 3.6 pro vrholy nehrani£ní.3. Spo£t¥me Q̃ =
∑

P̃i∈σh
QP̃i

(P̃i).4. Pokud není dosaºeno maximálního po£tu globálníh iteraí MAXITER azárove¬ platí Q̃ < Q, opakujme od bodu 1.3.3.4 Minimalizae parametru kvality v 1DZde si popí²eme na²i p·vodní metodu pro pohyb uzl· v 1D, zaloºenou na aniso-tropní adaptivit¥. Obdobn¥ jako v kapitole (3.1.4) p°edpokládejme, ºe máme 1Dsí´ kone£nýh objem· Dh = {Di}i=1,...,J pokrývajíí interval [a, b], kde a < b, Jje po£et objem·. Neh´ uzly xi a xi+1, kde xi < xi+1, tvo°í objem Di.P°ipome¬me si, ºe jako w∗
h zna£íme lineární rekonstruki46 získanou z po £ás-teh konstantního numerikého °e²ení wk

h Eulerovýh rovni (1.17) v £ase tk,pomoí vztahu (3.82). Zkonstruujme z w∗
h po £ásteh lineární fyzikální veli£inu

u∗
h ∈ LDh

, kde LDh
p°edstavuje prostor po £ásteh lineárníh funkí na Dh. Pozna-menejme, ºe v na²ih numerikýh experimenteh budeme pouºívat p°ímo jednuze sloºek w∗

h. Tato veli£ina u∗
h ∈ LDh

p°edstavuje aproximai veli£iny u ∈ Wzkonstruované z p°esného °e²ení w(., tk) Eulerovýh rovni (1.17) v £ase tk, kde
W je vhodný prostor funkí.Nyní lze, obdobn¥ jako v kapitole 3.2.1, sestrojit aproximai druhé derivae
u∗xx
h (xi):

(
d2u

dx2
, ϕ

)
≈ (u∗xx

h , ϕ) =

[
du∗

h

dx
ϕ

]b

a

−
(
du∗

h

dx
,
dϕ

dx

)
∀ϕ ∈ LDh

, (3.128)46Pro jednoduhost budeme horní index k vynehávat.90



kde (. , .) rozumíme skalární sou£in na L2 (Ω) a ϕ je testovaí funke. Pouºijmenásledujíí mnoºinu funkí:
{ϕi;ϕi ∈ LDh

, ϕi(xj) = δij , i, j = 1, . . . , J + 1} , (3.129)kde xj je n¥který z uzl· sít¥, δij je Kronekerovo delta. Analogikými úpravamijako ve vý²e zmín¥né kapitole, dostáváme pro nehrani£ní uzly vztah pro výpo£etaproximae druhé derivae47:
u∗xx
h (xi) =

2

xi+1 − xi−1

(
u∗
i+1 − u∗

i

xi+1 − xi

− u∗
i − u∗

i−1

xi − xi−1

)
, i = 2, . . . , J, (3.130)kde pomoí u∗

i je ozna£ena hodnota u∗
h (xi). Hodnoty u∗xx v krajníh uzleh

x1, resp. xJ+1 získáme lineární extrapolaí z hodnot u∗xx(x2) a u∗xx(x3), resp.z hodnot u∗xx(xJ−1) a u∗xx(xJ ). Modi�kai Hessovy matie M v i−tém uzlu sít¥,vztah (3.106), lze v 1D psát:
Mi := c̄

[
1 +

ε1|u∗xx(xi)|
ε2 + |u∗xx(xi)|

]
, (3.131)kde význam parametr· ε1 a ε2 je stejný jako v kapitole 3.2.1, hodnota c̄ je dánavztahem (3.109). P°i praktiké realizai budeme pouºívat zhlazení této hodnoty:

M̃i =
1

4
(Mi−1 + 2Mi +Mi+1) , (3.132)kde pro krajní uzly xi pouºíváme p°ímo hodnotu Mi. Jde o analogii zhlazovánímonitorovaíh funkí G u varia£níh metod, viz vztah (3.55).Zave¤me si funki Q, jako sou£et kvalit jednotlivýh uzl·:

Q(x) :=
J+1∑

i=1

Qxi
(xi), (3.133)kde x = (x1, . . . , xJ+1)

T, oº po dosazení z de�nie kvality uzluQxi
, viz vztah (3.114),vede na:

Q (x) = 2
J+1∑

i=2

(√
Mi +Mi−1

2
(xi − xi−1)− c1

)2

, (3.134)kde hodnota c1 je dána vztahem (3.96). Minimalizujme tuto funki za podmínek
x1 = a a xJ+1 = b. Na²ím ílem je získat soustavu lineárníh rovni pro pohybuzl·. Spo£teme pariální derivae podle volnýh prom¥nnýh, kde uvaºujeme Mikonstantní48, dostáváme:

∂Q

∂xi

(x) = 4((Mi,i−1 (xi − xi−1)− c1)Mi,i−1

− (Mi+1,i (xi+1 − xi)− c1)Mi+1,i), i = 2, . . . , J, (3.135)47Poznamenejme, ºe obdobný vztah byhom získali p°i pouºití entrálníh diferení na funki
u.48 Ve skute£nosti Mi = Mi(u

∗xx(xi)), pokud byhom pokra£ovali nazna£eným postupem, takbyhom získali soustavu nelineárníh rovni, jejíº °e²ení by bylo z hlediska £asu náro£n¥j²í.91



kde Mi,i−1 =
√

Mi+Mi−1

2
. Pro nalezení staionárního bodu poloºme tyto derivaerovny nule a pouºijeme vý²e zmín¥né podmínky49. Po úpraváh získáme následu-jíí soustavu rovni pro ur£ení poloh vnit°níh uzl·:




β2 α2 0 0 . . . 0
α2 β3 α3 0 . . . 0
0 α3 β4 α4 . . . 0... ... . . . . . . . . . ...
0 0 . . . αJ−2 βJ−1 αJ−1

0 0 . . . 0 αJ−1 βJ







x2

x3

x4...
xJ−1

xJ




=




b2
b3
b4...
bJ−1

bJ




, (3.136)
kde platí, ºe

βi = Mi−1 + 2Mi +Mi+1 ⇒ βi > 0, i = 2, . . . , J, (3.137)a
αi = −(Mi +Mi+1) ⇒ αi < 0, i = 2, . . . , J. (3.138)Sloºky vektoru pravýh stran jsou následujíí:

b2 = 2c1

(√
−α1

2
−
√

−α2

2

)
− α1a,

bi = 2c1

(√
−αi−1

2
−
√

−αi

2

)
, i = 3, . . . , J − 1, (3.139)

bJ = 2c1

(√
−αJ−1

2
−
√

−αJ

2

)
− αJb.Dal²ím derivováním vztah· (3.135) obdrºíme Hessovu matii funke Q(x) která,aº na vynásobení kladnou konstantou, odpovídá matii soustavy (3.136).Vztahy (3.137) a (3.138) ur£ují následujíí vazby mezi prvky αi a βi matie:

|β2| > |α2|, |βJ | > |αJ−1| (3.140)
αi−1 + βi + αi = 0, i = 3, . . . , J − 1. (3.141)Díky vý²e uvedeným vazbám αi a βi, lze matii v (3.136) psát jako:

A =




β2 α2 0 0 . . . 0
α2 −(α2 + α3) α3 0 . . . 0
0 α3 −(α3 + α4) α4 . . . 0... ... . . . . . . . . . ...
0 0 . . . αJ−2 −(αJ−2 + αJ−1) αJ−1

0 0 . . . 0 αJ−1 βJ




. (3.142)
V dal²ím uvaºujme p°evod této matie pomoí Gaussovy eliminae na horní troj-úhelníkový tvar. Je moºné ukázat50, ºe, pokud lze n¥jaký diagonální prvek β̃i vý²e49Tento postup je ekvivalentní pouºití metody Lagrangeovýh multiplikátor·.50Sta£í pouze dosadit do matie (3.142) a pouºít Gaussovu eliminai.92



uvedené matie zapsat ve tvaru β̃i = −(αi + δi), kde αi < 0, δi < 0, tak i následu-jíí diagonální prvek β̃i+1 lze psát ve tvaru β̃i+1 = −(αi+1 + δi+1), kde αi+1 < 0,
δi+1 < 0. Z podmínky (3.140) a (3.137) pro β2 a (3.138) pro α2 je z°ejmé, ºe β2takto zapsat lze, tedy indukí dostáváme, ºe matie (3.142) po p°evodu na hornítrojúhelníkový tvar má na diagonále pouze kladné prvky. Matie je regulární,tedy λi 6= 0, i = 1, . . . , J − 1.Protoºe matie (3.142) je symetriká, diagonáln¥ dominantní, s kladnými prv-ky na diagonále, tak z Gershgorinovy v¥ty pro její vlastní £ísla plyne λi ≥ 0,
i = 1, . . . , J − 1. Toto, spolu z p°edházejíím, dává její pozitivní de�nitnost. Má-me tedy zaru£eno, ºe funke Q(x) má v bod¥ nalezeném °e²ením soustavy (3.136)minimum51.Pro °e²ení soustavy (3.136) budeme pouºívat Gaussovu-Seidelovu a Jaobiovuitera£ní metodu. Díky tomu, ºe matie soustavy je symetriká a pozitivn¥ de�nit-ní, tak u Gaussovu-Seidelovy metody je zaru£ena konvergene [36, Theorem 4.5℄.Protoºe platí, ºe v p°ípad¥ t°ídiagonálníh mati zmín¥né metody, bu¤ ob¥ kon-vergují, nebo ob¥ nekonvergují [36, str.131, vztah 4.18℄, tak konverguje i Jaobiovametoda.Abyhom zaru£ili, ºe v kaºdé iterai ν bude spln¥na podmínka:

a = xν
1 < xν

2 < . . . < xν
J+1 = b, ν = 1, 2, . . . , (3.143)budeme pouºívat následujíího postupu. Nejprve spo£teme x̃ν+1

i pomoí Jaobi-ovy metody:
x̃ν+1
2 =

1

β2

(b2 − α3x
ν
3) , (3.144)

x̃ν+1
i =

1

βi

(
bi − αi−1x

ν
i−1 − αi+1x

ν
i+1

)
, i = 3, . . . , J − 1,

x̃ν+1
J =

1

βJ

(
bJ − αJ−1x

ν
J−1

)
,resp. Gaussovy-Seidelovy metody pro °e²ení soustavy (3.136):

x̃ν+1
2 =

1

β2
(b2 − α3x

ν
3) , (3.145)

x̃ν+1
i =

1

βi

(
bi − αi−1x

ν+1
i−1 − αi+1x

ν
i+1

)
, i = 3, . . . , J − 1,

x̃ν+1
J =

1

βJ

(
bJ − αJ−1x

ν+1
J−1

)
.Polohu i-tého uzlu v kroku ν + 1 pak ur£íme:

xν+1
i =





pokud x̃ν+1
i ≤ xν+1

i−1 , pak xν+1
i = xν

i − γr(x
ν
i − xν+1

i−1 ),pokud x̃ν+1
i ∈

(
xν+1
i−1 , x

ν
i+1

)
, pak xν+1

i = x̃ν+1
i ,pokud x̃ν+1

i ≥ xν
i+1, pak xν+1

i = xν
i + γr(x

ν
i+1 − xν

i ),
(3.146)kde γr ∈ (0, 1) je reduk£ní koe�ient, volíme γr blízký jedné. Tato úprava zabráníp°ípadnému p°esmýknutí uzl· sít¥, ale práv¥ omezení pohybu uzl· m·ºe zpomalitkonvergeni algoritmu.51Za vý²e uvedeného p°edpokladu, ºe Mi jsou konstantní.93



Pro vlastní minimalizai parametru kvality v²eh uzl· byl pouºit následujííalgoritmus, kde na vstupu p°edpokládáme maximální po£et globálníh iteraí
MAXITER a parametry ε1 a p, pro konstruki aproximaí Hessovy matie Mi,a reduk£ní koe�ient γr. Jako x0

i , i = 1, . . . , J + 1 pouºijeme výhozí polohy uzl·sít¥.Algoritmus 3.9. Algoritmus pohybu uzl· v 1D1. Zkonstruujme pomoí (3.82) w∗
h, resp. u∗

h a pak pomoí vztah· (3.130)a (3.131)) spo£t¥me u∗xx
h (xi) a Mi pro v²ehny uzly sít¥.2. Spo£t¥me Qν =

∑J+1
i=1 Qxν

i
(xν

i )3. Pro kaºdý uzel sít¥ provedeme Jaobiovu (3.144), resp. Gaussovu-Seidelovuiterai (3.145), která je následována korekí (3.146).4. Spo£t¥me Qν+1 =
∑J+1

i=1 Qxν+1
i

(xν+1
i )5. Pokud Qν+1 < Qν , opakujeme od bodu52 2., dokud není dosaºeno maximál-ního po£tu iteraí MAXITER.Poznamenejme, ºe v p°ípad¥, ºe není spln¥na podmínka Qν+1 < Qν a dojdek p°eru²ení výpo£tu, je pouºita sí´ získaná v ν-té iterai.3.3.5 Numeriké experimenty v 1DV této £ásti práe se zam¥°íme na otestování námi navrºeného algoritmu proadaptai 1D výpo£tové sít¥, zaloºeného na minimalizai parametru kvality vr-holu.Budeme postupovat obdobn¥ jako v kapitole 3.1.6 p°i testu varia£níh metodv 1D. Místo toho, abyhom konstruovali po £ásteh lineární fyzikální veli£inu

u∗
h ∈ LDh

z numerikého °e²ení Eulerovýh rovni (1.17) v 1D, tak si tuto veli£inup°ímo p°edepí²eme následujíím zp·sobem. Pouºijeme funki uA, viz (3.72), kteráobsahuje nespojitost, resp. uB, viz (3.73), zde se jedná o úlohu, kde je oblast stém¥° konstantní hodnotou funke uB. Pomoí vztahu53 (3.74) zkonstruujemejejí po £ásteh konstantní aproximai a z ní, pomoí vztahu54 (3.82), po £ástehlineární fyzikální veli£inu u∗
h ∈ LDh

, kterou pouºíváme pro konstruki aproximaíHessovýh mati. Jako výpo£etní oblast volíme interval [−1, 1].Sledování konvergene algoritmu budeme ur£ovat z hodnot funke Q (3.134) vjednotlivýh iteraíh ν metody. Protoºe budeme sledovat vliv parametr· ε1 a p,pouºitýh v konstruki aproximae Hessovy matie Mi, viz (3.131), na výslednousí´ a hodnota Q vyhází pro kaºdou kon�gurai jinak, budeme sledovat Qnorm =52Je moºné opakovat i od bodu 1., ale vede to k nutnosti v kaºdé iterai metody znovu spo£ístv²ehny hodnoty z bodu 1., oº je zna£n¥ £asov¥ náro£né. Tento postup byl pouºit v kombinai stransformaí numerikého °e²ení pomoí perturba£ní metody, viz metody JACV QPMM−PMa GSV QPMM − PM v tabule 4.153Pro výpo£et integrálu byla pouºita rutina implementa£ního jazyka Otave quad, oº vedek volání metody zaloºené na Gaussov¥ kvadratu°e.54Místo stavového vektoru wk
i v (3.82) pouºijeme p°ímo hodnot ui+ 1

2
získané pomoí (3.74).94



Q/Qinit, kde Qinit je po£áte£ní hodnota Q na neadaptované síti. Kvalitu adaptaebudeme sledovat pomoí následujíího ukazatele hyby:
L2E =

1

J

J∑

i=1

∫ xi+1

xi

(
u(x)− uν

i+ 1
2

)2
dx, (3.147)kde uν

i+ 1
2

p°edstavuje po £ásteh konstantní aproximai veli£iny u na objemu Di v
ν-té iterai. Integrál na pravé stran¥ (3.147) je ur£en pro funki uA(x) analytiky apro funki uB(x) pomoí numeriké kvadratury55. Pouºitý postup je stejný jako vkapitole 3.1.6. Po£et objem· byl zvolen J = 21, po£áte£ní sí´ obsahovala v²ehnyobjemy stejné velikosti. V obou experimenteh byl nastaven maximální po£etiteraí MAXITER = 30. P°edepsaná tolerane TOL pro výpo£et konstanty c1,viz (3.96), je zvolena TOL = 1

2
a reduk£ní koe�ient γr = 0.99.Celý adaptivní proes pro tento test byl op¥t naprogramován v jazye pronumeriké výpo£ty Otave.Úloha typu APro r·zné hodnoty ε1 a p byly sledovány vý²e uvedené parametry, dále dobapot°ebná pro adaptai56 (T ) a po£et skute£n¥ provedenýh iteraí (ITER), neºdo²lo k zastavení algoritmu. V tabulkáh 3.20 a 3.21 jsou zaneseny �nální hodnotysledovanýh parametr·.

ε1 p L2E Qnorm ITER T [s℄10 10 0.009398 0.166626 30 2.17100 10 0.009357 0.133231 30 2.171000 10 0.010095 0.207438 30 2.1810 20 0.009080 0.144865 30 2.18100 20 0.008941 0.106692 30 2.171000 20 0.009840 0.172916 30 2.17Tabulka 3.20: Úloha A. Sledované veli£iny pro Jaobiovu metodu.
ε1 p L2E Qnorm ITER T [s℄10 10 0.006730 0.140897 30 2.78100 10 0.004617 0.053180 30 2.801000 10 0.005015 0.079605 30 2.7910 20 0.006868 0.128420 30 2.81100 20 0.006545 0.043802 30 2.771000 20 0.005031 0.054049 30 2.78Tabulka 3.21: Úloha A. Sledované veli£iny p°i uºití Gaussovy-Seidelovy metodyPorovnání lineární rekonstruke funke uA(x) na adaptované síti s parame-try ε1 = 100 a p = 20 pro ob¥ dv¥ pouºité metody je zahyeno na obráz-ku 3.48. Zde je vid¥t, ºe lineární rekonstruke sestrojená na síti získané pomoí55Op¥t byla pouºita rutina jazyka Otave quad.56Byly pouºity standardní rutiny v Otave. Jedná se o ti, to95



Gaussovy-Seidelovy metody p°esn¥ji zahyuje pr·b¥h funke uA na obrázku 3.12.
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Obrázek 3.48: Úloha A. Porovnání lineární rekonstruke u∗
h funke uA(x) na adap-tované síti a na síti bez adaptae, p°i pouºití Jaobiovy metody (vlevo) a p°ipouºití Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).Pr·b¥hy sledovanýh veli£in jsou zahyeny na obrázíh 3.49 a 3.50, zde jevid¥t, ºe z hlediska Qnorm ob¥ metody konvergují, ryhleji konverguje Gaussova-Seidelova metoda. Z hlediska ukazatele L2E dostáváme lep²í výsledky p°i pouºitíGaussovy-Seidelovy metody, av²ak se zde objevují jisté osilae. P°i v¥t²ím po-£tu iteraí dohází ke sniºování rozkmitu, a tím i k tlumení t¥hto osilaí, vizzhodnoení provedenýh experiment· v 1D dále.Pro stejnou volbu parametr·, ε1 = 100 a p = 20 pro ob¥ testované metody,jsou na obrázíh 3.51 zaneseny trajektorie jednotlivýh uzl· sít¥ b¥hem adap-ta£ního proesu. Na obrázku 3.51 je vid¥t, ºe nedoházelo k p°esmýknutí uzl·sít¥. P°i porovnání trajektorií uzl· sít¥ pro ob¥ metody je vid¥t, ºe Gaussova-Seidelova metoda konverguje k místu nespojitosti (nespojitost je v bod¥ nula)ryhleji. Porovnání trajektorií p°i pouºití Gaussovy-Seidelovy metody57 pro r·z-né volby parametr· ε1 a p je zaneseno na obrázku 3.52. Zde je vid¥t, ºe p°izvy²ování parametru ε1 dohází ke zv¥t²ení pom¥r· mezi nejv¥t²ím a nejmen²ímobjemem sít¥, oº odpovídá významu tohoto parametru, viz (3.108). P°i zv¥t-²ování parametru p p°i konstantním ε1 je sí´ v okolí nespojitosti víe zhu²t¥ná.

57Pro Jaobiovu metodu jsou získané výsledky obdobné.96



 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

 0.012

 0  5  10  15  20  25  30

L
2

E

Iterace

ε1=10, p=10
ε1=100, p=10

ε1=1000, p=10
ε1=10, p=20

ε1=100, p=20
ε1=1000, p=20

 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

 0.012

 0  5  10  15  20  25  30

L
2

E

Iterace

ε1=10, p=10
ε1=100, p=10

ε1=1000, p=10
ε1=10, p=20

ε1=100, p=20
ε1=1000, p=20

Obrázek 3.49: Úloha A. Pr·b¥h L2E p°i pouºití Jaobiovy metody (vlevo) a p°ipouºití Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).
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Obrázek 3.50: Úloha A. Pr·b¥h Qnorm p°i pouºití Jaobiovy metody (vlevo) a p°ipouºití Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).
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Obrázek 3.51: Úloha A. Trajektorie jednotlivýh uzl· sít¥, pro Jaobiovu metodu(vlevo) a p°i pouºití Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).97
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Obrázek 3.52: Úloha A. Trajektorie jednotlivýh uzl· sít¥ p°i pouºitíGaussovy-Seidelovy metody pro r·zné volby parametr· ε1 a p, (a) ε1 = 10, p = 10;(b) ε1 = 1000, p = 10; () ε1 = 10, p = 20; (d) ε1 = 1000, p = 20.
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Úloha typu BPostupujme stejn¥ jako v p°edhozím a pouºijme nyní funki uB, viz (3.73). Ná-sledujíí tabulky 3.22 a 3.23 zaznamenávají získané hodnoty. Je zde op¥t jakov kapitole 3.1.6 vid¥t nár·st doby pot°ebné pro adaptai v·£i p°edhozí úloze,to je zp·sobeno tím, ºe v tomto p°ípad¥ pouºíváme pro výpo£et ukazatele L2E,viz (3.147), numerikou integrai, zatímo pro p°edhozí úlohu je tento ukazatelur£en analytiky.
ε1 p L2E Qnorm ITER T [s℄10 10 0.001309 0.270048 30 7.39100 10 0.001299 0.242325 30 7.371000 10 0.001518 0.304269 30 7.4010 20 0.001265 0.244023 30 7.39100 20 0.001189 0.206570 30 7.391000 20 0.001442 0.272197 30 7.45Tabulka 3.22: Úloha B. Sledované veli£iny pro Jaobiovu metodu.
ε1 p L2E QN ITER T [s℄10 10 0.001071 0.217919 30 7.50100 10 0.000900 0.117455 30 7.531000 10 0.000985 0.139797 30 7.5310 20 0.001076 0.203266 30 7.54100 20 0.000920 0.095470 30 7.541000 20 0.000966 0.110163 30 7.49Tabulka 3.23: Úloha B. Sledované veli£iny pro Gaussovu-Seidelovu metodu.Porovnání aproximae funke uB(x) na adaptované síti s parametry ε1 = 100a p = 20 pro ob¥ dv¥ pouºité metody je zahyeno na obrázku 3.53. Pr·b¥hysledovanýh veli£in jsou zahyeny na obrázíh 3.54 a 3.55. Z pr·b¥hu Qnorm jevid¥t, ºe i v tomto p°ípad¥ konvergovala Gaussova-Seidelova metoda ryhleji a zhlediska ukazatele L2E dosáhla lep²íh výsledk·.Pro parametry ε1 = 100 a p = 20 pro ob¥ testované metody jsou na obráz-íh 3.56 zaneseny trajektorie jednotlivýh uzl· sít¥ b¥hem adapta£ního proesu.Zde je vid¥t, ºe nedoházelo k p°esmýknutí uzl· sít¥. Na obrázíh 3.57 jsou porov-nány trajektorie vrhol· sít¥ b¥hem adapta£ního proesu pro Gaussovu-Seidelovumetodu pro r·zné volby parametr· ε1 a p. Op¥t jako v p°ede²lé úloze dohází sr·stem parametru ε1 k r·stu pom¥ru mezi nejv¥t²ím a nejmen²ím objemem sít¥.Vliv r·stu parametru p na výslednou sí´ p°i stejném ε1 byl men²í neº v p°edhozíúloze s funkí uA.
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Obrázek 3.53: Úloha B. Porovnání lineární rekonstruke u∗
h funke uB(x) na adap-tované síti a na síti bez adaptae, p°i pouºití Jaobiovy metody (vlevo) a p°ipouºití Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).
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Obrázek 3.54: Úloha B. Pr·b¥h L2E p°i pouºití Jaobiovy metody (vlevo) a p°ipouºití Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).
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Obrázek 3.55: Úloha B. Pr·b¥h Qnorm p°i pouºití Jaobiovy metody (vlevo) a p°ipouºití Guassovy-Seidelovy metody (vpravo).100
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Obrázek 3.57: Úloha B. Trajektorie jednotlivýh uzl· sít¥ p°i pouºitíGaussovy-Seidelovy metody pro r·zné volby parametr· ε1 a p, (a) ε1 = 10, p = 10;(b) ε1 = 1000, p = 10; () ε1 = 10, p = 20; (d) ε1 = 1000, p = 20.
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Zhodnoení provedenýh experiment· v 1DZ provedenýh experiment· vyplývá, ºe ob¥ metody jsou pouºitelné a výsledná sí´závisí na volb¥ pouºitýh parametr· ε1 a p. Ryhleji konverguje postup pouºívají-í Gaussovu-Seidelovu itera£ní metodu. U Gaussovy-Seidelovy metody doházelov první úloze k osilaím v ukazateli L2E, viz obrázek 3.49. Tyto osilae je moºnéutlumit, kdyº pouºijeme místo Gaussovy-Seidelovy metody metodu SOR58 s re-laxa£ním parametrem men²ím neº jedna. Poznamenejme, ºe tyto osilae nejsouzp·sobeny osilaemi uzl· sít¥, viz jejih trajektorie na obrázku 3.52, nebo pr·b¥h
Qnorm, kde je vid¥t, ºe metody konvergují. Vznik t¥hto osilaí je umoºn¥n tím,ºe na²e metody primárn¥ neminimalizují ukazatel L2E, nýbrº funki Q (3.133).Porovnáme-li obdrºené výsledky s výsledky získanými pomoí varia£ního p°í-stupu, viz kapitola 3.1.6, lze vid¥t, ºe z hlediska hodnot a pr·b¥hu ukazatele L2E,jsou oba p°ístupy podobné, také zde doházelo k osilaím daného ukazatele. Zhlediska £asové náro£nosti vyhází pro úlohu A lépe na²e metoda (oba postupy),pro úlohu B jsou £asy podobné. Za pov²imnutí stojí téº porovnání trajektoriíjednotlivýh uzl·. V p°ípad¥ pouºití na²eho p°ístupu dohází k pohybu v¥t²íhopo£tu uzl·, pohybují se i uzly dále od nespojitosti.3.3.6 Numeriké experimenty ve 2DV této £ásti práe otestujeme námi navrºené algoritmy pro adaptai sít¥ kone£-nýh objem·, výsledky zde dosaºené jsou p·vodní. Místo lineární rekonstrukew∗

h získané z numerikého, po £ásteh konstantního °e²ení w, Eulerovýh rovni,pouºijeme lineární rekonstruke funkí uA (3.79), resp. uB (3.80), získané pomoívztahu (3.82), kde místo hodnot wk
i pouºijeme hodnotu funke uA, resp. uB vt¥ºi²ti daného objemu. Pro tento test uvaºujeme oblast [−5, 5] × [−5, 5]. Dálebudeme testovat pohyb hrani£níh uzl· po nelineární hranii.Op¥t jako v 1D budeme hodnotit i vliv parametr· ε1 a p na výslednou sí´.Sledované parametry budou59 Qnorm = QTh/QThinit, kde QTh je parametr kvalitysít¥ viz (3.95) a QThinit je jeho po£áte£ní hodnota na neadaptované síti. Dal²ísledovaný parametr bude pom¥r mezi nejdel²í a nejkrat²í hranou sít¥, ozna£mejej ε, po£et skute£n¥ prob¥hlýh globálníh iteraí ITER a £as T nutný proadaptai sít¥. Hodnotu α pro podmínku minimálního úhlu, viz (3.111), volíme

α = 0.02. Pouºitá nastavení jednotlivýh metod udávají následujíí tabulky:Parametr Hodnota Popis
β 10 multiplikátor váhy ú£elové funke
MAXITG 5 po£et iteraí metody zlatého °ezu
MAXITBFGS 1 po£et iteraí metody BFGS
TSTEP 5 po£et iteraí nad jedním uzlem
MAXITER 30 po£et globálníh iteraíTabulka 3.24: Pouºité parametry pro metodu s bariérovou funkí, viz algo-ritmy 3.2 a 3.358Suessive Overrelaxation59Hodnota parametru kvality sít¥ je závislá na ε1 a p, z toho d·vodu budeme pouºívat nor-mování. 102



Parametr Hodnota Popis
a 4 parametr a, viz 3.125
d 2 ryhlost p°ehodu ΨPi

, viz 3.125
MAXITG 5 po£et iteraí metody zlatého °ezu
MAXITBFGS 1 po£et iteraí metody BFGS
MAXITER 30 po£et globálníh iteraíTabulka 3.25: Pouºité parametry pro metodu s kontrolou úhl·, viz algoritmy 3.3a 3.4Parametr Hodnota Popis

γr 0.9 multiplikátor, viz 3.126
MAXITG 5 po£et iteraí metody zlatého °ezu
MAXITREP 5 po£et opravnýh iteraí
MAXITGRAD 1 po£et iteraí gradientní metody nad jedním uzlem
MAXITER 60 po£et globálníh iteraíTabulka 3.26: Pouºité parametry pro metodu s opravným yklem, viz algo-ritmy 3.5, 3.6, 3.7 a 3.8V pr·b¥hu numerikýh experiment· se ukázalo jako výhodné pouºít násle-dujíí zhlazení matie M, viz (3.106):

M̃(Pi) :=
1

|N (Pi)|+ 1


M(Pi) +

∑

Pj∈N (Pi)

M(Pj)


 , (3.148)kde N (Pi) zna£í mnoºinu sousedníh uzl· k uzlu Pi a |N (Pi)| její mohutnost.Úloha typu APro tuto úlohu byla vybrána triangulae Th s 4096 objemy a 2136 uzly a s po-£áte£ním pom¥rem ε = 2.38. Následujíí tabulky shrnují sledované parametry.

ε1 p Qnorm ε ITER T [s℄1000 20 0.464257 5.63 30 11.3610000 20 0.461356 5.52 30 11.381000 40 0.476523 6.45 30 11.1310000 40 0.469361 6.17 30 11.16Tabulka 3.27: Úloha typu A. Sledované veli£iny pro metodu s bariérovou funkí.Ze získanýh hodnot je vid¥t, ºe pouºité metody jsou z hlediska parametru
Qnorm a ε tém¥° rovnoenné. Z hlediska £asové náro£nosti je £asov¥ nejnáro£nej²ímetoda s bariérovou funkí, která je nejsloºit¥j²í. Nejlep²íh výsledk· dosáhlametoda s opravným yklem a to p°esto, ºe po£et iteraí byl dvojnásobný60 neº60Metoda konverguje pomaleji neº p°edhozí metody, tedy je t°eba v¥t²í po£et iteraí, aledoba pot°ebná pro provedení jedné iterae je krat²í.103



ε1 p Qnorm ε ITER T [s℄1000 20 0.442497 6.27 30 5.3310000 20 0.439480 6.01 30 6.091000 40 0.449078 6.99 30 5.3410000 40 0.443641 7.02 30 5.35Tabulka 3.28: Úloha typu A. Sledované veli£iny pro metodu s kontrolou úhl·.
ε1 p Qnorm ε ITER T [s℄1000 20 0.409717 5.89 60 2.7610000 20 0.404768 6.04 60 2.751000 40 0.422371 6.97 60 2.7610000 40 0.413969 7.09 60 2.75Tabulka 3.29: Úloha typu A. Sledované veli£iny pro metodu s opravným yklem.v p°edhozíh dvou p°ípadeh. Poznamenejme, ºe do²lo k jistému zkreslení vhodnotáh Qnorm pro metodu s bariérovou funkí a metodu s kontrolou úhl·,které je zp·sobené tím, ºe se pohybovaly jen nehrani£ní uzly sít¥. Pr·b¥h veli£iny

Qnorm je tém¥° identiký pro r·zné volby parametr· ε1 a p, z tohoto d·vodu jezanesen jen pro hodnoty ε1 = 10000 a p = 20.
 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 0  10  20  30  40  50  60

Q
n

o
rm

Iterace

metoda s úhlovou kontrolou
metoda s bariérovou funkcí
metoda s opravným cyklem

Obrázek 3.58: Úloha typu A. Pr·b¥h Qnorm pro testované metody.Na obrázku 3.59 jsou zaneseny výsledné sít¥ pro r·zné hodnoty parametru
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-6 -4 -2  0  2  4  6Obrázek 3.59: Úloha typu A. Výsledné sít¥ pro testované metody: (a), (b) metodas bariérovou funkí : (a) ε1 = 10000, p = 20, (b) ε1 = 10000, p = 40, (), (d)metoda s kontrolou úhl· : () ε1 = 10000, p = 20, (d) ε1 = 10000, p = 40, (e), (f)metoda s opravným yklem : (e) ε1 = 10000, p = 20, (f) ε1 = 10000, p = 40.
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||∇uA||2 gradientu uA a Frobeniova norma ||H ||F Hessovy matie funke uA. P°iporovnání vý²e uvedenýh sítí je vid¥t, ºe varia£ní metody s monitorovaí funkí
G typu ((3.43) a (3.49)) adaptují sí´ v oblasti s vy²²í hodnotou normy gradientufunke uA, zatímo v p°ípad¥ na²í metody dohází ke zjemn¥ní v oblasti s vy²²íhodnotou normy ||H ||F Hessovy matie funke uA.

Obrázek 3.60: Pr·b¥h Euklidovy normy ||∇uA||2 gradientu uA (vlevo) a Frobeni-ovy normy ||H||F Hessovy matie funke uA (vpravo).

106



Úloha typu BPro úlohu s funkí uB pouºita po£áte£ní sí´ Th s 9920 objemy a 5091 uzly, po£á-te£ní pom¥r £inil ε = 2.08. Následujíí tabulky 3.30, 3.31 a 3.32 shrnují sledovanéparametry.
ε1 p Qnorm ε ITER T [s℄1000 1 0.910077 4.10 30 16.9910000 1 0.908076 4.19 30 16.921000 2 0.919188 4.23 30 15.0710000 2 0.915307 4.00 30 15.201000 20 0.953638 3.47 30 12.8810000 20 0.934303 3.83 30 12.911000 40 0.964699 3.44 30 12.5710000 40 0.939709 3.73 30 12.68Tabulka 3.30: Úloha typu B. Sledované veli£iny pro metodu s bariérovou funkí.
ε1 p Qnorm ε ITER T [s℄1000 1 0.895382 4.78 30 12.2810000 1 0.892909 4.69 30 12.301000 2 0.901402 5.39 30 12.3410000 2 0.897102 5.67 30 12.361000 20 0.932252 5.46 30 12.4110000 20 0.913847 6.24 30 12.451000 40 0.944207 5.40 30 12.3610000 40 0.915592 6.89 30 12.44Tabulka 3.31: Úloha typu B. Sledované veli£iny pro metodu s kontrolou úhl·.
ε1 p Qnorm ε ITER T [s℄1000 1 0.880765 7.19 60 9.1310000 1 0.879871 7.28 60 9.141000 2 0.884822 8.00 60 9.1410000 2 0.883234 8.23 60 9.141000 20 0.902672 8.89 60 9.1310000 20 0.894084 9.54 60 9.101000 40 0.908673 8.47 60 9.1410000 40 0.897156 9.71 60 9.14Tabulka 3.32: Úloha typu B. Sledované veli£iny pro metodu s opravným yklem.Z nam¥°enýh veli£in je vid¥t, ºe u metody s bariérovou funkí doházelo kezm¥n¥ £asu pot°ebného pro vykonání adaptae, oº je zp·sobeno tím, ºe dohá-zelo k p°eru²ení výpo£tu ve vnit°ním yklu metody, z d·vodu nezlep²ení kvalityuzlu, viz algoritmus 3.2. Z hlediska £asové náro£nosti dosáhla nejlep²íh výsledk·metoda s opravným yklem. Z hlediska kvality sít¥ Qnorm jsou výsledky metod skontrolou úhl· a metody s opravným yklem zhruba stejné.107
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Obrázek 3.61: Úloha typu B. Pr·b¥h Qnorm pro testované metody, metoda sbariérovou funkí (vlevo), metoda s kontrolou úhl· (vpravo), metoda s opravnýmyklem (dole).Na obrázíh 3.61 je zakreslen pr·b¥h veli£iny Qnorm. Pr·b¥h Qnorm pro me-todu s bariérovou funkí ukazuje, ºe tato metoda nebyla shopna víe sníºit tentoparametr a tedy lépe adaptovat sí´. Výsledné sít¥ pro r·znou volbu parametr·jsou zaneseny na obrázku 3.62. Zde je vid¥t, ºe p°i optikém porovnání sítí jenejlépe adaptovaná sí´ získaná pouºitím metody s kontrolou úhl·, i kdyº para-metr ε, ur£ujíí pom¥r mezi nejdel²í a nejkrat²í hranou sít¥, by napovídal, ºe tobude sí´ získaná metodou s opravným yklem, viz tabulka 3.32. Vy²²í hodnota εpro tuto metodu je zp·sobena povolením pohybu uzl· po hranii, tím do²lo kezv¥t²ení objem· v rozíh oblasti, viz obrázky 3.62 ((e),(f)).
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-6 -4 -2  0  2  4  6Obrázek 3.62: Úloha typu B. Výsledné sít¥ pro testované metody: (a), (b) metodas bariérovou funkí : (a) ε1 = 10000, p = 1, (b) ε1 = 10000, p = 40, (), (d) metodas kontrolou úhl· : () ε1 = 10000, p = 1, (d) ε1 = 10000, p = 40, (e), (f) metodas opravným yklem : (e) ε1 = 10000, p = 1, (f) ε1 = 10000, p = 40.
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Pohyb po nelineární hraniiPro otestování pohybu uzl· po nelineární hranii metodou s opravným yklemuvaºujme oblast ve tvaru podkovy, která je zakreslena na obrázku 3.63 (vlevo). Natéto oblasti uvaºujeme triangulai s 6616 objemy a 3425 uzly, která je zakreslenana obrázku 3.63 (vpravo), a skute£ný po£áte£ní pom¥r mezi nejdel²í a nejkrat²íhranou sít¥ ε = 8.08. Pro její vygenerování byl pouºit program FreeFem++.
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ΓL =

{
x ∈ IR2; x1 = −1, x2 ∈ (0, 1)

}
,

ΓR =
{
x ∈ IR2; x1 = 1, x2 ∈ (0, 1)

}
,

ΓB1 =
{
x ∈ IR2; x1 ∈ [−1,−0.5], x2 = 0

}
, (3.149)

ΓB2 =

{
x ∈ IR2; x1 ∈ [−0.5, 0.5], x2 =

√
0.25− x2

1

}
,

ΓB3 =
{
x ∈ IR2; x1 ∈ [0.5, 1], x2 = 0

}
,

ΓT =

{
x ∈ IR2; x1 ∈ [−1, 1], x2 = 1 +

√
1− x2

2

}
.Op¥t jako v p°edhozíh úloháh pouºijeme místo po £ásteh lineární rekon-struke w∗

h, získané z numerikého °e²ení Eulerovýh rovni, po £ásteh lineárnírekonstruki z námi p°edepsané funke uC(x) (3.150). Tuto rekonstruki získá-me pomoí vztahu (3.82), kde místo hodnot wk
i pouºijeme hodnotu funke uC vt¥ºi²ti daného objemu. Zvolili jsme následujíí funki uC :

uC(x) =
1

x2
1 + 0.01

, (3.150)jejíº pr·b¥h je zanesen na obrázku 3.64 (vlevo). Vyjma po£tu globálníh iteraí
MAXITER = 100 bylo pouºito nastavení dané tabulkou 3.26. D·vodem prozvý²ení hodnoty MAXITER bylo to, abyhom získali z°eteln¥j²í obrazy sít¥ provizuální porovnání, neº p°i p·vodním nastavení, kde bylo MAXITER = 60.Hodnoty sledovanýh veli£in pro r·zné volby ε1 a p udává tabulka 3.33, zezískanýh hodnot je vid¥t, ºe s rostouí volbou parametru ε1 dohází k r·stupom¥ru ε mezi nejdel²í a nejkrat²í hranou sít¥ a dále klesá ukazatel Qnorm, oºznamená, ºe z hlediska tohoto ukazatele, se sí´ stává víe adaptovanou. Pr·b¥h110
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Obrázek 3.64: Pr·b¥h funke uC na oblasti Ω (vlevo). Pr·b¥h Qnorm p°i uºitímetody s opravným yklem pro r·zné volby parametr· ε1 a p(vpravo).
Qnorm je zanesen na obrázku 3.64 (vpravo), zde je vid¥t, ºe metoda konvergovalapro v²ehny volby parametr·.Porovnání výslednýh sítí pro r·zné volby ε1 a p je zaneseno na obrázku 3.65.Zde je vid¥t, ºe ve v²eh p°ípadeh do²lo ke zjemn¥ní sít¥ v míst¥, kde se funke
uC prude m¥ní. Dále je vid¥t, ºe s r·stem ε1 dohází k v¥t²ímu zjemn¥ní sít¥v této oblasti. Je zde patrný i vliv parametru p. Se vzr·stajíí hodnotou tohotoparametru je p°ehod sít¥ mezi oblastmi, kde se funke uC prude m¥ní a kde jetém¥° konstantní, pozvoln¥j²í.

ε1 p Qnorm ε ITER T [s℄1000 1 0.563553 53.46 100 7.4010000 1 0.389550 154.76 100 7.45100000 1 0.338696 312.88 100 7.491000 2 0.646179 45.01 100 7.3710000 2 0.431701 118.03 100 7.41100000 2 0.350720 270.71 100 7.481000 20 0.863299 24.43 100 7.3610000 20 0.660766 46.85 100 7.38100000 20 0.442039 120.02 100 7.43Tabulka 3.33: Sledované veli£iny pro úlohu s nelineární hranií, metoda s oprav-ným yklem.

111



a)
 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2

-1 -0.5  0  0.5  1

b)
 0

 0.5

 1

 1.5

 2

-1 -0.5  0  0.5  1)
 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2

-1 -0.5  0  0.5  1

d)
 0

 0.5

 1

 1.5

 2

-1 -0.5  0  0.5  1e)
 0

 0.5

 1

 1.5

 2

-1 -0.5  0  0.5  1

f)
 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2
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ε1 = 10000, p = 20, (e) ε1 = 100000, p = 1, (f) ε1 = 100000, p = 20.
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Zhodnoení provedenýh experiment· ve 2DZ provedenýh experiment· vyplývá, ºe v²ehny námi navrºené metody jsou po-uºitelné pro adaptai pohybu uzl· sít¥. Nejlep²íh výsledk·, jak z hlediska £asupot°ebného pro adaptai, tak z hlediska parametru Qnorm, dosahovala metoda sopravným yklem, viz algoritmus 3.8, kde je naví snadná implementae pohybuuzl· po hranii oblasti. Protoºe v úloháh, kde byly pozie uzl· �xovány na hra-nii, doházelo k deformaím sít¥, budeme v dal²íh provád¥nýh testeh pouºívatmetodu s opravným yklem. Námi navrºená metoda s kontrolou úhl· je shop-ná zabránit vzniku objem·, jejihº hrany svírají úhel men²í, neº je p°edepsanáhodnota δmin a je moºné ji téº pouºít na �opravu� sít¥, pokud se zde vyskytnouobjemy, jejihº hrany svírají úhel men²í, neº je p°edepsaná hodnota.Dále jsme ukázali, ºe adaptované sít¥ získané pomoí na²í metody se li²í od sítízískanýh pomoí vari£ního p°ístupu, viz provedené experimenty v kapitole 3.1.7.A obdobn¥ jako v p°ípad¥ varia£níh metod je zde závislost na volb¥ uºivatelemzadanýh parametr·, v na²em p°ípad¥ ε1 a p.
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4. Adaptivní algoritmyV této £ásti na²í práe se zam¥°íme na kompletní adaptivní algoritmy, tj naúlohu, kdy budeme adaptovat výpo£etní sí´ b¥hem samotného výpo£tu. Motivaíje op¥t zp°esn¥ní výpo£tu v oblasteh, kde se n¥která ze sloºek °e²ení w prudem¥ní v £ase a prostoru. Na²ím ílem je vyvinout algoritmy, které budou shopnykonkurovat tzv. Moving Mesh algoritm·m, viz nap°. [40, 39, 47, 5℄.4.1 Adaptivní algoritmyV této £ásti práe budeme vyházet z postupu uvedeného v [40, 39℄, kde byl proadaptai sít¥ skládajíí se ze £ty°úhelníku pouºit varia£ní p°ístup, a ukáºeme sina²e vlastní roz²í°ení tohoto algoritmu.V dal²ím p°edpokládejme d¥lení £asového intervalu 0 < t0 < t1 < . . . a jako
Dk

h =
{
Dk

i

}
i=1,...,Jk , ozna£me sí´ kone£nýh objem· v k-tém £asovém okamºiku,kde D0

h je po£áte£ní sí´. Jako w
k
Dk

h

si ozna£me po £ásteh konstantní funki de�-novanou na Ωh, pro kterou platí, ºe w
k
Dk

h

| ◦

Dk
i

= wk
i pro v²ehny i ∈ Jk, kde ◦

Dk
i jevnit°ek objemu Dk

i a wk
i je numeriké °e²ení Eulerovýh rovni (1.17) na tomtoobjemu v £ase tk, získané pomoí metody kone£nýh objem·. Hodnota w

0
D0

h

jedána po£áte£ní podmínkou na po£áte£ní síti D0
h.Nejprve si p°edstavme algoritmus 4.1, uvedený v prái [40℄, který se skládá znásledujííh t°í krok·, jenº jsou postupn¥ vykonávány v kaºdém £asovém kroku

k.Algoritmus 4.1. Adaptivní algoritmus1. Adaptae sít¥: Dk+1
h := Adaptae(Dk

h,w
k
Dk

h

)
.Na základ¥ numerikého °e²ení wk

Dk
h

je jedním z postup· uvedenýh v kapi-tole 3 provedena adaptae sít¥ Dk
h, £ímº je získána sí´ Dk+1

h .2. P°epo£et °e²ení: w̃k
Dk+1

h

:= Transformae(wk
Dk

h

,Dk
h,Dk+1

h

).Provedení p°epo£tu °e²ení wk
Dk

h

ze sít¥ Dk
h na sí´ Dk+1

h .3. Získání nového °e²ení: wk+1

Dk+1
h

:= MKO(w̃k
Dk+1

h

,Dk+1
h

)
.Pro získání nového numerikého °e²ení wk+1

Dk+1
h

na adaptované síti Dk+1
h sepouºije shéma metody kone£nýh objem·.Z uvedené posloupnosti krok· algoritmu je vid¥t, ºe adaptae sít¥ vºdy zao-stává za numerikým °e²ením, tento nedostatek se snaºí odstranit námi navrºenýpostup, kde pro adaptai sít¥ v £asovém kroku k pouºíváme odhad (prediki)numerikého °e²ení v £asovém kroku k + 1.114



Algoritmus 4.2. Algoritmus s predikí1. Predike: wk+1
Dk

h

:=MKO(wk
Dk

h

,Dk
h

).Metodou kone£nýh objem· se spo£te °e²ení wk+1
Dk

h

, které se v dal²ím krokupouºije pro adaptai.2. Adaptae sít¥: Dk+1
h := Adaptae(Dk

h,w
k+1
Dk

h

).Na základ¥ spo£teného numerikého °e²ení wk+1
Dk

h

je jedním z postup· uve-denýh v kapitole 3 provedena adaptae sít¥.3. P°epo£et °e²ení: w̃k
Dk+1

h

:= Transformae(wk
Dk

h

,Dk
h,Dk+1

h

)
.Provedení p°epo£tu °e²ení wk

Dk
h

ze sít¥ Dk
h na sí´ Dk+1

h .4. Získání nového °e²ení: wk+1

Dk+1
h

:= MKO(w̃k
Dk+1

h

,Dk+1
h

).Metodou kone£nýh objem· se spo£te nové numeriké °e²eníwk+1

Dk+1
h

na adap-tované síti Dk+1
h .Zde je vid¥t, ºe v jednom £asovém kroku sít¥ dohází k dvojnásobnému vyhod-noení shématu metody kone£nýh objem·. Toto vyhodnoení je oben¥ £asov¥náro£né a vede ke zpomalení algoritmu. Postup, který vý²e uvedené zpomalení£áste£n¥ eliminuje, je zmín¥n v následujíí poznáme.Poznámka k prediki a adaptai sít¥ Z d·vod· uryhlení výpo£t· je pre-dike a následná adaptae provedena v kaºdém kroku k, který spl¬uje podmínku:

k mod s = 0, kde s ∈ Z+ je uºivatelem p°edepsaný parametr. Není-li podmín-ka spln¥na, platí Dk+1
h = Dk

h a neprovádí se ani transformae °e²ení. Obdobnoupodmínku je moºné aplikovat i v algoritmu 4.1. Vý²e uvedené algoritmy lze, z d·-vod· uryhlení výpo£t·, upravit také tak, ºe predike, resp. adaptae a následnýp°epo£et hodnot se provádí pouze v n¥kterýh £asovýh okamºiíh tk.Poznámka k transformai °e²ení Poznamenejme, ºe pokud shéma transfor-mae °e²ení ze sít¥ Dk
h na adaptovanou sí´ Dk+1

h poºaduje, aby doházelo pouze kmalému posunu vrhol· sít¥, viz následujíí kapitola 4.2, není moºné1 sí´ nejprveadaptovat a pak °e²ení pouze p°epo£íst. Protoºe námi pouºívané metody adap-tae sít¥2 viz kapitola 3, jsou itera£ní a p°i jedné iterai byl posun vrhol· sít¥minimální, budeme transformai °e²ení provád¥t po kaºdém pohybu v²eh vrho-l· sít¥, tj. po kaºdé iterai adaptivního algoritmu, nikoliv aº na �nální adaptovanésíti. Je vid¥t, ºe dohází ke spárování kroku adaptae sít¥ s p°epo£tem °e²ení.Oba uvedené algoritmy 4.1 a 4.2 pouºívají expliitní adaptivitu v prostoru,danou adaptaí výpo£etní sít¥. Se zm¥nou prostorového kroku dohází, díky CFLpodmíne pouºitýh numerikýh °e²i£·, viz kapitola 2.6, téº ke zm¥n¥ £asovéhokroku.1P°i tomto postupu by nebylo zaru£eno, ºe je posun vrhol· sít¥ malý.2Zde máme na mysli metody pouºívajíí varia£ní p°ístup a metody zaloºené na minimalizaikvality vrholu sít¥. 115



4.2 Transformae °e²eníZ vý²e uvedenýh algoritm· plyne, ºe po adaptai sít¥ následuje transformae°e²ení. D·vodem k tomuto kroku je to, ºe p°i adaptai dojde ke zm¥n¥ polohvrhol· sít¥, následn¥ i objem· sít¥ a, v p°ípad¥ n¥kterýh metod3, i ke zm¥n¥topologie sít¥. Je proto nutné transformovat °e²ení wk
Dk

h

na °e²ení w̃k
Dk+1

h

tak, abyodpovídalo nové síti. Zde je nutné dodrºet to, aby daná transformae nezp·sobilazm¥nu fyzikálního hování daného systému, zejména nám jde o spln¥ní zákon·zahování, které jsou pro úlohy hyperbolikého typu, jakými jsou Eulerovy rov-nie, klí£ové [40, 47, 33℄. V p°ípad¥ nedodrºení tohoto prinipu bude uº pouházm¥na výpo£etní sít¥ zp·sobovat nár·st, £i pokles jedné ze sloºek w, tedy nap°.hmotnosti.Abyhom se vyhnuli tomuto problému, budeme od kaºdé transformae °e²enípoºadovat, aby byl spln¥ný tzv. geometriký zákon zahování (GMCL-GeometriMass Conservation Law):
∑

i∈J

∣∣Dk
i

∣∣wk
i =

∑

i∈J

∣∣∣D̃k+1
i

∣∣∣ w̃k
i , (4.1)kde J p°edstavuje indexní mnoºinu, |Dk

i | p°edstavuje N−dimensionální míru ob-jemu Dk
i a wk

i p°edstavuje po £ásteh konstantní numeriké °e²ení Eulerovýhrovni na daném objemu v k-tém £asovém kroku. Odpovídajíí ekvivalenty nanové adaptované síti budeme ozna£ovat vlnovkou .̃V p°ípadeh, kde pouºíváme spárování, viz poznámka k transformai °e²ení,adaptae sít¥ a transformae °e²ení, je nutné dodrºet vztah (4.1) i mezi jednot-livými iteraemi algoritmu adaptae4, kde horní index k nyní p°edstavuje iteraialgoritmu adaptae sít¥, nikoliv £asový krok výpo£tu. Z tohoto d·vodu bude-me, pokud to neohrozí srozumitelnost, horní index k v transforma£níh vztazíhvynehávat.4.2.1 Transformae °e²ení v 1DZabývejme se nejprve úlohou transformae °e²ení na 1D síti. Pouºijme op¥t zna-£ení stejné jako v d°ív¥j²íh kapitoláh. V kaºdém £asovém okamºiku tk m¥jmedány polohy uzl· sít¥ xk
i , i = 1, . . . , J + 1, kde J je po£et objem· sít¥ a kaº-dý objem Dk

i je tvo°en uzly xk
i a xk

i+1, kde platí xk
i < xk

i+1. T¥ºi²t¥ objemu Dk
iozna£me jako xk

i+ 1
2

a numeriké °e²ení na tomto objemu jako wk
i . Získáme-li poposunutí novou pozii xk+1

i+ 1
2

, kde xk+1
i+ 1

2

∈
[
xk
j− 1

2

, xk
j+ 1

2

], nabízí se pouºít pro výpo£ettransformovaného °e²ení w̃k
i lineární interpolai, viz obrázek 4.1:

w̃
k
i =

wk
j −wk

j−1

xk
j+ 1

2

− xk
j− 1

2

(
xk+1
i+ 1

2

− xk
j+ 1

2

)
+wk

j .3Nap°. anisotropní adaptivity.4V podstat¥ jde o to, ºe v k−tém £asovém kroku mezi situaí, kdy máme k dispozii sí´ Dk
ha okamºikem, kdy získáme sí´ Dk+1

h , se vykoná p°edepsaný po£et iteraí algoritmu adaptaesít¥ spolu s p°epo£tem °e²ení a v kaºdé z t¥hto iteraí je téº nutné splnit zákon zahování.Poznamenejme, ºe pokud je geometriký zákon zahování spln¥n mezi jednotlivými iteraemialgoritmu adaptae sít¥, pak je spln¥n i mezi °e²ením v první a °e²ením v poslední iteraialgoritmu adaptae sít¥. 116



V prái [40℄ se ukazuje, ºe tato interpolae nespl¬uje geometriký zákon zahovánía proto je pouºit následujíí postup pro získání transforma£ní formule.
x x xj−1 j j+1xx j−1/2 j+1/2

x x xi+1i+1/2i

wj−1
k

k
jw

w
k
i

~

kkkk k

k+1 k+1 k+1Obrázek 4.1: Lineární interpolae jedné ze sloºek numerikého °e²ení mezi sítí v£ase tk(£erná barva) a adaptovanou sítí v £ase tk+1 (zelená barva). Pomoí £ervené²rafované £áry je nazna£ena konstruke °e²ení w̃k
i v bod¥ xk+1

i+ 1
2

.P°edpokládejme, ºe posuntí uzl· c(x) = x−x̃ je malé5, |c(x)| ≪ 1, kde pomoí
x̃ je ozna£ena nov¥ spo£tená poloha. Dále pouºijme perturba£ní metody [40℄ nanásledujíí integrál:

∫ x̃i+1

x̃i

w (x̃) dx̃ =

∫ xi+1

xi

w (x− c(x)) (1− cx(x)) dx

≈
∫ xi+1

xi

(w(x)− c(x)wx(x)) (1− cx(x)) dx

≈
∫ xi+1

xi

(w(x)− (cw)x (x)) dx (4.2)
=

∫ xi+1

xi

w(x)dx− ((cw)i+1 − (cw)i) ,kde jsme zanedbali £leny vy²²íh °ád·, pomoí (cw)i zna£íme hodnotu (cw)(x)na hranii objemu Di v uzlu xi. Vý²e uvedený postup vede k následujíímu vzta-hu (4.3), který nám umoº¬uje výpo£et w̃i:
|D̃i|w̃i = |Di|wi − ((cw)i+1 − (cw)i) , (4.3)kde tato formule spl¬uje geometriký zákon zahování (4.1). Pro výpo£et hodnotytoku (cw)i se pouºije vhodný numeriký upwinding tok, p°íkladem m·ºe býtnásledujíí tok prvního °ádu (Steger-Warming):

(cw)i :=
ci
2
(wi +wi−1)−

|ci|
2

(wi −wi−1) . (4.4)Nebo numeriký tok druhého °ádu [40℄:
(cw)i :=

ci
2

(
w+

i +w−
i

)
− |ci|

2

(
w+

i −w−
i

)
, (4.5)kde vektory w+

i a w−
i p°edstavují hodnoty lineární rekonstruke numerikého°e²ení v uzlu sít¥ xi (podobn¥ jako v kapitole 2.6.2, viz obrázek 2.7), jednotlivé5A naví nedojde k p°esmýknutí uzl· sít¥, oº v²ehny námi pouºité metody spl¬ují.117



sloºky w±
i,j, j = 1, . . . , N + 2 vektoru w±

i jsou zkonstruovány:
w+

i,j :=wi,j +
1

2
(xi − xi+1)Si+ 1

2
,j, (4.6)

w−
i,j :=wi−1,j +

1

2
(xi − xi−1)Si− 1

2
,j, (4.7)kde wi,j je j−tá sloºka wk

i , Si± 1
2
,j je aproximae sm¥rnie ∂wj

∂x
v bod¥ xi± 1

2
. Apro-ximae Si+ 1

2
,j pouºívá limiter typu (2.75):
Si+ 1

2
,j :=

(sign(S+
i+ 1

2
,j
) + sign(S−

i+ 1
2
,j
)
) |S+

i+ 1
2
,j
S−
i+ 1

2
,j
|

|S+
i+ 1

2
,j
|+ |S−

i+ 1
2
,j
| , (4.8)kde S+

i+ 1
2
,j
, resp S−

i+ 1
2
,j
, p°edstavují aproximae hodnoty ∂wj

∂x
v bod¥ xi+ 1

2
zkon-struované pomoí dop°edné, resp. zp¥tné diferene:

S+
i+ 1

2
,j
:=

wi+ 3
2
,j − wi+ 1

2
,j

xi+ 3
2
− xi+ 1

2

, S−
i+ 1

2
,j
:=

wi+ 1
2
,j − wi− 1

2
,j

xi+ 1
2
− xi− 1

2

. (4.9)Hodnota aproximae Si− 1
2
,j je ur£ena analogiky. Pouºití tohoto postupu vyºadujepo kaºdém posunu uzl· p°epo£et hodnoty numerikého °e²ení z p°edhozí sít¥ nasí´ novou. Hodnota w̃

k
Dk+1

h

je hodnota, kterou získáme p°epo£tem dle (4.3) poposledním posunutí.Poºadavek malého posunutí uzl· a nutnost po kaºdém posunu uzl· °e²enítransformovat je zna£n¥ omezujíí. Pouºijme proto ná² vlastní p°ístup, kdy námsta£í znát výpo£etní sí´ a °e²ení na ní p°ed adaptaí a sí´ po adaptai. Pro p°epo£et°e²ení pouºijme váºeného pr·m¥ru:
w̃

k
i :=

∑
j∈Ik+1

i
wk

j aij∑
j∈Ik+1

i
aij

, (4.10)kde Ik+1
i zna£í mnoºinu index· objem· Dk

j ∈ Dk
h, takovýh, které nají pr·niks objemem Dk+1

i ∈ Dk+1
h a aij ozna£uje N−dimensionální míru tohoto pr·niku.Poznamenejme, ºe v p°ípad¥, ºe se nezm¥ní aproximae hranie výpo£etní oblasti,oº v 1D neuvaºujeme6, tak (4.10) spl¬uje geometriký zákon zahování. Tentopostup je snadno zobenitelný do vy²²íh dimenzí, umoº¬uje p°epo£íst °e²ení i vp°ípad¥, ºe do²lo ke zm¥n¥ po£tu objem· sít¥ a v 1D je jeho implementae snadnáa velmi ryhlá.4.2.2 Transformae °e²ení ve 2DV této £ásti se budeme v¥novat transformai numerikého °e²ení ve 2D. Vyjd¥mez postupu uvedeného v p°edhozí kapitole 4.2.1 a upravme ho pro trojúhelníkovousí´ Th, jde o 2D modi�kai námi publikovaného postupu [16℄ pro 3D.Pomoí posunu vrholu P objemu Dk

i na novou pozii P̃ de�nujme na Dk
ilineární zobrazení c, viz obrázek 4.2. Libovolný bod x ∈ Dk

i je pak transformovánna bod x̃ ∈ Dk+1
i pomoí:

x̃ = x− c(x), (4.11)6Ve 2D dohází p°i posunu hrani£níh uzl· po nelineární hranii ke zm¥n¥ polygonální oblasti
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P̃

Dk
i

Γ̃ij
ΓijObrázek 4.2: Posunutí P → P̃ , Γij → Γ̃ijs následujíím Jaobiánem transformae:

J(x) = det
Dx̃

Dx
= det

(
1− ∂c1

∂x1
, − ∂c1

∂x2

− ∂c2
∂x1

, 1− ∂c2
∂x2

)
. (4.12)Za p°edpokladu, ºe posunutí c je malé, lze psát:

∫

Dk+1
i

w(x̃) dx̃ =

∫

Dk
i

w
(
x− c(x)

)
|J(x)| dx

=

∫

Dk
i

w
(
x− c(x)

)(
1− div c(x) +O

)
dx

=

∫

Dk
i

(
w −∇w · c+O

)(
1− div c(x) +O

)
dx

=

∫

Dk
i

(
w −wdiv c−∇w · c+ (∇w · c)div c+O

)
dx

≈
∫

Dk
i

(
w − div (wc)

)
dx

=

∫

Dk
i

w dx−
∫

∂Dk
i

wcn dS, (4.13)kde O zna£í £leny vy²²íh °ád·, které jsou spolu s £lenem (∇w ·c)div c zanedbánya cn = c · n, kde n je jednotková vn¥j²í normála k ∂Dk
i . Tento postup vede knásledujíímu vztahu pro p°epo£et °e²ení:

∣∣Dk+1
i

∣∣ w̃k
i =

∣∣Dk
i

∣∣wk
i −

∑

j∈s(i)
|Γij|

(
c+nij
wk

i + c−nij
wk

j

)
, (4.14)kde s(i) je mnoºina idex· objem· sousedííh s Dk

i , Γij = ∂Dk
i ∩ ∂Dk

j , |Γij | je
N-dimensionální míra Γij, nij ozna£uje jednotkovou vn¥j²í normálu k ∂Dk

i na
Γij a pomoí ± je ozna£ena pozitivní(≥), resp. negativní(≤) £ást p°íslu²né ska-lární veli£iny. Poznamenejme, ºe konstanta cnij

v (4.14) je brána v t¥ºi²ti Γij.Protoºe pouºití p°edhozího vztahu (4.14) p°edpokládá malý posun vrhol· sít¥,je nutné p°i jeho aplikai pouºít d°íve zmín¥né spárování, viz poznámka k trans-formai °e²ení vý²e, adapta£ního kroku s transformaí °e²ení, tj. vztah (4.14) jet°eba vyhodnoovat po kaºdé zm¥n¥ polohy vrholu, tedy v jednotlivýh iteraíhadaptivníh metod.Jako alternativu uvaºujme zp·sob p°epo£tu daný (4.10), toto shéma v p°ípa-d¥ posunu hrani£níh uzl· po nelineární £ásti hranie nespl¬uje zákon zahování7.7D·vodem je to, ºe na nové síti mohou existovat takové objemy Dk+1
i ∈ T k+1

h , kde∑
j∈I

k+1

i
aij 6= |Dk+1

i |. 119



Jako dal²í jistou nevýhodu shématu je nutné povaºovat vy²²í £asovou náro£nost,která je daná nutností výpo£tu plohy aij , j ∈ Ik+1
i jednotlivýh pr·nik·.4.3 Numeriké experimenty v 1DV této £ásti na²í práe se zam¥°íme na otestovaní vý²e uvedenýh algoritm· 4.1a 4.2 na úloháh, které si zde blíºe popí²eme. Jako numeriké °e²i£e budeme po-uºívat °e²i£e popsané v kapitole 2.6 a jako adaptivní modul uvedenýh algoritm·pouºijeme, bu¤ varia£ního p°ístupu, viz kapitola 3.1.4, nebo na²e p·vodní meto-dy zaloºené na kvalit¥ vrholu, popsané v kapitole 3.3.4. Pro p°epo£et °e²ení jevyuºito obou postup· zmín¥nýh v kapitole 4.2.1. Pro implementai v²eh vý²euvedenýh metod bylo pouºito jazyka pro numeriké výpo£ty Otave.Burgersova rovniePro základní ov¥°ení funk£nosti adaptivníh metod jsme si vybrali nevazkou Bur-gersovu rovnii [40, 30℄, která p°edstavuje zjednodu²ení systému rovni Eulero-výh (1.2):

∂u

∂t
+

1

2

∂u2

∂x
= 0, 0 ≤ x ≤ 2π. (4.15)Po£áte£ní podmínku pro na²í úlohu jsme volili:

u0 (x) =
1

2
+ sin(x), 0 ≤ x ≤ 2π, (4.16)a jako okrajovou podmínku jsme zvolili peridodikou okrajovou podmínku. Taktozvolená soustava po£áte£níh a okrajovýh podmínek pro Burgersovu rovnii vedek °e²ení8, ve kterém se od kritikého £asu tc = 1 objeví nespojitost, rázová vlna,která se ²í°í sm¥rem doprava, viz obrázek 4.3.
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Obrázek 4.3: Evolue p°esného °e²ení Burgersovy rovnie.Otestovali jsme moºné kombinae jednotlivýh adapta£níh tehnik spolu smetodami pro p°epo£et °e²ení ze staré sít¥ na novou, p°ehled testovanýh metodudává tabulka 4.1.Sledované parametry jsou po£et prob¥hlýh iteraí algoritmu ITER, ukaza-tel hyby L2E, viz (3.75) a doba pot°ebná pro výpo£et T . Jako p°esné °e²ení u8Uvaºujeme slabé po £ásteh hladké °e²ení ve smyslu [13℄[De�nie 2.12, str. 70℄.120



Zna£ení Popis
(P )ATMOV E − PM Algoritmus 4.1(resp. 4.2). Pro adaptai sí-t¥ je pouºito varia£ního p°ístupu s um¥-lým £asem, viz (3.54). Transformae °e²e-ní je zaloºena na perturba£ní metod¥ (4.3)s tokem (4.5).
(P )ATMOV E −WA Algoritmus 4.1(resp. 4.2). Pro adaptai sí-t¥ je pouºito varia£ního p°ístupu s um¥-lým £asem, viz (3.54). Transformae °e²e-ní pouºívá váºený pr·m¥r (4.10).
(P )GSMOV E − PM Algoritmus 4.1(resp. 4.2). Pro adapta-i sít¥ je pouºito varia£ního p°ístupus Gaussovým-Seidelovým itera£ním shé-matem, viz (3.58). Transformae °e²ení jezaloºena na perturba£ní metod¥ (4.3) s to-kem (4.5).
(P )GSMOV E −WA Algoritmus 4.1(resp. 4.2). Pro adapta-i sít¥ je pouºito varia£ního p°ístupus Gaussovým-Seidelovým itera£ním shé-matem, viz (3.58). Transformae °e²enípouºívá váºený pr·m¥r (4.10).
(P )JACV QPMM −
PM

Algoritmus 4.1(resp. 4.2). Pro adaptai sí-t¥ je pouºita metoda minimalizae kvali-ty vrholu sít¥, algoritmus 3.9, s Jaobio-vým itera£ním shématem (3.144). Trans-formae °e²ení je zaloºena na perturba£nímetod¥ (4.3) s tokem (4.5).
(P )JACV QPMM −
WA

Algoritmus 4.1(resp. 4.2). Pro adaptai sí-t¥ je pouºita metoda minimalizae kvalityvrholu sít¥, algoritmus 3.9, s Jaobiovýmitera£ním shématem (3.144). Transfor-mae °e²ení pouºívá váºený pr·m¥r (4.10).
(P )GSV QPMM −
PM

Algoritmus 4.1(resp. 4.2). Pro adaptai sí-t¥ je pouºita metoda minimalizae kvalityvrholu sít¥, algoritmus 3.9, s Gaussovým-Seidelovým itera£ním shématem (3.145).Transformae °e²ení je zaloºena na pertur-ba£ní metod¥ (4.3) s tokem (4.5).
(P )GSV QPMM −
WA

Algoritmus 4.1(resp. 4.2). Pro adaptai sí-t¥ je pouºita metoda minimalizae kvalityvrholu sít¥, algoritmus 3.9, s Gaussovým-Seidelovým itera£ním shématem (3.145).Transformae °e²ení pouºívá váºený pr·-m¥r (4.10).Tabulka 4.1: Pre�x (P ) v ozna£ení metod zna£í pouºití algoritmu s predikí, tedyalgoritmu 4.2.ve vztahu (3.75) pro výpo£et ukazatele hyby L2E je pouºito °e²ení získané po-121



moí metody harakteristik. Integrál ve vztahu (3.75) je ur£en numeriky pomoí£ty°bodové Gaussovy kvadratury na kaºdém z objem· [35℄.Jako numeriký °e²i£ jsme pouºili metodu kone£nýh objem· s 1D MUSCLLax-Friedrihsovým numerikým tokem, viz 2.6.2, s CFL £íslem CFL = 0.3. Po-£et objem· sít¥ J = 30 a v £ase t = 0 mají v²ehny objemy stejnou velikost.Adaptae sít¥ byla provád¥na v kaºdém kroku algoritm· 4.1 a 4.2, tedy parametr
s = 1.Pro adaptivní metody vyuºívajíí varia£ního prinipu byla pouºita Winslowo-va monitorovaí funke (3.44) s parametrem α = 0.29. U varia£níh metod s um¥-lým £asem bylo zvoleno CFL £íslo pro podmínku stability (3.56) CFL = 0.5.Po£et iteraí pro úpravu sít¥10 MAXITERvar u metod zaloºenýh na varia£nímprinipu byl zvolenMAXITERvar = 5. Na monitorovaí funki G bylo provedenozhlazení (3.55).Pro metody zaloºené na minimalizai parametru kvality vrholu byly pouºityparametry ovliv¬ujíí adaptivitu ε1 = 20, p = 100, viz ((3.108) a (3.107)) a po£etiteraí pro úpravu sít¥ MAXITERvqpmm = 5. Na aproximai Hessovy matie Mbylo pouºito zhlazení (3.132) a redu£ní koe�ient γr pro koreki (3.146) je volen
γr = 0.99. Metoda ITER L2E T [s℄

ATMOV E − PM 20 0.002388 4.02
ATMOV E −WA 20 0.002627 1.32
GSMOV E − PM 20 0.001567 4.01
GSMOV E −WA∗ 20 0.001930 1.24

JACV QPMM − PM 23 0.001394 6.76
JACV QPMM −WA∗ 21 0.002072 2.27
GSV QPMM − PM 23 0.002004 7.06
GSV QPMM −WA∗ 21 0.001860 2.18Tabulka 4.2: Sledované veli£iny pro Burgersovu rovnii, metody bez predike.Metoda ITER L2E T [s℄
PATMOV E − PM 20 0.002259 6.74
PATMOV E −WA 20 0.002481 1.73
PGSMOVE − PM 20 0.000659 6.75
PGSMOV E −WA 20 0.001742 1.65

PJACV QPMM − PM 22 0.001326 9.73
PJACV QPMM −WA∗ 21 0.001796 2.69
PGSV QPMM − PM 22 0.001832 9.69
PGSV QPMM −WA 21 0.001725 2.64Tabulka 4.3: Sledované veli£iny pro Burgersovu rovnii, metody s predikí.9Tato volba parametr· byla volena na základ¥ £lánku [40℄.10Protoºe v prái pouºíváme zna£ení MAXITER pro po£et iteraí prob¥hlýh nad elou sítíjak u varia£níh metod, tak i u metod zaloºenýh na minimalizai parametru kvality vrholu, ato, jak v 1D, tak i ve 2D, pouºijeme zde dolní index pro rozli²ení metod. Tedy MAXITERvarje MAXITER pro varia£ní metody a MAXITERvqpmm je MAXITER pro metody zaloºenéna minimalizai parametru kvality vrholu. 122
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PJACV QPMM − PM (d).Sledované veli£iny pro fyzikální £as t = 1.2, tedy pro £as, kdy uº do²lo kvývoji postupujíí nespojitosti, jsou v tabulkáh 4.2 a 4.3. Poznamenejme, ºepro výpo£et bez adaptivity byly sledované parametry následujííí: ITER = 21,
L2E = 0.004341 a T = 0.48 s. Pomoí �*� jsou v tabulkáh ozna£eny ty metody,p°i kterýh do²lo v pr·b¥hu experimentu k drobné osilai °e²ení v míst¥ nespo-jitosti. Na obrázku 4.4 je zahyeno spo£tené °e²ení pro vybrané metody a pohybuzl· sít¥ v pr·b¥hu £asu.Ze získanýh hodnot je vid¥t, ºe p°i pouºití v²eh metod do²lo k zhruba dvoj-násobnému zvý²ení p°esnosti výpo£tu, neº bez pouºití adaptivity. Z hlediska p°es-nosti výpo£tu vyházejí o n¥o lépe metody zaloºené na minimalizai parametrukvality vrholu, d·vodem je to, ºe v míst¥ nespojitosti dohází k v¥t²ímu zjem-n¥ní sít¥. Toto ale vede k tomu, ºe díky CFL podmíne musí tyto metody ud¥latvíe £asovýh krok·. Dále je vid¥t, ºe p°esn¥ji vyházejí transformae °e²ení, kdeje pouºita perturba£ní metoda, drobné osilae na nespojitosti vznikly pouze up°epo£tu °e²ení, kde se pouºívá váºený pr·m¥r (4.10).Z hlediska £asové náro£nosti je vid¥t, ºe pouºití adaptivity vede k razantnímuzv¥t²ení £asové náro£nosti výpo£tu. �asov¥ mén¥ náro£né se jeví pouºití metodzaloºenýh na varia£ním prinipu11, d·vodem je z°ejm¥ opakovaná konstrukeHessovýh mati a jejíh aproximaí v kaºdém £asovém kroku. Dále se ukazuje,ºe pouºití transformaí °e²ení zaloºenýh na váºeném pr·m¥ru je výrazn¥ ryhlej²íneº pouºití transformaí °e²ení zaloºenýh na perturba£ní metod¥. Pouºití náminavrºeného postupu s predikí vedlo ke zvý²ení p°esnosti výpo£tu v pr·m¥ru o
14%, ale téº i k jeho zpomalení v pr·m¥ru o 40%, v·£i algoritmu bez predike.11P°ipome¬me si, ºe v provedenýh experimenteh pro p°edepsané funke tomu bylo obráen¥.123



P°i pouºití predike téº do²lo k poklesu po£tu výskytu drobnýh osilaí °e²ení vmíst¥ nespojitosti.Sodova trubieV této £ásti na²í práe se zam¥°íme na otestovaní vlivu pouºitýh °e²i£· na výsled-nou adaptivitu. Pomoí metody kone£nýh objem· budeme numeriky °e²it Eule-rovy rovnie (1.17) v 1D. Pouºité numeriké toky jsou Roe·v, Lax-Friedrihs·v aLax-Wendro�·v numeriký tok, které jsou uvedené v kapitole 2.6. Jako adaptivníalgoritmy pouºijeme vý²e uvedené algoritmy, tabulka 4.1, ve verzi bez predike.Jako testovaí úloha nám bude slouºit tzv. Sodova trubie12 [13, 28℄. Jedná se oúlohu, jejíº fyzikální interpretae je taková, ºe velmi dlouhá tenká trubie napln¥-ná plynem je rozd¥lena membránou na dv¥ £ásti, kde v kaºdé £ásti je jiná hustotaa tlak plynu. V £ase t = 0 pak dojde k odstran¥ní této membrány.Jako oblast Ω, na které °e²íme danou úlohu, uvaºujme interval [−3, 3]. Po£á-te£ní podmínka je:
w0(x) =

{
(1, 0, 5)T , x < 0,

(1.101463, 0, 2.5)T , x > 0,
(4.17)a okrajová podmínka je zvolena tak, ºe levý okraj oblasti je vstup a pravý výstup,viz [13, str. 203℄. Fyzikální £as, do kterého je úloha °e²ena volíme t = 1.Námi sledované parametry jsou po£et prob¥hlýh iteraí algoritmu ITER,doba pot°ebná pro výpo£et T , velikost nejv¥t²ího hmax, resp. nejmen²ího hmin,objemu a pr·m¥rná velikost havg objemu. Dále budeme ur£ovat hybu13, kteréjsme se dopustili pro sloºku °e²ení w, jeº odpovídá hustot¥ ρ, v £asovém kroku

tk :
L2Eρ =

√√√√
J∑

i=1

∫ xi+1

xi

(
ρ(x, tk)− ρki

)2
dx, (4.18)kde integrál na pravé stran¥ je ur£en numeriky, pomoí £ty°bodové Gaussovykvadratury na kaºdém z objem· [35℄, a jako p°esné °e²ení pouºijeme °e²ení uve-dené v [13, str. 137℄.Pro v²ehny °e²i£e jsme pouºili CFL = 0.3. Protoºe v p°ípad¥ pouºití Lax-Wendro�ova numerikého toku doházelo k osilaím, tak jsme naví je²t¥ otes-tovali následujíí modi�kai Lax-Wendro�ova numerikého toku. Pomoí vzta-h· (4.6) jsme spo£etli lineární rekonstruke w+,k

i , w−,k
i a w+,k

i+1, w−,k
i+1 v uzlovýhbodeh sít¥ xi a xi+1 a tyto hodnoty pouºili v numerikém toku (2.77) Lax-Wendro�ova shématu, viz kapitola 2.6.3. Poznamenejme, ºe p°i konstruki hod-not w±,k

i je pouºit limiter (4.8), z tohoto d·vodu budeme toto shéma nazývatLax-Wendro�·v numeriký tok s limiterem. Tento postup vedl ke zmen²ení14 os-ilaí v okolí nespojitosti, viz obrázek 4.5 vlevo. Adaptae sít¥ byla provád¥na12shok tube problem13Protoºe budeme provád¥t výpo£ty na sítíh s r·zným po£tem objem·, bude p°ehledn¥j²ísledovat elkovou hybu, které se dopustíme, nikoliv hybu vztaºenou na jeden objem, vizde�nie ukazatele L2E (3.75).14Cílem na²í práe je prov¥°it navrºené metody adaptae, nikoliv testování vhodnýh nume-rikýh tok· pro tento problém, z toho d·vodu se spokojíme s vý²e uvedenými numerikýmitoky. 124



v kaºdém kroku algoritmu 4.1, tedy parametr s = 1. Pouºité sít¥ obsahovaly
J = 20, 40, 80, 160, 320 objem· a velikosti v²eh objem· na p°íslu²né síti byly v£asovém okamºiku t = 0 stejné.Pro adaptivní metody vyuºívajíí varia£ního prinipu byla pouºita Winslowo-va monitorovaí funke (3.44) s parametrem α = 1, pro J = 20, 40, 80 objem·a α = 0.1 pro J = 160, 320 objem·. U varia£níh metod s um¥lým £asem bylopro podmínku stability (3.56) zvoleno CFL £íslo, CFL = 0.5. Po£et iteraí proúpravu sít¥, MAXITERvar byl zvolen, MAXITERvar = 1. Na monitorovaífunki G bylo provedeno zhlazení (3.55).Pro metody zaloºené na minimalizai parametru kvality vrholu byly pouºitynásledujíí parametry ε1 a p, viz ((3.108) a (3.107)), ε1 = 100, p = 2 pro J =
20, 40, 80 objem· a ε1 = 10, p = 2 pro J = 160, 320 objem·. Po£et iteraí proúpravu sít¥MAXITERvqpmm = 1. Na aproximai Hessovy matieM bylo pouºitozhlazení (3.132) a redu£ní koe�ient γr pro koreki (3.146) je volen γr = 0.99.D·vodem ke zm¥n¥ parametr· adaptivity je v obou p°ípadeh ten fakt, ºe vp°ípad¥ pouºití Lax-Wendro�owa £i Roeova numerikého toku a v¥t²ího po£tuobjem·, byly n¥které objemy p°íli² malé a díky CFL podmíne trval výpo£etneúm¥rn¥ dlouho15, °ádov¥ hodiny.Získané výsledky jsou zahyeny v tabulkáh 4.4, 4.5, 4.6 a 4.7, kde vºdy prv-níh p¥t °ádk· udává výsledky získané za pouºití p°íslu²ného numerikého tokubez adaptivity. Pro p°ehledn¥j²í vzájemné porovnání výsledk· jsou v p°ílohové£ásti získané hodnoty zaneseny do graf· 4.13 aº 4.17. Zde je vid¥t, ºe v p°ípad¥Lax-Friedrihsova numerikého toku nevede pouºití adaptivity k p°esn¥j²ím vý-sledk·m (z hlediska ukazatele L2Eρ). V p°ípad¥ Roeova numerikého toku nevedevºdy k p°esn¥j²ímu výpo£tu. V p°ípad¥ pouºití Lax-Wendro�ova numerikého to-ku vede ke zvý²ení p°esnosti výpo£tu. V p°ípad¥ pouºití Lax-Wendro�ova nume-rikého toku s limiterem dohází ke zvý²ení p°esnosti výpo£tu ve v²eh p°ípadehjen u metod GSMOV E − PM a GSV QPMM − PM , oº je námi navrºenámetoda, viz tabulka 4.1. Ze spo£tenýh výsledk· vyplývá, ºe pouºité numerikéshéma, v algoritmu 4.1, musí být shopno dostate£n¥ ost°e zahytit nespoji-tost, oº nap°. v p°ípad¥ Lax-Friedrihsova numerikého toku není díky difuznímvlastnostem tohoto numerikého toku spln¥no.Dále je z výsledk· patrné, ºe dohází ke zm¥n¥ hování metod p°i p°ehoduod sít¥ s J = 80 objem· k sítím s J = 160, 320 objem·, tedy p°i zm¥n¥ parame-tr· ovliv¬ujííh adaptivitu. Ze získanýh výsledk· lze nahlédnout, ºe p°esn¥j²íhvýsledk· dosahují metody, které pouºívají pro p°epo£et °e²ení vztahu (4.3), tedymetody pouºívajíí perturba£ní metodu16. Na obrázku 4.5 vpravo je zaneseno po-rovnání pr·m¥rnýh £as· pot°ebnýh k jednomu adapta£nímu kroku, vztaºenýhna jeden objem sít¥, pro v²ehny pouºité metody. Zde je vid¥t, ºe v tomto p°ípad¥je £as pot°ebný pro jeden adapta£ní krok niº²í o a 60% u metod vyházejííhz varia£ního prinipu. Pro Lax-Wendro�·v numeriký tok, £i Lax-Wendro�·vnumeriký tok s limiterem, tedy v p°ípadeh, kdy se uplatnil vliv adaptivity, jeelková doba b¥hu výpo£tu v¥t²inou niº²í17 p°i pouºití na²ih metod, v n¥kterýh15Z £ásti je to zp·sobeno tím, ºe pouºitý implementa£ní jazyk Otave je pom¥rn¥ vysoko-úrov¬ový interpretovaný jazyk, a díky tomu je výsledný program mnohem pomalej²í, neº nap°.program napsaný v jazye C, £i Fortranu.16Tedy metody majíí su�x PM .17Námi navrºené metody vykonají men²í po£et výpo£etníh krok· algoritmu 4.1, proto jsouv kone£ném d·sledku ryhlej²í. 125



p°ípadeh i o víe neº 100%. P°i porovnání dosaºenýh výsledk· z hlediska p°es-nosti, v p°ípad¥ pouºití Lax-Wendro�ova numerikého toku, £i v Lax-Wendro�ovanumerikého toku s limiterem, jsou na²e navrºené metody v pr·m¥ru p°esn¥j²í.Porovnání °e²ení získanýh za pouºití Lax-Wendro�ova numerikého toku slimiterem v kombinai s adaptivitou je zaneseno pro J = 80 objem· na obráz-ku 4.6. P°i srovnání s °e²ením získaným bez adaptivity, viz obrázek 4.5, je patrné,ºe pouºití adaptivity zmen²ilo osilae poblíº nespojitosti. Ze srovnání trajektoriíjednotlivýh uzl· sít¥18 je vid¥t, ºe metody vyuºívajíí varia£ního prinipu os-t°eji zahyují nespojitost, zatímo metody zaloºené na minimalizai parametrukvality vrholu, uzly sít¥ rozmístí po elé oblasti19.a)
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MetodaObrázek 4.5: (a) Spo£tené °e²ení pro Sodovu trubii, pouºit Lax-Wendro�·v nu-meriký tok s limiterem, v £ase t = 1 pro J = 80 objem·. (b) Porovnání pr·m¥r-nýh £as· pot°ebnýh pro jeden adapta£ní krok pro testované metody. Metodyjsou o£íslovány dle po°adí v tabule 4.1

18P°i takto zvolenýh parametreh α = 1 pro varia£ní metody a ε1 = 100, p = 2 pro metodyzaloºené na minimalizai parametru kvality vrholu.19Poznamenejme, ºe p°esn¥j²í °e²ení ve smyslu L2Eρ je dosaºeno metodou GSV QPMM −
PM , tedy na obrázku 4.6 vpravo 126
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Metoda J hmin hmax havg ITER L2Eρ T [s℄Lax-Friedrihs 20 0.3 0.3 0.3 20 0.453762 0.4340 0.15 0.15 0.15 39 0.389461 1.5780 0.075 0.075 0.075 80 0.321993 6.34160 0.0375 0.0375 0.0375 164 0.259846 26.06320 0.01875 0.01875 0.01875 335 0.211660 108.16ATMOVE-PM 20 0.299418 0.3003 0.3 20 0.453695 1.3640 0.148876 0.150639 0.15 40 0.390128 5.0780 0.073239 0.076064 0.075 82 0.324222 20.16160 0.037273 0.03763 0.0375 166 0.260768 80.86320 0.018523 0.01886 0.01875 344 0.212414 337.80ATMOVE-MM 20 0.299418 0.3003 0.3 20 0.453695 0.9740 0.148876 0.150639 0.15 40 0.390128 3.6280 0.07324 0.076064 0.075 82 0.324345 14.74160 0.037273 0.03763 0.0375 166 0.260768 61.56320 0.018523 0.01886 0.01875 344 0.212414 267.39GSMOVE-PM 20 0.299195 0.300357 0.3 20 0.453563 1.3540 0.1484 0.150633 0.15 40 0.389923 5.0280 0.072531 0.076203 0.075 83 0.324592 20.26160 0.037183 0.037677 0.0375 166 0.260461 80.41320 0.018419 0.018923 0.01875 348 0.213166 338.96GSMOVE-MM 20 0.299195 0.300357 0.3 20 0.453563 0.9640 0.1484 0.150633 0.15 40 0.389923 3.2980 0.072535 0.076202 0.075 83 0.324715 13.30160 0.037183 0.037677 0.0375 166 0.260461 55.59320 0.01842 0.018923 0.01875 348 0.213166 256.60JACVQPMM-PM 20 0.182279 0.621596 0.3 33 0.433843 2.6740 0.091386 0.346239 0.15 71 0.401945 10.7280 0.040897 0.230057 0.075 162 0.355190 47.70160 0.02804 0.052211 0.0375 210 0.262906 123.10320 0.014698 0.024664 0.01875 398 0.212414 469.15JACVQPMM-MM 20 0.175005 0.608151 0.3 33 0.432874 2.3140 0.091758 0.439977 0.15 70 0.395676 13.5080 0.037101 0.286247 0.075 173 0.354964 102.22160 0.028239 0.053623 0.0375 210 0.264423 256.34320 0.014677 0.026843 0.01875 397 0.213915 1447.36GSVQPMM-PM 20 0.153983 0.693338 0.3 39 0.435798 3.1240 0.076242 0.257803 0.15 78 0.369107 11.7080 0.04196 0.216756 0.075 153 0.292027 44.96160 0.024012 0.09389 0.0375 248 0.261380 144.68320 0.013593 0.028374 0.01875 447 0.210902 525.14GSVQPMM-MM 20 0.157143 0.760718 0.3 39 0.437607 2.3540 0.084043 0.259568 0.15 77 0.372182 9.8080 0.042456 0.218299 0.075 150 0.295431 42.72160 0.025458 0.095637 0.0375 245 0.263818 197.69320 0.013545 0.029156 0.01875 448 0.213166 979.27Tabulka 4.4: Sledované veli£iny pro Sodovu trubii, Lax-Friedrihs·v numerikýtok, t = 1. 128



Metoda J hmin hmax havg ITER L2Eρ T [s℄Roe 20 0.3 0.3 0.3 22 0.238327 1.6340 0.15 0.15 0.15 44 0.188679 6.3580 0.075 0.075 0.075 87 0.156204 24.99160 0.0375 0.0375 0.0375 173 0.124579 98.92320 0.01875 0.01875 0.01875 346 0.102761 397.45ATMOVE-PM 20 0.265492 0.312947 0.3 23 0.234179 2.7640 0.108131 0.170708 0.15 58 0.185903 13.2980 0.038579 0.096621 0.075 173 0.142828 77.99160 0.030367 0.040852 0.0375 243 0.122637 218.61320 0.012718 0.022548 0.01875 680 0.096333 1221.77ATMOVE-MM 20 0.265964 0.312889 0.3 23 0.235669 2.1740 0.11164 0.169682 0.15 57 0.190787 10.5280 0.044454 0.094103 0.075 160 0.151789 60.44160 0.031774 0.040525 0.0375 232 0.127121 181.59320 0.014444 0.021988 0.01875 582 0.101192 926.49GSMOVE-PM 20 0.257588 0.308961 0.3 24 0.230738 2.8740 0.098525 0.159481 0.15 67 0.182866 15.3880 0.023846 0.085171 0.075 320 0.130843 142.54160 0.028352 0.039076 0.0375 285 0.12 252.40320 0.008439 0.020763 0.01875 1411 0.087635 2460.89GSMOVE-MM 20 0.258895 0.308722 0.3 24 0.233066 2.2440 0.104767 0.158811 0.15 65 0.190997 11.9980 0.032992 0.083972 0.075 265 0.148323 98.85160 0.030351 0.038921 0.0375 260 0.127121 195.85320 0.012097 0.020496 0.01875 979 0.099599 1486.70JACVQPMM-PM 20 0.188502 0.533713 0.3 37 0.215127 4.9240 0.073327 0.460453 0.15 87 0.161369 22.1880 0.020958 0.436104 0.075 275 0.130537 138.22160 0.016571 0.095362 0.0375 299 0.117983 298.86320 0.007336 0.054682 0.01875 678 0.096332 1356.85JACVQPMM-MM 20 0.186513 0.527291 0.3 35 0.228779 3.9840 0.080578 0.433596 0.15 83 0.181659 23.0180 0.032347 0.399128 0.075 194 0.158996 150.50160 0.018268 0.094932 0.0375 279 0.125219 335.11320 0.00822 0.055835 0.01875 637 0.101192 1891.04GSVQPMM-PM 20 0.198987 0.497277 0.3 41 0.225743 5.4440 0.075925 0.409302 0.15 108 0.163707 27.5280 0.022593 0.39893 0.075 274 0.129614 137.69160 0.014517 0.163324 0.0375 349 0.111713 349.48320 0.006622 0.059258 0.01875 771 0.091214 1518.34GSVQPMM-MM 20 0.201987 0.475502 0.3 39 0.243392 4.1840 0.0798 0.380963 0.15 98 0.183738 20.6880 0.022673 0.356727 0.075 254 0.146424 107.92160 0.016064 0.165201 0.0375 323 0.118659 308.44320 0.007212 0.066531 0.01875 721 0.096332 1463.32Tabulka 4.5: Sledované veli£iny pro Sodovu trubii, Roe·v numeriký tok, t = 1.
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Metoda J hmin hmax havg ITER L2Eρ T [s℄Lax-Wendro� 20 0.3 0.3 0.3 24 0.252586 1.0140 0.15 0.15 0.15 48 0.199298 3.8680 0.075 0.075 0.075 95 0.158240 15.18160 0.0375 0.0375 0.0375 191 0.121983 61.05320 0.01875 0.01875 0.01875 381 0.097979 245.36ATMOVE-PM 20 0.226092 0.325351 0.3 27 0.215824 1.0340 0.077589 0.182529 0.15 76 0.165770 12.5580 0.019609 0.122227 0.075 286 0.125538 92.87160 0.016904 0.049369 0.0375 404 0.116619 260.35320 0.010922 0.027181 0.01875 818 0.071554 1054.11ATMOVE-MM 20 0.227756 0.325381 0.3 27 0.211471 1.6940 0.085274 0.181028 0.15 72 0.161740 8.7780 0.030467 0.110975 0.075 222 0.117983 57.56160 0.024634 0.044551 0.0375 312 0.098792 172.40320 0.003701 0.03435 0.01875 1795 0.083904 2337.91GSMOVE-PM 20 0.205389 0.322112 0.3 29 0.196723 2.5440 0.059278 0.171542 0.15 105 0.148189 17.3880 0.006869 0.099173 0.075 797 0.089888 260.60160 0.012498 0.043468 0.0375 583 0.093808 378.23320 0.000208 0.023043 0.01875 22198 0.04 31226.28GSMOVE-MM 20 0.208413 0.319576 0.3 28 0.198191 1.6940 0.075286 0.167344 0.15 93 0.153362 11.2580 0.019663 0.091315 0.075 471 0.106207 117.84160 0.023349 0.04132 0.0375 378 0.092086 193.82320 0.007832 0.023527 0.01875 1723 0.066932 1744.19JACVQPMM-PM 20 0.183752 0.644194 0.3 43 0.200349 4.3540 0.070681 0.598469 0.15 111 0.148862 21.3680 0.0287 0.627552 0.075 281 0.113490 105.55160 0.026779 0.110179 0.0375 268 0.108074 193.95320 0.011043 0.062541 0.01875 535 0.087635 793.35JACVQPMM-MM 20 0.186418 0.617412 0.3 41 0.213635 3.3640 0.076613 0.556608 0.15 100 0.162972 15.5380 0.031312 0.524091 0.075 240 0.123612 149.57160 0.02707 0.108649 0.0375 262 0.105830 259.22320 0.009124 0.059936 0.01875 546 0.085790 1562.26GSVQPMM-PM 20 0.202349 0.619444 0.3 45 0.179888 4.5540 0.074284 0.581476 0.15 125 0.133416 24.0880 0.025817 0.602178 0.075 310 0.102371 117.30160 0.022586 0.139844 0.0375 310 0.101192 233.72320 0.008724 0.074644 0.01875 641 0.083904 972.68GSVQPMM-MM 20 0.199091 0.546166 0.3 42 0.190052 3.3240 0.07734 0.49012 0.15 112 0.146560 17.0480 0.027989 0.487195 0.075 275 0.116275 84.23160 0.022372 0.144782 0.0375 300 0.097159 224.26320 0.007892 0.076701 0.01875 643 0.077974 1049.72Tabulka 4.6: Sledované veli£iny pro Sodovu trubii, Lax-Wendro�·v numerikýtok, t = 1. 130



Metoda J hmin hmax havg ITER L2Eρ T [s℄Lax-Wendro�-lim 20 0.3 0.3 0.3 23 0.197119 2.0640 0.15 0.15 0.15 45 0.119465 7.8080 0.075 0.075 0.075 90 0.104511 30.68160 0.0375 0.0375 0.0375 180 0.056937 121.97320 0.01875 0.01875 0.01875 358 0.044654 475.90ATMOVE-PM 20 0.243171 0.317754 0.3 26 0.178513 3.5140 0.079226 0.187756 0.15 72 0.116817 18.5480 0.018143 0.124814 0.075 283 0.078901 143.64160 0.015452 0.050082 0.0375 406 0.062708 411.44320 0.003993 0.034300 0.018750 1675 0.041512 3310.63ATMOVE-MM 20 0.245045 0.316940 0.3 26 0.176715 2.8540 0.087187 0.184198 0.15 69 0.132927 15.0480 0.032501 0.111198 0.075 209 0.099340 93.80160 0.024728 0.045867 0.0375 303 0.080667 283.49320 0.011444 0.027642 0.01875 762 0.066352 1572.81GSMOVE-PM 20 0.232470 0.321771 0.3 27 0.172709 3.6340 0.060848 0.173761 0.15 96 0.103122 24.6280 0.006575 0.098831 0.075 775 0.060808 394.09160 0.010459 0.042146 0.0375 614 0.053559 619.08320 0.000497 0.023974 0.018750 11831 0.029755 24293.16GSMOVE-MM 20 0.236722 0.320276 0.3 27 0.171703 2.9140 0.073575 0.170169 0.15 85 0.124474 18.5580 0.020255 0.092603 0.075 422 0.101586 182.14160 0.023154 0.041633 0.0375 362 0.085217 325.76320 0.007799 0.024503 0.018750 1606 0.065379 2876.45JACVQPMM-PM 20 0.165872 0.700471 0.3 47 0.144090 6.9540 0.056634 0.693609 0.15 140 0.097405 39.6980 0.045232 0.207556 0.075 140 0.071057 78.00160 0.024045 0.124992 0.0375 274 0.059346 304.83320 0.013157 0.072450 0.018750 526 0.048012 1176.55JACVQPMM-MM 20 0.176579 0.653232 0.3 41 0.176302 5.3440 0.068100 0.600064 0.15 109 0.122266 32.2980 0.044970 0.205775 0.075 138 0.068624 75.09160 0.023352 0.120571 0.0375 270 0.060967 331.17320 0.012566 0.069844 0.01875 519 0.045739 1668.36GSVQPMM-PM 20 0.193438 0.623881 0.3 53 0.153405 7.8740 0.065367 0.700356 0.15 152 0.095727 43.3280 0.036950 0.444010 0.075 166 0.061656 92.36160 0.018361 0.164538 0.0375 331 0.039426 369.36320 0.011395 0.097696 0.01875 612 0.042631 1331.44GSVQPMM-MM 20 0.200065 0.550466 0.3 45 0.174558 5.6740 0.065781 0.527804 0.15 125 0.136795 30.4980 0.034054 0.473261 0.075 164 0.087704 84.27160 0.018628 0.160454 0.0375 324 0.061407 361.80320 0.011175 0.095626 0.01875 603 0.048324 1416.48Tabulka 4.7: Sledované veli£iny pro Sodovu trubii, Lax-Wendro�·v numerikýtok s limiterem, t = 1. 131



Modi�kovaný problém Sodovy trubieV dal²ím testu uvaºujme modi�kovaný problém Sodovy trubie. Jako oblast Ω,na které °e²íme danou úlohu, volíme interval [0, 5]. Po£áte£ní podmínka je :
w0(x) =

{
(10, 0, 250)T , x ≤ 2,

(1, 0, 2.5)T , x > 2,
(4.19)a okrajová podmínka je zvolena tak, ºe levý okraj oblasti je vstup a pravý výstup,fyzikální £as, do kterého je úloha °e²ena, volíme t = 0.4. Jako °e²i£ pouºijememetodu kone£nýh objem· s Lax-Wendro�ovým numerikým tokem s limiterem,který dosáhl pro Sodovu trubii nejlep²íh výsledk·, viz p°edhozí numerikýexperiment, pouºijeme CFL £íslo CFL = 0.3.Protoºe jsme se v p°edhozím experimentu setkali se závislostí adaptivníhoproesu na volb¥ pouºitýh parametr·20, vyberme si dva zástupe testovanýhmetod a prov¥°me vliv volby pouºitýh parametr· na adaptivní proes. Jakozástupe varia£níh metod volíme metodu GSMOV E − PM a jako zástupenámi navrºenýh metod, zaloºenýh na minimalizai parametru kvality vrholu,volíme metodu GSV QPMM − PM , viz tabulka 4.1, které dosáhly nejlep²íhvýsledk· z hlediska L2Eρ, viz (4.18).Sledované veli£iny jsou po£et prob¥hlýh iteraí algoritmu ITER, doba po-t°ebná pro výpo£et T , velikost nejv¥t²ího hmax, resp. nejmen²ího hmin, objemua pr·m¥rná velikost havg objemu. Chybu spo£teného numerikého °e²ení wk v£ase tk budeme ur£ovat pomoí L2Eρ, vztah (4.18). Postupujeme následovn¥,nejprve spo£teme po £ásteh konstantní °e²ení na síti s J = 1000 objem· pomo-í p°esného Riemannova °e²i£e pro tento problém, sí´ové body této sít¥ zna£íme

x̃j , j = 1, . . . , 1001 a p°íslu²nou hustotu na j−tém objemu v £ase tk ozna£mejako ρ̃kj . Pak pro x ∈ [x̃j , x̃j+1] pouºijeme p°i vyhodnoení vztahu (4.18) místo
ρ(x, tk) hodnotu ρ̃kj . Poznamenejme, ºe jako p°esný Riemann·v °e²i£ byl pouºit°e²i£ implementovaný v programu21 [41℄.Otestovali jsme vý²e uvedené metody na síti s J = 160 objem·, velikosti v²ehobjem· byly v £ase t = 0 stejné. Adaptae sít¥ byla provád¥na v kaºdém kroku al-goritmu 4.1, tedy parametr s = 1. Pro metodu GSMOV E−PM jsme volili po£etiteraí pro úpravu sít¥, MAXITERvar = 1. Parametr α pro Winslowovu moni-torovaí funki (3.44) nabýval hodnot uvedenýh v tabule 4.8. Na monitorovaífunki G bylo provedeno zhlazení (3.55). Pro metodu GSV QPMM − PM bylypostupn¥ pouºity volby parametr· dané tabulkou 4.10. Po£et iteraí pro úpra-vu sít¥ MAXITERvqpmm = 1. Na aproximai Hessovy matie M bylo pouºitozhlazení (3.132) a redu£ní koe�ient γr pro koreki (3.146) je volen γr = 0.99.Ze spo£tenýh hodnot uvedenýh v tabulkáh 4.8 a 4.10 je vid¥t, ºe elýadapta£ní proes je závislý na pouºitýh parametreh. Poznamenejme, ºe volbatestovanýh parametr· u obou metod byla provedena experimentáln¥ tak, abydoba výpo£tu byla pro v¥t²inu variant °ádov¥ stejná.U metody GSMOV E − PM , viz tabulka 4.8, je vid¥t velká itlivost adap-ta£ního proesu na uºivatelem zvolený parametr α. Výrazn¥ vy²²í doba b¥hualgoritmu pro volbu α = 0.002 je dána tím, ºe zhruba v £ase T = 0.15, je velikost20P°i zm¥n¥ parametr· α resp. ε1 a p pro varia£ní metody, resp. pro metody zaloºené namnimalizai parametru kvality vrholu.21Ke staºení na: http://ooubed.asu.edu/ode_pages/exat_riemann.shtml132



α J hmin hmax havg ITER L2Eρ T [s℄0.001 160 0.016134 0.039090 0.031250 584 0.594960 587.690.0015 160 0.011655 0.043231 0.031250 870 0.673742 872.980.002 160 0.020382 0.054772 0.031250 4893 0.715616 5039.860.002 (DS) 160 0.011842 0.042446 0.031250 880 0.682497 891.70Tabulka 4.8: Sledované veli£iny pro modi�kovaný Sod·v problém v t = 0.4, pro
J = 160 objem·, Lax-Wendro�·v numeriký tok s limiterem s pouºitím adaptivi-ty, metoda GSMOV E−PM . Pomoí DS jsou ozna£eny hodnoty získané pomoídynamikého ²kálování.nejmen²ího objemu sít¥ velmi malá, °ádov¥ 10−4, £ímº dohází v d·sledku spln¥-ní CFL podmínky ke zmen²ení £asového kroku a metoda musí vykonat mnohemv¥t²í po£et krok·, neº dosp¥je do konového £asu. Tento jev je t¥ºko p°edvídatel-ný a £áste£n¥ zhor²uje pouºitelnost metody, viz obdrºené výsledky pro p°edhozíúlohu v tabulkáh 4.6 a 4.7 pro J = 320 objem· u této metody.Moºným °e²ením je dynamiky ²kálovat parametr α v monitorovaí funk-i (3.44) dle hodnot £asového kroku τk, viz (2.27), metody kone£nýh objem·.Výsledky obdrºené pomoí dynamikého ²kálování jsou v tabule 4.8 ozna£enyDS. Dynamiké ²kálování parametru α je realizováno tak, ºe pokud £asový krok
τk je v ur£itýh p°edepsanýh mezíh, pak se upraví hodnota α tak, ºe nová hod-nota α̃ = c.α, kde c je p°edepsaná konstanta. Pouºili jsme volbu mezí a konstant
c danou tabulkou 4.9. Z dosaºenýh výsledk· je vid¥t, ºe dynamiké ²kálováníparametru α tento jev eliminuje.meze £asového kroku τk c

τk ≥ 10−2 10
τk ∈ (10−2, 10−3 > 1.1
τk ∈ (10−3, 2.10−4) 1
τk ≤ 2.10−4 0.9Tabulka 4.9: Volba konstanty c pro ur£ení α p°i dynamikém ²kálování.Porovnáním s výsledky pro J = 320 objem·, za pouºití stejného °e²i£e, alebez pouºití adaptivity: ITER = 638, L2Eρ = 0.668326 a T = 870.01 s, je vid¥t,ºe pro první dv¥ volby parametru α = 0.001, α = 0.0015 a pro α = 0.002 p°ipouºití dynamikého ²kálování jsou spo£tené výsledky srovnatelné, ale p°i J = 160objem·.U námi navrºené metodyGSV QPMM−PM vede zvy²ování parametru p, p°istejném parametru ε1, k r·stu doby pot°ebné pro elý výpo£et, viz tabulka 4.10.Obdobn¥ se metoda hová i p°i r·stu parametru ε1, p°i stejné hodnot¥ p. Tentonár·st doby pot°ebné pro výpo£et je op¥t zp·soben tím, ºe se v síti s r·stemvý²e uvedenýh parametr· vyskytují men²í a men²í objemy, a tak, vzhledem kpodmíne stability, dohází ke zmen²ování £asového kroku, a následn¥ k nutnostivykonat v¥t²í po£et výpo£etníh krok·. Vý²e zmín¥ný jev skokového zpomalenívýpo£tu p°i malé zm¥n¥ parametr· metody, viz tabulka 4.8, nebyl u na²í metodyzaznamenán. Porovnáním s výsledky pro J = 320 objem·, za pouºití stejného°e²i£e, ale bez pouºití adaptivity, viz vý²e, vidíme, ºe námi dosaºené výsledky133



ε1 p J hmin hmax havg ITER L2Eρ T [s℄10 1 160 0.017933 0.261659 0.03125 576 0.358931 635.4910 2 160 0.017745 0.259817 0.03125 578 0.366693 639.3510 5 160 0.017861 0.255138 0.03125 579 0.274215 639.3810 10 160 0.017744 0.261199 0.03125 581 0.275069 641.8010 20 160 0.017764 0.268416 0.03125 582 0.340231 643.4710 50 160 0.013745 0.260825 0.03125 629 0.328261 697.5310 100 160 0.011598 0.247890 0.03125 677 0.333312 749.8620 1 160 0.014390 0.324429 0.03125 745 0.475071 799.6220 2 160 0.014323 0.327197 0.03125 749 0.499391 819.7420 5 160 0.014095 0.333358 0.03125 753 0.497429 824.0420 10 160 0.013786 0.339112 0.03125 755 0.503116 827.6720 20 160 0.013349 0.345264 0.03125 760 0.507412 835.6120 50 160 0.012878 0.354638 0.03125 764 0.418721 839.0920 100 160 0.011954 0.360737 0.03125 768 0.400549 832.2230 1 160 0.012550 0.324391 0.03125 879 0.488508 968.6330 2 160 0.012474 0.327922 0.03125 883 0.509361 977.1730 5 160 0.012142 0.335662 0.03125 890 0.517467 982.6130 10 160 0.011532 0.342694 0.03125 897 0.505701 990.9930 20 160 0.011902 0.351123 0.03125 902 0.496453 996.9630 50 160 0.011511 0.362301 0.03125 912 0.481553 1009.5430 100 160 0.011055 0.369289 0.03125 924 0.474962 1027.22Tabulka 4.10: Sledované veli£iny pro modi�kovaný Sod·v problém v t = 0.4,pro J = 160 objem·, Lax-Wendro�·v numeriký tok s limiterem s pouºitímadaptivity, metoda GSV QPMM − PM .jsou p°i zhruba stejné dob¥ výpo£tu T , za pouºití J = 160 objem· z hlediskaukazatele L2Eρ, p°esn¥j²í.Na obrázíh 4.7 je zaneseno porovnání spo£tenýh výsledk· s p°esným °e²e-ním. Zde je patrné, ºe °e²ení získané pomoí adaptivníh metod odpovídá p°esné-mu °e²ení. Obdobn¥ jako v p°edhozím numerikém testu vedlo pouºití adaptivityke zmen²ení osilaí, jeº produkuje samotný °e²i£ bez pouºití adaptivity.Zhodnoení dosaºenýh výsledk· v 1DZ provedenýh experiment· vyplývá, ºe v adaptivníh algoritmeh 4.1 a 4.2 je nut-né pro výpo£et numerikého °e²ení pouºívat taková numeriká shémata, kterádostate£n¥ p°esn¥ zahytí nespojitost, £i oblast s velkou hodnotou normy gra-dientu v numerikém °e²ení. Dále se ukázalo, ºe vliv na p°esnost výpo£tu má ipouºitý p°epo£et °e²ení. Z hlediska námi pouºitého ukazatele L2Eρ,(4.18) se jakop°esn¥j²í jeví transformae °e²ení, jeº je zaloºena na perturba£ní metod¥ (4.3) stokem (4.5), neº pouºití váºeného pr·m¥ru (4.10). Z hlediska £asu pot°ebnéhopro p°epo£et °e²ení je ve v¥t²in¥ p°ípad· dosahováno niº²íh hodnot p°i pouºitíváºeného pr·m¥ru (4.10). V uskute£n¥nýh experimenteh se ukázalo, ºe pou-ºití adaptivity je shopno £áste£n¥ utlumit vzniklé osilae poblíº nespojitostí.Domníváme se, ºe je to díky transformai °e²ení.Dále z provedenýh exepriment· vyplývá, ºe vhodné nastavení parametr·ovliv¬ujííh adaptivní proes je, vzhledem k v¥t²í £i men²í itlivosti jednotli-výh metod na dané parametry, d·leºité a ovliv¬uje získané výsledky. Jako mén¥134



a)
 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 10

 11

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5  5

ρ

x

GSMOVE−PM
exact

b)
 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 10

 11

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5  5

ρ

x

GSVQPMM−PM
exact

)
 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0  1  2  3  4  5

T
[s

]

xi

d)
 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0  1  2  3  4  5

T
[s

]

xiObrázek 4.7: Porovnání spo£tenýh °e²ení pro modi�kovaný Sod·v problém, Lax-Wendro�·v numeriký tok s limiterem, J = 160. Naho°e (a),(b) je porovnánínumerikého °e²ení získaného pomoí metod GSMOV E − PM s α = 0.0015(a) a GSV QPMM − PM s ε1 = 20, p = 100 (b) s p°esným °e²ením v £ase
t = 0.4. Dole (),(d) jsou zahyeny trajektorie jednotlivýh uzl· sít¥ p°i uºitímetod GSMOV E − PM () a GSV QPMM − PM (d).itlivá na zm¥nu parametr· se ukázala námi navrºená metoda GS − V QPMM ,viz tabulka 4.1.4.4 Numeriké experimenty ve 2DV této £ásti na²í práe se zam¥°íme na otestovaní vý²e uvedeného algoritmu22 4.1ve 2D. Jako numeriký °e²i£ budeme pouºívat metodu kone£nýh objem· pro °e-²ení Eulerovýh rovni (1.2) se shématem ADER, popsaným v kapitole 2.2.1 akapitole 2.6.5, s p°ibliºným °e²i£em HLLC,viz 2.4.1. Jako adaptivní modul algorit-mu 4.1 pouºijeme bu¤ varia£ního p°ístupu, viz kapitola 3.1.5, nebo na²i p·vodnímetodu zaloºenou na minimalizai kvality vrholu, konkrétn¥ metodu s opravnýmyklem, viz algoritmus 3.8 v kapitole 3.3.3. Adaptae sít¥ je v obou p°ípadeh pro-vád¥na dle první sloºky lineární rekonstruke w∗

h (3.82) která odpovídá hustot¥
ρ. Pro p°epo£et °e²ení ze staré sít¥ na sí´ novou je vyuºito jak postupu (4.14),tak i p°epo£tu pomoí váºeného pr·m¥ru (4.10).Implementae jednotlivýh £ástí algoritmu 4.1 byla následujíí. Jako °e²i£ bylapouºita metoda kone£nýh objem· se shématem ADER, která je implementová-na ve Fortranu a je sou£ástí práe [23℄, která je v sou£asné dob¥ dále roz²i°ována22Protoºe jsme v provedenýh 1D numerikýh experimenteh vid¥li, ºe pouºití predike,algoritmus 4.2, sie zvý²í p°esnost, ale téº £as nuný pro b¥h programu, nebudeme se jí dálezabývat. 135



v rámi doktorského studia. Pro adaptai sít¥ budeme, v p°ípad¥ metody s oprav-ným yklem a následného p°epo£tu °e²ení, pouºívat na²i vlastní implementai vjazye C++. V p°ípad¥ aplikae varia£níh metod budeme pouºívat pro adaptaisít¥ na²i vlastní implementai v jazye FreeFem++ verze 3.40. A pro transformai°e²ení pomoí váºeného pr·m¥ru pouºijeme vlastní implementai v C++.Sodova trubie ve 2DPro tento test jsme si vybrali 2D roz²í°ení úlohy Sodovy trubie popsané v kapi-tole 4.3. Jako oblast Ω, na které °e²íme Eulerovy rovnie (1.2), uvaºujme oblast
Ω = [−3, 3]× [0, 0.1]. Po£áte£ní podmínka je :

w0(x) =

{
(1, 0, 0, 5)T , x1 < 0,

(1.101463, 0, 0, 2.5)T , x1 > 0,
(4.20)a okrajová podmínka je zvolena tak, ºe levý okraj oblasti je vstup a pravý výstup,dolní a horní okraje obasti jsou pevné nepropustné st¥ny, viz okrajové podmínkyv [13, str. 203℄. Fyzikální £as, do kterého je úloha °e²ena, volíme t = 1. Propodmínku stability bylo voleno CFL £íslo CFL = 0.3, jak p°i pouºití adaptivity,tak bez ní.Z toho d·vodu, ºe jednotlivé moduly algoritmu 4.1 jsou nyní implementoványv r·znýh jazyíh a vým¥nu dat mezi nimi realizujeme pomoí souborovýhoperaí, tak pro metodu adaptae sít¥ s opravným yklem provádíme její adaptaia následný p°epo£et numerikého °e²ení, ze staré sít¥ na novou, nikoliv v kaºdém£asovém okamºiku tk, nýbrº pro fyzikální £as t = j∆t, j = 1, 2, . . ., kde∆t = 0.01.V p°ípad¥ pouºití metod adaptae sít¥ zaloºenýh na varia£ním prinipu budemeadaptovat pro fyzikální £as t = j∆t, j = 1, 2, . . ., kde ∆t = 0.1. D·vodem jeto, ºe p°i adaptai sít¥ tímto zp·sobem dojde ke zm¥n¥ poloh v²eh uzl· sít¥najednou, viz algoritmus 3.1, tato posunutí naví nemusí být malá, proto nelzepouºít perturba£ní metodu pro p°epo£et °e²ení a z toho d·vodu je nutné pouºíttransformai °e²ení zaloºenou na váºeném pr·m¥ru, viz vztah (4.10), která velmizvy²uje £asovou náro£nost výpo£tu.Op¥t jako v p°edhozíh experimenteh budeme sledovat hybu v·£i p°esnému°e²ení ve sloºe numerikého °e²ení w, které odpovídá hustot¥ ρh v £asovém kroku

tk:
L1Eρ =

∫

Ω

|ρ(x, tk)− ρh(x, tk)|dx ≈
∑

Di∈Th
|Di||ρ(xi, tk)− ρh(xi, tk)|, (4.21)resp.

L2Eρ =

√∫

Ω

(ρ(x, tk)− ρh(x, tk))
2 dx ≈

√∑

Di∈Th
|Di| (ρ(xi, tk)− ρh(xi, tk))

2,(4.22)kde xi je t¥ºi²t¥ objemu Di, jako p°esné °e²ení ρ v t¥ºi²ti xi objemu Di je pouºito°e²ení uvedené v [13, str. 137℄.Pro metodu zaloºenou na varia£ním prinipu bylo pouºita monitorovaí funkeWinslowova typu (3.43) a nastavení, které je uvedeno v tabule 4.11. Výpo£etníoblast Ωc jsme volili Ωc = Ω a sí´ na této oblasti odpovídala síti na oblasti Ω bezpouºití adaptivity. 136



Parametr Hodnota Popis
∆τ 0.001 velikost £asového kroku p°i uºití metody um¥lého £asu (3.64)
T 0.01 parametr ryhlosti adaptae sít¥ (3.59)
ǫ 10−6 minimální hodnota ukazatele dosaºení sta. stavu REZ (3.71)
TSTEP 10 po£et iteraí metody pro dosaºení staionárního stavu
MAXITER 1 po£et provedenýh adaptaí sít¥
MAXITERb 10 po£et iteraí shématu (3.58) pro ur£ení poloh hrani£níh uzl·Tabulka 4.11: Pouºité parametry pro metodu zaloºenou na varia£ním prinipu,viz algoritmus 3.1 v kapitole 3.1.5.Pro metodu s opravným yklem bylo pouºito nastavení, které je uvedeno vtabule 4.12.Parametr Hodnota Popis

α 0.02 minimální úhel, viz (3.111)
γr 0.9 multiplikátor, viz (3.126)
MAXITG 5 po£et iteraí metody zlatého °ezu
MAXITREP 5 po£et opravnýh iteraí
MAXITGRAD 1 po£et iteraí gradientní metody nad jedním uzlem
MAXITER 1 po£et globálníh iteraíTabulka 4.12: Pouºité parametry pro metodu s opravným yklem, viz algo-ritmy 3.5, 3.6, 3.7 a 3.8.Pro porovnání jsou v tabule 4.13 zaneseny n¥které sledované veli£iny pror·zný po£et objem· J bez pouºití adaptivity, kde ITER p°edstavuje po£et krok·metody kone£nýh objem·.

J L1Eρ L2Eρ ITER T [s℄320 0.007455 0.030829 377 0.88548 0.005919 0.028377 591 2.38960 0.004945 0.025725 1012 7.463840 0.003189 0.021283 1604 49.486090 0.002728 0.019303 2489 116.97Tabulka 4.13: Sledované veli£iny pro Sod·v problém v t = 1, pro numerikéshéma ADER, bez pouºití adaptivity.V následujíí tabule 4.14 jsou zaneseny sledované parametry pro Sod·v pro-blém ve 2D, za pouºití varia£ního p°ístupu s Winslowovou monitorovaí funkí,pro r·zné volby parametru23 α, viz (3.43), a r·zné po£ty objem· J , kde hmin,resp. hmax p°edstavují délky nejkrat²í, resp. nejdel²í hrany sít¥ Th a ε je jejihpom¥r na koni výpo£tu, £ili ukazatel míry adaptae.V tabule 4.15 jsou zaneseny sledované parametry pro Sod·v problém ve 2D,za pouºití adaptivní metody s opravným yklem, pro r·zné volby parametr· ε1a p, viz ((3.108) a (3.107)).23V p°ípad¥ J = 320 objem· byla adaptae sít¥ pro α = 0.25 a α = 0.5 minimální, z tohod·vodu byly pouºity jiné hodnoty parametru α neº v dal²íh experimenteh.137



J α hmin hmax ε L1Eρ L2Eρ T [s℄320 0.8 0.019635 0.100789 5.13 0.007230 0.030039 24.41320 0.9 0.017557 0.107007 6.09 0.007196 0.029557 24.62320 1.0 0.015351 0.116751 7.61 0.007135 0.028962 25.43548 0.25 0.017283 0.092798 5.37 0.005689 0.027030 44.91548 0.5 0.011567 0.091715 7.93 0.005650 0.025726 47.46548 0.75 0.010756 0.089330 8.30 0.006039 0.027086 48.71960 0.25 0.014743 0.067475 4.58 0.004680 0.023220 78.87960 0.5 0.009466 0.068043 7.19 0.004560 0.022290 90.07960 0.75 0.009321 0.079031 8.48 0.004696 0.022823 93.173840 0.25 0.006706 0.033956 5.06 0.003516 0.020127 698.073840 0.5 0.006319 0.034789 5.51 0.003692 0.021238 670.973840 0.75 0.005465 0.034821 6.37 0.003579 0.021308 631.29Tabulka 4.14: Sledované veli£iny pro 2D Sod·v problém v t = 1, pro numerikéshéma ADER v kombinai s varia£ním p°ístupem.
J ε1 p hmin hmax ε L1Eρ L2Eρ T [s℄320 100 10 0.018523 0.223870 12.09 0.006671 0.029825 10.88320 200 10 0.014007 0.253834 18.12 0.006585 0.029105 11.14320 500 10 0.010790 0.299429 27.75 0.006680 0.028934 11.65548 100 10 0.011612 0.152088 13.10 0.005538 0.027538 24.89548 200 10 0.010458 0.183396 17.54 0.005445 0.027263 32.48548 500 10 0.007338 0.212749 28.99 0.005376 0.026442 42.78960 100 10 0.009397 0.149933 15.96 0.004713 0.024444 40.69960 200 10 0.008582 0.183681 21.40 0.004617 0.024182 42.92960 500 10 0.007972 0.217308 27.26 0.004522 0.023955 48.353840 100 10 0.006779 0.059302 8.75 0.002979 0.020085 274.173840 200 10 0.004615 0.063899 13.84 0.003026 0.019832 393.613840 500 10 0.004385 0.089610 20.44 0.002935 0.019152 428.12Tabulka 4.15: Sledované veli£iny pro 2D Sod·v problém v t = 1, pro numerikéshéma ADER v kombinai s metodou s opravným yklem.Ze srovnání získanýh výsledk· je vid¥t, ºe v p°ípad¥ pouºití metody zaloºenéna varia£ním prinipu do²lo v n¥kolika p°ípadeh ke zhor²ení v ukazateli L1Eρv·£i °e²ení bez pouºití adaptivity, zatímo z hlediska ukazatele L2Eρ do²lo kezlep²ení. Dále je vid¥t, ºe výsledky získané za pouºití metody zaloºené na vari-a£ním prinipu jsou hor²í, neº za pouºití adaptivity pomoí metody s opravnýmyklem, kde vedlo pouºití adaptivity ke zvý²ení p°esnosti výpo£tu v obou sledova-nýh ukazatelíh L1Eρ a L2Eρ. Domníváme se, ºe je to zp·sobeno tím, ºe v oboutesteh pouºíváme jiný p°epo£et °e²ení ze staré sít¥ na novou adaptovanou sí´ atento zp·sob p°epo£tu, tj. pouºití váºeného pr·m¥ru, dosahoval i v provedenýh1D experimenteh hor²íh výsledk· z hlediska pouºitýh ukazatel·.Na obrázíh 4.8, 4.9, 4.10 a 4.11 je zaneseno porovnání spo£tenýh hodnot sp°esným °e²ením na spodní hran¥ oblasti Ω a dále jsou zde zakresleny výslednésít¥. Zde je vid¥t, ºe zjemn¥ní sít¥ odpovídá míst·m nespojitosti a op¥t, jakov 1D, je struktrura zjemn¥né sít¥ pro kaºdou adaptivní strategii jiná. Metodazaloºená na varia£ním prinipu (Winslowova) zahyuje nespojitost ost°eji, ale138



v místeh s konstantní hodnotou sledované veli£iny je adaptae sít¥ minimální,na rozdíl od metody zaloºené na minimalizai parametru kvality vrholu, kterásí´ zjemní v místeh nespojitosti a v místeh s konstantní hodnotou sledovanéveli£iny dohází k zhrubnutí sít¥, op¥t obdobn¥ jako v 1D.Na obrázíh 4.12 je zahyen detail porovnání získaného numerikého °e²enís pouºitím adaptivity a bez ní s p°esným °e²ením. Zde je vid¥t, ºe ve v²eh p°ípa-deh dohází k ost°ej²ímu zahyení nespojitosti °e²ení, tj. p°i pouºití adaptivityje norma gradientu hustoty ρ v okolí nespojitosti v¥t²í, neº bez ní. Pro metoduzaloºenou na varia£ním prinipu (Winslowova) dohází za nespojitostí k pomalej-²ímu p°imykání numerikého °e²ení k p°esné hodnot¥, neº v p°ípad¥ bez pouºitíadaptivity. Toto hování je nejspí²e zp·sobeno pouºitým p°epo£tem °e²ení, tj.pouºitím váºeného pr·m¥ru. A je téº p°í£inou toho, ºe tato metoda dosahujehor²íh výsledk· v sledovanýh ukazatelíh L1Eρ a L2Eρ neº druhá metoda, kdese pouºívá pro p°epo£et °e²ení perturba£ní metoda, £ili vztahu (4.14).
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Zhodnoení provedenýh experiment· ve 2DZ provedenýh experiment· vyplývá, ºe p°i pouºití p°epo£tu °e²ení pomoí váºe-ného pr·m¥ru (4.10) se dosahuje, z hlediska sledovanýh ukazatel· L1Eρ (4.21) a
L2Eρ (4.22), hor²íh výsledk· neº v p°ípad¥ pouºití perturba£ní metody, a navíje tento zp·sob £asov¥ mnohem náro£n¥j²í.U metod zaloºenýh na varia£ním prinipu pouºíváme, v p°ípad¥ trojúhel-níkové sít¥ kone£nýh objem·, pro °e²ení systému rovni (3.2) ur£ujííh polohyuzl· metodu kone£nýh prvk·, a tak získáme polohy v²eh uzl· sít¥ naráz. Z tohod·vodu není moºné pouºít pro p°epo£et perturba£ní metodu, kde se p°edpokládávºdy pohyb jednotlivýh uzl· sít¥. Poznamenejme, ºe zde se li²íme od práe [40℄,kde byl algoritmus typu 4.1 aplikován na £ty°úhelníkové síti a pro °e²ení systémurovni (3.2) byla pouºita metoda sítí. Iterae metody sítí byly provád¥ny nadjednotlivými uzly spolu s p°epo£tem °e²ení zaloºeným na perturba£ní metod¥.P°i pokusu implementovat posun jednotlivýh uzl· tak, abyhom byli shopnipouºít perturba£ní metodu, se ukázalo jako nutné pouºít velmi malé hodnoty αv monitorovaí funki (3.43). To ale zp·sobilo, ºe adaptae sít¥ byla minimální,proto jsme se tím dále nezabývali. D·vodem k volb¥ malé hodnoty α je podmínkamalého posunu uzl· pro aplikai p°epo£tu °e²ení pomoí perturba£ní metody.P°i porovnání obou postup· se, v p°ípad¥ trojúhelníkové sít¥ kone£nýh ob-jem·, jeví jako výhodn¥j²í pouºití metody zaloºené na minimalizai parametrukvality uzlu, která je shopna jak zhu²t¥ní uzl· v okolí nespojitosti £i oblasti svelkou normu gradientu °e²ení, tak i opa£ného proesu v oblasteh, kde je °e²enítém¥° konstantní. Naví lze u této metody pouºít pro p°epo£et numerikého °e²e-ní perturba£ní metody, která dosahuje lep²íh výsledk·. Poznamenejme, ºe námipouºitý p°epo£et pomoí perturba£ní metody (4.14) vyuºívá pouze hodnotu po£ásteh konstantního numerikého °e²ení na daném objemu £i jeho sousedeh, v£emº se li²íme od 1D úlohy, kde byla pouºita lineární rekonstruke (4.5) hodnotna hraniíh objemu.
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Záv¥rV prái jsme se zabývali problémem adaptae výpo£etní sít¥ v kontextu metodykone£nýh objem· pro °e²ení Eulerovýh rovni, popisujííh proud¥ní nevazkéstla£itelné tekutiny.Popsali jsme matematiký model proud¥ní nevazké stla£itelné tekutiny a me-todu kone£nýh objem·, uºívanou pro jeho °e²ení, se zam¥°ením na numerikétoky, jeº byly uºity v na²ih numerikýh experimenteh. Dále jsme popsali n¥-které vybrané adaptivní strategie, ze kterýh na²e metody vyházejí, nebo s nimina²e metody srovnáváme a tyto jsme zárove¬ otestovali. Popsali jsme metody p°e-po£tu numerikého °e²ení Eulerovýh rovni mezi p·vodní a nov¥ adaptovanousítí kone£nýh objem·, které spl¬ují geometriký zákon zahování a jsou vhodnép°i pouºití s adaptaí sít¥ kone£nýh objem· v 1D a ve 2D. Formulovali a otes-tovali jsme adapta£ní algoritmus pro °e²ení úloh s pohybujíí se nespojitostí, £i soblastí s velkou hodnotou normy gradientu n¥které ze sloºek numerikého °e²ení.V prái jsme dosáhli následujííh p·vodníh výsledk·. V 1D jsme navrhlivlastní metodu adaptae sít¥ vyházejíí z anisotropní adaptivity, která je ryh-lostí a p°esností výpo£tu, m¥°enou ve vhodném ukazateli, srovnatelná s jiº po-uºívanou strategií tzv. Moving Mesh algoritm· [40℄. Je mén¥ itlivá na volbuparametr· ovliv¬ujííh adapta£ní proes, oº jsme ov¥°ili na n¥kterýh nume-rikýh experimenteh. Dále jsme v 1D prov¥°ili hování adapta£ního proesu vzávislosti na pouºitém numerikém °e²i£i Eulerovýh rovni a postupu p°epo£tu°e²ení mezi p·vodní a adaptovanou sítí.Pro úlohy ve 2D jsme navrhli vlastní adapta£ní strategie, vyházejíí z ani-sotropní adaptivity a tyto jsme prov¥°ili na shopnost adaptovat sí´ za r·znýhpodmínek kladenýh na výpo£etní oblast. Dále jsme ov¥°ili moºnosti pouºití t¥h-to adapta£níh strategií v kombinai s numerikým shematem metody kone£nýhobjem· ADER p°i °e²ení Eulerovýh rovni ve 2D na úloze s pohybujíí se ne-spojitostí.Pro trojúhelníkovou sí´ ve 2D jsme formulovali metodu p°epo£tu numeri-kého °e²ení Eulerovýh rovni mezi p·vodní a nov¥ adaptovanou sítí kone£nýhobjem·, jeº spl¬uje geometriký zákon zahování.Do budouna je nutné se zam¥°it na navrºení postupu dynamikého ²kálováníparametr· ovliv¬ujííh proes adaptae tak, aby byl o nejvíe automatizovanýb¥hem výpo£tu. Pro úlohy ve 2D bude klí£ové v¥novat pozornost strategii p°e-po£tu °e²ení p°i výraznýh zm¥náh sít¥ £i její topologie a navrhnout strategiip°epo£tu °e²ení �vy²²ího °ádu�, obdobnou strategii uºitou v 1D.Protoºe se na²e p·vodní metoda adaptivního zjemn¥ní sít¥ ukázala srovna-telná a v °ad¥ aspekt· lep²í neº metoda zaloºená na varia£ním prinipu, p°ed-pokládáme její dal²í vývoj v kontextu metod kone£nýh objem· vy²²íh °ád· saplikaemi nejen pro °e²ení Eulerovýh rovni, ale i pro °e²ení dal²íh hyperbo-likýh rovni, se kterými se setkáváme p°i °e²ení rovni m¥lké vody [43℄ nebosedimentae polydisperzníh sm¥sí [2℄.
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Pouºité zna£ení a seznam zkratekV elé prái pouºito následujíí zna£ení:
N - prostorová dimenze problému
Z+ - mnoºina v²eh nezápornýh elýh £ísel
δij - Kronekerovo delta, δij = 1 kdyº i = j, jinak δij = 0
Ωt ⊂ IR3 - oblast vypln¥ná tekutinou v £ase t, pro oblast nezávislou na £ase Ω = Ωt

∂Ω - hranie oblasti Ω
(0,T) - £asový interval
M = {(x, t) ; x ∈ Ωt, t ∈ (0,T)} ⊂ IR4 - oblast na níº jsou de�novány veli£iny popisujííproud¥ní
QT = Ω× (0, T ) - £aso-prostorový vále
ρ = ρ (x, t) - hustota
v = v (x, t) - vektor ryhlosti, v = (v1, v2, v3)
p = p (x, t) - tlak
θ = θ(x, t) - absolutní teplota
E = E (x, t) - elková energie
e - hustota vnit°ní energie
T =




τ11 τ12 τ13
τ21 τ22 τ23
τ31 τ32 τ33


 - tenzor nap¥tí, τij = τij (x, t)

D(v) - tenzor ryhlosti deformae
f = f (x, t) - vektor hustoty vn¥j²í objemové síly
q = q (x, t) - hustota zdroj· tepla v tekutin¥
cp, cv - spei�ká tepla p°i konstantním tlaku a p°i konstantním objemu
λ, µ - koe�ienty viskozity
k - konstanta tepelné vodivosti
R > 0 - plynová konstanta
γ > 1 - Poissonova adiabatiká konstanta
M - Mahovo £íslo
a - ryhlost zvuku:
f s - Eulerovy nevazké toky
Rs - vazké toky
w - stavový vektor
As (w) - Jaobiho matie zobrazení f s

P (w,n) - tok veli£iny w ve sm¥ru n
P (w,n) - Jaobiho matie toku P (w,n)
λj - vlastní £ísla P (w,n)

Ωh - polygonální aproximae Ω
Dh - sí´ kone£nýh objem·
J - po£et kone£nýh objem· sít¥ Dh

Pi - i-tý vrhol sít¥
e - hrana sít¥
Di - i-tý kone£ný objem
|Di| - N -dimenzionální míra kone£ného objemu
Γij - spole£ná hranie objem· Di a Dj

|Γij| - N − 1 dimenzionální míra Γij

xi - uzlové body 1D sít¥
xi+ 1

2
- st°ed i-tého kone£ného objemu v 1D151



hi - velikost i-tého kone£ného objemu v 1D
Th - trojúhelníková sí´ kone£nýh objem·
wk

i - p°ibliºné (konstantní) °e²ení na objemu Di v £ase tkwk
h - p°ibliºné °e²ení metody kone£nýh objem· na síti Dh v £ase tk

ŵk
i - polynomiální rekonstruke °e²ení na objemu Di v £ase tk

H - numeriký tok
τk - velikost k-tého £asového kroku
Ωc - logiká výpo£etní oblast
ξ = (ξ1, . . . , ξN ) - sou°adnie v Ωc

T c
h - triangulae oblasti Ωc

LT c
h
- prostor v²eh po £ásteh lineárníh polynom· na triangulai T c

h v Ωc

LT c
h
=
[
LT c

h

]2
E(ξ) - kvadratiký funkionál
Gk, G - monitorovaí funke ve 2D
G - monitorovaí funke v 1D
g - g = det(G)
u - skalární funke
w(x) - váhová funke pro Winslowovu monitorovaí funki
τν - ν-tý krok um¥lého £asu τ
∆τ - velikost £asového kroku u metody um¥lého £asu
J - Jaobián transformae sou°adni
T - parametr ryhlosti posunu sít¥w∗

h - lineární rekonstruke získaná z wk
h

eh - hyba diskretizae
πh - operátor nejlep²í aproximae
rh - interpola£ní operátor
H - Hessova matie
M - modi�kae Hessovy matie
Iu - hyba interpolae
||e||u - Riemannova norma hrany sít¥
QTh - parametr kvality sít¥
QPi

- parametr kvality vrholu Pi

KPi
- sjednoení v²eh objem· Dj obsahujííh vrhol Pi

Kad
Pi

- p°ípustná oblast pro pohyb vrholu Pi

ΦPi
- minimalizovaná kriteriální funke p°íslu²ejíí vrholu Pi

BPi
- bariérová funke p°íslu²ejíí vrholu Pi

ΨPi
- funke p°íslu²ejíí vrholu Pi, jeº zaji²´uje kontrolu úhlu

hmin - délka nejkrat²í hrany sít¥ (2D), velikost nejmen²ího objemu sít¥ (1D)
hmax - délka nejdel²í hrany sít¥ (2D), velikost nejv¥t²ího objemu sít¥ (1D)
havg - pr·m¥rná velikost kone£ného objemu sít¥ v 1D
ε - pom¥r mezi nejdel²í a nejkrat²í hranou sít¥ Dh

L1Eρ,L2Eρ - pouºité ukazatele p°esnosti výpo£tu
T - doba pot°ebná pro b¥h výpo£tu
ITER - po£et prob¥hlýh iteraíADER - Arbitrary DerivativeAMA - Anisotropi Mesh Adaptation 152



ALLMF - Ar-Length Like Monitor FuntionBFGS - Broyden, Flether, Goldfarb, ShannoaCFL - Courant-Friedrihs-LewyDRP - Derivative Riemann ProblemGMCL - Geometri Mass Conservation LawGMRES - Generalized Minimal Residual MethodGRP - Generalized Riemann ProblemENO - Essentially Non OsillatoryHLL - Harten Lax Van LeerHLLC - Harten Lax Van Leer ContatMKO - Metoda Kone£nýh Objem·MMPDE - Moving Mesh Partial Diferential EquationMUSCL - Monotone Upstream-Centered Sheme for Conservation Laws)SOR - Suessive OverrelaxationVQPMM(M) - Vertex Quality Parameter Moving Mesh (Methods))WENO - Weighted Essentially Non OsillatoryNázvy metod adaptae sít¥ v tabule 4.1 jsou následujíí:(P) - pre�x ozna£ujíí pouºití predikeAT - Arti�ial Time, pouºit um¥lý £as pro pohyb uzl·GS - pouºita Gaussova-Seidelova iterae pro pohyb uzl·JAC - pouºita Jaobiova iterae pro pohyb uzl·VQPMM - pouºit p°ístup metody VQPMMMOVE - pouºit p°ístup MMPDEPM - su�x ozna£ujíí pouºití perturba£ní metody pro p°epo£et °e²eníWA - su�x ozna£ujíí pouºití váºeného pr·m¥ru pro p°epo£et °e²ení
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P°ílohová £ástPouºitá kon�gurae po£íta£eV na²í prái jsme pro v²ehny numeriké experimenty pouºili po£íta£, jehoº kon-�gurae je následujíí:
• CPU: 4 Intel(R) Xeon(TM) CPU 3.20 GHz
• RAM: 2 GB
• Opera£ní systém: Linux Debian 2.6.26-2-amd64Porovnání metod pro úlohu Sodovy trubie
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Obrázek 4.13: Porovnání metod pro J = 20 objem·. Metody jsou o£íslovány dlepo°adí v tabule 4.1, indexem 0 zna£íme výsledky získané bez adaptae.
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Obrázek 4.14: Porovnání metod pro J = 40 objem·. Metody jsou o£íslovány dlepo°adí v tabule 4.1, indexem 0 zna£íme výsledky získané bez adaptae.

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2  2.4  2.6

L2
E

ρ

Log (T)

Lax−Friedrichs

0 12 34

5 6

78

Roe

0

1

2

3

4

5

6

7

8

Lax−Wendroff

0

1
2

3

4
5

6

7

8

Lax−Wendroff limiter

0

1

2

3

4

56
7

8Obrázek 4.15: Porovnání metod pro J = 80 objem·. Metody jsou o£íslovány dlepo°adí v tabule 4.1, indexem 0 zna£íme výsledky získané bez adaptae.
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Obrázek 4.16: Porovnání metod pro J = 160 objem·. Metody jsou o£íslovány dlepo°adí v tabule 4.1, indexem 0 zna£íme výsledky získané bez adaptae.
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Obrázek 4.17: Porovnání metod pro J = 320 objem·. Metody jsou o£íslovány dlepo°adí v tabule 4.1, indexem 0 zna£íme výsledky získané bez adaptae.
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