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adaptivité, kterd bude v kazdém adaptac¢nim kroku spliovat tzv. geometricky za-
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Uvod

Problematika proudéni vazké stlacitelné tekutiny je popsédna systémem parcil-
nich diferencialnich rovnic, tzv. Navierovymi-Stokesovymi rovnicemi. Pro fadu
problému z oblasti dynamiky tekutin je dostacujici uziti jistych zjednodusujicich
predpokladi, jako jsou zanedbani viskozity tekutiny, vnitinich zdroju tepla a je-
ho prenosu, ¢imz dostavime model tzv. nevazkého stlac¢itelného proudéni, které
je popsano Eulerovymi rovnicemi. Tyto rovnice jsou, z hlediska klasifikace parci-
alnich diferencialnich rovnic, rovnicemi hyperbolickymi. Jednou z charakteristik
takového systému je, ze i v FeSeni (slabém), s hladkou poc¢ateéni podminkou, se
mohou v pribéhu ¢asu objevovat nespojitosti.

Regen{ systému Eulerovych rovnic je dulezité nejen pro specialni zjednodu-
Sené piipady, ale i jako soucést tzv. kombinované metody konec¢nych prvku a
objemt [12] pro FeSeni rovnic Navierovych-Stokesovych. Pro feSeni systému Eule-
rovych rovnic je nejé¢astéji pouzivana metoda konecnych objemi, kde je oblast, v
niz uvazujeme proudéni dané tekutiny, rozdélena na mensi ¢asti. Tyto nazyvame
konecné objemy a na téchto objemech je uvazovano feSeni, které je po castech
konstantni.

Kli¢ovym pojmem v oblasti metody koneénych objemu je konstrukce tzv. nu-
merickych tokii. Pravé numericky tok totiz rozhoduje o presnosti metody, piehled
nékterych vybranych toki 1ze nalézt nap¥. v knize [13]. Pro zvySeni pFesnosti vy-
poctu je v podstaté mozné postupovat dvéma sméry. Prvnim z nich je zvySeni
fadu presnosti numerického toku a tim i schématu metody konec¢nych objemi, viz
napi. schéma ADER (Arbitrary Derivative) [46], metody ENO (Essentially Non
Oscillatory), ¢i WENO (Weighted Essentially Non Oscillatory). Druh& moznost
je pouziti adaptivity, tj. zjemnéni vypocetni sité konecnych objemi, viz napft.
prace [10, 40], v oblastech s nespojitosti, ¢i s velkou hodnotou normy gradientu
numerického teseni Eulerovych rovnic. Ve své praci budeme pouzivat druhého
pristupu, tedy pouziti adaptivity, ale prevazné v kombinaci se schématy metody
kone¢nych objemu vyssich radi, konkrétné druhého radu.

Proto, abychom sit vhodné adaptovali, je nutné urc¢it chybu, nap¥. a-posteriori,
jaké jsme se pii feSeni dopustili, coz je v piipadé nevazkého stlacitelného prou-
déni velmi komplikované. Zamérime se proto na aplikaci a rozsiteni adaptivniho
postupu uvedeného v praci [40], tzv. Moving Mesh, ktery je zde pouzit v 1D a
pro ¢tyitahelnikové sité konec¢nych objemu ve 2D. Postup se sklada ze tii v pod-
staté nezavislych krokii - vypoc¢tu pomoci metody kone¢nych objemii, adaptace
vypocetni sité a interpolace numerického feseni mezi puvodni a nové adaptova-
nou siti, jez jsou v prubéhu vypoctu cyklicky opakovany. Duvod, proc¢ jsme se
zamérili na tento postup, je ten, Ze ho lze pouzit i pro jiné hyperbolické systémy,
kde mohou vznikat pohybujici se nespojitosti, jako jsou proudéni meélké vody, ¢i
problém sedimentace polydisperznich smési.

Nasim cilem bude navrhnout a na vybranych tilohach otestovat vlastni strate-
gie adaptace sité, jak v 1D, tak i ve 2D pro trojihelnikové nestrukturované sité,
a porovnat je s jiz existujicimi Moving Mesh algoritmy.

Préce je ¢lenéna nasledovné. V kapitole [l je formulovan zédkladni popis mate-
matického modelu stlacitelného proudéni. V kapitole[2je odvozena metoda konec-
nych objemu a uvedeny nékteré numerické toky, které vyuzivime v nésledujicich



numerickych experimentech. Kapitola Bl obsahuje popis nékterych v sou¢asnosti
uzivanych postupu pro adaptaci sité a téz nami navrzené ptivodni algoritmy pro
adaptaci sité. Jak nami navrzené, tak i konkurenc¢ni algoritmy, jsou zde provére-
ny a porovnany ve schopnosti adaptovat vypocetni sit. V kapitole [ jsou popsany
kompletni algoritmy adaptivniho vypoctu a v 1D a 2D provéfeny na vybranych
tiloh4ch s pohybujicimi se nespojitostmi v feSeni.

Poznamenejme, 7e vSechny numerické experimety byly provadény na pocitaci,
jehoz konfigurace je uvedena v piilohové ¢asti.



1. Matematicky popis dynamiky
tekutin

Tato ¢ast prace je zaméfena na matematicky popis dynamiky tekutin. Jsou zde
uvedeny zékladni rovnice pro popis stla¢itelného proudéni (Navierovy-Stokesovy
rovnice), podrobngji jsou zde popsany Eulerovy rovnice pro nevazké proudéni,
jejichz numerické feseni v kombinaci s adaptivnim zjemnovanim je hlavnim té-
7istém této prace. V souladu s [11], 13] ozna¢me ¢asovy interval, béhem néhoz
sledujeme proudéni tekutiny, jako (0, 7') a oblast vyplnénou tekutinou v Case
t € (0, T) jako Q; C IR?, pro oblast nezdvislou na ¢ase budeme pouZivat Q0 = Q.

1.1 Navierovy-Stokesovy rovnice

Proudéni stla¢itelné tekutiny 1ze popsat pomoci nasledujiciho systému rovnic [111, 13]:

% +div (pv) = 0, —

85;: +div (v ®@v) = pf — Vp+ V (Adive) +div (2uD (v)), (1.2)

%_f +div (Bv) = pf.o—div (pv) + div (Avdive) + (1.3)
+div (2uD (v) v) + pg + div (FVO),

e = e(p,09), '

p = p(p,©), (1)

kde p je hustota, v vektor rychlosti, p tlak, # absolutni teplota, £ celkova energie,
f vektor hustoty vnéjsi objemové sily, ¢ hustota zdroju tepla v tekutiné, A, u jsou
koeficienty viskozity a k je konstanta tepelné vodivosti, viz pouzité znaceni na
str. I51l Tenzor rychlosti deformace D(v) je definovan nasledovné

1 81)@- ov;
D) = (d)fyes di = 5 ( D ax{). (1.6)
J i

Vztahy (LI)—(L3) predstavuji zdkony zachovéani, rovnice (L)) se nazyva rovnice
kontinuity a je diferencialni formulaci zakona zachovani hmotnosti. Rovnice (L2)
je tzv. Navierovou-Stokesovou rovnici a vyjadiuje diferencidlni formulaci zdkona
zachovani hybnosti. Zakon zachovani energie v diferencialni formé je vyjadien
rovnici (L3)). Zbyvajici rovnice (L)), (ILH) jsou termodynamické relace, jez uda-
vaji vztahy mezi stavovymi veli¢inami, hustotou p, absolutni teplotou ©, tlakem
p a hustotou vnitini energie e. Cely tento systém rovnic je nazyvan Navierovymi-
Stokesovymi rovnicemi pro stlacitelné proudéni. V dalsim budeme uvazovat do-
konaly plyn, jez je popsan stavovou rovnici:

p = ROp, (1.7)
kde R > 0 je plynova konstanta, kterou lze vyjadrit ve tvaru:

R=c¢,— ¢, (1.8)
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kde ¢, je specifické teplo pfi konstantnim tlaku a ¢, je specifické teplo pti kon-
stantnim objemu. Vztahy (I4), resp. (LI) budeme uvazovat v nésledujici formé:

e = ¢,0, (1.9)

resp.

p = (v—1)(E-pll*/2), (1.10)
kde v = ¢,/c, > 1 je Poissonova adaibatickd konstanta. Vztah mezi hustotou
vnitini energie e a celkovou energii £/ je dan néasledujici relaci:

e = ———-|v

E_ Lo
Sl

(1.11)

Zavedenim stavovového vektoru w = w (z,t), x € Q, t € (0,T), lze tento systém
rovnic ((LI), (L2), (L3)) pro N-dimensionalni proudéni piepsat do nasledujiciho

tvaru:

N N

ow of (w) OR,(w, Vw)
E + SZ ars = F(’UJ) + ; 4@1’5 ) (1'12)
kde
m = N+ 2,
w = (W, Wy, ..., wn)" = (p,pv1,...,poN, E)T € R™, (1.13)
m—1
fo(w) = Wy, wawsr1/wr + 615 (v — 1) (win — Z w]2‘/<2w1))7 cee
=2
(1.14)
m—1
W1 Wa1 /W1 + Omns (Y= 1) (wm — Y w}/(2wn)),
=2
m—1
Wer1 (Y — (v = 1) Y wi/(2wn))/wn)",
=2
al ow
R, (w,Vw) = ;Kij(w)a—xj. (1.15)

Vztah (LI3) definuje stavovy vektor w, jehoz jednotlivé slozky w; se nazyvaji
konzervativni proménné. Funkce f, v (LI4) jsou nazyvany nevazkymi Eulerovymi
toky. Cleny R, (w,Vw) ([I5) jsou vazké toky. Detailni zavislost vazkych toki
na konzervativnich proménnych a tvar matic K;; je uvedena napt. v [13] str. 379].

Protoze je nutné uvazovat pouze fyzikdlné piipustné hodnoty hustoty p > 0
a tlaku p > 0, je na defini¢ni oblast D C IR™ funkci f, kladen nésledujici
pozadavek:

D ={weR%uw=p>0,ws=pvs1€R s=2,....m—1,

= o w) =pfy -1 >0,

a dale plati, ze f, € C* (D)™.



1.2 Eulerovy rovnice

Eulerovy rovnice pro stlacitelné adiabatické proudéni popisuji model nevazké-
ho (u = A = 0) stlacitelného plynu, kde se zanedbéava tepelna vodivost (k = 0)
a vnitini zdroje tepla (¢ = 0). ProtoZe se uvazuje plyn, jehoz hmotnost je velmi
nizka, v modelu zanedbame efekty zptusobené objemovou silou (f) pusobici na
plyn. Podobné jako v piipadé Navierovych-Stokesovych rovnic ([LI2), 1ze zavede-
nim stavového vektoru w, viz (LI3), ziskat Eulerovy rovnice ve tvaru vhodném

pro dalsi analyzu:
N

ow of (w)
= +) o 0, (1.17)

kde f, jsou Eulerovy nevazké toky definované v (LI4) a N je dimense problému.

Derivace druhého ¢lenu rovnice (LI7) a uziti véty o derivaci slozené funkce
vede na nésledujici tvar Eulerovych rovnic, coz je kvazilinedrni systém parcidlnich
diferencialnich rovnic prvniho radu:

8—“’+ZAS (w) 22—, (1.18)

kde A (w) je Jakobiho matici zobrazeni f.:

Df,(w) _ (Wsi (’w))m (1.19)

AS (w) - Dw 6wj ’

1,j=1

pro w € D. Tok P (w,n) veli¢iny w ve sméru n lze vyjadrit ve tvaru:

P(w,n) = Zfs (w) n. (1.20)

———— = P(w,n)=> A, (w)n,. (1.21)

M == (1.22)

a = \/%. (1.23)

Na zakladé hodnot Machova ¢isla se proudéni rozdéluje na subsonické(podzvukové),
sonické a supersonické(nadzvukové), tedy:

kde a je rychlost zvuku:

M (z,t) <1 nebo M (z,t)=1 nebo M (x,t)> 1. (1.24)



1.2.1 Vlastnosti Eulerovych rovnic

V této casti prace se zamérime na popis zdkladnich vlastnosti Eulerovych rovnic,
které jsou mimo jiné vyuzivany pii konstrukci numerickych schémat pro jejich
feSeni. Eulerovy rovnice maji nésledujici vlastnosti:

Homogenita

Nevazké toky f, jsou homogenni zobrazeni prvniho fadu:

fi(aw) = af,(w), a>0. (1.25)
Coz, v disledku piedpokladu, 7e f, € C' (D)™, implikuje:
As(w)w = f,(w). (1.26)

Rotaéni invariantnost

Mé&jme libovolny vektor n = (nl,ng,ng)T € IR3, tento vektor lze ve sférickych
soutadnicich zapsat ve tvaru:

n = 7’(cosacosﬁ,sinacosﬁ,sinB)T, (1.27)

kde r = |n|, a € [0,27) a § € [—7/2,7/2]. Uvazujme novy soufadny systém
T1,To, T3, ktery vznikne posunutim puvodni soustavy soufadnic xq, 2o, 23 0 0 €
IR? a nato¢enim osy x; do sméru n. Transformac¢ni vztah z ptvodni souifadné
soustavy do nové souradné soustavy je dan vztahem:

X1 I
i‘g = @0 (n) T2 + 5’, (128)
.’i‘g XT3

cosacos 3 sinacosf sinf
Qo (n) = —sina coS o 0 , (1.29)
—cosasinff —sinasinf cosf
je ortonormélni matice a tedy plati Q' = Q. Stavovy vektor w pfi vyge uvedené
transformaci piejde na novy stavovy vektor q:

q = Q(n)w, (1.30)

Q(n) = Qo : (1.31)

je ortonormalni matice.

Rotaéni invariantnosti se rozumi, 7e systém Eulerovych rovnic (LIT) se pii
vyse uvedené transformaci formélné neméni, tedy dostavame nésledujici systém
rovnic pro q:

0q ~=0f,(q)
§+; Sl (1.32)

Déle plati néasledujici véty, jez jsou dokazany v [13, Theorem 3.4, Theorem 3.5|:
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Véta 1.1. Nechf w € D an € R?, |n| = 1. Pak plati:

P (w,n) =Q7" (n) f; (Q(n)w) (1.33)

P (w,n) = Q"' (n) A (Q(n)w) Q(n). (1.34)

Véta 1.2. Vektorovd funkce w € C* (Qr)™ je Fesenim Eulerovyjch rovnic (IL.17),
prave kdyz funkce q = q (z,t) dand (I230) spliuje transformovany systém (1.32).

Hyperbolicita

Definice 1.1. Systém typu (LI8) se nazgvd hyperbolicky v oblasti D C IR™,
jestlize vsechna Feseni \; = \;j (w,n), j = 1,...,m, algebraické rovnice m-tého
stupneé:

det (Aﬂ(w)—znjAj (w)) = 0, (1.35)

kde 1 je jednotkovd matice, jsou redlnd pro libovolné n = (nq,. .. ,nN)T c RN a
w e D.

V pfipadé, Ze vlastni ¢isla \; jsou navic jednoduchd, fekneme, Ze systém (LI8)
je ostie hyperbolicksij.

Systém (1.18) je nazgvdn (ostre) diagondlné hyperbolicky v pripadé, Ze matice
P (viz (IZ21)) je navic diagonizovatelnd, tedy ezistuje takovd nesinguldrni matice
T, Ze plati:

Al 0
T'PT = A = A (w,n) = : (1.36)
0 Am

Systém Eulerovych rovnic (LIT) je diagondlné hyperbolicky ve smyslu pied-
chozi definice (ILT]). Vlastni ¢isla A pro 3D problém jsou nésledujici:

A (w,n) = v-n—aln,
A (w,n) = A3 (w,n) = \(w,n) = v-n, (1.37)
As (w,nm) = v-n+an|,

kde a, které je dano vztahem (L23), je rychlost zvuku. Pro 2D problém lze ziskat
nasledujici vlastni ¢isla A matice P:

AM(w,n) = v-n—aln|,
X (w,n) = A\3(w,n) = v-n, (1.38)
M(w,n) = v-n+an|

1.3 Problematika pocatecnich a okrajovych pod-
minek

V této casti prace se zamérime pouze na zakladni popis problematiky okrajovych
a pocatecnich podminek. Protoze se zabyvame numerickym feSenim problémi
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nevazkého proudéni, bude nasledujici text vénovan problematice okrajovych a
pocatecnich podminek pro nevazké proudéni.

Jako I'yy € 0€) ozna¢ime pevnou nepropustnou sténu, jako I'; C 0€) resp.
I'o C 09 oznacime tu ¢ast hranice 0€), kterou proudici tekutina do oblasti vstu-
puj, resp. z ni Vystupuj:

Ly(t) = {x €0 v(x,t) n(x) <0}, (1.39)

Fo(t) = {x €0 v(x,t) n(x) >0}, (1.40)

kde n je jednotkova vnéjsi norméla k 0f2.

1.3.1 Okrajové podminky pro nevazké proudéni

V piipadé nevazkého proudéni na oblasti {2 se obecné uvazuje Dirichletova pod-
minka pro stavovy vektor w na hranici 0f)

wlpn = wp, (1.41)

kde wp je dano. Vzhledem k charakteru rovnic neni mozné zvolit libovolnou
hodnotu wp, ale takovou, které respektuje jejich charakter, tj. nékteré z hodnot
stavového vektoru se ziskavaji extrapolaci.

To, které veli¢iny lze pii numerickém feSeni na hranici 02 predepsat a které
se musi extrapolovat, ur¢ime podle poc¢tu kladnych a zapornych vlastnich ¢isel
A (w,n) Jakobiho matice P (w,n) (viz (I2I))). Na hranici se predepisuje tolik
veli¢in, kolik je zapornych vlastnich ¢isel A (w,n), a ostatni veli¢iny se ziskaji
extrapolaci. Poznamenejme, ze v dal$im textu uvazujeme okrajové podminky pro
piipad N = 3, pro N = 2 je situace analogicka.

Ze vztahu (I37), které urcuji vlastni ¢isla Jakobiho matice P (w,n) pro 3D
problém, a 7z pozadavku (v - n) = 0, ktery plati pro pevnou ¢ast hranice 'y,
vyplyva, ze Ay < 0, Ao = A3 = Ay = 0, A5 > 0. Dle vySe uvedeného predepisujeme
pouze jednu velic¢inu, ostatni veli¢iny, jako jsou tlak p, hustota p a tecné slozky
rychlosti vy, a vy,, se extrapoluji.

V pripadé vstupu a vystupu je tieba jesté rozlisit, zda se jedna o proudéni
subsonické, sonické ¢i supersonické. Pro vstupni ¢ast hranice I'; v ptipadé super-
sonického proudéni (—v - n > a) jsou vlastni ¢isla nasledujici \; < 0, Ag = A3 =
Ay < 0, A5 < 0, a tedy na hranici se predepisi nasledujici velic¢iny:

p|F1 = PD, v|F1 = Up, p|F1 =DPb- (142)

V piipadé proudéni subsonického, ¢i sonického (—v - m < a) jsou vlastni ¢isla
A < 0,0 = A3 = N\ < 0,5 > 0, a tedy na vstupni casti hranice I'; se
predepisuji tyto veli¢iny:

ple, =pp, vlr, =vp (1.43)

a hodnota tlaku p na hranici se ziska extrapolaci
Pro vystupni ¢ast hranice I'p se v pFipadé supersonického(sonického) proudéni
(v - n > a) nepfedepisuje nic (A; > 0, Ay = A3 = Ay > 0, A5 > 0), veli¢iny p, v,

Linlet
2outlet
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p se extrapoluji. V piipadé subsonického proudéni (v -mn < a) jsou vlastni ¢isla
A <0, A= XA3 =X >0, A5 >0, a tedy se pouze piedepisuje hodnota tlaku na
vystupni hranici ['p:

plro = pb, (1.44)

ostatni hodnoty p, v se ziskaji extrapolaci.

1.3.2 Pocatecni podminky

Pocateéni podminky (L45) udavaji poc¢atecni rozlozeni fyzikalnich veli¢in hustoty
p, vektoru rychlosti v a teploty © na oblasti 2 v ¢ase t = 0.

p(z,0) = p*(2), v(z,0) = v (2),0(x,0) = O°(x), ze€Q. (1.45)
Tyto podminky lze pii pouziti stavového vektoru w prepsat néasledovné:

w(r,0) = w’(z), r€Q. (1.46)

1.4 Formulace problému

Cilem préce je numericky fesit soustavu Eulerovych rovnic:

ow o= OFf,(w)

B G =0 v Qr=0x () (1.47)
za pocatecni podminky
w(r,0) = w’(z), €0 (1.48)
a okrajovych podminek
B(w(z,t)) =0 pro (z,t) € 002 x (0,7), (1.49)

kde B(w(z,t)) je vhodny operator popisujici okrajové podminky.

11



2. Metoda konec¢nych objemi

V této casti prace budeme formulovat popis metody konecngch objemi pro ne-
strukturované sit, ktera se pouziva pro feSeni Eulerovych rovnic (LIT.). Je zde
uvedeno jeji odvozeni, podminka stability a nékteré vybrané numerické toky, jez
jsou pouzity v numerickych experimentech v nasledujicich kapitolach. Formulace
metody konec¢nych objemi a pojmu sité koneénych objemu je provedena co nej-

obecnéji, tedy pro N = 3. Konkrétni numerické toky uvadime pouze takové,
které jsme pouzili v numerickych experimentech, tedy pro N = 1,2.

2.1 Sit koneénych objemu

Bud Q C RY oblast vyplnéna tekutinou, €2, pak oznacuje polygonalni, resp.
polyedrickou aproximaci oblasti 2 pro N = 2, resp. N = 3. Hranice této aproxi-
mované oblasti je pak oznacena 02, a je tvorena konednym poctem po ¢astech
line4rnich kiivek, resp. ploch pro N = 2, resp. N = 3. Jako sit konecnijch objemi
je nagyvana mnozina:

D, = {D;} (2.1)

kde J ¢ Zt = {0,1,...} je indexovou mnozinou, h > 0 a D; jsou uzaviené
polygony, resp. polyedry pro N = 2, resp. N = 3, které tvoii {2, a maji vzajemné
disjunktni vnittkyld. Prvky D; jsou nazyvany konecné objemy a plati pro né:

=D, (2.2)

ieJ )

kde hodnota h znaci:
h = supdiam (D;). (2.3)
ieJ
V dalsim bude pomoci |D;| znac¢ena N-dimenzionalni mira kone¢ného objemu
D; € Dy, a pomoci |0D;| N — 1 dimenzionalni mira hranice objemu 0D);.
Libovolné dva konec¢né objemy D; a D; jsou bud disjunktni, nebo je jejich
prinikem ¢ast hranice 0D; a dD;. Dva kone¢né objemy, jejichz prinik 0D; N 0D);
obsahuje bud use¢ku, nebo ¢ast roviny se nazyvaji sousedni koneéné objemy.
Mnozina indextu sousednich objemi piislusejicich k objemu D; je oznacena s (i),
tedy:
s(i) = {jeJ;j#1,D,jesousedem k D, } . (2.4)
Spole¢nd hranice dvou sousednich objemt D; a D; se oznacuje jako I';; a plati
pro ni:
Iy = Ly (2.5)

Obecné je mozné uvazovat takové spole¢né hranice sousednich objemii, které jsou
tvofeny kone¢nym poctem f3;; tsecek, resp. rovin pro N = 2, resp. N = 3:
Bij
ry = (JTs. (2.6)
a=1

IPojem strukturovanosti ¢ nestrukturovanosti sité je diskutovan dale v této kapitole
2Protoze se v pozdéjsich kapitolach zabyvame i 1D vypoéty, je dileZité zminit, Ze v p¥ipadé
jedné dimenze je samoziejmé nutné terminologii o ‘Fad snizit".
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Podobné jako vySe oznatme N — 1 dimenziondlni miru I'f; pomoct ‘Ff} .

Pro ¢asti priniku hranice 02, s hranici objemu 0D;, i € J, které jsou tvoreny
bud tseckou nebo ¢asti roviny, budeme pouzivat oznaceni S;, kde j je prvkem
indexové mnoziny Jg C Z~ = {—1,—-2,...}. Nyni Ize definovat mnozinu indextu
hrani¢nich segmenti v (i) pro objem D; nésledovné:

{j € Jp:8; C 09, NOD;} D; je prilehly k 0%,

(i) = { 0 D; neni prilehly k 09, - (2.7)

Pfi pouziti oznaceni I';; = F}j = S, a fi; =1 pro j € v (i) lze zavést mnozinu
S (i) jako sjednoceni mnozin v (i) a s (i), tedy:

S(i) = s(i) Uy (i). (2.8)

Pro hranci objemu 0D; pak plati:

Bij
on; = | J Jrg (2.9)
jES(i) =1
a také
Bij
0D;] = > Y |rg]. (2.10)
JES(i) a=1

2.1.1 Vybrané sité a jejich konstrukce

Nyni se zamérime na nékteré nejcastéji pouzivané konstrukce siti ve 2D a jejich
klasifikaci. Poznamenejme, 7ze v literatuie se vyskytuje nejednoznacnost v termi-
nologii, napt. sit konformni a sit regularni [13] str. 187, str. 195 a str. 444|.

Trojahelnikova sit

Jednou z nejjednudussich siti je trojihelnikova sit, kde jednotlivé objemy D; jsou
uzaviené trojihelniky a vysledna polygondalni aproximace €2, oblasti {2 je tri-
angulaci. Velmi casto je na trojuhelnikovou sit kladen pozadavek, aby sit byla
konformni. Tedy aby pro D;, D; € Dy, kde D; # D; platila pravé jedna z podmi-
nek:
bud 0
D;ND; je nebo je spole¢ny vrchol D; a D; (2.11)
nebo je spoletnou hranou D; a D;,

a tedy pro konformni trojihelnikovou sit plati, ze poc¢et segmetu hranic spole¢né
hranice objemi D; a D; 5;; = 1. V dalSim textu budeme trojihelnikovou konecné
objemovou sit znadit Tj,.

Cty¥uahelnikova sit

Ctyrthelnikova sit je takova sif, kde jednotlivé objemy D; tvorici polygonalni
aproximaci €, jsou ¢tyfthelniky a je splnéna podminka konformnosti (2.1T]).
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Dualni koneéné& objemova sit nad triangulaci

Duélni kone¢né objemovou sit lze vytvorit za predpokladu, 7ze jiz néjaka vyse
zminéna konformni triangulace 7, existuje. Jako dualni objem D; pfislusny vr-
cholu P; trojuhenikové sité 7, budeme nazyvat uzavieny polygon zkonstruovany
nasledovné. Spojime tézisté kazdého trojuhelniku K € 7Ty, ktery obsahuje vrchol
P;, se stfedem kazdé hrany trojuhelniku K, kterda obsahuje vrchol P;. Pro vr-
choly P;, jez lezi na hranici 0€);,, se zkonstruované ¢ast polygonu uzavie pomoci
odpovidajiciho segmentu hranice. Vysledné polygony pak tvoii jednotlivé dualni
kone¢né objemy D;. Pro takto zkonstruované objemy D; a D;, kde j € s (i), plati,
Ze 51']' < 2.

Barycentrickia kone¢né objemova sit nad triangulaci

Predpokladejme opét, ze mame zkonstruovanou konformni triangulaci 7;. Ba-
rycentrickd sit k této triangulaci se zkonstruuje tak, ze pro kazdou nehrani¢ni
helnikovych objemii, tj. objemii, kterym je tato hrana spolec¢na. Timto vznikne
mnozina hran formujici barycentricky objem D;. V piipadé hrani¢nich hran, tj.
hran, jejichz vSechny body lezi na hranici 02, se postupuje obdobné. Navic se
tyto hrany pridavaji do mnoziny hran formujici prislusny barycentricky konec¢ny
objem. Pro takto zkonstruované objemy D; a D;, kde j € s (i), plati, ze ;; = 1.

Obrézek 2.1: Trojihelnikovéa sit  Obrazek 2.2: Ctyiihelnikova sif

Obrazek 2.3: Duilni sit Obrazek 2.4: Barycentricka sit

Dalsi charakteristiky kone¢né& objemovych siti
Dle [13, str. 195] je mozné uvést dalsi charakteristiky kone¢né objemovych siti:
e Strukturované sité jsou takové sité, u kterych se v kazdém z vrchola sité

styké stejny pocet objemu.
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e Nestrukturované sité jsou sité, kde v kazdém z uzlu sité se miuze stykat
rizny pocet objemii.

e Uniformni sit je takova, kde jsou vSechny konecné objemy stejného typu.

e Neuniformni sit je takova, kde nejsou vSechny konec¢né objemy stejného
typu.

e [zotropni sité jsou takové sité, kde délkova méritka konecénych objemi jsou
v podstaté vsude v siti stejné.

e Anizotropni sité jsou takové sité, kde se délkova méritka konec¢nych objemu
sité vyrazné lisi v zavislosti na sméru, ¢i poloze.

2.2 Metoda konec¢nych objemi

V dalgim piedpokladejme, 7e w : Q x [0,T] — R™ je klasickym feSenim problé-
mu (L), Dy, = {D;},., je koneéné objemova sit a 0 <ty < t; < ... je déleni
¢asového intervalu [0, T]. Oznatme 7, = tpyq — tp Casovy krok mezi ty a tp .

Integraci rovnice (LIT) pfes mnozinu D; X (tg, tr1) a uzitim Greenovy véty
dostéavame:

/m (w(z, tr) — w(2, tk))dx+/tk+l (/BD 2 (w)nsds> dt = 0,

vezmeme-li v ivahu (2.9)), dostavame:

/Di (w(w, L) _w(x,tk))dx+/t:k+1

Zavedme néasledujici aproximaci:

1)
k
w; ~ w(z, ty)dx, (2.13)
1Di| Jp,

kde w! nazyvame pribliznym Fesenim na objemu D; v Case t, a aproximujme tok
N

> o1 Fs(w)(ngy), veliciny w sténou I'Y; pomoct numerického toku H (wh, wh, n ),

jez zavisi na numer1ckem fesen{ w na objemu D; a na numerickém feseni w na

objemu D; a vnéjsi norméle ng; ke sténé 'Y, v Case t;:

Bz]

/Zf YngdS | dt = 0.

]eS(z)a 1 ij s=1

(2.12)

Z fs('w)(n%)s ~H ('wf,w?,n%) ) (2.14)

Dosazenim ([2.13)) a (2.14) do (ZI2) a provedenim naznacenych aproximaci ziské-
me obecné schéma metody konecniyjch objemai:

52]

wht = wh ZZ@H Pl ng)+ (2.15)

|J65@)a 1
(1 =9 H (wf, wh,n)|IT5|, D; € Dy, tp € [0,T), 9 € [0,1].
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Toto schéma je pro ¥ € (0, 1] implicitni a vede k feSeni systému obecné nelinear-

nich rovnic pro urc¢eni hodnot 'warl 1 € J. Pro hodnotu ¥ = 0 ziskdme ezplicitni
schém
61]
wh = W ZZHw wh )%, D; € Dy, ty, € [0,7), (2.16)
jES@ a=1

tedy hodnota w’~C+1 1 € J se vypocte pfimo z hodnot na predchéazejici ¢asové
vrstveé.
Pocatetni podminky w? i € J jsou za piedpokladu w® € L} ()™ dany

vztahem:
1),
w) = w’(x)dz. 2.17
il (z) (2.17)

Definice 2.1. Priblizngm resenim metody konecnijch objemﬁ problému (1.7]) bu-
deme rozumét po cdstech konstantni vektorovou funkci wh k=0,1,..., definova-
nou skoro vsude v )y, tak, Ze W’,i|15i = w? pro vsechna i € J, kde D je vnitiek
objemu D, tj. D; = D; \ OD; a w¥ je ddno vztahem (218). Funkce w¥ je apro-
zimace Fefeni v case ty, a vektor w¥ je hodnota aprozimace Feseni na konecném
objemu D; v case ty.

Vlastnosti numerickych toki

O numerickém toku H budeme piedpokladat, 7e ma nasledujici vlastnosti:

1. H (u,v,n) je definovany a spojity na D x D x S, kde D je defini¢ni obor
toktt f, a S; je jednotkova koule v IRY : S} = {n € RY;|n| = 1}.

2. H je konzistentni:
H (u,u,n) = P(u,n) = Zivzl fo(w)ns, weD nes;.

3. H je konzervativni:
H (u,v,n) = —H (v,u,n), wu,veE D nes.

O metodé kone¢nych objemu fikdme, Ze je konzistentni, spliiuje-li numericky tok
H metody podminku konzistence, a ze je konzervativni, spliiuje-li numericky tok
podminku konzervativnosti.

2.2.1 Schéma typu ADER

Schémata typu ADER (Arbitrary Derivative) (viz [45] 46} [42] 23]) jsou schémata,
kde se pii konstrukci numerického toku [ZI4) H (w, 'wk ng;) pouzji nikoliv
vektory po CGastech konstantnich fegeni w? a w , nybrz vektory polynomi 'wk

a 'wf v proménych zi,...,zy. Tyto polynomy stupne nejvyse p — 1 se ziskaji

3V celé nadi praci byla pouzita pouze explicitni schémata, proto bude-li v nasledujicim pouZi-
to vazby schéma metody koneénych objemi, bude mysleno explicitni schéma metody koneénych
objemu.
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vhodnou konstrukef z po ¢4stech konstantnich fegenf w?, i € J a pozadujeme od
nich nasledujici:

1 / ” it

w,dr = wy, 2.18
D)y (219
w; = wz,t) (h%),  w e CP(Q),

kde h = max;c ydiam(D;). Popis nami pouzité rekonstrukce pro p = 2 je uveden
v kapitole 2.6.5]

Vyjdeme-li pfi odvozeni metody koneénych objemu ze vztahu (212), muze-
me definovat zobecnény numericky tok H aproximujici integralni priméry toku
S fs(w)(ng;)s pres mnozinu I'f; X (¢, tx11) nésledovné:

Tt .
n®)edS dt ~ H (", w" n%) . 2.19
) / > 1. (w)in) (@ afng).  (219)

Pti pouziti takto definovaného numerického toku prejde explicitni schéma metody
kone¢nych objemu (2.16]) na tvar:

Bzg

wt = wh |D‘ > H(w), W, ng)|T], Di € Dy, 1y, € [0,T). (2.20)
JjES() a=1

2.2.2 Metoda kone¢nych objemt v 1D

Uvazujme Eulerovy rovnice (LI7) pro N = 1, tedy uvazovana oblast  je interval
[a,b]. Pomoci x;, 7 € ZT oznalme sitové body, pro tyto body plati a = xy <
x1... < x, =b. Kazdy koneény objem D; je tvoren sitovymi body x; a x;,1, tedy
D; = [z;,x;11]. Konetné objemy tvoii sit koneénych objemu Dy, = {D;} kde
J je pocet konecnych objemii dané sité konec¢nych objemii.

Stredy kone¢nych objemu D; ozna¢me jako Tif1- Dale pomoci h; oznatme
velikost kone¢ného objemu D;, h; = x;1; — x;. Budeme-li uvazovat opét ¢asové
déleni 0 = tp < t; < ... a ¢asovy krok 7, = {11 — tx, pak Casoprostorovou
integraci ptes body tx, tx11 a body z;, z;41 a uzitim aproximace:

e

Ti+1
/ w(z, ty)dr ~ haw?, (2.21)

a aproximaci toku f,(w(x;,t;)) v bodech x; (viz 2Z14), pomoci 1D numerickych
tokit g¥, f,(w(z;, 1)) ~ gF(w;_1, w;), obdrzime jednorozmérnou analogii expli-
citntho schématu (2.16)[13)]:

wh = wh - % (95.—4gf), i€eZ kez", (2.22)

Pocatecni feseni w! je dano uZitim aproximace (2.21)):

1o
w‘?:—/ w’(r)dz. (2.23)
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2.3 Podminka stability

Pomoci ||w"|| oznaéme néjakou normu piiblizného fefeni w*, viz definice 211 O
schématu (2.16) fikame Ze je stabilni, existuje-li takova konstanta ¢ > 0 nezavisla
na 7y, h, k, ze plati [13]:

W < e|w°, k=0,1,.... (2.24)
Obvykle se jako normy pouzivaji analogie k LP-normé (p € [1, o0]):

[W*|loo = sup |w}] (2.25)
e

1/p
Iw*ll, = {Z \DiIIWﬂ”} , pe(lo00). (2.26)
icJ

Protoze pouzivame explicitni schéma (2.I6]), je nutné klast jistA omezeni na
velikost ¢asového kroku 7. Pro Eulerovy rovnice se pouzivaji nasledujici omezent,
ktera jsou heuristicky urc¢ena z presné podminky stability schématu pro linear-
ni systémy hyperbolickych rovnic [I3]. Toto omezeni se nazyva CFL podminkou
stability (Courant-Friedrichs-Lewy):

CFL|Di| |
< - eJ 2.27
a
k _ k k « _
Nimaz = r:1,..Iflrg§eS(i) |\ (wij,nij) l, m=N+2, (2.28)
a=1,...,8ij

K (ak ) c e : Eooa (o
kde hodnoty AF (wk,, ng:) jsou vlastn ¢isla matice P (wk,, n%) (viz (L21)) a hod-
nota vektoru w}; obecné zavisi na vektorech w}, w® a na konkrétnim pouzitém

numerickém toku, napt. pro Vijayasundaramovo a Van Leerovo schéma, viz [13]

wr+wk C , .
5—=, CFL je ¢islo, pro které plati: CFL € (0, 1).

. E _
Je w;; =

2.4 Riemanniv problém

V této Casti nasi prace si ve strucnosti popiSme Riemanniv problém a zobecnényj
Riemanniv problém, které se pouzivaji pro konstrukci nékterych numerickych
toki(metody Godunova typu, viz kapitola[2.3]). Riemanntuv problém je nasledujici
tiloha. Hledame w : IR x (0, 00) — IR™ spliiujici:

ow Jf, (w)

— +——==0 R, t>0 2.29
at+ 8(,[71 ) xle ) ) ( )

za pocate¢nich podminek:

wr, 1 < O,
wg, r1 > 0,

o) = o0

kde wy,wg € D jsou konstanty, D je dano ([LI6]). O tvaru feSeni Riemannova
problému nam hovoii nasledujici véta [13, Theorem 2.24|(dikaz tamtéz):
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Véta 2.1. Md-li Riemanniv problém jediné po cdastech hladké teseni w, pak w
maze byt prot > 0 zapsdno v podobnostnim tvaru:

w(zy,t) = w(x1/t),
kde w : IR — IR™.
Navic takové FeSeni zavisi i na vektorech w;, wr a mizeme ho psat ve tvaru:
w(zy,t) = wgs (z1/t; wr, wr) (2.31)

kde zkratka RS znamené Riemann solution.

V dalsim ozna¢me A\ (w), viz (L37), vlastni ¢islo matice A; (w) (viz (LI9)) od-
povidajici vlastnimu vektoru r(w) této matice. Zavedme néasledujici pojmy [13]
Definition 2.25]:

Definice 2.2. Vliastni vektor v, = rp(w) matice Ay = Ay (w) se nazgvd ‘genui-
nely’ nelinedrni, jestliZe:

Voli(w) - rp(w) #0 Yw € D. (2.32)
Ddle rikame, Ze vektor vy je linedrne degenerovany, kdyz:
Vore(w)T - rp(w) =0 VYw € D. (2.33)

Upravou véty [I3, Theorem 2.32] vztahujici se k obecnému hyperbolickému
problému, pro nés piipad Eulerovych rovnic, dostavame:

Véta 2.2. Predpoklidejme, Ze pro kazdé w € D wsechna vlastni ¢isla g (w)
matice Aj(w) jsou jednoduchd a Ze kaZdy odpovidajici vlastni vektor vy je bud
‘genuinely’ nelinedrni nebo linedrné degenerovany. Pak pro libovolné w; € D
eristuje jeho okoli B(wyr) € D takové, Ze plati: pro kazdé wr € B(wp) md
Riemanniv problém jediné reseni. Toto TeSeni se sklidd z mazximdlne m + 1
konstantnich c¢dsti (m—=N+2).

Toto je ilustrovano na nasledujicim obrazku 2.5 kde je oblast, na niz hledame
feSeni Riemannova problému, rozdélena na jednotlivé kliny Q:

QL: {([L‘l,t), % < SHL, t>0}a

T
Qurr = {(901,75); sar < 71 < Stp, t > 0},
T
Q*L - {(xlat)a st < 71 < Uygy T> O}a
T1
Q*R - {(l‘l,t), Uy < 7 < STR, t> 0}7
T
Qurr = {(%J); st < 71 < SgR, t > 0}7
T
QR = {(l’l,t); Sar < 71, t > 0}

Mnoziny Qgrr, resp. Qprr se nazyvaji viny zredéni a mohou v zavislosti na
pocatecni podmince degenerovat na mnoziny {(xl,t); T=s,t> 0}, respekti-
ve {(xl,t); =53, t> 0}, v tomto pripadé je pak nazyvame rdzovymi vinami.
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MnozZina {(l’l,t); o=, t> 0} se nazyva kontaktni nespojitosti. Konstanty

SHL, STL, S1, Us, S3, STR, Sgr jsou rychlosti vin. Struktura FeSeni Riemannova
problému na jednotlivych klinech je potom nasledujici:

w|QL = Wi, w‘Q*R = W«R,
w|g,,, = hladka funkce, W], = hladkd funkee,
w|Q*L = WL, w‘QR = WpR.
Su. Sn t U. StR  Sur
QHTL Q*L QR QHTR
QL ',"' QR
0 X1

Obréazek 2.5: Struktura feSeni Riemannova problému. Pomoci tu¢nych car jsou
naznaceny hranice jednotlivych klini Q.

2.4.1 Priblizny Riemanntv fesi¢ HLLC

Nami pouzitd implementace metody ADER pouziva, misto piesného feseni Rie-
mannova problému, pouze priblizného Riemannova feSice HLLCH, jehoz odvozeni
neni soucasti této prace. Poznamenejme jen, ze misto struktury feseni Rieman-
nova problému zanesené na obrazku je pouzita aproximace feSeni problému,
skladajici se ze ¢tyr oblasti, na kterych jsou konstantni feSeni wy, w,r, w.r a
wpg, viz obrazek 2.0l

Tato feSeni jsou popsana vztahy [23)]:

T

wjyp  pro T < S8L;
E4
’l.U(.I‘,t) _ W,y Pro SI, <$t < Sy, (234)
W,r Pro S« < 7 < Sg,
Wgr  Pro . 7 > sg,

kde sr, s., Sg jsou rychlosti vin oddélujici jednotliva po ¢astech konstantni fe-
Senf wy, w,r, wyg a wg. Reseni w,, w,r tvorici aproximaci stfedového klinu

4Jde o modifikaci tzv. HLL schématu navrzeného autory Hartenem, Laxem, Van Leerem, a
navic obsahujici vlnu kontakni nespojitosti (Contact) ve stiedovém klinu feSeni.
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L

Obrazek 2.6: Struktura reseni priblizného feseni Riemannova problému pro HLLC
resic.

presného teseni Riemannova problému jsou déna:

1
Sx

Wig = pPK (w) UK ) (235)
SK - 8* wK

Ex — S J S

kde K = L, R. Odhady rychlosti vln sy, resp. sg jsou urCeny jako nejmensi, resp.
nejvétsi vlastni ¢isla Roeovy matice A (wp, wg) (viz 291), kde uvazujeme 1D
pripad, tedy:

s, = u—a, Sgp = U+a (2.36)

kde @ a a jsou dany vztahy ([2.93)) a (2.98). Hodnotu rychlosti s, ktera odpovida
rychlosti kontaktni nespojitosti, uré¢ime pomoci [23]:

_ Pr—DL + prug (sp —ug) — prug (Sp — UR)
pr(sp —ur) — pr(Sr — ug)

(2.37)

2.4.2 Zobecnény Riemanniv problém a jeho feSeni

Podobné jako vySe uvedeny Riemanniv problém, je feSeni zobecnéného Rieman-
nova problému (DRP)E vyuzito pii konstrukei schématu typu ADER,viz kapitola
2.2.1], které pouzijeme v numerickych experimentech v kapitole [4l
Zobecnénym Riemannovym problémem rozumime problém typu (2.29), kde
vektory v pocate¢nich podminkach (Z30) nejsou konstanty, nybrz dostate¢né
hladké funkce a navic w = w (z,t), « € RN, kde N = 2, nebo N = 3:
ow  Jf, (w)

—_— V= t 2.
5t g =0 mER >0, (2.38)
w(xz,0) = {

’LAUL(CE), T < O,

’li)R(IE), x1 > 0. (239)

’Nekteii autofi, napf. Toro a Titarev v [45, 46, 44, 42], rozlisuji mezi oznaenim
GRP (Generalized Riemann Problem) a DRP (Derivative Riemann Problem). V GRP se uvazuji
po ¢astech linedrni pocateéni podminky, zatimco v DRP se uvazuji obecné, dostatec¢né hladkeé
funkce.
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V dalsim, z duvodu konstrukce numerickych toku vyssich fadu, viz kapitola[2.5.]
uvazujme, 7e wr(x), wr(x) jsou polynomy stupné nejvyse p — 1. Tento problém
budeme znacit jako DRP,_;.

Pro naSe tucely, tedy konstrukci numerickych tokt na hranici mezi dvéma
objemy D; a Dj;, se omezme na TeSeni v bodé xy : (xy); = 0. Provedeme-li
Tayloruv rozvoj v Case, lze toto feSeni aproximovat:

p—1 ! 1

0

w (xy,7) ~ wh(xp,0) + g {%er(mo,O)} %, (2.40)
=1 )

kde wt(xy,0) = lim;_,o; w(xo, ).
Prvni ¢len w'(xo,0) v (Z40) se ur¢i feSenim Riemannova problému s poca-
te¢ni podminkou:

. ’li)L(.’Do), T < 0,
w(z1,0) = { NS (2.41)

Toto feseni muzeme zapsat v nasledujicim podobnostnim tvaru:
'w+(:L'0, O) — WRS (O, ’lbL(mo), ’LAUR(mo)) . (242)

Cleny vyssich fadi v rozvoji (Z40) jsou urfeny ve dvou krocich. Nejprve
pomoci tzv. procedury Cauchy-Kowalewské vyjadiime ¢asové derivace ‘9((;% [ =
1,...,p — 1 z rovnice (LI7) pomoci derivaci prostorovych. V dalsim kroku si
tyto prostorové derivace spocteme, a to tak, ze derivovanim vztahu (238) podle
proménych zq,...,xy az do fadu p a po tpravach dostavame evolucni rovnice
tohoto tvaru:

S -n) Ol

G ()T = H(w w0 e (243

kde
all+---+le

() , 1<+ . +in<p-1,

N 0llx1 .. .81NxN
a H je nelinedrni zdrojovy ¢len. Protoze néas zajimaji prostorové derivace v bodé
xo a v Case t — 0+, ¢len H se dle [45] [46] [44] [42] zanedba a dale se rovnice (2.43))
linearizuje okolo vedouciho ¢lenu w™(xy,0) rozvoje (2:40). Tedy misto matice
A;(w) budeme uvazovat konstantni matici:

AO = Al ('w+(:c0,0)) . (244)

Pro uréen{ prostorovych derivaci w¥1--*F~) fegime sekvenci nasledujicich lineari-

zovanych Riemannovych problémi, kde pocateéni podminky jsou urceny extra-
: o o (Kiyenk o (K1yensk

polaci vektorit @) 5 w%l ¥ do bodu

Guoki-kn) aglbikn)
A= —) 2.45
8t + 0 8361 ( )
W) (), 2y < 0,

w kb (1 0) = { (2.46)

’lbgl"n’klv)(wo), x> 0.

Po fegeni problému (Z45) pouZijeme spoctené prostorové derivace wF1-Fn)
pro konstrukei ¢asovych derivaci pomoci Cauchy-Kowalewské procedury a tyto
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dosadime do rozvoje (240) a feSeni zobecnéného Riemannova problému pomoci
ného aproximujeme:

ﬁ’RS (Q?Q,t; ’LAUL, ’le) ~ W (mo, t) . (247)

Opét jako v piripadé Riemannova problému poznamenejme, 7e misto presného
feSeni Riemannovych problému pro konstrukei, jak vedouctho ¢lenu w™(xg,0),
tak i prostorovych derivaci w*1*~) je mozné pouzit nékteré z ptibliznych fesicu
Riemannova problému, viz kapitola 2.4.11

2.5 Metody Godunova typu

Metody Godunova typu, viz [13], jsou zaloZeny na FeSeni Riemannova problé-
mu (viz kapitola2.4)). Godunova metoda v 1D je definovana jako numerické sché-
ma s nasledujicim numerickym tokem g:

gG(“? ’U) = fl (wRS(O; u, ’U)) ) (248)

kde funkce g, se nazyva Godunoviv numericky tok, nebo presny Riemanniv
residl. A tedy vysledné 1D schéma je:

-
k+1 _ .k k R . v apk k
w; = w; — h [f1<w35<07 wi, wiy)) — fi(wrs(0;wiy, w; ))} . (249
i

Pro vice dimenzi postupujeme nasledovné. Necht I'; je sténa mezi objemy
D; a D; s norméalou n;; sméfujici z D; do D;. Zavedme v RN, N = 2 nebo 3
novy kartézsky souradny systém Zy,..., Ty s poCatkem ve stredu I'Y; a s osou
I orientovanou ve sméru normdly nf; a s Zs, ..., Ty tecnymi ke sténé I'7;, ktery
jsme ziskali posunutim pocatku souradného systému do I'$; a otocenim tak, ze osa

iJ )

I je orientovana ve sméru normaly nf;. Pak z rota¢ni invariantnosti Eulerovych

rovnic (L32) lze psat:

0q , x~01.()
A 5 =0 2.50
o T or, % (2:50)
kde
g = Q(n%)w, (2.51)
a matice rotace Q (ng) je definovina v (L3I). Zanedbame-li tecné derivace ve
smérech Z,, ..., Ty, dostdvame nésledujici Riemanniv problém:
dq  0f,(q) .
— =0 celR, t>0 2.52
at _'_ 8,’%1 ) 'rl b ) ( )

za pocateénich podminek:

- | Q (nf‘) wk, 7, <0,

kde w} a w¥ jsou FeSeni na objemech D; a D;. Pouzijeme-li Godunoviiv numericky
tok (2.48)), 1ze definovat numericky tok pro vicedimensionalni Eulerovy rovnice:

H (w,wj,ny) = Q 'gg (Quf,Qu}), (2.54)

exact Riemann solver

6
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kde Q = Q (nf})

Pro pouziti Godunova schématu je nutné feSit Riemanniv problém, coz je
obecné niroc¢né. Tomuto se lze vyhnout tak, Ze pouzijeme pouze jeho pfiblizné
feSeni:

9g ('U,,'U) ~ g ('LL,'U) ) (255)

kde gy znaci Riemanniv numericky tok, neboli priblizny Riemanniv resic.
V dalsim predpokladejme, Ze Jakobiho matice A (w) = Ay (w) (viz (LI9)

pro Riemannuv problém ve tvaru:

ow ow

je diagonalizovatelna:
Aw) = T(w) A (w) T (w), (2.57)

kde T (w) je nesingularni matice a A\ (w) = diag (A (w),..., A\, (w)) je diago-
nalni matici vlastnich ¢isel X\. Zaved me oznaceni a™ resp. a~ pro libovolné a € IR,
kde plati a* = max(a,0), resp. a~ = min(a,0) a definujme matice

AF(w) = diag(Af (w),..., An(w)),  [A(w)] = diag(|A(w)], ..., [An(w)])
(2.58)

A*(w) = T(w)A™(w)TH(w), [Aw)] = T(w)|A\(w)|[T ' (w). (2.59)

Na zakladé tvaru presného Riemannova feSi¢e pro linedrni Riemannuv pro-
blém typu (256), kde matice A je konstantni, hledejme heuristicky piiblizny
Riemannuv Fe$i¢ ve tvaru, [13]:

gulu.0) = flu)+ [ A7 (w)dw (2.60)

- f<v>—/vA+<w>dw

u

_ %{f(unf(v)—/vm(w)mtu},

u

kde

/v ai (w)d'w,...,/v at (w)d'w)T. (2.61)

v
/ A* (w)dw = (
u u u
Ve vztahu (Z6]) oznacuje ai (w) i—ty fadek matice AT (w) a f,g ai (w) dw je
kiivkovy integral vektorové funkce ai : IR™ — IR™ podél kiivky v IR™ s pocated-
nim bodem w a koncovym bodem v. Tento integral je obecné zavisly na integracni
cesté. Vztah (2.60) 1ze spocist bud pomoci vhodné numerické kvadratury, tim do-
staneme napf. Stegeruv-Warminguv, Vijayasundaramuv ¢i Van Leertuv numericky
tok, nebo integraci po vhodné integrac¢ni cesté, Osher-Solomoniv numericky tok,
viz napt. [48].
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2.5.1 Zobecnéni Godunova metoda

Zobecnéna Godunova metoda vychazi pii konstrukci numerického toku H z feseni
zobecnéného Riemannova problému, viz kapitola 2242l V jejim pripadé muzeme
postupovat analogicky k predchozimu, tedy zavedeme novy kartézsky souradny
systém Zy,..., Ty s pocatkem ve stiedu I'Y;, kde N = 2, nebo N = 3 a s osou
Iy orientovanou ve sméru normély nf; a s I,..., Ty tefnymi ke sténé ny; a
po transformaci Eulerovych rovnic do tohoto soufadného systému opét obdrzime

vztahy (Z.50) a (2.51)).

Za predpokladu, ze jsme schopni sestrojit polynomiélni rekonstrukce Qbf a

ﬁ;f, viz kapitola 2.2.1 pak po zanedbani tecné derivace ve smérech To, ..., Ty
v ([250) dostavame nasledujici zobecnény Riemanntv problém:
dq  9f (q) .
— + — =0, ;€ R, t>0, 2.62
ot 8.’171 ! ( )
~ QL(i)’ 'i‘l < O’
x,0) =< 70 2.63
q( ) { qp(®), i1 > 0, ( )

kde pocatecni podminky q; a gp jsou polynomy stupné nejvysSe p — 1, které
ziskdime pomoci transformace typu (2.51)):

q,(&) = Q (nf) wi(z) (2.64)
qp(T) = Q (ng) W} (&),

kde matice Q (nf}) je definovana vztahem (IL3T]). Za predpokladu, Ze jsme schop-
ni zkonstruovat reSeni qpg, viz kapitola 2.4.2], tohoto zobecnéného Riemannova
problému, lze definovat zobecnéngy Godunoviv tok:

PP 1 1 Bt . U
9c(ar.ap) = _r—a/ / Fil@rs(®,t;a,,qR))dS dt, (2.65)
T | ij| th e,

kde f% je déna transformaci hrany, resp. stény I'y; pro N = 2, resp. N = 3 do

vy$e uvedeného souradného systému. Zobecnény numericky tok ([2.I9]) 1ze psat:
T (ko k s A a
H (wiawjan%) = Q 1gG (qLaqR) ’ (266)

kde Q = Q (nf})

Integral pies hranu f‘% v (2.69) je pii praktické realizaci metody aproximovéan
pomoci Gaussovy kvadratury. Obdobné je mozné téz aproximovat integral pres
casovy interval [tg,tpy1]. V na8i praci pouzivame implementaci schématu, jenz
soucasti prace [23], ktera tento integral aproximuje analyticky pomoci metody
Taylorova, rozvoje, tento postup je detailnéji popsan v kapitole 2.6.5]

2.6 Pouzité numerické toky a schémata

V této kapitole se zaméfime na popis konstrukce téch schémat, ktera byla pouzi-
ta pri naSich numerickych experimentech v kombinaci s adaptivnimi metodami.
Podstatné obsahlejsi prehled numerickych toku, véetné popisu jejich konstruk-
ce, je mozné nalézt v [I3], odkud jsme ¢erpali. V dalsim budeme ve vSech 1D
ptripadech pouzivat znaceni f := f,, viz vztah (LI4), a A := A, viz (LI9).
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2.6.1 1D Lax-Friedrichstiv numericky tok

Lax-Friedrichsovo schéma je jednim z nejjednodussich a nejcastéji pouzivanych
schémat. Lax-Friedrichsuv numericky tok je definovan nésledovné:

gur (wo) = 5 (Flw+ 7o)~ 2o -w)), (267

po dosazeni g := g; » do obecného tvaru metody kone¢nych objemua v 1D (2:22)),
budeme-li uvazovat riznou velikost h; jednotlivych kone¢nych objemu D; a pro-
ménny ¢asovy krok 74, obdrzime Lax-Friedrichsovo explicitni schéma:
1 T
k+1 k k k k k .
w; = 2 (wz‘+1 +wz‘71) " o (fi+1 - fz‘ﬂ) , 1€Z, keZT, (2.68)
1

kde fF., = f(wF.,). Toto schéma je za podminek, 7e presné feseni w a tok f
maji spojité tieti derivace prvniho fadu v prostoru a case. Schéma je podminéené
stabilng, tj. je nutné splnit CFL podminku, ktera piejde ze vztahu ([227) do
nésledujictho tvaru:

CFL h;
< — 5, €7,

o (A(wy))

kde o(A) je spektralni polomér matice A, tj. Jakobidnu funkce f(w) (LI9).

(2.69)

Tk

2.6.2 1D MUSCL Lax-Friedrichstiv numericky tok

Protoze se v nasi praci téz vénujeme porovnani ndmi navrzenych adaptivnich
algoritmi s tzv. moving mesh algoritmy, uvedenymi v praci [40], pro skalarni
rovnice typu zdkonti zachovani, tedy specialni piipad rovnic ((LI7):

ou n Of (u)

ot ox

popisme si 1D MUSCL (Monotone Upstream-Centered Scheme for Conservation
Laws) schéma, které budeme pouzivat pro testy na tlohéch typu (Z770).

V préci [40], se kterou porovnavame nami navrzené adaptivni metody, je po-
uzita nasledujici definice MUSCL Lax-Friedrichsova numerického toku:

o0 =3 (70 + 1) —max(Ifuio—w), fu= 2 o
kde ¢len max,{|f.|} m&, obdobné jako h/7 v toku (267), vyznam rychlosti a
slouzi zde ke snizeni numerické viskozity schématu, viz napt. [38], ktera je diky
tomuto ¢lenu mensi, nez pro schéma piedchozi, vice lze nalézt v préaci [31]. Oznac-
me si jako u¥ skalarni aproximaci typu (Z2I)). Hodnotu u*! na dalsi ¢asové vrstvé
1ze spocist pomoci schématu analogickému k (2.22)):

— 0, (2.70)

bttt = b — % (ngrl — gf) ., ie€Z keZ", (2.72)
kde
k k,— k,+
Jiv1 = gMLF<ui+17ui+1)7 (2-73)
gf = gMLF(uf’iauer)’
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jsou vyse uvedené Lax-Friedrichsovy numerické toky (2.71]), kde jsou z davodu

AN , e Y kot
zvySeni fadu schématu pouzity linearni rekonstrukce k vypoc¢tu hodnot u;™ a
kot - e T . . ,
u; 7 na hranicich pfislusného objemu, viz obrazek 2.7t
k+ k 1 51 2.74
g =y +§(~Tz’—~”€z’+1) i+1 (2.74)
kv_ _ k‘ 1 S’
u; Uiy + B} (zi —wim1) S;_1
Pomoci S;_ 1, resp. S;_1, je aproximovéna hodnota smérnice % ve stiedu 7—tého,
2 2 T

resp. ¢ — 1 objemu, tento stied oznacujme v dal$im jako x; 1, resp. x;_1.
2 2

i

Xi-1 Xi-1/2 Xi Xi+12  Xitl

Obrazek 2.7: Schéma konstrukce hodnot ufi Modre jsou naznaceny hodnoty

k k

u;, u;y_,, pomoci Cerveného Cerchovani jsou naznaCeny smérnice S;, 1 a Cervené
2

hodnoty u=.

Pro vypocet gH%, resp. 52;%, je v [40] pouzito nasledujiciho limiteru:

157154
S <sign(5”r ) + sign (S )) g it (2.75)
i1 = A A ~ = , .
o+ i+ 3 )15 15,
+5 i+
: - . 15,15,
S;_1 = <sign ST 1) +sign(S” ) — 2
: S ) S
2 2
kde hodnoty jednotlivych diferenci S’ji , jsou dany:
2
~ U; — U; ~_ U; — Uj—
Sty = — - 0§ = 4 = (2.76)
IR TS B f38) IR ITE S a1
o+ o Ui — Ui G- Ui—1 — Uj—2
.1 — 3 A .
=3 :L’H% —IF% =3 a:if% —xF%

Tato metoda je druhého tfadu piesnosti v hladkych oblastech. Opét je nutné
splnit CFL podminku (2.69), kde misto Jakobidnu A, uvazujeme derivaci %(u“).

2.6.3 1D Lax-Wendroffiv numericky tok

Za predpokladu, ze pfesné feSeni w a tok f maji spojité derivace ¢tvrtého Fa-
du, Ize pomoci Taylorova rozvoje [13] odvodit Lax-Wendroffovo schéma, které
je druhého Fadu presnosti v ¢ase a prostoru. Lax-Wendroffiiv numericky tok je
definovan:

grw <u7 ’U) =

(P +F0) = T4 (w+v)/2) (F0) — Fw) . (277)

DO | —
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Dosazenim vztahu (2.77) do (2.22)), budeme-li uvazovat riznou velikost h; jed-
notlivych konec¢nych objemu D; a proménny casovy krok 75, obdrzime Lax-
Wendroffovo explicitni schéma:

Tk
wf“ = w?_ﬁ (fi’:Ll _f§71)+

2
() (gt s ) ez ke
(2.78)

kde f¥ = f(wk) a A¥ , = A((w}y, +w?)/2). Opét plati CFL podminka (2.69).

1
2

2.6.4 1D Roetiv numericky tok

V nésledujicim textu odvodime Roeiv numericky tok pro N = 1(m = N + 2),
budeme postupovat dle [13], kde je tato metoda odvozena pro N = 3. Roeova me-
toda spoc¢iva v nahradé Jakobianu A (w) pii aproximaci Riemannova problému,
viz (256), pomoci konstantni Roeovy matice A=A (wp, wg), kterd zavisi pouze
na hodnotach stavovych vektoru w, wg. Na tuto matici jsou kladeny nasledujici
pozadavky:

1. Matice A (wy,, wg) je diagonalizovatelnd:

A(wp,wg) = ’ﬁ‘(wL,wR) \('wL,'wR)’TI“_1 (wp, wg), (2.79)

kde A\ (wy, wr) = diag(M\(wy, wg),. .., Am(wp, wpg)) je diagonalni ma-

tici vlastnich ¢isel \;(wp, wg). Sloupce matice T (wy, wg) jsou vlastni vek-
tory r;(wpr, wgr) odpovidajici vlastnim ¢islam \;(wp, wg), i =1,...,m.

2. Matice A (wy, wg) je konzistentni:

A(w,w) = A(w). (2.80)

3. Matice A (w,wg) je konzervativni na nespojitostech:

f(wR)—f('wL) = A(’LUL,’LUR) (wR—wL). (281)

Analogicky k (258) a ([259) zavedme znaceni A*(w;,wg) a aproximujme
v pfiblizném Riemannové fesici (2.60) matici A~ (w) pomoci konstantni matice
A~ (wp, wg), dostavame:

Groe(Wr, WR) = f(wL)+A_(’wL,’wR) /w Rdw
= f(wr) + A (wp, wg)(wr — wp). (2.82)

Pti splnéni vySe uvedeného pozadavku diagonizovatelnosti matice A (wp,wg),
viz (Z779), je mozné vyjadiit stavové vektory w; a wpg v bazi tvorené vektory
ri(wp,wg), 1 =1,...,m:

m

'wR—wL:Z%ri('wL,wR). (283)

i=1
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Dosazenim (2.83) do vztahu (2.82)) dostavame:

G roe(WL, WR) = f('wL)"‘Z%A_(’WL,’LUR)T@'(’LUL,’LUR)
i=1

= f(wy) + Z Yihi(wp, wgr)r;(wr, wg), (2.84)

A <0

coz predstavuje vztah pro vycisleni Roeova numerického toku v piipadé, Ze médme
k dispozici vlastni vektory r;(wy, wg), vlastni ¢isla \;(w, wg), i =1,...,m a
koeficienty ~;.

V dal§im textu se zamé&Fme na konstrukei A(wy,, wz). Nejprve vyjadiime sta-

vovy vektor w = w(z) a tok f(w) = f(w(z)) = f(z) jako kvadratické funkce
vektoru z:

T
_ 9 z1z3 v—1,
= — 2.85
w(z) = (a2 4 1202) (2.85)
a , )
f(z) = (2’12’2, 25+ 7; [2123 - %] ,2223) : (2.86)
kde vyznam slozek vektoru z je nasledujici
z=(21,20,23) = /p (1,0, H)", (2.87)
kde g
- 2tr (2.88)
p

Na zéakladé lematu uvedeném v [I3, Lemma 3.39] a vySe uvedeného lze psat:

flwn) - fws) = & (w (252 ) we-wi) (289

kde hodnoty parametri z; a zg jsou dany:
w, =w(z,) a wg=w(zg). (2.90)

Pro splnéni pozadavku konzervativity matice A(wy, wg) Z8) ji definujme na-

sledovné:
Aw,,wp) = A (w (zL"gJ)) . (2.91)

Zavedenim Roeovijch primeri p,u, H tak, aby platilo:

1 NT
5(zL+ZR) = \/E<1aﬁ7H) ) (292)

dostavidme pro tyto pruméry nésledujici rovnice:

Vi = 5 (/7R (2.93)

4 = VPLUL + \/PRUR
N R

i VPrHL + \/prHR
VRN
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kde pr, pr, ,ur, Ug, ... jsou uréeny ze z; a zr pomoci (2.87). PouZitim vzta-

ha (2:85) a ([2292) vidime, ze plati:

1 AT
w (5 (21 + zR)) — (,6, ﬁﬂ,E) _— (2.94)
kde E je dano
1 y—1
B o= —pH+ 1 pa2. (2.95)
v 27

Z vyse uvedeného je vidét, ze konstantni Roeovu matici lze psat ve tvaru:

Alwp,wgr) = A(w), (2.96)

pfipomenime si jen, Ze pomoci A zna¢ime matici Ay, viz (LI9), pro 1D.

Pro urceni vlastnich ¢isel a vlastnich vektora matice A(w) postupujme né-
sledovné. Protoze plati vztah (2.96]), 1ze vlastni ¢isla )\, zavisejici na Roeovych
primérech, uréit z (L37), kde uvazujeme 1D piipad:

M =d—a M=, M\ = G+a, (2.97)

kde
a? = (y—1) <H A ) (2.98)

Obdobné lze vyjit z vlastnich vektori matice A;(w), napf. [13, Lemma 3.3] a po
dosazeni w misto w, lze pro 1D obdrzet:

|
| 5

Q>
>

T
= (1,@- : a) : (2.99)

. a2\’

Ty = lauaE )
R T

g = (1,a+a,H+aa) .

Koeficienty 7; obdrzime z rovnice (2.83), kde pro jednoduchost pouZijeme
nasledujici znaceni Aw; = (wgr); — (wr)ik:

1 )

y = 7a2 [Awl <H - a2> + aAwy — Aw3] , (2.100)
1 . .

o= % [Awy (T4 a) — Awy — ays) ,

13 = Awy — (71 +72).

Vyhodnoceni Roeova numerického toku probihé tedy tak, ze nejprve dle vzor-
ca ([293) ur¢ime Roeovy pruméry a tyto pouZijeme pro vypocet vlastnich ¢i-
sel (2.97) a vektora (2:99)). Déle se pak spoc¢tou koeficienty ~ dle vzorci (2.100)
a na zavér se vyhodnoti Roeiuv numericky tok (2.84]). Schéma je prvniho fadu a
pro stabilitu metody musi byt splnéna CFL podminka (2.69).

"Koeficienty zde uvadime v potadi, ve kterém je vyhodné je vyhodnocovat pii praktickych
vypoctech.
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2.6.5 Metoda ADER

Zde si popiSeme nami pouzitou metodu ADER, ktera je, jak jsme vidéli, zobec-
nénim metod Godunova typu. V nasich numerickych experimentech byla pouzita
implementace této metody pro N =2 a p = 2, jez je soucasti prace [23].

Budeme pouzivat lineadrni rekonstrukce ﬁjf pomoci zobecnénych centralnich
diferenci s limiterem. Rekonstrukce je provadéna po jednotlivych slozkich u; vek-
toru feseni w¥ na objemu D;. Pro splnéni pozadavkii (2I8) kladenych na rekon-
strukei w! budeme hledat rekonstrukei ve tvaru:

Ui(xy,x2) = a(zy —x1) +b(z2 — 221) + ¢, (2.101)

YV

kde x1 7, a 2o 1, jsou soufadnice tézisté P; objemu D;, kde koeficienty a, b pred-
stavuji slozky aproximace gradientu Vu(F;):

a~ ——u(P), (2.102)

Aproximace gradientu, tedy koeficienty a a b, uréime jako slozky gradientu
linearn{ funkce @(zq, 22), kterd v tézistich P; sousednich objemu D; k objemu D;
nabyvéa hodnot u;. Podminka

E(ZL‘LT].,ZL‘ZT].) = Uy, j c S(i), (2103)

YV

kde z17;, a zo7; jsou soufadnice t&Zist P;, predstavuje soustavu linedrnich rov-
nic, jejimz feSenim ziskdme aproximace slozek gradientu. Abychom se vyhnuli
nezéddoucim oscilacim pobliz nespojitosti, nejprve detekujeme ty objemy, které
obsahuji nespojitost a polozime na nich gradient nulovy (¢ = 0, b = 0). Pro
nalezeni nespojitosti je pouzit indikdtor skoku [13, str. 483]:

Z/ ; —4;)* dS/ (hi| DY (2.104)
JES(7)

kde u; a 4; jsou vySe uvedené linearni rekonstrukce a h; = diam(D;). Integral
v (ZI04) je vyhodnocen pomoci dvoubodového Gaussova kvadraturniho pravidla.
Vysledny postup pro rekonstrukei s limitingem je tedy nésledujici:

1. Pomoci vztahi ((2I03) a (Z.I0T)) sestrojime rekonstrukce @;, i€ J
2. V pripadé, 7e g(i) > 1, pak a,b =0 a @; = u;.

Jsou-li zkonstruovany polynomialni rekonstrukce w’l‘C a w , pak lze spocist
zobecnény Godunoviv tok (2.65) a nasledné vypocitat zobecneny numericky
tok (2.66]), viz kapitola 2511 Pro vyhodnoceni integralu pies hranici fij v 70-
becnéném Godunovové toku, tedy ve vztahu:

Y 1 1 b1 . .
9c(qr.qp) = —~—/ / filars(®. t;ar,qr))dS dt, (2.105)
7_/~C|Fz‘j| Lyj
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pouzijeme Gaussovu kvadraturu a obdrzime:

o I
9¢ (41, qr) = T—k/ > Fl@ps(@.t:qr. @p)wy | dt, (2.106)
e v=1

kde &, jsou integrac¢ni uzly pres hranu fij, K, je jejich pocet a pomoci w, jsou
oznaceny prislusné vahy. V implementaci metody, kterou jsme méli k dispozici,
bylo K, = 1. Integrace pies ¢asovy interval [ty, tx 1] v (Z2I06) je v praci [23] vy-
hodnocena analyticky. Nejprve vyjadieme tok f; v kvadraturnim bodé x, pomoci
Taylorova rozvoje:

ol
[

Fila@, ) = £ (a* (@0 +Z[atf1 (@..0) (2.107)

kde g (x,,0) je vedouci prvek v rozvoji (2.40) a ¢leny g—ifl (g (x,,0)) lze urcit
pomoci Cauchy-Kowalewské procedury, viz kapitola Vzledem k aproximaci
(247) 1ze psat:

fl ((A]RS(:EV)ta dr, qR)) fl ( (mlﬁ )) : (2108)

Dosazenim (ZI08) a (ZI07) do (2I06) a provedenim naznacené integrace dle
¢asu dostavame nasledujici vztah pro vypocet zobecnéného Godunovova toku:

K, p—1 1 -l
gG <QL7QR) = ; (fl (q+(:f:,,,0)) + ll |:%f1 (q+(iy,0)):| (l +k1)!> Wy,
(2.109)
kde 7, = 11—t je velikost ¢asového kroku. Misto pouziti piesného Riemannova
reSi¢e je pouzit priblizny Riemannuv resi¢c HLLC, viz kapitola[2.4.1l Vedouci ¢len
f1(g*(x,,0)) je tedy uréen pomoci ptiblizného Riemannova fesice a ¢leny vys-
Sich fadu jsou urceny pomoci Cauchyho-Kowalewské procedury a odpovidajicich
pribliznych feSeni Riemannova problému.
Méme-li spocten zobecnény Godunoviiv tok g, 1ze spocist numericky tok f{,

iz (2.66), a nasledné pak pomoci (Z20) updatovat na numerické feseni w*!.
Pro stabilitu schématu je nutné dodrzet CFL podminku typu (2.27) [23].

CFL|D;|
_ e J 2.110
= )\f,ma:vlal)ll7 7 ( )
kde CFL <1 a:
Nmas = max A} (wf, n) ], m=N+2, (2.111)

r=1,...,m,j€S5(%)
a=1,...,8ij,v=1,... K,

kde XF (w}; ., ng) jsou vlastni ¢isla matice Ay (LIT) pro FeSeni zobecnéného Rie-
mannova problému ((238) a (2.62))) s poc¢ateénimi podminkami (2.64) v uzlovych
bodech x, v ¢ase t = 0.
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3. Adaptace vypocetni sité

Jednou z moznosti zvySeni piresnosti vypoctu v piipadé metody konecnych ob-
jemi je pouzivat jemné&j$i vypocetni sité. Tohoto je mozno docilit tak, ze bud
zjemnime celou sit globalné, coz vede k exponencialnimu néarustu poc¢tu koned-
nych objemu sité s dimensi problému a nebudeme se tim v dal$im textu zabyvat,
nebo ji vybérové zjemnime pouze v urc¢itych oblastech. Aby se dosahlo pokud
mozno co nejvétsich aspor ve vypocetni a pamétové narocnosti vypoctu, tak se
mimo oblasti s velkou hodnotou normy gradientu dané veli¢iny téz detekuji ob-
lasti s velmi malou zménou dané veli¢iny. A zde se pak tyto sité zhrubil. Metody
pro adaptaci sité lze zhruba rozdélit dle toho, zda méni strukturu vypoctové sité,
¢i ne, tj. pridavaji, ¢i odebiraji objemy.

Primarné se zaméiime na metody neménici strukturu vypoctové sité, jez do-
sahuji adaptivity tim, ze v oblastech s velkou hodnotou normy gradientu reseni
zvysuji hustotu uzlu v téchto oblastech pomoci jejich presouvani. Tyto metody
se téz nazyvaji metody relokaénfd. Protoze je zde velmi ¢asto pozadavek zachytit
pohyb oblasti s velkou hodnotou normy gradientu nékterych pocitanych veli¢in
v ¢ase, mluvi se o tzv. Moving Mesh. Prikladem téchto metod jsou tzv. variacni
metody, viz kapitola Bl nebo metody uvedené v pracich [0, 25 27], kde je nutné
pro pohyb uzli v ¢ase fesit soustavu parcidlnich diferencialnich rovni. Predsta-
vime zde nami navrZenou alternativu, jde o tzv. VQPMMM (Vertex Quality
Parameter Moving Mesh Methods), kde pohybu uzli sité je docileno minimalizaci
jisté funkce definované pro kazdy uzel sité, viz kapitola (33).

Druhym piistupem je pomoci néjakého vhodného indikatoru, ¢i heuristiky,
rozhodnout, zda sit v daném misté zjemnime, ¢i naopak nékteré kone¢né objemy
odebereme. Existuje téZz moznost zkombinovat predchozi piistupy dohromady,
ptikladem takového pristupu je anisotropni adaptivita, viz kapitola (B.2)).

Struktura této kapitoly je néasledujici, nejprve je uveden popis dané adaptivni
strategie. Poté nasleduji 1D a 2D numerické experimenty zamérené na otestovani
a zhodnoceni dané metody adaptace sité. Cilem téchto experimentu je ovérit
chovani zkoumanych adaptivnich metod a vliv riznych parametri na adaptivni

vvvvvv

3.1 Variac¢ni metody

Varia¢ni metody, viz napt. prace [4] [6l, 8 27, [40], patii mezi metody reloka¢ni.
V dalsim predpokladejme nasi fyzikalni oblast 2 a zavedme vypocetni (logickou)
oblast Q.. Jako & = (z1,...,2zy) ozna¢me soutadnice v 2 a jako & = (&1,...,&n)
ozna¢me souradnice v €., dile se zabyvejme piipadem pro N = 2. Pro konstrukci
adaptované sité uvazujme vzajemné jednoznacné zobrazeni x = (&) z Q. do 2
a inverzni zobrazeni £ = &(x) z 2 do €.

Nasim cilem je nalézt takové vzajemné jednoznacné zobrazeni z €2. do €2, které

!'Mesh coarsening

2Poznamenejme, 7e v souvislosti s metodou kone¢nych prvki se v p¥ipadé reloka¢nich metod
mluvi o tzv. r-methods prace [5], jako varianté k metodam pouZivajicim lokélnich zjemnéni a
zhrubnuti sité a zmény stupné pouzitych polynomu tzv. h-p methods.

3 MMPDE (Moving Mesh Partial Diferential Equation)
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rovnomérné rozmisténym uzlim sité v oblasti €2, priradi uzly sité v oblasti € tak,
aby se v oblastech s velkou hodnotou normy gradientu nékteré ze slozek w hustota
uzli sité zvysila a naopak.

V dalsim se zaméifme na piistup, ktery vyuzivd minimalizaci nasledujictho
kvadratického funkcionalu:

E(¢) = 122:/ VELG, ' Vede (3.1)
2 k=1 "< e o .

kde Gy (), k = 1,2 jsou symetrické pozitivné definitni matice, které budeme
nazyvat monitorovact funkce. Tyto funkce maji zdsadni vliv na vlastni adaptacni
proces a tvar vysledné vypocetni sité. Casto se monitorovaci funkce voli tak, ze
plati Gy = G, k = 1,2, tuto volbu pouzijme i v dal$im textu. Popis konstrukce
monitorovacich funkci tohoto typu a jejich vliv na vyslednou sit bude popséan
déle v kapitole B. 1.2l Popis vlivu riznych monitorovacich funkci G; = Gy(vy)
a Gy = Gy(vs), kde v; a vy jsou vektory ovliviujici smér posunu uzlu sité, je
mozny nalézt napt. v |4l 27].

Pro minimalizaci] vyge uvedensho funkcionalu BI)) je ti¥eba fesit nasledujici
Eulerovy-Lagrangeovy rovnice:

VI (GVE)
VI (GTVE)

0, (3.2)
0.

Poznamenejme, ze funkcional (B.I]) vznikl jako zobecnéni variaéni formulace tzv.
Winslowovy metody viz kapitolaB.1.3] ktera pouzivala pro adaptaci sité specialni
ptipad rovnic (3.2)).

Protoze nasim cilem je konstrukce vypocetni sité v oblasti €2, bude nas zajimat
inverzni zobrazeni x(§) k &(x), které ziskime zaménou zavislych a nezavislych
proménnych ve vztahu ([B.2) a pouZitim transformacnich vztahi:

1 [ Gz 1 [ S
V& = — ?521 ,VE = — 251 , 3.3
a=7| 5 ) ve=7| & (5.3)

kde J = g—g‘g—g — g—g‘g—gf je Jacobian transformace soutadnic, u kterého pted-

pokladame J # 0. Aplikaci vySe uvedeného postupu dostdvame novou soustavu
rovnic, viz napf. prace [5]:

) mé@m& ) azgl G,
N -+ TN A (R [N+ LA, | 3.4
73 ( Jg ) 0, ( Jg 7 (3-4)

) angGa:& N ) CIZZGCI?& 0
&1 Jg 0, Jg -

kde g = det(G). Pro vlastni adaptaci vypoc¢tové sité se pouzivaji rovnice (B.4)

—_

4Existuje i moznost dany funkcionél diskretizovat a pak minimalizovat pfimo, ale tato moz-
nost se témef nepouziva [26].
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upravené do tvaru:

5 :/lcg2 G, ) 935T1 G,
_551 Jg 08, Jg

N ;) azg((}mgl N ) iEZG(Egl
& Jg 0 Jg

Ley (35)

Q?& =0.

Numerické feseni této rovnice véetné volby ptislusnych okrajovych podminek
bude ukizano pozdéji v kapitole B.1.5l

3.1.1 Ekvidistribuce sité

Pokusime se vysvétlit, pro¢ p¥i minimalizaci funkcionalu (BI]) dochazi k adaptaci
vypoctové sité. Nejprve se zaméifme na 1D piipad.

Predpokladejme, ze nase fyzikalni oblast  je tvofena intervalem [a,b], kde
a < b. Mé&jme na tomto intervalu definovanou spojitou funkci ¢(z) > 0, = € [a, b].
Snazme se nyni rozdélit 2 na J ruznych subintervalu, které jsou dany body
a=x1 <Ty<...<xy.1 =Db, tak, aby funkce ¢ byla na téchto subintervalech
ekvidistribuovdna, tedy aby platilo:

/z b(@)de = ... = / Y (@), (3.6)

zg
Sit, ktera pro danou funkci ¢ spliiuje vyse uvedenou podminku (B:6]), budeme

nazyvat siti ekvidistribugici funkci ¢. Pozadavek ekvidistribuce lze téz zapsat ve
tvaru:

/wigb(:p)d:p:%a,izl,...,J+1, (3.7)
kde )
o= / 6(x)dz. (3.9)

Levou stranu vztahu (B.7) Ize nahliZet jako funkci proménné z;, ktera je rostouct,
¢ili existuje inverzni funkce, ktera kazdému i = 1,...,J 4+ 1 jednozna¢né prifadi
pozici uzlu x;.
Uvazujme nyni zobrazeni z = z(¢) : [0,1] — [a, ], které nam piifadi uzlové

body:

ri=x(&),i=1,....,J+1, (3.9)
kde :

1—1 .

§=——i=l...J+1 (3.10)
jsou rovnomérné rozmisténé uzlové body v intervalu [0, 1], jenZ ztotoZznime s vy-
pocetni oblasti Q.. Vztah (8.7) popisujici princip ekvidistribuce prejde na:

(i)
/ o(r)de =0&,i=1,...,J+1, (3.11)

coz nas vede na nasledujici zobecnéni. Spojité zobrazeni x = z(&) spliwjici pro
pevné dané ¢(x) > 0, x € [a,b] podminku:

z(§)
/ o(z)dr = o€, (3.12)
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kde o je ddno pomoci vztahu (B.8)), nazveme ekvidistribuujici souiadnicovou trans-
formaci. Derivovanim (B12) dle ¢ dostavame diferencialni formulaci takové sou-
fadnicové transformace:

dx

o) = o (3.13)
respektive k ni inverzni transformace £ = £(x) : [a,b] — [0, 1]:
1 de 1
— = —. 3.14
o(x)de o (3:14)
Viimnéme si, ze derivovanim obou stran rovnice (B.I4) dle z, dostavame:
d [ 1 de
— | ——=—1=0 3.15
i () 1)

coz odpovida 1D piipadu rovnice ([B:2]), kde je misto monitorovaci funkce G v 1D
pouzita funkce ¢, tedy pozadavek ekvidistribuce vede na rovnici (3:2)).

Predpokladejme, Ze na siti Dy, urc¢ené uzly z;, « = 1,...,J 4+ 1, budeme inter-
polovat danou funkci u, ktera miize byt jednou ze slozek feseni w rovnice (LI7)
v 1D. Dale predpokladejme, ze ukazatel chyby, které se pri této interpolaci do-
pustime, 1ze vyjadfit ve tvaru uvedeném v praci [26]:

J

E(Dy) = J°)  (haf:)™ (3.16)

i=1

kde s > 0 je redlné ¢islo a h; = x;11 — x; predstavuje délku jednotlivych subin-
tervali I; = (2, x;11). Pomoci f; je ozna¢ena aproximace stiedni hodnoty funkce
f(z) na i—tém subintervalu, pficemz f(x) > 0, x € [a,b] je funkce, ktera obec-
né zavisi na derivacich interpolované funkce wu. Cinitel J je zde pridan ad-hoc 7
davodu asymptotické nezavislosti ukazatele F(Dy) na J, tedy aby pfi limitnim
pfechodu max;—; s h; — 0 byl tento ukazatel nenulovy.

Priklad ukazatele chyby interpolace, odpovidajici vyse uvedenému, lze ziskat
nasledovné. Uvazujme Soboleviiv prostor H**1(a,b), k > 0 a interpolujme funkci
u € H*1(a,b) pomoci po ¢istech polynomidlni funkce ITyu stupné nejvyse k na
siti Dy, kde II; je interpolacni operator. Chyba interpolace pro 0 < m < k spliiuje
nasledujci omezeni, viz prace [26]:

J
o= Tty < C > R W), (3.17)

=1

kde |.|gm@p) je seminorma v tomto prostoru (definici lze nalézt nap¥. ve vyse
uvedené praci [26][Appendix A]), C' je konstanta nezavisla na siti Dy, a

1 Ti+1 2
Wiy = (3 [ 1 Pae)” (3.18)

kde w Y znadi k + 1 derivaci u. Toto lze prepsat do tvaru:

9 ) 142(k—m+1)

J
0= Mgy < O3 (m<u> R ENERT)
i=1
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a regularizaci pomoci konstanty 5 > 0 ziskdAme nasledujici omezeni:

; 7 1 ; m 1+2(k—m+1)
i=1

Nyni lze zavést ukazatel chyby interpolace E(Dj,) ve tvaru (B.16) nasledovné:

J 1 S - 142(k—m~+1)
TH2(k—m+1
1=1

O vztahu ekvidistribuce a chybé, které se pii vyse uvedené interpolaci dopus-
time, hovoii nasledujici véta [26, Theorem 2.1.2|, dikaz tamtéz.

Véta 3.1. Predpoklidejme, Ze ukazatel chyby, které se pri interpolaci dopustime,
je ve tvaru (316), kde s >0 a f(x) >0, x € [a,b] je spojitd funkce, pak plati:

J

EDy)=7Y <h ﬁ)sﬂ > 6541, YD, € D, (3.22)

i=1

it — ot VD, € Dy,

kde Dy = {@h =01 <2< ...<Tjy = b} je mnozina vSech déleni interva-
I [a,b] na J subintervali, h; = iy — &, 6 = Z;] hifi, f; znact aprozimaci
. . o o, . b o
integrdlniho primeéru funkce f na i-tém subintervalu a o = fa f(z)dz. Limitnim
prechodem rozumime max;—; . yh; — 0.

Pro sit Dy, ekvidistribugici funkci [ a splnugjici podminku:

hifi=20 =1, (3.23)
J
kde oy, = Z;] hifs, plati:
E(Dy) = o3 (3.24)

ot — 0" kdyz max h; — 0.

1=1,..

Poznamenejme, 7e miize nastat situace, ze oj pro ekvidistribuujici sit D), €
D, mize byt vetsi nez &, pro sit D, € D, pii daném poc¢tu subintervali J,
tedy ekvidistribuujici sit nemusi byt siti optimalni ve smyslu odhadu E(Dj).
Pouze v pripadé limitniho pfechodu max;—; . ;h; — 0, je ekvidistribuujici sit
siti optimalni.

Z vyse zminéného je vidét, ze v 1D vede minimalizace funkcionalu typu (B.1])
na princip ekvidistribuce monitorovaci funkce po vypoctové siti, kde monitoro-
vaci funkci pouzivame jakozto jisty ukazatel chyby interpolace. Pro ptipad 2D je
provedena kvalitativni analyza vlivu monitorovacich funkci na adaptivni proces
v nasledujici kapitole.

37



3.1.2 Monitorovaci funkce

Pro pochopeni principu vlivu monitorovacich funkci na adaptivitu siti uvazujme
nejprve elipticky diferencialni operator [6] 26]:

2 82 2 8
b= 3 el o+ o bie (3.25)

1=

kde a;;(x) a b;(x) jsou spojité funkce x v Q, takové ze matice A:

A(z) = (“” () (‘”)) , (3.26)

a91 (Q?) a99 (:c)

je symetrickd pozitivné definitni pro vSechna @ € 2. Za piedpokladu dostatecné
hladkosti hranice 0f) existuje Greenova funkce G(x,y), ktera je pozitivni v Q a
nulova na 0€). Dale uvazujme néasledujicici Dirichletiv problém:

Lu] = f(z,u), v, (3.27)
u = h(x), na o).

Pfi znalosti Greenovy funkce G mizeme psat feSeni problému (3.27) ve tvaru:

we) =~ [ S wiwrwit— [ hwge s 6

kde m je vnéjsi normala k hranici 0€2 a g—% je derivace Greenovy funkce ve sméru
vnéjsi normaly. Budeme-li uvazovat problém typu (3.27) s nulovou pravou stra-
nou:

Liv] =0,vQ, (3.29)
v = h(x), nadl,
lze pro jeho TeSeni v psat:
og
v@) == [ ) @ y)is (3.30)
Yeon n

A tedy FeSeni u(x) puvodniho Dirichletova problému lze zapsat pomoci feseni
v(x) “homogenni” ulohy (B.29) nésledovné:

u(e) = v(z) - / G(w.y)f(y, u(y))dy. (3.31)

V dal$im se zaméfme na geometrickou interpretaci. Uvazujme nejprve, 7ze je
f(x,u) > 0, tak diky pozitivnosti G(x,y) le7i kiivka u(x) = ¢ v oblasti, kde
v(x) > c. Dochazi tedy k posunu izokiivek feSeni u(x) vici feSeni v(x) ve sméru
rustu u(x), viz obrazek B.], a naopak pii f(x,u) < 0, x € Q dojde k posunu
opatnym smérem. Protoze Greenova funkce se chova singularné [26], tak v inte-
gralu ve vztahu (8:31)) se projevi prevazné body z jistého okoli bodu @ a v piipadé
kladné a dostate¢né vysoké hodnoty funkce f(x,u) na tomto okoli zde dochazi
k vySe zminénému posunu izok¥ivek feSeni ve sméru rustu u(x). A obracené, v
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smer ristu 1\

Obrazek 3.1: Vzajemné posunuti izokfivek feSeni nehomogenni a homogenni elip-
tické tlohy.

rﬁst\;

Obrazek 3.2: Komprese izokfivek Obrazek 3.3: Expanze izokiivek
(izok¥ivky u plna ¢ara, v ¢arkova- (izokfivky u plna ¢ara, v ¢arkova-
né) né)

piipadé zaporné hodnoty funkce f(x,u) na tomto okoli dochézi k posunu izokii-
vek feSeni proti sméru ristu u(x). Toto chovani vede k tomu, 7e v piipadé zmény
znaménka funkce f(x,u) mezi dvéma body zde dochazi ke kompresi, ¢i expanzi
izokiivek u(x) vici feseni v(a) homogenni tlohy, viz obrazky aB3l

ProtoZe monitorovaci funkce G, resp. jeji inverze G! jsou symetrické pozitivné
definitni matice, lze je zapsat ve tvaru:

G= )\1’01'1]11—‘ + )\2’1]2'11’;, (332)
a1 T, 1 T
G = —vv; + —wvav,, (3.33)
A1 Ao

kde A, A2 > 0 jsou vlastni ¢isla G a vy a v jsou odpovidajici ortogonalni nor-
malizované vlastni vektory. Zavedenim derivace ve sméru v:

8 —_—
ov
a pouzitim (3.32) lze funkcional (BI)) pfepsat do tvaru:

w11 (5784
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v'V, (3.34)

2

%
8'1]1

s
8'1]1

96

3'02

96
3’02

2) ] dxdy, (3.35)



a piislusné Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pro minimalizaci tohoto funkcionalu

jsou:
T (V108 T (208 _
\Y (Alam)+v (AQ&U? =0, (3.36)

T (V1 9% T (v208 _
\Y <A18v1)+v ()\20’02 = 0. (3.37)

Rozepsanim naznacenych derivaci a vyuzitim (B.34]) ziskime néasledujici rovnice:

o2& )\ 02 1 0\ T 061 A [ 10X T 0&;
— +——= = —= - —— 4+ —(—= - — (3.38
6'0% )\2 6'0% ()\1 8’01 v vl) 6'01 + )\2 ()\2 6'02 v UQ) 8’02 ( )
0?& M\ 0%& 1 0\ T 0 A [ 10X T 0
6—'0§ )\—za—v%— ()\_18—’01_V vl)a—m+A_2(A_26—m_v ’Ug)a—v2 (339)
Vyjdeme-li z prvni z predchozich rovnic a definujeme nésledujicici elipticky ope-
rator [6]:

RSS! T NO0& A 10X T 0&1
kde zdrojovy ¢len f(x,u):
1 oM 08
f(mﬂgl) L )\1 avl 8'01’ (34]‘)

vidime, 7e Eulerova-Lagrangeova rovnice (8.36]) odpovida problému (327).

Aplikujme nyni kvalitativni analyzu zminénou v predchozim textu. Protoze
zdrojovy ¢len f(a,u) méni znaménko v zavislosti na /\ilg—,gll, a tedy se projevi
efekt expanze, ¢i komprese izokrivek feseni v zavislosti na zmeéné \; ve sméru v,
tento efekt je relativni viici feseni problému (8.29)) s operatorem (B.40). Komprese
resp. expanze izoktivek feSeni tlohy se na adaptivité sité projevi jako zjemnéni,
resp. zhrubnuti vypocetni sité v daném sméru. Na vysledném posunuti, se ovSsem
projevi i vliv dalgich ¢lentu operatoru (B.40), jako je napi. zména Ay ve sméru
V9, coz ve vysledku ¢ini presnou analyzu velmi komplikovanou. Tyto efekty, te-
dy efekty od druhého, tietiho a ¢tvrtého ¢lenu, budeme ve shodé s [6] nazyvat
dvoudimensionélni efekty a jejich vliv, vyjma vlivu t¥etiho ¢lenu (tedy zmény &
ve sméru v;) lze redukovat zmensenim poméru i—;, viz nésledujici ¢ast textu veé-
nované vlivu vlastnich ¢isel. Poznamenejme, ze podobnou analyzu bychom mohli
provést samoziejmeé i pro druhou z rovnic (3.39).

Vyse uvedené si pro nazornost ilustrujme na nasledujicich obrazcich 3.4l Pred-
pokladejme, 7e mame k dispozici zobrazeni & (z,y) 7  do ., jehoZ izokiivky
jsou zaneseny na obrazku (a) a, abychom vylouéili vySe zminéné dvoudi-
mensiondalni efekty, uvazujme zobrazeni &;(x,y) = y. Vezmeme-li si zde libovol-
nou dvojici bodu, napt. A, B, ¢i B,C, a zobrazime-li je do €., dostavame body
A= [6(A),6(A)), B' = [6(B),&(B)), C' = [6(C), &(C)]. Z obrazku (a), (b),
resp. (d), (e) je vidét, ze ¢im vice izoktivek & ;(z,y) =ic, 1 =1,2,...,c € R je
mezi danymi dvéma body, tak tim je jejich vzdalenost z hlediska soutadnice &;
v . vétsi. Vezmeme-li nyni dva vrcholy sité v Q. (modré, resp. zelené ¢tverecky
na obrazcich (b), (e), pak pfi zobrazeni sité z = x(&,&) ay = & z Q. do Q
vi¢i sobé posunuty izokfivky & homogenni (obrazek (a)) a nehomogenni alohy
(obrazek (d)).
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Obrazek 3.4: Ilustrace vlivu komprese a expanze izokiivek. Vlevo (a) izoktivky
&1(z,y) v oblasti Q, (b) izokiivky x (&1, &) v oblasti €., (¢) zobrazena (adaptovana)
sit v oblasti €, pro homogenni ulohu. Vpravo (d) izok¥ivky &;(z,y) v oblasti €2,
(e) izokiivky x(&1,&) v oblasti ., (f) zobrazena (adaptovana) sit v oblasti (2,
pro nehomogenni tlohu.

41



Vliv vlastnich ¢&isel )\

Zde si ilustrujme vliv vlastnich ¢isel A monitorovaci funkce G a jejich smérovych
derivaci na adaptivitu vypocetni sité. Uvazujme pevné zvolené vektory

el ) et

a hodnotu A; zvolme :
>\1 g 6_5 (Z‘+y—1)2,

tedy
O\ —5 (z+y—1)2
= =V2(-10z — 10y + 10) e > @Hy=1",
8'01
Na obrazku (vpravo) je vidét, ze zména znaménka g—éll odpovida presné té

situaci, kterd je potiebnd pro kompresi izoktivek a tedy pro zjemnéni sité v daném
sméru.

Obrazek 3.5: Prubéh \; a g,f}ll na [0, 1] x [0, 1]

Nyni sestrojme dle vztahu (B:32]) monitorovaci funkci G tak, ze budeme volit
Ay = aMj, a = 0.5,1,2,4. Numericky vytesime soustavu (B3, kde oblasti € i
Q. jsou voleny jako ¢tverec [0,1] x [0,1] a byla pouzita Dirichletova okrajova
podminka, takova, ze uzly jsou na hranici pevné. Podrobnéjsi diskuse zpiisobu
feSeni uvedené rovnice bude provedena dale. Na obrézcich je ukazén vliv
poméru A; /A = 2,1,0.5,0.25 na vyslednou sit. Je vidét, Ze s klesajicim pomérem
A1/Ag je posun uzla sité ve sméru v, vyraznéjsi.

Pro ilustraci druhého z vyse zminénych jevi, expanze izoktivek a tedy zhrub-
nuti dané sité, uvazujme stejné vektory v, a vy jako v predchozim piikladu, ale
pouzijme nésledujici predpis \;

A1 =2 —sech (50 (z +y — 1)*),
kde funkce hyperbolicky sekans je definovina néasledovné:
2

sech(x) := : (3.42)
exXpx + exp —x

Pro derivaci ve sméru v, plati:

M _ o V2(z+y— 1)sinh (50 (z +y — 1)%)

dvy (cosh (50 (z +y — 1)2))2
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Obrazek 3.8: Ukazka vlivu expanze izokiivek na vyslednou sit, A; /s
metodou je tedy izotropni v tom smyslu

objemii

AMaa=1.
Budeme-1li uvazovat matici G ve tvaru:

(3.47)

det(M), ziskame t¥idu
bmzemﬁ. Oznac¢ime-li o a
&(x) z M do N, kde M, N

tice a m
ém zo

1 ma

’

tivné definitn

2

je symetricka pozi
ich funke

kde M(
monitorovac

)

xTr

i

i zalozenych na harmonick

6Definice pievzata z [26]. Harmonické zobrazen
jsou Riemannovy manifoldy, je takové zobrazeni, které je extremalou funkciondlu E(§) =

Jor vm 2igap m¥ hagp

, Tesp.

i

: g%‘;dx, kde m;;, resp. hag jsou metrické tensory manifold

9€a
ox;
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ap vlastni ¢isla matice M, pak pro vlastni vektor v; a vlastni ¢isla matice G, A\;
a Ay plati:

v, je vlastni vektor k aq,

Al =4/ — 3.48

1 &27 ( )
)\2 = %7
(631

Vyhodou metod tohoto typu je, zZe pro 2D problémy, kde €2, je konvexni a zobra-
zeni z 002 do 0f€). je hladké, je zarucena existence a jednoznacnost zobrazeni mezi
Q a Q, viz napt. [0 [4, [7]. P¥ikladem takovéto funkce je funkceﬂ, kde volime:

M =T+ VuVu®, (3.49)

atedy ap = 1+ |Vul’, as = 1 a /m = /1 + |Vul|*.

Déle si v§imnéme, 7e spoc¢teme-li hodnoty A pomoci (BA8)) tedy, \; = /m a
Ay = 1/y/m a vy = Vu/|Vu|, pak vidime, ze tato funkce je specidlnim piipadem
monitorovaci funkce (B8.46) pro volbu Ay = 1/\;. Poznamenejme, 7e v piipadé
jedné dimenze, odpovida funkce (8.49]) monitorovaci funkci ([8.44]) pro Winslowovu
metodu s volbou o = 1.

Diskuse volby vlivu jednotlivych monitorovacich funkci a jejich parametru
bude provedena v ¢asti prace zabyvajici se numerickymi experimenty za pouziti
téchto metod.

3.1.4 Numerické feseni MMPDE v 1D

V této ¢asti se zaméime na moznosti numerického feSeni rovnic pro pohyb sité v
jedné dimenzi. Pro tento p¥ipad lze rovnice (B.2), resp. (B.3) zapsat nasledovné:

(G (x)&%), =0, (3.50)
resp.
(G(x)ze) = 0, (3.51)

kde GG je monitorovaci funkce v 1D, v dal§im uvazujme monitorovaci funkci ty-
pu ([43), tedy Winslowovu metodu v 1D. Daéle predpokladejme, ze fyzikalni
oblast €2 je tvofena intervalem [a,b], kde a < b a vypocetni oblast €. je interval
[0, 1]. Nasim cilem v této fazi je numericky Fesit rovnici (B.5I) za podminek:

x(0)
x (1)
Jeden ze zpusobu jak rovnici (B.EI)) fesit, je pouziti metody siti. Pouziti této

metody vede na feSeni systému nelinearnich rovnic [29], jehoz feSeni (i numeric-
ké) je Casové znané naro¢né, obzvlasté v situaci, kdy adaptace sité je jen jednou

a’
b. (3.52)

N, a M = (my;), m = det(M), M~! = (m%¥). V&imnéme si, 7e ztotoznime-li {2, resp. Q. s
M, resp. s N, tak pfi volbé tenzoru hog = dog, kde d,5 je Kroneckerovo delta, prechazi vyse
uvedeny funkcional na funkcional (8) s monitorovaci funkci G ve tvaru (8.47).

"Funkce tohoto typu jsou nazyvany arc-length like monitor function. Protoze tuto funkei
budeme ¢asto pouZivat, ozna¢me ji zkratkou ALLMF.
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z rutin celkového algoritmu. Tato nelinedrnost je zptsobena tim, ze nami uva-
zované monitorovaci funkce G, viz ([B.43)), zavisi jak na z, tak i na %. Navic v
numerickych experimentech provedenych v praci [26] se ukazuje, 7Ze tato metoda
ne vzdy konverguje v pfipadé malého poctu (desitky) uzlu sité.

Dalsi ze zptsobt jak rovnici (B.51)) Fesit, je pouzit metodu umélého casu. Zave-
denim umélého ¢asu 7 se prevede feseni rovnice (B.51) na nalezeni stacionarniho
stavu pro nésledujici problém:

Najit funkci x = (&, 7) takovou, 7e

zr = (G(z)ze)e, 0<E <1, 7>0, (3.53)

s okrajovou podminkou z(0,7) = aa z(1,7) = bpro 7 > 0 a po¢ate¢ni podminkou
odpovidajici rovnomérné ekvidistribuci na intervalu [a, b], tedy

z(€,0) = (b—a) +a,kde€ € [0, 1].

Zavedme casovou diskretizaci 7, = vAT, v = 0,1,2,..., kde A7 je veli-
kost ¢asového kroku a predpoklddejme, ze mame 1D sit kone¢nych objemu Dy,
Dy, = {D;},_, ; kdeuzly z; a 2,4, tvoii objem D;, J je pocet objemii. Oznac-
me stfed objemu D;, jako T 1 = (T + 2;)/2. Aproximaci veli¢iny u(z,7) v
bodé Til V ¢ase 7, oznac¢me jako u;f+%. Pouzijeme-li pifimo j—tou slozku konec¢né
k

objemového feSeni w; na objemu D;, pak plati u?Jrl = (w?);. Diskretizaci rov-
2

nice ([B.53) pomoci metody siti a jednoduchou tpravou obdrzime toto vypocetni
schéma:

AT
v+1 v v v v v v v .
xz‘+ =z; + %) <G(Ui+%)($z‘+1 —x)) — G(UF%)(% - xi—l)) , =2,
(3.54)

kde G(u! o ) zna¢i hodnotu monitorovaci funkce (B.43) zkonstruované pomoci
u? 1, h =1/J je velikost prostorového kroku na €.

2

Pro vypocet derivace u; , v G pouzivime v nasi praci centralni diference.

2
Horni index v je u veli¢iny Uil Z toho divodu, zZe zména objemu D; v ¢asovém
kroku v je spojena se zménou hodnoty FeSeni k tomuto objemu piislusejici a tedy
i s hodnotou uy, 1, dalsi detaily k prepoc¢tu hodnot lze nalézt v kapitole 3.1.6] a
2

kapitole 27Tl Pti praktické realizaci pouzijeme, dle [40] 25], misto monitorovaci
funkce G(u},,) v ([.54) nésledujici zhlazeni:

1
2

~ 1
UMES (G(u;,%) +2G () + Glul, 4 )) : (3.55)

a misto hodnoty G(u” ,) pouZijeme G(u;’_l) urc¢enou analogicky s tim, Ze pro
2 2
krajni objemy D;, kde nelze pouzit tohoto zhlazeni, pouzivime piimo hodnotu
G(u”,1). Hodnoty krajnich uzlii jsou dany pomoci okrajové podminky, tedy z; =
2

a a1 = b. P vypoétu pomoci predchazejiciho schématu (8.54) je nutné splnit
nésledujici podminku stability:

max (h—QTG(u;%)) < % (3.56)



V dalgim postupujme dle [40]. Piepiseme-li si rovnici (8.54]) do tvaru:
ath =1y + Qg l (f — i) + Q1 (i1 — 7)), (3.57)

kde Qa1 = % (u;’i%), tak, kdyz plati 27 < %7 = 1,...,J a je splnéna

podminka stability, pak:

v+1 v v :
r, € (xifl,xiﬂ) 1=2,...,J.

Dale, ode¢teme-li od rovnice (3.57) rovnici:

v+l _ v v v
oty = a g o (@ — o) +og

W
—
8
T
[\
8
T <
—
~—

dostéavame:

I;/—H - :U@-Viﬁl Iai+%<3€z‘y+1 — )+ (11— 20‘2‘—%)(% —Tia)t
+ ;3 (@1 — xs),

a tedy, jsou-li splnény vyse uvedené pozadavky, je pravi strana tohoto vyrazu
kladn4, coz vede k tomu, 7e /"' > z¥*1i =2, ... J + 1. Vidime tedy, 7e pod-

i
minka (B50]) zarucuje, ze nedojde k destrukci (presmyknuti uzli) sité.

Splnéni podminky stability je vSak omezujici, protoze napf. pro vypocetni
oblast s vysokym poctem objemii, ¢i pro takovou konfiguraci feseni, které odpo-

vida velkd hodnota G(u;, ,), je nutné volit velmi maly ¢asovy krok 7, coz znatné
2
zpomaluje vypocet. Uvazujme diskretizaci, kterou ziskdme z (8.54) pouZitim v

v—tém Casovém kroku hodnot z/*! a 2/ misto 27 | a z¥, aplikaci vy3e uvede-

11—

ného dostavame nésledujici schéma:

G(u”
v+l ( Z+%

LT G+ Gl )

1—

)xéjﬂ + G (u? )le'jjll

11—

N[

x (3.58)

N

Tuto metodu budeme diky pouzité diskretizaci ve shodé s praci [40] nazyvat
Gaussovym-Seidelovym itera¢nim schématem(G-S iterace). V dal$im postupujme

dl ’v d , , d , G(ulu+%) G(’U‘ZVi%)
e vySe uvedené prace [40]. Zavedenim p; = TG ) g = e )
2 2 2 2
lze prevést schéma ([B.58) do tvaru:
v v+1 v+1
—piriyy +x] = gty =0,

a déle vyuzitim, ze p; + ¢; = 1 a po tupravach obdrzime nasledujici vztah:

v+1 v+l

T = T — G (%‘—1 3712/) =i (1’;’ - SU;-’H) .

Z ptedpokladu 2 < ¥, a nezapornosti monitorovacich funkei (p;,¢; > 0) plyne,
ze prava strana predchoziho vyrazu je zaporné a tedy:

v+l

L

— T < 4 (x;/jll - xzy) ,
coz lze pomoci rekurze zapsat:
i
ath =l < <H Qk> (a7 — a3),
k=2
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kde pravé strana je diky okrajové podmince z¥ = 21! = a vidy zaporna a tedy

z¢ ™ < 2¥,,. Dosazenim této nerovnosti do (3.58) ziskame, 7ze i /1] < 2/, tedy
opét nedochazi k presmyknuti uzli vypocetni sité.

Pti adaptaci sité tedy opakované provadime vypocet novych poloh jednot-
livych uzla dle vztahu (354) nebo (B58). Tento postup se provadi tak dlouho,
dokud nenf splnéno, 7e |z} —z¥| < eproi =0,..., J+1, kde € > 0 je pfedepsana
tolerance, nebo, dokud neni dosazeno maximélniho poc¢tu iteraci( M AXITER).
Po kazdé zméné polohy uzlii je tfeba vzit v iivahu, ze je tfeba vyhodnotit i monito-
rovaci funkce. Konkrétni postupy prepoc¢tu numerického feseni a monitorovacich
funkci budou ukazany v dalsich kapitolach. Porovnani vhodnosti obou postupu
pro adaptaci vypocetni sité bude provedeno v kapitole (B.I.6]).

3.1.5 Numerické feseni MMPDE v 2D

Pro numerické feeni rovnic (8.2)), resp. (8:3) ve 2D pouzijeme metodu umélého
¢asu. Konkrétné budeme vychézet z nasledujici formulace pro rovnice ([3.2)) [5]:

981 L ot

— =—V (G'V :
or ~ T /o) (G V&), (3.59)
862 _ 1 VT(G_1V§2),

or T\/(g)

kde & = & (x,7), & = &(x,7), g = det(G) a T > 0 je parametr ovlivijici
rychlost posunu sité, pro malé hodnoty 7 dochéazi k rychlejsimu posunu uzli
sité. Ve shodé s literaturou budou tyto rovnice urcujici pohyb uzlu sité nazyvany
MMPDHJ. Pouzitim vyge uveden¢ho pievedeme fefeni rovnice B.3) na feseni
nésledujici rovnice pro € = x (€, 7):

Jr __ xg _i z,Grg, | 0 [z,Gxg
or  TIV9g KS! Jg 082 Jg

T, [ 0 :1r:§T2 Gz, 0 wgl Gxe,
+ el [ R [
TIg | 0& Jg &2 Jg

(3.60)

)

kde J = g—gg—g — g—gg—g je Jacobian transformace soufadnic, u kterého piedpo-

kladame J # 0. Pro snazsi diskretizaci pfevedme rovnici (3.60) na tvar:

ox
E = Aw£1£1 + Bw£1§2 + C.’D5252 =+ Dwﬁl + E.’B@. (361)

8Existuje vice druhtt pohybovych rovnic pro vypocetni sit, tato formulace byva v literatuie
nazyvana jako MMPDES5.
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Matice A, B, C a koeficienty D, E jsou nasledujici:
1

A =TT [ (z,Gae,) e, e, S + Te, 4, G + (2,Gae) e, @S] |
B :#93/2 (25 Gae,) e, zTS — T @G + (2] Gae,) e, zLS]
+ i [ (@hGae) wealS — Twgal G - (o Gag) waals]
C :W (2 Gae, ) we,xlS + Jze, 2T G + (2f Gag,) we,xlS] . (3.62)

g (e O
T J%gY/? 206 \ g * “06 \ g e

1 0 (G 0 (G
F= T 7 [ = _ T = [ =
7'~7291/2 {:1:52 0& (9) To T T 0 (9) :1:51] ’

kde S je matice:
0 1
s = { 0] }

Bud 7,¢ triangulace oblasti (2., ozna¢me prostor v8ech po ¢astech linearnich
polynomi na triangulaci 7,° v (2. v proménnych &; a & jako Lc a L1e = [£7-hc] 2,
Pro diskretizaci rovnice (3.61) je pouzita standardni semidiskretizace, kde pro
prostorové soufadnice pouZzijeme po ¢astech linearni polynomy z prostoru Lre
a pro casovou diskretizaci je pouzita zpétna Eulerova formule. Abychom se vy-
hnuli feSeni soustavy nelinearnich rovnic, tak matice A,B, C a koeficienty D a
E, viz. (362), v ¢asovém kroku 7, vyhodnotime pomoci x(7,). Vysledna soustava
linedrnich rovnic pro urfeni x(7,1) € L7¢ je pak nasledujici [3]:

(wﬁl 7—1/+1 A<TV>TV)£1) + (wﬁz (TVJrl)v (C(TV)TV>£2)

% [(mfl(TV-H) (B(TV)TV)&) + (CB§2(TV+1) (B(Tu )]
— (D(n)@g, (Tv11) + E(7) @6, (T041),v) = 0, Vv € ﬁoc (), (3.63)

(z-(7),v) +
+
kde x. (7,) je dano pomoci

T (Tu+1) — (Tu>.

7—1/—1—1 — Ty

x, (1,) = (3.64)

Symbolem (.,.) rozumime skalédrni sou¢in na L?((.) a thc je podprostor Lre

obsahujici funkce, je jsou na hranici 9, nulové. Cleny A(7,), B(r,,), C(7,), D(1,),
E(7,) znadi vySe zminéné matice a koeficienty vyhodnocené v ¢asovém kroku 7,.

Poznamenejme, 7ze obdobné jako v 1D budeme monitorovaci funkci zhlazovat,
tj. pro vypocet matic A, B, C a koeficientii D, E' pouzijeme misto monitorovaci
funkce G nami definované zhlazeni G:

1

GP) = T

GP)+ Y. GP) ]|, (3.65)
P;eN(P;)

kde N (P;) zna¢i mnozinu sousednich uzli k uzlu P; a |N(P;)] jeji mohutnost.
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Popisme si nyni jak volit oblast 2. a jak na ni ziskat sit kone¢nych prvkﬁﬁ,
ktera ma stejnou topologii jako sit 7, jez mame k dispozici v €, tj. jednd se ndm
o identickou sit, ale na oblasti Q.. V pfipadé pouziti monitorovaci funkce (B:47)
zalozené na harmonickém zobrazeni a konvexnosti oblasti 2. je zaru¢ena existence
a jednoznadnost feSeni(viz poznamka v kapitole3.1.3)). Z tohoto divodu, v piipadé
konvexnosti oblasti €2, je nejjednodussi volit oblast €2, = 2 a pouzijeme piimo
sit T,. V pripadé, 7e oblast €2 neni konvexni, postupujme nasledovné. Oznac¢me
jednotlivé ¢asti hranice OS2 jako I'; C 02, tyto ¢asti hranice jsou bud disjunktni,
nebo je jejich prianikem bod a |J!_, I'; = 99, kde n je jejich pocet. Jako €2, zvolime
libovolnou konvexni oblast, kterd ma stejny pocet ¢asti hranice I'{ C 0€2., které
jsou bud disjunktni, nebo je jejich prinikem bod a (J; , I'{ = 9Q.. Abychom v
oblasti €. ziskali sit, potiebujeme zobrazeni &(x) sité z Q do .. Aby tato sit
byla rozmisténa rovnomérné, feSme rovnici (3.2]), kde jako monitorovaci funkci G
pouzijeme jednotkovou matici I, a dostaneme nasledujici tlohu [5]:

Aé(x) =0, v, (3.66)
s okrajovu podminkou
£|Fi 21—‘2‘—>F?,’l.:]_,...,n, (367)

kde zobrazeni &|r, jsou vzajemné jednoznacna. Tuto tlohu Fesime numericky a
ziskame tak sit na oblasti Q..

Jako okrajovou podminku pro rovnice (3.60), resp. (B.61]), budeme uvazovat
Dirichletovu okrajovou podminku, protoze pouziti Neumannovy okrajové pod-
minky v [5] vedlo k hor§imu chovani pii adaptaci sité. Trivialni Dirichletova okra-
jova podminka je takova, ze drzime uzly sité fixované na hranici, ¢ili predepiSeme
pro kazdy hrani¢ni uzel jeho polohu na prislusné ¢asti hranice I';.

V dalsim predpokladejme, Ze lze prislusnou ¢ast hranice I'; jednoznacné pa-
rametrizovat pomoci funkce

¥i(s):[0,1] — T, (3.68)

Pro pohyb uzlu sité, kde jednotlivé ¢asti hranice I'; jsou tvoreny tseckami, pouzi-
jeme nami navrzeny postup, ktery je modifikaci, zjednoduSenim, postupu uvede-
ného v [5] pro obecné nelinearni ¢ast hranice. Okrajovou podminku pro piislusnou
¢ast hranice T'; uréime jako feSeni 1D tlohy (B.53), kterou budeme Fesit pro pa-
rametr s misto x. Misto monitorovaci funkce G, pouzijeme jeji projekci M na
piislusnou ¢ast hranice I';, danou:

M (9, (s)) =t (¢, (5))T G (; (s)) t(; (), (3.69)

kde t (1, (s)) je jednotkovy teény vektor v daném bodé hranice. Tento postup
vede k tomu, 7ze v M se projevi jen nékteré prvky monitorovaci funkce G, v
zavislosti na te¢ném vektoru ¢ hranice I';. Takto ziskané nové polohy hrani¢nich
uzli predepiSeme jako okrajové podminky pro numerické feseni ulohy (B.60),
resp. (B.61)).

Poznamenejme, 7e pii kazdé zméné sité v €2, je nutné aktualizovat numerické
feSeni w, respektive funkci u, které na této siti mame. Pti této aktualizaci dojde
nutné ke zméné hodnoty monitorovaci funkce G a matic a koeficienta (3.62).

9Pro numerické feSeni rovnice (3.63) na oblasti §2. pouzivame metodu kone¢nych prvkii,
zatimco na oblasti {2 mame sit kone¢nych objemi 7, kterou chceme adaptovat.
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Postup fesSeni v 2D

V dalsim predpokladejme, 7e na kazdém z konec¢nych objemu D; mame k dispozici
po c¢éastech konstantni aproximaci veli¢iny u, a ozna¢me ji u;. Dale predpokladej-
me, ze na oblasti 2. mame k dispozici sit se stejnou topologii jako v €. Vlastni
algoritmus pro feseni rovnic vypada nasledovné@

Algoritmus 3.1. Algoritmus adaptace sité

1. Z po c¢astech konstanich hodnot u; zkonstruujeme po ¢astech linearni funkci
uy tak, Ze urc¢ime jeji hodnoty v uzlech sité P; pomoci vaZeného priméru:

R\LG) =
’ ZDl‘E’CPj |DZ‘ ’

kde Kp, oznacuje mnoZinu objemt, které maji spoletny uzel P;.

(3.70)

2. Na oblasti €2. aproximujeme Vu a spoc¢teme hodnotu monitorovaci funkce
G v uzlech sité.

3. V piipadé, ze umoznime pohyb uzli po hranici Fesime 1D tlohu (B.353)
pro parametr s s vyuzitim projekce (B.69) a ziskame piedpis okrajovych
podminek na piilusné ¢asti hranice I'{. V opa¢ném piipadé predepiSeme
pro kazdy hrani¢ni uzel z I'{ jeho polohu na prilusné c¢asti hranice I';.

4. Na zakladé feSeni z bodu Bl provedeme posun uzlu sité nachézejicich se na
¢astech hranice I';. Provedeme piepocet veli¢iny v na novou adaptovanou
sit a ur¢ime hodnotu monitorovaci funkce G v uzlech nové sité.

5. Pocatecéni podminku uréime tak, ze kazdému z uzli vypocetni sité na Q.
pritadime jeho pocatecni polohu na siti v €Q.

6. Spoc¢teme matice A, B, C a koeficienty D, E a fesime tilohu danou (3.63)
za pouziti okrajovych podminek urc¢enych v kroku Bl, tim ziskAime x(7,,1).
Zvysime casovy krok v a tento bod opakujme pro predepsany maximalni po-
et iteraci (T'STEP), nebo do té doby nez dosdhneme predepsané odchylky
e od stacionarniho stavu, cili je splnén:

REZ = \//Q (m (€,Ty+1) — (E,Ty))2d€1d§2 S € (371)

7. Na zakladé spoc¢tenych hodnot (&, 7,) provedeme adaptaci, ¢ili zobrazeni
sité z €. do 2 a pFepocteme veli¢inu v na novou adaptovanou sit.

8. V piipadé, 7e jsme nedosahli predepsaného poctu iteraci (MAXITER),
znovu spo¢teme monitorovaci funkci G a pokrac¢ujeme bodem [6l

7 vySe uvedeného algoritmu je vidét, ze adaptace sité se provadi kazdych
TSTEP kroku, divodem je to, Ze vlastni adaptace sité (zobrazeni z Q. do 2) a
nasledny piepocet hodnot © a monitorovaci funkce G je ¢asové dosti naro¢ny.

0 Autofi v ¢lanku [5], ze kterého jsme vychazeli, detailné nespecifikuji pouzity algoritmus
feSeni.
"' Ukazatel REZ ma tedy tento vyznam REZ = ||z — x”||12(q,)-
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Ukazkova tdloha

Protoze vyse uvedeny algoritmus je pomérné komplikovany, ilustrujme si jej na
ukazkové tloze. Volme oblast €2 jako lichobéznik dany body A, B, C, D, kde

A=[-5-5],B=[5-5],C =[2525],D=[-25,25].

Presto, 7e je oblast {2 konvexni, volme jako oblast ). jednotkovy ¢tverec dany
body A., B, C., D., kde

A.=10,0],B.=[1,0],C. = [1,1], D. = [0, 1].
Jednotlivé ¢asti hranice I';, resp. I'{ jsou nasledujici tisecky:

I, = AB,T¢ = A.B,
', = BC IS = B,C,
I'y=CD,T%=C.D,.
I, = DA,T¢ = D.A..

Sit 7, na oblasti  mé& 3188 objemu a 1675 uzliu. Pouzijme pro adaptaci sité
monitorovaci funkci Winslowova typu (343) s o = 1 a v dalsim pfedpokladejme,
ze funkce u, jejiz gradient potiebujeme pro konstrukci G, je dana predpisem:
u(z,y) = o~ (z=4(y+2))*

Z priubéhu funkce u zaneseném na obrazku 3.9 je patrné, ze u(z,y) = 1 na piimce
y = x/4—2 a s rostouci vzdalenosti od této ptimky velmi prudce klesa. Parametr
rychlosti posunu sité T, viz ([B.59), a velikost ¢asového kroku At = 7,1 — 7,
viz (364, volime 7 = 0.01 a A7 = 0.001 . Okrajové podminky stanovime takoveé,

ze na 'y a I's jsou polohy hrani¢nich uzli fixované a na I'; a I'y umoznime pohyb
uzli po prislusné ¢asti hranice.

Obrazek 3.9: Prubéh funkce v na oblasti €.

Poznamenejme, ze vSechny vypocty pomoci metody kone¢nych prvkiu realizu-

jeme pomoci nastroje FreeFem++. ktery je urcen pro vypocty pomoci metody
kone¢nych prvki ve 2D.

12Pro vlastni numerické FeSeni pouZivime nastroj FreeFem-++ verze 3.40, [24], dostupné na
http://www.freefem.org
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Nejprve se zaméfme na ziskani vypocetni sité se stejnou topologii na oblasti
).. Predepiseme okrajové podminky tak, aby platila podminka (3.67), v nasem
pifpadé volime &|r, ve tvaru €|p,(x) = Pz, x € [, kde P; € IR?*? je matice.
Poté fesime tlohu (B.66]) pro nalezeni zobrazeni £(x) : Q@ — Q.. Puvodni sit v
Q) a jeji obraz v €2, jsou zaneseny na obrazku B.I0.
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Obréazek 3.10: Pavodni sit v  (vlevo) a jeji obraz v €. (vpravo).

Vlastni adaptaci sité zacneme piimo bodem 21, nebot funkci © mame piede-
psanou a FreeFem+-+ ji pfimo pfevede na konec¢né prvkovou reprezentaci, ktera
je po castech linearni.

Po spo¢teni monitorovaci funkce G (bod 1) uré¢ime jeji projekci M (B.69)
na I'y a I'y a na téchto ¢astech hranice fesime ulohu ([B53) pro parametr s
za pouziti schématu (B58), (bod Bl). Pouzité parametrizace ([B.68) hranic I's,
resp. I'y jsou ¥,(s) = B + (C — B)s, s € [0,1], resp. ¥,(s) = D + (A — D)s,
s € [0, 1]. Provedeme posuv hrani¢nich uzli na ¢astech hranice I'y a T'y, na ¢astech
hranice I'; a I'3 jsou polohy hrani¢nich uzlu fixované, a prepoc¢teme hodnoty u a
monitorovaci funkce G (bod @).

Kazdému uzlu P; na siti v (). pfitadime jeho soufadnice na siti 7, v €, ¢ili
predepiSeme pocateéni podminku x(7p) (bod [(l).

Reseni z bodu Bl pouzijeme jako okrajovou podminku v kroku , kde jsme
volili TSTEP = 1. Pokracujeme body [ a8 a toto celé je MAXITFE R-krét
zopakovano (v naSem piipadé MAXITER = 40). Vysledna adaptovana sit je
zanesena na néasledujicim obrazku B.1T1

Obrazek 3.11: Vysledna sit na oblasti 2.

B0Opét pouzivime nastroj FreeFem++.

53



3.1.6 Numerické experimenty v 1D

Y~z

V této kapitole se zaméiime na porovnani 1D algoritmi s umélym casem (B.54)
a s G-S iteraci (3.58) pro adaptaci vypocetni sité vychéazejicich z varia¢nich me-
tod, jedna se o nami provedené numerické experimenty. Pro studium samotného
adaptacniho procesu jsme se v této fazi zaméfili na ulohu, kde veli¢inu u(x) mame
predepsanou. Budeme zde té7 zjistovat vliv parametru « pii vypoc¢tu monitoro-
vaci funkce (B:44) na proces adaptace. Divodem k tomu je, 7e samotna adaptace
sité je soucasti komplikovanéjsich algoritmu a proto, difive nez se jim budeme v
kapitole [4 vénovat, potiebujeme rozumét chovani procesu adaptac.
Jako funkce u(x) byly vybrany nasledujici dvé funkce:

ua(r) = { i ; 8 Ei j 311: (3.72)

8

up(z) =e . (3.73)

Vidime, 7e v prvnim piipadé (B.72) se jedna o tlohu s nespojitosti a ve druhém

| I \\
IRaNE |

-1 05 0 05 1 1 05 0 05 1

Obrazek 3.12: Prubéhy funkei uy(z) a up(x) na [—1,1].

piipadé (B73) se jedné o ulohu, kde je oblast s témé&t konstantni hodnotou. Jako
fyzikalni oblast €2 volime interval [—1,1].
V dalsim predpokladejme, ze méame k dispozici po ¢astech konstantni aproxi-
mace u(x):
[ (3.74)
u, = — u(z)dz, 3.
2 xlijJrl - "L‘;/ z¥
kde 27,7 = 1,...,J jsou uzlové body sité v ¢ase 7,. Tyto hodnoty pouzivame
pro vypocet monitorovacich funkei G(u?, ,), kde uvazujeme monitorovaci funkce
2
Winslowova typu (3.44) v 1D a pouzivame zhlazeni monitorovaci funkce (3.53]).

Po posunu uzlu sité je tfeba nejprve prepocitat aproximace u;’:ll v novém ¢asovém
2
kroku v + 1, k ¢emuz pouzivame opét vztahu ([3.74), kde je dany integral urcen

numerick.

14V kapitole B3 tuto funkci u konstruujeme z numerického feseni rovnice (ILIT7) v 1D, zde
si ji pfimo predepiSeme. Diuvodem je, Ze chceme studovat pouze proces adaptace bez zkresleni
dalsimi vlivy.

5Byla zde pouzita rutina implementaéniho jazyka Octave quad, coz vede k volani metody
zaloZené na Gaussové kvadratufe.
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Pro zhodnoceni toho, jak je dané sit adaptovana, predpokladejme, Ze na této

siti chceme funkei u(z) aproximovat pomoci po ¢astech konstantnich hodnot uy, 1,

2
kvalitu adaptace pak budeme sledovat pomoci nasledujictho ukazatele chyb:

1 J Tit1 2
2B =5 Z/ () — ), (3.75)

kde integral na pravé strané (B.75) je urcen pro funkci uy(z) analyticky a pro
funkei up(x) pomoci numerické kvadraturyl].

Volba ¢asového kroku pro schéma ([B54) je provadéna v kazdé iteraci. Z pod-
minky stability ([B:50) dostavame pro volbu ¢asového kroku:

CFLh?
AT = )
2 maXizl,...J—l(G(uiy_,_% )

(3.76)

kde konstanta C'F'L byla zvolena CFL = 0.9.

Pomoci posunu uzli z; mezi v-tou a v + 1 iteraci je sledovano ptiblizeni se ke
stacionarnimu stavu rovnice (B.53), tedy:

REZ = i:{?ﬁ?ﬁlﬂx;jﬂ —z]). (3.77)

Pro zastaveni byla pouZita podminka REZ < €, kde e = 1075, Pocet objemi
byl zvolen J = 21, coz je pro ovéfeni chovani metody dostacujici. Na pocatecni
siti mély vSechny objemy stejnou velikost. V obou experimentech byl nastaven
maximéalni pocet iteraci MAXITER = 30.

Cely adaptivni proces pro tento test byl naprogramovan v jazyce pro nume-
rické vypocty Octave .

Uloha typu A

Pro rizné hodnoty a byly sledovany vysSe uvedené parametry, v tabulkich je
zanesena zavérecnd hodnota, doba potiebné pro adaptaci@ (T') a pocet skutecné
provedenych iteraci (ITER), nez doslo k zastaveni algoritmu.

[I2E [REZ |T[|[ITER|a |

0.010686 | 0.000638 | 3.36 | 30 0.1
0.007495 | 0.002444 | 3.31 | 30 1
0.007171 | 0.002489 | 3.41 | 30 2
0.006828 | 0.002439 | 3.43 | 30 10

Tabulka 3.1: Uloha A. Pouziti umélého ¢asu

Pro vizuélni zhodnoceni vlivu adaptace sité nejprve zkonstruujme po ¢astech
linedrni rekonstrukce funkce u(z) z hodnot u; 1 pomoci vztahu:
2

. T =Tl Tipg =T
u (@) = Uy T UL X ES Tipl, Ty s >, (3.78)
22,3 —X;, 1 2T,,3 —X;,1 2 2
i+ i+3 i+ +5

16 Jedn4 se v podstaté o chybu mefenou v L2 normé vztazenou na jeden objem.
170pét byla pouzita rutina jazyka Octave quad.

8Dostupny na : http://www.gnu.org/software/octave /

Y Byly pouzity standardni rutiny v Octave. Jedn4 se o tic, toc
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| L2E |REZ [T [s]|ITER]a |

0.009724 | 0.001502 | 3.98 | 30 0.1
0.002820 | 0.028697 | 3.84 | 30 1
0.003605 | 0.043161 | 3.78 | 30 2
0.001865 | 0.016885 | 3.77 | 30 10

Tabulka 3.2: Uloha A. Pouziti G-S iteraci

kde Tip1 = (Tiv1 + x4)/2, resp. Tips = (Tivo + Tiy1)/2. Porovnani téchto rekon-
strukei pro funkei u 4 (), na adaptované a puvodni siti pro obé metody s hodnotou
a =1, je na obrazku B.I3l Zde je vidét, ze pii pouziti adaptace sité vysledna re-
konstrukce lépe zachycuje nespojitost, nez bez pouziti adaptace sité, kde jsou
uzlové body rozmistény rovnomérné. Déle je vidét, Ze ostieji je nerovnost zachy-
cena na obrazku vpravo, kde je pouzito G-S iteraci (8.58]), toto je zpusobeno tim,
ze do blizkosti nespojitosti se za pouziti této metody dostal vétsi pocet bodii, viz
trajektorie jednotlivych sitovych bodi na obrazku

T T T T T T
s adaptaci —— s adaptaci ——
bez adaptace --%-- bez adaptace --*--

0.

Obrazek 3.13: Uloha A. Rekonstrukee u*(z) pro metodu umélého ¢asu (vlevo) a
pti pouziti G-S iteraci (vpravo), pro obé metody je pouzito v = 1, v grafu jsou
vyznaceny hodnoty x, 1.

Prubéhy jednotlivych sledovanych veli¢in udavaji grafy a 315 Z prubeé-
hu sledovanych veli¢in je vidét, ze pii pouziti G-S iteraci dochézi pii relativné
malém poctu iteraci k rychlému poklesu sledovanych veli¢in, avSak pii vétsim
poctu iteraci dochazi k rozkmitani uzli sité v zavislosti na «. Rozkmitani uzla
sité je téz patrné z obrazku B.I6(vpravo), kde je vidét, ze pro nékolik poslednich
iteraci dochézi k odsunu uzli od mista nespojitosti. Divodem tohoto rozkmitéani
je vyssi citlivost schématu (B.58]) na skokové zmény monitorovaci funkce G. Po-
uzitim vicenasobného zhlazeni dle vztahu (B.53]) 1ze rozkmiténi zabranit. Z vyse
uvedeného je vidét, ze zvySeni hodnoty a vede k vétsi citlivosti metod. Dale je
z vidét, ze adaptace sité vedla ke zmenSeni chyby, které se dopoustime pii
aproximaci funkce u(x) po ¢astech konstantni hodnotou, ve smyslu ukazatele

L2E B75).
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Obrazek 3.14: Uloha A. Pribéh L2E pro metodu umélého ¢asu (vlevo) a pii
pouziti G-S iteraci (vpravo).

0.012

0.008

REZ

0.006

0.004
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Iterace lterace

Obrazek 3.15: Uloha A. Pribéh REZ (B.77) pro metodu umélého ¢asu (vlevo) a
pii pouziti G-S iteraci (vpravo).

Iterace
lterace

Obrazek 3.16: Uloha A. Trajektorie jednotlivych uzl sité, pro metodu umélého
¢asu (vlevo) a pii pouziti G-S iteraci (vpravo)
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Uloha typu B

Protoze nyni uvazovana funkce upg(z) obsahuje oblast s velmi malou hodnotou
derivace, byly hodnoty « zvoleny v jiném rozsahu nez v predeslém pripadé. Pro
vypocet veli¢iny L2E([3.70) byla pouzita numericka kvadratura@, hodnota odha-
du chyby kvadratury na kazdém z objemu byla fadové 1071°.

| L2E |REZ |T[s||ITER[a |
0.001910 [ 0.000343 | 7.61 | 30 0.1
0.001502 | 0.001981 | 7.66 | 30 1

0.001331 | 0.003887 | 7.51 | 30 10
0.001278 | 0.005291 | 7.51 | 30 100

Tabulka 3.3: Uloha B. Pouziti umélého ¢asu

| L2E |REZ |T|[s]|ITER|a |
0.001867 | 0.000206 | 7.53 | 30 0.1
0.001261 | 0.001710 | 7.45 | 30 1
0.000952 | 0.004944 | 7.49 | 30 2
0.000869 | 0.004291 | 7.53 | 30 10

Tabulka 3.4: Uloha B. Pouziti G-S iteraci

Rozdil hodnoty T mezi soucasnou (viz tabulky B3 a B4 a predchozi ulohou
(tabulky Bl a B2) je zpusoben tim, ze v tomto piipadé (B) je hodnota L2F
urcovana numericky, coz vede ke zpomaleni vypoctu. Porovnani linearni rekon-
strukce (B.78) pro funkei ug(x), na adaptované a piivodni siti pro obé metody s
hodnotou a = 10, je na obrazku [B.17. Zde je vidét, Ze jsou téméi identické, coz je
zpusobeno tim, Ze aproximace funkce upg(z) neni tolik citlivd na volbu uzlu sité,
tj. neobsahuje skok.

Na obréazcich B.18 a B.19 je zanesen pribéh nami sledovanych parametri. Je
vidét, ze i zde doslo pro velké hodnoty parametru « k ¢asteénému rozkmiténi
ukazatele REZ ([B.11), které je ovSem mnohem mensi nez v tloze predchazejici.
Dale je z [B.18 vidét, ze adaptace sité opét vedla ke zmenseni chyby, které se do-
poustime pii aproximaci funkce ug(z) po ¢astech konstantni hodnotou, ve smyslu
ukazatele L2E (B.75)).

Zhodnoceni provedenych experimenti v 1D

V obou provedenych experimentech se ukazuje, ze se zvétsovanim hodnoty para-
metru «, coz je uzivatelem zadavany parametr, dochazi k vétsimu pohybu uzli
sité. Ze ziskanych dat vyplyva, ze pri stejné hodnoté « je posun uzli sité vyraz-
néjsi pii pouziti G-S iteraci. Obdobné pokles veli¢iny L2FE je, pii stejném «, pro
nékolik prvnich iteraci mnohem rychlejsi pti pouziti G-S iteraci. Nevyhodou této
metody (G-S iteraci) je, 7e vykazuje vySsi citlivost na zmény monitorovaci funkce
G a tak mize dochazet k rozkmitavani uzli sité po prepoctu G, zejména pro vyssi
hodnoty parametru «. Z praktického hlediska, kdy budeme fesit problémy, kde je

20Byla zde pouzita standardni rutina Octave quad, kterd pouziva Gaussovu kvadraturu.
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Obrazek 3.17: Uloha B. Rekonstrukce u’(z) pro metodu umélého asu (vlevo) a
pti pouziti G-S iteraci (vpravo), pro obé metody je pouzito o = 10, v grafu jsou
vyznaceny hodnoty x, 1.
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Obrazek 3.18: Uloha B. Pribéh L2E pro metodu umélého ¢asu (vlevo) a pii
pouziti G-S iteraci (vpravo).
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Obrazek 3.19: Uloha B. Pribéh REZ (B.77) pro metodu umélého ¢asu (vlevo) a
pti pouziti G-S iteraci (vpravo).
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Obrazek 3.20: Uloha B. Trajektorie jednotlivych uzli sité, pro metodu umélého
¢asu (vlevo) a pii pouziti G-S iteraci (vpravo).

pohybujici se diskontinuita a tedy budeme ¢asto ménit polohu uzlu sité, se jevi
vyhodnéjsi pouziti mensiho poc¢tu G-S iteraci. V pripadé, ze dojde k rozkmitava-
ni uzla sité, coz lze zjistit dle parametru REZ ([3.77), je mozné adaptivni proces
ukon¢it nebo zmensit hodnotu «. Popfipadé pouzit vicenasobné zhlazeni (B.55).

3.1.7 Numerické experimenty ve 2D

V této ¢asti nasi prace se budeme vénovat testu 2D algoritmu pro adaptaci ne-
strukturované vypocetni sité pomoci varia¢nich metod. Zamérime se na porovna-
ni vlivu pouzitych monitorovacich funkci, dale na vliv parametru algoritmu 3.1
MAXITER a TSTEP, tak i na vliv okrajovych podminek, na adaptaci sité.
Diivodem je to, Zze nez danou metodu pouzijeme jako soucast komplexnéjsiho
algoritmu, je nutné zjistit vliv jednotlivych parametrii na adaptac¢ni proces. Po-
znamenejme, ze zde uvadéné numerické experimenty jsou puvodni.

Opét jako v kapitole se zaméime na tlohu, kdy veli¢inu u(x) [}l mame
na oblasti () pfedepsanou. Jako testovaci tlohy zvolme nasledujici dvé funkce:

ua(w,y) = e, (3.79)

up(z,y) = @/ (3.80)

jejichz prubéhy jsou ukazany na obrazcich 3.21] a

Otestujme algoritmus pro 2D uvedeny v a to tak, ze (0 = Q.. Jako oblasti
2 a Q. uvazujme oblast [—5, 5] x [—5, 5], triangulace T, kterd mé v obou oblastech
stejnou topologii, obsahuje 9908 objemt a 5084 uzlu a byla zkonstruovana pomoci
generatoru sité v FreeFem-+.

Vlastni diskretizace dana (B.63)) byla implementovéna v jazyce FreeFem-+
verze 3.4, jako Fesi¢ systému (B.63) byl pouzit fesi¢ FreeFem+-+, coZ je me-
toda GMRES (Generalized Minimal Residual Method) [24]. Z diivodu pouzitého
implemetacniho jazyka v této ¢asti téz neuvazujeme prepocet konecné objemo-
vého FeSeni na po ¢astech linearni feSeni bod [Il algoritmu Bl vztah (B.70), do

21 Protoze chceme studovat vlastni adaptacni proces bez zkresleni dalsimi vlivy, tak zde tuto
funkci piimo piedepisujeme. V dalsi ¢asti prace, kapitola[d4l bude zkonstruovana z numerického
feSeni Eulerovych rovnic (LI7).

22Dostupné na http://www.freefem.org/
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Obrazek 3.22: Prubéh funkce up(z,y) a jeji izok¥ivky na [—5, 5] x [=5, 5].

programu nam vstupuje piimo zadana funkce u,4, respektive ug a je prepocte-
na piimo FreeFem+-+ na P1 elementy. Dale poznamenejme, Ze urceni odchyl-
ky od stacionarniho stavu (B71]), tedy hodnota REZ, je téz provedeno pomo-
ci FreeFem-+-, kde je dany integral spoc¢ten numericky pomoci Gaussovy for-
mule 6-tého Fadu [24]. Hodnotu e, tedy minimélni hodnotu REZ (B.71)), volme
e=107°,

Nejprve se zaméfime na tlohy, kdy budeme drzet uzly na hranici 02 fixované.
Tedy vynechavame z testti bod (B) algoritmu [3.1], vliv pohybu uzlii na hranici €2
bude dale diskutovan.

Uloha typu A s fixovanymi hrani¢nimi uzly

Nejprve pouzijme pro nasi ilohu monitorovaci funkei Winslowova typu, danou (8:43))
a (3:44), a otestujme vliv parametra TSTEP a M AXIT ER na adaptacni proces.
Hodnota a pro monitorovaci funkci Winslowova typu je volena a = 1 a velikost
¢asového kroku umélého ¢asu At = 7,1 — 7, viz (8.64)), volme A7 = 1, parametr
ovliviujici rychlost adaptace sité T, viz (3.59), je volen T = 1. Ziskané hodno-
ty jsou zaneseny v tabulce a prubéh ukazatele dosazeni stacionarniho stavu
REZ ([B.T1]) na obrazku vlevo.

Jako dalsi otestujme pro na$i tlohu monitorovaci funkci zaloZenou na har-
monickém zobrazeni danou vztahy (8:47) a (3.49). V dal$im textu monitorovaci
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[ MAXITER | TSTEP | REZ | Tls] |
1 20 0.001791 | 151.02
2 10 0.003013 | 151.68
4 5 0.005256 | 153.70
5 4 0.003857 | 153.50
10 2 0.021128 | 156.02
20 1 0.013293 | 162.02

Tabulka 3.5: Uloha typu A. Sledované veli¢iny pii A7 = 1, T = 1, pouzita

Winslowova metoda.

funkci tohoto typu nazvéme ALLMFA, Opét, jako v predeslém pripadé, je voleno
AT = 1 a parametr ovliviiujici rychlost adaptace sité 7 = 1. Ziskané hodnoty jsou
uvedeny v tabulce a prubéh sledovanych veli¢in béhem adaptacniho procesu
je zanesen v grafech na obrazcich B.23] vpravo.

7 grafu B.23 pro prubéh hodnoty REZ je vidét, ze kazda adaptace sité, vede
k mirnému zhorSeni ukazatele dosazeni stacionarniho stavu REZ (B.T71)), ktery
vSak ve vétSiné pripadu, v dalsich krocich opét klesa.

| MAXITER | TSTEP | REZ | T[s] |
1 20 0.000763 | 152.46
2 10 0.001597 | 152.23
4 5 0.004461 | 153.34
5 4 0.004667 | 154.10
10 2 0.012392 | 156.97
20 1 0.037438 | 162.45

Tabulka 3.6: Uloha typu A. Sledované veli¢iny pii A7 = 1, T = 1, pouzita

monitorovaci funkce ALLMF.

WAXITER=L, TSTEP=20 ——
MAXITER=2, TSTEP=10
MAXITER=4, TSTEP

WAXITER=1, TSTEP=20 —
MAXITER=2, TSTEP=10

WAXITER=4, TSTEP=5  --roe
i AXTERSZD, TSTEPSL + \ MAXITER=20. TSTEP=]. -

REZ
&
REZ

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

lterace lterace

Obrazek 3.23: Uloha typu A. Priibéh ukazatele REZ pii pouziti Winslowovy me-
tody (vlevo) a monitorovaci funkce ALLMF (vpravo), At =1, T = 1.

Vysledné sité pro obé volby monitorovaci funkce jsou na obrazcich [3.24] [3.25]
a [3.26. Zde je vidét, ze s rostoucim poc¢tem kroku adaptace sité, coz urcuje pa-
rametr M AXITER, viz algoritmus B.1] je sit opticky vyraznéji adaptovana. Pro

Z ARC-LENGTH LIKE MONITOR FUNCTION [6]
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oba pouzité typy monitorovacich funkci vychéazeji vysledné sité zhruba stejné. 7
obrazku [B.26] je patrné, 7e na levém a pravém okraji oblasti €2, je vyslednd sit
ovlivnéna tim, Ze jsou polohy uzli na této hranici fixovany.

-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

Obrazek 3.24: Uloha typu A. Adaptovana sif pii pouziti Winslowovy me-
tody (vlevo) a monitorovaci funkce ALLMF (vpravo), A7 = 1, T = 1,
MAXITER=1,TSTEP = 20.

-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

Obrazek 3.25: Uloha typu A. Adaptovana sif pii pouziti Winslowovy me-
tody (vlevo) a monitorovaci funkce ALLMF (vpravo), At = 1, T = 1,
MAXITER =5, TSTEP = 4.

Uloha typu B s fixovanymi hrani¢nimi uzly

Podobné jako v predchozi ¢asti zde otestujme obé volby monitorovacich funk-
ci. P¥i pouziti Winslowovy metody (B.43) pro a = 1, velikost ¢asového kroku
umélého ¢asu A7 = 1 a parametr ovliviiujici rychlost adaptace sité 7 = 1 pri
zvolenych parametrech MAXITER = 1,TSTEP = 20 zacal ukazatel dosazeni
stacionarniho stavu REZ (B.71]) prudce nartstat, coz se mimo jiné projevi tak,
7e v dusledku nenalezeni feSeni neni mozné sit adaptovat. Toto chovani bylo du-
vodem, proc¢ jsme v dal$im textu pouzili hodnotu a = 0.1, resp. a = 0.0.
Spoctené hodnoty jsou zaneseny v tabulce 3.7

24P¥i pouziti vyssiho poctu adaptacénich kroki sité (parametr M AXITER) dochézelo opét
k nartstu ukazatele REZ (BX11), byli jsme proto nuceni déle sniZit hodnotu o na « = 0.05.
Obdobny postup je pouzit i v dalsich tabulkich. Toto skokové snizeni hodnoty « vede k tomu,
ze v obrazcich zachycujicich priubéh ukazatele REZ je v prvni iteraci tato hodnota riizné, pravé
podle pouzitého «, viz nap¥. obrazek 3.27
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h ukazatele REZ

¢

Obrazek 3.26

MAXITER =20, TSTEP = 1.

Tabulka 3.7
Winslowova metoda.
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7 prubéhu sledované veli¢iny REZ, na obrazku [3.27], je patrné, Ze pii vySSim
MAXITER dochazi ke zhorSeni tohoto ukazatele. Toto se prakticky muze pro-
jevit tak, 7ze v adaptované siti dojde ke kiizeni nékterych hran sité. Pti realizaci
algoritmu je na to bran zietel a takova adaptace se neprovadi. Protoze obdrze-
né vysledky nejsou zcela optimalni, byly provedeny testy pro riizné kombinace
parametri A7 a parametru 7. Namétfené vysledky jsou shrnuty v nésledujicich
tabulkdch B.8 a B.9 Prubéhy sledovanych veli¢in pro naméiena data jsou za-
chyceny na obrézcich B.28 Z nich je patrné, 7e pii snizeni hodnoty A7 = 1 na
A7 = 0.1 se zasadné zmensily oscilace veli¢iny REZ (3.11)). Déle, ze zvySeni pa-
rametru 7 = 1 na 7 = 10 neméa v tomto pripadé prakticky zadny vliv na vzniklé
oscilace, vyjma toho, ze ¢iselna hodnota ukazatele REZ je nizsi. Vysledné sité pro
MAXITER =2 a TSTEP = 10 jsou na obrazku [B.29. Zde je vidét, Ze metoda
¢astecné zachytila oblasti s nejvétsim gradientem. Opticky je nejhute adaptovana
sit s nejvétsim 7.

| MAXITER | TSTEP | REZ | T[s] |o |
1 20 0.025579 [ 152.18 [ 0.1
2 10 0.022592 | 152.37 | 0.1
4 5 0.022590 | 153.26 | 0.1
5 4 0.024353 | 154.41 | 0.1
10 2 0.013830 | 156.82 | 0.05
20 1 0.446084 | 160.79 | 0.05

Tabulka 3.8: Uloha typu B. Sledované veli¢iny p¥i A7 = 0.1, T = 1, pouZita
Winslowova metoda.

| MAXITER | TSTEP | REZ | T[s] |o |
1 20 0.010948 | 151.31 | 0.1
2 10 0.010273 | 152.15 | 0.1
4 5 0.012448 | 153.10 | 0.1
5 4 0.013191 | 153.41 | 0.1
10 2 0.014423 | 156.62 | 0.1
20 1 0.017152 | 161.36 | 0.05

Tabulka 3.9: Uloha typu B. Sledované veli¢iny p¥i A7 = 0.1, 7 = 10, pouzita
Winslowova metoda

Nyni otestujme pouziti monitorovaci funkce zalozené na harmonickém zob-
razeni (ALLMF), viz (847) a (B.49). V nasledujici tabulce B0l jsou zachyceny
ziskané hodnoty. Pouzité parametry jsou A7 =1 a 7 = 1. Chovéani sledovanych
veli¢in béhem adaptacniho procesu je zachyceno na obrazku B.30. VSimnéme si,
7e pii vétsim poctu kroku adaptace sité, tedy pro vyssi hodnoty MAXITFER,
dochézi k rustu REZ a navic doslo pii hodnoté parametru MAXITER = 10 a
MAXITER = 20 k selhani vypoc¢tu z duvodu déleni nulou pii vypocétu koefici-
entii v (3.62). Je tedy vidét, ze zde pouziti monitorovaci funkce ALLMF nevedlo
k uspokojivym vysledkim.

Opét jsme tedy jako v predchozim pripadé provedli dalsi vypocty pro AT = 0.1
a T =1, resp. T = 10. V nésledujicich tabulkach B.IIl a B.I2| jsou zanesena
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MAXITER=1, TSTEP=20 ——
MAXITER=2, TSTEP=10
MAXITER=4, TSTEP=5
MAXITER=5, TSTEP=4
MAXITER=10, TSTEP=
IAXITER=20, TSTEP=:

REZ

Obrazek 3.28: Uloha typu B. Priibéh ukazatele REZ pii A7 = 0.1, T = 1 (vlevo)

lterace

REZ

0.035

003

0.025
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0.015

001

0.005

MAXITER=1, TSTEP=20 ——
MAXITER=2, TSTEP=10

MAXITER=4, TSTEP=5 -
MAXITER=5, TSTEP=4
MAXITER=10, TSTEP=;
MAXITER=20, TSTEP=:

lterace

a At = 0.1, 7 = 10 (vpravo), pouzita Winslowova metoda

Obrazek 3.29: Uloha typu B. Adaptovana sit MAXITER = 2, TSTEP = 10
pro parametry A7 = 1,7 =1; A7t =0.1,7T = 1; A7 = 0.1, T = 10, pouzita

Winslowova metoda.
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| MAXITER | TSTEP | REZ | T[s] |

1 20 0.001298 | 153.91
2 10 0.003815 | 154.65
4 3 32.45440 | 155.09
) 4 74.78550 | 154.23

Tabulka 3.10: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pro At = 1, T = 1 za pouziti
monitorovaci funkce ALLMF.

MAXITER=1, TSTEP=20 ——
MAXITER=2, TSTEP=10

MAXITER=4, TSTEP=5 +-vrr
MAXITER=, TSTEP=4 -

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Iterace

Obrazek 3.30: Uloha typu B. Pribéh ukazatele REZ pro A7 = 1, T = 1 za pouziti
monitorovaci funkce ALLMF.

naméiend data. Opét, podobné jako v predchozim piipadé, dochézelo k selhani

vypoc¢tu, z divodu déleni nulou pfi vypoctu matic a koeficienttu (B.62)), konkrét-
né pii vypoc¢tu Jakobianu J = g—zig—g - g—gg—g V pripadech s vyssi hodnotou

MAXITER, kdyz vypocet probéhl, dochazelo pomérné ¢asto k porucham pii
adaptaci sité, a tak dana adaptace nebyla provedena.

| MAXITER | TSTEP | REZ | T[s] |

1 20 0.029396 | 152.23
2 10 0.024385 | 153.55
10 2 0.023504 | 154.10

Tabulka 3.11: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pro A7 = 0.1, 7 = 1 za pouziti
monitorovaci funkce ALLMF.

Pribéhy ukazatele REZ (3.71]) jsou zaneseny na obrazcich B3Il Ze spo¢tenych
vysledku je vidét, ze v pripadé monitorovaci funkce ALLMF jsme ani v jedné z tes-
tovanych konfiguraci nedospéli k uspokojivym vysledkum prabéhu adaptaéniho
procesu. Divodem je to, Ze nejsme schopni korigovat vyssi hodnotu normy gradi-
entu funkce u,. jejiz gradient pouzivame pro konstrukeci monitorovaci funkce G.
Poznamenejme, 7e pro funkci uy v predchozich testech k tomuto jevu nedocha-
zelo, protoze maximalni hodnota normy gradientu w4 byla nizsi nez u funkce up.
Provedeme-li v8ak optické hodnoceni vyslednych siti, na obrazku B.34] (vlevo), je
vidét, 7e opticky jsou adaptovany uspokojive.

Abychom vySe uvedeny nedostatek odstranili, pouzili jsme vlastni ad-hoc
upravu pouzité monitorovaci funkce a to tak, ze jednotlivé slozky gradientu Vug

25Na rozdil od Winslowovy metody, kde tak ¢inime pomoci parametru o.
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[ MAXITER | TSTEP | REZ | Tls] |

1 20 0.019878 | 152.08
2 10 0.020344 | 152.70
4 3 0.022043 | 153.79
) 4 0.021277 | 153.90
20 1 0.020612 | 153.95

Tabulka 3.12: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pro At = 0.1, 7 = 10 za pouziti
monitorovaci funkce ALLMF.
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Obrazek 3.31: Uloha typu B. Pribéh ukazatele REZ pro A7 = 0.1, T = 1
(vlevo),A7 = 0.1, T = 10 (vpravo), za pouziti monitorovaci funkce ALLMF.

byly znormovany pomoci jejich absolutni hodnoty, tj. misto hodnoty Vu ve vzta-

hu (349) pouzijeme
Vi ( 1 Ou 1 Ou.

(3.81)

mxy 0xy mxzg Oxsy”
kde mz; = max;peg(|§—gl|) amry = maxweg(|8a—;‘2|). Vsimnéme si, Ze pii pouziti
této nahrady je matice M ve vztahu (B.49) symetrickd a pozitivné definitni, a
tedy opét dostavime monitorovaci funkci vyuzivajici harmonické zobrazeni, viz
vztah (B.47).

Nasledujici tabulky B.I3, B.14] a shrnuji naméfené vysledky pro takto
upravenou monitorovaci funkci. Zde je vidét, ze ve vSech ptipadech byla doba
potiebna pro adaptaci vyssi o cca 10%. Pribéhy velicing REZ jsou zaneseny
na obréazcich 3.32, B33, kde je vidét, Zze normovani ve vétsiné piipada zabranilo
narustu ukazatele dosazeni stacionarniho stavu REZ. Porovnani vyslednych siti
je zaneseno na obrazku B.34] zde je vidét, Ze bez normovani je sit opticky adap-
tovana vyrazné lépe, nez s jeho pouzitim. Porovname-li sité ziskané s pouzitim
normovani z obrazku se sitémi ziskanymi pomoci Winslowovy metody na ob-
razku pak je vidét, ze ziskané sité jsou obdobné. Z vyse uvedeného vyplyva,
7e pouziti normovani v piipadé monitorovaci funkce ALLMF m4 stejny vliv jako
snizeni konstanty o v piipadé Winslowovy metody.

26Poznamenejme, Ze piislusnd maxima jsou urcena z kone¢né prvkové reprezentace funkce
up.
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MAXITER=1, TSTEP=20 ——
MAXITER=2, TSTEP
08 MAXITER=4, TSTE
VAXITER=S, TSTE
MAXITER=10, TSTE
07 MAXITER=20, TSTE

REZ

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
lterace

Obrazek 3.32: Uloha typu B. Pribéh ukazatele REZ pro A7 = 1, T = 1 za pouziti
monitorovaci funkce ALLMF s normovanim.

| TSTEP | MAXITER | REZ | T[s] |

1 20 0.000413 | 163.74
2 10 0.001288 | 164.66
4 bt 0.006090 | 165.63
5 4 0.008538 | 165.44
10 2 0.019962 | 168.00
20 1 0.804998 | 170.45

Tabulka 3.13: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pro A7 = 1, T = 1 za pouziti
monitorovaci funkce ALLMF s normovanim.

[TSTEP | MAXITER | REZ | T[s] |

1 20 0.003089 | 165.08
2 10 0.003418 | 166.66
4 bt 0.009204 | 166.82
) 4 0.011876 | 167.72
10 2 0.017545 | 171.27
20 1 0.026683 | 174.04

Tabulka 3.14: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pro At = 0.1, 7 = 1 za pouziti
monitorovaci funkce ALLMF s normovanim.

[TSTEP | MAXITER | REZ | T[s] |

1 20 0.004191 | 164.43
2 10 0.004167 | 165.47
4 5 0.004919 | 165.62
) 4 0.005522 | 168.07
10 2 0.008109 | 170.01
20 1 0.006902 | 170.47

Tabulka 3.15: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pro A7 = 0.1, 7 = 10 za pouziti
monitorovaci funkce ALLMF s normovanim.
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Obrazek 3.33: Uloha typu B. Prubéh ukazatele REZ pro At
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(vlevo), A7 = 0.1, T = 10 (vpravo), za pouziti monitorovaci funkce ALLMF s

normovanim.

Obrazek 3.34: Uloha typu B. Adaptovana
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sit MAXITER =2, TSTEP = 10,

pii pouziti monitorovaci funkce ALLMF bez normovéni (vlevo) a s normovanim

(vpravo) pro At =1, T =1; A7 =0.1, T =1; A7 =0.1, T = 10.
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Uloha typu A s posunem uzli na hranici

Pouzijme nyni stejné parametry jako v predchozi tiloze, parametr rychlosti adap-
tace sité¢ T =1, A7 = 1, kde AT = 7,41 — 7, viz [B.64)), pii pouziti Winslowovy
metody (3.43) volme o = 1.

V dal$im pouzijme nésledujici znaceni:

Iy ={(x1,22) € 09, kdezy = 5},
I'p = {(x1,22) € 09, kdexy = =5},
Iy ={(z1,22) € 092, kdez; = =5},
I'p = {(z1,22) € 09, kdex; = 5}.

Volbu okrajovych podminek provedeme nasledovné, funkce u 4 (3.79) je konstant-
ni na ['y a ['g, proto zde piedepiseme pevné pozice uzli. Césti hranice ', a 'y
parametrizujem, viz (3.68), a fesime zde 1D ulohu (3E53) pro parametr s, viz
bod Blalgoritmu Bl Pro vlastni feSeni 1D problému pouzijme metodu G-S iteraci
(B.58), ktera konverguje rychleji nez metoda umélého ¢asu, v pripadé, ze by doslo
k oscilacim pohybu uzli na hranici, mizeme pouzit metodu umeélého ¢asu (B.54).

Z duvodu témér zanedbatelného posunu uzli na hranici, viz obrazek [3.35]
pouzijeme v piipadé Winslowovy metody pro vypocet projekce M (B.69) moni-
torovaci funkce G (B.43)) jiné hodnoty konstanty « a oznafme ji ay, a; = 10.
Dale ozna¢me maximalni pocet iteraci schématu (3.58]) pro posun hrani¢nich uz-
lu jako MAXITER, a volme MAXITFER, = 40. Hodnota miniméalniho posunu
hrani¢nich uzli pro zastaveni e, byla pouZita ¢, = 1075, viz (B.77).

Iterace
3
S

Ilterace
S

6 -4 2 0 2 4 6 6 -4 2 0 2 4 6

Obrazek 3.35: Uloha typu A Trajektorie uzli na levé hrané oblasti pro a; =
1(vlevo) a ay, = 10(vpravo).

Vysledky pro rizné kombinace parametri MAXITER a T'STEP pro Win-
slowovu metodu a pro pouziti monitorovaci funkce ALLMF ((B.47) a (3.49)) shr-
nuji nasledujici tabulk aBI7

Pribéhy sledovanych velic¢in se nijak zasadné nelisi od prubéhii pro stejnou
testovaci ulohu bez pohybu uzli, obrazky B.23la proto je zde nebudeme uvadét. Ze

2TPouzili jsme parametrizace ¥, (s) = B, + (A — BL)s, resp. ¥ (s) = Br + (Ar — Br)s,

€[0,1], kde Ar, = [-5,5], B, = [-5,—5], resp. Ar = [5,5], Br = [5, —5].

28Protoze pii pouziti malého poétu itera¢nich kroki T'STE P a vétsiho po¢tu opakovani adap-
tace M AXIT ER dochézelo v pfedchozich experimentech ke zhor§ovéni sledovanych parametri,
tak je nebereme v dal8ich experimentech v potaz.
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| MAXITER | TSTEP | REZ | T[s] |

1 20 0.001870 | 150.78
2 10 0.002664 | 151.13
4 3 0.004580 | 152.29
) 4 0.006620 | 153.96

Tabulka 3.16: Uloha typu A. Sledované veli¢iny pii A7 =1, T =1, a = 1,
ap = 10 za pouziti Winslowovy metody.

| MAXITER | TSTEP | REZ | T[s] |

1 20 0.000750 | 152.79
2 10 0.001645 | 153.07
4 5 0.005418 | 154.08
5 4 0.004891 | 154.83

Tabulka 3.17: Uloha typu A. Sledované veli¢iny pii A7 = 1, 7 = 1 za pouziti
monitorovaci funkce ALLMF.

spoctenych dat l1ze, pti porovnani s iillohou bez pohybu uzlu, fici, ze v tomto piipa-
d& mél pohyb uzli na hranici zanebatelny vliv na sledované veli¢iny REZ (3.71))
a T. Vliv pohybu krajnich uzlu sité na vyslednou sit je zanesen na nésledujicich
obréazcich B30l Zde je vidét, 7e pii pouziti monitorovaci funkce ALLMF nedo-
Slo témér k posunu uzli. Tento jev je zptisoben tim, Ze v pripadé nasi testovaci
funkce u, plati, ze ‘?9% = 0 a tedy monitorovaci funkce dana (3.49) je pfi pouziti
projekce (8.69) na levou a pravou hranici oblasti totozna s Winslowovou metodou
s o = 1, pro kterou nedoslo téméf k zddnému posunu uzli, viz obréazek 3.35 V
pripadé Winslowovy metody je vidét, ze k posunu uzli doslo, ale hustota uzlu na
levé a pravé hranici je jin4, nez hustota uzlu uvnitf oblasti. Tento jev je dan tim,
ze jsme pouzili riznou volbu parametru o v monitorovaci funkci G, viz (8.43)) a
(B.44)), uvnitt oblasti Q (o = 1) a na jejich hranicich(c, = 10), a tyto parametry
maji vliv na vyslednou adaptaci, viz 1D experimenty kapitola [3.1.6

Obrazek 3.36: Uloha typu A. Vysledné sité pro Winslowovu metodu (vlevo) a
monitorovaci funkci ALLMF (vpravo), pouzité parametry MAXSTEP = 5,
TSTEP = 4.
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Uloha typu B s posunem uzli na hranici

Nyni otestujme posun uzli na hranici pro tlohu s funkci ug. Na zakladé provede-
ného experimentu s pevnymi uzly na hranici volme nésledujici parametry vypo-
¢tu: konstantu 7 = 1, A7 = 0.1, pro Winslowovu metodu (3.43) volme o = 0.1
a stejnou hodnotu volme i pro hranici, tedy a;, = 0.1. V piipadé monitorovaci
funkce ALLMF ((B41) a (B3.49)), volme monitorovaci funkci s normovanim.

V tomto piipadé dochézi k pohybu uzlu po vSech ¢tyfech ¢astech hranice I'y,
g, T+ a I'g. Pohyb uzli na hranici je opét feSen pomoci G-S iteraci (B.55),
obdobné jako v predchozi tloze s funkci u,. Maximalni pocet iteraci pro po-
sun hrani¢nich uzli volme MAXITER, = 40 a hodnota minimalniho posunu
hrani¢nich uzli pro zastaveni ¢, viz (3.77), byla pouZita ¢, = 107°.

Ziskané vysledky jsou v tabulkach B.18 a B.19. Obrazky B.37 zachycuji pri-
béh sledovanych veli¢in, opét zde v pripadé pouziti monitorovaci funkce ALLMF
doslo k nartastu ukazatele REZ, ¢ili se vyskytl problém s konvergenci metody.
Na obrazku jsou zaneseny vysledné sité, zde je vidét, ze z hlediska optického
hodnoceni jsou vysledné sité obdobné.

[ MAXITER | TSTEP | REZ | T[s] |

1 20 0.026810 | 150.48
2 10 0.023806 | 151.59
4 5 0.024340 | 152.4

) 4 0.026065 | 152.65

Tabulka 3.18: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pro At = 0.1, T =1, o = 0.1,
ap = 0.1, pouzita Winslowova metoda.

| MAXITER | TSTEP | REZ | T[s] |

1 20 0.003319 | 164.97
2 10 0.002538 | 164.42
4 5 0.049952 | 165.64
5 4 0.611225 | 166.07

Tabulka 3.19: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pii AT = 0.1, 7 = 1, pouzita
monitorovaci funkce ALLMF s normovanim.
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Obrazek 3.37: Uloha typu B. Pribéh ukazatele REZ, A7 = 0.1, T = 1, Win-
slowova metoda (vlevo), monitorovaci funkce ALLMF s normovanim (vpravo).
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Obrazek 3.38: Uloha typu B. Vysledné sité pro Winslowovu metodu (vle-
vo) a monitorovaci funkci ALLMF s normovanim (vpravo), pouzité parametry
MAXSTEP =5, TSTEP = 4.
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Zhodnoceni provedenych experimenta ve 2D

7 provedenych experimentu vyplyva, 7Ze metoda je schopna zachytit oblasti s vyssi
hodnotou normy gradientu, ¢i nespojitosti. Metoda je citlivd na volbu ¢asového
kroku umeélého ¢asu Ar. PFi jeho nevhodné volbé dochéazelo, bud k prekiizeni
hran sité, nebo ke zhrouceni vypoctu, coz je programové oSetieno tak, ze nez je
provedena adaptace sité, krok [7l algoritmu [B.1], tak je otestovano pomoci nastroju
FreeFem+-+, zda nedojde k piekiizeni hran.

Déle se pti nékolikanasobné adaptaci ukazalo, ze ukazatel REZ se v prubé-
hu vypoctu, po provedeni adaptace, dle algoritmu [B.1] sice muze zvysit, ale pri
“vhodné” zvolenych parametrech dochazi v dalsich krocich k jeho poklesu, pokud
ne, dojde ke zhrouceni vypoctu, viz provedené experimenty.

Vétsi moznost ovlivnit prubéh adaptace nam nabizi diky parametru o Win-
slowova metoda, a z toho duvodu ji budeme pouzivat v dalsich numerickych
experimentech.

Pro zvysSeni pouzitelnosti ndmi uzitého algoritmu by bylo do budoucna zaji-
mavé studovat problematiku stabilizace tohoto vypocetniho schématu.

I6)



3.2 Anisotropni adaptivita

V této kapitole se budeme kratce zabyvat anisotropni adaptaci sité (AMA-Anisotropic
Mesh Adaptation) v 1D a 2D, viz napft. prace V. Dolejsiho [10], ¢i popis uvedeny
v [13], je7 je zékladem pro nami vyvinuté algoritmy.

Oznac¢me jako wj linedrni rekonstrukei ziskanou z po ¢astech konstantniho
numerického FeSeni wf Eulerovych rovnic (LI7) v ¢ase t29, viz definice 211 Pro
ziskani vy$e zminéné linearni rekonstrukce budeme pouzivat vztahu:

wi (P;) = , (3.82)
" ’ ZDZ'GICPJ. ‘Dl|

kde wj, (P;) je hodnota rekonstrukce wj ve vrcholu P;, w¥ je numerické feSeni na
objemu D; v Case t; a Kp, oznacuje mnozinu objemi, které maji spole¢ny vrchol
P;. Jako uj, € Ly, ozna¢me po Castech linearni fyzikalni veli¢inu zkonstruovanou
z w;, kde L7, je prostor po ¢astech linedrnich funkci na triangulaci 7. Dale si
definujme chybu diskretizace ej,:

en = ||lu—upllw, (3.83)

kde funkci v € W rozumime fyzikalni veli¢inu danou pfesnym FeSenim w(., ;)
Eulerovych rovnic (ILI7) v ¢ase tg, W je vhodny prostor funkei a || . || je vhodna
norma. Nasim cilem je udrzet chybu diskretizace pro nami spoc¢tené feseni pod
predepsanou toleranci TOL, tedy musime splnit nasledujici podminku:

Déle si definujme operdtor nejlepsi aproximace m, : W — Ly, jako:

l|u — mpullw = min |ju — v||w. (3.85)
vELT,

Nutnou podminkou pro splnéni (8:84)) je splnéni této podminky@:
l|u — mpullw < TOL. (3.86)

V dalsim piedpokladejme, 7e v € C* (ﬁ) a definujme interpolacni operdtor
ry, : C1 (ﬁ) — L7, tak, aby pro vSechny objemy D, € 7}, spliioval nasledujici dvé
podminky:

Tnt (sz) =u (sz) ’
Vrpu (sz) = Vu (sz) )
kde xp, € D; je pevné urc¢eny bod v objemu D,. Z definice operatori r, a 7, je
ziejmé, ze podminka (B.8€) je splnéna, kdyZ je splnéno nésledujici:

llu — rpullw < TOL. (3.87)

297 divodit prehlednosti nebudeme u w} zavadét horni index k oznacujici ¢as ty.

30Poznamenejme, 7e, aby numerickd metoda pro feSeni (LI7) méla viibec $anci splnit pod-
minku (Z84), je nutné mit sit 7y, na které je splnéna podminka (B:86) [13]. V dalsim se budeme
konstrukei pravé takové sité zabyvat.
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Bude-li splnén pozadavek, 7ze u € C? (ﬁ), l1ze pomoci Taylorova rozvoje v bodé
Tp, € D; psat

1
u(x) — rpu(x) = 5 (x — .’IJDZ.)TH (xp,) (x —xp,) +0 (\zc — a:DZ.|2) . (3.88)
kde
9%u 9%u 9%u
8@‘% 0x10x2 tt 9rdzn
9%u iz; o 9%u
H(z)= | " I (@), (3.89)
Béu 82.u ﬁ
OxnyOxr1 OxnOxe =~ ° Bx?\,

je Hessova matice. Leva ¢ast vyrazu (B.88) pf“edstavu'ﬁ chybu interpolace, defi-
nujme proto funkci I, (x) popisujici chybu interpolace [’!| nasledovné:

I, () :== |u(x) — rpu(z)]. (3.90)

V dalsim bude nasim cilem adaptovat vypocetni sit takovym zptusobem, aby byla
chyba interpolace I,(z) ekvidistribuovana po vypocetni oblasti €2, tedy

I,(z) = C Yz € Q. Chybu interpolace na hrané e 1ze aproximovat pomoci stiedni
hodnoty I, na této hrané a pii zanedbani ¢lent vyssich Fadia ve vztahu (B.88)
obdrzime [13)]:

1 1
Lo~ 10 [ 1u(@) = riad@)|ds =~ grle Bz el (3.91)

kde e je vektor tvofici hranu e, bod x. oznacuje jeji stied a |e| je jeji délka. Za
predpokladu pozitivni definitnosti Hessovy matice H(x.) lze zavést Riemannovu
normu hrany e:

1/2

lell., = (e"H(z.)e) (3.92)

Pozadavek na ekvidistribuci chyby interpolace Ize pak psat pomoci Riemannovy

normy ve tvaru:

1
Iu|e ~ ﬂHeHz ~ C, (393)

po vSechny hrany sité 7,. Toto nas vede k tomu, ze sit 7, je optimalni, jestlize
pro vSechny hrany sité plati:
e[l ~ e, (3.94)

kde N je dimenze tlohy a cy je konstanta zavisla na dimenzi tlohy, viz dale. Pro
zhodnoceni optimality sité definujme parametr kvality sité ()7, , jenz ndm udava
kvalitu sité ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy:

Qr=53 3 (el —ew). (3.95)

D; €Ty, e=hrana D;

kde J je pocet objemi sité.
Hodnoty cy je mozné urcit z geometrické interpretace Riemannovy normy. Ze
vztahu (B88) je, pii predpokladu pozitivni definitnosti Hessovy matice H(xp,)

3 nterpolation error function
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a zanedbani ¢lent vyssich tadi, vidét, ze mnozina vSech bodi, které maji chy-
bu interpolace mensi nez je predapsana tolerance TOL, je elipsa (N = 2). Nasi
snahou je vepsat do této mnoziny objem (pro N = 2 trojuhelnik) s maximal-
03 N —dimensionalni mirou. Pro tento objem plati, ze vSechny jeho hrany jsou
ekvilateralni v Riemannové normé a tedy hodnoty cy jsou dany [13]:

2v2TO N =1, 306
{\f\/QTO N =2. (3.96)

3.2.1 Konstrukce aproximace Hessovy matice

Protoze pfi vlastnim vypo¢tu méame k dispozici pouze hodnotu u; € Ly, v kaz-
dém z vrcholu sité a nikoliv pfesné feSeni u, ur¢ime aproximaci druhé derivace
82uh/8xk6:cl v Hessové matici pomoci funkce um’““ € Lr,. V dalsim predpokla-
dejme?d, 7e dimenze N = 2 a oznaéme si mnozinu viech uzlit triangulace 7y, jako
Oh. Pouzume Greenovu vétu a hledejme aproximaci u; """ v nasledujicim slabém
smyslu:

82”2 T T] . 8uh 8uh 84'0
(837]4;65(]1 ) ()0) (Uh 7()0) - 0 6:61 PNk ds — (axl axk) VQO € ‘CTM (397)

kde (.,.) rozumime skalarni soucin na L?(f2). Diky definici u} a ¢ jsou jejich
parcialni derivace definované a tedy integraly na pravé strané (3.97)) maji smysl.
Pomoci numerické integrace lze tyto integraly snadno vycisli 4. Zvolime-li jako
testovaci funkce nasledujici mnozinu funkei:

{9017901 S ‘C'Tha 901( ) - 51]7 { j € ]} (398)

kde P; je néktery z vrcholu sité, d;; je Kroneckerovo delta a I je indexovd mnozina
uzla sité, tak pro levou stranu lze za pouziti numerické integrace psat:

(W o) = 3 / L, d (3.99)

DeTy

~ Y N1 > w (P Py)

DeT;, P;eDNoy,

D *T L]
:< Z ]\17+|1> u, N (B),

DNop>P;

kde N je dimenze. Prvni z integralii pravé strany (8.97) je vyhodnocen nésledovné:

ni/ssoids 1y |S|8“h

SBP

ni, (3.100)

kde I, zna¢i indexni mnoZinu vSech hrani¢nich hran S; a symbol nj, znaci k-
tou slozku vnéjsi normaly k této hrané. Déale jsme pouzili pro urceni integralu

32Vede to k tomu, Ze je objemi minimalni podet.
330bdobné bychom mohli postupovat i pro piipad N = 1, kdy nahradime aproximaci Hessovy
matlce jeji 1D analogii u;**(P;), tento postup je proveden v kapitole B34 vztah (B.130).
3 parcialni derivace funkei uj, a @ jsou konstanty
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v druhém ¢lenu vlastnosti (8.98) funkce @; a tedy sumace v poslednim ¢lenu je
provadéna pies vSechny hrani¢ni hrany, které maji spole¢ny vrchol P;.
Druhy z integralu pravé strany (3.97) je vyhodnocen:

Ouy, Op;\ ouy,
(81‘1 ’ 8l‘k) N D;D |D| 6951

s sz *TT] v 12
Dosazenim (3.99), (8.100) a (3.I01) do (B:97) dostavame vztah pro u,"**" v kazdém

z vrcholu sité P

Dp;
D a{L‘k

(3.101)

D

* oup | Oy

*T X X 8uh i
w, (B) = ) 1Sil 5 m—x ) (D : (3.102)
N s;% " Oy S; 1;% Ozi |p O |p
N+1
X = :
ZDQO’}LBPZ‘ D|
Pro urceni Hessovy matice na hrané e pouzijeme néasledujici aproximaci:
P+ P
H ( 5 ]) ~ (H(P,) + H(P)) /2, (3.103)

kde P; a P; jsou koncové uzly hrany e. Poznamenejme, Ze aproximace Hessovy
matice zkonstruovana timto zptsobem je symetricka [13] [10].

Protoze neni zarucena pozitivni definitnost Hessovy matice H, kterou jsme
predpokladali, pouzijeme misto ni pozitivné definitni matici M, ktera nam zaroven
dovoli kontrolovat pocet objemu sité. Uvazujme nejprve nasledujici dekompozici
matice H:

H(P) = Rdiag(\1, ..., Ax) R (3.104)

kde R je ortogonélni matice a A jsou vlastni ¢isla H a zkonstruujme pozitivné
definitni matici H:

H(P) := Rdiag(|\y], ..., | Av]) R7L (3.105)
Modifikovana matice M je pak definovana néasledovné:

M(P) := ¢ |I + a(||H(P)|)H(P)|, (3.106)
kde T je jednotkova matice N x N, ¢ > 0 je konstanta a & je funkce, kterd je

definovana nasledovné:

€1

T e+ AP 107

a(|[E(P)]) :

kde ||H(P)| = max; j=1,.n |hij|, hi; jsou prvky matice H. A eq, &5 jsou konstanty,
jejichz pomér p = &1 /ey ovliviuje prechod mezi hrubou a zjemnénou ¢asti sité.
Poznamenejme, 7ze konstanta £; mé nésledujici vyznam:

l 2
£ = ( m) —1, (3.108)

l man
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kde [,,42, resp. L, predstavuji nejdelsi, resp. nejkratsi dosazitelnou délku hrany
pro optiméalni sit v Euklidové metrice. Hodnotu konstanty ¢ lze na zakladé tvah
uvedenych v [I3] uréit pro N = 1,2

2
Jnewcl> N _ 1
ci=q N ’ (3.109)
T 0 N=2

kde ¢; a ¢y jsou dany pomoci vztahu (3.96) a J" je pozadovany pocet objemu
na nové siti.

3.2.2 Minimalizace parametru kvality sité

Pro minimalizaci kvality parametru sité (3.93) 1D a ve 2D se v praci [10, [9]
pouzivaji operace bisekce, odstranéni hran, prehozeni hran a posun uzlu.
Na nésledujicich obrazcich jsou schematicky znazornény vyse uvedené operace
ve 2D. Poznamenejme, ze pii realizaci vSsech uvedenych operaci je tfeba vzit v
tvahu, zda se jedna o hranu hrani¢ni (mé oba své uzly na hranici), nebo hranu
kterd ma na hranici pouze jeden, ¢i zadny uzel. Obdobné je tomu i v piipadé
pohybu uzli. Pro detailngjsi popis téchto operaci je mozno odkéazat na [10, [9].

Obrazek 3.39: Bisekce naznacené hrany.

Obrézek 3.40: Odstranéni naznacené hrany.

O tom, kdy se tyto operace provadéji, se rozhoduje pomoci Riemannovy normy
dané hrany e:

e Bisekce hrany (B) : |le]l. > 3en
e Odstranéni hrany (R) : |le[l. < 3¢y

e Ptehozeni hrany (S), operace je vykonavana pouze, kdyz vede ke snizeni
parametru kvality sité Q7 .

35V 1D jde pouze o odstranéni daného objemu.
36V 1D se neuskuteciiuje.

80



Obrazek 3.41: Piehozeni naznacené hrany.

Obrazek 3.42: Posun spolec¢ného uzlu.

Pro pohyb uzla sité (M) je v [13] pouzita lokalni minimalizace parametru
kvality pomoci metody nejvétsiho spadu, dalsi strategie je uvedena v [10]. VySe
uvedené operace pro modifikaci sité se provadéji v ur¢ité posloupnosti, v [9] je
uvedeno néasledujici schéma:

mx[M+nx[R+S)+M+n[B+S]+M+S]+M, (3.110)

kde B, S, R, predstavuji bisekci, prehozeni, odstranéni hran sité a M je pohyb
uzli sité. Operace se provadéji nad celou siti v uvedeném poradi maximélné m
krat, kde m = 10, symbolem n X [] rozumime, 7e operace uvedené v hranatych
zavorkich se provadéji tak dlouho, dokud dochézi ke zméné sité. Poznamenejme,
ze vSechny vyse uvedené 2D operace se provadéji pouze v pripadé, ze nevznikne
objem s malymi thly. Toto zajistuje nasledujici podminkaf:

e=hrana D

kde 6, je uzivatelem definovana konstanta(d,,;, = 0.002) a N = 2.

37TMinimal angle condition
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3.3 Metody zalozené na minimalizaci parametru
kvality vrcholu

V této C¢asti prace si popiSeme nadmi navrzené metody pro pohyb uzlu si-
té |16} 17, [18] 21], jez jsou zalozeny na anisotropni adaptivité. Pro vlastni adaptaci
sité pomoci anisotropni adaptace existuje celd fada programi, napt. Angener ver-
7e 3.1. Ptvodnost navrzené metody spociva v minimalizaci parametru kvality
vrcholu @Qp, (B.I14) za pouziti pouze pohybu uzli za pomoci riznych optimali-
zacnich strategii, které, jak uvidime pozdéji, ovliviiuji chovani celého algoritmu,
a navic pouzivaji specificky zpusob interpolace hodnot numerického Feseni na
adaptované siti, viz kapitola[dl Metody jsou navrzeny jak pro 1D, tak i pro 2D.

Abychom adaptovali sit, tj. zmensili parametr kvality sité Q7. viz (3.93]), pou-
zijme pouze pohybu jednotlivych vrcholu P; triangulace 7,. V dal$im se zaméime
na 2D tulohy, ¢ili ulohy kde N = 2. Bud P; € oy, vrchol sité Ty, kde oy, je mnozina
vSech vrcholu sité, jako Kp, si ozna¢me oblast (viz obrazek B.43)) :

Kr,= | D;. (3.112)
D;ET,

D;3P;

Pro kazdou hranu sité e; € OK p, uvazujme polorovinu p;, pro jejiz hrani¢ni pfimku

p; plati pj|a,CPi = ¢; a I, € pj, mnozinu vSech téchto polorovin piislusnych k
vrcholu P; ozna¢me I1p,. Definujme piipustnou oblast pro pohyb vrcholu P; jako:
K= () »s (3.113)

pJGHPi

Obrazek 3.43: Na obrazku je tu¢né naznacena hranice 9K p,. Cervené jsou nazna-
o VIR o L I o« ad
¢eny hrani¢ni pfimky p; a Cervenym Srafovinim je oznacCena oblast K%'

Mnozinu vSech hran e sité, které spojuji vrchol P; s vrcholem P; € 0K p, N oy,
ozna¢me Ep,, jedné se tedy o mnozinu vSech hran sité, které obsahuji vrchol P,.
Na zékladé ((3:94) a (3.95)) definujme pro vrchol P; parametr kvality vrcholu

Qp;:
Qp,(T) == Z (llellu = en)?, (3.114)

e=Ep,

38Dostupné na http://www.karlin.mff.cuni.cz/ dolejsi/angen/angen3.1.htm
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kde £ = (z1,...,2x5)T je poloha vrcholu P;. Tento parametr kvality vrcholu
budeme minimalizovat tak, ze budeme timto vrcholem pohybovat. Tyto jednotlivé
minimalizace budeme postupné cyklicky opakovat pro vSechny vrcholy sité Tj,.
Pti kazdém pohybu vrcholu P; je nutné zarucit, ze nedojde k prekiizeni hran, tj.
vrchol bude po premisténi v piipustné oblasti IC“P‘f. Pro pohyb hrani¢nich vrcholi
sité je ovSem treba jeSté vzit v tvahu to, 7e i po jejich posunuti se musi stale
nachazet na hranici.

3.3.1 Metoda pouzivajici bariérovou funkci

Abychom zajistili, Ze nehrani¢ni vrchol P; zistane pfi minimalizaci v oblasti IC“P‘;l,
budeme pouzivat na8i puvodni metodu vychazejici z metody bariérovijch funkect,
viz napf. [3], [1]. Zakladni idea je takova, Ze misto minimalizace funkce Qp, budeme
minimalizovat kriterialni funkci ®p,:

oad

p,(x, ) == aQp,(x) + Bp,(x), T €Lp,, (3.115)

kde x je poloha vrcholu P;, Bp, je bariérova funkce piislusejici vrcholu F;, para-
o ad

metr a > 0 je vaha Qp, a Kp, znaci vnitfek mnoZiny lC%f. Bariérova funkce Bp,
je kladna spojita funkce definovana na IC“Pf, od které pozadujeme nasledujici:

o ad

x —y € 0Ky = Bp,(x) = o0, kdex €K, . (3.116)

Tento pozadavek nam pii minimalizaci funkce ®p, zajisti, Ze uzel P; ziistane uvnitf
povolené oblasti IC“PC;. V nasi praci pouzivame néasledujici bariérovou funkci:

Bp(x):= Y m (3.117)

kde dist(z, b) je vzdalenost vrcholu P; o soufadnicich & od krajni hrany b € 0Kp,,
viz obrazek [3.44]

Obréazek 3.44: Urceni vzdalenosti hrany b od vrcholu P;.

Pro minimalizaci kriteridlni funkce (B.IIH) ve 2D, je pouzit nasledujici al-
goritmus, kde na vstupu predpoklddame maximalni pocet iteraci nad jednim
uzlem TSTFEP, maximélni pocet globalnich iteraci, tj. iteraci nad celou siti,
MAXITER a parametry metody BFGS(viz déle):
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Algoritmus 3.2. Algoritmus metody s bariérovou funkci
1. Spoctéme Q = > _p ., Qp,(F), kde 0y, je mnoZina vrcholi sité.
2. Pro VP, € o)™, kde 0i™ C 0, je mnoZina nehrani¢nich vrcholu sité:

(a) Zvolme a = Bp,(P;)/Qp,(F).

(b) Pfesunime nehraniéni vrchol P; na novou polohu P;, ziskanou minima-

lizaci ®p,(x, ), viz B.IIH), « € K% metodou BFGS.
(c) Spoc¢téme a = af, kde 8 > 1 (nejcastéji volime 5 = 10).

(d) Opakujme znovu od bodu (b), dokud pocet iteraci nad jednim uzlem
neni roven piedepsanému poctu iteraci nad jednim uzlem TSTFEP,

nebo pokud nedojde ke zhorSeni Qp,, tedy Qp (P;) > Qp,(F;).

3. Spocteme Q = 5., Qp(P).

4. Pokud neni dosazeno maximalniho poc¢tu globalnich iteraci MAXITER a
zaroven plati Q) < @, opakujme od bodu 1.

Poznamenejme, 7e v piipadé, ze dojde k ptreruseni vypoctu z divodu zhorseni
kvality uzlu, pouzije se takova posledni pozice, kterd méla nizsi nebo stejnou
hodnotu kvality uzlu @)p, jako pocatecni pozice.

Metoda BFGS

Pro vlastni minimalizaci byla pouzita metoda BFGSP 32], coz je kvazinewtonov-
ska metoda, tj. metoda, kde je misto inverze Hessov matice minimalizované
funkce f(x) pouzita aproximace pomoci symetrické matice S. Nejprve si zavedme
znaceni f, = f(xy), dp = Tp11 — Ty, gradient g, = (Vf(xr))?, rozdil gradientii
gy = 941 — G a spadovy smér s, = —S;g,. Iteracni piedpis metody je nasledu-
jict:

Tpi1 =X+ xSk, k=0,1,..., (3.118)

kde 7, je parametr urcujici délku kroku a S, je symetrickd pozitivné definitni
matice, v naSem piipadé volime jako xy polohu vrcholu P;. Vypocet matice S, se
provadi itera¢nim piedpisem:

T T T T
P @GSk | ddi  diqy, Sk + Siqrdy )
Skr1 =7 | Sk + (—+ ) — : 3.119
o 7( T\ dfdy ) qlds q d ( )

kde parametr p je stabiliza¢ni parametr a parametr v je skalovaci parametr. Ja-
ko pocatecni matice Sy se pouzije jednotkova matice I. Stabiliza¢ni parametr p
uréime [32]:

d.q
okud 1 bk € (0.01, 100),
p = p 2 f(wk)_f(wk+l)+dTgk+1 < >

jinak 1.

(3.120)

39 Autoti Broyden, Fletcher, Goldfarb a Shannoa
40Jde o pouziti Newtonovy metody na rovnici Vf(x) = 0, kde f(x) je minimalizovan4 funkce.
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Skalovaci parametr + je dany predpisem [32]:
qid.

y = § pokud pgrcg € (1,10, (3.121)
jinak 1.

Pro urceni vhodné délky kroku 7, je pouzita metoda zlatého Tezu, kde pro horni
mez délky kroku 7 je pouzita nejmensi hodnota vzdalenosti vrcholu P; od kraj-
nich hran b € 0Kp,. Poznamenejme, Ze v celém textu piedpokladame, ze metoda
je implementovana tim zpiisobem, Ze nedovoli vzrist hodnoty minimalizované
funkce, v naSem piipadé ®p, (x, ), nad jeji poc¢ateéni hodnotu.

Predpokladejme, 7Ze na vstupu algoritmu je zadan maximalni pocet iteraci
metody BFGS MAXITBFGS, maximélni pocet iteraci metody zlatého fezu, pro
urceni 1, MAXITG a minimalni hodnota normy gradientu egpgs pro zastaveni.
Vlastni algoritmus metody BFGS je nasledujici.

Algoritmus 3.3. Algoritmus metody BFGS
1. Zvolme jako x, polohu vrcholu P;, spo¢téme gradient g,, matici Sy = I.

2. Pokud ||gx|| > epras a zaroven neni dosazeno maximalniho poctu iteraci
MAXITBFGS, pokracujme dale.

3. Spoctéme spadovy smér s, = —Sig,,, dale naleznéme optimalni délku kroku
Nk a spo¢téme pomoci ([B.II8) novou pozici @y, ;.

4. Spo¢téme hodnoty fri1, g1, di a g, . Dale ze vztaht (B120) a (3121,
urfeme stabilizaéni parametr p a Skdlovaci parametr v a pomoci (3.119)

spoc¢téme novou matici Sy; a pokracujme bodem 2.

3.3.2 Metoda s kontrolou uhla

Algoritmus piedchozi metody je zna¢né komplikovany a obsahuje fadu optimali-
zacnich cykl, navic predchozi metoda neumoznuje kontrolu predepsaného mi-
nimélniho thlu 0,,;, > 0, jejZz maji svirat hrany kazdého z objemu viz (B.111). Z
tohoto diuvodu jsme navrhli vlastni metodu vyuzivajici pro udrzeni nehrani¢niho
vrcholu P; v piipustné oblasti K4 kontrolu whli.

Zavedme si funkci 6(D,), D; € T, kterd pfifadi objemu D, nejmensi thel,
ktery sviraji hrany tohoto objemu. Uvazujme, Ze nez uzel pii pohybu vyjde z
povolené oblasti IC“Pf, musi nastat ta situace, ze 6(D;) < dpin,D; € Kp, tj.
hrany nékterého z objemi D; € Kp, spolu sviraji mensi thel nez d,,,. Z tohoto
divodu pouzijme nasledujici kriterialni funkci:

QPZ(:D)

(T, 6, Omin) = —— (3.122)

(I)P' N \I[Pi (55 5mm) ’

kde Up, je funkce, kterou pouzivame pro kontrolu thlu d, tj. nejmenstho dhlu v

objemech tvoficich Kp;:
0= min 6(D;), (3.123)

D;eKp,

41Pro kazdy uzel se provadi algoritmus metody bariérovych funkei, jehoz jadrem je cyklus
metody BFGS. V metodé BFGS je pouzita jednorozmérna minimalizace pomoci metody zlatého
fezu.
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tak, aby byl vétsi nez jista pfedepsana hodnota d,,;,. Funkce Up, je diferencova-
telna a klademe na ni nasledujici pozadavky:

Up (0, 0min) — 1 kdyz 6 — dbyin, kde d > 1.

Tyto vlastnosti funkce ¥p vedou k tomu, ze pokud se pfi pohybu vrcholu F; v
néjakém sméru za¢ne nejmensi thel § > d,,;, blizit k hodnoté §,,:,, tj. § < ddmin,
pak Wp klesa, ¢ili dochazi k nartstu minimalizované kriterialni funkce ¢ p, (8:122))
a tento smér pohybu vrcholu je pfi minimalizaci bran jako nevyhodny a nepouzije
se.

Prikladem takové funkce miize byt hyperbolicky tanget, kde argument je
upraven tak, ze pokud d = d,,;,, ma argument hodnotu —a, pokud § = dd,.;p,
d > 1, tak argument mé hodnotu a, predpokladame a > 0. Aby byly splnény
pozadavky ([B.124)) pouzijeme funkei (tanh(z) + 1)/2 a dostavame:

2a ) (d+1)
tanh <(d_1) <6mm ) )) +1

Up (6, Opin) 1= 5 , (3.125)

parametr a > 0 ovliviiuje hodnotu Vp, (0,min, Omin), parametr d ovliviiuje rychlost
prechodu ¥p, mezi 0 a 1, mame tedy moznost ovlivnit, kdy uz zacina byt thel o
nepiipustny, viz obrazek [3.45]

14

0,84

0,6

0.4

0,24

Obrazek 3.45: Prubéh funkce Up, pro d,,,, = 0.5, a = 4. Zde je vidét, jak se
vzrustajicim d se rozsifuje prechod mezi 0 a 1.

Pro vlastni minimalizaci parametru kvality vSsech nehrani¢nich uzli byl pouzit
nasledujici algoritmus, kde na vstupu predpokladame maximalni pocet globalnich
iteraci MAXITFER a parametry metody BFGS:

Algoritmus 3.4. Algoritmus metody s kontrolou dhla
1. Spoctéme Q = > 5 ., Qp,(F), kde o je mnozina vrcholi sité.
2. Pro VP, € o)™, kde o}™ C 05, je mnoZina nehrani¢nich vrcholi sité:

e Presunme nehrani¢ni vrchol P; na novou polohu P;, ziskanou minima-

lizaci ®p,(x, 0, Omin ), viz (B122), € KF, metodou BFGS.

42Motivaci nAm byly aktivaéni funkce uzivané v neuronovych sitich, viz napt. [34].

86



3. Spottéme Q = Y bicoy Qpi(pz)-

4. Pokud neni dosazeno maximalniho poc¢tu globalnich iteraci MAXITER a
zaroven plati () < @, opakujme od bodu 1.

Poznamenejme, ze v piipadé, ze dojde k preruseni vypoctu z duvodu zhorseni
®p,, pouzije se takova posledni pozice, kterd méla nizsi nebo stejnou hodnotu @ p,
jako pocatecni pozice. Pro nalezeni nové polohy uzlu F; je stejné, jako u predchozi
metody, pouzita metoda BFGS s jednorozmérnou minimalizaci pomoci metody
zlatého fezu.

3.3.3 Metoda s opravnym cyklem

Vyse pouzité postupy minimalizace parametru kvality vrcholu @p, jsou zaloze-
ny na robustnich numerickych metodach optimalizace s omezenim a nevyuzivaji
dalsich specifickych vlastnosti tlohy, jako je naptiklad to, ze OKp, je tvoiena
mnozinou usecek. Dale pifi numerickych experimentech bylo zjisténo, 7ze, pokud
zustava aproximace Hessovy matice M (B106) béhem minimalizace konstantni,
sta¢i provést nad kazdym vrcholem P; pomoci metody BFGS pouze jednu ne-
bo dvé iterace. Z tohoto divodu pouzijme alternativniho postupu zalozeného na
metodé nejvétsiho spadu, ktery ma nizsi fad konvergence, ale je vypocetné jed-
nodussi z toho divodu, Ze neni t¥eba konstruovat matici S, viz (3.119), coz vadi
predchozim metoddm zmensi dobu nutnou pro béh adaptace. Dalsim divodem je
pomérné snadna implementace pohybu vrcholi sité po hranici.

V itera¢nim schématu metody BFGS (BI18) budeme uvazovat, 7e spadovy
smér s, odpovida opacnému sméru ke gradientu g,, tedy iterac¢ni matice Sy je v
pribéhu celého vypoét rovna jednotkové matici I. Udrzeni polohy pohybujiciho
se vrcholu P; v oblasti IC“Pf docilime vhodnou volbou horni meze délky kroku ny,
viz obrazek

Pro nehranicni uzly je tato horni mez 7;'** urcena nasledovné:

Algoritmus 3.5. Algoritmus nalezeni n™**

1. Nalezneme nejmensi kladnou hodnotu parametru 7, pro kterou ma vektor
xj + nsy prisecik s hranou e € 9K p,, respektive s jejim prodlouzenim, tj.
pifmkou jejiz restrikce je dana hrana, tuto hodnotu oznaéme 7.

max .

2. Spocteme 7}
e =y, e € (0,1). (3.126)

Tento zpusob nam ovSem nezaruci to, Ze v zadném z objemi tvoricich Cp,
nebude mensi thel, nez nejmensi predepsany thel 5mi. Po posunu vrcholu je
proto nutné ur¢it nejmensi thel §, viz (B.123), a v pFipads, Ze je mensi nez i,
snizime hodnotu 7;'** a cely postup opakujeme tak dlouho, nez je splnéna pod-
minka 0 > 0,,;,, nebo je dosazeno maximélniho poc¢tu opravnych iteraci. Protoze

v tomto cyklu opravujeme jiz urc¢enou novou polohu vrcholu P;, nazyvame nasi

43P¥i implementaci, samozfejmé neprovadime nasobeni jednotkovou matici.
44 Toto by &lo vzit v potaz a uréit hodnotu ni*t tak, aby byla splnéna i tato podminka. Vedlo by
to ovSem k tomu, Ze bychom byli nuceni fesit soustavu nelinedrnich rovnic v kazdém itera¢nim

kroku a tim ke zpomaleni vypoctu.
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Obrazek 3.46: Pokud se pii pohybu vrcholu P; ve sméru s, bude vrchol drzet
v tufné naznalené oblasti, tj. n € (0,7/"™), je zaruceno, Ze vrchol po piesunu

zistane v oblasti K%

metodu metodou s opravnym cyklem. Je nutné si uvédomit, ze diky redukci po-
moci v, v (B126) a snizovani n*** v opravném cyklu, mize dojit k vynechani
minima v daném sméru sy, tedy nalezneme pouze suboptiméalni feﬁen

Piedpokladejme, Ze je zaddn maximalni pocet iteraci MAXITGRAD, maxi-
malni pocet opravnych iteraci MAXITRE P, minimalni hodnota normy gradi-
entu egrap pro zastaveni a redukéni koeficient v,. Algoritmus pro pohyb nehra-
ni¢niho vrcholu je nasledujici:

Algoritmus 3.6. Pohyb nehrani¢niho vrcholu s opravnym cyklem

1. Vezméme nehrani¢ni vrchol P; € o™, kde o™ C o}, je mnozina nehranic-
3 h h h

nich vrcholu sité, a zvolme jako axy polohu vrcholu P;.
2. Spoc¢téme gradient g, funkce Qp,(xy), zvolme spadovy smérs, = —g,.

3. Pokud ||g,|| > egrap, uréeme hodnoty 7" a 7", viz ([3.126). V opaéném
pripadé skonceme.

(a) Pomoci metody zlatého fezu nalezneme minimum funkce Qp, (xx + 7k Sk)
ve sméru sy, kde jako horni mez pro parametr 7, slouzi hodnota 7;"**,

tento bod oznacime jako @, .

(b) V piipadé, Ze 0 < i, a neni dosazeno maximalniho po¢tu opravnych
iteraci M AXITREP, snizme n*** = ~,n"*" a pokra¢ujme bodem (a).
V pripadé, 7e je dosazeno maximalniho poc¢tu opravnych iteraci ukon-
¢ime algoritmus.

4. Polozime xp,1 = X,ew a, jestlize neni dosazeno maximélniho poctu iteraci
nad jednim vrcholem MAXITGRAD, pokra¢ujme bodem 2.

Pro pohyb uzli, které lezi na hranici oblasti 0€2, pouzijeme obdobny algorit-
mus. Piedpokladejme, Ze pro zvolené dvojice bodi a;,b; € IR, kde a; < b; lze
hranici 02 rozdélit na segmenty I'; € 092, j = 1,2, ... takové, ze lze psat:

I = {(z1,0;(z1)) € R* x1 € (aj,b;)}, resp. (3.127)
Fj = {(QSJ‘(.Z‘Q),Z‘Q) S Bz; T9 € (aj,bj>},

45Efektivita tohoto postupu zavisi na zptsobu zmengovani ne* a volbé redukéniho koefici-

entu v,.
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kde funkce ¢; jsou na intervalu (a;,b;) spojité. V dalsim se zaméfme na prvni
moznost, v druhém piipadé bychom postupovali analogicky. Déle predpoklédej-
me, 7ze budeme pohybovat jen uzly, které nenélezi dvéma segmentiim hranice.

Kazdy takovy vrchol P; ma svého levého souseda P 1, a svého pravého souseda
P, r na stejném segmentu hranice. Oznacme si vektory orientované od vrcholu P;
k P, 1, resp. od vrcholu P; k P, r jako e; 1, resp. e; r. Hrany spojujici vrchol P; s
vrcholem P, 1, resp. s vrcholem P, p oznacme e; 1, resp. e; p.

Misto vypoctu spadového sméru s; a nésledné jednorozmérné minimalizace v
tomto sméru, viz algoritmusB.6] provadime jednorozmérné minimalizace dvé, a to
ve sméru e; 1, a e; g. Abychom zamerzili pohybu vrcholu mimo oblast IC“Pf, uréime
pro oba sméry e; 1, a e; g horni meze délky kroku n;";* a ni"g". K tomu je pouzit
algoritmus (3.5, kde pro smér e; neuvazujeme prusecik vektoru xj + ne;r s
hranou e; ;, a obdobné pro smér e; p nevazujeme prisecik vektoru x; + ne; g s
hranou e; g, viz obrazek .47

V piipadé nelinearnosti funkce ¢;(z1), tedy piislusny hrancni segment I'; neni
usecka, je nutné provadét v kazdém kroku jednorozmérné minimalizace metodou
zlatého fezu projekci na prislusny hrani¢ni segment. Projekci provadime tak, Ze
bodu (x1,x2) € €; 1, resp. e; g piifadime bod (21, ¢;(x1)) € I';. V metodé zlatého
fezu tedy vyhodnocujeme kvalitu vrcholu Qp, v bodé (z1,¢;(z1)) € I';, misto
v bodé (x1,x2) € e, resp.e; g. Ostatni ¢asti algoritmu jsou obdobné, jako v
pripadé nehranic¢nich uzlu, a tedy tento postup nachazi pouze suboptiméalni fesent,
coz je pro nas pripad dostacujici.

Obrazek 3.47: Na obrazku je vidét, ze pii posunu vrcholu P; po hrané e; se
mize vrchol pohybovat po celé této hrané, vyjma bodu F; 1. Pfi posunu vrcholu

vpravo, se vrchol miZze pohybovat pouze po tu¢né zvyraznéné casti hrany e; g, tj.
max int

musi platit 7;"z" < ni’p.

Opét predpokladejme, Ze je zaddn maximéalni pocet iteraci MAXITGRAD,
maximéalni pocet opravnych iteraci MAXITREP a redukéni koeficient ~,.. Algo-
ritmus pro pohyb hrani¢niho vrcholu je nasledujici:

Algoritmus 3.7. Pohyb hrani¢niho vrcholu s opravnym cyklem

1. Vezméme hrani¢ni uzel P; € a;,\o™, jako xy zvolme polohu vrcholu P;.

2. Urceme sousedni uzly P, P; g, pfislusné hrany e, r, e; r a vektory e;r,
€, R-

3. Pomoci algoritmu 3.5 uréeme pro sméry e; ;, a e; g hodnoty n'i* a n's".
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(a) Pomoci modifikované metody zlatého fezu urceme nové polohy uzla
wnew,L; wnew,R a ZVOlme Lpew = Arg mil’l(Qpi (wnew,L)a QPZ' (wnew,R>>-

(b) V piipadé, ze 0 < yin, snizme piislusné 7" pomoci: 7" = ~,nre

a v piipadé, Ze neni dosazeno maximalniho poc¢tu opravnych itera-
ci MAXITREP pokratujme bodem (a). V piipadé, 7e je dosazeno
maximéalniho poc¢tu opravnych iteraci ukon¢ime algoritmus.

4. Polozime xp,1 = X,ew a, jestlize neni dosazeno maximélniho poctu iteraci
nad jednim vrcholem MAXITGRAD, pokra¢ujme bodem 2.

Pro vlastni minimalizaci parametru kvality vSech uzli byl pouzit nasleduji-
ci algoritmus, kde na vstupu predpokldaddme maximéalni pocet globalnich itera-
cf MAXITER a parametry vySe zminénych algoritmu a B pocet opako-
vani nad jednim vrcholem MAXITGRAD, maximalni po¢et opravnych iteraci
MAXITREP a redukéni koeficient ~,.:

Algoritmus 3.8. Algoritmus metody s opravnym cyklem
1. Spoctéme Q = p ., Qp,(F), kde oy, je mnozina vSech vrcholi sité.
2. ProV P, € oy:

(a) Pfesufime P, na novou polohu P, ziskanou algoritmem 3.7 pro hrani¢ni
vrcholy a algoritmem pro vrcholy nehrani¢ni.

3. Spoctéme Q = Y by Qpi(]‘:’z)-

4. Pokud neni dosazeno maximalntho po¢tu globdlnich iteraci MAXITER a
zaroven plati () < @, opakujme od bodu 1.

3.3.4 Minimalizace parametru kvality v 1D

Zde si popiseme nasi ptivodni metodu pro pohyb uzli v 1D, zalozenou na aniso-
tropni adaptivité. Obdobné jako v kapitole (B.1.4]) predpokladejme, 7ze mame 1D
sit kone¢nych objemi Dy, = {D;},_, ; pokryvajici interval [a,b], kde a < b, J
je pocet objemu. Necht uzly x; a x;,1, kde x; < x;,1, tvoii objem D;.

Piipomenme si, ze jako w} znac¢ime linearni rekonstrukc ziskanou z po CGés-
tech konstantniho numerického Yefeni wi Eulerovych rovnic (LIZ) v case iy,
pomoci vztahu (3.82). Zkonstruujme z w; po ¢astech linearni fyzikalni veli¢inu
up € Lp,, kde Lp, predstavuje prostor po ¢astech linedrnich funkei na Dj,. Pozna-
menejme, ze v naSich numerickych experimentech budeme pouzivat ptimo jednu
ze slozek wj. Tato veli¢ina u; € Lp, predstavuje aproximaci veliciny v € W
zkonstruované z presného feSeni w(.,t;) Eulerovych rovnic (LIT) v ¢ase ty, kde
W je vhodny prostor funkei.

Nyni lze, obdobné jako v kapitole B.2.1] sestrojit aproximaci druhé derivace
up™ (x;):

d*u - du; 1° duj dp
(@,s@) ~ (up™, 0) = {d;s@} - (d;,@) Vo € Lp,, (3.128)

46Pro jednoduchost budeme horni index k vynechavat.
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kde (.,.) rozumime skalarni soucin na L?(Q2) a ¢ je testovaci funkce. PouZijme
nasledujici mnozinu funkei:

{(,01,4,01 € ,Cph, (,02(1‘]) = 52‘]‘, Z,j = 1, ey J+ 1}, (3129)

kde z; je néktery z uzli sité, §;; je Kroneckerovo delta. Analogickymi tpravami
jako ve vySe zminéné kapitole, dostavidme pro nehrani¢ni uzly vztah pro vypocet
aproximace druhé derivac 7:

2 o= uf *—ur
u;klxx(xz) — (ul+1 u; B u; U‘zl) , 7 = 27 ce J’ (3130)

Tit1 — Ti—1 \ Ti+1 — T T — Ti—1

kde pomoci u} je oznafena hodnota uj (z;). Hodnoty u*** v krajnich uzlech

x1, resp. x 41 ziskdme linearni extrapolaci z hodnot u**(zy) a w***(x3), resp.
z hodnot u***(x;_1) a u***(x;). Modifikaci Hessovy matice M v i—tém uzlu sité,

vztah (B.106]), 1ze v 1D psat:

M; :=c¢ {1 + Ellu—w} : (3.131)
Ea + [u e (z;)|

kde vyznam parametrii €; a €, je stejny jako v kapitole B.2.1] hodnota ¢ je dana
vztahem (B.I09). Pii praktické realizaci budeme pouzivat zhlazeni této hodnoty:
~ 1
M,; = Z (Mz‘_1 + 2M; + Mz‘+1) , (3.132)
kde pro krajni uzly x; pouzivime ptimo hodnotu M;. Jde o analogii zhlazovani
monitorovacich funkei G u varia¢nich metod, viz vztah (B.55]).
Zavedme si funkci @), jako soucet kvalit jednotlivych uzlu:

J+1

Q(z) = Zin(xi), (3.133)

kde & = (21,...,2541) , coZ po dosazent z definice kvality uzlu Q,,, viz vztah (3I14),

vede na: ,
J+1
M; + M,;_
—23" 4/ ) — 134
Q (x) 2 ( 5 (x; — xi1) cl> , (3.134)

kde hodnota ¢; je dana vztahem (B.96]). Minimalizujme tuto funkci za podminek
r1 = a a xy,, = b. Nasim cilem je ziskat soustavu linedrnich rovnic pro pohyb
uzli. Spocteme parcialni derivace podle volnych proménnych, kde uvazujeme M;
konstantn, dostavame:

oQ
a.’lfi

() =4((M;i—1 (x; — xim1) — 1) My
- (MiJrl,i (%’H - SL’z) - 01) Mi+1,i)7 i =2,...,J, (3-135)

4TPoznamenejme, 7e obdobny vztah bychom ziskali p¥i pouziti centréalnich diferenci na funkci
u.
48 Ve skute¢nosti M; = M;(u***(z;)), pokud bychom pokracovali nazna¢enym postupem, tak

v

91



| M+ M;_ ) DL . .
kde M;,;,_1 = % Pro nalezeni staciondrniho bodu polozme tyto derivace

rovny nule a pouzijeme vySe zminéné podminky@. Po tupravach ziskdme néasledu-
jici soustavu rovnic pro urceni poloh vnitinich uzli:

BQ (6] 0 0 Ce 0 ) b2
(0%)] ﬁg Qa3 O Ce 0 T3 bg
0 « Q@ . 0 x b
s S N e (3.136)
0 0 ... ajy2 By aj Tj_1 by
0 0 ... 0 aj_1 ﬁ] Ty bJ
kde plati, ze
Bi = M1 +2M; + M = G; >0,i=2,...,J, (3137)
a
o = _(M/L'_'_MiJrl) = Q4 <0, ZZQ,,J (3138)

Slozky vektoru pravych stran jsou nasledujici:

—Q —Q

b2:201 (\/Tl—\/TQ> — 14,

b = 2, <\/_O;“ - \/_20‘> i=3.. -1, (3.139)
—Qj_ —Q

bJ:201<\/ 2J1—\/ 2J>—O[Jb.

Dalgim derivovanim vztahi (B.I35) obdrzime Hessovu matici funkce Q(x) ktera,
az na vynasobeni kladnou konstantou, odpovida matici soustavy (B130).
Vztahy (BI37) a (B.I38) urcuji nasledujici vazby mezi prvky «; a [3; matice:

|B2] > |asl, [Bs] > fevy-1] (3.140)
G+ Bt =0i=3,...,J—1 (3.141)

Diky vySe uvedenym vazbam «; a f3;, lze matici v (B.136) psat jako:

B2 e%) 0 0 0
(6%)) —<062 + 043) Qa3 0 c. 0
0 « —(as3 + « « 0
A= . K ( ’ ) o _ N G
0 0 e ajo —(ajo+ay_1) aj
0 0 ce 0 aj_1 ﬁj

V dalsim uvazujme pievod této matice pomoci Gaussovy eliminace na hornf troj-
thelnikovy tvar. Je mozné ukéza@, ze, pokud lze néjaky diagonalni prvek g; vyse

49 Tento postup je ekvivalentni pouziti metody Lagrangeovych multiplikatorii.
0Stac¢i pouze dosadit do matice (3.I142) a pouzit Gaussovu eliminaci.
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uvedené matice zapsat ve tvaru BZ = —(oy + 0;), kde o; < 0, §; < 0, tak i nasledu-
jici diagonalni prvek BHI lze psat ve tvaru Biﬂ = —(ir1 + 0i41), kde a1 < 0,
diy1 < 0. Z podminky (BI40) a BI37) pro B2 a (BI3]) pro ay je ziejmé, 7e (o
takto zapsat lze, tedy indukei dostavame, ze matice (3.142) po pievodu na horni
trojihelnikovy tvar ma na diagonale pouze kladné prvky. Matice je regularni,
tedy \; #0,:=1,...,J — 1.

Protoze matice (3.142) je symetrickd, diagonalné dominantni, s kladnymi prv-
ky na diagondle, tak z Gershgorinovy véty pro jeji vlastni ¢isla plyne \; > 0,
1=1,...,J — 1. Toto, spolu z predchéazejicim, dava jeji pozitivni definitnost. Ma-
me tedy zaruceno, ze funkce Q(x) mé v bodé nalezeném Fesenim soustavy (B.136))
minimu.

Pro feSeni soustavy (BI36) budeme pouzivat Gaussovu-Seidelovu a Jacobiovu
itera¢ni metodu. Diky tomu, Ze matice soustavy je symetricka a pozitivné definit-
ni, tak u Gaussovu-Seidelovy metody je zaru¢ena konvergence [36, Theorem 4.5].
Protoze plati, ze v pfipadé t¥idiagonalnich matic zminéné metody, bud obé& kon-
verguji, nebo obé nekonverguji [36] str.131, vztah 4.18|, tak konverguje i Jacobiova
metoda.

Abychom zarudili, ze v kazdé iteraci v bude splnéna podminka:

a=x] <xy <..<a5,,=bv=12..., (3.143)

budeme pouzivat néasledujiciho postupu. Nejprve spocteme x”“ pomoci Jacobi-
ovy metody:

= 512 (by — azwy), (3:144)
= 511 (bi = iy — Qi) i =3,...,J — 1,
Ul — 1 v

7 5J ( OéJ—19€J—1) )

resp. Gaussovy-Seidelovy metody pro FeSeni soustavy (3136):
1

~g+1 (bQ _ 043373) (3145)
B
1

T = 5 (bi — 2y — aizyyy) , i=3,... ] — 1,

i 1

P = — (by — ay_12hy) .
By

Polohu -tého uzlu v kroku v + 1 pak urcime:

pokud &/ < aVfl pakalt! = z¥ — 4, (x¥ — 2/ 1)),

2T ={ pokud x”“ (xz”ﬂl, ’{H) pak x”“ gyt (3.146)
pokud x”“ > x7,,, pak $V+1 =z +p(xfy — 7)),

kde 7, € (0,1) je redukéni koeficient, volime -, blizky jedné. Tato tprava zabrani
piipadnému presmyknuti uzli sité, ale pravé omezeni pohybu uzli muze zpomalit
konvergenci algoritmu.

517a vyse uvedeného piedpokladu, ze M; jsou konstantni.
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Pro vlastni minimalizaci parametru kvality vSech uzlu byl pouzit nasledujici
algoritmus, kde na vstupu predpokladame maximalni pocet globalnich iteraci
MAXITER a parametry €1 a p, pro konstrukci aproximaci Hessovy matice M;,
a redukéni koeficient ~,. Jako 2%, 1 = 1,..., J + 1 pouZijeme vychozi polohy uzli
sité.

Algoritmus 3.9. Algoritmus pohybu uzld v 1D

1. Zkonstruujme pomoci (3.82) wj, resp. u} a pak pomoci vztaht (B.I30)
a (BI31)) spoétéme u**(x;) a M; pro viechny uzly sité.

2. Spoctéme @ = 371 Qqv (77)
3. Pro kazdy uzel sité provedeme Jacobiovu (3.144), resp. Gaussovu-Seidelovu
iteraci (B.143), ktera je nasledovana korekei (B.146]).

1=

4. Spo¢téme Q' = Z‘.”f Qv (x )

5. Pokud Q"' < Q¥, opakujeme od bod 2., dokud neni dosazeno maximal-
niho poc¢tu iteraci MAXITER.

Poznamenejme, 7e v piipadé, Ze neni splnéna podminka Q¥ < Q¥ a dojde
k preruseni vypoctu, je pouzita sit ziskana v v-té iteraci.

3.3.5 Numerické experimenty v 1D

Y ¥7

V této c¢asti prace se zaméfime na otestovini nami navrzeného algoritmu pro
adaptaci 1D vypoctové sité, zalozeného na minimalizaci parametru kvality vr-
cholu.

Budeme postupovat obdobné jako v kapitole pri testu variacnich metod
v 1D. Misto toho, abychom konstruovali po ¢astech linearni fyzikalni veli¢inu
uj, € Lp, z numerického FeSeni Eulerovych rovnic (ILI7) v 1D, tak si tuto veli¢inu
pifimo predepiseme nésledujicim zpisobem. PouZijeme funkci w4, viz (872), ktera
obsahuje nespojitost, resp. up, viz (3.73), zde se jedna o tlohu, kde je oblast s
témeF konstantni hodnotou funkce ug. Pomoci vztahP (B.4) zkonstruujeme
jeji po ¢astech konstantni aproximaci a z ni, pomoci vztahut} (B:82), po ¢astech
linedrni fyzikalni veli¢inu u; € Lp,, kterou pouzivime pro konstrukci aproximaci
Hessovych matic. Jako vypocetni oblast volime interval [—1,1].

Sledovani konvergence algoritmu budeme urc¢ovat z hodnot funkce @ (B134) v
jednotlivych iteracich v metody. Protoze budeme sledovat vliv parametriu ; a p,
pouzitych v konstrukei aproximace Hessovy matice M;, viz (3.131]), na vyslednou
sit a hodnota () vychazi pro kazdou konfiguraci jinak, budeme sledovat Q,orm =

52 Je mozné opakovat i od bodu 1., ale vede to k nutnosti v kazdé iteraci metody znovu spoéist
vSechny hodnoty z bodu 1., coZ je zna¢né ¢asové naro¢né. Tento postup byl pouzit v kombinaci s
transformaci numerického feSeni pomoci perturba¢ni metody, viz metody JACVQPM M — PM
a GSVQPMM — PM v tabulce 1]

53Pro vypocet integralu byla pouZita rutina implementa¢niho jazyka Octave quad, coz vede
k volani metody zalozené na Gaussové kvadratufe.

*Misto stavového vektoru w? v ([B3.82) pouzijeme p¥imo hodnot u; 1 ziskané pomoci [B.74).
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Q/Qinit, kde Qinit je pocateni hodnota () na neadaptované siti. Kvalitu adaptace
budeme sledovat pomoci nésledujiciho ukazatele chyby:

/;M <u(az) — ui”+l>2 dz, (3.147)

kde (G predstavuje po ¢astech konstantni aproximaci veli¢iny u na objemu D; v
2

v-té iteraci. Integral na pravé strané (B.147) je urcen pro funkei u4(x) analyticky a
pro funkci up(z) pomoci numerické kvadratur. Pouzity postup je stejny jako v
kapitole B.I.G. Pocet objemu byl zvolen J = 21, poc¢atecni sit obsahovala vSechny
objemy stejné velikosti. V obou experimentech byl nastaven maximéalni pocet
iteraci MAXITER = 30. Predepsana tolerance TOL pro vypocet konstanty cq,
viz ([B90), je zvolena TOL = L a redukéni koeficient ~, = 0.99.

Cely adaptivni proces pro tento test byl opét naprogramovan v jazyce pro
numerické vypocty Octave.

Uloha typu A

Pro rizné hodnoty £, a p byly sledovany vysSe uvedené parametry, dale doba
potfebna pro adaptaci@ (T') a pocet skutecné provedenych iteraci (ITER), nez
doslo k zastaveni algoritmu. V tabulkach B.201a[3.21]jsou zaneseny finalni hodnoty
sledovanych parametrii.

ler |p [L2E | Quom | ITER|T 3] |
10 [ 10 [0.009398 [ 0.166626 | 30 2.17
100 | 10 | 0.009357 | 0.133231 | 30 2.17
1000 | 10 | 0.010095 | 0.207438 | 30 2.18
10 |20 | 0.009080 | 0.144865 | 30 2.18
100 | 20 | 0.008941 | 0.106692 | 30 2.17
1000 | 20 | 0.009840 | 0.172916 | 30 2.17

Tabulka 3.20: Uloha A. Sledované veli¢iny pro Jacobiovu metodu.

ler |p [L2E | Quom | ITER|T 3] |
10 [ 10 [0.006730 [ 0.140897 | 30 2.78
100 | 10 | 0.004617 | 0.053180 | 30 2.80
1000 | 10 | 0.005015 | 0.079605 | 30 2.79
10 |20 | 0.006868 | 0.128420 | 30 2.81
100 | 20 | 0.006545 | 0.043802 | 30 2.77
1000 | 20 | 0.005031 | 0.054049 | 30 2.78

Tabulka 3.21: Uloha A. Sledované veli¢iny pii uziti Gaussovy-Seidelovy metody

Porovnani linearni rekonstrukce funkce u4(x) na adaptované siti s parame-
try e1 = 100 a p = 20 pro obé dvé pouzité metody je zachyceno na obréz-
ku [B.48] Zde je vidét, ze linearni rekonstrukce sestrojenéd na siti ziskané pomoci

550pét byla pouzita rutina jazyka Octave quad.
56Byly pouzity standardni rutiny v Octave. Jedn4 se o tic, toc
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Gaussovy-Seidelovy metody piesnéji zachycuje pribéh funkce u4 na obrazkuB.12

G-S flerace ——
bez adaptace ---w--

" Jacobiova fterace ——
bez adaptace ---w--

ua
ua

-05

) -1 -(;.5 E] 0‘,5 1 ) -1 -(;.5 E] 0‘,5 1
Obréazek 3.48: Uloha A. Porovnan{ line4rn{ rekonstrukce u} funkce u4(x) na adap-
tované siti a na siti bez adaptace, p¥i pouziti Jacobiovy metody (vlevo) a pii
pouziti Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).

Prubéhy sledovanych veli¢in jsou zachyceny na obrazcich B.49 a B.50] zde je
vidét, ze z hlediska Q01 0bé metody konverguji, rychleji konverguje Gaussova-
Seidelova metoda. Z hlediska ukazatele L2E dostavame lepsi vysledky pii pouziti
Gaussovy-Seidelovy metody, avSak se zde objevuji jisté oscilace. Pti vétsim po-
¢tu iteraci dochazi ke snizovani rozkmitu, a tim i k tlumeni téchto oscilaci, viz
zhodnoceni provedenych experimentu v 1D dale.

Pro stejnou volbu parametrii, e; = 100 a p = 20 pro obé testované metody,
jsou na obrazcich .51 zaneseny trajektorie jednotlivych uzla sité béhem adap-
ta¢niho procesu. Na obrazku B.51] je vidét, ze nedochazelo k presmyknuti uzlua
sité. P¥i porovnéni trajektorii uzlu sité pro obé metody je vidét, ze Gaussova-
Seidelova metoda konverguje k mistu nespojitosti (nespojitost je v bodé nula)
rychleji. Porovnani trajektorii pii pouziti Gaussovy-Seidelovy metod pro riz-
né volby parametri €; a p je zaneseno na obrazku Zde je vidét, ze pfi
zvySovani parametru €; dochazi ke zvétseni poméri mezi nejvétsim a nejmensim
objemem sité, coz odpovida vyznamu tohoto parametru, viz (B.108). P¥i zvét-
Sovani parametru p pii konstantnim &1 je sit v okoli nespojitosti vice zhusténa.

5TPro Jacobiovu metodu jsou ziskané vysledky obdobné.
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Obrazek 3.49: Uloha A. Prubéh L2E pii pouziti Jacobiovy metody (vlevo) a pii
pouziti Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).

€,=10, p=10
£=100, p=10
09 £,=1000, p=10
&=10,p=20

€100, p=20

08 % £=1000, p=20

Qnorm
Qnorm

lterace lterace

Obrazek 3.50: Uloha A. Pribéh Q,,0,m pii pouziti Jacobiovy metody (vlevo) a pfi
pouziti Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).

8

€710, p=p0 ——
% b
2 2
2 ¢
£ 15 £
g E
10 10
5 5
0 . 0 .
1 05 0 1 1 05 0 05 1

Obrazek 3.51: Uloha A. Trajektorie jednotlivych uzla sité, pro Jacobiovu metodu
(vlevo) a pii pouziti Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).
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£ 410,pJ20
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Obrazek 3.52: Uloha A. Trajektorie jednotlivych uzli sité pii pouziti
Gaussovy-Seidelovy metody pro riizné volby parametrii e; a p, (a) e; = 10, p = 10;
(b) £1 = 1000, p = 10; (c) &, = 10, p = 20; (d) &, = 1000, p = 20.

98



Uloha typu B

Postupujme stejné jako v piedchozim a pouZijme nyni funkei up, viz (373). Na-
sledujici tabulky a B.23 zaznamenavaji ziskané hodnoty. Je zde opét jako
v kapitole 0l vidét narust doby potifebné pro adaptaci vuci piedchozi uloze,
to je zpusobeno tim, ze v tomto piipadé pouzivame pro vypocet ukazatele L2E,
viz (BI41), numerickou integraci, zatimco pro predchozi tlohu je tento ukazatel
urcen analyticky.

(& [p [I2E [ Quem [ITER[TH|
10 10 | 0.001309 | 0.270048 | 30 7.39
100 | 10 | 0.001299 | 0.242325 | 30 7.37
1000 | 10 | 0.001518 | 0.304269 | 30 7.40
10 20 | 0.001265 | 0.244023 | 30 7.39
100 | 20 | 0.001189 | 0.206570 | 30 7.39
1000 | 20 | 0.001442 | 0.272197 | 30 7.45

Tabulka 3.22: Uloha B. Sledované veli¢iny pro Jacobiovu metodu.

ler |p |L2E | Qv | ITER | T [s] |
10 10 | 0.001071 | 0.217919 | 30 7.50
100 | 10 | 0.000900 | 0.117455 | 30 7.53
1000 | 10 | 0.000985 | 0.139797 | 30 7.53
10 20 | 0.001076 | 0.203266 | 30 7.54
100 | 20 | 0.000920 | 0.095470 | 30 7.54
1000 | 20 | 0.000966 | 0.110163 | 30 7.49

Tabulka 3.23: Uloha B. Sledované veli¢iny pro Gaussovu-Seidelovu metodu.

Porovnani aproximace funkce ug(z) na adaptované siti s parametry €; = 100
a p = 20 pro obé dvé pouzité metody je zachyceno na obrazku [3.53. Prubchy
sledovanych veli¢in jsou zachyceny na obrazcich 3.54] a B.55l Z priubéhu Q0. je
vidét, ze i v tomto piripadé konvergovala Gaussova-Seidelova metoda rychleji a z
hlediska ukazatele L2F dosahla lepsich vysledkii.

Pro parametry ¢; = 100 a p = 20 pro obé testované metody jsou na obraz-
cich zaneseny trajektorie jednotlivych uzli sité béhem adaptac¢niho procesu.
Zde je vidét, ze nedochéazelo k presmyknuti uzli sité. Na obrazcich B.57jsou porov-
nany trajektorie vrcholi sité béhem adaptacniho procesu pro Gaussovu-Seidelovu
metodu pro rizné volby parametri €; a p. Opét jako v predeslé uloze dochazi s
riastem parametru €; k riastu poméru mezi nejvétsim a nejmensim objemem sité.
Vliv rustu parametru p na vyslednou sit pii stejném 1 byl mensi nez v predchozi
uloze s funkei uy.
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Obrazek 3.53: Uloha B. Porovnéni line4rni rekonstrukce u} funkce ug(z) na adap-
tované siti a na siti bez adaptace, p¥i pouziti Jacobiovy metody (vlevo) a pfi
pouziti Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).
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Obrazek 3.54: Uloha B. Prubéh L2E pii pouziti Jacobiovy metody (vlevo) a pfi
pouziti Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).
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Obrazek 3.55: Uloha B. Pritbéh Q0. pii pouziti Jacobiovy metody (vlevo) a pfi
pouziti Guassovy-Seidelovy metody (vpravo).
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Obrazek 3.56: Uloha B. Trajektorie jednotlivych uzli sité, pro Jacobiovu metodu
(vlevo) a pii pouziti Gaussovy-Seidelovy metody (vpravo).
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Obrazek 3.57: Uloha B. Trajektorie jednotlivych uzlii sité pii pouziti
Gaussovy-Seidelovy metody pro riizné volby parametrii ey a p, (a) e; = 10, p = 10;
(b) &1 = 1000, p = 10; (c) 1 = 10, p = 20; (d) &; = 1000, p = 20.

101



Zhodnoceni provedenych experimenti v 1D

Z provedenych experimentu vyplyva, Ze obé metody jsou pouzitelné a vysledna sit
zavisi na volbé pouzitych parametri €, a p. Rychleji konverguje postup pouzivaji-
ci Gaussovu-Seidelovu itera¢ni metodu. U Gaussovy-Seidelovy metody dochéazelo
v prvni tloze k oscilacim v ukazateli L2E, viz obrazek B.49 Tyto oscilace je mo7zné
utlumit, kdyz pouzijeme misto Gaussovy-Seidelovy metody metodu SORP s re-
laxa¢nim parametrem mensim nez jedna. Poznamenejme, ze tyto oscilace nejsou
zpusobeny oscilacemi uzlu sité, viz jejich trajektorie na obrazku[3.52, nebo priubéh
Qnorm, kde je vidét, ze metody konverguji. Vznik téchto oscilaci je umoznén tim,
7e naSe metody primarné neminimalizuji ukazatel L2E, nybrz funkci @ (BI33)).

Porovname-li obdrzené vysledky s vysledky ziskanymi pomoci varia¢niho pii-
stupu, viz kapitola 3. 1.6 1ze vidét, Ze z hlediska hodnot a prubéhu ukazatele L2E,
jsou oba piistupy podobné, také zde dochazelo k oscilacim daného ukazatele. 7Z
hlediska ¢asové naro¢nosti vychézi pro tlohu A lépe nase metoda (oba postupy),
pro tlohu B jsou ¢asy podobné. Za povSimnuti stoji téz porovnani trajektorii
jednotlivych uzli. V pripadé pouziti naseho pristupu dochazi k pohybu vétsiho
poc¢tu uzli, pohybuji se i uzly dale od nespojitosti.

3.3.6 Numerické experimenty ve 2D

V této ¢asti prace otestujeme nami navrzené algoritmy pro adaptaci sité konec-
nych objemt, vysledky zde dosazené jsou puvodni. Misto linearni rekonstrukce
w; ziskané z numerického, po ¢astech konstantniho feSeni w, Eulerovych rovnic,
pouzijeme linearni rekonstrukce funkef uy ([B.79), resp. up (B.80), ziskané pomoci
vztahu ([3.82), kde misto hodnot w* pouzijeme hodnotu funkce w4, resp. up v
budeme testovat pohyb hrani¢nich uzli po nelinearni hranici.

Opét jako v 1D budeme hodnotit i vliv parametri £; a p na vyslednou sit.
Sledované parametry budou?? Qnorm = QT,, | Q7,init, kde Q7. je parametr kvality
sité viz (B95) a Q7,inie je jeho pocateéni hodnota na neadaptované siti. Dalsi
sledovany parametr bude pomér mezi nejdelsi a nejkratsi hranou sité, ozna¢me
jej €, pocet skutecné probéhlych globélnich iteraci ITER a ¢as T nutny pro
adaptaci sité. Hodnotu a pro podminku minimélniho thlu, viz (BIII), volime
a = 0.02. Pouzita nastaveni jednotlivych metod udavaji nasledujici tabulky:

| Parametr | Hodnota | Popis ‘
15} 10 multiplikidtor vahy ucelové funkce
MAXITG 5 pocet iteraci metody zlatého fezu
MAXITBFGS |1 pocet iteraci metody BFGS
TSTEP ) pocet iteraci nad jednim uzlem
MAXITER 30 pocet globélnich iteraci

Tabulka 3.24: Pouzité parametry pro metodu s bariérovou funkci, viz algo-

ritmy a 3.3

58Successive Overrelaxation
59Hodnota parametru kvality sité je zavisla na e; a p, z toho divodu budeme pouzivat nor-
movani.
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| Parametr | Hodnota | Popis ‘

a 4 parametr a, viz

d 2 rychlost prechodu ¥p,, viz
MAXITG 5 pocet iteraci metody zlatého fezu
MAXITBFGS | 1 pocet iteraci metody BFGS
MAXITER 30 pocet globélnich iteraci

Tabulka 3.25: Pouzité parametry pro metodu s kontrolou thli, viz algoritmy [3.3]
a

| Parametr | Hodnota | Popis ‘
Yy 0.9 multiplikator, viz
MAXITG 5 pocet iteraci metody zlatého fezu
MAXITREP ) pocet opravnych iteract
MAXITGRAD |1 pocet iteraci gradientni metody nad jednim uzlem
MAXITER 60 pocet globalnich iteraci

Tabulka 3.26: Pouzité parametry pro metodu s opravnym cyklem, viz algo-

ritmy [3.5] 3.6}, 3.7 a 3.8

V pribéhu numerickych experimenti se ukazalo jako vyhodné pouzit néasle-
dujici zhlazeni matice M, viz (B.106]):

- 1
M(P) = N M(R')+Pje;(Pi)M(Pj) , (3.148)

kde N (P;) zna¢i mnozinu sousednich uzli k uzlu P; a |N(P;)] jeji mohutnost.

Uloha typu A

Pro tuto tlohu byla vybrana triangulace 7, s 4096 objemy a 2136 uzly a s po-
¢ateénim pomérem ¢ = 2.38. Nasledujici tabulky shrnuji sledované parametry.

|51 ‘p |Qn0rm |5 |ITER|T[S]|

1000 | 20 | 0.464257 | 5.63 | 30 11.36
10000 | 20 | 0.461356 | 5.52 | 30 11.38
1000 | 40 | 0.476523 | 6.45 | 30 11.13
10000 | 40 | 0.469361 | 6.17 | 30 11.16

Tabulka 3.27: Uloha typu A. Sledované veli¢iny pro metodu s bariérovou funkei.

Ze ziskanych hodnot je vidét, ze pouzité metody jsou z hlediska parametru
Qnorm a € témér rovnocenné. Z hlediska ¢asové naroc¢nosti je ¢asové nejnaroc¢nejsi

metoda s bariérovou funkci, kterd je nejslozitéjsi. Nejlepsich vysledki dosahla
metoda s opravnym cyklem a to piesto, 7e pocet iteraci byl dvojnésobny. nez

60Metoda konverguje pomaleji nez piedchozi metody, tedy je t¥eba vétsi pocet iteraci, ale
doba potifebna pro provedeni jedné iterace je kratsi.
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|51 ‘p ‘Qnorm |5 |ITER|T[S]|

1000 | 20 | 0.442497 | 6.27 | 30 5.33
10000 | 20 | 0.439480 | 6.01 | 30 6.09
1000 | 40 | 0.449078 | 6.99 | 30 5.34
10000 | 40 | 0.443641 | 7.02 | 30 9.35

Tabulka 3.28: Uloha typu A. Sledované veli¢iny pro metodu s kontrolou tihli.

e |p [Quom | |ITER|T]J |

1000 | 20 | 0.409717 | 5.89 | 60 2.76
10000 | 20 | 0.404768 | 6.04 | 60 2.75
1000 | 40 | 0.422371 | 6.97 | 60 2.76
10000 | 40 | 0.413969 | 7.09 | 60 2.75

Tabulka 3.29: Uloha typu A. Sledované veli¢iny pro metodu s opravnym cyklem.

v piedchozich dvou ptipadech. Poznamenejme, 7e doslo k jistému zkresleni v
hodnotach @Q,orm pro metodu s bariérovou funkci a metodu s kontrolou thli,
které je zptisobené tim, ze se pohybovaly jen nehrani¢ni uzly sité. Prubéh veli¢iny
Qnorm je témér identicky pro ruzné volby parametru £; a p, z tohoto divodu je
zanesen jen pro hodnoty £; = 10000 a p = 20.

metoda s Ghlovou kontroloy ——
metoda s bariérovou funkci ======
metoda s opravnym cyklem «-sex

0 10 20 30 40 50 60
lterace

Obrazek 3.58: Uloha typu A. Pribéh Qorm pro testované metody.

Na obrazku jsou zaneseny vysledné sité pro rizné hodnoty parametru
p. Je zde vidét, ze zdvojnasobeni hodnoty p se na prechodu mezi zjemnénou a
nezjemnénou C¢asti sité projevi pouze nepatrné, coz je ostatné vidét i ve vysSe
uvedenych tabulkich, hodnota . Dale je zde vidét, ze fixace uzlu na hranic
vede k jistym deformacim sité na hranici.

Porovname-li sité na obrazku se sitémi, které jsme obdrzeli pomoci va-
ria¢nich metod, viz kapitola B.I.7 obrazek B.36], je jasné vidét, Ze obé metody
produkuji ponékud rozdilné sité. Duvodem je to, ze v pripadé varia¢nich me-
tod je adaptacni proces zavisly na monitorovaci funkci G, pro jejiz konstrukei
pouzivame gradient funkce uy (viz (3.43) a (8.49)), zatimco v tomto p¥ipadé je
adaptac¢ni proces zavisly na Hessové matici dané funkce, respektive jeji aproxi-
maci. Na nésledujicim obrazku je pro porovnani zanesena Euklidova norma

61Metoda s bariérovou funkei a s kontrolou tihli maji fixované uzly na hranici.
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Obrazek 3.59: Uloha typu A. Vysledné sit& pro testované metody: (a), (b) metoda
s bariérovou funkei : (a) e; = 10000, p = 20, (b) ; = 10000, p = 40, (c), (d)
metoda s kontrolou thlu : (c) e; = 10000, p = 20, (d) £; = 10000, p = 40, (e), (f)
metoda s opravnym cyklem : (e) ey = 10000, p = 20, (f) e; = 10000, p = 40.
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Vu4lla gradientu u4 a Frobeniova norma || H || Hessovy matice funkce uw 4. Pii
A
porovnéani vySe uvedenych siti je vidét, ze varia¢ni metody s monitorovaci funkci

G typu ((B43) a (3:49)) adaptuji sit v oblasti s vy$si hodnotou normy gradientu
funkce u 4, zatimco v piipadé nasi metody dochazi ke zjemnéni v oblasti s vyssi

hodnotou normy || H || Hessovy matice funkce u 4.

Obréazek 3.60: Prubéh Euklidovy normy ||Vual|2 gradientu uy (vlevo) a Frobeni-
ovy normy ||H||r Hessovy matice funkce u, (vpravo).
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Uloha typu B

Pro tlohu s funkci ug pouzita poc¢ateéni sit 7, s 9920 objemy a 5091 uzly, poca-
te¢ni pomér ¢inil ¢ = 2.08. Nasledujici tabulky B30 B.3T] a B.32] shrnuji sledované

parametry.

[ 1p [Cuom [c |ITER[T] |
1000 |1 | 0.910077 | 4.10 | 30 16.99
10000 | 1 | 0.908076 | 4.19 | 30 16.92
1000 |2 | 0.919188 | 4.23 | 30 15.07
10000 | 2 | 0.915307 | 4.00 | 30 15.20
1000 | 20 | 0.953638 | 3.47 | 30 12.88
10000 | 20 | 0.934303 | 3.83 | 30 12.91
1000 | 40 | 0.964699 | 3.44 | 30 12.57
10000 | 40 | 0.939709 | 3.73 | 30 12.68

Tabulka 3.30: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pro metodu s bariérovou funke.

e |[p |Quom | [ITER|T]s |
1000 [1 [0.895382 [ 4.78 | 30 12.28
10000 | 1 | 0.892909 | 4.69 | 30 12.30
1000 | 2 | 0.901402 | 5.39 | 30 12.34
10000 | 2 | 0.897102 | 5.67 | 30 12.36
1000 | 20 | 0.932252 | 5.46 | 30 12.41
10000 | 20 | 0.913847 | 6.24 | 30 12.45
1000 | 40 | 0.944207 | 5.40 | 30 12.36
10000 | 40 | 0.915592 | 6.89 | 30 12.44

Tabulka 3.31: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pro metodu s kontrolou thli.

(5 |p [Cuom [c [ITER[T]]
1000 |1 | 0.880765 | 7.19 | 60 9.13
10000 | 1 | 0.879871 | 7.28 | 60 9.14
1000 |2 | 0.884822 | 8.00 | 60 9.14
10000 | 2 | 0.883234 | 8.23 | 60 9.14
1000 | 20 | 0.902672 | 8.89 | 60 9.13
10000 | 20 | 0.894084 | 9.54 | 60 9.10
1000 | 40 | 0.908673 | 8.47 | 60 9.14
10000 | 40 | 0.897156 | 9.71 | 60 9.14

Tabulka 3.32: Uloha typu B. Sledované veli¢iny pro metodu s opravnym cyklem.

Z namérenych velic¢in je vidét, ze u metody s bariérovou funkci dochéazelo ke
zméné c¢asu potiebného pro vykonéni adaptace, coz je zpusobeno tim, ze docha-
zelo k preruseni vypoctu ve vnitinim cyklu metody, z diivodu nezlepseni kvality
uzlu, viz algoritmus B.2l Z hlediska ¢asové narocnosti dosahla nejlepsich vysledku
metoda s opravnym cyklem. 7 hlediska kvality sité Q.o jsou vysledky metod s
kontrolou thli a metody s opravnym cyklem zhruba stejné.
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€100, p=1 — £,=1000, p=1 ——
£=10000,

0.99

Rl
£21000, p=40
210000, p=40

Qnorm

lterace lterace

086

lterace

Obrazek 3.61: Uloha typu B. Pribéh Qe pro testované metody, metoda s
bariérovou funkei (vlevo), metoda s kontrolou thla (vpravo), metoda s opravnym
cyklem (dole).

Na obréazcich B.61] je zakreslen prubéh veli¢iny Q,,orm. Prubéh Q,orm pro me-
todu s bariérovou funkci ukazuje, ze tato metoda nebyla schopna vice snizit tento
parametr a tedy lépe adaptovat sit. Vysledné sité pro riznou volbu parametri
jsou zaneseny na obrazku Zde je vidét, ze pii optickém porovnéani siti je
nejlépe adaptovana sit ziskand pouzitim metody s kontrolou thlu, i kdyz para-
metr ¢, urcujici pomér mezi nejdelsi a nejkratsi hranou sité, by napovidal, 7e to
bude sit ziskana metodou s opravnym cyklem, viz tabulka Vyssi hodnota e
pro tuto metodu je zpiisobena povolenim pohybu uzli po hranici, tim doslo ke

zvétseni objemu v rozich oblasti, viz obrazky B.62] ((e),(f)).
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Obrazek 3.62: Uloha typu B. Vysledné sit& pro testované metody: (a), (b) metoda
s bariérovou funkei : (a) e; = 10000, p = 1, (b) £, = 10000, p = 40, (c), (d) metoda
s kontrolou uhla : (¢) ey = 10000, p = 1, (d) ; = 10000, p = 40, (e), (f) metoda
s opravnym cyklem : (e) e = 10000, p = 1, (f) £; = 10000, p = 40.
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Pohyb po nelinearni hranici

Pro otestovani pohybu uzli po nelinearni hranici metodou s opravnym cyklem
uvazujme oblast ve tvaru podkovy, ktera je zakreslena na obrazku[B.63] (vlevo). Na
této oblasti uvazujeme triangulaci s 6616 objemy a 3425 uzly, ktera je zakreslena
na obrazku (vpravo), a skuteény pocateéni pomér mezi nejdelsi a nejkratsi
hranou sité € = 8.08. Pro jeji vygenerovani byl pouzit program FreeFem-+-.

2r
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Obrazek 3.63: Oblast €2 (vlevo) a pocatecni sit na této oblasti (vpravo).

Hranice této oblasti jsou nasledujici:

FL = {CC € R2;ZII1 = —1,33‘2 € (O, 1)},
FR:{CCER2;1’1 = 1,:1]2 S (O,l)},
I'p, ={x € R*z €[-1,-05],2, =0}, (3.149)

Ip, =¢x € R* 2z, €[-0.5,0.5], 20 = 1/0.25 — 27 },

I'p, ={x € R*xz €[05,1],20 =0},

I'p=3xc Rz €[-1,1],z5=1++/1— 23

Opét jako v predchozich ulohdch pouzijeme misto po ¢astech linearni rekon-
strukce wj, ziskané z numerického feSeni Eulerovych rovnic, po ¢astech linearni
rekonstrukei z nami predepsané funkce uc(x) (B.I50). Tuto rekonstrukei ziska-
me pomoci vztahu ([B3.82)), kde misto hodnot w? pouZijeme hodnotu funkce uc v
té7isti daného objemu. Zvolili jsme nésledujici funkci ue:

1

— 3.150
x3 +0.01 ( )

uc(x) =

jejiz prubéh je zanesen na obrazku (vlevo). Vyjma poctu globalnich iteraci
MAXITER =100 bylo pouzito nastaveni dané tabulkou B:26l Duvodem pro
zvySeni hodnoty M AXITFER bylo to, abychom ziskali zfetelnéjsi obrazy sité pro
vizualni porovnani, nez pri puvodnim nastaveni, kde bylo MAXITER = 60.
Hodnoty sledovanych veli¢in pro rizné volby £; a p udava tabulka B.33] ze
ziskanych hodnot je vidét, Ze s rostouci volbou parametru e; dochazi k riustu
poméru € mezi nejdelsi a nejkratsi hranou sité a dale klesa ukazatel QQ,,orm, COZ
znamend, ze z hlediska tohoto ukazatele, se sit stava vice adaptovanou. Prubéh
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£,210000, p=20 - |
£,2100000; p=20 --vroe

20 40 60 80 100
Iterace

Obrazek 3.64: Prubéh funkce uc na oblasti © (vlevo). Prubéh Q,omm pii uziti
metody s opravnym cyklem pro rizné volby parametri £; a p(vpravo).

Qnorm je zanesen na obrazku (vpravo), zde je vidét, Ze metoda konvergovala
pro vSechny volby parametrii.

Porovnani vyslednych siti pro riuzné volby €; a p je zaneseno na obrazku
Zde je vidét, ze ve vSech piipadech doslo ke zjemnéni sité v misté, kde se funkce
uc prudce méni. Dale je vidét, 7ze s riastem e; dochazi k vétsimu zjemnéni sité
v této oblasti. Je zde patrny i vliv parametru p. Se vzrustajici hodnotou tohoto
parametru je prechod sité mezi oblastmi, kde se funkce ue prudce méni a kde je
témér konstantni, pozvolnéjsi.

€1 P | Quorm € | ITER | T Js] |
1000 [1 [0.563553 [ 53.46 [ 100 [ 7.40
10000 | 1 | 0.389550 | 154.76 | 100 | 7.45
100000 | 1 | 0.338696 | 312.88 | 100 | 7.49
1000 |2 | 0.646179 | 45.01 | 100 | 7.37
2
2

10000 0.431701 | 118.03 | 100 7.41
100000 0.350720 | 270.71 | 100 7.48
1000 20 | 0.863299 | 24.43 | 100 7.36
10000 | 20 | 0.660766 | 46.85 | 100 7.38
100000 | 20 | 0.442039 | 120.02 | 100 7.43

Tabulka 3.33: Sledované veli¢iny pro tlohu s nelinearni hranici, metoda s oprav-
nym cyklem.
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Zhodnoceni provedenych experimenta ve 2D

Z provedenych experimenti vyplyva, ze vSechny nami navrzené metody jsou po-
uzitelné pro adaptaci pohybu uzlu sité. Nejlepsich vysledkii, jak z hlediska ¢asu
potiebného pro adaptaci, tak z hlediska parametru @,,;m, dosahovala metoda s
opravnym cyklem, viz algoritmus [3.8, kde je navic snadné implementace pohybu
uzlu po hranici oblasti. Protoze v tlohéach, kde byly pozice uzlu fixovany na hra-
nici, dochéazelo k deformacim sité, budeme v dalSich provadénych testech pouzivat
metodu s opravnym cyklem. Nami navrzena metoda s kontrolou uhla je schop-
né zabranit vzniku objemi, jejichz hrany sviraji tthel mensi, nez je predepsana
hodnota d,,;, a je mozné ji téz pouzit na “opravu® sité, pokud se zde vyskytnou
objemy, jejichz hrany sviraji thel mensi, nez je predepsana hodnota.

Déle jsme ukézali, ze adaptované sité ziskané pomoci nasi metody se lisi od siti
ziskanych pomoci vari¢niho pristupu, viz provedené experimenty v kapitole B.1.7
A obdobné jako v pripadé variacnich metod je zde zavislost na volbé uzivatelem
zadanych parametri, v nasem piipadé €; a p.
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4. Adaptivni algoritmy

V této Casti nasi prace se zaméiime na kompletni adaptivni algoritmy, tj na
ulohu, kdy budeme adaptovat vypocetni sit béhem samotného vypoctu. Motivaci
je opét zpresnéni vypoctu v oblastech, kde se nékterd ze slozek Feseni w prudce
méni v case a prostoru. Nasim cilem je vyvinout algoritmy, které budou schopny
konkurovat tzv. Moving Mesh algoritmiim, viz nap¥. [40, 39, 47, [5].

4.1 Adaptivni algoritmy

V této ¢asti prace budeme vychazet z postupu uvedeného v [40, [39], kde byl pro
adaptaci sité sklddajici se ze ¢tyfuhelniku pouzit varia¢ni pristup, a ukazeme si
nase vlastni rozsiteni tohoto algoritmu.

V dalsim predpokladejme déleni ¢asového intervalu 0 < tp < t; < ... a jako
Dy = {Df}izl,...,J’c’ ozna¢me sit konec¢nych objemi v k-tém ¢asovém okamziku,
kde DY je pocatecni sit. Jako W%ﬁ si ozna¢me po ¢astech konstantni funkci defi-

o
novanou na {2, pro kterou plati, ze W%§|l§k = w! pro viechny i € J*, kde DF je
vnit¥ek objemu D a w? je numerické fegeni Eulerovych rovnic (LIT) na tomto
objemu v case t;, ziskané pomoci metody kone¢nych objemii. Hodnota W%O je

h
dana pocatedni podminkou na po¢ate¢ni siti DY.

Nejprve si predstavme algoritmus [I], uvedeny v praci [40], ktery se sklada z

nasledujicich t¥i kroki, jenz jsou postupné vykonavany v kazdém c¢asovém kroku

k.

Algoritmus 4.1. Adaptivni algoritmus

1. Adaptace sité: D} := Adaptace (D’,j, W%}Q .
Na zakladé numerického reseni ngk je jednim z postupii uvedenych v kapi-
h
tole Bl provedena adaptace sité Dy, ¢im7 je ziskana sit DZH.
< Xot ¥aXenis ok . k k k41
2. Prepocdet reSeni: WDQH := Transformace <WD},§,Dh,Dh )
Provedeni piepoctu feseni wk, ze sité Df na sit Dy
h
3. Ziskni nového FeSent: w"!!, := MKO <szf)k+1,D’,j+1) .
h h
Pro ziskani nového numerického feseni wf;;lﬂ na adaptované siti Dyt se
h

pouzije schéma metody kone¢nych objemnii.

7 uvedené posloupnosti krokii algoritmu je vidét, ze adaptace sité vzdy zao-
stava za numerickym feSenim, tento nedostatek se snazi odstranit ndmi navrzeny
postup, kde pro adaptaci sité v ¢asovém kroku k pouzivime odhad (predikci)
numerického feseni v ¢asovém kroku k + 1.
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Algoritmus 4.2. Algoritmus s predikci

1. Predikee: whil i= MKO (wk,, D}).

Metodou kone¢nych objemi se spotte Feseni w it

ok » které se v dalsim kroku
h

pouzije pro adaptaci.

2. Adaptace sit&: D! := Adaptace (D k“).

k+1

Na zakladé spo¢teného numerického feSeni w5, je jednim z postupu uve-

denych v kapitole B provedena adaptace sité.

3. Pf¥epocet FeSeni: vaﬁﬂ = Transformace( Dk,D Dﬁ“) :

rovedeni pr ¢tu reSeni w’., ze sité na si .
Provedeni piepoctu feSeni wk, ze sité DJ austD’,jJrl
h

4. Ziskani nového Fefeni: kaH = MKO ( Dk+1>Dk+1>
Metodou koneénych objemi se spocte nové numerické reseni Wkﬂrl na adap-

tované siti D’,j“.

Zde je vidét, ze v jednom casovém kroku sité dochazi k dvojnasobnému vyhod-
noceni schématu metody kone¢nych objemu. Toto vyhodnoceni je obecné ¢asové
naroc¢né a vede ke zpomaleni algoritmu. Postup, ktery vyse uvedené zpomaleni
castecné eliminuje, je zminén v nasledujici poznamce.

Poznamka k predikci a adaptaci sité 7 duvodi urychleni vypocti je pre-
dikce a néasledna adaptace provedena v kazdém kroku k, ktery spliiuje podminku:
k' mod s =0, kde s € Z" je uzivatelem predepsany parametr. Neni-li podmin-
ka splnéna, plati D,I?L“ = DF a neprovadi se ani transformace feseni. Obdobnou
podminku je mozné aplikovat i v algoritmu[LIl VysSe uvedené algoritmy lze, z du-
vodu urychleni vypoctu, upravit také tak, ze predikce, resp. adaptace a nasledny
prepocet hodnot se provadi pouze v nékterych ¢asovych okamzicich .

Poznamka k transformaci feSeni Poznamenejme, zZe pokud schéma transfor-
mace Fesenf ze sité DY na adaptovanou sit Dk+1 pozaduje, aby dochazelo pouze k
malému posunu vrcholt sité, viz nasledujici kapltolam, neni moznd] sit nejprve
adaptovat a pak FeSeni pouze piepocist. Protoze nami pouzivané metody adap-
tace sitd] viz kapitola [3], jsou itera¢ni a pii jedné iteraci byl posun vrcholu sité
miniméalni, budeme transformaci feseni provadét po kazdém pohybu vSech vrcho-
li sité, tj. po kazdé iteraci adaptivniho algoritmu, nikoliv az na finalni adaptované
siti. Je vidét, 7ze dochazi ke sparovani kroku adaptace sité s prepoctem feSeni.

Oba uvedené algoritmy a pouzivaji explicitni adaptivitu v prostoru,
danou adaptaci vypocetni sité. Se zménou prostorového kroku dochéazi, diky CFL
podmince pouZzitych numerickych fesSi¢u, viz kapitola 2.6] té7 ke zméné ¢asového
kroku.

IP§i tomto postupu by nebylo zaruceno, Ze je posun vrcholl sité maly.
27Zde mame na mysli metody pouZivajici varia¢ni piistup a metody zaloZzené na minimalizaci
kvality vrcholu sité.
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4.2 Transformace reseni

Z vyse uvedenych algoritmu plyne, Ze po adaptaci sité nasleduje transformace
feseni. Duvodem k tomuto kroku je to, ze pii adaptaci dojde ke zméné poloh
vrcholu sité, néasledné i objemu sité a, v pripadé nékterych metodﬁ, i ke zméné

topologie sité. Je proto nutné transformovat feseni W%Z na teseni W%kH tak, aby

odpovidalo nové siti. Zde je nutné dodrzet to, aby dana transformace }ﬁezpﬁsobila
zménu fyzikdlniho chovani daného systému, zejména nam jde o splnéni zédkont
zachovani, které jsou pro tlohy hyperbolického typu, jakymi jsou Eulerovy rov-
nice, klicové [40] [47, 33]. V piipadé nedodrzeni tohoto principu bude uz pouha
zména vypocetni sité zpusobovat narust, ¢i pokles jedné ze slozek w, tedy napf.
hmotnosti.

Abychom se vyhnuli tomuto problému, budeme od kazdé transformace reseni
pozadovat, aby byl splnény tzv. geometricky zikon zachovdni (GMCL-Geometric
Mass Conservation Law):

S| Dk wk = 3 | DE (4.1)

1eJ ieJ

kde J piedstavuje indexn{ mnozinu, | D¥| pedstavuje N —dimensionalni miru ob-
jemu DF a w! predstavuje po ¢astech konstantni numerické feseni Eulerovych
rovnic na daném objemu v k-tém casovém kroku. Odpovidajici ekvivalenty na
nové adaptované siti budeme oznacovat vlnovkou "

V pripadech, kde pouzivime sparovani, viz poznamka k transformaci resSent,
adaptace sité a transformace FeSeni, je nutné dodrzet vztah (£I]) i mezi jednot-
livymi iteracemi algoritmu adaptacel, kde horni index £ nyni pfedstavuje iteraci
algoritmu adaptace sité, nikoliv ¢asovy krok vypoctu. Z tohoto diivodu bude-
me, pokud to neohrozi srozumitelnost, horni index k v transformacnich vztazich
vynechéavat.

4.2.1 Transformace reSeni v 1D

Zabyvejme se nejprve tlohou transformace feseni na 1D siti. Pouzijme opét zna-
¢eni stejné jako v diivéjsich kapitolach. V kazdém casovém okamziku £, méjme
dany polohy uzli sité ¥, i = 1,...,J + 1, kde J je pocet objemi sité a kai-
dy objem D¥ je tvoren uzly x¥ a zF,,, kde plati z¥ < ¥ . T8zisté objemu DF

oznacme jako xf+l a numerické feSeni na tomto objemu jako w¥. Ziskame-li po
2

posunuti novou pozici xf:}, kde xfj} € [xf L x?#] , nabizi se pouZit pro vypodet
3 3 -3 3

4 R ;s ~k 1. . s . . ,
transformovaného feSeni w, line4rni interpolaci, viz obrazek [4.1t

k k
w; — w;
~k _ J j—1 k+1 _ k k
w; I I (xH% xH% +wj.
Jjts3 J—3

3Napf. anisotropni adaptivity.

4V podstaté jde o to, Ze v k—tém Gasovém kroku mezi situaci, kdy mame k dispozici sit D,’j
a okamZzikem, kdy ziskdme sit DZH, se vykona predepsany pocet iteraci algoritmu adaptace
sité spolu s prepoctem feSeni a v kazdé z téchto iteraci je téZ nutné splnit zakon zachovani.
Poznamenejme, ze pokud je geometricky zadkon zachovani splnén mezi jednotlivymi iteracemi
algoritmu adaptace sité, pak je splnén i mezi feSenim v prvni a feSenim v posledni iteraci
algoritmu adaptace sité.
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V praci [40] se ukazuje, 7e tato interpolace nesplituje geometricky zakon zachovani
a proto je pouzit nasledujici postup pro ziskani transformacni formule.

Lk I
Wi -
=k
Wi .
K -
Wi-1
3 " 3 —s K
Xi- Xi- Xi Xj X
1 N2 ! k+f+1/2 J+1
i Xi+1/2 Xi+1

Obrézek 4.1: Linearni interpolace jedné ze slozek numerického feSeni mezi siti v
Case ty(Cerna barva) a adaptovanou siti v ¢ase tx, 1 (zelenéd barva). Pomoci ¢ervené
Srafované ¢ary je naznacena konstrukce feseni 'TIJf v bodé xf;l
2
Predpokladejme, 7e posunti uzli c(x) = x—7 je mald, le(x)] < 1, kde pomoci
T je oznacena nové spo¢tena poloha. Déle pouzijme perturbaéni metody [40] na
nasledujici integral:

Ty

/j‘wl w (EE) dr = /:v¢+1 w (SE - C(.T})) (1 — Cz(x)) dx
%/xwrl (w("]j) — C(x)wz(a:)) (1 — C;,;(.T)) dr

Ty

~ / T (wla) — (ew), (@) dr (4.2)
:/%+1 w(z)dr — ((cw)ip1 — (cw);),

kde jsme zanedbali ¢leny vyssich Fadi, pomoci (cw); zna¢ime hodnotu (cw)(z)
na hranici objemu D; v uzlu z;. Vyse uvedeny postup vede k nasledujicimu vzta-
hu (43)), ktery nAm umoziuje vypocet w;:

| Dy|w; = | Dijw; — ((cw)ir1 — (cw);), (4.3)

kde tato formule splituje geometricky zakon zachovani (41]). Pro vypocet hodnoty
toku (cw); se pouzije vhodny numericky upwinding tok, piikladem muze byt
nasledujici tok prvniho ¥adu (Steger-Warming):

(C’LU)i = % (’LUZ + 'wi_l) — % (’l.l)Z — wi_l) . (44)
Nebo numericky tok druhého fadu [40]:
(cw), = G (w] +w;) — Jeil (w] —w;) (4.5)
7 2 3 (2 2 1 1 ?

+

kde vektory w; a w,; predstavuji hodnoty linearni rekonstrukce numerického

feSeni v uzlu sité x; (podobné jako v kapitole Z6.2] viz obrazek 7)), jednotlivé

%A navic nedojde k pfesmyknuti uzlii sité, coz viechny nami pouzité metody spliuji.
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slozky wfj, j=1,..., N+ 2 vektoru 'wgt jsou zkonstruovany:

1
+ .
W, j =W+ 2 (@ — @i41) Si—l—%,ja (4.6)
_ 1
wm =Wi-1,5 + 5 (.TZ - .lel',l) S’L’*%,j’ (47)
. . 2 v k . . ~ . 8wj ~
kde w; ; je j—ta slozka wy, i+1; Je aproximace smérnice -t v bodé Tisl- Apro-
ximace S;, 1 ; pouziva limiter typu (Z73):
+ —
|Sz‘+%7j Si+%7j|

S, »::<s' ST )+ sign(S- ) , 4.8
i3, ign(Sy ) +sien(Sy ) 1S+ 1851 ] (49

—+ — ~ *z 3 Bwj ~ _
kde SH%J, resp SH%J, predstavuji aproximace hodnoty = v bodé x; ! zkon

struované pomoci dopredné, resp. zpétné diference:
w;, 3 ,— W, 1 ; w;, 1. —W,_1 .
Z+77] Z+77] — Z+77] 1=95,]
St o= 2 2= S = 2 2 (4.9)

L1 1.
2 Tipd = Tyl e Tipd = Tio
2 2 2

1
2

Hodnota aproximace S;_ 1 je urc¢ena analogicky. Pouziti tohoto postupu vyzaduje

po kazdém posunu uzlu prepocet hodnoty numerického feseni z predchozi sité na

sit novou. Hodnota vakﬂ je hodnota, kterou ziskdme piepo¢tem dle (E3)) po
h

poslednim posunuti.
Pozadavek malého posunuti uzli a nutnost po kazdém posunu uzli feseni
transformovat je zna¢né omezujici. Pouzijme proto nas vlastni ptistup, kdy nam
stac¢i znat vypocetni sit a feSeni na ni pred adaptaci a sit po adaptaci. Pro pfepocet
feSeni pouzijme vazeného pruméru:
> w} a;;

~k jel'fﬁLl J oy

w; = , (4.10)
ZjEIf+1 Qg5

kde Z}*! zna¢i mnoZinu indexii objemit D¥ € Df, takovych, které naji primik
s objemem Df“ € D,I?L“ a a;; oznacuje N—dimensiondlni miru tohoto priniku.
Poznamenejme, ze v piipadé, Ze se nezmeéni aproximace hranice vypocetni oblasti,
coz v 1D neuvazujemd?, tak (ZI0) splituje geometricky zékon zachovani. Tento
postup je snadno zobecnitelny do vyssich dimenzi, umoziuje prepocist feseni i v
piipadé, ze doslo ke zméné poc¢tu objemi sité a v 1D je jeho implementace snadné
a velmi rychla.

4.2.2 Transformace feSeni ve 2D

V této ¢asti se budeme vénovat transformaci numerického feseni ve 2D. Vyjdéme
z postupu uvedeného v predchozi kapitole [4.2.1]a upravme ho pro trojihelnikovou
sit Tp, jde o 2D modifikaci nami publikovaného postupu [16] pro 3D.

Pomoci posunu vrcholu P objemu D¥ na novou pozici P definujme na DY
linearni zobrazeni ¢, viz obrazek Libovolny bod z € D¥ je pak transformovan
na bod ¥ € D¥*! pomoci:

T=1z—c(x), (4.11)

6Ve 2D dochéazi pii posunu hrani¢nich uzli po nelinearni hranici ke zméné polygonalni oblasti
Qp.

118



Obrazek 4.2: Posunuti P — ]3, Iy — fij

s nasledujicim Jacobidnem transformace:

Dz 1— g o
J(z) = det— = det ( 5o’ Oza ) : (4.12)
Dx — e — o0

Za predpokladu, ze posunuti ¢ je malé, lze psat:
/ w(F) dF = / w(z — e(2))|(2)] dx
Dk Dk
= / w(z — c(z)) (1 —dive(z) + O) dx
D
= / (w—Vw-c+0)(1—-dive(z) + O) dz
D;

(w—wdive— Vw - c+ (Vw - ¢)dive + O) dx

/Dk (w — div (we)) dz

= wdxr — we, dS, (4.13)

k k
D! oD}

I
S

Q

kde O znadi ¢leny vyssich fadu, které jsou spolu s ¢lenem (Vw-¢)div ¢ zanedbéany
a ¢, = c-n, kde n je jednotkovd vné&jsi norméla k dDF. Tento postup vede k
nasledujicimu vztahu pro prepocet feseni:
[DF | @f = | DFwk = 3 |1y (c:;j'wf n c,;ing) , (4.14)
jes(i)
kde s(i) je mnoZina idexii objemit sousedicich s DF, T';; = D} N dDY, |Ty;] je
N-dimensionaln{ mira T';;, n;; oznatuje jednotkovou vngj$i norméalu k DY na
[';; a pomoci * je oznacena pozitivni(>), resp. negativni(<) ¢ast prislusné ska-
larni veliciny. Poznamenejme, Ze konstanta c,,, v (£I4) je brana v tézisti I';;.
Protoze pouziti predchoziho vztahu (£14) predpoklada maly posun vrcholi sité,
je nutné pii jeho aplikaci pouzit diive zminéné sparovani, viz pozndmka k trans-
formaci feSeni vyse, adaptacniho kroku s transformaci feseni, tj. vztah (£I4) je
tfeba vyhodnocovat po kazdé zméné polohy vrcholu, tedy v jednotlivych iteracich
adaptivnich metod.
Jako alternativu uvazujme zpisob piepoctu dany (&I0), toto schéma v piipa-
dé posunu hrani¢nich uzli po nelinearni ¢asti hranice nesplihuje zakon zachovani.

"Diavodem je to, Ze na nové siti mohou existovat takové objemy Df“ € ’7;Lk+1, kde
k+1
Zjelf+l Qi 7& |Dl |
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Jako dalsi jistou nevyhodu schématu je nutné povazovat vyssi ¢asovou naroc¢nost,
kterd je dand nutnosti vypoctu plochy a;;, j € If“ jednotlivych priniki.

4.3 Numerické experimenty v 1D

V této ¢asti naSi prace se zaméfime na otestovani vyse uvedenych algoritmu [4.1]
a na tulohéach, které si zde blize popiseme. Jako numerické fesice budeme po-
uzivat fesice popsané v kapitole a jako adaptivni modul uvedenych algoritmi
pouzijeme, bud varia¢niho p¥istupu, viz kapitola B.1.4] nebo nase puvodni meto-
dy zalozené na kvalité vrcholu, popsané v kapitole [3.3.4. Pro prepocet Feseni je
vyuzito obou postupu zminénych v kapitole [£.2.Tl Pro implementaci v8ech vyse
uvedenych metod bylo pouzito jazyka pro numerické vypocty Octave.

Burgersova rovnice

Pro zékladni ovéreni funkénosti adaptivnich metod jsme si vybrali nevazkou Bur-
gersovu rovnici |40} [B0], ktera predstavuje zjednoduseni systému rovnic Eulero-

vych (L2):
ou 10u?
—+-—=0, 0<x<2m. 4.15
ot + 2 Or ’ =T=en (4.15)
Pocatecni podminku pro nasi ilohu jsme volili:

1
u’ (z) = 5 +sin(x), 0<ax <2, (4.16)

a jako okrajovou podminku jsme zvolili peridodickou okrajovou podminku. Takto
zvolena soustava pocatecnich a okrajovych podminek pro Burgersovu rovnici vede
k f“eﬁen, ve kterém se od kritického ¢asu t. = 1 objevi nespojitost, razovi vina,
kterd se §iii smérem doprava, viz obrazek [4.3]

=00 ——
=05
=10 --oeeee

144 u(xt)

e : =2.0
[\LE 3 R ; =25
o8+t N i H t=3.0 oo

Obrézek 4.3: Evoluce pfesného feSeni Burgersovy rovnice.

Otestovali jsme mozné kombinace jednotlivych adaptac¢nich technik spolu s
metodami pro prepocet feseni ze staré sité na novou, prehled testovanych metod
udava tabulka

Sledované parametry jsou pocet probéhlych iteraci algoritmu I'TER, ukaza-
tel chyby L2E, viz (B.75) a doba potiebna pro vypocet T. Jako presné feSeni u

8UvaZzujeme slabé po ¢astech hladké Feseni ve smyslu [13][Definice 2.12, str. 70].
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Znaceni | Popis

(PYATMOVE — PM | Algoritmus[@I|resp. A.2)). Pro adaptaci si-
té je pouzito varia¢niho pristupu s umé-
lym casem, viz ([3.54). Transformace fese-
ni je zaloZena na perturba¢ni metodé (4.3
s tokem (3.

(PYATMOVE — WA | Algoritmus[@I|resp. A.2)). Pro adaptaci si-
té je pouzito variaéniho pristupu s umeé-
lym ¢asem, viz ([B.54). Transformace FesSe-
ni pouziva vazeny prumér (£.10).
(PYGSMOVE — PM | Algoritmus [AI(resp. [12)). Pro adapta-
ci sité je pouzito variaéniho piistupu
s Gaussovym-Seidelovym itera¢nim sché-
matem, viz (8.58). Transformace feseni je
zalozena na perturba¢ni metodé (43)) s to-
kem (43).

(PYGSMOVE — WA | Algoritmus AI(resp. 42)). Pro adapta-
ci sité je pouzito variacniho piistupu
s Gaussovym-Seidelovym itera¢nim sché-
matem, viz (B.58)). Transformace FeSeni
pouZziva vazeny prumér (LI0).

(P)JACVQPMM
PM

Algoritmus[@.I|(resp. E2). Pro adaptaci si-
té je pouzita metoda minimalizace kvali-
ty vrcholu sité, algoritmus B.9 s Jacobio-
vym itera¢nim schématem (BI44)). Trans-
formace TeSeni je zaloZena na perturba¢ni

metodé (43)) s tokem (43]).

Algoritmus[d.T|(resp. £2). Pro adaptaci si-
té je pouzita metoda minimalizace kvality
vrcholu sité, algoritmus B9l s Jacobiovym
iteracnim schématem (3.144). Transfor-
mace FeSeni pouziva vazeny pramér (LI0).

(P)JACVQPMM
WA

(P)GSVQPMM

PM Algoritmus @ I|(resp. L.2). Pro adaptaci si-

té je pouzita metoda minimalizace kvality
vrcholu sité, algoritmusB.9], s Gaussovym-
Seidelovym itera¢nim schématem (B.145).
Transformace FeSeni je zaloZena na pertur-

ba¢ni metodé (43)) s tokem (4.3]).

Algoritmus@I(resp. L.2). Pro adaptaci si-
té je pouzita metoda minimalizace kvality
vrcholu sité, algoritmus 3.9, s Gaussovym-
Seidelovym itera¢nim schématem (B.145]).
Transformace feSeni pouziva vaZeny pru-

mér ([AI0).

(PYGSVQPMM —
WA

Tabulka 4.1: Prefix (P) v ozna¢eni metod znad¢i pouziti algoritmu s predikci, tedy
algoritmu [£.2]

ve vztahu (B.78]) pro vypocet ukazatele chyby L2E je pouzZito FeSeni ziskané po-
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moci metody charakteristik. Integral ve vztahu (8.75)) je uréen numericky pomoci
¢tyibodové Gaussovy kvadratury na kazdém z objemu [35].

Jako numericky fesSi¢ jsme pouzili metodu koneénych objemu s 1D MUSCL
Lax-Friedrichsovym numerickym tokem, viz[2.6.2] s CF L ¢islem C'F'L = 0.3. Po-
¢et objemu sité J = 30 a v case t = 0 maji vSechny objemy stejnou velikost.
Adaptace sité byla provadéna v kazdém kroku algoritmu 4.1l a[4.2] tedy parametr
s =1.

Pro adaptivni metody vyuzivajici varia¢niho principu byla pouzita Winslowo-
va monitorovaci funkce (8:44) s parametrem « = 0.2, U varia¢nich metod s ums-
lym ¢asem bylo zvoleno C'FL ¢islo pro podminku stability (B.56) C'FL = 0.5.
Pocet iteraci pro tipravu sit MAXITFER,, u metod zalozenych na varia¢nim
principu byl zvolen MAXITER,,, = 5. Na monitorovaci funkci G bylo provedeno
zhlazeni (3.55)).

Pro metody zaloZené na minimalizaci parametru kvality vrcholu byly pouzity
parametry ovliviujici adaptivitu e, = 20, p = 100, viz ((3.I08) a (B.I07)) a pocet
iteraci pro tupravu sité MAXITER,gmm = 5. Na aproximaci Hessovy matice M
bylo pouzito zhlazeni (3.132]) a redu¢ni koeficient 7, pro korekci (B.146]) je volen
v = 0.99.

| Metoda | ITER| L[2E |T]s]|
ATMOVE — PM 20 | 0.002388 | 4.02
ATMOVE — WA 20 | 0.002627 | 1.32
GSMOVE — PM 20 | 0.001567 | 4.01
GSMOVE — W Ax 20 | 0.001930 | 1.24

JACVQPMM — PM 23 0.001394 | 6.76
JACVQPMM — W Ax 21 0.002072 | 2.27
GSVQPMM — PM 23 0.002004 | 7.06
GSVQPMM — W Ax 21 0.001860 | 2.18

Tabulka 4.2: Sledované veli¢iny pro Burgersovu rovnici, metody bez predikce.

| Metoda | ITER| L2E [T ]s]]|
PATMOVE — PM 20 [0.002259 | 6.74
PATMOVE — WA 20 |0.002481 | 1.73
PGSMOVE — PM 20 | 0.000659 | 6.75
PGSMOVE — WA 20 | 0.001742 | 1.65

PJACVQPMM — PM 22 0.001326 | 9.73
PJACVQPMM — W Ax 21 0.001796 | 2.69
PGSVQPMM — PM 22 0.001832 | 9.69
PGSVQPMM — WA 21 0.001725 | 2.64

Tabulka 4.3: Sledované veli¢iny pro Burgersovu rovnici, metody s predikci.

9Tato volba parametrii byla volena na zakladé ¢lanku [40).

10Protoze v praci pouzivame znadeni M AXITER pro podet iteraci probéhlych nad celou siti
jak u varia¢nich metod, tak i u metod zaloZzenych na minimalizaci parametru kvality vrcholu, a
to, jak v 1D, tak i ve 2D, pouzijeme zde dolni index pro rozlieni metod. Tedy MAXITER 4,
je MAXITER pro varia¢ni metody a MAXITER,qpmm je MAXITER pro metody zaloZené
na minimalizaci parametru kvality vrcholu.
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Obrazek 4.4: Burgersova rovnice. Nahote (a),(b) je porovnani numerického tese-
ni ziskaného pomoci metod PGSMOVE — PM (a) a PJACVQPMM — PM
(b) s feSsenim obdrzenym metodou charakteristik. Dole (c¢),(d) jsou zachyce-
ny trajektorie jednotlivych uzla sité pii uziti metod PGSMOVE — PM (c) a
PJACVQPMM — PM (d).

Sledované veli¢iny pro fyzikalni ¢as t = 1.2, tedy pro ¢as, kdy uz doslo k
vyvoji postupujici nespojitosti, jsou v tabulkach a 3. Poznamenejme, Ze
pro vypocet bez adaptivity byly sledované parametry nasledujicici: I'TER = 21,
L2E = 0.004341 a T' = 0.48 s. Pomoci ,,** jsou v tabulkich oznaceny ty metody,
pii kterych doslo v priubéhu experimentu k drobné oscilaci feSeni v misté nespo-
jitosti. Na obrazku je zachyceno spoctené feSeni pro vybrané metody a pohyb
uzla sité v pribéhu ¢asu.

Ze ziskanych hodnot je vidét, ze pti pouziti vSech metod doslo k zhruba dvoj-
nisobnému zvyseni presnosti vypoctu, nez bez pouziti adaptivity. Z hlediska ptes-
nosti vypoc¢tu vychazeji o néco 1épe metody zalozené na minimalizaci parametru
kvality vrcholu, diivodem je to, ze v misté nespojitosti dochazi k vétsimu zjem-
néni sité. Toto ale vede k tomu, ze diky CFL podmince musi tyto metody udélat
vice C¢asovych krokt. Dale je vidét, ze presnéji vychazeji transformace feseni, kde
je pouzita perturba¢ni metoda, drobné oscilace na nespojitosti vznikly pouze u
prepoctu Feseni, kde se pouziva vazeny prumér (4I0).

7 hlediska casové naroc¢nosti je vidét, ze pouziti adaptivity vede k razantnimu
zvétSeni casové narocnosti vypoctu. Casové ménd naroené se jevi pouziti metod
zalozenych na varia¢nim princip, divodem je zfejmé opakovana konstrukce
Hessovych matic a jejich aproximaci v kazdém casovém kroku. Dale se ukazuje,
ze pouziti transformaci feSeni zalozenych na vazeném prumeéru je vyrazné rychlejsi
nez pouziti transformaci feSeni zalozenych na perturbac¢ni metodé. Pouziti nami
navrzeného postupu s predikci vedlo ke zvySeni presnosti vypoc¢tu v priméru o
14%, ale té7 i k jeho zpomaleni v pruméru o 40%, vadi algoritmu bez predikce.

I Pfipomeiime si, Ze v provedenych experimentech pro pfedepsané funkce tomu bylo obracens.
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Pti pouziti predikce téz doslo k poklesu poc¢tu vyskytu drobnych oscilaci feseni v
misté nespojitosti.

Sodova trubice

V této ¢asti nasi prace se zamétime na otestovani vlivu pouzitych fesi¢i na vysled-
nou adaptivitu. Pomoci metody konec¢nych objemi budeme numericky fesit Eule-
rovy rovnice ([LI7) v 1D. Pouzité numerické toky jsou Roetuv, Lax-Friedrichsuv a
Lax-Wendroffuv numericky tok, které jsou uvedené v kapitole Jako adaptivni
algoritmy pouzijeme vySe uvedené algoritmy, tabulka (L] ve verzi bez predikce.
Jako testovaci tiloha ndm bude slouzit tzv. Sodova trubicd [13, 28]. Jedna se o
ulohu, jejiz fyzikalni interpretace je takova, ze velmi dlouha tenka trubice naplné-
né plynem je rozdélena membranou na dvé ¢asti, kde v kazdé ¢asti je jin& hustota
a tlak plynu. V case t = 0 pak dojde k odstranéni této membrany.

Jako oblast 2, na které fesime danou tlohu, uvazujme interval [—3, 3]. Poc4-
te¢ni podminka je:

0 (1,0,5)", z <0,
_ 417
wi(z) { (1.101463,0,2.5)", 2 >0, (4.17)

a okrajova podminka je zvolena tak, 7Ze levy okraj oblasti je vstup a pravy vystup,
viz [13] str. 203|. Fyzikalni ¢as, do kterého je tloha FeSena volime ¢ = 1.

Nami sledované parametry jsou pocet probéhlych iteraci algoritmu ITER,
doba potiebna pro vypocet T, velikost nejvétsiho h,,q., resp. nejmensiho Ay,
objemu a primérnd velikost h,,, objemu. Dale budeme urcovat chyb, které
jsme se dopustili pro slozku feseni w, jez odpovida hustoté p, v ¢asovém kroku
tk .

J Ti+1
L2E, = Z/ ' (p(z,ty) —pf)de, (4.18)
i=1 /@i

kde integral na pravé strané je urcen numericky, pomoci ¢tyrbodové Gaussovy
kvadratury na kazdém z objemii [35], a jako pFesné FeSeni pouzijeme FeSeni uve-
dené v [13] str. 137].

Pro vSechny fesi¢e jsme pouzili CFL = 0.3. Protoze v piipadé pouziti Lax-
Wendroffova numerického toku dochézelo k oscilacim, tak jsme navic jesté otes-
tovali nasledujici modifikaci Lax-Wendroffova numerického toku. Pomoci vzta-
hit (6) jsme spocetli linearn{ rekonstrukee w;™*, w; " a w?}, w7} v uzlovych
bodech sité x; a ;41 a tyto hodnoty pouzili v numerickém toku (2.77) Lax-
Wendroffova schématu, viz kapitola 2.6.3] Poznamenejme, Ze pii konstrukci hod-
not 'wii’k je pouzit limiter (48]), z tohoto divodu budeme toto schéma nazyvat
Lax-Wendroffiv numericky tok s limiterem. Tento postup vedl ke zmenéen 0s-

cilaci v okoli nespojitosti, viz obrazek vlevo. Adaptace sité byla provadéna

Zshock tube problem

13Protoze budeme provadét vypoéty na sitich s riznym poétem objemi, bude piehledn&jsi
sledovat celkovou chybu, které se dopustime, nikoliv chybu vztaZenou na jeden objem, viz
definice ukazatele L2E (B.75).

4 Cilem na¥i prace je provéfit navrzené metody adaptace, nikoliv testovani vhodnych nume-
rickych tokti pro tento problém, z toho divodu se spokojime s vySe uvedenymi numerickymi
toky.
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v kazdém kroku algoritmu [41] tedy parametr s = 1. Pouzité sité obsahovaly
J = 20,40, 80,160, 320 objemiu a velikosti vSech objemu na piislusné siti byly v
casovém okamziku ¢ = 0 stejné.

Pro adaptivni metody vyuzivajici varia¢niho principu byla pouzita Winslowo-
va monitorovaci funkce (3.44) s parametrem « = 1, pro J = 20,40, 80 objemu
a a = 0.1 pro J = 160,320 objemi. U varia¢nich metod s umélym ¢asem bylo
pro podminku stability ([B:56]) zvoleno C'FL ¢islo, CFL = 0.5. Pocet iteraci pro
upravu sité, MAXITER,, byl zvolen, MAXITER,,- = 1. Na monitorovaci
funkci G bylo provedeno zhlazeni (3.53]).

Pro metody zalozené na minimalizaci parametru kvality vrcholu byly pouzity
nésledujici parametry ¢; a p, viz ([BI08) a (3I07)), e = 100, p = 2 pro J =
20,40, 80 objemtu a €, = 10, p = 2 pro J = 160,320 objemu. Pocet iteraci pro
tpravu sité M AXITER,qpmm = 1. Na aproximaci Hessovy matice M bylo pouzito
zhlazeni (B.I32)) a redu¢ni koeficient +, pro korekci (B.I146) je volen 7, = 0.99.

Divodem ke zméné parametri adaptivity je v obou piipadech ten fakt, ze v
pripadé pouziti Lax-Wendroffowa ¢ Roeova numerického toku a vétsitho poctu
objemi, byly nékteré objemy piilis malé a diky CFL podmince trval vypocet
neimeérné dlouh, radové hodiny.

Ziskané vysledky jsou zachyceny v tabulkach [4£.4] [4.5] a7 kde vzdy prv-
nich pét radka udava vysledky ziskané za pouziti prislusného numerického toku
bez adaptivity. Pro piehlednéjsi vzajemné porovnani vysledku jsou v prilohové
Casti ziskané hodnoty zaneseny do grafi az A17. Zde je vidét, Ze v piipadé
Lax-Friedrichsova numerického toku nevede pouziti adaptivity k presnéjSim vy-
sledkim (z hlediska ukazatele L2E,). V piipadé Roeova numerického toku nevede
vzdy k pFesnéjsimu vypoctu. V piipadé pouziti Lax-Wendroffova numerického to-
ku vede ke zvySeni piesnosti vypoctu. V piipadé pouziti Lax-Wendroffova nume-
rického toku s limiterem dochézi ke zvySeni presnosti vypoctu ve vSech pripadech
jen u metod GSMOVE — PM a GSVQPMM — PM, coz je nAmi navrzena
metoda, viz tabulka LIl Ze spoctenych vysledku vyplyva, Ze pouZité numerické
schéma, v algoritmu 4.1l musi byt schopno dostate¢né ostie zachytit nespoji-
tost, coz napi. v piipadé Lax-Friedrichsova numerického toku neni diky difuznim
vlastnostem tohoto numerického toku splnéno.

Déle je z vysledku patrné, ze dochézi ke zméné chovani metod pri prechodu
od sité s J = 80 objemu k sitim s J = 160, 320 objemii, tedy pii zméné parame-
tru ovlivhujicich adaptivitu. Ze ziskanych vysledku lze nahlédnout, 7e piesnéjsich
vysledki dosahuji metody, které pouzivaji pro prepocet feseni vztahu (L3), tedy
metody pouzivajici perturba¢ni metodul¥. Na obrazku [L.5] vpravo je zaneseno po-
rovnani prumérnych ¢asu potiebnych k jednomu adapta¢nimu kroku, vztazenych
na jeden objem sité, pro vSechny pouzité metody. Zde je vidét, ze v tomto pripadé
je ¢as potfebny pro jeden adaptacni krok niz$i o cca 60% u metod vychéazejicih
z varia¢niho principu. Pro Lax-Wendroffiv numericky tok, ¢i Lax-Wendroffuv
numericky tok s limiterem, tedy v pripadech, kdy se uplatnil vliv adaptivity, je
celkova doba béhu vypoctu vétsinou niié pii pouziti nasich metod, v nékterych

157 ¢asti je to zptisobeno tim, Ze pouzity implementacni jazyk Octave je pomérné vysoko-
daroviiovy interpretovany jazyk, a diky tomu je vysledny program mnohem pomalejsi, neZ napi.
program napsany v jazyce C, ¢i Fortranu.

16 Tedy metody majici sufix PM.

"Nami navrzené metody vykonaji mensi pocet vypocetnich krokii algoritmu I}, proto jsou
v koneéném diisledku rychlejsi.
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piipadech i o vice nez 100%. Pii porovnani dosazenych vysledki z hlediska pres-
nosti, v pripadé pouziti Lax-Wendroffova numerického toku, ¢i v Lax-Wendroffova
numerického toku s limiterem, jsou nase navrzené metody v primeéru piesnéjsi.

Porovnéni feSeni ziskanych za pouziti Lax-Wendroffova numerického toku s
limiterem v kombinaci s adaptivitou je zaneseno pro J = 80 objemii na obraz-
ku 4.6l P¥i srovnani s feSenim ziskanym bez adaptivity, viz obrazek [4.5], je patrné,
7e pouziti adaptivity zmensSilo oscilace pobliz nespojitosti. Ze srovnani trajektorii
jednotlivych uzli sit je vidét, 7ze metody vyuzivajici varia¢niho principu os-
tfeji zachycuji nespojitost, zatimco metody zalozené na minimalizaci parametru
kvality vrcholu, uzly sité rozmisti po celé oblastid.

a) b)

L-W s limiterem —&—
B exact ===

0.007

0.006

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

x Metoda

Obrazek 4.5: (a) Spoctené feSeni pro Sodovu trubici, pouzit Lax-Wendroffiv nu-
mericky tok s limiterem, v ¢ase t = 1 pro J = 80 objemi. (b) Porovnani primér-
nych ¢ast potiebnych pro jeden adaptac¢ni krok pro testované metody. Metody
jsou ocislovany dle poradi v tabulce

18P¥i takto zvolenych parametrech o = 1 pro varia¢ni metody a e; = 100, p = 2 pro metody
zalozené na minimalizaci parametru kvality vrcholu.

19Poznamenejme, Ze presnéjsi Fefeni ve smyslu L2F, je dosazeno metodou GSVQPMM —
PM, tedy na obrazku vpravo
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Obrazek 4.6: Porovnani spoctenych feSeni pro Sodovu trubici, Lax-Wendroffuv
numericky tok s limiterem, J = 80. Nahote (a),(b) je porovnani numerického
feSeni ziskaného pomoci metod GSMOV E—PM (a) a GSVQPMM —PM (b) s
presnym FeSenim v ¢ase t = 1. Dole (c),(d) jsou zachyceny trajektorie jednotlivych
uzli sité pii uziti metod GSMOVE — PM (c) a GSVQPMM — PM (d).
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| Metoda | J | hmin | Pwmae | hay [ITER| L2E, | TIJs| |
20 0.3 0.3 0.3 20 [0.453762 [ 0.43
40 | 0.15 0.15 0.15 39 | 0.389461 | 1.57
Lax-Friedrichs 80 | 0.075 0.075 | 0.075 | 80 |0.321993 | 6.34
160 | 0.0375 | 0.0375 | 0.0375 | 164 |0.259846 | 26.06
320 | 0.01875 | 0.01875 | 0.01875 | 335 | 0.211660 | 108.16
20 [ 0.299418 [ 0.3003 0.3 20 | 0.453695 | 1.36
40 | 0.148876 | 0.150639 | 0.15 40 | 0.390128 | 5.07
ATMOVE-PM 80 | 0.073239 | 0.076064 | 0.075 | 82 |0.324222 | 20.16
160 | 0.037273 | 0.03763 | 0.0375 | 166 | 0.260768 | 80.86
320 | 0.018523 | 0.01886 | 0.01875 | 344 | 0.212414 | 337.80
20 [ 0.299418 [ 0.3003 0.3 20 | 0.453695 | 0.97
40 | 0.148876 | 0.150639 | 0.15 40 | 0.390128 | 3.62
ATMOVE-MM 80 | 0.07324 | 0.076064 | 0.075 | 82 |0.324345 | 14.74
160 | 0.037273 | 0.03763 | 0.0375 | 166 | 0.260768 | 61.56
320 | 0.018523 | 0.01886 | 0.01875 | 344 | 0.212414 | 267.39
20 [ 0.299195 | 0.300357 | 0.3 20 | 0.453563 | 1.35
40 | 0.1484 | 0.150633 | 0.15 40 | 0.389923 | 5.02
GSMOVE-PM 80 | 0.072531 | 0.076203 | 0.075 | 83 | 0.324592 | 20.26
160 | 0.037183 | 0.037677 | 0.0375 | 166 | 0.260461 | 80.41
320 | 0.018419 | 0.018923 | 0.01875 | 348 | 0.213166 | 338.96
20 [ 0.299195 | 0.300357 | 0.3 20 | 0.453563 | 0.96
40 | 0.1484 | 0.150633 | 0.15 40 | 0.389923 | 3.29
GSMOVE-MM 80 | 0.072535 | 0.076202 | 0.075 | 83 | 0.324715 | 13.30
160 | 0.037183 | 0.037677 | 0.0375 | 166 | 0.260461 | 55.59
320 | 0.01842 | 0.018923 | 0.01875 | 348 | 0.213166 | 256.60
20 | 0.182279 | 0.621596 | 0.3 33 | 0.433843 | 2.67
40 | 0.091386 | 0.346239 | 0.15 71 ] 0.401945 | 10.72
JACVQPMM-PM | 80 | 0.040897 | 0.230057 | 0.075 | 162 |0.355190 | 47.70
160 | 0.02804 | 0.052211 | 0.0375 | 210 | 0.262906 | 123.10
320 | 0.014698 | 0.024664 | 0.01875 | 398 | 0.212414 | 469.15
20 [ 0.175005 | 0.608151 | 0.3 33 10.432874 | 231
40 | 0.091758 | 0.439977 | 0.15 70 | 0.395676 | 13.50
JACVQPMM-MM | 80 | 0.037101 | 0.286247 | 0.075 | 173 | 0.354964 | 102.22
160 | 0.028239 | 0.053623 | 0.0375 | 210 | 0.264423 | 256.34
320 | 0.014677 | 0.026843 | 0.01875 | 397 | 0.213915 | 1447.36
20 | 0.153983 | 0.693338 | 0.3 39 ] 0.435798 | 3.12
40 | 0.076242 | 0.257803 | 0.15 78 | 0.369107 | 11.70
GSVQPMM-PM | 80 | 0.04196 |0.216756 | 0.075 | 153 |0.292027 | 44.96
160 | 0.024012 | 0.09389 | 0.0375 | 248 |0.261380 | 144.68
320 | 0.013593 | 0.028374 | 0.01875 | 447 | 0.210902 | 525.14
20 [ 0.157143 [ 0.760718 | 0.3 39 0437607 | 2.35
40 | 0.084043 | 0.259568 | 0.15 77 0372182 | 9.80
GSVQPMM-MM | 80 | 0.042456 | 0.218299 | 0.075 | 150 | 0.295431 | 42.72
160 | 0.025458 | 0.095637 | 0.0375 | 245 | 0.263818 | 197.69
320 | 0.013545 | 0.029156 | 0.01875 | 448 | 0.213166 | 979.27

Tabulka 4.4: Sledované veli¢iny pro Sodovu trubici, Lax-Friedrichsiv numericky

tok, t = 1.
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| Metoda | J | hmin | Pwae | hay |[ITER| L2E, | TJs| |
20 0.3 0.3 0.3 22 [0.238327 | 1.63
40 | 0.15 0.15 0.15 44 | 0.188679 | 6.35
Roe 80 | 0.075 0.075 | 0.075 | 87 |0.156204 | 24.99
160 | 0.0375 | 0.0375 | 0.0375 | 173 | 0.124579 | 98.92
320 | 0.01875 | 0.01875 | 0.01875 | 346 | 0.102761 | 397.45
20 | 0.265492 | 0.312947 | 0.3 23 | 0.234179 | 2.76
40 | 0.108131 | 0.170708 | 0.15 58 | 0.185903 | 13.29
ATMOVE-PM 80 | 0.038579 | 0.096621 | 0.075 | 173 |0.142828 | 77.99
160 | 0.030367 | 0.040852 | 0.0375 | 243 | 0.122637 | 218.61
320 | 0.012718 | 0.022548 | 0.01875 | 680 | 0.096333 | 1221.77
20 [ 0.265964 [ 0.312889 [ 0.3 23 10235669 | 2.17
40 | 0.11164 | 0.169682 | 0.15 57 | 0.190787 | 10.52
ATMOVE-MM 80 | 0.044454 | 0.094103 | 0.075 | 160 | 0.151789 | 60.44
160 | 0.031774 | 0.040525 | 0.0375 | 232 | 0.127121 | 181.59
320 | 0.014444 | 0.021988 | 0.01875 | 582 | 0.101192 | 926.49
20 [ 0.257588 | 0.308961 | 0.3 24 | 0.230738 | 2.87
40 | 0.098525 | 0.159481 | 0.15 67 | 0.182866 | 15.38
GSMOVE-PM 80 | 0.023846 | 0.085171 | 0.075 | 320 | 0.130843 | 142.54
160 | 0.028352 | 0.039076 | 0.0375 | 285 0.12 | 252.40
320 | 0.008439 | 0.020763 | 0.01875 | 1411 | 0.087635 | 2460.89
20 | 0.258895 | 0.308722 | 0.3 24 10.233066 | 2.24
40 | 0.104767 | 0.158811 | 0.15 65 | 0.190997 | 11.99
GSMOVE-MM 80 | 0.032992 | 0.083972 | 0.075 | 265 | 0.148323 | 98.85
160 | 0.030351 | 0.038921 | 0.0375 | 260 |0.127121 | 195.85
320 | 0.012097 | 0.020496 | 0.01875 | 979 | 0.099599 | 1486.70
20 | 0.188502 | 0.533713 | 0.3 37 1 0.215127 | 4.92
40 | 0.073327 | 0.460453 | 0.15 87 | 0.161369 | 22.18
JACVQPMM-PM | 80 | 0.020958 | 0.436104 | 0.075 | 275 |0.130537 | 138.22
160 | 0.016571 | 0.095362 | 0.0375 | 299 | 0.117983 | 298.86
320 | 0.007336 | 0.054682 | 0.01875 | 678 | 0.096332 | 1356.85
20 [ 0.186513 [ 0.527291 | 0.3 35 0228779 | 3.98
40 | 0.080578 | 0.433596 | 0.15 83 | 0.181659 | 23.01
JACVQPMM-MM | 80 | 0.032347 | 0.399128 | 0.075 | 194 | 0.158996 | 150.50
160 | 0.018268 | 0.094932 | 0.0375 | 279 |0.125219 | 335.11
320 | 0.00822 | 0.055835 | 0.01875 | 637 | 0.101192 | 1891.04
20 | 0.198987 | 0.497277 | 0.3 41 [0.225743 | 5.44
40 | 0.075925 | 0.409302 | 0.15 108 | 0.163707 | 27.52
GSVQPMM-PM | 80 | 0.022593 | 0.39893 | 0.075 | 274 |0.129614 | 137.69
160 | 0.014517 | 0.163324 | 0.0375 | 349 | 0.111713 | 349.48
320 | 0.006622 | 0.059258 | 0.01875 | 771 | 0.091214 | 1518.34
20 [ 0.201987 [ 0.475502 [ 0.3 39 [0.243392 | 418
40 | 0.0798 | 0.380963 | 0.15 98 | 0.183738 | 20.68
GSVQPMM-MM | 80 | 0.022673 | 0.356727 | 0.075 | 254 | 0.146424 | 107.92
160 | 0.016064 | 0.165201 | 0.0375 | 323 | 0.118659 | 308.44
320 | 0.007212 | 0.066531 | 0.01875 | 721 | 0.096332 | 1463.32

Tabulka 4.5: Sledované veli¢iny pro Sodovu trubici, Roetiv numericky tok, ¢t = 1.
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| Metoda | J | hwin | Pwmae | hay [ITER| L2E, | T]Js] |
20 0.3 0.3 0.3 24 [0.252586 [ 1.01
40 | 0.15 0.15 0.15 48 | 0.199298 |  3.86
Lax-Wendroff 80 | 0.075 0.075 | 0.075 | 95 |0.158240 | 15.18
160 | 0.0375 | 0.0375 | 0.0375 | 191 |0.121983 | 61.05
320 | 0.01875 | 0.01875 | 0.01875 | 381 | 0.097979 | 245.36
20 [ 0.226092 | 0.325351 [ 0.3 27 10.215824 | 1.03
40 | 0.077589 | 0.182529 | 0.15 76| 0.165770 | 12.55
ATMOVE-PM 80 | 0.019609 | 0.122227 | 0.075 | 286 | 0.125538 | 92.87
160 | 0.016904 | 0.049369 | 0.0375 | 404 | 0.116619 | 260.35
320 | 0.010922 | 0.027181 | 0.01875 | 818 | 0.071554 | 1054.11
20 [ 0.227756 | 0.325381 [ 0.3 27 10211471 | 1.69
40 | 0.085274 | 0.181028 | 0.15 72| 0.161740 | 8.77
ATMOVE-MM 80 | 0.030467 | 0.110975 | 0.075 | 222 |0.117983 | 57.56
160 | 0.024634 | 0.044551 | 0.0375 | 312 | 0.098792 | 172.40
320 | 0.003701 | 0.03435 | 0.01875 | 1795 | 0.083904 | 2337.91
20 [ 0.205389 | 0.322112 [ 0.3 29 [0.196723 | 2.54
40 | 0.059278 | 0.171542 | 0.15 105 | 0.148189 | 17.38
GSMOVE-PM 80 | 0.006869 | 0.099173 | 0.075 | 797 | 0.089888 | 260.60
160 | 0.012498 | 0.043468 | 0.0375 | 583 | 0.093808 | 378.23
320 | 0.000208 | 0.023043 | 0.01875 | 22198 | 0.04 | 31226.28
20 [ 0.208413 [ 0.319576 | 0.3 28 |0.198191 | 1.69
40 | 0.075286 | 0.167344 | 0.15 93 | 0.153362 | 11.25
GSMOVE-MM 80 | 0.019663 | 0.091315 | 0.075 | 471 | 0.106207 | 117.84
160 | 0.023349 | 0.04132 | 0.0375 | 378 | 0.092086 | 193.82
320 | 0.007832 | 0.023527 | 0.01875 | 1723 | 0.066932 | 1744.19
20 | 0.183752 | 0.644194 | 0.3 43 0.200349 | 4.35
40 | 0.070681 | 0.598469 | 0.15 111 | 0.148862 | 21.36
JACVQPMM-PM | 80 | 0.0287 |[0.627552 | 0.075 | 281 |0.113490 | 105.55
160 | 0.026779 | 0.110179 | 0.0375 | 268 | 0.108074 | 193.95
320 | 0.011043 | 0.062541 | 0.01875 | 535 | 0.087635 | 793.35
20 | 0.186418 | 0.617412 | 0.3 41 ]0.213635 | 3.36
40 | 0.076613 | 0.556608 | 0.15 100 | 0.162972 | 15.53
JACVQPMM-MM | 80 | 0.031312 | 0.524091 | 0.075 | 240 |0.123612 | 149.57
160 | 0.02707 | 0.108649 | 0.0375 | 262 | 0.105830 | 259.22
320 | 0.009124 | 0.059936 | 0.01875 | 546 | 0.085790 | 1562.26
20 | 0.202349 | 0.619444 | 0.3 45 | 0.179888 | 4.55
40 | 0.074284 | 0.581476 | 0.15 125 | 0.133416 | 24.08
GSVQPMM-PM | 80 | 0.025817 | 0.602178 | 0.075 | 310 |0.102371 | 117.30
160 | 0.022586 | 0.139844 | 0.0375 | 310 | 0.101192 | 233.72
320 | 0.008724 | 0.074644 | 0.01875 | 641 | 0.083904 | 972.68
20 [ 0.199091 | 0.546166 | 0.3 42710190052 | 3.32
40 | 0.07734 | 0.49012 | 0.15 112 | 0.146560 | 17.04
GSVQPMM-MM | 80 | 0.027989 | 0.487195 | 0.075 | 275 |0.116275 | 84.23
160 | 0.022372 | 0.144782 | 0.0375 | 300 | 0.097159 | 224.26
320 | 0.007892 | 0.076701 | 0.01875 | 643 | 0.077974 | 1049.72

Tabulka 4.6: Sledované veli¢iny pro Sodovu trubici, Lax-Wendroffiv numericky

tok, t = 1.

130



| Metoda | J | hmin | Pwmae | hay [ITER| L2E, | TJs| |
20 0.3 0.3 0.3 23 [0.197119 | 2.06
40 | 0.15 0.15 0.15 45 | 0.119465 |  7.80
Lax-Wendroff-lim | 80 | 0.075 0.075 0.075 90 | 0.104511 | 30.68
160 | 0.0375 | 0.0375 | 0.0375 | 180 |0.056937 | 121.97
320 | 0.01875 | 0.01875 | 0.01875 | 358 | 0.044654 | 475.90
20 [ 0.243171 ] 0317754 [ 0.3 26 | 0.178513 | 3.51
40 | 0.079226 | 0.187756 |  0.15 72 | 0.116817 | 18.54
ATMOVE-PM 80 | 0.018143 | 0.124814 | 0.075 | 283 | 0.078901 | 143.64
160 | 0.015452 | 0.050082 | 0.0375 | 406 | 0.062708 | 411.44
320 | 0.003993 | 0.034300 | 0.018750 | 1675 | 0.041512 | 3310.63
20 [ 0.245045 [ 0.316940 | 0.3 26 [ 0.176715 | 2.85
40 | 0.087187 | 0.184198 |  0.15 69 | 0.132927 | 15.04
ATMOVE-MM 80 | 0.032501 | 0.111198 | 0.075 | 209 | 0.099340 | 93.80
160 | 0.024728 | 0.045867 | 0.0375 | 303 | 0.080667 | 283.49
320 | 0.011444 | 0.027642 | 0.01875 | 762 | 0.066352 | 1572.81
20 [ 0.232470 [ 0321771 0.3 27 | 0.172709 | 3.63
40 | 0.060848 | 0.173761 |  0.15 96 | 0.103122 | 24.62
GSMOVE-PM 80 | 0.006575 | 0.098831 | 0.075 | 775 | 0.060808 | 394.09
160 | 0.010459 | 0.042146 | 0.0375 | 614 | 0.053559 | 619.08
320 | 0.000497 | 0.023974 | 0.018750 | 11831 | 0.029755 | 24293.16
20 [ 0.236722 | 0.320276 | 0.3 27 10171703 | 291
40 | 0.073575 | 0.170169 |  0.15 85 |0.124474 | 18.55
GSMOVE-MM 80 | 0.020255 | 0.092603 | 0.075 | 422 |0.101586 | 182.14
160 | 0.023154 | 0.041633 | 0.0375 | 362 | 0.085217 | 325.76
320 | 0.007799 | 0.024503 | 0.018750 | 1606 | 0.065379 | 2876.45
20 | 0.165872 | 0.700471 | 0.3 47 | 0.144090 |  6.95
40 | 0.056634 | 0.693609 | 0.15 140 | 0.097405 | 39.69
JACVQPMM-PM | 80 | 0.045232 | 0.207556 | 0.075 140 | 0.071057 | 78.00
160 | 0.024045 | 0.124992 | 0.0375 | 274 | 0.059346 | 304.83
320 | 0.013157 | 0.072450 | 0.018750 | 526 | 0.048012 | 1176.55
20 | 0.176579 | 0.653232 [ 0.3 41 ]0.176302 | 5.34
40 | 0.068100 | 0.600064 |  0.15 109 | 0.122266 | 32.29
JACVQPMM-MM | 80 | 0.044970 | 0.205775 | 0.075 138 | 0.068624 | 75.09
160 | 0.023352 | 0.120571 | 0.0375 | 270 | 0.060967 | 331.17
320 | 0.012566 | 0.069844 | 0.01875 | 519 | 0.045739 | 1668.36
20 | 0.193438 | 0.623881 | 0.3 53 | 0.153405 | 7.87
40 | 0.065367 | 0.700356 |  0.15 152 | 0.095727 | 43.32
GSVQPMM-PM | 80 | 0.036950 | 0.444010 | 0.075 166 | 0.061656 | 92.36
160 | 0.018361 | 0.164538 | 0.0375 | 331 | 0.039426 | 369.36
320 | 0.011395 | 0.097696 | 0.01875 | 612 | 0.042631 | 1331.44
20 [ 0.200065 | 0.550466 | 0.3 45 0174558 | 5.67
40 | 0.065781 | 0.527804 |  0.15 125 | 0.136795 | 30.49
GSVQPMM-MM | 80 | 0.034054 | 0.473261 | 0.075 164 | 0.087704 | 84.27
160 | 0.018628 | 0.160454 | 0.0375 | 324 | 0.061407 | 361.80
320 | 0.011175 | 0.095626 | 0.01875 | 603 | 0.048324 | 1416.48

Tabulka 4.7: Sledované veli¢iny pro Sodovu
tok s limiterem, ¢t = 1.
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Modifikovany problém Sodovy trubice

V dal8im testu uvazujme modifikovany problém Sodovy trubice. Jako oblast €2,
na které fesime danou tlohu, volime interval [0, 5]. Po¢ateéni podminka je :

o+ [ (10,0,250)", z <2,
wi(z) = { (1,0,2.5)", z>2 (4.19)
a okrajova podminka je zvolena tak, ze levy okraj oblasti je vstup a pravy vystup,
fyzikalni ¢as, do kterého je tloha teSena, volime ¢ = 0.4. Jako te§i¢ pouzijeme
metodu kone¢nych objemu s Lax-Wendroffovym numerickym tokem s limiterem,
ktery dosdhl pro Sodovu trubici nejlepsich vysledki, viz predchozi numericky
experiment, pouzijeme C'F'L ¢islo CFL = 0.3.

Protoze jsme se v predchozim experimentu setkali se zéavislosti adaptivniho
procesu na volbé pouzitych parametrﬁ@, vyberme si dva zastupce testovanych
metod a provéime vliv volby pouzitych parametru na adaptivni proces. Jako
zastupce varia¢nich metod volime metodu GSMOV E — PM a jako zastupce
nami navrzenych metod, zaloZenych na minimalizaci parametru kvality vrcholu,
volime metodu GSVQPMM — PM, viz tabulka 4.1l které dosdhly nejlepsich
vysledku z hlediska L2E,, viz (4LI8).

Sledované velic¢iny jsou pocet probéhlych iteraci algoritmu IT' ER, doba po-
tfebn& pro vypocet T', velikost nejvétsiho h,,.., resp. nejmensiho h,,;,, objemu
a prumérnd velikost hg,., objemu. Chybu spoc¢teného numerického feSeni wh v
¢ase t; budeme urcovat pomoci L2FE,, vztah (£I8]). Postupujeme néasledovné,
nejprve spocteme po Castech konstantni feSeni na siti s J = 1000 objemi pomo-
ci pfesného Riemannova feSi¢e pro tento problém, sitové body této sité znac¢ime
Zj, 7 = 1,...,1001 a piislusnou hustotu na j—tém objemu v case t; oznacme
jako ﬁ?. Pak pro x € [Z;,%;41] pouzijeme pii vyhodnoceni vztahu (ZI8) misto
p(x, ty) hodnotu /3;? . Poznamenejme, 7e jako ptesny Riemannuv fesSi¢ byl pouzit
Fefi¢ implementovany v programu?} [41].

Otestovali jsme vyse uvedené metody na sitis J = 160 objemui, velikosti v§ech
objemi byly v ¢ase t = 0 stejné. Adaptace sité byla provadéna v kazdém kroku al-
goritmu[4.1], tedy parametr s = 1. Pro metodu GSMOV E— PM jsme volili pocet
iteraci pro upravu sité, MAXITFER,, = 1. Parametr o pro Winslowovu moni-
torovaci funkci (B:44]) nabyval hodnot uvedenych v tabulce 1.8 Na monitorovaci
funkci G bylo provedeno zhlazeni (3.53). Pro metodu GSVQPMM — PM byly
postupné pouzity volby parametru dané tabulkou [£.10. Pocet iteraci pro tupra-
vu sité MAXITER,pmm = 1. Na aproximaci Hessovy matice M bylo pouzito
zhlazeni (B.132)) a redu¢ni koeficient 7, pro korekei (8.146) je volen 7, = 0.99.

Ze spoctenych hodnot uvedenych v tabulkich (4.8 a je vidét, ze cely
adaptacni proces je zavisly na pouzitych parametrech. Poznamenejme, 7e volba
testovanych parametri u obou metod byla provedena experimentalné tak, aby
doba vypoctu byla pro vétsinu variant fadoveé stejna.

U metody GSMOV E — PM, viz tabulka [4.8] je vidét velka citlivost adap-
taéniho procesu na uzivatelem zvoleny parametr a. Vyrazné vyssi doba béhu
algoritmu pro volbu v = 0.002 je ddna tim, Ze zhruba v c¢ase T' = 0.15, je velikost

20Pyi zméné parametrii o resp. €1 a p pro variacni metody, resp. pro metody zalozené na,
mnimalizaci parametru kvality vrcholu.
21Ke stazeni na: http://cococubed.asu.edu/code_pages/exact_riemann.shtml
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| a | J | hwin | hwmae | hay [ITER| L2E, | T]Js] |
0.001 160 [ 0.016134 | 0.039090 | 0.031250 | 584 [ 0.594960 | 587.69
0.0015 | 160 | 0.011655 | 0.043231 | 0.031250 | 870 | 0.673742 | 872.98
0.002 160 | 0.020382 | 0.054772 | 0.031250 | 4893 | 0.715616 | 5039.86
0.002 (DS) | 160 | 0.011842 | 0.042446 | 0.031250 | 880 | 0.682497 | 891.70

Tabulka 4.8: Sledované veli¢iny pro modifikovany Sodiv problém v ¢t = 0.4, pro
J = 160 objemii, Lax-Wendroffiiv numericky tok s limiterem s pouzitim adaptivi-
ty, metoda GSMOV E — PM. Pomoci DS jsou oznaceny hodnoty ziskané pomoci
dynamického skalovani.

nejmenstho objemu sité velmi mala, fadové 10~%, ¢im# dochazi v disledku splné-
ni CFL podminky ke zmenseni ¢asového kroku a metoda musi vykonat mnohem
vétsi pocet krokii, nez dospéje do koncového ¢asu. Tento jev je tézko predvidatel-
ny a ¢astecné zhorsuje pouzitelnost metody, viz obdrzené vysledky pro predchozi
ulohu v tabulkich a7 pro J = 320 objemu u této metody.

Moznym feSenim je dynamicky Skdlovat parametr o« v monitorovaci funk-
ci (3:44) dle hodnot ¢asového kroku 7, viz (Z27), metody koneénych objem.
Vysledky obdrzené pomoci dynamického skalovani jsou v tabulce 8] oznaceny
DS. Dynamické skalovani parametru « je realizovano tak, ze pokud ¢asovy krok
T je v urc¢itych predepsanych mezich, pak se upravi hodnota « tak, 7e novi hod-
nota a = c.a, kde c¢ je predepsané konstanta. Pouzili jsme volbu mezi a konstant
¢ danou tabulkou 9. Z dosaZzenych vysledku je vidét, ze dynamické Skalovani
parametru « tento jev eliminuje.

‘ meze ¢asového kroku 7, | c |

e > 1072 10
7 € (1072,1073 > 1.1
7 € (1073,2.107%) 1
e < 2.107% 0.9

Tabulka 4.9: Volba konstanty ¢ pro urcéeni o pii dynamickém skalovéani.

Porovnanim s vysledky pro J = 320 objemi, za pouziti stejného tesice, ale
bez pouziti adaptivity: ITER = 638, L2E, = 0.668326 a T' = 870.01 s, je vidét,
ze pro prvni dvé volby parametru o = 0.001, o = 0.0015 a pro a = 0.002 pri
pouziti dynamického skalovani jsou spoctené vysledky srovnatelné, ale pii J = 160
objemii.

U ndmi navrzené metody GSV QPM M — P M vede zvySovani parametru p, pii
stejném parametru €1, k rustu doby potiebné pro cely vypocet, viz tabulka [£.10l
Obdobné se metoda chova i pii rustu parametru €1, pii stejné hodnoté p. Tento
narist doby potfebné pro vypocet je opét zpusoben tim, 7e se v siti s rustem
vyse uvedenych parametri vyskytuji mensi a mensi objemy, a tak, vzhledem k
podmince stability, dochéazi ke zmensovani ¢asového kroku, a néasledné k nutnosti
vykonat vétsi pocet vypocetnich kroki. VySe zminény jev skokového zpomaleni
vypoctu pii malé zméné parametri metody, viz tabulka [£.8 nebyl u nasi metody
zaznamenan. Porovnanim s vysledky pro J = 320 objemii, za pouziti stejného
resice, ale bez pouziti adaptivity, viz vySe, vidime, ze ndmi dosazené vysledky
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ei | p [ I ] Pwin | hwaw | hay |[ITER] L2E, | T]Js] |
10 [ 1 [160]0.017933 | 0.261659 | 0.03125 | 576 | 0.358931 | 635.49
10 | 2 | 160 | 0.017745 | 0.259817 | 0.03125 | 578 | 0.366693 | 639.35
10 | 5 | 160 | 0.017861 | 0.255138 | 0.03125 | 579 | 0.274215 | 639.38
10 | 10 | 160 | 0.017744 | 0.261199 | 0.03125 | 581 | 0.275069 | 641.80
10 | 20 | 160 | 0.017764 | 0.268416 | 0.03125 | 582 | 0.340231 | 643.47
10 | 50 | 160 | 0.013745 | 0.260825 | 0.03125 | 629 | 0.328261 | 697.53
10 | 100 | 160 | 0.011598 | 0.247890 | 0.03125 | 677 | 0.333312 | 749.86
20 | 1 [ 160 | 0.014390 | 0.324429 | 0.03125 | 745 | 0.475071 | 799.62
20 2 | 160 | 0.014323 | 0.327197 | 0.03125 | 749 | 0.499391 | 819.74
20 5 | 160 | 0.014095 | 0.333358 | 0.03125 | 753 | 0.497429 | 824.04
20 | 10 | 160 | 0.013786 | 0.339112 | 0.03125 | 755 | 0.503116 | 827.67
20 | 20 | 160 | 0.013349 | 0.345264 | 0.03125 | 760 | 0.507412 | 835.61
20 | 50 | 160 | 0.012878 | 0.354638 | 0.03125 | 764 | 0.418721 | 839.09
20 | 100 | 160 | 0.011954 | 0.360737 | 0.03125 | 768 | 0.400549 | 832.22
30 [ 1 [160 [ 0.012550 | 0.324391 | 0.03125 | 879 | 0.488508 | 968.63
30| 2 | 160 | 0.012474 | 0.327922 | 0.03125 | 883 | 0.509361 | 977.17
30| 5 | 160 | 0.012142 | 0.335662 | 0.03125 | 890 | 0.517467 | 982.61
30 | 10 | 160 | 0.011532 | 0.342694 | 0.03125 | 897 | 0.505701 | 990.99
30 | 20 | 160 | 0.011902 | 0.351123 | 0.03125 | 902 | 0.496453 | 996.96
30 | 50 | 160 | 0.011511 | 0.362301 | 0.03125 | 912 | 0.481553 | 1009.54
30 | 100 | 160 | 0.011055 | 0.369289 | 0.03125 | 924 | 0.474962 | 1027.22

Tabulka 4.10: Sledované veli¢iny pro modifikovany Soduv problém v t = 0.4,
pro J = 160 objemt, Lax-Wendroffuv numericky tok s limiterem s pouzitim
adaptivity, metoda GSVQPMM — PM.

jsou pti zhruba stejné dobé vypoctu T, za pouziti J = 160 objemiu z hlediska
ukazatele L2E,, pfesnéjsi.

Na obréazcich .7 je zaneseno porovnani spo¢tenych vysledku s piesnym feSe-
nim. Zde je patrné, ze feSeni ziskané pomoci adaptivnich metod odpovida piresné-
mu feSeni. Obdobné jako v pfedchozim numerickém testu vedlo pouziti adaptivity
ke zmenseni oscilaci, jez produkuje samotny resi¢ bez pouziti adaptivity.

Zhodnoceni dosazenych vysledkia v 1D

Z provedenych experimenttu vyplyva, ze v adaptivnich algoritmech LI ad.2]je nut-
né pro vypocet numerického feSeni pouzivat takovi numericka schémata, ktera
dostatecné piesné zachyti nespojitost, ¢i oblast s velkou hodnotou normy gra-
dientu v numerickém feSeni. Déle se ukézalo, Ze vliv na pfesnost vypoctu ma i
pouzity piepocet feSeni. Z hlediska nami pouzitého ukazatele L2E,,([£I8) se jako
presné&jsi jevi transformace FeSeni, jez je zaloZena na perturba¢ni metodé (A3)) s
tokem (LX), nez pouziti vazeného priméru (£I0). Z hlediska ¢asu potfebného
pro piepocet feSeni je ve vétsiné piipadu dosahovano nizsich hodnot pii pouziti
vazeného pruméru (LI0). V uskuteénénych experimentech se ukézalo, Ze pou-
7iti adaptivity je schopno ¢astec¢né utlumit vzniklé oscilace pobliz nespojitosti.
Domnivame se, 7e je to diky transformaci feseni.

Déle 7z provedenych exeprimenti vyplyva, Ze vhodné nastaveni parametru
ovliviiujicich adaptivni proces je, vzhledem k vétsi ¢i mensi citlivosti jednotli-
vych metod na dané parametry, dilezité a ovliviiuje ziskané vysledky. Jako méné
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Obrézek 4.7: Porovnani spoctenych feseni pro modifikovany Soduv problém, Lax-
Wendroffiv numericky tok s limiterem, J = 160. Nahote (a),(b) je porovnani
numerického Feseni ziskaného pomoci metod GSMOVE — PM s a = 0.0015
(a) a GSVQPMM — PM s ey = 20, p = 100 (b) s pfesnym FeSenim v Case
t = 0.4. Dole (c),(d) jsou zachyceny trajektorie jednotlivych uzli sité pii uziti
metod GSMOVE — PM (¢) a GSVQPMM — PM (d).

citlivAh na zménu parametri se ukazala ndmi navrzend metoda GS — VQPMM,
viz tabulka [Z.11

4.4 Numerické experimenty ve 2D

V této Casti naSi prace se zamérime na otestovani vyse uvedeného algoritm 4.1
ve 2D. Jako numericky fesi¢ budeme pouzivat metodu kone¢nych objemu pro te-
Seni Eulerovych rovnic (L2) se schématem ADER, popsanym v kapitole 2.2.1] a
kapitole2.6.5], s pribliznym fesicem HLLC,viz[2.4.1l Jako adaptivni modul algorit-
mu [4.1] pouzijeme bud variac¢niho pFistupu, viz kapitola [3.1.5] nebo nasi puvodni
metodu zaloZenou na minimalizaci kvality vrcholu, konkrétné metodu s opravnym
cyklem, viz algoritmus 3.8 v kapitole[3.3.3l Adaptace sité je v obou piipadech pro-
vadéna dle prvni slozky linearni rekonstrukce wi (B.82) ktera odpovida hustoté
p. Pro prepocet FeSeni ze staré sité na sit novou je vyuZzito jak postupu (EI4),
tak i pfepo¢tu pomoci vazeného priméru (£.10).

Implementace jednotlivych ¢asti algoritmud.I] byla nasledujici. Jako fesi¢ byla
pouzita metoda konec¢nych objemu se schématem ADER, ktera je implementova-
na ve Fortranu a je soucasti prace [23|, ktera je v souc¢asné dobé dale rozsifovana

22Protoze jsme v provedenych 1D numerickych experimentech vidéli, Ze pouZiti predikce,
algoritmus [£2] sice zvysi pfesnost, ale téz ¢as nuny pro béh programu, nebudeme se ji déle
zabyvat.
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v ramci doktorského studia. Pro adaptaci sité budeme, v piipadé metody s oprav-
nym cyklem a nasledného prepoctu feSeni, pouzivat nasi vlastni implementaci v
jazyce C++. V pripadé aplikace varia¢nich metod budeme pouzivat pro adaptaci
sité nasi vlastni implementaci v jazyce FreeFem-+ verze 3.40. A pro transformaci
feSeni pomoci vazeného priméru pouzijeme vlastni implementaci v C+-+.

Sodova trubice ve 2D

Pro tento test jsme si vybrali 2D rozsiteni tlohy Sodovy trubice popsané v kapi-
tole L3l Jako oblast €, na které fesime Eulerovy rovnice (L2), uvazujme oblast
Q= [-3,3] x [0,0.1]. Po¢atecni podminka je :

0 (1,0,0,5)", =z <0,
_ 4.20
w(z) { (1.101463,0,0,2.5)", a1 > 0, (4.20)

a okrajova podminka je zvolena tak, ze levy okraj oblasti je vstup a pravy vystup,
dolni a horni okraje obasti jsou pevné nepropustné stény, viz okrajové podminky
v [13, str. 203|. Fyzikalni ¢as, do kterého je uloha FeSena, volime ¢t = 1. Pro
podminku stability bylo voleno C'F'L ¢islo CFL = 0.3, jak pii pouziti adaptivity,
tak bez ni.

Z toho duvodu, Ze jednotlivé moduly algoritmu [4.1] jsou nyni implementovany
v ruznych jazycich a vyménu dat mezi nimi realizujeme pomoci souborovych
operaci, tak pro metodu adaptace sité s opravnym cyklem provadime jeji adaptaci
a nasledny prepocet numerického feseni, ze staré sité na novou, nikoliv v kazdém
¢asovém okamziku ¢, nybrz pro fyzikalni ¢as t = jAt, 7 = 1,2, ..., kde At = 0.01.
V pripadé pouziti metod adaptace sité zalozenych na varia¢nim principu budeme
adaptovat pro fyzikalni ¢as t = jAt, 7 = 1,2,..., kde At = 0.1. Duvodem je
to, ze pii adaptaci sité timto zptusobem dojde ke zméné poloh vSech uzlu sité
najednou, viz algoritmus [B.I] tato posunuti navic nemusi byt malé, proto nelze
pouzit perturba¢ni metodu pro prepocet feseni a z toho divodu je nutné pouzit
transformaci feSeni zaloZenou na vazeném priumeéru, viz vztah (£I0), ktera velmi
zvySuje ¢asovou naroc¢nost vypoctu.

Opét jako v predchozich experimentech budeme sledovat chybu vici presnému
feSeni ve slozce numerického feseni w, které odpovida hustoté py v casovém kroku
tk:

L1E, —/|pa3 te) — pu(, te)|dw ~ > |Dillp(ai, te) — pu(a, te)],  (4.21)

Di€Th

resp.

L2E, = \// (x,tr) — pn(x, ty)) da: R Z |D;| (p(x;, ty) —ph(;pi7tk>)2’

D;eTy,

(4.22)
kde x; je tézisté objemu D;, jako presné feSeni p v tézisti &; objemu D; je pouzito
feSeni uvedené v [13] str. 137].

Pro metodu zalozenou na varia¢nim principu bylo pouzita monitorovaci funkce
Winslowova typu (343 a nastaveni, které je uvedeno v tabulce Vypocetni
oblast €2, jsme volili 2. = Q a sit na této oblasti odpovidala siti na oblasti €2 bez
pouziti adaptivity.
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| Parametr | Hodnota | Popis

AT 0.001 velikost ¢asového kroku pii uziti metody umélého casu (B.64)
T 0.01 parametr rychlosti adaptace sité (3.59)

€ 1076 minimalni hodnota ukazatele dosazeni stac. stavu REZ (B.71)
TSTEP 10 pocet iteraci metody pro dosaZeni staciondrniho stavu
MAXITER |1 pocet provedenych adaptaci sité

MAXITER, | 10 pocet iteraci schématu (B.58) pro uréeni poloh hrani¢nich uzlu

Tabulka 4.11: Pouzité parametry pro metodu zaloZzenou na varia¢nim principu,
viz algoritmus B.1] v kapitole B.1.5]

Pro metodu s opravnym cyklem bylo pouzito nastaveni, které je uvedeno v
tabulce .12l

| Parametr | Hodnota | Popis ‘
Q@ 0.02 minimalni thel, viz (B.111))
Yr 0.9 multiplikator, viz (B.126))
MAXITG 5 pocet iteraci metody zlatého fezu
MAXITREP ) pocet opravnych iteraci
MAXITGRAD |1 pocet iteraci gradientni metody nad jednim uzlem
MAXITER 1 pocet globalnich iteraci

Tabulka 4.12: Pouzité parametry pro metodu s opravnym cyklem, viz algo-

ritmy 3.5, 3.6, B0 a B8

Pro porovnani jsou v tabulce [4.13] zaneseny nékteré sledované veli¢iny pro
rizny pocet objemu J bez pouziti adaptivity, kde I'T E' R predstavuje pocet kroki
metody konec¢nych objemi.

| J | L1E, | L2E, |ITER| T|s] |
320 |0.007455 | 0.030829 [ 377 [ 0.88
548 | 0.005919 | 0.028377 | 591 | 2.38
960 | 0.004945 | 0.025725 | 1012 | 7.46
3840 | 0.003189 | 0.021283 | 1604 | 49.48
6090 | 0.002728 | 0.019303 | 2489 | 116.97

Tabulka 4.13: Sledované veli¢iny pro Soduv problém v ¢ = 1, pro numerické
schéma ADER, bez pouziti adaptivity.

V néasledujici tabulce jsou zaneseny sledované parametry pro Soduv pro-
blém ve 2D, za pouziti varia¢niho pristupu s Winslowovou monitorovaci funkei,
pro ruzné volby parametr a, viz (343), a ruzné pocty objemu J, kde Ay,
resp. hpqe predstavuji délky nejkratsi, resp. nejdelsi hrany sité 7, a € je jejich
pomér na konci vypoctu, ¢ili ukazatel miry adaptace.

V tabulce jsou zaneseny sledované parametry pro Soduv problém ve 2D,
za pouziti adaptivni metody s opravnym cyklem, pro rizné volby parametri &,

a p, viz (B.108) a (3.107)).

23V piipadé J = 320 objemii byla adaptace sité pro o = 0.25 a o = 0.5 minimalni, z toho
diivodu byly pouzity jiné hodnoty parametru o nez v dal§ich experimentech.
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[ [0 [ o [ e [ = [ I15, | 125, [ TH
320 | 0.8 | 0.019635 | 0.100789 | 5.13 | 0.007230 | 0.030039 | 24.41
320 | 0.9 | 0.017557 | 0.107007 | 6.09 | 0.007196 | 0.029557 | 24.62
320 | 1.0 | 0.015351 | 0.116751 | 7.61 | 0.007135 | 0.028962 | 25.43
548 | 0.25 | 0.017283 | 0.092798 | 5.37 | 0.005689 | 0.027030 | 44.91
548 | 0.5 | 0.011567 | 0.091715 | 7.93 | 0.005650 | 0.025726 | 47.46
548 | 0.75 | 0.010756 | 0.089330 | 8.30 | 0.006039 | 0.027086 | 48.71
960 | 0.25 | 0.014743 | 0.067475 | 4.58 | 0.004680 | 0.023220 | 78.87
960 | 0.5 | 0.009466 | 0.068043 | 7.19 | 0.004560 | 0.022290 | 90.07
960 | 0.75 | 0.009321 | 0.079031 | 8.48 | 0.004696 | 0.022823 | 93.17
3840 | 0.25 | 0.006706 | 0.033956 | 5.06 | 0.003516 | 0.020127 | 698.07
3840 | 0.5 | 0.006319 | 0.034789 | 5.51 | 0.003692 | 0.021238 | 670.97
3840 | 0.75 | 0.005465 | 0.034821 | 6.37 | 0.003579 | 0.021308 | 631.29

Tabulka 4.14: Sledované veli¢iny pro 2D Soduv problém v ¢ = 1, pro numerické
schéma ADER v kombinaci s varia¢nim piistupem.

(T (e (0] P | Fow [ = [ 115, | 125, [ TH
320 | 100 | 10 | 0.018523 | 0.223870 | 12.09 | 0.006671 | 0.029825 | 10.88
320 | 200 | 10 | 0.014007 | 0.253834 | 18.12 | 0.006585 | 0.029105 | 11.14
320 | 500 | 10 | 0.010790 | 0.299429 | 27.75 | 0.006680 | 0.028934 | 11.65
548 | 100 | 10 | 0.011612 | 0.152088 | 13.10 | 0.005538 | 0.027538 | 24.89
548 | 200 | 10 | 0.010458 | 0.183396 | 17.54 | 0.005445 | 0.027263 | 32.48
548 | 500 | 10 | 0.007338 | 0.212749 | 28.99 | 0.005376 | 0.026442 | 42.78
960 | 100 | 10 | 0.009397 | 0.149933 | 15.96 | 0.004713 | 0.024444 | 40.69
960 | 200 | 10 | 0.008582 | 0.183681 | 21.40 | 0.004617 | 0.024182 | 42.92
960 | 500 | 10 | 0.007972 | 0.217308 | 27.26 | 0.004522 | 0.023955 | 48.35
3840 | 100 | 10 | 0.006779 | 0.059302 | 8.75 | 0.002979 | 0.020085 | 274.17
3840 | 200 | 10 | 0.004615 | 0.063899 | 13.84 | 0.003026 | 0.019832 | 393.61
3840 | 500 | 10 | 0.004385 | 0.089610 | 20.44 | 0.002935 | 0.019152 | 428.12

Tabulka 4.15: Sledované veli¢iny pro 2D Soduv problém v ¢ = 1, pro numerické
schéma ADER v kombinaci s metodou s opravnym cyklem.

Ze srovnani ziskanych vysledku je vidét, ze v pripadé pouziti metody zalozené
na variacnim principu doslo v nékolika pfipadech ke zhorSeni v ukazateli L1F,
vici feSeni bez pouziti adaptivity, zatimco z hlediska ukazatele L2FE, doslo ke
zlepSeni. Déle je vidét, ze vysledky ziskané za pouziti metody zalozené na vari-
a¢nim principu jsou horsi, nez za pouziti adaptivity pomoci metody s opravnym
cyklem, kde vedlo pouziti adaptivity ke zvySeni presnosti vypoctu v obou sledova-
nych ukazatelich L1F, a L2E,. Domnivame se, Ze je to zpisobeno tim, Ze v obou
testech pouzivame jiny prepocet feSeni ze staré sité na novou adaptovanou sit a
tento zpusob prepoctu, tj. pouziti vizeného priméru, dosahoval i v provedenych
1D experimentech horsich vysledku z hlediska pouzitych ukazatelii.

Na obrazcich 4.8 [4.9] [4.10 a je zaneseno porovnani spoc¢tenych hodnot s
presnym fesenim na spodni hrané oblasti {2 a déle jsou zde zakresleny vysledné
sité. Zde je vidét, 7ze zjemnéni sité odpovidd mistum nespojitosti a opét, jako
v 1D, je struktrura zjemnéné sité pro kazdou adaptivni strategii jina. Metoda
zaloZena na varia¢nim principu (Winslowova) zachycuje nespojitost ostieji, ale
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v mistech s konstantni hodnotou sledované veli¢iny je adaptace sité¢ minimalni,
na rozdil od metody zalozené na minimalizaci parametru kvality vrcholu, kteréd
sit zjemni v mistech nespojitosti a v mistech s konstantni hodnotou sledované
veli¢iny dochazi k zhrubnuti sité, opét obdobné jako v 1D.

Na obrazcich je zachycen detail porovnani ziskaného numerického reseni
s pouzitim adaptivity a bez ni s presnym fesenim. Zde je vidét, ze ve vSech piipa-
dech dochéazi k ostfejsimu zachyceni nespojitosti feSeni, tj. pii pouziti adaptivity
je norma gradientu hustoty p v okoli nespojitosti vétsi, nez bez ni. Pro metodu
zaloZenou na variacnim principu (Winslowova) dochazi za nespojitosti k pomalej-
Simu primykani numerického feseni k presné hodnoté, nez v piipadé bez pouziti
adaptivity. Toto chovani je nejspiSe zpiisobeno pouzitym piepoctem feSeni, tj.
pouzitim vazeného pruméru. A je téz pri¢inou toho, 7Ze tato metoda dosahuje
horsich vysledku v sledovanych ukazatelich L1E, a L2F, neZz druh4 metoda, kde
se pouZiva pro piepocet FeSeni perturbaéni metoda, ¢ili vztahu (ZI4).
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Obrazek 4.8: Porovnéani spoc¢teného feseni pro Sodovu trubici s pfesnym feSenim
(nahote) a vysledna sit (dole), J = 960 objemi, o = 0.75 za pouziti adaptivity,
Winslowova metoda.
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Obrézek 4.9: Porovnéani spo¢teného feseni pro Sodovu trubici s pfesnym Fesenim
(nahote) a vysledna sit (dole), J = 548 objemu, ¢; = 500, p = 10 za pouziti
adaptivity, metoda s opravnym cyklem.
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Obrézek 4.10: Porovnani spoc¢teného feseni pro Sodovu trubici s pfesnym fFesenim
(nahote) a vysledna sit (dole), J = 960 objemi, o = 0.75 za pouziti adaptivity,
Winslowova metoda.
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Obrézek 4.11: Porovnani spoc¢teného feseni pro Sodovu trubici s pfesnym Fesenim
(nahote) a vysledna sit (dole), J = 960 objemu, ¢; = 500, p = 10 za pouziti
adaptivity, metoda s opravnym cyklem.
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Obréazek 4.12: Detail zachyceni nespojitosti pro testované metody. Nahote (a),(b)
pro J = 548 objemi: Winslowova metoda, « = 0.75 (a), metoda s opravnym
cyklem, £; = 500, p = 10 (b). Dole (c¢),(d) pro J = 960 objema: Winslowova
metoda, a = 0.75 (c), metoda s opravnym cyklem, e; = 500, p = 10 (d).
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Zhodnoceni provedenych experimenta ve 2D

Z provedenych experimentu vyplyvé, Ze pii pouziti prepoctu feSeni pomoci vaze-
ného praméru (AI0) se dosahuje, z hlediska sledovanych ukazatela L1E, (£21) a
L2E, ([d22), horsich vysledki nez v piipadé pouziti perturba¢ni metody, a navic

U metod zaloZenych na varia¢nim principu pouzivime, v piipadé trojihel-
nikové sité kone¢nych objemi, pro feseni systému rovnic (B.2) urcujicich polohy
uzli metodu kone¢nych prvkii, a tak ziskame polohy vSech uzli sité naraz. Z toho
divodu neni mozné pouzit pro prepocet perturba¢ni metodu, kde se predpoklada
vzdy pohyb jednotlivych uzli sité. Poznamenejme, Ze zde se lisime od prace [40],
kde byl algoritmus typu aplikovan na c¢tyfihelnikové siti a pro fesSeni systému
rovnic ([32) byla pouZita metoda siti. Iterace metody siti byly provadény nad
jednotlivymi uzly spolu s prepoc¢tem reseni zalozenym na perturbacni metodé.

Pri pokusu implementovat posun jednotlivych uzli tak, abychom byli schopni
pouzit perturba¢ni metodu, se ukazalo jako nutné pouzit velmi malé hodnoty «
v monitorovaci funkci (8:43]). To ale zpiusobilo, 7e adaptace sité byla miniméalni,
proto jsme se tim dale nezabyvali. Divodem k volbé malé hodnoty « je podminka
malého posunu uzli pro aplikaci prepoctu feseni pomoci perturbacni metody.

Pri porovnani obou postupi se, v piipadé trojihelnikové sité konec¢nych ob-
jemi, jevi jako vyhodnéjsi pouziti metody zalozené na minimalizaci parametru
kvality uzlu, ktera je schopna jak zhusténi uzli v okoli nespojitosti ¢i oblasti s
velkou normu gradientu feSeni, tak i opa¢ného procesu v oblastech, kde je feSeni
témér konstantni. Navic 1ze u této metody pouzit pro prepocet numerického rese-
ni perturba¢ni metody, kterd dosahuje lepsich vysledkii. Poznamenejme, ze nami
pouzity piepocet pomoci perturba¢ni metody (£I4) vyuZiva pouze hodnotu po
castech konstantniho numerického feseni na daném objemu ¢i jeho sousedech, v
¢em7 se lisime od 1D tlohy, kde byla pouzita linearni rekonstrukce (€3]) hodnot
na hranicich objemu.
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Zaver

V préaci jsme se zabyvali problémem adaptace vypocetni sité v kontextu metody
kone¢nych objemu pro feseni Eulerovych rovnic, popisujicich proudéni nevazké
stlacitelné tekutiny.

Popsali jsme matematicky model proudéni nevazké stlacitelné tekutiny a me-
todu konec¢nych objemi, uzivanou pro jeho feSeni, se zaméfenim na numerické
toky, jez byly uzity v nasich numerickych experimentech. Déle jsme popsali né-
které vybrané adaptivni strategie, ze kterych nase metody vychazeji, nebo s nimi
nase metody srovnavame a tyto jsme zaroven otestovali. Popsali jsme metody pie-
poc¢tu numerického feseni Eulerovych rovnic mezi puvodni a nové adaptovanou
siti konecnych objemii, které spliiuji geometricky zadkon zachovani a jsou vhodné
pii pouziti s adaptaci sité kone¢nych objemi v 1D a ve 2D. Formulovali a otes-
tovali jsme adaptacni algoritmus pro feSeni tiloh s pohybujici se nespojitosti, ¢i s
oblasti s velkou hodnotou normy gradientu nékteré ze slozek numerického feSeni.

V préci jsme dosihli nasledujicich pavodnich vysledkid. V 1D jsme navrhli
vlastni metodu adaptace sité vychézejici z anisotropni adaptivity, ktera je rych-
losti a presnosti vypoctu, méfenou ve vhodném ukazateli, srovnatelna s jiz po-
uzivanou strategii tzv. Moving Mesh algoritmii [40]. Je méné& citliva na volbu
parametrii ovliviujicich adaptac¢ni proces, coz jsme ovérili na nékterych nume-
rickych experimentech. Déle jsme v 1D provérili chovani adaptacniho procesu v
zavislosti na pouzitém numerickém tesi¢i Eulerovych rovnic a postupu prepoctu
feSeni mezi puvodni a adaptovanou siti.

Pro tlohy ve 2D jsme navrhli vlastni adaptacni strategie, vychazejici z ani-
sotropni adaptivity a tyto jsme provérili na schopnost adaptovat sit za ruznych
podminek kladenych na vypocetni oblast. Dale jsme ovérili moznosti pouziti téch-
to adaptacnich strategii v kombinaci s numerickym schematem metody kone¢nych
objemi ADER pfi feSeni Eulerovych rovnic ve 2D na tloze s pohybujici se ne-
spojitosti.

Pro trojihelnikovou sit ve 2D jsme formulovali metodu piepoc¢tu numeric-
kého teseni Eulerovych rovnic mezi ptivodni a nové adaptovanou siti konecnych
objemi, jez splhuje geometricky zédkon zachovani.

Do budoucna je nutné se zaméfit na navrzeni postupu dynamického skilovani
parametri ovliviujicich proces adaptace tak, aby byl co nejvice automatizovany
béhem vypoctu. Pro tlohy ve 2D bude klicové vénovat pozornost strategii pie-
poctu Feseni pii vyraznych zménéch sité ¢i jeji topologie a navrhnout strategii
prepoctu feseni “vyssiho radu”, obdobnou strategii uzitou v 1D.

Protoze se naSe puvodni metoda adaptivniho zjemnéni sité ukazala srovna-
telnd a v fadé aspektu lepsi nez metoda zalozena na varia¢nim principu, pred-
pokladame jeji dalsi vyvoj v kontextu metod konecnych objemu vyssich radu s
aplikacemi nejen pro feseni Eulerovych rovnic, ale i pro feseni dalsich hyperbo-
lickych rovnic, se kterymi se setkdvame pii feSeni rovnic mélké vody [43] nebo
sedimentace polydisperznich smési [2].
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Pouzité znaceni a seznam zkratek

V celé préci pouzito nésledujici znaceni:

N - prostorova dimenze problému

Z - mnozina viech nezapornych celych &isel

0;; - Kroneckerovo delta, ¢;; = 1 kdyz i = j, jinak ¢;; =0

Q) C IR? - oblast vyplnéna tekutinou v ¢ase ¢, pro oblast nezavislou na ¢ase = €

O0f) - hranice oblasti

(0,T) - ¢asovy interval

M = {(z,t); x € Q,t € (0,T)} C IR* - oblast na niz jsou definovany veli¢iny popisujici

proudéni

Qr = Q x (0,T) - ¢aso-prostorovy vélec

p = p(x,t) - hustota

v = v (z,t) - vektor rychlosti, v = (v1,v2,v3)

p=p(z,t) - tlak

0 = 0(x,t) - absolutni teplota

E = E (z,t) - celkova energie

e - hustota vnitini energie
Ti1 Ti2 Ti3

T = T21 T22 T923 - tenzor napéti, Tz‘j = Tz‘j (.%',t)
T31 732 7T33

D(v) - tenzor rychlosti deformace

f = f (x,t) - vektor hustoty vnégjsi objemové sily

q = q(x,t) - hustota zdroji tepla v tekuting

Cp, Cy - specifickd tepla pii konstantnim tlaku a pii konstantnim objemu

A, 1 - koeficienty viskozity

k - konstanta tepelné vodivosti

R > 0 - plynova konstanta

~v > 1 - Poissonova adiabatickd konstanta

M - Machovo ¢islo

a - rychlost zvuku:

fs - Eulerovy nevazké toky

R - vazké toky

w - stavovy vektor

A; (w) - Jacobiho matice zobrazeni f,

P (w,n) - tok veliciny w ve sméru n

P (w,n) - Jacobiho matice toku P (w,n)

Aj - vlastni ¢isla P (w, n)

Qp, - polygonélni aproximace {2

Dy, - sit konecnych objemi

J - pocet kone¢nych objemi sité Dy,

P; - i-ty vrchol sité

e - hrana sité

D; - i-ty kone¢ny objem

|D;| - N-dimenzionalni mira konefného objemu
I';; - spolecné hranice objemt D; a D,

I;j] - N — 1 dimenzionélni mira I';;

x; - uzlové body 1D sité

Tipl - stfed i-tého kone¢ného objemu v 1D
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h; - velikost i-tého kone¢ného objemu v 1D
Th - trojuhelnikova sit konecnych objemut
w? - ptiblizné (konstantni) feseni na objemu D; v Case tj,

Wﬁ - priblizné feSeni metody kone¢nych objemt na siti Dy, v Case tj
ﬁ;f - polynomialni rekonstrukce feSeni na objemu D; v ¢ase tj
H - numericky tok

71, - velikost k-tého ¢asového kroku

Q. - logick4 vypocetni oblast

&= (&,...,&N) - soutadnice v Q.

T; - triangulace oblasti €.

L’Thc - prostor vSech po ¢astech linedrnich polynomi na triangulaci 7,0 v €.
2

Ly = [Lr]

E(€) - kvadraticky funkcional

G, G - monitorovaci funkce ve 2D

G - monitorovaci funkce v 1D

g - g=det(G)

u - skalarni funkce

w(x) - vahova funkce pro Winslowovu monitorovaci funkci

7, - v-ty krok umélého casu 7

AT - velikost ¢asového kroku u metody umeélého casu

J - Jacobidn transformace souiadnic

T - parametr rychlosti posunu sité

wj - linearni rekonstrukce ziskana z wfl
en, - chyba diskretizace

my, - operdtor nejlepsi aproximace

rp, - interpola¢ni operator

H - Hessova matice

M - modifikace Hessovy matice

I,, - chyba interpolace

lle||l. - Riemannova norma hrany sité
QT;, - parametr kvality sité

Q@ p, - parametr kvality vrcholu P;

Kp, - sjednoceni vSech objemi D; obsahujicich vrchol P;

IC%? - ptipustné oblast pro pohyb vrcholu F;

® p, - minimalizovana kriterialni funkce piislusejici vrcholu F;
Bp, - bariérova funkce piislusejici vrcholu F;

U p, - funkce piislusejici vrcholu P;, jez zajistuje kontrolu thlu

Romin - délka nejkratsi hrany sité (2D), velikost nejmenstho objemu sité (1D)
Rmaz - délka nejdelsi hrany sité (2D), velikost nejvétsiho objemu sité (1D)
havg - primérnd velikost konecného objemu sité v 1D

€ - pomér mezi nejdelsi a nejkratsi hranou sité Dy,

L1E,,L2E, - pouzité ukazatele piesnosti vypoctu

T - doba potfebné pro béh vypoctu

ITER - pocet probéhlych iteraci

ADER - Arbitrary Derivative
AMA - Anisotropic Mesh Adaptation

152



ALLMF - Arc-Length Like Monitor Function

BFGS - Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shannoa

CFL - Courant-Friedrichs-Lewy

DRP - Derivative Riemann Problem

GMCL - Geometric Mass Conservation Law

GMRES - Generalized Minimal Residual Method

GRP - Generalized Riemann Problem

ENO - Essentially Non Oscillatory

HLL - Harten Lax Van Leer

HLLC - Harten Lax Van Leer Contact

MKO - Metoda Kone¢nych Objemi

MMPDE - Moving Mesh Partial Diferential Equation

MUSCL - Monotone Upstream-Centered Scheme for Conservation Laws)
SOR - Successive Overrelaxation

VQPMM(M) - Vertex Quality Parameter Moving Mesh (Methods))
WENO - Weighted Essgntially Non Oscillatory

Nazvy metod adaptace sité v tabulce 1] jsou nasledujici:

(P) - prefix oznacujici pouziti predikce

AT - Artificial Time, pouzit umély ¢as pro pohyb uzla

GS - pouzita Gaussova-Seidelova iterace pro pohyb uzli

JAC - pouzita Jacobiova iterace pro pohyb uzli

VQPMM - pouzit pfistup metody VQPMM

MOVE - pouzit pristup MMPDE

PM - sufix oznacujici pouziti perturbaéni metody pro prepocet reSeni
WA - sufix oznacujici pouZziti vaZzeného pruméru pro pfepocet feseni
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Prilohova c¢ast

Pouzitia konfigurace pocitace

V nasi praci jsme pro vSechny numerické experimenty pouzili pocitac, jehoz kon-
figurace je nasledujici:

e CPU: 4 Intel(R) Xeon(TM) CPU 3.20 GHz
e RAM: 2 GB

e Operac¢ni systém: Linux Debian 2.6.26-2-amd64

Porovnani metod pro tlohu Sodovy trubice

0.5 T T T
Lax—Friedrichs
Roe
0.45 o 2 El Lax-Wendroff _
: 8.5 Lax-Wendroff limiter 7
0.4
0.35
Q
& 0.3
-
0.25 >
0)
@ ® 5
1 5 6 ©]
0.2 T 5 5 5
v % 7w
hv/4
0.15 %
0.1
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Log (T)

Obrazek 4.13: Porovnani metod pro J = 20 objemu. Metody jsou ocislovany dle
poradi v tabulce [L] indexem 0 znac¢ime vysledky ziskané bez adaptace.

154



0.45

Lax—F'riedrichs '
Roe O
0.4 3 Lax-Wendroff _
: a2 3 oL ax-Wendroff limiter v/
8 7

0.35

0.3
Q
& o025
-

0.2 (0

2% g o6
2 LR @
0.15 4 @ S
7 7 ¥
v ¥ v
0.1 A4
0.05
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
Log (T)

Obrézek 4.14: Porovnani metod pro J = 40 objemiu. Metody jsou ocislovany dle
pofadi v tabulce [£] indexem 0 zna¢ime vysledky ziskané bez adaptace.
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Obrézek 4.15: Porovnani metod pro J = 80 objemii. Metody jsou ocislovany dle
poradi v tabulce [41] indexem 0 znac¢ime vysledky ziskané bez adaptace.
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Obrazek 4.16: Porovnani metod pro J = 160 objemu. Metody jsou ocislovany dle
pofadi v tabulce [£I] indexem 0 zna¢ime vysledky ziskané bez adaptace.
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Obrézek 4.17: Porovnéni metod pro J = 320 objemii. Metody jsou oc¢islovany dle
poradi v tabulce [41] indexem 0 znac¢ime vysledky ziskané bez adaptace.

156



	Úvod
	Matematický popis dynamiky tekutin
	Navierovy-Stokesovy rovnice
	Eulerovy rovnice
	Vlastnosti Eulerových rovnic

	Problematika počátečních a okrajových podmínek
	Okrajové podmínky pro nevazké proudění
	Počáteční podmínky

	Formulace problému

	Metoda konečných objemů
	Síť konečných objemů
	Vybrané sítě a jejich konstrukce

	Metoda konečných objemů
	Schéma typu ADER
	Metoda konečných objemů v 1D

	Podmínka stability
	Riemannův problém
	Přibližný Riemannův řešič HLLC
	Zobecněný Riemannův problém a jeho řešení

	Metody Godunova typu
	Zobecněná Godunova metoda

	Použité numerické toky a schémata
	1D Lax-Friedrichsův numerický tok
	1D MUSCL Lax-Friedrichsův numerický tok
	1D Lax-Wendroffův numerický tok
	1D Roeův numerický tok
	Metoda ADER


	Adaptace výpočetní sítě
	Variační metody
	Ekvidistribuce sítě
	Monitorovací funkce
	Volba monitorovacích funkcí
	Numerické řešení MMPDE v 1D
	Numerické řešení MMPDE v 2D
	Numerické experimenty v 1D 
	Numerické experimenty ve 2D

	Anisotropní adaptivita
	Konstrukce aproximace Hessovy matice
	Minimalizace parametru kvality sítě

	Metody založené na minimalizaci parametru kvality vrcholu
	Metoda používající bariérovou funkci
	Metoda s kontrolou úhlů
	Metoda s opravným cyklem
	Minimalizace parametru kvality v 1D
	Numerické experimenty v 1D 
	Numerické experimenty ve 2D


	Adaptivní algoritmy
	Adaptivní algoritmy
	Transformace řešení 
	Transformace řešení v 1D
	Transformace řešení ve 2D

	Numerické experimenty v 1D 
	Numerické experimenty ve 2D 

	Závěr
	Seznam použité literatury
	Seznam tabulek
	Seznam obrázků
	Použité značení a seznam zkratek
	Přílohová část



