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Úvod

Mnoho fyzikálních d¥j· se dá popsat pomocí parciálních diferenciálních rovnic.
Tyto rovnice jsou v²ak v mnoha p°ípadech siln¥ nelineární a najít jejich p°esné
analytické °e²ení je zpravidla obtíºné a £asto úpln¥ nemoºné. Jak je uvedeno v
[1], t°ída diferenciálních rovnic, jejichº °e²ení lze vyjád°it kone£nou kombinací
elementárních funkcí a jejich neur£itých integrál·, není velká. Bylo dokázáno, ºe
nap°íklad tyto jednodu²e vypadající rovnice do této t°ídy nepat°í:

y′ = x2 + y2,

y′ = 6y2 + x.

Proto je t°eba hledat metody, které dovedou nelineární rovnice p°evést do
tvaru v n¥mº se snáze p°iblíºíme °e²ení a je tak jednodu²²í ho dob°e aproximovat.

Metoda homotopie (Homotopy Perturbation Method, dále jen HPM) nám
umoº¬uje problém p°eformulovat tak, aby °e²ení ²lo zapsat ve tvaru nekone£-
né °ady, p°ípadn¥ toto °e²ení aproximovat pomocí £áste£ného sou£tu °ady. Tato
metoda, jak ukáºeme na p°íkladech, je efektivní p°i hledání °e²ení n¥kterých funk-
cionálních rovnic jako jsou parciální diferenciální rovnice, oby£ejné diferenciální
rovnice, integrální rovnice nebo algebraické funkcionální rovnice. K reálnému °e-
²ení se totiº £asto p°iblíºí jiº po sou£tu prvních n¥kolika £len· °ady, jak uvidíme
t°eba v p°íkladu 2 b).

Základní idea HPM
Nejprve si zformulujeme obecný postup. M¥jme otev°enou mnoºinu Ω ⊂ IRd.
Zadaný problém je najít °e²ení funkcionální rovnice:

A(u(x))−N(u(x)) = f(x), (1)

kde x ∈ Ω je reálná prom¥nná a hledáme funkci u ∈ Ck(Ω) z prostoru funkcí,
které mají spojité v²echny parciální derivace aº do k-tého °ádu, f ∈ Ck(Ω) je
zadaná funkce, N : Ck(Ω) → Ck(Ω) je nelineární operátor, A : Ck(Ω) → Ck(Ω) je
takový lineární operátor, ºe °e²ení rovnice

A(u(x)) = f(x)

umíme snadno nalézt.
Nyní si zavedeme homotopii. De�nujeme funkce:

F (v) := A(v)− f, (2)
L(v) := F (v)−N(v), (3)

kde L(v) = 0 je problém (1), který máme °e²it a F (v) = 0 je rovnice, jejíº °e²ení
v(x) lze snadno nalézt. Homotopii de�nujeme jako p°echod mezi t¥mito funkcemi:

H(v, p) := (1− p)F (v) + pL(v) (4)

pro p ∈ [0, 1].
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Máme tedy

p = 0 : H(v, 0) = F (v), (5)
p = 1 : H(v, 1) = L(v). (6)

Vztah pro H(v, p) si p°epí²eme do tvaru ve kterém ho budeme aplikovat

H(v, p) = (1− p)F (v) + pL(v) = A(v)− f − pF (v) + p(F (v)−N(v)), (7)

H(v, p) = A(v)− f − pN(v). (8)

Pro p ∈ (0, 1) hledáme °e²ení rovnice H(v, p) = 0 ve tvaru

v(x) = v0(x) + pv1(x) + p2v2(x) + . . . , (9)

kde vi(x) ∈ Ck(Ω) jsou funkce, které nalezneme induktivn¥. Neº je budeme hledat,
p°epí²eme si operátor N(v). P°edpokládejme, ºe N(v) lze vyjád°it ve tvrau

N(v) = H0(v0) + pH1(v0, v1) + · · ·+ pnHn(v0, . . . , vn) + . . . , (10)

potom Hn mají tvar

Hn(v0 . . . , vn) =
1

n!

∂n

∂pn

[
N

(
∞∑
k=0

pkvk

)]
p=0

, (11)

coº nahlédneme derivováním (10) podle p. Funkce Hn(v0, . . . , vn) se nazývají Heo-
vy polynomy. Nyní funkce vi nalezneme pomocí porovnávání koe�cient· u mocnin
p v rovnici A(v)− f = pN(v):

p0 : A(v0)− f = 0, (12)
p1 : A(v1) = H0(v0), (13)

...
pn : A(vn) = Hn−1(v0, . . . , vn−1), (14)

...

Pokud se nám poda°í nalézt funkci

u(x) = lim
p→1−

v(x) = lim
p→1−

∞∑
k=0

pkvk(x) (15)

m·ºeme ji dosadit do (1) a zjistit, zda jsme na²li hledané °e²ení. Jestliºe °adu
se£íst neumíme, pokusíme se dosazením £áste£ného sou£tu (15) do (1) zjistit, zda
jsme se dostali blízko hledané funkce u(x).
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1. Aplikace HPM na p°íkladech

Vý²e uvedený postup budeme ilustrovat na n¥kolika p°íkladech. Nejprve zformu-
lujeme dv¥ lemmata, která v p°íkladech opakovan¥ pouºijeme:

Lemma 1. Nech´
∑∞

n=0 p
nvn a

∑∞
m=0 p

mwm jsou konvergentní °ady a nech´ i
°ada

∑∞
n=0 p

n
∑n

i=0 viwn−i konverguje. Potom platí(
∞∑
n=0

pnvn

)(
∞∑

m=0

pmwm

)
=

∞∑
n=0

pn
n∑

i=0

viwn−i. (1.1)

D·kaz. Jelikoº v²echny °ady jsou konvergentní, m·ºeme psát

(v0 + pv1 + p2v2 + . . . )(w0 + pw1 + p2w2 + . . . )

= v0w0 + p(v1w0 + v0w1) + p2(v0w2 + v1w1 + v2w0) + . . . .

Jedná se o speciální p°ípad v¥ty z [10, V¥ta 4.2.9]: Nech´
∑∞

n=0 an,
∑∞

m=0 bm
jsou konvergentní °ady, jejichº Cauchy·v sou£in

∑∞
k=0

∑k
i=0 ak−ibi konverguje.

Pak platí
∞∑
k=0

k∑
i=0

ak−ibi =

(
∞∑
n=0

an

)(
∞∑

m=0

bm

)
.

Pouze jsme za posloupnost an volili pnvn, za posloupnost bm volili pmvm a p°íslu²né
mocniny p jsme vytkli p°ed vnit°ní sumu.

P°ed zformulováním druhého lemmatu zavedeme ozna£ení. α = (α1, . . . , αd)
nazveme multiindexem, |α| = α1 + · · · + αd nazveme vý²kou multiindexu α a
Dαv(x) = ∂|α|v(x)

∂x
α1
1 ...∂x

αd
d

nazveme α-tou derivací funkce v(x). A je²t¥ p°ipomeneme

v¥tu z [11, V¥ta 10.21]:

V¥ta 1. (o zám¥n¥ sumy a derivace) Nech´
∑∞

n=0 fn je °ada funkcí z IRd do
IR spl¬ujících
(i)∀n ∈ N existuje vlastní α-tá derivace na otev°ené omezené mnoºin¥ Ω ⊂ IRd,
(ii)existuje x0 ∈ Ω takové, ºe

∑∞
n=0 fn(x0) konverguje (jakoºto °ada £ísel),

(iii)°ada
∑∞

n=0D
αfn(x) konverguje stejnom¥rn¥ na Ω.

Potom °ada
∑∞

n=0 fn(x) konverguje stejnom¥rn¥ na Ω a ∀x ∈ Ω platí:

Dα

(
∞∑
n=0

fn(x)

)
=

∞∑
n=0

Dαfn(x).

Lemma 2. Nech´ operátor N(v) je tvaru N(v) = v(x)Dαv(x). Nech´ v(x) =∑∞
n=0 vnp

n a funkce vn(x) spl¬ují p°edpoklady v¥ty 1. Nech´ navíc konverguje
°ada

∑∞
n=0 p

n (
∑n

k=0 vk(x)D
αvn−k(x)). Potom lze operátor N(v) p°epsat pomocí

°ady jako N(v(x)) =
∑∞

n=0 p
n (
∑n

k=0 vk(x)D
αvn−k(x)).

D·kaz. Z p°edpoklad· pro operátor N(v) dostáváme

N(v) = vDαv =

(
∞∑
n=0

pnvn

)
Dα

(
∞∑
n=0

pnvn

)
.
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Z v¥ty 1. víme, ºe druhá suma konverguje a platí

N(v) =

(
∞∑
n=0

pnvn

)(
∞∑
n=0

pnDαvn

)
.

Pokud volíme wn = Dαvn, jsou spln¥ny p°edpoklady lemmatu 1 a m·ºeme
sumy vynásobit, £ímº získáme poºadované

N(v(x)) =
∞∑
n=0

pn

(
n∑

k=0

vk(x)D
αvn−k(x)

)
.
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1.1 Algebraická funkcionální rovnice

Následující p°íklad je uveden v [2], kde je HPM uºívána hlavn¥ pro nalezení
Heových polynom·. My se zam¥°íme na hledání analytického °e²ení.
P°íklad 1. Najd¥te °e²ení funkcionální rovnice:

u(x)− u3(x) = f(x), (1.2)

kde f(x) : IR → IR je zadaná funkce a u(x) : IR → IR je funkce kterou hledáme.

�e²ení 1. Ozna£íme podle (2), (3) z úvodu lineární a nelineární £ást rovnice a
podle (8) de�nujeme homotopii

N(v) := v3(x), (1.3)

A(v)− f := v(x)− f(x), (1.4)

H(v, p) := v(x)− f(x)− pv3(x). (1.5)

Funkci v(x) hledáme ve tvaru °ady v =
∑∞

n=0 p
nvn. Nejprve roznásobíme

(
∑∞

n=0 p
nvn)

3 pomocí lemmatu 1

(
∞∑
n=0

pnvn

)(
∞∑
n=0

pnvn

)(
∞∑
n=0

pnvn

)
=


∞∑
n=0

pn

an:=︷ ︸︸ ︷(
n∑

k=0

vkvn−k

)
(

∞∑
n=0

pnvn

)

=

(
∞∑
n=0

pnan

)(
∞∑
n=0

pnvn

)
=

∞∑
n=0

pn

(
n∑

k=0

vkan−k

)

=
∞∑
n=0

pn

(
n∑

k=0

vk

(
n−k∑
j=0

vn−k−jvj

))
. (1.6)

Dosadíme (1.6) do (1.5). Poloºíme výsledek roven 0 a p°evedením pN(v) na
druhou stranu získáme rovnost A(v)− f = pN(v)(

∞∑
n=0

pnvn

)
− f(x) =

∞∑
n=0

pn+1

(
n∑

k=0

vk

(
n−k∑
j=0

vn−k−jvj

))
, (1.7)

Funkce vi nalezneme porovnáváním koe�cient· u mocnin p v rovnici (1.7)

p0 : v0 = f, (1.8)
p1 : v1 = v30 = f 3, (1.9)
p2 : v2 = 3v21v0 = 3f 5, (1.10)
p3 : v3 = 3v2v

3
0 + 3v21v0 = 12f 7, (1.11)

p4 : v4 = v31 + 3v20v3 + 6v1v2v0 = 55f 9, (1.12)
...

Funkci u(x) získáme následovn¥

u(x) = lim
p→1−

∞∑
n=0

pnvn = f + f 3 + 3f 5 + 12f 7 + 55f 9 + . . . . (1.13)
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Pokud jsou pro zadané f(x) °ady∑∞
n=0 p

n+1
(∑n

k=0 vk

(∑n−k
j=0 vn−k−jvj

))
,

(
∑∞

n=0 p
nvn)

konvergentní, pak jsou spln¥ny p°edpoklady lemmatu 1 a výsledná funkce je tak
hledaným °e²ením. Nap°íklad pro f(x) ≡ 0 okamºit¥ získáváme °e²ení u(x) ≡ 0.
Ov²em funkce u1(x) ≡ 1 a u2(x) ≡ −1, které z°ejm¥ (1.2) také °e²í, touto metodou
nezískáme. Je tedy vid¥t, ºe pouºitím HPM nalezneme nejvý²e jedno °e²ení, i kdyº
úloha m·ºe mít °e²ení víc.

Dále pokud |f | ≥ 1, potom °ada v (1.13) z°ejm¥ diverguje a o °e²ení (1.2)
nem·ºeme nic °íct. A to ani, ºe °e²ení neexistuje, nebo´ v (1.6) nelze roznásobit
sumy a v (1.13) nelze uºít v¥tu o zám¥n¥ sumy a limity. Pro f(x) ≡ 6 je funkce
u(x) ≡ −2 z°ejm¥ °e²ením (1.2), metodou homotopie ho v²ak nenalezneme.

Tento p°íklad v [2] byl motivován p°edev²ím efektivitou nalezení Heových po-
lynom·. Moºnost nalezení °e²ení byla zmín¥na pouze jako dal²í pozitivní vlastnost
metody. Pokud se v²ak zajímáme pouze o nalezení °e²ení, nemusí být vºdy HPM
ú£inná.
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1.2 Integrální rovnice

�ást b) tohoto p°íkladu je uvedene v [2]. �ást a) je adaptací b).
P°íklad 2. Najd¥te funkci u(x) spl¬ující integrální rovnici

u(x)− x

∫ 1

0

uj(t)dt =
2

3
x, (1.14)

a)pro j = 1,
b)pro j = 2.

�e²ení 2. a)Zadaná rovnice je zde ve tvaru (1). Ozna£íme si lineární £ást (2) a
nelineární £ást (3)

A(v)− f := v − 2

3
x, (1.15)

N(v) := x

∫ 1

0

v(t)dt. (1.16)

Nyní de�nujeme homotopii podle (8)

H(v, p) := A(v)− f − pN(v) = v(x)− 2

3
x− px

∫ 1

0

v(t)dt. (1.17)

�e²ení rovnice H(v, p) = 0 pro p ∈ (0, 1) hledáme ve tvaru °ady

v = v0 + pv1 + p2v2 + . . . . (1.18)

V rovnici A(v)− f = pN(v) porovnáme koe�cienty u mocnin p

p0 : v0 − 2
3
x = 0 ⇒ v0 =

2
3
x, (1.19)

p1 : v1 = x
∫ 1

0
2
3
tdt = 2x

3

[
t2

2

]1
t=0

= x
3
, (1.20)

p2 : v2 = x
∫ 1

0
t
3
dt = x

6
, (1.21)

...
pn : vn = 2x

3·2n = 2x
3

(
1
2

)n
, (1.22)

...

Poslední rovnost pro vn je d·sledkem integrování, nebo´
∫ 1

0
tdt = 1

2
. Hledanou

funkci u potom vyjád°íme pomocí sou£tu °ady

v =
∞∑
n=0

vn =
∞∑
n=0

2x

3 · 2n
=

2x

3

∞∑
n=0

1

2n
=

4

3
x. (1.23)

Protoºe °ada (1.23) konverguje, je °e²ením (1.14). Jelikoº ji umíme i se£íst,
m·ºeme ov¥°it dosazením do (1.14), ºe jsme na²li správné °e²ení.

Na tomto p°íklad¥ je vid¥t, ºe HPM m·ºe vést k nalezení analytického °e²ení
integrální rovnice. HPM je tedy výhodná p°edev²ím v p°ípadech, kdy lze výslednou
°adu se£íst nebo alespo¬ dokázat její konvergenci.
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b) Za£n¥me podobn¥ jako v p°íkladu a)

A(v)− f := v − 2

3
x, (1.24)

N(v) := x

∫ 1

0

v2(t)dt, (1.25)

H(v, p) := A(v)− f − pN(v) = v(x)− 2

3
x− px

∫ 1

0

v2(t)dt, (1.26)

v = v0 + pv1 + p2v2 + . . . . (1.27)

Zde se v d·sledku druhé mocniny, která se vyskytuje v integrálu (1.14), jiº
jedná o sloºit¥j²í p°íklad. Budeme tedy funkci N(v) hledat v následujícím tvaru:

N(v) = x

∫ 1

0

v2(t)dt = H0(v0)+pH1(v0, v1)+· · ·+pnHn(v0, . . . , vn)+. . . , (1.28)

kde

Hn(v0, . . . , vn) =
1

n!

∂n

∂pn

[
N

(
∞∑
k=0

pkvk

)]
p=0

=

x∫ 1

0

1

n!

∂n

∂pn

(
∞∑
k=0

pkvk

)2

p=0

= x

∫ 1

0

n∑
j=0

(vn−jvj)dt, (1.29)

kde jsme v poslední rovnosti pouºili lemma 1. Pro nelineární operátor N(v) tedy
dostáváme:

N(v) =
∞∑
k=0

pnx

∫ 1

0

n∑
j=0

(vn−jvj)dt. (1.30)

Pro H(v, p) = A(v)− f − pN(v) máme

H(v, p) =
∞∑
n=0

(pnvn)−
2

3
x−

∞∑
n=0

pn+1x

∫ 1

0

n∑
j=0

(vn−jvj)dt. (1.31)

Rovnice A(v)− f = pN(v) má pak tvar
∞∑
n=0

(pnvn)−
2

3
x =

∞∑
n=0

pn+1x

∫ 1

0

n∑
j=0

(vn−jvj)dt. (1.32)

Nyní jiº m·ºeme porovnávat koe�cienty u mocnin p

p0 : v0(x) =
2
3
x, (1.33)

p1 : v1(x) = x
∫ 1

0
v20(t)dt = x

∫ 1

0
22

32
t2dt = 22

33
x = 4

27
x, (1.34)

p2 : v2(x) = x
∫ 1

0
v0(t)v1(t) + v1(t)v0(t)dt = x

∫ 1

0
24

34
t2dt = 24

35
x = 16

234
x, (1.35)

p3 : v3(x) = x
∫ 1

0
2v0(t)v2(t) + v21(t)dt = x

∫ 1

0

(
26

36
+ 24

36

)
t2dt = 80

2187
x, (1.36)

...

pn : vn(x) = x

∫ 1

0

n−1∑
k=0

vk(t)vn−1−k(t)dt︸ ︷︷ ︸
an:=

, (1.37)

...
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U výraz· (1.33) - (1.37) není z°ejmé, k £emu by m¥la °ada
∑∞

n=0 p
nvn kon-

vergovat. Dokonce ani není úpln¥ z°ejmé, zda °ada v·bec konverguje. Kaºdý £len
vn má tvar vn(x) = anx, kde an jsou koe�cienty u x a mají tvar zlomku an = bn

cn
,

pro bn ∈ Z a cn ∈ N.

vn(x) = x

∫ 1

0

n−1∑
k=0

aktan−1−ktdt = x

∫ 1

0

t2dt
n−1∑
k=0

akan−1−k = x
1

3

n−1∑
k=0

akan−1−k.

(1.38)
Indukcí ukáºeme, ºe jmenovatel u koe�cient· an = bn

cn
je tvaru cn = 32n+1. Z

(1.33) - (1.37) vidíme, ºe to platí pro n = 0, 1, 2, 3 a induk£ní krok je zde

an =
1

3

n−1∑
k=0

bk
ck

bn−1−k

cn−1−k

=
1

3

n−1∑
k=0

bk
32k+1

bn−1−k

32(n−1−k)+1
(1.39)

=
n−1∑
k=0

1

31+2k+1+2n−2−2k+1
bkbn−1−k =

∑n−1
k=0 bkbn−1−k

32n+1
.

Bohuºel nalezení vzorce pro n-tý £len £itatele bez vyuºití rekurze není tak snad-
né, coº zp·sobuje problémy s vy²et°ením konvergence. Ale jiº po se£tení prvních
£ty° £len· °ady

∑∞
n=0 vn se dostáváme k velmi malým koe�cient·m an (°ádov¥

10−2)

u(x) = lim
p→1−

∞∑
n=0

pnvn =
2

3
x+

4

27
x+

16

234
x+

80

2187
x+ . . . ∼= 0, 917x ≈ x. (1.40)

To nás vede k my²lence odhad u(x) = x dosadit do p·vodní rovnice (1.13). Po
dosazení zjistíme, ºe jsme dosp¥li k °e²ení

x− x

∫ 1

0

t2dt = x− x

[
t3

3

]1
t=0

= x− 1

3
x =

2

3
x. (1.41)

Tento p°íklad ukázal, ºe i kdyº nejsme schopni °adu se£íst analyticky, m·ºeme
dojít k °e²ení. Zde sta£ily pouhé 4 s£ítance a uº jsme byli schopni °e²ení dob°e
odhadnout.
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1.3 Oby£ejná diferenciální rovnice

Tento p°íklad je uveden v [2], kde je °e²en podobn¥ jako v níºe uvedené první
moºnosti, ov²em bez ov¥°ení p°edpoklad· pro zám¥nu sumy a derivace.
P°íklad 3. Najd¥te °e²ení diferenciální rovnice se zadanou po£áte£ní podmínkou

u′(x) + u(x)u′(x) = 1 + x, (1.42)

u(0) = 0. (1.43)

�e²ení 3. První moºností je °e²it p°íklad p°ímo podle algoritmu nazna£eného v
úvodu, kde budeme volit:

N(v) := −vv′, (1.44)

A(v)− f := v′ − (1 + x), (1.45)

H(v, p) := v′ − (1 + x)− p(−vv′). (1.46)

Vyjád°ením v(x) pomocí °ady v =
∑∞

n=0 p
nvn a uºitím lematu 2 dostaneme

pro H(v, p) = 0

H(v, p) =

(
∞∑
n=0

pnvn

)′

− (1 + x) + p

(
∞∑
n=0

pnvn

)(
∞∑
n=0

pnvn

)′

=
∞∑
n=0

pn(vn)
′ − (1 + x) +

∞∑
n=0

pn+1

n∑
k=0

vk(vn−k)
′ = 0. (1.47)

Poloºíme koe�cienty u mocnin p rovny nule:

p0 : (v0)
′ − x+ 1 = 0 ⇒ v0 =

x2

2
+ x, (1.48)

p1 : (v1)
′ + v0(v0)

′ = (v1)
′ −
(

x3

2
+ 3x3

2
+ x
)
= 0,

v1 = −
(

x4

8
+ x3

2
+ x2

2

)
(1.49)

p2 : (v2)
′ + v0(v1)

′ + v1(v0)
′ = (v2)

′ + 3x5

8
+ 15x4

8
+ 3x3 + 3x2

2
,

v2 =
x6

16
+ 3x5

8
+ 3x4

4
+ x3

2
, (1.50)

...

Zde jsme v²echny po£áte£ní podmínky volili vn(0) = 0, coº získáme rozvinutím
(1.43) do °ady.

0 = v(0) =
∞∑
n=0

pnvn(0).

Provedeme £áste£ný sou£et

v(x) =
∞∑
k=0

pkvk ≈
3∑

k=0

pkvk = x− 7x5

8
+ . . . . (1.51)

Vidíme, ºe £leny s vy²²ími mocninami x se postupn¥ od£ítají. Proto se pokusíme
odhadnout °e²ení u(x) = x a dosadit jej do (1.42)

u(x)′ + u(x)u(x)′ = 1 + x (1.52)
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a vidíme, ºe jsme na²li °e²ení.
Druhou moºností je si nejprve pov²imnout, ºe platí rovnost (1

2
u2)′ = uu′ a

dosadit jí do (1.42). Poté výsledek snadno zintegrujeme podle x

u′(x) +

(
1

2
u(x)2

)′

= 1 + x, (1.53)

u(x) +
1

2
u(x)2 =

x2

2
+ x+ c. (1.54)

Dosazením po£áte£ní podmínky u(0) = 0 dopo£ítáme konstantu c

0 +
0

2
=

0

2
+ 0 + c ⇒ c = 0. (1.55)

Nyní jiº m·ºeme °e²it algebraickou funkcionální rovnici jako v p°edchozím
p°íkladu. Rozli²íme v rovnici lineární a nelineární £ást

N(v) := −v2

2
, (1.56)

A(v)− f := v −
(
x2

2
+ x

)
, (1.57)

H(v, p) := v −
(
x2

2
+ x

)
− p

(
−v2

2

)
. (1.58)

Funkci v rozvineme do °ady a na operátor N(v) uºijeme lemma 1:

N(v) := −1

2

(
∞∑
n=0

pnvn

)2

= −1

2

∞∑
n=0

pn
n∑

k=0

vkvn−k. (1.59)

Tím získáme rovnici
∞∑
n=0

pnvn −
x2

2
− x = −1

2

∞∑
n=0

pn
n∑

k=0

vkvn−k, (1.60)

ve které porovnáme koe�cienty u mocnin p:

p0 : v0 =
x2

2
+ x, (1.61)

p1 : v1 = −v20
2
= −

(
x4

8
+ x3

2
+ x2

2

)
, (1.62)

p2 : v2 = −v0v1 =
x6

16
+ 3x5

8
+ 3x4

4
+ x3

2
, (1.63)

p3 : v3 = −(v0v2 +
v21
2
) = −

(
5x8

128
+ 5x7

16
+ 17x6

16
+ 5x5

4
+ 5x4

8

)
, (1.64)

...

Tyto £leny jsou stejné jako v první moºnosti, proto bychom se stejným postupem
dopracovali k °e²ení u(x) = x.

V tomto p°íkladu jsme si zkusili vy°e²it diferenciální rovnici. Pokud není moº-
né rovnici p°evést na algebraickou, jako jsme to ud¥lali ve druhé moºnosti, musíme
pro °e²ení rozvinout do °ady i po£áte£ní podmínku, coº není z algoritmu v úvodu
z°ejmé.
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1.4 Parciální diferenciální rovnice

V £lánku [3] je uveden následující p°íklad, kde je °e²en kombinací HPM a Lapla-
ceovy transformace (dále jen LT). Tomuto zp·sobu °e²ení se budeme v¥novat ve
druhé kapitole. Zde se p°íklad pokusíme vy°e²it bez pouºití LT.
P°íklad 4. Nejd¥te funkci u(x,t), která v mnoºin¥ Ω = {(x, t);x ∈ [0, 1] , 0 < t}
spl¬uje diferenciální rovnici

ut +
1

2
(u2)x − u(1− u) = 0 (1.65)

a po£áte£ní podmínku

u(x, 0) = e−x. (1.66)

�e²ení 4. V £lánku [3] nejsou uvedeny okrajové podmínky zadaného problému.
My si pro zjednodu²ení problém p°evedeme na Cauchyovu úlohu. Za tímto ú£elem
roz²í°íme mnoºinu Ω, kde budeme rovnici °e²it, na Ω = {(x, t); x ∈ IR, 0 < t} a
po£áte£ní podmínku uvaºujme ∀x ∈ IR.

Máme dv¥ moºnosti, jak volit lineární £ást. První z nich, která byla uvedena v
£lánku [3], je volit A(v) = vt. Druhou moºností je volit A(v) = vt−v. Touto moº-
ností se budeme zabývat pozd¥ji. Ukaºme te¤ první moºnost. Rovnici p°epí²eme
do tvaru (1) z úvodu

ut −
[
u− 1

2
(u2)x − u2

]
= 0. (1.67)

Odtud vyjád°íme lineární a nelineární £ást

A(v)− f := vt,

N(v) := v − 1

2
(v2)x − v2.

Nyní de�nujeme homotopii

H(v, p) := vt − p

[
v − 1

2
(v2)x − v2

]
. (1.68)

Funkci v hledáme ve tvaru °ady

v = v0 + pv1 + p2v2 + . . . .

Výraz (1.68), kde v vyjád°íme °adou, poloºíme roven nule a p°evedeme na tvar
A(v)− f = pN(v)

(
∞∑
k=0

pkvk)t = p

[
(

∞∑
k=0

pkvk)−
1

2
(

∞∑
k=0

pkvk

∞∑
k=0

pkvk)x − (
∞∑
k=0

pkvk

∞∑
k=0

pkvk)

]
.

Pomocí lemmatu 1. a v¥ty 1. p°evedeme p°ede²lou rovnici do tvaru

∞∑
k=0

pk(vk)t = (
∞∑
k=0

pk+1vk)− (
∞∑
k=0

pk+1

2

k∑
i=0

(vk−ivi)x)− (
∞∑
k=0

pk+1

k∑
i=0

(vk−ivi)),
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odkud najdeme funkce vi porovnáním koe�cient· u mocnin p

p0 : (v0)t = 0 ⇒ v0 = c, (1.69)

Konstantu c (v prom¥nné t) zde ur£íme z po£áte£ní podmínky, kterou rozvi-
neme do °ady v(x, 0) =

∑∞
n=0 p

nvn(x, 0) = e−x. Dostanem tak sérii podmínek
v0(x, 0) = e−x, v1(x, 0) = 0, . . . , vn(x, 0) = 0, . . . .

p0 : v0 = e−x, (1.70)
p1 : (v1)t = v0 − (v0)

2 − 1
2
((v0)

2)x ⇒ (v1)t = e−x − e−2x + 1
2
2e−2x = e−x,

v1 = te−x, (1.71)
p2 : (v2)t = v1 − 2v0v1 − (v0v1)x ⇒ (v2)t = te−x − 2te−2x + 2te−2x = te−x,

v2 =
1
2
t2e−x, (1.72)
...

pn : (vn)t = vn−1 −
n−1∑
i=0

1

2
(vn−1−ivi)x −

n−1∑
i=0

1

2
(vn−1−ivi). (1.73)

Indukcí ukáºeme, ºe platí vn = e−xfn(t), kde fn(t) je funkce závislá pouze na
t, kterou ur£íme pozd¥ji. Pro n = 0, 1, 2 vztah platí, jak je vid¥t v (1.70) - (1.72).
P°edpokládejme tedy, ºe vztah platí pro n − 1 a dokáºeme, ºe platí pro n. Op¥t
porovnáme koe�cienty u pn. Z (1.73) dostaneme

(vn)t = e−xfn−1(t)−

A:=︷ ︸︸ ︷
n−1∑
i=0

1

2
(e−2xfn−1−i(t)fi(t))x −

B:=︷ ︸︸ ︷
n−1∑
i=0

e−2xfn−1−i(t)fi(t) . (1.74)

Derivováním ukáºeme, ºe se ob¥ sumy rovnají aº na znaménko.

A =
n−1∑
i=0

1

2
(−2)(e−2xfn−1−i(t)fi(t)) = −

n−1∑
i=0

e−2xfn−1−i(t)fi(t) = −B. (1.75)

K dokon£ení d·kazu je²t¥ pot°ebujeme zjistit tvar funkcí fn(t). Budeme op¥t
postupovat indukcí, p°i£emº jiº díky (1.70) víme, ºe f0(t) = 1

(vn)t = e−xfn−1(t),

fn(t)e
−x = vn =

∫
e−xfn−1(t)dt,

fn(t) =
∫
fn−1(t)dt =

∫ ∫
fn−2(t)dtdt = · · · =

n×︷ ︸︸ ︷∫
. . .

∫
1dt . . . dt ⇒ fn = tn

n!
.

�e²ení úlohy (1.65) - (1.66) lze tedy vyjád°it

u(x, t) = lim
p→1−

∞∑
n=0

pnvn =
∞∑
n=0

vn =
∞∑
n=0

e−x t
n

n!
= et−x. (1.76)

Vra´me se te¤ ke druhé moºnosti, tedy volb¥ A(v) = vt − v. De�nujeme si
lineární £ást, nelineární £ást a homotopii jako:

A(v)− f = vt − v (1.77)
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N(v) := −1

2
(v2)x − v2 (1.78)

H(v, p) := vt − v − p

[
−1

2
(v2)x − v2

]
(1.79)

Výraz (1.79) poloºíme roven nule, p°evedeme na tvar A(v) − f = N(v) a
funkci v vyjád°íme ve tvaru °ady v =

∑∞
k=0 p

kvk.

(
∞∑
k=0

pkvk)t − (
∞∑
k=0

pkvk) = p

[
−1

2
(

∞∑
k=0

pkvk

∞∑
k=0

pkvk)x − (
∞∑
k=0

pkvk

∞∑
k=0

pkvk)

]
.

Pomocí lemmatu 1. a v¥ty 1. p°evedeme p°ede²lou rovnici do tvaru

∞∑
k=0

pk((vk)t − vk) = −(
∞∑
k=0

pk+1

2

k∑
i=0

(vk−ivi)x)− (
∞∑
k=0

pk+1

k∑
i=0

(vk−ivi)). (1.80)

Z p°edchozí moºnosti jiº víme, ºe po£áte£ní podmínky u diferenciálních rovnic,
které nám vyjdou porovnáním koe�cient· u mocnin p, jsou bu¤ nulové pro pn, kde
n = 1, 2, . . . , nebo pro p0 máme po£áte£ní podmínku v(x, 0) = e−x. M·ºeme tedy
najít funkce vk porovnáním koe�cient· u moznin p

p0 : (v0)t− v0 = 0 ⇒ v0 = cet

v0 = et−x (1.81)
p1 : (v1)t − v1 = −1

2
(v20)x − v20 = −1

2
(−2)e2(t−x) − e2(t−x) = 0 ⇒ v1 = cet

v1 = 0et = 0 (1.82)
...

pk : (vk)t − vk = −1
2

C:=︷ ︸︸ ︷
k−1∑
i=0

(vk−ivi)x −

D:=︷ ︸︸ ︷
k∑

i=0

(vk−ivi) (1.83)

V²echny £leny vk, pro k = 1, 2, . . . , jsou nulové, nebo´ v sumách C i D je
alespo¬ jeden z £initel· v kaºdém s£ítanci roven nule. Tím dostaneme rovnici
(vk)t − vk = 0 a z po£áte£ní podmínky vk(x, 0) = 0 dostaneme vk = 0, pro k =
1, 2, . . . .

�e²ení úlohy (1.65) - (1.66) lze tedy vyjád°it

u(x, t) = lim
p→1−

∞∑
n=0

pnvn =
∞∑
n=0

vn = et−x + 0 + · · · = et−x. (1.84)

Tímto postupem jsme se téº dopracovali k °e²ení a nebylo t°eba s£ítat °adu.
�e²ení jsme dostali vy°e²ením rovnice (1.81) a tím, ºe jsme ukázali, ºe ostatní
£leny jsou nulové.

Zde jsme ukázali, ºe pokud °adu v (1.76), resp. v (1.84), umíme se£íst, je HPM
ú£inná i na parciální diferenciální rovnici.
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1.5 Burgersova rovnice

Tento p°íklad je zformulován ve [4], kde je °e²en kombinací LT a HPM. K LT
se vrátíme ve druhé kapitole. Zde se ho pokusíme vy°e²it rozvinutím po£áte£ní
podmínky do °ady.
P°íklad 5. Vy°e²te parciální diferenciální rovnici s uvedenou po£áte£ní podmín-
kou:

u(x, t)t + u(x, t)u(x, t)x = 0, (1.85)

u(x, 0) = −x. (1.86)

�e²ení 5. Ozna£íme lineární a nelineární £ást a zavedeme homotopii

A(v)− f := vt, (1.87)

N(v) := −vvx, (1.88)

H(v, p) := vt + pvvx. (1.89)

Vyjád°íme v pomocí °ady v =
∑∞

n=0 p
nvn a na N(v) aplikujeme lemma 2. Získáme

tak rovnici
∞∑
n=0

pn(vn)t = −
∞∑
n=0

pn+1

n∑
k=0

vk(vn−k)x, (1.90)

ve které porovnáme koe�cienty u mocnin p. Pro vy°e²ení jednotlivých diferenciál-
ních rovnic, které získáme, rozvineme (1.86) také do °ady

v(x, 0) =
∞∑
n=0

pnvn(x, 0) = −x, (1.91)

z £ehoº postupn¥ máme v0(x, 0) = −x, v1(x, 0) = 0, . . . , vn(x, 0) = 0, . . . . Nyní
jiº m·ºeme dopo£ítat funkce vn

p0 : (v0)t = 0 ⇒ v0 = −x, (1.92)
p1 : (v1)t = −v0(v0)x = −x ⇒ v1 = −tx, (1.93)
p2 : (v2)t = −v0(v1)x − v1(v0)x = −2tx ⇒ v2 = −t2x (1.94)
p3 : (v3)t = −v0(v2)x − v1(v1)x − v2(v0)x = 3t2x ⇒ v3 = −t3x, (1.95)

...

Indukcí ukáºeme, ºe vn = −tnx. Pro n = 0, 1, 2, 3 to platí díky (1.92) - (1.95).
Zbývá ukázat induk£ní krok

(vn)t = −
n−1∑
k=0

vk(vn−1−k)x = −
n−1∑
k=0

tk(−x)tn−1−k(−1) = −x
n−1∑
k=0

tn−1 (1.96)

= −x(n− 1)tn−1. (1.97)

Zde rovnost zintegrujeme a pouºijeme po£áte£ní podmínku vn(x, 0) = 0.

vn(x, t) =

∫
−x(n− 1)tn−1dt = −xtn. (1.98)
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Celkem pro funkci u(x, t) dostaneme °adu, kterou pro t ∈ (0, 1) umíme se£íst

u(t, x) = lim
p→1

∞∑
n=0

pnvn = −x

∞∑
n=0

tn =
−x

1− t
|t| < 1. (1.99)

Tedy pro |t| < 1 v²echny °ady konvergují, takºe pouºití lemmatu 2 bylo opráv-
n¥né. To znamená, ºe jsme dokázali existenci °e²ení a díky tomu, ºe °adu (1.99)
umíme se£íst známe, i tvar °e²ení.

Na tomto p°íklad¥ jsme ukázali, ºe pouºití HPM na Burgersovu rovnici m·ºe
vést k d·kazu existence °e²ení, nebo i k analytickému tvaru °e²ení.
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2. Laplaceova transformace a její
uºití s HPM

2.1 De�nice Laplaceovy transformace

De�nice 1. Nech´ L je prostor v²ech m¥°itelných funkcí na (0,∞) takových, ºe∫∞
0

f(x)e−sxdx existuje alespo¬ pro jedno s ∈ C. Pak Laplaceova transformace je
L{f} je funkce komplexní prom¥nné s de�nované p°edpisem

L{f}(s) :=
∫ ∞

0

f(x)e−sxdx. (2.1)

Laplaceova transformace je pro nás výhodná p°edev²ím proto, ºe p°evádí dife-
renciální rovnice na algebraické funkcionální rovnice. Jak uvidíme na p°íkladech,
vyhneme se tím rozepisování po£áte£ní podmínky do °ady. Nejprve ale uvedeme
n¥kolik základních vlastností LT.

Lemma 3. (vlastnosti Laplaceovy transformace)
(i)Vzor f(x) = 1 práv¥ tehdy, kdyº obraz L{f}(s) = 1

s
pro s ∈ C s kladnou reál-

nou £ástí ℜ(s) > 0;
(ii)Vzor f(x) = xn pro n ∈ N práv¥ tehdy, kdyº obraz L{f}(s) = n!

sn+1 , pro
ℜ(s) > 0;
(iii)Nech´ existují v²echny derivace f (i)(x) vlastní pro x ∈ (0,∞) a pro i =
0, 1, . . . , n. Dále nech´ limx→∞ f (i)(x)e−xs = 0, ∀s ∈ C a pro i = 0, 1, . . . , n − 1.
Potom platí

L{f (n)}(s) = snL{f}(s)−
[
sn−1f(0+) + sn−2f ′(0+) + · · ·+ f (n−1)(0+)

]
.

D·kaz. (i) Sta£í dosadit do de�nice∫ ∞

0

1e−xsdx =

[
−e−xs

s

]∞
0

= 0−
(
−1

s

)
=

1

s
.

(ii)Budeme postupovat indukcí. P°ípad n=0 jsme ukázali v (i). Induk£ní krok
ukáºeme integrací per partes

∫ ∞

0

xne−xsdx =

=0︷ ︸︸ ︷[
xn(−e−xs

s
)

]∞
0

−
∫ ∞

0

nxn−1(−e−xs

s
)dx =

=
n

s

∫ ∞

0

xn−1e−xsdx︸ ︷︷ ︸
IP
=

(n−1)!
sn

=
n

s

(n− 1)!

sn
=

n!

sn+1
.

(iii) Nejprve vzorec ukáºeme pro n = 1. Op¥t pouºijeme integraci per partes

L{f ′} (s) =
∫ ∞

0

f ′(x)e−xsdx =
[
f(x)e−xs

]∞
0
−
∫ ∞

0

f(x)(−s)e−xsdx =

18



= 0− f(0+) + s

∫ ∞

0

f(x)e−xsdt = sL{f} (s)− f(0+).

Nyní ukáºeme induk£ní krok dokazující tvrzení

L
{
f (n)

}
(s) =

∫ ∞

0

f (n)(x)e−xsdt =
[
f (n−1)(x)e−xs

]∞
x=0

−
∫ ∞

0

f (n−1)(x)(−s)e−xsdx

= 0− f (n−1)(0+) + s

∫ ∞

0

f (n−1)(x)e−xsdx

IP
= s

(
sn−1L{f}(s)−

[
sn−2f(0+) + · · ·+ f (n−2)(0+)

])
− f (n−1)(0+)

= snL{f}(s)−
[
sn−1f(0+) + sn−2f ′(0+) + · · ·+ f (n−1)(0+)

]
.

Lemma 4. Laplaceova transformace je lineární operátor.

D·kaz. Linearita je d·sledkem linearity integrálu. Nech´ f, g ∈ L, c ∈ (0;∞),
potom:

L{cf + g} (s) =
∫ ∞

0

(cf(x) + g(x))e−xsdx

= c

∫ ∞

0

f(x)e−xsdx+

∫ ∞

0

g(x)e−xsdx = cL{f} (s) + L{g} (s).
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2.2 Uºití LT a HPM na oby£ejnou diferenciální
rovnici

P°íklad 6. Najd¥te °e²ení diferenciální rovnice se zadanou po£áte£ní podmínkou:

u′(x) + u(x)u′(x) = 1 + x, x ∈ (0,∞), (2.2)

u(0) = 0. (2.3)

�e²ení 6. Nejprve aplikujeme LT a lemma 3

L{u′} (s) + L{uu′} (s) = L{1 + x} (s), (2.4)

sL{u} (s)− u(0+) + L{uu′} (s) = 1

s
+

1

s2
. (2.5)

Rovnici p°epí²eme do tvaru z úvodu A(u)− f −N(u) = 0.

L{u} (s) + 1

s
L{uu′} (s) = 1

s2
+

1

s3
, (2.6)

De�nujeme lineární £ást, nelineární £ást a homotopii

A(v)− f := L{v} (s)− 1

s2
− 1

s3
, (2.7)

N(v) :=
1

s
L{vv′} (s), (2.8)

H(v, p) := L{v} (s)− 1

s2
− 1

s3
+

p

s
L{vv′} (s). (2.9)

Funkci v(x) vyjád°íme pomocí °ady v =
∑∞

k=0 vkp
k, poloºíme H(v, p) = 0 a

uºijeme lemma 2

L

{
∞∑
k=0

vkp
k

}
(s)− 1

s2
− 1

s3
+

p

s
L

{(
∞∑
k=0

vkp
k

)(
∞∑
k=0

vkp
k

)′}
(s) = 0, (2.10)

L

{
∞∑
k=0

vkp
k

}
(s)− 1

s2
− 1

s3
+

1

s
L

{
∞∑
k=0

pk+1

k∑
i=0

viv
′
k−i

}
(s) = 0. (2.11)

P°i vyjad°ování funkcí vk pomocí porovnávání koe�cient· u mocnin p v rovnici

L

{
∞∑
k=0

vkp
k

}
(s)− 1

s2
− 1

s3
= −1

s
L

{
∞∑
k=0

pk+1

k∑
i=0

viv
′
k−i

}
(s)

vyuºijeme inverzní Laplaceovy transformace, tedy opa£nou implikaci v lemmatu
3.

p0 : L{v0}(s) = 1
s2
+ 1

s3
⇒ v0 = x+ x2

2
, (2.12)

p1 : L{v1}(s) = −1
s
L{v0v′0}(s) = −1

s
L{x+ 3x2

2
+ x3

2
}(s) = −

(
1
s3
+ 3

s4
+ 3

s5

)
,

v1 = −
(

x2

2
+ x3

2
+ x4

8

)
, (2.13)

p2 : L{v2}(s) = −1
s
L{v0v′1 + v1v

′
0}(s) = 1

s
L{3x2

2
+ 3x3 + 15x4

8
+ 3x5

8
}(s) =

= 3
s4
+ 18

s5
+ 45

s6
+ 45

s7
,

v2 =
x3

2
+ 3x4

4
+ 3x5

8
+ x6

16
(2.14)

...
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Funkce vn(x) zde vycházejí stejn¥ jako v p°íkladu 3 z první kapitoly, proto stejným
postupem odhadneme výsledek u(x) = x.

Z°etelnou výhodou kombinace LT s HPM na tomto p°íkladu je, ºe jsme ne-
museli po£áte£ní podmínku rozvinout do °ady. Proto je vhodné uºít LT u dife-
renciálních rovnic, pro které není snadné po£áte£ní podmínku do °ady rozvinout.
Naproti tomu sloºitost °e²ení je v¥t²í, nebo´ opakovan¥ musíme funkce transfor-
movat LT a poté je zp¥tn¥ vyjád°it pomocí inverzní Laplaceovy transformace.
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2.3 LT a HPM na Burgersovu rovnici

P°íklad 7. Najd¥te funkci u(x, t) na mnoºin¥ Ω := {(x, t) ∈ IR2; t ≥ 0, x ∈ IR}
spl¬ující rovnici

ut + uux = 0 (2.15)

a po£áte£ní podmínku:
u(x, 0) = −x. (2.16)

�e²ení 7. Zde uºijeme Laplaceovu transformaci v·£i druhé prom¥nné u(x, ·)

L{ut}(s) + L{uux}(s) = 0, (2.17)

sL{u}(s)− lim
t→0+

u(x, t) + L{uux}(s) = 0, (2.18)

L{u}(s) + x

s
+

1

s
L{uux}(s) = 0. (2.19)

De�nujeme lineární a nelineární £ást a zavedeme homotopii

A(v)− f := L{v}(s) + x

s
, (2.20)

N(v) := −1

s
L{vvx}(s), (2.21)

H(v, p) := L{v}(s) + x

s
+

p

s
L{vvx}(s). (2.22)

Funkci v vyjád°íme pomocí °ady
∑∞

n=0 p
nvn a uºijeme lemma 2

L{
∞∑
n=0

vnp
n}(s) + x

s
+

p

s
L{

(
∞∑
n=0

vnp
n

)(
∞∑
n=0

vnp
n

)
x

}(s) = 0, (2.23)

L{
∞∑
n=0

vnp
n}(s) + x

s
= −1

s
L{

(
∞∑
n=0

pn+1

n∑
k=0

vk(vn−k)x

)
}(s). (2.24)

Zde porovnáme koe�cienty u mocnin p

p0 : L{v0}(s) = −x
s
⇒ v0 = −x, (2.25)

p1 : L{v1}(s) = − x
s2

⇒ v1 = −tx, (2.26)
p2 : L{v2}(s) = − x

s3
− x

s3
⇒ v2 = −t2x, (2.27)

p3 : L{v3}(s) = −2x
s4

− 2x
s4

− 2x
s4

⇒ v3 = −t3x, (2.28)
...

Indukcí ukáºeme, ºe vn = −tnx. Pro n = 0, 1, 2, 3 to platí jak vidíme v (2.25)
- (2.28). P°i hledání funkce vn pomocí v²ech p°edchozích v0, . . . , vn−1 ukáºeme, ºe
budeme mít n s£ítanc· jak je vid¥t z £lenu

∑n−1
k=0 vk(vn−k)x a kaºdý ze s£ítanc·

bude mít tvar

L{tkxtn−1−k}(s) = L{tn−1x}(s) = (n− 1)!x

sn
, (2.29)
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kde jsme vyuºili linearity LT. Získáváme tak vztah pro vn

L{vn}(s) = −1

s
n
(n− 1)!x

sn
= − n!x

sn+1
⇒ vn = −tnx. (2.30)

Pro hledanou funkci u(x, t) tedy platí

u(x, t) = lim
p→1−

∞∑
n=0

vnp
n =

∞∑
n=0

−tnx =
−x

1− t
(2.31)

v Ω = {(x, t) ∈ IR2; t ∈ (0; 1), x ∈ IR}.

Ukázali jsme, ºe pokud pouºijeme LT vzhledem k jedné prom¥nné, m·ºeme LT
v kombinaci s HPM °e²it i parciální diferenciální rovnice. Postup, který jsme zde
ukázali, lze aplikovat na Burgersovu rovnici s r·znými po£áte£ními podmínkami.
Toho budeme vyuºívat v dal²í kapitole. Po£áte£ní podmínka se projeví aº p°i
vyjad°ování funkcí vn. Protoºe první funkci v0 získáme vztahem v0 = u(x, 0),
ostatní funkce vn se zm¥ní také. Odvozujeme je totiº induktivn¥ pomocí v²ech
p°edchozích funkcí (tedy i v0).
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3. Srovnání HPM a metody
charakteristik pro Burgersovu
rovnici

Jak jsme jiº na mnoha p°íkladech ukázali, HPM je ú£inná pro °e²ení n¥kterých
PDR a pomohla nám najít bu¤ analytické °e²ení, nebo se k °e²ení p°iblíºit pomocí
£áste£ných sou£t·. Proto nyní vyzkou²íme, jak se metoda bude chovat pro rovnice,
u kterých není z°ejmá ani existence °e²ení. Ukáºeme její vlastnosti na Burgersov¥
rovnici s r·znými po£áte£ními podmínkami a výsledky porovnáme s metodou
charakteristik.

3.1 Metoda charakteristik

Uvaºujme kvazilineární PDR. M¥jme tedy f ∈ C2(IR), u0 ∈ C1(IR) a rovnici

∂u

∂t
+

∂f(u)

∂x
= 0 (3.1)

v (x, t) ∈ IR× (0, T ) pro n¥jaké T > 0. Ozna£íme-li dále λ = f ′ dostáváme

∂u

∂t
+ λ(u)

∂u

∂x
= 0. (3.2)

Tuto rovnici doplníme o po£áte£ní podmínku

u(x, 0) = u0(x). (3.3)

P°edpokládejme nyní existenci °e²ení tohoto problému. P°i°a¤me k rovnici
parametrické k°ivky

x = ξ(s), (3.4)

t = t(s) = s, (3.5)

pro s ∈ J kde J je otev°ený interval. Pokud jsou k°ivky °e²ením ODR

dξ(s)

ds
= λ(u), (3.6)

platí potom

du(ξ(s), t(s))

ds
=

∂u

∂t
+

∂u

∂x

dξ(s)

ds
=

∂u

∂t
+ λ(u)

∂u

∂x
= 0, (3.7)

odkud vidíme, ºe
du(ξ(s), t(s))

ds
= 0. (3.8)

�e²ení u(x, t) je tedy na k°ivce (ξ(s), s) konstantní

u(ξ(s), t(s)) = konst. (3.9)
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Nyní se vrátíme k °e²ení (3.6). Dostáváme

dξ(s)

ds
=

konst︷ ︸︸ ︷
λ(u(ξ(s), t(s))︸ ︷︷ ︸

konst

), (3.10)

tedy °e²ením (3.6) jsou p°ímky

ξ(s) = λ(u(ξ(s), t(s)))s+ x0. (3.11)

Vyuºijeme parametrizace k°ivky x = ξ(s), t = s a její vlastnosti, ºe °e²ení
problému (3.2) - (3.3) je na p°ímce (3.11) konstantní. Dostáváme tak

u(x, t) = u(x0, 0) = u0(x0) = u0(x− λ(u(x, t))t), (3.12)

£ímº jsme získali implicitní vyjád°ení °e²ení. Pokud de�nujeme posloupnost funkcí

u0(x, t) := u0(x),

un(x, t) := u0(x− λ(un−1(x, t))t), (3.13)

a pokud existuje limita v(x, t) := limn→∞ un(x, t), potom funkce v(x, t) spl¬uje
implicitní rovnici (3.12). Pokud limitu neumíme analyticky ur£it, m·ºeme °e²ení
aproximovat n-tým £lenem posloupnosti (3.13).

Metoda charakteristik také umoº¬uje vylou£it existenci klasického °e²ení od
n¥jakého £asu T ∗ > 0. P°edpokládejme existenci klasického °e²ení. Pokud se v
n¥jakém £ase T ∗ > 0 dv¥ charakteristiky protnou v bod¥ x, bude tam funkce
u(x, t) nabývat dvou r·znych hodnot. A to je spor vylu£ující existenci klasického
°e²ení.

Lemma 5. Nech´ λ(u) = u a nech´ existuje interval [a, b] ⊂ IR, pro který platí
minξ∈[a,b] u

′
0(ξ) < 0. Potom klasické °e²ení pro t ≥ − 1

minξ∈[a,b] u
′
0(ξ)

neexistuje.

D·kaz. Jelikoº λ(u) = u, lze charakteristiky vyjád°it jako

x = u(x, t)t+ x0, (3.14)

u(x, t) = u(x0, 0) = u0(x0). (3.15)

x = u0(x0)t+ x0, (3.16)

Navíc díky minξ∈[a,b] u
′
0(ξ) < 0 víme, ºe existují po£áte£ní body x1, x2 ∈ [a, b]

tak, ºe x1 < x2 a p°itom u0(x1) > u0(x2). Dostaneme tak charakteristiky

x = u0(x1)t+ x1, (3.17)
x = u0(x2)t+ x2. (3.18)

Ode£tením rovnic a úpravou získáme

0 =

>0︷ ︸︸ ︷
(u0(x1)− u0(x2)) t+

<0︷ ︸︸ ︷
x1 − x2, (3.19)

0 < x1−x2

u0(x1)−u0(x2)
= t. (3.20)
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Dostali jsme tak £as t > 0 ve kterém se charakteristiky protnou. Funkce u
tak v bod¥ (x, t) nabývá dvou r·zných hodnot. To je spor a existence klasického
°e²ení pro £as t je tak vylou£ena.

Nyní jiº víme, ºe existují alespo¬ dv¥ charakteristiky, které se protnou. Uva-
ºujme tedy dv¥ libovolné, které se protnou

x = u0(x3)t+ x3, (3.21)
x = u0(x4)t+ x4. (3.22)

Ty se protnou v bod¥ (x, t) a dostaneme tak

u0(x3)t+ x3 = u0(x4)t+ x4, (3.23)

t =
x3 − x4

u0(x4)− u0(x3)
= − 1

u′
0(ξ)

, (3.24)

pro n¥jaké ξ ∈ [a, b], kde jsme uºili v¥tu o st°ední hodnot¥. Nejmen²í £as t kdy se
charakteristiky mohou protnout je

t = − 1

minξ∈[a,b] u
′
0(ξ)

. (3.25)
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3.2 Burgersova rovnice s po£áte£ní podmínkou sin(x)

P°íklad 8. �e²te parciální diferenciální rovnici

ut(x, t) + u(x, t)ux(x, t) = 0 (3.26)

s po£áte£ní podmínkou
u(0, x) = sin(x) (3.27)

na mnoºin¥ Ω = {(x, t) ∈ IR2; t ≥ 0, x ∈ IR}.

�e²ení 8. Metoda charakteristik vylu£uje existenci klasického °e²ení pro £asy
t > 1, nebo´ podle lemmatu 5 získáme nejmen²í £as T ∗, kde se charakteristiky
mohou protnout jako

T ∗ = − 1

minx∈[0,2π] u
′
0

= − 1

cos(π)
= 1. (3.28)

P°edpokládáme-li existenci °e²ení, dává nám metoda charakteristik pro °e²ení
implicitní vzorec

u(t, x) = sin(x− u(t, x)t). (3.29)

De�nujeme po£áte£ní funkci u0(x, t) = sin(x) a funkce un(x, t) := sin(x −
un−1(t, x)t). Pokud existuje limita limn→∞ un(x, t), potom funkce

v(x, t) = lim
n→∞

un(x, t)

spl¬uje rovnici (3.29). Dokázat existenci limity není snadné, proto budeme uva-
ºovat pouze numerické °e²ení. Toto °e²ení de�nujeme jako n-tý £len posloupnosti
un. Pro aproximaci °e²ení tak spo£teme pouze n¥kolik prvních £len· posloupnosti.
Po 100 iteracích nám Wolfram Mathematica vykreslí graf (viz Obrázek 3.1)

Nyní na tuto metodu aplikujeme HPM v kombinaci s LT. Nejprve na rovnici
pouºijeme LT ve druhé prom¥nné u(x, ·)

sL{u} − lim
t→0+

u(x, t) + L{uux} = 0, (3.30)

L{u} − sin(x)

s
+

1

s
L{uux} = 0. (3.31)

De�nujeme lineární a nelineární £ást a zavedeme homotopii

A(v)− f := L{v} (s)− sin(x)

s
, (3.32)

N(v) := −1

s
L{uux} (s), (3.33)

H(v, p) := L{v} (s)− sin(x)

s
+

p

s
L{vvx} (s). (3.34)

Funkci v zapí²eme ve tvaru °ady v =
∑∞

n=0 p
nvn a pouºijeme lemma 2

H(v, p) = L

{
∞∑
n=0

vnp
n

}
(s)− sin(x)

s
+

1

s
L

{
∞∑
n=0

pn+1

n∑
k=0

vk(vn−k)x

}
(s). (3.35)
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Obrázek 3.1: metoda charakteristik

Poloºíme H(v, p) rovno nule, p°evedeme nelineární £ást N(v) na druhou stra-
nu rovnosti a porovnáme koe�cienty u mocnin p:

p0 : L{v0}(s) = sin(x)
s

,

v0 = sin(x) (3.36)

p1 : L{v1}(s) = 1
s
L{v0(v0)x} = sin(x) cos(x)

s2
,

v1 = −t sin(x) cos(x), (3.37)

p2 : L{v2}(s) = −1
s
L{v0(v1)x + v1(v0)x} = sin(x) cos2(x)+sin2(x) cos(x)

s3
,

v2 =
t2

2

(
sin(x) cos2(x) + sin2(x) cos(x)

)
, (3.38)

...
pn : Lvn(s) = −1

s
L{
∑n−1

k=0 vk(vn−1−k)x},
vn = − t

n

(∑n−1
k=0 vk(vn−1−k)x

)
. (3.39)

Zde není z°ejmé, k £emu by °ada m¥la konvergovat a zda v·bec konverguje.
Dostaneme v²ak induktivní vzorec. Proto jsem vyuºil matematický software, který
po se£tení prvních 100 £len· posloupnosti dává výsledek (viz Obrázek 3.2)

Ten se pro £asy t < 0, 65 dá srovnat s metodou charakteristik. Rozdíl °e²ení
je v °ádech setin. Naproti tomu pro £asy t > 0, 7 numerické experimenty ukazují,
ºe °ada diverguje a výsledky jsou tak zcela nepouºitelné.
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Obrázek 3.2: metoda charakteristik

3.3 Burgersova rovnice s po£áte£ní podmínkou 2 sin2(πx)
1+x3

P°íklad 9. �e²te parciální diferenciální rovnici

ut(x, t) + u(x, t)ux(x, t) = 0 (3.40)

s po£áte£ní podmínkou

u(x, 0) =
2 sin2(πx)

1 + x3
(3.41)

na mnoºin¥ Ω = {(x, t) ∈ IR2; t ≥ 0, x ∈ IR}.

�e²ení 9. Nejprve se podíváme, pro jaké £asy m·ºeme vylou£it existenci klasic-
kého °e²ení. Pro ten ú£el spo£teme u′

0(x)

u′
0(x) =

(
2 sin2(πx)

1 + x3

)′

=
4π sin(πx) cos(πx)

1 + x3
− 6x2 sin2(πx)

(1 + x3)2
. (3.42)

Tato funkce nabývá záporného minima a to v bod¥ x = −0.269059. Podle
lemmatu 5 se charakteristiky protnou nejd°íve v £ase

t = − 1

u′(−0.269059)
= 0.151172. (3.43)

Proto budeme hledat °e²ení pouze pro £asy t ≤ 0, 15. Metoda charakteristik
nám zde dává implicitní vzorec

u(x, t) =
2 sin2(π(x− u(x, t)t)

1 + (x− u(x, t)t)3
. (3.44)
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De�nujeme po£áte£ní funkci v0(x, t) := u0(x) a posloupnost funkcí

vn(x, t) =
2 sin2(π(x− vn−1(x, t)t)

1 + (x− vn−1(x, t)t)3
.

Pokud limita limn→∞ vn(x, t) existuje, potom funkce v(x, t) = limn→∞ vn(x, t)
spl¬uje rovnost (3.44). Pro aproximaci °e²ení uºijeme n¥kolik prvních £len·.
Wolfram Mathematica pro £len v15 vykreslí graf (Obrázek 3.3).

Obrázek 3.3: metoda charakteristik

Pokud pouºijeme HPM a LT budeme postupovat stejn¥ jako v p°edchozím p°í-
kladu. Jediný rozdíl je v po£áte£ní podmínce. Coº znamená, ºe sice dostaneme
stejný induktivní vzorec, ale s rozdílnou po£áte£ní funkcí

v0 =
2 sin2(πx)

1 + x3
, (3.45)

vn = − t

n

(
n−1∑
k=0

vk(vn−1−k)x

)
. (3.46)

Tento p°íklad je náro£n¥j²í na pam¥´ po£íta£e, proto jsem pro vykreslení grafu
pouºil pouze nejprve sou£et prvních 5-ti £len· a poté sou£et prvních 15-ti £len·.
Dostaneme výsledky (viz Obrázek 3.4 resp. Obrázek 3.5)

Aproximace °e²ení získaná metodou HPM se£tením prvních 5-ti £len· výraz-
n¥ji osciluje od £asu t = 0, 07, zatímco p°i se£tení prvních 15-ti £len· se oscilace
projevují uº v £ase t = 0, 01 Proto je HPM v tomto p°ípad¥ zcela nepouºitelná.
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Obrázek 3.4: metoda charakteristik

Obrázek 3.5: metoda charakteristik
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Záv¥r

V úvodu jsme se seznámili s metodou, která nám umoºnila analyticky p°epsat
funkcionální rovnice do tvaru, ze kterého lépe odvodíme °e²ení nebo alespo¬ bu-
deme moci °e²ení aproximovat. HPM uºívá p°epsání funkcí do sou£tu nekone£né
°ady. Jednotlivé £leny °ady hledáme induktivním zp·sobem pomocí v²ech p°ed-
chozích, jiº nalezených, £len·.

V první kapitole jsme ukázali, ºe HPM je ú£inným nástrojem pro hledání
analytického °e²ení pro r·zné typy funkcionálních rovnic. Ukázali jsme zp·sob,
jak se za pomoci HPM dají °e²it integrální, diferenciální a algebraické funkcionální
rovnice. Ve v²ech zmín¥ných p°íkladech první kapitoly se nám poda°ilo dosp¥t k
°e²ení. Bu¤to d·kazem konvergence výsledné °ady, coº ihned implikovalo existenci
klasického °e²ení a jeho tvar, nebo odhadem °e²ení pomocí sou£tu prvních n¥kolika
£len· výsledné °ady, kde jsme se p°esv¥d£ili o správnosti °e²ení dosazením do
zadané rovnice.

Ve druhé kapitole jsme pro °e²ení diferenciálních rovnic zkombinovali LT s
HPM. Výsledkem bylo intuitivn¥j²í za£len¥ní po£áte£ní podmínky problému do
°e²ení pomocí HPM. Nemuseli jsme tak rozvíjet po£áte£ní podmínku do °ady,
abychom ji mohli správn¥ zakomponovat do HPM. Naproti tomu, uºití LT nám
zvý²ilo po£et operací p°i hledání jednotlivých s£ítanc· pro výslednou °adu. Museli
jsme uºít LT a je²t¥ zp¥tnou Laplaceovu transformaci. Bylo tak pot°eba víc krok·,
neº kdyº jsme jednou integrovali bez pouºití LT.

Dobré výsledky p°i hledání °e²ení v p°íkladech prvních dvou kapitol nás in-
spirovaly k uºití HPM a LT pro °e²ení sloºit¥j²ích p°íklad·. Konkrétn¥ k °e²ení
Burgersovy rovnice s po£áte£ními podmínkami, pro které není z°ejmá ani existen-
ce klasického °e²ení. A£koliv nám vºdy vy²la °ada, o jejíº konvergenci není snadné
rozhodnout, pro po£áte£ní podmínku u(x, 0) = sin(x) jsme do £asu t < 0, 65 získa-
li pouºitelnou aproximaci °e²ení pomocí se£tení prvních 100 £len· výsledné °ady.
Aproximace byla srovnatelná s metodou charakteristik. Ov²em pro £asy t > 0, 7
£áste£ný sou£et výsledné °ady siln¥ osciloval a nazna£oval tak, ºe výsledná °ada
pro tyto £asy diverguje. O pouºitelné aproximaci se tak nedá mluvit.

V druhém p°íkladu poslední kapitoly jsme testovali HPM pro Burgersovu
rovnici s po£áte£ní podmínkou u(x, 0) = 2 sin2(πx)

1+x3 . V tomto p°íkladu se £áste£né
sou£ty odchylují od aproximace °e²ení získaného metodou charakteristik výrazn¥-
ji. �e²ení oscilují s kaºdým s£ítancem pro niº²í £asy t. P°i patnácti s£ítancích se
odchylky objevují jiº pro £as t = 0, 01. HPM tak op¥t nedává pouºitelné výsledky.

V bakalá°ské práci jsme tak ukázali, ºe pomocí HPM lze °e²it °adu diferenci-
álních, integrálních a algebraických funkcionálních rovnic. Ale zárove¬ jsme uká-
zali, ºe HPM není univerzální metodou. V obou zmín¥ných p°íkladech ve t°etí
kapitole se za£ala HPM odchylovat od aproximace °e²ení získané pomocí metody
charakteristik d°íve, neº metoda charakteristik vylou£ila existenci klasického °e-
²ení. Výhodou HPM je, ºe pro p°ípad Burgersovy rovnice s po£áte£ní podmínkou
u(x, 0) = sin(x) m·ºeme na rozdíl od metody charakteristik nalézt analytické
°e²ení.

32



Seznam pouºité literatury

[1] Feistauer, Miroslav. : Diskrétní metody °e²ení diferenciálních rovnic. 2.
vydání. Praha: Matfyz Press, 2002.

[2] Ghorbani, Asghar. : Beyond Adomian polynomials: He polynomials. Chaos,
Solitons and Fractals 2009; 39: 1486�1492

[3] Jafari, Hossein, Zabihi,M., Saidy,M. : Homotopy perturbation transform
method for nonlinear equations using He's polynomials. Applied Mathema-
tical Sciences, 2011; 61, 1963�1967

[4] Khan, Yasir, Wu, Qingbiao. : Application of Homotopy-Perturbation Me-
thod for Solving Gas Dynamics Equation. Applied Mathematical Sciences,
Vol. 2, 2008; 48, 2393 - 2396

[5] Miansari, Mo., Haghparast, N.,Miansari, Me.,Barari, A.,Ganji,
D.D. : Application of He's variational iteration method to nonlinear Hel-
mholtz Equation and Fifth-order KDV Equation. Departments of Civil and
Mechanical Engineering, Babol University of Technology,

[6] He, Ji-Huan. : Some asymptotic methods for strongly nonlinear equations.
International Journal of Modern Physics B, Vol. 20, No. 10 (2006) 1141-1199

[7] He, Ji-Huan. : New interpretation of homotopy perturbation method. Inter-
national Journal of Modern Physics B, Vol. 20, No. 18 (2006) 2561-2568

[8] He, Ji-Huan. : A coupling method of a homotopy technique and a perturbati-
on technique for non-linear problems. International Journal of Non-Linear
Mechanics 35, 2000, 37-43

[9] Felcman, Ji°í. : Matematické metody v mechanice tekutin. Praha: KNM
Press, 2012.

[10] Pick, Lubo², Spurný, Ji°í. : Matematická analýza 1b. Praha: KMA, 2011.

[11] Pick, Lubo². : Matematická analýza 2a. Praha: KMA, 2011.

[12] Sou£ek, Vladimír. : Matematika pro fyziky IV. Praha: Matematický ústav,
2011.

[13] Rokyta, Mirko. : Parciální diferenciální rovnice 1 - Klasická teorie. Praha:
KMA, 2011.

33



Seznam pouºitých zkratek

HPM. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .homotopy perturbation method

LT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Laplaceova transformace

ODR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . oby£ejná diferenciální rovnice

PDR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . parciální diferenciální rovnice

N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . mnoºina p°irozených £ísel

Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .mnoºina celých £ísel

IR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .mnoºina reálných £ísel

C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . mnoºina komplexních £ísel

Ck(Ω) . . . . mnoºina funkcí se spojitými parciálními derivacemi aº do k-tého °ádu

∂n

∂pn
[.]p=0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n-tá parciální derivace podle p v bod¥ p = 0

Dαv(x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .α-tá derivace funkce v

ut(x, t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . parciální derivace funkce u(x, t) podle t

ux(x, t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . parciální derivace funkce u(x, t) podle x

ℜ(s) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . reálná £ást komplexního £ísla s

34


