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Abstrakt: Bakalarskd prace se zabyvd metodou homotopie pro feSeni riznych
druhu funkcionalnich rovnic. V ivodu je metoda zformulovana. V prvni kapitole
je pak uziti na nékolika typech funkcionalnich rovnic. Ve druhé kapitole se se-
znamime s Laplaceovou transformaci a zkombinujeme ji s metodou homotopie
pro feSeni diferencialnich rovnic. V posledni kapitole je feSena Burgersova rovnice
pro rizné pocatecni podminky. Pro tyto podminky vySetifujeme existenci feSeni,
piipadné jeho aproximaci. Metodu homotopie porovndvame s metodou charakte-
ristik. Aplikujeme metodu homotopie pro nékteré ¢asy, kde metoda charakteristik
existenci klasického feseni nevylucuje.
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to find the solution of the Burgers equation with different initial conditions. For
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Uvod

Mnoho fyzikalnich déji se da popsat pomoci parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Tyto rovnice jsou vSak v mnoha ptipadech silné nelinedrni a najit jejich presné
analytické feSeni je zpravidla obtizné a Casto iplné nemozné. Jak je uvedeno v
[1], t¥ida diferencialnich rovnic, jejichz TeSeni lze vyjadfit kone¢nou kombinaci
elementarnich funkci a jejich neurcitych integrali, neni velkd. Bylo dokézano, ze
napiiklad tyto jednoduSe vypadajici rovnice do této t¥idy nepatii:

y' =2+

y = 6y° + 7.

Proto je tifeba hledat metody, které dovedou nelinedrni rovnice prevést do
tvaru v némz se snaze priblizime teSeni a je tak jednodussi ho dobfe aproximovat.

Metoda homotopie (Homotopy Perturbation Method, dale jen HPM) nam
umoznuje problém pieformulovat tak, aby feSeni Slo zapsat ve tvaru nekonec-
né fady, piipadné toto fesSeni aproximovat pomoci ¢astecného souc¢tu rady. Tato
metoda, jak ukdzeme na piikladech, je efektivni pii hledani feseni nékterych funk-
cionalnich rovnic jako jsou parcidlni diferencialni rovnice, obycejné diferencialni
rovnice, integralni rovnice nebo algebraické funkcionélni rovnice. K redlnému fe-

,,,,,,

tieba v piikladu 2 b).

Zakladni idea HPM
Nejprve si zformulujeme obecny postup. Mé&me otevienou mnozinu £ C IR%.
Zadany problém je najit feSeni funkcionalni rovnice:

Au(z)) = N(u(z)) = f(), (1)

kde € € je realnd proménnd a hledame funkci u € C*(€2) z prostoru funkei,
které maji spojité viechny parcidlni derivace az do k-tého fadu, f € C*(Q) je
zadana funkce, N: C*(Q2) — C*(Q) je nelinearni operator, A: C*(Q) — C*(Q) je
takovy lineadrni operator, ze feSeni rovnice

umime snadno nalézt.
Nyni si zavedeme homotopii. Definujeme funkce:

F(o) = A(v) - f, ©)
L(v) := F(v) — N(v), (3)

kde L(v) = 0 je problém (1), ktery mame tesit a F'(v) = 0 je rovnice, jejiz feSeni
v(x) lze snadno nalézt. Homotopii definujeme jako prechod mezi témito funkcemi:

H(v,p) = (1= p)F(v) + pL(v) (4)

pro p € [0,1].



Méme tedy

Vztah pro H (v, p) si pfepiSeme do tvaru ve kterém ho budeme aplikovat
H(v,p) = (1 =p)F(v) +pL(v) = A(v) = f = pF(v) + p(F(v) = N(v)),  (7)
H(v,p) = A(v) = f = pN(v), (8)
Pro p € (0,1) hledame FeSeni rovnice H (v, p) = 0 ve tvaru
v(x) = vo(x) + pvi(x) + p*va(x) + ..., 9)

kde v;(x) € C*(Q) jsou funkce, které nalezneme induktivng. Ne je budeme hledat,
prepiSeme si operator N (v). Predpokladejme, 7e N(v) lze vyjadiit ve tvrau

N(v) = Ho(vo) + pHy(vo,v1) + - + p"Hp(vo, ..., vn) + ..., (10)

potom H, maji tvar

H,(vg...,v,) = %;—Zn [N (Zpkyk>] , (11)

coz nahlédneme derivovanim (10) podle p. Funkce H,(vo, . .., v,) se nazyvaji Heo-
vy polynomy. Nyni funkce v; nalezneme pomoci porovnavani koeficientti u mocnin
p v rovnici A(v) — f = pN(v):

p° A(vg) — f =0, (12)
P A(v1) = Ho(vo), (13)
P A(v,) = Hyoq(vo, Un—1) (14)

Pokud se nam podaii nalézt funkci

uw(z) = lim v(z) = lim Zp v (15)

p—1_ p—)l

muzeme ji dosadit do (1) a zjistit, zda jsme nasli hledané FeSeni. Jestlize fadu
setist neumime, pokusime se dosazenim ¢aste¢ného sou¢tu (15) do (1) zjistit, zda
jsme se dostali blizko hledané funkce u(x).



1. Aplikace HPM na prikladech

Vys8e uvedeny postup budeme ilustrovat na nékolika piikladech. Nejprve zformu-
lujeme dvé lemmata, kterd v prikladech opakované pouzijeme:

Lemma 1. Necht > 7 p"v, a Y oo o p™ Wy, jsou konvergentni fady a necht i
Fada Y 0" o p" D iy Vin—; konverguje. Potom plati

<Z P"”n) (Z mem) => "> viwn. (1.1)

n
i=0
Driikaz. Jelikoz vSechny fady jsou konvergentni, miizeme psat
(vo + pv1 + pPvg + ... ) (wo + pwy + PPws + .. )

= vowy + p(viwg + vowy) + p*(vows + viw, + vowg) + . ...

Jedna se o specialni piipad véty z [10, Véta 4.2.9]: Necht > % jan, > oo b

m=0"“m

jsou konvergentni fady, jejichz Cauchyiv soucin Y .-, Zf:o ax—;b; konverguje.

Pak plati
o k 00 00
n=0 m=0

k=0 i=0
Pouze jsme za posloupnost a,, volili p™v,, za posloupnost b, volili p"™v,,, a prislusné
mocniny p jsme vytkli ped vnitini sumu. [

Pfed zformulovanim druhého lemmatu zavedeme oznaceni. o = («ay, ..., aq)
nazveme multiindexem, |a] = a3 + -+ + ag nazveme vyskou multiindexu « a

olely(ax . . v e
D*v(x) = W nazveme a-tou derivaci funkce v(x). A jesté pfipomeneme
1 0%

vétu z [11, Véta 10.21]:

Véta 1. (0 zaméné sumy a derivace) Necht > 7 f, je fada funkei z IR do
IR splhujicich
()Vn € N existuje vlastni a-ta derivace na oteviené omezené mnoziné Q2 C IR?,
(ii)existuje xo € Q takove, ze >~ fn(ao) konverguje (jakozto Fada ¢isel),
(iii)fada > 7, D f,(x) konverguje stejnomérné na (2.
Potom fada ) fn(x) konverguje stejnomérné na Q a Va € Q plati:

D* (Z fn<as>> => D*fu(x).

Lemma 2. Necht operdtor N(v) je tvaru N(v) = v(x)D(x). Necht v(x) =
Yol oUnd" a funkce v,(x) splituji predpoklady véty 1. Necht navic konverguje
Fada Y 0" o p" (O p_o vk() D,y (x)). Potom lze operdtor N(v) prepsat pomoci
Fady jako N(v(@)) = 3070 " (k=0 Ur(T) D vn_i()).

Diikaz. Z piedpokladi pro operator N(v) dostavame

N(v) =vD% = (Zp”vn) D~ (Z p”vn> :
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Z véty 1. vime, ze druhd suma konverguje a plati

N(v) = (i p"vn> <i p"Do‘vn> :

n=0

Pokud volime w,, = D%v,, jsou splnény piedpoklady lemmatu 1 a mizeme
sumy vynasobit, ¢imz ziskime pozadované

N(v(m) =) _p" (Z vk(a:)Do‘vnk(a:)> :



1.1 Algebraicka funkcionalni rovnice

Nésledujici ptiklad je uveden v [2], kde je HPM uZivana hlavné pro nalezeni
Heovych polynomii. My se zaméiime na hledani analytického feSeni.
Piiklad 1. Najdéte tfeSeni funkcionalni rovnice:

u(z) — () = f (), (12)
kde f(x): R — IR je zadana funkce a u(x) : IR — IR je funkce kterou hledame.

Reseni 1. Oznacime podle (2), (3) z 1vodu linedrni a nelinedrni éist rovnice a
podle (8) definujeme homotopii

N(v) = v3(z), (1.3)

Alv) = f=v(x) = f(=), (1.4)

H(v,p) i= v(z) - f(2) — po*(a). (1.5)

Funkci v(z) hleddme ve tvaru fady v = Y~ p"v,. Nejprve rozndsobime

(ZZOZO p”vn)3 pomoct lemmatu 1

() () () - (5 B )

- (iﬂ%) (ip”vn> = ipn (i Ukan_k>

n=0 n=>0 n=0 k=0
00 n n—k
= an (Z Vi (Z vn_k_jvj>> . (16)
n=0 k=0 7=0

Dosadime (1.6) do (1.5). Polozime vysledek roven 0 a pievedenim pN(v) na
druhou stranu ziskdme rovnost A(v) — f = pN(v)

<Zp”vn> — f(x) = Zp”“ <Z Vg (Z_: vnkjvj>> , (1.7)

Funkce v; nalezneme porovndvdnim koeficienti v mocnin p v rovnici (1.7)
P w=1, (1.8)
P v =03 = f3 (1.9)
P’ vy = 3vivg = 3f°, (1.10)
P’ v3 = 3vaud + 3vivg = 127, (1.11)
p

Yooy = 03 4 3vdus + 6vivavg = 557, (1.12)

Funkci u(x) ziskdme ndsledovné

= lim Zp V= f+ P32+ 12T +55f7 +.. .. (1.13)



Pokud jsou pro zadané f(x) rady

) n n n—k
anop +1 <Zk=0 Uy, (Zj:O Un—k—j”j)) y
(> P"vn)

konvergentni, pak jsou splnény predpoklady lemmatu 1 a vyslednd funkce je tak
hledangm Fesenim. Napriklad pro f(x) = 0 okamzité ziskdvame FeSeni u(x) = 0.
Ovsem funkce ui(x) = 1 aug(x) = —1, které zrejme (1.2) také resi, touto metodou
neziskdme. Je tedy videt, Ze pouZitim HPM nalezneme nejvyse jedno resent, 1 kdyz
uloha mize mit resent vic.

Ddle pokud |f| > 1, potom fada v (1.13) zrejmé diverguje a o Feseni (1.2)
nemizeme nic Tict. A to ani, Ze Teseni neexistuje, nebot v (1.6) nelze rozndsobit
sumy a v (1.13) nelze uZit vétu o zaméné sumy a limity. Pro f(x) =6 je funkce
u(x) = —2 zrejmé resenim (1.2), metodou homotopie ho viak nenalezneme.

Tento piiklad v [2| byl motivovan predevsim efektivitou nalezeni Heovych po-
lynomii. Moznost nalezeni feSeni byla zminéna pouze jako dalsi pozitivni vliastnost
metody. Pokud se vSak zajimadme pouze o nalezeni feSeni, nemusi byt vzdy HPM
uc¢inna.



1.2 Integralni rovnice

Cast b) tohoto piikladu je uvedene v [2]. Cast a) je adaptaci b).
Piiklad 2. Najdéte funkei u(x) splijici integralni rovnici

u(z) — J:/O W (t)dt = Zx, (1.14)

a)pro j =1,
b)pro j = 2.

Reseni 2. a)Zadand rovnice je zde ve tvaru (1). Oznacime si linedrni éist (2) a
nelinedrni ¢dst (3)

Alw)— fi=v— zx, (1.15)

N(v) = x/ol v(t)dt. (1.16)

Nyni definujeme homotopii podle (8)

9 1
H(v,p) := A(v) — f —pN(v) = v(z) — 3% —p:r/ v(t)dt. (1.17)
0
Resent rovnice H(v,p) =0 pro p € (0,1) hleddme ve tvaru Fady
v =1y +pur +pPvst.... (1.18)

V rovnici A(v) — f = pN(v) porovndme koeficienty uw mocnin p

P’ vo — 22 =0= vy = 3z, (1.19)
1

Pl v = xfol 2tdt = % [%]tzo =3, (1.20)

P’ Vg = ;Efol Ldt =2, (1.21)
no. _ 2z __ 2z (1\"

P o =g =5 (1) (1.22)

Posledni rovnost pro v, je dusledkem integrovdani, nebot fol tdt = % Hledanou
funkei u potom vyjddiime pomoci souctu Fady

e = 2 2e=1 4
U:zgvn:zggén:?z%%:gx. (1.23)

Protoze tada (1.23) konverguje, je feSenim (1.14). JelikoZ ji umime i secist,
mizZeme ovérit dosazenim do (1.14), Ze jsme nasli spravné FeSend.

Na tomto prikladé je vidét, Ze HPM maizZe vést k nalezeni analytického reseni
integralni rovnice. HPM je tedy vghodnd predevsim v pripadech, kdy lze vyslednou
radu secist nebo alespon dokdzat jeji konvergenci.



b) Zacnéme podobné jako v prikladu a)

Alw) —f=v— gx, (1.24)

N(v) = x/01v2(t)dt, (1.25)

H(v,p) = A(v) — f —pN(v) = v(x) — gx —px/o v?(t)dt, (1.26)

v =y + puy + pPug + .. .. (1.27)
Zde se v dﬁsledku druhé mocniny, ktem’ se vyskytuje v integralu (1.14), jiZ

vvvvvv

1
N(v) = x/ v*(t)dt = Ho(vo) +pHi(vo,v1)++ -+ " Hy(vo, . ., vn)+..., (1.28)
0

kde

_ /rbai: (ip k) _;c/ Zvn 0))d (1.29)

kde jsme v posledni rovnosti pouzili lemma 1. Pro nelinedrni operdtor N(v) tedy
dostdvame:

1o >
Hn(l}o, Ce ,Un) = m% [N (Zpkﬂk>]
p=0

N(v) = Zp”a: . (Un—jv;)dt. (1.30)

Pro H(v,p) = A(v) — f — pN(v)_mdme

[e's) 9 00 1 n
H(v,p) = (p"vn) — 37 Zp”“:r/ (vn—jv;)dt. (1.31)
n=0 n=0 0 =0

Rovnice A(v) — f = pN(v) md pak tvar

0 9 00 1 n
Z(p”vn) —3%= Zp"“x/o Z(vn_jvj)dt. (1.32)
n=0 n=0 7=0

Nyni jiZ mizZeme porovndavat koeficienty v mocnin p

P vo(z) = 3z, (1.33)
p' v(z) ==z 01 Ryt = o [} Bt2dt = Ba = %x, (1.34)
PP wa(n) = xfol vo(t)vi(t) + vi(t)vo(t)dt = x 01 gthdt 35x = 234x, (1.35)
PP vs(z) = xfol 200 (t)va(t) + vi(t)dt = a:fo <36 > t?dt = S=x, (1.36)

1 n— 1
p" —x/ ka Un—1—x(t)dt, (1.37)
0

~
An:=




U vyrazi (1.33) - (1.37) nent ziejmé, k cemu by méla fada .~ p"v, kon-
vergovat. Dokonce ani neni uplné zreymé, zda Tada vibec konverguje. KaZdy clen
Uy, md tvar v, (z) = ayx, kde a, jsou koeficienty w x a maji tvar zlomku a,, = lc’—",
pro b, € Z a ¢, € N, A

n—1 n—1

1n—1 1
1
x) = x/o ; apta,_i_ptdt = x/o t2dt Z @hln-1-k = T3 Al —fo-

k=0 k=0
(1.38)
Indukci ukdzeme, Ze jmenovatel u koeficienti a, = = je tvaru c, = 3*"*1. Z
(1.33) - (1.37) wvidime, Ze to plati pron =0,1,2,3 a indukéng krok je zde

1 n—

n 1-k n 1-k
- Z32k+1 32(n—1-k)+1 (1-39)

Cpn—1—k

3

COlPA

k:0

n—1 n—1
B Z 1 b D ko bkbp1 g
- 3142kt 1+2n—2—2k+1 Kon—l=k = 32n+1 :
k=0

Bohuzel nalezent vzorce pro n-ty clen citatele bez vyuziti rekurze neni tak snad-
né, coZ zpusobuje problémy s vysSetienim konvergence. Ale jiZ po secteni pronich
ctyr clend Fady Y- vy se dostdvdme k velmi malym koeficientim a,, (Fddove

10-2)

4 16 80
li E w= g0ttt gt o =~ ~z. (1.
= lim p"v x—l— 27x+ 9317 T+ 2187x—|— =~ 0,917z ~ z. (1.40)

To ndas vede k myslence odhad u(z) = = dosadit do pivodni rovnice (1.13). Po
dosazeni zjistime, Ze jsme dospéli k resent

! 3" 12
x—x/ tht—x—x[—] =r—-r=-I. (1.41)
; 3], 3773

Tento priklad ukazal, 7e i kdyz nejsme schopni fadu secist analyticky, mizeme

dojit k TeSeni. Zde stacily pouhé 4 sc¢itance a uz jsme byli schopni feseni dobfte
odhadnout.
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1.3 Obycejna diferencialni rovnice

Tento piiklad je uveden v [2], kde je TeSen podobné jako v niZe uvedené prvni
moznosti, ovSem bez ovéreni predpokladii pro zadménu sumy a derivace.
Priiklad 3. Najdéte feSeni diferencidlni rovnice se zadanou pocate¢ni podminkou

' (z) +u(x)u'(z) =1+, (1.42)
u(0) = 0. (1.43)

ReSeni 3. Pruni moznosti je Fesit piiklad piimo podle algoritmu naznaceného v
tuvodu, kde budeme volit:

N(v) := -/, (1.44)
AWw) — f:=v — (1 +x), (1.45)
H(v,p) =0 — (14 x) — p(—v'). (1.46)

Vyjadienim v(x) pomoci Fady v = Y " p™v, a uZitim lematu 2 dostaneme

pro H(v,p) =0
(i ) (I+x)+p (Zp vn> (ip"vn)

= an(vn)/ - (1 + QJ) + an+1 kaO}nfk)/ =0. (1'47)

n=0

Polozime koeficienty v mocnin p rovny nule:

i () —z+1=0=vy="2 +ua, (1.48)

Pt (1) + vo(w) = (v1)' — <? by x) _
“1:_(§+§+%2) (1.49)

PP (va) + vo(vr) +vi(vg) = (v2) + % + 1554 +32% 4 32
v=f+E g (1.50)

Zde jsme vsechny pocdtecni podminky wvolili v,(0) = 0, coZ ziskdme rozvinutim

(1.43) do fady.
= Zp”vn(()).
n=0

Provedeme castecny soucet

5

vakNvak:x———i—.... (1.51)

Vidime, Ze cleny s vySsimi mocninami x se postupné odcitaji. Proto se pokusime
odhadnout feseni uw(x) = = a dosadit jej do (1.42)

w(x) +u(z)u(z) =1+ (1.52)

11



a vidime, Ze jsme nasl resent.
Druhou moznosti je si nejprve povsimnout, Ze plati rovnost (%u2)’ = uu a
dosadit ji do (1.42). Poté vysledek snadno zintegrujeme podle

1 /
u'(z) + (§u(x)2) =1+uz, (1.53)
T, ., a?
u(z) + §u(m) =3 +x+ec (1.54)
Dosazenim pocdtecni podminky u(0) = 0 dopocitaime konstantu c
0 0
O+§=§+O+c:>c:o. (1.55)

Nyni jiz miuZeme 7esit algebraickou funkciondlni rovnici jako v predchozim
prikladu. Rozlisime v rovnici linedrni a nelinedrni ¢dst

N@) = -~ (1.56)

AWw) — fi=v— (""”—2 + x) , (1.57)

H(v,p) :=v— <%2 + 9[:) —p (—%2) . (1.58)

1.59)

=

=

|

|
DN —
]

=

3

S
N——
o

|

|
DN | —

3

<

e

<

3

-

Zp"vn — 3; —x = —%Zp”kavn_k, (1.60)
n=0 n=0 k=0

P vy = 5+, (1.61)
v3 x x x
. n=-%=-(5+5+2), (1.62)
2 8 P zt | 2?
P Ug——vovl—ﬁ—f-T—f—T—i‘?, (163)
2
p3 1}3——(?}0’02—{—?1) = — (%‘f‘ii‘f’ 1126 "‘%"'%) ) (164)

Tyto cleny jsou stejné jako v pruni moznosti, proto bychom se stejnym postupem
dopracovali k FeSeni u(x) = x.

V tomto ptikladu jsme si zkusili vytesit diferencialni rovnici. Pokud neni moz-
né rovnici prevést na algebraickou, jako jsme to udélali ve druhé moznosti, musime
pro feSeni rozvinout do fady i po¢ateéni podminku, coz neni z algoritmu v ivodu
ziejmé.
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1.4 Parcialni diferencialni rovnice

V ¢lanku [3] je uveden nasledujici piiklad, kde je fesen kombinaci HPM a Lapla-
ceovy transformace (dale jen LT). Tomuto zpusobu feseni se budeme vénovat ve
druhé kapitole. Zde se ptiklad pokusime vyftesit bez pouziti LT.

Piiklad 4. Nejdéte funkei u(x,t), kterd v mnoziné Q = {(z,t);z € [0,1],0 < t}
spliiuje diferencialni rovnici

up + %(u2)ac —u(l—u)=0 (1.65)

a pocatecni podminku
u(z,0) =e " (1.66)

Reseni 4. V clinku [3] nejsou uvedeny okrajové podminky zadaného problému.
My si pro zjednodusent problém prevedeme na Cauchyovu ilohu. Za timto icelem
rozgirime mnozinu Q, kde budeme rovnici Fesit, na Q = {(z,t);z € R,0 <t} a
pocdtecni podminku wvaZujme Vr € IR.

Mdme dveé moznosti, jak volit linedrni ¢ast. Pruni z nich, kterd byla uvedena v
clanku [3], je volit A(v) = vy. Druhou moznosti je volit A(v) = vy —v. Touto moz-
nosti se budeme zabyjvat pozdéji. UkaZme ted proni mozZnost. Rovnici pFepiseme
do tvaru (1) z dvodu

wy — [u - %(ﬁ)x - uQ} ~0. (1.67)

Odtud vyjadrime linedrni a nelinedrni cast

A(U) - f = U,
Ly 2
N(©) = v 5 (%)~
Nyni definujeme homotopii
1
H(U,p) =0 —p |:U - é(vz)w - U2:| . (168)

Funkci v hleddime ve tvaru 7ady
vzvo+pvl+p2v2+....

Vigraz (1.68), kde v vyjadiime Fadou, poloZime roven nule a prevedeme na tvar
A(v) = f =pN(v)

(O pu)i=p [(Z phog) — %(Z prog Y pro). — () pho Zpkvk)] :

k=0 k=0
Pomoci lemmatu 1. a véty 1. prevedeme predeslou rovnici do tvaru

k+1 k

S = O ) - (37 5= D (heivi)e) = QP D (vhiwi),

k=0 1=0 =0
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odkud najdeme funkce v; porovndnim koeficienti u mocnin p
P’ () =0= 1y =c (1.69)

Konstantu ¢ (v proménné t) zde urcime z pocatecni podminky, kterou rozvi-
neme do Fady v(z,0) = > 07 p"v,(x,0) = e *. Dostanem tak sérii podminek
vo(z,0) = e, vy(x,0) =0, ..., v,(z,0) =0, ....

0

P vo=¢e", (1.70)
Pl (v)e=wo— (v0)* — 3((10)%)s = (V1) =€ — e + 12e72" =77,
vy =te ", (1.71)
PP (V) = v — 20901 — (Vou1)T = (Vo) = te™T — 2te 2T 4+ e 2 = te T,
vy = 3t%e77, (1.72)
n—1 1 n—1 1
pn : (Un>t = Un—1 — ZO 2 Un 1— zvz T ZO Un 1— ’L/UZ (173)

Indukci ukdzZeme, Ze plati v, = e 7 f,(t), kde f.(t) je funkce zdvisld pouze na
t, kterou urcéime pozdéji. Pron = 0, 1,2 vztah plati, jok je vidét v (1.70) - (1.72).
Predpoklddejme tedy, Ze vztah plati pro n — 1 a dokdZeme, Ze plati pro n. Opét
porovndme koeficienty u p". Z (1.73) dostaneme

A= =
-1 ~ T 1 ~ K
(t)e = € Faa(t) = 3 (€™ s i) = D ¥ fuaVfiD). (174
1=0 1=0

Deriwovdnim ukdZeme, Ze se obé sumy rovnaji aZ na znaménko.

[y

n

n—1

A= %(_2)(6_2$fn—1—i(t)fi<t)) = - Z e f () fi(t) = —B.  (1.75)

% =0

I§
=)

K dokonéeni ditkazu jesté potrebujeme zjistit tvar funkci f,(t). Budeme opét
postupovat indukci, piicem?Z jiz diky (1.70) vime, Ze fo(t) =1

(Vn)e = e frua(t),
fut)e ™ =v, = [e ™™ frq(t)dt

nx

—_——

t) = [ facr(t)dt = [ [ fa—a(t)dtdt = /.../1dt dt = f, =L,

n:

Resend ilohy (1.65) - (1.66) lze tedy vyjadrit

(e 9]

= —x " —x
u(z,t) = plim E pro, = g Uy = g e = el (1.76)
n=0 n=0

Vratme se ted ke druhé mozZnosti, tedy volbé A(v) = vy — v. Definujeme si
linedrni cdst, nelinedrni cdst a homotopii jako:

AWw)—=f=v—v (1.77)

14



2

Viraz (1.79) poloZime roven nule, pievedeme na tvar A(v) — f = N(v) a
funkci v vyjddiime ve tvaru Fady v =Y, phug.

Zp vk Zp vk [—%(Zpkvkz:pkvk)z - (Zpkkapkvk)] :

Pomoct lemmatu 1. a véty 1. prevedeme predeslou rovnici do tvaru
+1

k
Zp Uk)e — Ug) p2 > (vemivi)z) Zpk“z vk—0i)).  (1.80)
=0 =0

7 predchozi moznosti jiZ vime, Ze pocdtecni podminky u diferencidlnich rovnic,
které ndm vyjdou porovndnim koeficienti u mocnin p, jsou bud nulové pro p™, kde
n=1,2,..., nebo pro p° mdame pocitecni podminku v(z,0) = e~. MiiZeme tedy
najit funkce v, porovndnim koeficienti v moznin p

H(v,p) i=v, —v—p {—-(zﬂ)x —UQ] (1.79)

00
k=0

p° (vo)t —vg =0 = vy = cet
v = e " (1.81)
1. _ _ 12y 2 1( 2(t—z) _ 2(t—=x) _ _ ot
p o (v)e—v1 = —5(v5). —v5 = —5(—2)e e =0=1v =ce
v = 0e’ =0 (1.82)
o
Pt (Uk)e — vk = —3 Z(Uk—ivi)x - Z(Uk—ivi) (1.83)
i=0 i=0

Vsechny cleny vg, pro k = 1,2,..., jsou nulové, nebot v sumdch C i D je
alesponi jeden z ciniteli v kaZdém scitanci roven nule. Tim dostaneme rovnici
(vg)e — v = 0 a z pocdtecni podminky vg(z,0) = 0 dostaneme v, = 0, pro k =
1,2,....

Resent dlohy (1.65) - (1.66) lze tedy vyjddrit

) = lim Zp vn—z Vp=€""40+4---=¢"" (1.84)

—1_
P n=0

Timto postupem jsme se téZ dopracovali k TeSeni a nebylo treba scitat Tadu.
Resent jsme dostali vyieSenim rovnice (1.81) a tim, Ze jsme ukdzali, Ze ostatni
cleny jsou nulové.

Zde jsme ukazali, ze pokud fadu v (1.76), resp. v (1.84), umime secist, je HPM
uc¢inné i na parcialni diferencialni rovnici.
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1.5 Burgersova rovnice

Tento piiklad je zformulovan ve [4], kde je feSen kombinaci LT a HPM. K LT
se vratime ve druhé kapitole. Zde se ho pokusime vyfesit rozvinutim pocatecni
podminky do tady.
Piiklad 5. Vyteste parcidlni diferencialni rovnici s uvedenou pocateéni podmin-
kou:

u(z,t) + u(z, t)u(z,t), =0, (1.85)

u(z,0) = —z. (1.86)

Reseni 5. Oznacime linedrni a nelinedrni ¢dst a zavedeme homotopii

A(w) — f = w, (1.87)
N(v) = —vv,, (1.88)
H(v,p) := vy + pov,. (1.89)

Vyjadiime v pomoci fady v =Y~ p"v, a na N(v) aplikujeme lemma 2. Ziskime

tak rovnict . . .
> M) == P ok(vni)a, (1.90)
n=0 n=0 k=0

ve které porovndme koeficienty u mocnin p. Pro vyreSeni jednotlivijch diferencidl-
nich rovnic, které ziskame, rozvineme (1.86) také do Fady

o0

v(x,0) = anvn(x, 0) = —x, (1.91)
n=0
z ¢ehoZ postupné mdame vy(z,0) = —x, v1(x,0) =0, ..., v,(z,0) =0, .... Nyni
jiZ muzZeme dopocitat funkce vy,
P’ (vo)r =0 = vy = —x, (1.92)
P (v1)r = —vo(v9) = —x = v1 = —tu, (1.93)
P (v9); = —vp(v1)e — v1(V0)s = —2tx = vy = —t3x (1.94)
PP (v3)r = —vo(v2)e — v1(V1)e — V2(v0), = 322 = vy = —t3x,  (1.95)

Indukei ukazeme, Ze v, = —t"x. Pron =0, 1,2, 3 to plati diky (1.92) - (1.95).
Zbyva ukdzat indukéni krok

(V) = — ivk(vn_l_k)x =— i:tk(—x)t”_l_k(—l) = —xit”_l (1.96)
= —x(n—1)t" L. (1.97)

Zde rovnost zintegrujeme a pouZijeme pocatecni podminku v,(x,0) = 0.

vp(x,t) = /—$(n — )" dt = —at". (1.98)
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Celkem pro funkci u(x,t) dostaneme Fadu, kterou pro t € (0,1) umime secist

: < n - n —T
u(t,z) = }ulgi Zp Uy = —mZt =1 |t] < 1. (1.99)
n=0 n=0

Tedy pro |t| < 1 vSechny Fady konverguji, takZe pouZiti lemmatu 2 bylo oprdv-
néné. To znamend, Ze jsme dokdzali existenci feseni a diky tomu, Ze fadu (1.99)
umime secist zndme, 1 tvar resent.

Na tomto ptikladé jsme ukazali, ze pouziti HPM na Burgersovu rovnici miize
vést k dikazu existence FeSeni, nebo i k analytickému tvaru feSeni.
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2. Laplaceova transformace a jeji
uziti s HPM

2.1 Definice Laplaceovy transformace

Definice 1. Necht L je prostor vSech méritelnijch funkei na (0,00) takovijch, Ze
fooo f(x)e **dx existuje alesporni pro jedno s € C. Pak Laplaceova transformace je
L{f} je funkce komplexzni proménné s definované predpisem

L{f}(s) / f(z)e *dz. (2.1)

Laplaceova transformace je pro nas vyhodna predevs§im proto, ze prevadi dife-
rencidlni rovnice na algebraické funkcionélni rovnice. Jak uvidime na ptikladech,
vyhneme se tim rozepisovani poc¢atec¢ni podminky do fady. Nejprve ale uvedeme
nékolik zakladnich vlastnosti LT.

Lemma 3. (vlastnosti Laplaceovy transformace)

(i) Vzor f(z) =1 pmve tehdy, kdyz obraz L{f}(s) = L pro s € C s kladnou redl-
nou éasti R(s) >

(ii)Vzor f(z) = 2™ pro n € N prdvé tehdy, kdyZ obraz L{f}(s) = -2, pro
R(s) > 0;

(iii) Necht existuji vsechny derivace f@(z) vlastni pro x € (0,00) a pro i =
0,1,...,n. Ddle necht lim, ,o fP(z)e™ =0,Vs € Caproi=0,1,...,n— 1.
Potom plati

L{FMY(s) = s"L{FHs) = [ F(04) + 8" 2F(04) + - 4 F7D(0.)]
Diikaz. (i) Sta¢i dosadit do definice

& —ws] 0 1 1
/ le *dx = {_e } =0—- (——) = -,
0 s ] s S

(ii)Budeme postupovat indukei. P¥ipad n=0 jsme ukazali v (i). Induké¢ni krok
ukédzeme integraci per partes

:E/Ooxn—le—xsdxzﬁ(n_l)! _ n!
0

s s Sn+1 :

(iii) Nejprve vzorec ukdzeme pro n = 1. Opét pouzijeme integraci per partes
[,{f } / f —:csdx _ |: —a:s / f —acsdm —
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— 0~ f(0,) + 5 / " fle)edt = sLASY () — £(0).

Nyni ukdzeme indukéni krok dokazujici tvrzeni

ﬁ{f(n)}( / f(n —xsdt [f n—1) —ccs x . / f(n 1) ) —x8 -

=0 — f(n 1) / f n— 1) —xsdl,

s (5" L) = [RF0L) + o+ FD(0,)]) = £ D (04)
= s"L{f}(s) — [Sn_lf(OJr) + S"_Zf/(0+) 4+t f(n—l)(0+)] ‘

Lemma 4. Laplaceova transformace je linedrni operdtor.

Diikaz. Linearita je dusledkem linearity integralu. Necht f,g € L, ¢ € (0;00),
potom:

£lef +a}(s) = [ lef@) + gl ds
—c [ e sin s [ glae e = oL (1) (5)+ £40) (o)
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2.2 Uziti LT a HPM na obycejnou diferencialni
rovnici

Priiklad 6. Najdéte feseni diferencialni rovnice se zadanou pocatec¢ni podminkou:

u'(z) +u(x)u'(x) =1+2z, x € (0,00), (2.2)
u(0) = 0. (2.3)
ReSeni 6. Nejproe aplikujeme LT a lemma 3
LAu'} (s) + LA{uu'} (s) = L{1+x}(s), (2.4)
, 11
sC{u} (s) —u(04) + L{uu'} (s) = - e (2.5)
Rovnici prepiSeme do tvaru z ivodu A(u) — f — N(u) =0.
1., 11

LA{u} (s)+ gﬁ {uu'} (s) = = + & (2.6)

Definujeme linedrni ¢dast, nelinedrni ¢dst a homotopii

1 1
Aw) = f=LA{v}(s) = 5 — (2.7)
N(v) := éﬁ {vv'} (s), (2.8)
1 1 p ,

H(v,p) == L{v}(s) - 2 =ttt {vu'} (s). (2.9)

Funkci v(z) vyjddiime pomoci fady v =Y pe, vip®, poloZime H(v,p) = 0 a
uZijeme lemma 2

L {Z vkpk} (s) — 3_12 — % + gﬁ { (Z vkpk> (Z vkpk) } (s) =0, (2.10)

k=0 k=0 k=0

{kap } - = - = —E{Zpkﬂz:vmk Z} ) =0. (2.11)
Pri vyjadrovdni funkci vy pomoci porovndvdani koeﬁcwntu U MOCNIN P v rovnict
- 1
E k - = ——L: k+1 ;
(5= }<s> ! POTED SR

vyuzijeme inverzni Laplaceovy transformace, tedy opacnou implikaci v lemmatu
3.

Y L{vo}(s) = s% + S% = v=a+ % (2.12)
Pt L{v}(s) = —1L{vgwp}(s) = —1L{z + 32 + DY) = — (L + 3+ 2),
vlz—(ﬁ+x§+%‘), (2.13)
PP L{va}(s) = —1L{vev] + orvp(s) = L + 3% 4 L5 4 B (s) =
=F+FTEtd
vy =& 38 4 30 o (2.14)
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Funkce v, (x) zde vychdzeji stejné jako v prikladu 3 z proni kapitoly, proto stejnym
postupem odhadneme vysledek u(z) = x.

Zietelnou vyhodou kombinace LT s HPM na tomto ptikladu je, zZe jsme ne-
museli poc¢ateéni podminku rozvinout do fady. Proto je vhodné uzit LT u dife-
rencidlnich rovnic, pro které neni snadné pocatec¢ni podminku do fady rozvinout.
Naproti tomu slozitost feSeni je vétsi, nebot opakované musime funkce transfor-
movat LT a poté je zpétné vyjadrit pomoci inverzni Laplaceovy transformace.
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2.3 LT a HPM na Burgersovu rovnici

Priklad 7. Najdéte funkci u(z,t) na mnoziné Q := {(z,t) € R*t > 0,z € IR}
splnujici rovnici

U +uu, =0 (2.15)
a pocate¢ni podminku:

u(z,0) = —x. (2.16)

Reseni 7. Zde uzZijeme Laplaceovu transformaci vici druhé promeénné u(zx,-)

L{u}(s) + L{uu,}(s) =0, (2.17)
sL{u}(s) — tllr& u(z,t) + L{uu,}(s) =0, (2.18)
L} () + 2+~ Lfun () = 0. (2.19)
Definujeme linedrni a nelinedrni édst a zavedeme homotopii
A@) — f = L{v}(s) + f (2.20)
N(v) = —%ﬁ{vvx}(s), (2.21)
H(v,p) == L{v}(s) + f + gﬁ{vvx}(s). (2.22)

Funkci v vyjadiime pomoci fady Y -, p"v, a uZijeme lemma 2

ﬁ{z vap" H(s) + % + gﬁ{ (Z vnp”> (Z vnp”) ) =0, (2.23)

n=0 n=0

L oap"}s) + f = —éc{ <Z Py vk(vnk)$> }(s). (2.24)

Zde porovndme koeficienty u mocnin p

P’ L{vg}(s) = =% = vy = —x, (2.25)
P L{v1}(s) = —% = v = —tu, (2.26)
P el = —5—F o un =t (2.27)
Pl L) = —F - F - F o u =t (2.28)

Indukci ukdZeme, Ze v, = —t"x. Pron = 0,1,2,3 to plati jak vidime v (2.25)

- (2.28). Pri hleddni funkce v, pomoci viech piedchozich vy, ..., v, ukdZeme, Ze

budeme mit n scitanci jak je vidét z clenu Zz;é Uk (Un_g)z @ kaZdy ze scitanci
bude mit tvar

n—1)lx

L{tFot" M (s) = L{" 2 )(s) = ( , (2.29)

S’I’L

22



kde jsme vyuzili linearity LT. Ziskdivime tak vztah pro v,

1 (n—1D nlx

L{v,}(s) = —3n = = v, = —t"z.

sn o Sn—i—l

Pro hledanou funkci u(z,t) tedy plati

: n_oo_n =2
U(ﬂs,t)zplgp_zovnp —nz% e = —

v Q= {(z,t) € R*t e (0;1),r € R}.

(2.30)

(2.31)

Ukazali jsme, ze pokud pouzijeme LT vzhledem k jedné proménné, mizeme LT
v kombinaci s HPM fesit i parcidlni diferencialni rovnice. Postup, ktery jsme zde
ukézali, 1ze aplikovat na Burgersovu rovnici s riznymi poc¢ate¢nimi podminkami.
Toho budeme vyuzivat v dalsi kapitole. Pocate¢ni podminka se projevi az pri

vyjadiovani funkci v,. Protoze prvni funkci vy ziskdme vztahem wvg

u(z,0),

ostatni funkce v,, se zméni také. Odvozujeme je totiz induktivné pomoci vSech

predchozich funkei (tedy i vp).
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3. Srovnani HPM a metody
charakteristik pro Burgersovu
rovnici

Jak jsme jiz na mnoha ptikladech ukazali, HPM je u¢inna pro feSeni nékterych
PDR a pomohla ndm najit bud analytické feSeni, nebo se k feSeni ptiblizit pomoci
¢astecénych souctu. Proto nyni vyzkousime, jak se metoda bude chovat pro rovnice,
u kterych neni zfejma ani existence feSeni. UkdZeme jeji vlastnosti na Burgersové
rovnici s riznymi pocatecnimi podminkami a vysledky porovndme s metodou
charakteristik.

3.1 Metoda charakteristik
Uvazujme kvazilinearni PDR. M&jme tedy f € C*(IR), ug € C'(IR) a rovnici

ou N Of (u)

ot Ox
v (z,t) € IR x (0,T) pro néjaké T' > 0. Oznacime-li dile A = f" dostavame

—0 (3.1)

ou \ 8u_

— — =0. 2
5 AW (3.2)

Tuto rovnici doplnime o pocateé¢ni podminku
u(z,0) = ug(x). (3.3)

Predpokladejme nyni existenci feSeni tohoto problému. Prifadme k rovnici
parametrické kiivky

x =£(s), (3.4)
t=1(s) =s, (3.5)
pro s € J kde J je otevieny interval. Pokud jsou kfivky feSenim ODR
dg(s)
pum— A 3-6
dS (U), ( )

plati potom
Aul€(s),1(5)) _ O | Dudels) _Ou O

ds Ot Ox ds Ot )\(u)% =0 (3.7)
odkud vidime, ze
du(§(s),t(s)) _
R = 0. (3.8)
Regeni u(z,t) je tedy na kiivce (£(s), s) konstantni
uw(&(s),t(s)) = konst. (3.9)
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Nyni se vratime k feSeni (3.6). Dostavame

konst
B 6, 1). (3.10)
konst

tedy fesenim (3.6) jsou primky

£(s) = Mu(&(s),t(s)))s + xo. (3.11)

Vyuzijeme parametrizace kiivky x = £(s), t = s a jeji vlastnosti, ze FeSeni
problému (3.2) - (3.3) je na pfimce (3.11) konstantni. Dostavame tak

u(z,t) = u(xo, 0) = up(zo) = uo(x — Au(x,t))t), (3.12)
¢imz jsme ziskali implicitni vyjadieni feseni. Pokud definujeme posloupnost funkci
uo(x,t) = uo(x),

un(x,t) == up(x — Mup_1(z,1))t), (3.13)

a pokud existuje limita v(x,t) := lim, o u,(z,t), potom funkce v(z,t) spliuje
implicitni rovnici (3.12). Pokud limitu neumime analyticky ur¢it, muzeme FeSeni
aproximovat n-tym ¢lenem posloupnosti (3.13).

Metoda charakteristik také umoznuje vyloucit existenci klasického Feseni od
néjakého casu 7" > 0. Predpokladejme existenci klasického feSeni. Pokud se v
néjakém case T* > 0 dvé charakteristiky protnou v bodé z, bude tam funkce
u(x,t) nabyvat dvou riznych hodnot. A to je spor vylucujici existenci klasického
reSeni.

Lemma 5. Necht A\(u) = u a necht existuje interval [a,b] C IR, pro ktery plati

mingc(qp Uy(§) < 0. Potom klasické Tesent pro t > —m neeristuje.
Diikaz. Jelikoz A(u) = u, lze charakteristiky vyjadrit jako
x = u(z, t)t + xo, (3.14)
u(z,t) = u(zo, 0) = ugp(zo). (3.15)
x = up(x)t + o, (3.16)

Navic diky mingcpq s uo(§) < 0 vime, Ze existuji po¢atecni body x1,x2 € [a, ]
tak, Ze x; < x9 a piitom wug(z1) > ug(z2). Dostaneme tak charakteristiky

T = UO<£L'1)t+l'1, (317)
xr = up(x2)t + 2. (3.18)

Odectenim rovnic a upravou ziskime

Py 7\ A\
0= ('LL(]((El) —Uo(flfg))t—i-l'l — T2, (319)
0< —uo(;il):zi(m) =1. (3.20)

25



Dostali jsme tak ¢as ¢ > 0 ve kterém se charakteristiky protnou. Funkce u
tak v bodé (x,t) nabyva dvou riznych hodnot. To je spor a existence klasického
feSeni pro cas t je tak vyloucena.

Nyni jiz vime, Ze existuji alesponn dvé charakteristiky, které se protnou. Uva-
zujme tedy dvé libovolné, které se protnou

T = U()(l’g)t + x3, (321)
= up(x4)t + 4. (3.22)

Ty se protnou v bodé (z,t) a dostaneme tak

uo(z3)t + x3 = up(z4)t + T4, (3.23)
o T3 — Ty _ 1
L ) —wm) @) (324

pro né&jaké & € [a, b], kde jsme uzili vétu o stfedni hodnoté. Nejmensi ¢as ¢ kdy se
charakteristiky mohou protnout je

t=— . (3.25)

]
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3.2 Burgersova rovnice s poc¢ate¢ni podminkou sin(x)

Piiklad 8. Reste parcialni diferencialni rovnici
ur(z,t) + u(z, t)u,(z,t) =0 (3.26)
s pocatec¢ni podminkou
u(0, ) = sin(z) (3.27)
na mnoziné Q = {(z,t) € R*t > 0,z € R}.
ReSeni 8. Metoda charakteristik vylucuje existenci klasického FeSeni pro casy

t > 1, nebot podle lemmatu 5 ziskame nejmensi cas T, kde se charakteristiky
mohou protnout jako
1 1

mingeo 20 U cos(m) ( )

Predpokladame-li existenci TeSent, ddvd nam metoda charakteristik pro reseni
implicitni vzorec
u(t, z) = sin(x — u(t, x)t). (3.29)

Definujeme pocatecni funkci ug(x,t) = sin(x) a funkce u,(z,t) = sin(z —
Un—1(t, x)t). Pokud existuje limita lim,_, u,(x,t), potom funkce

v(z,t) = im wu,(z,t)
n—oo

spliiuje rovnici (3.29). Dokdzat existenci limity neni snadné, proto budeme uva-
Zovat pouze numerické reseni. Toto TeSeni definujeme jako n-ty célen posloupnosti
Up. Pro aprorimaci Tesent tak spocteme pouze nékolik prunich clenid posloupnosti.
Po 100 iteracich nam Wolfram Mathematica vykresli graf (viz Obrdzek 3.1)

Nyni na tuto metodu aplikujeme HPM v kombinaci s LT. Nejprve na rovnici
pouZijeme LT ve druhé proménné u(x,-)

sC{u} — tl—i>%l+ u(z,t) + L{uu, } =0, (3.30)
£} — SmS(:”) + %c {un,} = 0. (3.31)

Definujeme linedrni a nelinedrni ¢dst a zavedeme homotopii

A(v) = f = L{v} (s) - Sms(x), (3.32)
N(v) = —éc {u} (s), (3.33)
_ sin(z)

H(v,p) = L{v}(s)

Funkci v zapiSeme ve tvaru fady v ="y~ p"v, a pouZijeme lemma 2

S R4 DI UL TERTE
n=0 n=0 k=0
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Obréazek 3.1: metoda charakteristik

s v

Polozime H(v, p) rovno nule, prevedeme nelinedrni ¢ist N(v) na druhou stra-
nu rovnosti a porovndme koeficienty u mocnin p:

W £{vo}(s) = 512
vy = sin(x) (3.36)
p': L{oi}(s) = ${vo(vo)s} = =,
vy = —tsin(x) cos(z), (3.37)
PP L{va}(s) = —1L{wo(01)s + va(vg), } = SOl cele),
Vg = % (sin(z) cos?(z) + sin®(z) cos(z)) , (3.38)
P Lup(s) = _%'C{ZZ;(% Ve (Vn—1-k)e},
vy ==L (0 vk(Vnsio)z) - (3.39)

Zde neni zireymé, k cemu by Tada méla konvergovat a zda vibec konverguje.
Dostaneme vsak induktivni vzorec. Proto jsem vyuZzil matematicky software, ktery
po sectent prunich 100 cleni posloupnosti ddavd visledek (viz Obrdzek 3.2)

Ten se pro casy t < 0,65 da srovnat s metodou charakteristik. Rozdil resent
je v Tddech setin. Naproti tomu pro casy t > 0,7 numerické experimenty ukazuji,
Ze Tada diwverguje a vysledky jsou tak zcela nepouZitelné.
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Obréazek 3.2: metoda charakteristik

3.3 Burgersova rovnice s poc¢atec¢ni podminkou %
Piiklad 9. Reste parcialni diferencidlni rovnici
ug(z, t) + u(z, t)ug(x,t) =0 (3.40)
s pocatec¢ni podminkou .
u(x,0) = 281m+—(;;x) (3.41)

na mnoziné Q = {(z,t) € R*t >0,z € R}.

Reseni 9. Nejprve se podivame, pro jaké casy miZeme vyloucit existenci klasic-
kého feSeni. Pro ten tcel spocteme uj(x)

i (z) = 2sin®(7z)\’ _ Amsin(rz) cos(mx) 622 sin®(7x) (3.42)
1+ a3 1+ a3 (14 23)2
Tato funkce nabyvd zdporného minima a to v bodé v = —0.269059. Podle
lemmatu 5 se charakteristiky protnou nejdrive v case
1
t = = 0.151172. (3.43)

 u/(—0.269059)

Proto budeme hledat resent pouze pro casy t < 0,15. Metoda charakteristik
ndm zde ddvd implicitni vzorec
(1) = 2 sin? (7 (x — u(z, t)t)‘
1+ (x —u(z,t)t)?

(3.44)
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Definujeme pocatecni funkci vo(z,t) := uo(x) a posloupnost funkci

2 sin?(7(z — v,_1 (2, )t)

ol ) = S T D)

Pokud limita lim,, o v, (z,t) existuje, potom funkce v(z,t) = lim, . v,(x,t)
spliiuje rovnost (3.44). Pro aproximaci FeSeni uZijeme nékolik pronich clend.
Wolfram Mathematica pro clen vis vykresli graf (Obrazek 3.3).

Obrazek 3.3: metoda charakteristik

Pokud pouzijeme HPM o LT budeme postupovat stejné jako v predchozim pri-
kladu. Jediny rozdil je v pocatecni podmince. CoZ znamend, Ze sice dostaneme
stegng induktivni vzorec, ale s rozdilnou pocatecni funkci

_ 2sin’*(7z)

= 4

Uy, = —% (i vk(vnlk)x> ) (3.46)

NS

pouzil pouze nejprve soucet prunich 5-ti cleni a poté soucet prvnich 15-ti clent.
Dostaneme vysledky (viz Obrdzek 3.4 resp. Obrazek 3.5)

Aproximace FeSent ziskand metodou HPM sectenim prunich 5-ti élent vijraz-
néji osciluje od casu t = 0,07, zatimco pFi sectent prunich 15-ti éleni se oscilace
projevugi uz v case t = 0,01 Proto je HPM v tomto pripadé zcela nepouZitelnd.
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Obrazek 3.4: metoda charakteristik

Obrazek 3.5: metoda charakteristik
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Zaver

V 1vodu jsme se seznamili s metodou, kterd ndm umoznila analyticky prepsat
funkcionalni rovnice do tvaru, ze kterého lépe odvodime feSeni nebo alespon bu-
deme moci feseni aproximovat. HPM uziva prepsani funkci do souc¢tu nekonecéné
fady. Jednotlivé ¢leny fady hleddme induktivnim zptisobem pomoci vSech pied-
chozich, jiz nalezenych, ¢lenii.

V prvni kapitole jsme ukézali, ze HPM je G¢innym néastrojem pro hledani
analytického TeSeni pro rizné typy funkcionalnich rovnic. Ukazali jsme zpusob,
jak se za pomoci HPM daji fesit integralni, diferenciélni a algebraické funkcionalni
rovnice. Ve vSech zminénych piikladech prvni kapitoly se nam podafilo dospét k
feseni. Bud'to dikazem konvergence vysledné fady, coz ihned implikovalo existenci
klasického feseni a jeho tvar, nebo odhadem feSeni pomoci souc¢tu prvnich nékolika
¢lentu vysledné fady, kde jsme se presvédcili o spravnosti feSeni dosazenim do
zadané rovnice.

Ve druhé kapitole jsme pro feSeni diferencidlnich rovnic zkombinovali LT s
HPM. Vysledkem bylo intuitivnéjsi zaclenéni poc¢atecni podminky problému do
feSeni pomoci HPM. Nemuseli jsme tak rozvijet pocatecni podminku do rady,
abychom ji mohli spravné zakomponovat do HPM. Naproti tomu, uziti LT nidm
zvysilo pocet operaci pii hledani jednotlivych s¢itanci pro vyslednou fadu. Museli
jsme uzit LT a jesté zpétnou Laplaceovu transformaci. Bylo tak potieba vic kroki,
nez kdyz jsme jednou integrovali bez pouziti LT.

Dobré vysledky pii hledani feseni v piikladech prvnich dvou kapitol nas in-
Burgersovy rovnice s po¢atecnimi podminkami, pro které neni ziejm4 ani existen-
ce klasického feseni. Ackoliv ndm vzdy vysla fada, o jejiz konvergenci neni snadné
rozhodnout, pro po¢ateéni podminku u(z,0) = sin(x) jsme do ¢asu t < 0, 65 ziska-
li pouzitelnou aproximaci feSeni pomoci sec¢teni prvnich 100 ¢lent vysledné rady.
Aproximace byla srovnatelna s metodou charakteristik. OvSem pro ¢asy ¢ > 0,7
castecny soucet vysledné rady silné osciloval a naznacoval tak, ze vysledna rada
pro tyto ¢asy diverguje. O pouzitelné aproximaci se tak neda mluvit.

V druhém ptikladu posledni kapitoly jsme testovali HPM pro Burgersovu
rovnici s po¢ateéni podminkou u(z,0) = % V tomto piikladu se ¢astecné
soucty odchyluji od aproximace TeSeni ziskaného metodou charakteristik vyrazné-

Tvv s

e, e

V bakalaiské praci jsme tak ukazali, ze pomoci HPM lze fesit fadu diferenci-
alnich, integralnich a algebraickych funkcionalnich rovnic. Ale zéroven jsme uka-
zali, ze HPM neni univerzalni metodou. V obou zminénych ptikladech ve treti
kapitole se zacala HPM odchylovat od aproximace reSeni ziskané pomoci metody
charakteristik diive, nez metoda charakteristik vyloucila existenci klasického fe-
Seni. Vyhodou HPM je, Ze pro pfipad Burgersovy rovnice s poc¢atec¢ni podminkou
u(z,0) = sin(z) mazeme na rozdil od metody charakteristik nalézt analytické
feSeni.
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Seznam pouzZitych zkratek

HPM . o homotopy perturbation method
P Laplaceova transformace
ODR. .. obycejna diferencialni rovnice
PDR ... parcialni diferencialni rovnice
N o mnozina prirozenych ¢isel
/PP mnozina celych ¢isel
IR . mnozina realnych cisel
C o mnozina komplexnich ¢isel

C*(Q) .... mnozina funkei se spojitymi parcialnimi derivacemi az do k-tého fadu

5% [Jpmg e n-ta parcialni derivace podle p v bodé p =0
e L ) a-ta derivace funkce v
U)o parcialni derivace funkce u(z,t) podle ¢
Ug (T, ) oo parcialni derivace funkce u(z,t) podle x
() realna ¢ast komplexniho ¢isla s
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