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Úvod

V sú£asnosti rôzne priemyselné odvetvia vyuºívajú numerické simulácie fyzi-
kálnych dejov, aby bol vývoj a testovanie rýchlej²ie, kvalitnej²ie a lacnej²ie.
Medzi £asto rie²enie problémy patrí simulácia prúdenia tekutiny ako obteka-
nie prekáºok, pro�lov, interakcia telies s tekutinou alebo prúdenie v kanáli.
Pre v²etky tieto úlohy je potrebné spo£íta´ rie²enie pre matematický mo-
del zaloºený na Navier-Stokesových rovniciach. Vhodná a ob©úbená metóda
pre h©adanie rie²enia je nespojitá Galerkinova metóda, ktorá je podobne
ako metóda kone£ných objemov alebo kone£ných prvkov zaloºená na slabej
formulácii úlohy prúdenia. Výpo£et rie²enia nespojitou Galerkinovou me-
tódou je moºné urýchli´ a upresni´ správnou vo©bou výpo£tovej siete. V
práci navrhneme odhad rezidua, na ktorého základe bude moºné v priebehu
adaptívne meni´ výpo£tová sie´.

V prvej kapitole práce pripomenieme základné pojmy zákony zachovania
a základné veli£iny mechaniky kontinua. Následne z nich odvodíme diferen-
ciálne rovnice (i Navier-Stokesové rovnice), ktoré tvoria systém popisujúci
stla£ite©né viskózne prúdenie. V druhej kapitole odvodíme implicitné schéma
pre nespojitú Galerkinovu metódu.

Odhadom rezidua pre numerické rie²enie sa budeme zaobera´ v tretej
kapitole. Pripomenieme odhad pre stacionárne úlohy a nadväzujúc roz²írime
odhad i na nestacionárnu úlohu. So získaným odhadom navrhneme úpravu
hp-adaptívneho algoritmu a vykonáme numerické experimenty.
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Kapitola 1

Popis prúdenia

Cie©om kapitoly je uvies´ rovnice popisujúce prúdenia tekutín. Na za£ia-
tok zavedieme nieko©ko zna£ení a pripomenieme základnú hypotézu. �alej
rozoberieme Lagrangeov a Eulerov popis prúdenia a z fyzikálnych zákonov
odvodíme rovnice prúdenia. Obsah kapitoly vychádza z [10], kde je proble-
matika skúmaná detailne.

1.1 Základná hypotéza

Predpokladajme, ºe tekutina je kontinuum, t.j. v kaºdom bode objemu vy-
plneného tekutinou a kaºdom £asovom okamihu sa nachádza práve jedna
£astica tekutiny. �alej predpokladajme, ºe v²etky funkcie popisujúce prúde-
nie sú dostato£ne diferencovate©né, t.j. funkcie sú spojito diferencovate©né v
takom rade, v akom je to potrebné.

1.2 Lagrangeov popis prúdenia

Nech t ∈ [0, T ), T > 0, je £asový interval, v ktorom uvaºujeme prúdenie
tekutiny. Potom Ωt ≡ Ω(t) ⊂ Rd, d ∈ {1, 2, 3} ozna£íme oblas´ vyplnenú
tekutinou v £ase t.

Uvaºujme pohyb kaºdej jednotlivej £astice po trajektórii:

x = ϕ(X, t) ≡ ϕ(X, t0; t), (1.1)

kde x sú Lagrangeové súradnice £astice v £ase t, X je referen£ná súradnica
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£astice v £ase t0 a ϕ reprezentuje trajektóriu £astice. Teda platí

X = ϕ(X, t0) ≡ ϕ(X, t0; t0). (1.2)

Ak predpokladáme existenciu derivácií ϕ, tak môºeme rýchlos´ a zrých-
lenie £astice danej referenciou X de�nova´ následovne:

v̂(X, t) :=
∂ϕ

∂t
(X, t), (1.3a)

â(X, t) :=
∂ϕ

∂t2
(X, t). (1.3b)

1.3 Eulerov popis prúdenia

V prípade, ºe budeme pozorova´ £astice tekutiny prechádzajúce bodom x v
£ase t, tak dostávame z (1.1), (1.3):

v(x, t) = x̂(X, t) =
∂ϕ

∂t
(X, t),

kde x = ϕ(X, t). Takºe zrýchlenie £astice prechádzajúcej bodom x v £ase t
je

a(X, t) =
∂v

∂t
(x, t) +

3∑
i=1

vi(x, t)
∂v

∂xi
(x, t)

za predpokladu v ∈ (C(Ω× (0, T )))3.

1.4 Zákony zachovania

K odvodeniu diferenciálnych rovníc mechaniky tekutín potrebujeme vetu o
transporte.

Veta 1.4.1 (Veta o transporte). Nech t0 ∈ (0, T ), ν(t0) je ohrani£ená oblas´
a ν̄(t0) ⊂ Ωt0 . Nech ϕ de�nuje zmenu oblasti ν(t0) v £ase a má nasledujúce
vlastnosti:

• ϕ je spojito diferencovate©né, vzájomne jednozna£né zobrazenie oblasti
ν(t0) na ν(t),

• ϕ má Jakobián J , ktorý je spojitý, ohrani£ený na intervale (t1, t2) a
sp¨¬a J (X, t) > 0, ∀X ∈ ν(t0), ∀t ∈ (t1, t2).
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Nech F (x, t) má spojité a ohrani£ené derivácie prvého rádu na mnoºine
{(x, t); t ∈ (t1, t2), x ∈ ν(t)}. Potom pre ∀t ∈ (t1, t2) existuje kone£ná deri-
vácia

d

dt

∫
ν(t)

F (x, t) dx =

∫
ν(t)

(
∂F (x, t)

∂t
+ div(Fv)(x, t)

)
dx (1.4)

Dôkaz. vi¤. [10]

Ozna£íme
M := {(x, t); t ∈ (0, T ), x ∈ Ω}.

Nech F (x, t) : M→ R je Eulerová reprezentácia nejakej veli£iny (tran-
sportovanej £asticami tekutiny). Uvaºujme £astice vypl¬ujúce ohrani£enú
oblas´ ν(t) ⊂ Ω. Potom je celkové mnoºstvo veli£iny dané funkciou F v
objeme ν(t) a £ase t rovné

F(x) :=

∫
ν(t)

F (x, t) dx

�alej budeme pracova´ s matematickými formuláciami základných záko-
nov termodynamiky.

1.4.1 Rovnica kontinuity

Hustota tekutiny, ρ : M → (0, inf), umoº¬uje vyjadri´ hmotnos´, m, teku-
tiny v oblasti ν ⊂ Ωt

m(ν, t) :=

∫
ν

ρ(x, t) dx

za predpokladu, ºe
ρ ∈ C1(M),

v ∈ C1(M).

Zákon zachovania hmotnosti znie: hmotnos´ m £asti tekutiny v objeme
ν(t) nezávisí na £ase t, t.j.

dm(ν(t), t)

dt
= 0, t ∈ (t1, t2). (1.6)

8



Na (1.6) aplikujeme vetu o transporte (1.4.1) a získame

d

dt

∫
ν(t)

ρ(x, t) dx =

∫
ν(t)

(
∂ρ(x, t)

∂t
+ div(ρv)(x, t)

)
= 0,

£ím dostávame rovnicu kontinuity (podrobne [10])

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0. (1.7)

1.4.2 Pohybové rovnice

Pohybové rovnice odvodíme zo zákona zachovania hybnosti: okamºitá zmena
celkovej hybnosti objemu tekutiny, ktorý je tvorený v kaºdom £asovom oka-
mihu rovnakými £asticami a ktorý v £ase t vyp¨¬a objem ν(t), je rovná sile
pôsobiacej na ν(t). Nech

ρ ∈ C1(M),

v ∈ (C1(M))3

a F(ν(t)) je sila pôsobiaca na objem ν(t). Potom celková hybnos´ objemu
tekutiny ν(t) je daná

H(ν(t), t) =

∫
ν(t)

(ρv)(x, t) dx.

a zákon zachovania hybnosti môºeme vyjadri´ v tvare

dH(ν(t), t)

dt
:= F(ν(t)), t ∈ (t1, t2). (1.8)

Na tekutiny pôsobia dva druhy síl, objemové a plo²né:

• objemová sila pôsobiaca na objem tekutiny ν(t) je ur£ená svojou hus-
totou f ∈ (C(M))3

Fv(ν(t), t) :=

∫
ν(t)

(ρf)(x, t) dx,
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• plo²ná sila reprezentuje pôsobenie tekutiny vo vnútri oblasti ν(t) v
£ase t a je daná tenzorom napätia T = (τij)

3
i,j=1 ∈ (C ×B1(0))3:

Fs(ν(t), t) :=

∫
∂ν(t)

3∑
i,j=1

nij(x)τij(x, t) dS,

kde
B1(0) = {z ∈ Rd; |z| < 1}

a n(x) je jednotková vonkaj²ia normála k ∂ν(t) v bode x.

Predpokladajme v²eobecný tvar F , t.j. zanedbáme viskozitu (�vnútorné
trenie�) tekutiny a uvaºujme interakciu medzi objemami tekutiny iba pro-
stredníctvom tlakovej sily:

F(ν(t), t) =

∫
ν(t)

(ρf)(x, t) dx+

∫
∂ν(t)

d∑
i,j=1

nij(x)τij(x, t) dS.

Pouºitím vety o transporte (1.4.1) a Greenovej vety dostaneme Eulerove
rovnice v konzervatívnom tvare:

∂

∂t
(ρvi) + div(ρviv) = ρfi +

3∑
j=1

∂τij
∂xj

, i = 1, 2, 3. (1.9)

Vz´ahy medzi tenzorom napätia a ostatnými veli£inami ur£ujúcimi prú-
denie sú charakterizované rheologickými rovnicami a ak budeme bra´ do
úvahy vplyv viskozity, tak pre viskózne prúdenie platí

T = −pI + T ′,

kde I je jednotkový tenzor. Viskóznu £as´ tenzoru napätia popisujú Stokesové
postuláty :

1. T = −pI + T ′

2. Tenzor T ′ je spojitou funkciou tenzoru rýchlosti deformácie

D(v) = (dij)
d
i,j=1, dij :=

1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
.
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3. Tekutina je izotropné médium, t.j. vlastnosti tekutiny sú rovnaké vo
v²etkých smeroch.

4. Ak je tenzor rýchlosti deformácie nulový, potom na tekutinu pôsobia
iba tlakové sily, t.j.

D ≡ 0 =⇒ T = −pI.

5. Vz´ah medzi T ′ a D je lineárny.

Ak tenzor napätia závisí lineárne na tenzore rýchlosti deformácie, nazý-
vame tekutinu Newtonowská.

Predpokladajme, ºe sú Stokesové postuláty splnené, potom môºeme ten-
zor napätia vyjadri´ v tvare

T = (−p+ λdivv)I + 2µD,

kde λ, µ sú kon²tantné alebo skalárne funkcie termodynamických veli£ín
(vi¤. [10]). �alej nech platí

ρ ∈ C1(M),

∂v

∂t
∈ C(M),

∂2v

∂xi∂xj
∈ C(M), i, j ∈ 1, 2, 3.

Pouºijeme vetu o transporte (1.4.1) a odvodíme Navier-Stokesové rov-
nice:

∂(ρv)

∂t
+ div(ρv ⊗ v) = ρf −∇(λdivv) + div(2µD) (1.11)

1.4.3 Rovnica energie

Zákon zachovania energie má nasledujúce znenie: okamºitá zmena celkovej
energie objemu tekutiny, ktorý tvorí v kaºdom £asovom okamihu rovnaké
£astice a ktorý vyp¨¬a objem ν(t) v £ase t, je rovná sú£tu výkonu objemových
a povrchových síl a mnoºstva tepla dodaného systému:
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d

dt

∫
ν(t)

E(x, t) dx =

∫
ν(t)

ρ(x, t)f(x, t) · v(x, t) dx

+

∫
∂ν(t)

d∑
i,j=1

τij(x, t)nj(x)vi(x, t) dS

+

∫
ν(t)

ρ(x, t)q(x, t) dx−
∫

∂ν(t)

q(x, t) · n(x) dS,

kde E = ρ
(
e+ |v2|

2

)
je celková energia, e ²peci�cká energia na jednotku

hmotnosti a q je tepelný tok. Za vhodných predpokladov,

ρ, fij, vi, τij, qi ∈ C(M), i, j ∈ 1, 2, 3,

aplikujeme vetu o transporte (1.4.1), Forierov zákon,

q = −k∇θ,

kde k je koe�cient tepelnej vodivosti, θ je absolútna teplota a dostaneme
rovnicu energie

∂E

∂t
+ div(Ev) = ρf · v + div(T v) + pρ− divq (1.12)

1.5 Termodynamické vz´ahy

Systém rovníc (1.7), (1.11) a (1.12) obsahuje len pä´ rovníc (pre d = 3), ale
aº sedem neznámych: v1, v2, v3, ρ, p, θ a E. �iºe pre úplnú formuláciu úlohy
potrebujeme prida´ e²te dve dodato£né rovnice.

Budeme sa zaobera´ len ideálnym plynom, pre ktorý platia stavové rov-
nice

p = Rρθ, (1.13)
e = cV θ, (1.14)

kde R = cP − cV je plynová kon²tanta, cP merná tepelná kapacita pri stálom
tlaku a cV merná tepelná kapacita pri stálom objeme.
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1.6 Stla£ite©né viskózne prúdenie

Sústavu rovníc (1.7), (1.11), (1.12), (1.13) môºeme zapísa´ v tvare

∂w

∂t
+

d∑
s=1

∂fs(w)

∂xs
=

d∑
s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs
, (1.15)

kde w je stavový vektor, fs neviskózne (Eulerove) toky, Rs viskózne toky a
pre d = 3 sú ur£ene nasledujúc

w = (ρ, ρv1, ρv2, ρv3, E)T , (1.16)

fs(w) = (ρvs, ρv1vs + δ1sp, ρv2vs + δ2sp, ρv3vs + δ3sp, (E + p)vs)
T , (1.17)

R(w,∇w) =

0, τs1, τs2, τs3,
3∑
j=1

τsjvj + k
∂θ

∂xs

T

. (1.18)

Predpokladajme, ºe sa ∂Ω skladá z troch vzájomne disjunktných £asti:
∂Ωi vstupu, ∂Ωo výstupu a ∂Ωw pevnej steny. So za£iato£nými a okrajovými
podmienkami

w(x, 0) = w0(x),x ∈ Ω (1.19)

ρ = ρD,v = vD,
d∑
i=1

(
d∑
j=1

τijnj

)
vi + k

∂θ

∂n
= 0 na ∂Ωi, (1.20)

d∑
j=1

τijnj = 0, i = 1, . . . , d,
∂θ

∂n
= 0 na ∂Ωo, (1.21)

v = 0,
∂θ

∂n
= 0 na ∂Ωw (1.22)

získavame formuláciu úlohy.
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Kapitola 2

Nespojitá Galerkinova metóda

V nasledujúcej kapitole aplikujeme nespojitú Galerkinovu metódu na sú-
stavu rovníc popisujúcich prúdenie z predchádzajúcej kapitoly. V texte po-
uºívam poznatky z [7], [4], [9].

2.1 Triangulácia oblasti

Nech Ω ⊂ Rd je oblas´ s Lipschitzovsky spojitou hranicou Γ = ∂Ω a nech Th
je rozdelenie Ω̄, uzáveru Ω, na kone£ný po£et vzájomne disjunktných oblastí
K. Potom Th nazývame trianguláciou oblasti Ω.⋃

K∈Th

K = Ω̄,

K0
i ∩K0

j = ∅ ∀Ki, Kj ∈ Th, Ki 6= Kj

Polomer najvä£²ej sféry, ktorú môºeme vloºi´ do elementu k zna£íme
hK = diam(K) a poloºíme h = maxK∈Th hK . Hranicu elementu K ozna£íme
∂K a jeho Lebesgueovu mieru |K|.

Nech Fh je mnoºina hrán v²etkých elementov triangulácie Th. Potom nech
F Ih zna£í mnoºinu v²etkých vnútorných hrán Ω a FBh mnoºinu v²etkých hrán
hranice ∂Ω. Zavedieme zna£enie

• F ih = {Γ ∈ Fh; Γ ⊂ ∂Ωi} ,

• FDh . . . mnoºina hrán na hranici ∂Ω, na ktorých je zadaná Dirichle-
tová okrajová podmienka, analogicky FNh pre Neumannove okrajové
podmienky
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• F ioh = F ih ∪ Foh

• podobne Foh, Fwh , FDNh , F IDh , F INh .

Kaºdému elementu K priradíme lokálny Sobolevov index sK ∈ N a
lokálny (polynomiálny) stupe¬ aproximácie pK ∈ N. Potom pre vektory
s = (sK)K∈Th a p = (pK)K∈Th a danú trianguláciu Th de�nujeme

Hs(Ω, Th) = {ϕ;ϕ|K ∈ HsK (K),∀K ∈ Th}, (2.1)
Shp = {ϕ ∈ L2(Ω);ϕ|K ∈ PpK (K),∀K ∈ Th}, (2.2)

kde Pr(K) je priestor polynómov r-tého stup¬a na K. Pre vektorové funkcie
de�nujeme priestor

Shp := (Shp)d,

analogicky Hs(Ω, Th).
Pre ϕ ∈Hr(Ω, Th), r > 0 a príslu²nú jednotkovú vonkaj²ku normálu nΓ

budeme pouºiva´ nasledovne zna£enie a konvencie

• Γ ∈ F Ih ⇔ Γ = KL ∩KR, KL, KR ∈ Th

� v smere normály nΓ leºí KL,

� ϕ|(L)
Γ . . . stopa ϕ|KL na Γ ,

� 〈ϕ〉Γ = 1
2
(ϕ|(L)

Γ +ϕ|(R)
Γ ) ,

� [ϕ]Γ = ϕ|(L)
Γ −ϕ|

(R)
Γ ,

• Γ ∈ FDNh ⇔ Γ ⊂ KR ∩ ∂Ω

� nΓ smeruje do vonkaj²ku Ω

� 〈ϕ〉Γ ≡ [ϕ]Γ ≡ ϕ|(R)
Γ .

2.2 Diskretizácia

Z formulácie problému (1.15) získame de�níciu slabého rie²enia ²tandardným
postupom, podrobne vi¤. [4], [9], [10], [11], [12].

Nech w je rie²enie (1.15), w, ∂w
∂t
∈ L2(0, T ;H2(Ω)). Rovnicu (1.15) vy-

násobíme funkciou ϕ ∈ H2(Ω, Th), zintegrujeme nad K ∈ Th, pouºijeme
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Greenovu vetu a s£ítame cez v²etky elementy triangulácie. Dostaneme vz´ah

0 =
∑
K∈Th

∫
K

∂w

∂t
·ϕ dx

+
∑
K∈Th

∫
∂K

d∑
s=1

fs(w)ns ·ϕ dS −
∫
K

d∑
s=1

fs(w) · ∂ϕ
∂xs

dx


+
∑
K∈Th

∫
K

d∑
s=1

Rs(w,∇w) · ∂ϕ
∂xs

dx

−
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

d∑
s=1

〈Rs(w,∇w)〉ns · [ϕ] dS

−
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

d∑
s=1

Rs(w,∇w)ns ·ϕ dS. (2.3)

Rovnicu (2.3) roz²írime o penaliza£né £leny

+
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

σ[w] · [ϕ] dS−
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

σwB ·ϕ dS −
∑

Γ∈Fwh

∫
Γ

σw · ζ(ϕ) dS

−
∑

Γ∈Fioh

∫
Γ

σwB · ζ(ϕ) dS−
∑

Γ∈Fwh

∫
Γ

σwB · ζ(ϕ) dS,

kde σ je penaliza£ný parameter zvolený následovne

σ|Γ =
CW

diam(Γ)Re
, Γ ∈ FBh ,

Re je Reynolds £íslo, CW vhodná kon²tanta a stavový vektor wB je v závis-
losti na okrajových podmienkach ur£ený

wB = (ρ|Γ, 0, . . . , 0, θ|Γρ|Γ)T , Γ ∈ Fwh ,
wB = LRP (w|(L)

Γ ,wD,nΓ), Γ ∈ F ioh .

LRP (·, ·, ·) je rie²enie lokálneho Riemannového problému na hrane Γ ∈ F ioh
pre daný stavový vektor wD. Zobrazenie ζ : Rd+2 → Rd+2 penalizuje kom-
ponenty w, pre ktoré je zadaná Dirichletová podmienka na pevnej stene

ζ(w) = (0,w2, . . . ,wd+1, 0)T .
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ρD. vD funkcie sú dané v okrajových podmienkach a ρ|Γ, θΓ sú hodnoty
hustoty a absolútnej teploty extrapolované na príslu²né £asti hranice.

Viskózne toky Rs môºeme vyjadri´ v tvare

Rs(w,∇w) =
d∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk
, s = 1, . . . , d,

kde Ks,k sú matice typu (d+ 2)× (d+ 2) (podrobne [2], [4], [11], [12]).
Do rovnice (2.3) doplníme stabiliza£né £leny

− η
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

d∑
s=1

〈
d∑

k=1

KT
s,k(w)

∂ϕ

∂xk

〉
ns · [w] dS

+ η
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

d∑
s=1

d∑
k=1

KT
s,k(w)

∂ϕ

∂xk
ns ·wB dS

kde η je tzv. stabiliza£ný parameter. η môºeme zvoli´ ©ubovo©ne, av²ak naj-
beºnej²ie sú nasledujúce tri varianty:

• η = 1 . . . SIPG (SymmetricIteriorPenaltyGalerkin),

• η = 0 . . . IIPG (IncompleteIPG),

• η = −1 . . . NIPG (NonsymmetricIPG).

De�nujeme formy

ah(w,ϕ) :=
∑
K∈Th

∫
K

d∑
s=1

(
d∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk

)
· ∂ϕ
∂xs

dx

−
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

d∑
s=1

〈
d∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk

〉
ns · [ϕ] dS

−
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

d∑
s=1

(
d∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk

)
ns ·ϕ dS

− η
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

d∑
s=1

〈
d∑

k=1

KT
s,k(w)

∂ϕ

∂xk

〉
ns · [w] dS

+ η
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

d∑
s=1

d∑
k=1

KT
s,k(w)

∂ϕ

∂xk
ns ·wB dS,
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bh(w,ϕ) :=
∑
K∈Th

∫
∂K

d∑
s=1

fs(w)ns ·ϕ dS −
∫
K

d∑
s=1

fs(w) · ∂ϕ
∂xs

dx

 ,

J σ
h(w,ϕ) :=

∑
Γ∈FIh

∫
Γ

σ[w] · [ϕ] dS −
∑

Γ∈FDh

∫
Γ

σwB ·ϕ dS

−
∑

Γ∈Fwh

∫
Γ

σw · ζ(ϕ) dS −
∑

Γ∈Fioh

∫
Γ

σwB · ζ(ϕ) dS

−
∑

Γ∈Fwh

∫
Γ

σwB · ζ(ϕ) dS,

Potom môºeme rovnicu (2.3) vyjadri´ v tvare:(
∂wh

∂t
,ϕh

)
+ ah(w,ϕ) + bh(w,ϕ) + J σ

h(w,ϕ) = 0.

2.2.1 Neviskózne £leny

Toky cez hranice elementov aproximujeme (podobne ako pri metóde kone£-
ných objemov) pomocou numerického toku

d∑
s=1

fs(w)ns ·ϕ

∣∣∣∣∣
∂K

≈ H(w|(L)
Γ ,w|(R)

Γ ,n) ·ϕ
∣∣∣
∂K

kde H(u,v,n) sp¨¬a

• H(u,v,n) je Lipschitzovsky spojitý vzh©adom k u a v,

• H(u,v,n) je konzistentný

H(u,u,n) =
d∑
s=1

fs(u)ns, (2.4)

• H(u,v,n) je konzervatívny

H(u,v,n) = −H(v,u,−n). (2.5)
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Ke¤ºe pre fs platí rovnos´ (vi¤. [10])

fs(w) = As(w)w, s = 1, . . . , d, (2.6)

kde

As(w) ≡ Dfs(w)

Dw
, s = 1, . . . , d, (2.7)

sú Jakobiho matice fs, poloºíme
d∑
s=1

fs(w) · ∂ϕ
∂xs

∣∣∣∣∣
K

=
d∑
s=1

As(w)w · ∂ϕ
∂xs

∣∣∣∣∣
K

.

�alej de�nujeme Vijayasundaramov numerický tok (z [14]):

HV (w|(L)
Γ ,w|(R)

Γ ,n) = P+ (〈w|Γ〉,n)w|(L)
Γ + P− (〈w|Γ〉,n)w|(R)

Γ

kde P, T, Λ sú také matice, ºe

P(w,n) =
d∑
s=1

As(w)ns = TΛT−1,

P± = TΛ±T−1.

Zavedieme formu b̃h (vi¤. [5], [6]):

b̃h(w,ϕ) =
∑

Γ∈FBh

∫
Γ

(
P+(w,n)w|(L)

Γ

)
·ϕ dS

+
∑

Γ∈Fwh

∫
Γ

(
P−(w,n)M̃

(
w|(L)

Γ

))
·ϕ dS

+
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

(
P+(〈w〉,n)w|(L)

Γ + P−(〈w〉,n)w|(R)
Γ

)
· [ϕ] dS

−
∑
K∈Th

∫
K

d∑
s=1

As(w)w · ∂ϕ
∂xs

dx,

kde zobrazenie M̃ : Rd+2 → Rd+2 má pre w = (ρ,v, e)T predpis

• neviskózne prúdenie

M̃(w) := (ρ, ρv − 2ρ(v · n), e)T ,

• viskózne prúdenie
M̃(w) := (ρ,−ρv, e)T .
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2.2.2 Viskózne £leny

Nech wN je stavový vektor spl¬ajúci (1.22) a nech Kw
s,k, s, k = 1, . . . , d sú

matice identické, aº na posledný nulový riadok, s Ks,k

d∑
k=1

Kw
s,k(wN)

∂wN

∂xk

∣∣∣∣∣
Γ

:=
d∑

k=1

Ks,k(wN)
∂wN

∂xk

∣∣∣∣∣
Γ

, Γ ∈ Fwh , s = 1, . . . , d.

Budeme sa zaobera´ len IIPG variantou nespojitej Galerkinovej metódy, t.j.
poloºíme η = 0. De�nujeme formu ãh

ãh(w,ϕ) :=
∑
K∈Th

∫
K

d∑
s=1

(
d∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk

)
· ∂ϕ
∂xs

dx

−
∑

Γ∈FIh

∫
Γ

d∑
s=1

〈
d∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk

〉
ns · [ϕ] dS

−
∑

Γ∈Fioh

∫
Γ

d∑
s=1

(
d∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk

)
ns ·ϕ dS

−
∑

Γ∈Fwh

∫
Γ

d∑
s=1

(
d∑

k=1

Kw
s,k(w)

∂w

∂xk

)
ns ·ϕ dS.

2.3 Numerické rie²enie

Nech wh,ϕh ∈H2(Ω, Th), poloºíme

c̃h(wh,ϕh) := ãh(wh,ϕh) + b̃h(wh,ϕh) + J σ
h(wh,ϕh). (2.8)

De�nícia. Funkciu wh ∈ C1(0, T ;Shp) nazývame semi-diskrétnym rie²ením
(1.15) práve vtedy, ak sp¨¬a

1.wh(0) = wh,0, (2.9)

2.

(
∂wh

∂t
,ϕh

)
+ c̃h(wh,ϕh) = 0 ∀ϕh ∈ Shp, ∀t ∈ (0, T ),

kde wh(0) je Shp-aproximáciou za£iato£nej podmienky.
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Aproximujeme £asovú deriváciu v (2.9) pomocou spätnej Eulerovej me-
tódy. Nech 0 = t0 < t1 < . . . < tr = T je rozdelenie £asového intervalu
(0, T ), τm = tm − tm−1 a nech wm

h ∈ Shp je po £astiach polynomiálna apro-
ximácia wh(tm), m = 0, 1, . . . , r. Nasledujúce schéma je prvého radu v £ase
(pretoºe pouºívame Eulerovu metódu).

De�nícia. Funkcie wm
h ∈ C1(0, T ;Shp), m = 0, 1, . . . , r nazývame pribliº-

ným rie²ením (1.15) pod©a implicitnej DG-metódy práve vtedy, ak sp¨¬ajú

1.w0
h je Shp-aproximáciou za£iato£nej podmienky (2.10)

2.

(
wm
h −wm−1

h

τm
,ϕh

)
+ c̃h(w

m
h ,ϕh) = 0 ∀ϕh ∈ Shp,m = 0, . . . , r,

3.wm
h ∈ Shp.

De�nícia. Funkciu wh ∈ C1(0, T ;Shp) nazývame diskrétnym rie²ením sta-
cionárnej úlohy prúdenia (∂w

∂t
≡ 0 v (1.15)) práve vtedy, ak sp¨¬a

c̃h(wh,ϕh) = 0 ∀ϕh ∈ Shp. (2.11)

Poznamenajme, ºe metóda je konzistentná, t.j. pokia© u : (0, T )×Ω→ R
je dostato£ne regulárne rie²enie (1.15), potom platí (vi¤. [4])(

∂u

∂t
,ϕ

)
L2(Ω)

+ c̃h(u,ϕ) = 0 ∀ϕ ∈H2(Ω, Th). (2.12)

2.4 Implementácia

Nech Nh = dimShp a nech Bh = {zi ∈ Shp; i = 1, . . . , Nh} je báza priestoru
Shp. Potom wm

h môºeme vyjadri´ ako sú£et lineárne nezávislých funkcií báze
Bh

wm
h =

Nh∑
i=1

ξmi zi, ξmi ∈ R, zi ∈ Bh, i = 1, . . . , Nh.

�alej de�nujeme vektor Wm
h := {ξmi }

Nh
i=1. Pomocou izomor�zmu

wm
h ∈ Shp ↔ Wm

h ∈ RNh

formulujeme úlohu (2.10) ako algebraický problém(
1

τm
M + C(Wm

h )

)
Wm

h =
1

τm
MWm−1

h , m = 1, 2, . . . , (2.13)
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kde C kore²ponduje s formou c̃h a M so skalárnym sú£inom (zi, zj)L2(Ω). Pri
vo©be vhodnej kon²trukcie bázy Bh je moºné dosiahnu´, ºe matica M bude
blokovo-diagonálna.

Úloha (2.13) je sústavou nelineárnych algebraických rovníc, ktorú mô-
ºeme pomocou Newtonovej metódy iteratívne rie²i´. V jednotlivých iterá-
ciách Newtonovej metódy pouºijeme na rie²enie sústavy lineárnych rovníc
vhodnú iteratívnu metódu (napr. GMRES), detailne [4], [9].

22



Kapitola 3

Odhad rezidua

V sú£asnosti je £asto chyba pribliºného rie²enia pre nelineárne úlohy v £ase
odhadovaná nasledujúcim spôsobom:

• u . . . presné rie²enie úlohy,

• uh . . . pribliºné rie²enie úlohy,

• R . . . reziduum,

• R̃ . . . aproximácia rezidua,

poloºíme

R(uh)−R(u) = R(uh)− R̃(uh) + R̃(uh)−R(u),

potom R(uh) − R̃(uh) ozna£uje £asovú chybu a R̃(uh) − R(u) ozna£uje
priestorovú chybu. Pre daný spôsob rozdelenia v²ak nemáme rigorózne zdô-
vodnenie.

Cie©om kapitoly je roz²íri´ odhad rezidua pre stacionárny prípad Navier-
Stokesových rovníc na nestacionárnu úlohu. Navrhovaný spôsob je zaloºený
na odhade rezidua v duálnej norme.

3.1 Stacionárna úloha

Najprv uvedieme z [9], [5], [6] odhad pre stacionárnu úlohu

d∑
s=1

∂fs(w)

∂xs
=

d∑
s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs
. (3.1)
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Prevedieme diskretizáciu pre rovnicu (3.1) analogicky ako pre nestaci-
onárny prípad prúdenia (1.15) a dostaneme formu c̃h, vi¤. (2.8) a formuláciu
diskrétneho rie²enia (2.11).

Nech X je priestor funkcií s normou ‖ · ‖X (jej vo©bu popí²eme neskôr) a
príslu²ným duálnym priestorom X ′. Nech u ∈ H2(Ω) ⊂ X je slabé rie²enie
(3.1) a uh ∈ X. Poloºme X = H2(Ω, Th), kde Th je triangulácia Ω. Pomocou
formy c̃h zade�nujeme operátor Ah : X → X ′

〈Ahuh, ϕ〉 = c̃h(uh, ϕ), uh, ϕ ∈ X. (3.2)

Potom duálna norma operátora Ah je daná následovne

‖Ahuh‖X′ = sup
06=ϕ∈X

〈Ahuh, ϕ〉
‖ϕ‖X

.

Konzistencia DG-metódy (2.12) umoº¬uje de�nova´ reziduum v tvare

R(uh) = ‖Ahuh −Ahu‖X′ = ‖Ahuh‖X′ = sup
06=ϕ∈X

〈Ahuh, ϕ〉
‖ϕ‖X

,

kde u je presné rie²enie a Ahu = 0. Spo£íta´ hodnotu sup06=ϕ∈X
c̃h(uh,ϕ)
‖ϕ‖X

nedokáºeme, pretoºe X je nekone£no-dimenzionálny priestor. Môºeme v²ak
h©ada´ supremum nad dostato£ne ve©kou kone£ne-dimenzionálnou podmno-
ºinou X.

Nech Shp je de�novaný pre Th ako v predchádzajúcej kapitole. Zavedieme
dva kone£ne-dimenzionálne priestory:

Shp+1 = {ϕ ∈ L2(Ω);ϕ|K ∈ PpK+1(K),∀K ∈ Th},
SK,r = {ϕ ∈ L2(Ω);ϕ|K ∈ Pr(K), ϕ|Ω\K = 0}.

Potom de�nujeme

η(uh) = sup
06=ϕ∈Shp+1

c̃h(uh, ϕ)

‖ϕ‖X
, uh ∈ X

ako globálny indikátor rezidua a

ηK(uh) = sup
0 6=ϕ∈SK,pK+1

c̃h(uh, ϕ)

‖ϕ‖X
, uh ∈ X,K ∈ Th (3.3)

lokálny indikátor rezidua na elemente.
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Ak u ∈ X je rie²enie (3.1), potom platí

0 = η(u) = ηK(u) ∀K ∈ Th

a tieº
η(uh) ≤ R(uh) = ‖Ahuh −Ah(u)‖X′ ∀uh ∈ X.

Pokia© ((·, ·)) : X ×X → R skalárny sú£in generujúci normu ‖ · ‖X sp¨¬a
pre p ≥ 0 podmienku

((ϕ, ψ))X = 0 ∀ϕ ∈ SKi,p,∀ψ ∈ SKj ,p, Ki 6= Kj,

potom platí (vi¤. [6])
η(uh)

2 =
∑
K∈Th

ηK(uh)
2.

Ako vhodná vo©ba sa ukazuje skalárny sú£in

((ϕ, ψ))X = (ϕ, ψ)L2(Ω) + ε
∑

K∈FWh

(ϕ, ψ)L2(K) ϕ, ψ ∈ X

s príslu²nou normou ‖ · ‖X = (‖ · ‖2
L2(Ω) + ε| · |2H1(Ω,Th))

1/2, kde ε = 1
Re

alebo
ε je vhodne zvolená kon²tanta, daná pomerom difúzie k konvekcii.

Výpo£et ηK(wh)

Zvo©me K ∈ Th ©ubovo©ne, ale pevne a nech ψi, i = 1, . . . , N je príslu²ná
báza priestoru SK,pK . De�nujeme maticu

C := {Cij}Ni,j=1, Cij := ((ψi,ψj))X

a poloºíme
d := {di}Ni=1, di := c̃h(wh,ψi).

Nech ψ =
∑N

i=1 αiψi, αi ∈ R, potom

‖ψ‖X =
N∑

i,j=1

αiαjCij,

teda (3.3) je ekvivalentné úlohe h©adania maxima pre funkcionál

Ψ(α1, . . . , αN) = c̃h(wh,ψ) =
N∑
i=1

αic̃h(wh,ψi) (3.4)
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nad mnoºinou koe�cientov αi ⊂ R, ktoré spl¬ajú
N∑

i,j=1

αiαjCij = 1.

Danú úlohu môºeme rie²i´ pomocou metódy Lagrangeových multipliká-
torov. Nech

Ψ̃(α1, . . . , αN) = Ψ(α1, . . . , αN)− λ
N∑

i,j=1

αiαjCij

= λ
N∑
i=1

αidi − λ
N∑

i,j=1

αiαjCij,

potom pre maximum funkcionálu (3.4) platí

0 =
∂Ψ̃

∂αi
= di + 2λdiCii + λ

N∑
j=1,j 6=i

αjCij, i = 1, . . . , N,

1 =
N∑

i,j=1

αiαjCij,

alebo v maticovom tvare

0 = d+ λC̃α, (3.5)

1 = αTCα, (3.6)

kde
C̃ := {C̃ij}Ni,j=1, C̃ij = Cij + δijCii.

Z (3.5) plynie identita

α = −λ−1C̃−1d,

ktorú aplikujeme na (3.6) a dostaneme

λ2 = α̃TCT α̃,

kde
α̃ = −C̃−1d.

Pokia© poloºíme α := α̃
λ
, platí

ηK(wh) =
N∑
i=1

αidi.
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3.2 Nestacionárna úloha

Na rozdiel od stacionárneho prípadu musíme bra´ do úvahy i £asovú de-
riváciu, ∂w

∂t
, v sústave (1.15). Na (2.10) sa môºeme pozera´ ako na £asovo

nespojitú a po £astiach kon²tantnú Galerkinovu metódu, podobne ako v [13].
Skon²truujeme �trianguláciu� Tτ £asového intervalu (0, T ), t.j. rozdelíme

(0, T ) na r > 0 intervalov Im:

r⋃
m=1

Im = (0, T ), Im = (tm−1, tm),

{Im}rm=1 = Tτ , τm = tm − tm−1.

Prenásobíme (2.10) funkciou ψ ∈ H1(Im) a integrujeme nad Im:∫
Im

(
∂w

∂t
,ϕ

)
ψ dt+

∫
Im

c̃h(w,ϕ)ψ dt = 0

Platí rovnos´ (per-partes):∫
Im

(
∂w

∂t
,ϕ

)
ψ dt = (w,ϕ)ψ|−tm − (w,ϕ)ψ|+tm−1

−
∫
Im

(w,ϕ)ψ′ dt.

Poloºme (w,ϕ)ψ|+tm−1
= (w,ϕ)ψ|−tm−1

, dosadením spä´ a opätovným pouºi-
tím per-partes dostaneme:

0 =

∫
Im

(
∂w

∂t
,ϕ

)
ψ dt (3.7)

+

∫
Im

c̃h(w,ϕ)ψ dt+ (w,ϕ)ψ|+tm−1
− (w,ϕ)ψ|−tm−1

.

Ozna£me

Y := H1(Tτ ;H2(Ω, Th)),
{ϕ}m = ϕm+ − ϕm− ,
ϕm± = lim

δ→0±
ϕ(tm + δ).
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Pomocou formulácie (3.7) de�nujeme formu

c̃mh,τ (wh,φh) =

∫
Im

(
∂wh

∂t
,φh

)
dt+ ({wh}m−1,φh(t

+
m−1, x))L2(Im) (3.8)

+

∫
Im

c̃h(w,φh) dt, wh,φh ∈ Y.

Poznamenajme, ºe pre presné rie²enie w úlohy (1.15) platí

c̃mh,τ (w,φh) = 0 ∀φh ∈ Y. (3.9)

Podobne ako pre stacionárny prípad zavedieme operátor Am
h,τ : Y → Y ′

〈Am
h,τwh,φh〉 = c̃mh,τ (wh,φh), wh,φh ∈ Y. (3.10)

Potom duálna norma operátora Am
h,τ je daná následovne

‖Am
h,τwh‖Y ′ = sup

06=φh∈Y

〈Am
h,τwh,φh〉
‖φh‖Y

.

a reziduum zapí²eme s pomocou (3.9) v nasledujúcom tvare

Rm(wh) = ‖Am
h,τwh −Am

h,τw‖Y ′ = ‖Am
h,τwh‖Y ′ = sup

06=φh∈Y

〈Am
h,τwh,φh〉
‖φh‖Y

.

Opä´ kvôli ve©kosti priestoru Y nedokáºeme vy£ísli´ hodnotu

sup
06=φh∈Y

c̃mh,τ (wh,φh)

‖φh‖Y
,

preto budeme h©ada´ supremum nad dostato£ne ve©kou podmnoºinou Y .
Zavedieme priestor Sτqhp po £astiach polynomiálnych funkcií v £asopriestore
([15], [9])

Sτ,qh,p = {φ ∈ L2(ΩT ); φ|K×Im =

q∑
s=0

ϕsz
s, ϕs ∈ Pq(Im), zs ∈ Shp, Im ∈ Tτ},

kde q > 0 ur£uje stupe¬ polynomiálnej aproximácie v £ase. Zrejme Sτ,qh,p ⊂ Y .
Podobne ako pre stacionárny prípad de�nujeme odhad

ηT (wh) = sup
0 6=φh∈Sτ,q+1

h,p

c̃mh,τ (wh,φh)

‖φh‖Y
.
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Av²ak nemusíme sa ohrani£i´ iba na jeden typ chyby, �prirodzene� sa ponúka
moºnos´ roz²íri´ mnoºinu, nad ktorou h©adáme supremum

ηS(wh) = sup
06=φh∈Sτ,qh,p+1

c̃mh,τ (wh,φh)

‖φh‖Y
,

ηST (wh) = sup
06=φh∈Sτ,q+1

h,p+1

c̃mh,τ (wh,φh)

‖φh‖Y
.

Zrejme pre wh ∈ Sτ,qh,p platí:

ηS ≤ ηST ,

ηT ≤ ηST .

Ke¤ wh ∈ Sτ,q+1
h,p je pribliºné rie²enie (2.10), potom platí

ηS(w) = ηT (w) = ηST (w) = 0.

Pri aplikácií nám bude sta£i´ (pre pouºívané (2.10) schéma) bra´ do
úvahy q = 0 a supp(φh) ⊂ Im × Ω.

Nech φ = ψ(t)ϕ(x), ψ|Im ∈ Pq(Im), Im ∈ Tτ , ϕ ∈ Shp, potom z de�nície
normy Bochnerového priestoru Y

‖φ‖2
Y =

∑
Im∈Tτ

∫
Im

(
‖ψ(t)ϕ(x)‖2

X +

∥∥∥∥ ddt(ψ(t)ϕ(x))

∥∥∥∥2

X

)
dt

platí
‖φ‖Y = ‖ψ‖H1((0,T ),Tτ )‖ϕ‖X .

Uvaºujme wh kon²tantné v £ase, potom ηS nezávisí na τm

ηS(wh) = sup
06=φh∈Sτ,qh,p+1

c̃mh,τ (wh,φh)

‖φh‖Y
= sup

φh∈Sτ,qh,p+1

φh=ψh(t)ϕh(x)6=0

∫
Im
c̃h(wh,φh) dt

‖ψh‖Y ‖ϕh‖X

= sup
φh∈Sτ,qh,p+1

φh=ψh(t)ϕh(x) 6=0

∫
Im
ψh dt

‖ψh‖Y
· c̃h(wh, ϕh)

‖ϕh‖X

= sup
0 6=ϕh∈Sh,p+1

C̄ · c̃h(wh, ϕh)

‖ϕh‖X
, C̄ > 0.
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Uvaºujme wh, ktoré je presné na £asovom intervale Im, potom

ηT (wh) = sup
06=φh∈Sτ,q+1

h,p

c̃mh,τ (wh,φh)

‖φh‖Y
= sup

φh∈Sτ,q+1
h,p

φh=ψh(t)ϕh(x) 6=0

({wh}m−1,φh(t
+
m−1, x))

‖ψh‖Y ‖ϕh‖X

= O(τm).

Vhodnos´ odhadu

Aby sme mohli pozorova´ chovanie de�novaných odhadov vykonáme sériu
výpo£tov pre úlohu

∂u

∂t
+ u

(
∂u

∂x1

+
∂u

∂x2

)
= ε∆u, (3.11)

u(x, 0) = u0,

u|∂Ω×(0,T ) = uD,

kde Ω = (−1, 1)2, ε = 10−2, T = 1 a u0, uD sú zvolené tak, aby

u(x1, x2, t) =

(
1 + exp

(
1 + x1 + x2 − t

2ε

))−1

bolo rie²ením (3.11). Ke¤ºe poznáme exaktné rie²enie úlohy, môºeme ur£i´
i eh. Spo£ítame teda rie²enie, chybu a odhady na konci výpo£tu. Výpo£ty
vykonávame

• pre rôzne hrubé siete (uniformné trojuholníkové),

• pre rôzne stupne aproximácie,

• pre rôzne ve©kosti £asového kroku (explicitne ur£ené).

Budeme si v²íma´ chovanie jednotlivých odhadov rezidua. O£akávame, ºe pre
zmen²ujúci sa £asový krok bude klesa´ ‖eh‖ i ηT , ηST . Podobne pre zvy²ujúci
sa stupe¬ aproximácie alebo pre jemnej²iu sie´ o£akávame, ºe bude klesa´ s
‖eh‖ aj ηT a ηST .

Z výsledkov (tabu©ka 3.1) je vidie´, ºe

1. od ur£itej ve©kosti £asového kroku τ sa zásadne nemení ‖eh‖,

2. v rovnakom kroku ako v 1. je pomer ηS
ηT
∼ 102,
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3. od rovnakého kroku ako v 1., pre zmen²ujúci £asový krok τ stúpa ηST
i pomer ηS

ηT
,

4. pre zvy²ujúci sa stupe¬ aproximácie pK nastáva stav z 1. pri men²om
£asovom kroku,

5. podobne pre postupne zjem¬ovanú sie´ (h) nastáva stav z 1. pri men-
²om £asovom kroku.
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pK h #Th DOF τ ‖eh‖L2(0,T ;X) ηS ηT ηST ηS/ηT
1 2.357E-01 288 864 2.500E-02 3.311E-01 4.790E-01 1.775E-02 4.793E-01 2.699E+01

1 2.357E-01 288 864 1.250E-02 3.243E-01 5.509E-01 9.637E-03 5.510E-01 5.717E+01

1 2.357E-01 288 864 6.250E-03 3.224E-01 5.921E-01 5.720E-03 5.922E-01 1.035E+02

1 2.357E-01 288 864 3.125E-03 3.218E-01 6.151E-01 3.077E-03 6.151E-01 1.999E+02

1 2.357E-01 288 864 1.563E-03 3.217E-01 6.272E-01 1.308E-03 6.272E-01 4.796E+02

1 2.357E-01 288 864 7.815E-04 3.217E-01 6.333E-01 6.179E-04 6.333E-01 1.025E+03

1 1.178E-01 1152 3456 2.500E-02 2.478E-01 2.302E-01 1.953E-02 2.310E-01 1.178E+01

1 1.178E-01 1152 3456 1.250E-02 2.243E-01 2.851E-01 1.046E-02 2.853E-01 2.725E+01

1 1.178E-01 1152 3456 6.250E-03 2.167E-01 3.219E-01 5.858E-03 3.220E-01 5.496E+01

1 1.178E-01 1152 3456 3.125E-03 2.146E-01 3.428E-01 3.354E-03 3.429E-01 1.022E+02

1 1.178E-01 1152 3456 1.563E-03 2.141E-01 3.544E-01 1.993E-03 3.544E-01 1.778E+02

1 1.178E-01 1152 3456 7.815E-04 2.140E-01 3.605E-01 8.036E-04 3.605E-01 4.486E+02

2 2.357E-01 288 1728 2.500E-02 2.279E-01 1.529E-01 1.836E-02 1.540E-01 8.325E+00

2 2.357E-01 288 1728 1.250E-02 2.021E-01 2.007E-01 9.740E-03 2.009E-01 2.061E+01

2 2.357E-01 288 1728 6.250E-03 1.952E-01 2.328E-01 5.112E-03 2.329E-01 4.556E+01

2 2.357E-01 288 1728 3.125E-03 1.942E-01 2.514E-01 2.848E-03 2.514E-01 8.826E+01

2 2.357E-01 288 1728 1.563E-03 1.945E-01 2.614E-01 1.394E-03 2.614E-01 1.875E+02

2 2.357E-01 288 1728 7.815E-04 1.948E-01 2.666E-01 6.557E-04 2.666E-01 4.067E+02

2 1.178E-01 1152 6912 2.500E-02 1.846E-01 4.548E-02 1.987E-02 4.963E-02 2.289E+00

2 1.178E-01 1152 6912 1.250E-02 1.223E-01 6.454E-02 1.071E-02 6.542E-02 6.024E+00

2 1.178E-01 1152 6912 6.250E-03 9.262E-02 8.008E-02 5.594E-03 8.027E-02 1.431E+01

2 1.178E-01 1152 6912 3.125E-03 8.246E-02 9.008E-02 2.890E-03 9.013E-02 3.117E+01

2 1.178E-01 1152 6912 1.563E-03 7.983E-02 9.574E-02 1.538E-03 9.575E-02 6.224E+01

2 1.178E-01 1152 6912 7.815E-04 7.930E-02 9.876E-02 8.057E-04 9.876E-02 1.226E+02

Tabu©ka 3.1: Výpo£et ηS, ηT , ηST
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3.2.1 Odhad regularity rie²enia

Máme odvodený odhad rezidua, ktorý nám umoºní ur£i´ elementy siete
vhodné k úprave. Potrebujeme e²te rozhodnú´ ako rozpozna´ prípad ele-
mentu, ktorý si vyºaduje zvý²i´ stupe¬ aproximácie (ak je rie²enie dosta-
to£ne regulárne), alebo naopak rozdelenie na men²ie elementy.

Nech u je presné a uh príslu²né numerické rie²enie. Na základe [6], [8] a
[1] vieme, ºe pre skoky na hranici elementov K ∈ Th platí∫

∂K

[u− uh]2 dS =

∫
∂K

[uh]
2 dS ≈ Ch2µK−1

K |u|2HsK (Ω),

kde C > 0, µK = min(pK + 1, sK) a sK ozna£uje lokálny stupe¬ regularity
u, teda u|K ∈ HsK (K). De�nujeme nasledujúci indikátor regularity

gK(uh) :=

∫
∂K

[uh]
2 dS

|K|h2pK−2
K

, K ∈ Th.

Potom, ak je presné rie²enie dostato£ne regulárne (sK ≥ pK + 1), tak

gK(uh) = O

(
h2pK+1
K

h2
Kh

2pK−2
K

)
= O (hK) ,

naopak, ak je rie²enie nie je dostato£ne regulárne (sK < pK + 1), tak

gK(uh) = O

(
h2pK−1
K

h2
Kh

2pK−2
K

)
= O

(
h

2(sK−pK)−1
K

)
.

�iºe, môºeme pouºi´ gK , K ∈ Th ako indikátor:

• gK ≥ 1 � rie²enie je dostato£ne regulárne � zvý²ime stupe¬ aproxi-
mácie pK

• gK < 1 � rie²enie nie je dostato£ne regulárne � rozdelíme K na
viacej elementov.

Z numerických experimentov v [6] vieme, ºe je výhodnej²ie pouºíva´ gK po
dodato£nej úprave:

g̃K(uh) :=

∫
∂K

[uh]
2 dS

|K|h2pK−4
K

, K ∈ Th.
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3.3 Numerické experimenty

Pripomenieme algoritmus z [5]:

1. Nech ω > 0 a Th je sie´ na Ω s príslu²ným priestorom Shp.

2. Vypo£ítame numerické rie²enie wh, (2.10).

3. Pre kaºdé K ∈ Th spo£ítame ηKT (wh) a ηKST (wh).

4. Ak ηST (wh) < ω alebo ηKST (wh) < ω, ∀K ∈ Th, tak ukon£íme výpo£et.

5. Pre kaºdý element K ∈ Th � ak platí ηST (wh) > ω:

(a) Ur£ime g̃K(wh).

(b) Bu¤ g̃K(wh) ≤ 1, potom poloºíme pK 7→ pK + 1,

(c) alebo (g̃K(wh) > 1) a rozdelíme K na men²ie elementy.

6. Vytvoríme novú sie´ T̃h a priestor S̃hp.

7. Pokra£ujeme krokom 2.

γ̃τ je vhodne zvolená kon²tanta, vzh©adom k pozorovaniu: γ̃τ u 10−2.
Uvaºujme neviskózne stla£ite©né prúdenie cez kanál so schodom (forward

step �ow, [16]). Adaptívny výpo£et bol na²tartovaný s uniformnou trojuhol-
níkovou sie´ou zloºenej z 125 elementov. �asový krok bol daný pevne, expli-
citne. V priebehu výpo£tu bola sie´ postupne adaptovaná pod©a uvedeného
algoritmu. Na výpo£et bol pouºitý balík ADGFEM, [3].
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Obr. 3.1: Numerické rie²enie a výpo£tová sie´ pre £as t = 0.25

Obr. 3.2: Numerické rie²enie a výpo£tová sie´ pre £as t = 0.5
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Obr. 3.3: Numerické rie²enie a výpo£tová sie´ pre £as t = 0.75

Obr. 3.4: Numerické rie²enie a výpo£tová sie´ pre £as t = 1.0
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Obr. 3.5: Numerické rie²enie a výpo£tová sie´ pre £as t = 1.25

Obr. 3.6: Numerické rie²enie a výpo£tová sie´ pre £as t = 1.5

37



Obr. 3.7: Numerické rie²enie a výpo£tová sie´ pre £as t = 1.75

Obr. 3.8: Numerické rie²enie a výpo£tová sie´ pre £as t = 2.0
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Obr. 3.9: Numerické rie²enie a výpo£tová sie´ pre £as t = 2.25

Obr. 3.10: Numerické rie²enie a výpo£tová sie´ pre £as t = 2.5
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Záver

V práci sme zaviedli základné pojmy a rovnice súvisiace s problémom prú-
denia. Zárove¬ sme odvodili variantu nespojitej Galerkinovej metódy. V po-
slednej kapitole sme odvodili odhad rezidua pre stacionárne i nestacionárne
úlohy. S navrhnutý odhad sme vykonali numerické experimenty za ú£elom
pozorovania chovania odhadu a tieº, £i je daný odhad vhodný k pouºitiu na
adaptívne modi�kovanie výpo£etných sieti.

Odhad bol v²ak odvodený iba pre predstavené schéma prvého radu. Teda
by bolo moºné princíp odhadu roz²íri´ i na schéma vy²²ieho radu. Tieº sme
ukázali, ºe odhad ohrani£uje reziduum v norme len zdola. Zostáva otázkou,
£i je moºné reziduum ohrani£i´ navrhnutým odhadom i zhora. Navrhnutý
odhad by bolo tieº moºné pouºi´ k adaptívnej zmene £asového kroku na
základe pomerov navrhnutých indikátorov ηS, ηT . Otázkou zostáva tieº cho-
vanie indikátorov a algoritmu pre ¤al²ie úlohy, neº ktoré boli prezentované.
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