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Navier-Stokesovych rovnic a tiez pripomenieme nespojiti Galerkinovu me-
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Uvod

V stcasnosti rozne priemyselné odvetvia vyuzivaji numerické simulécie fyzi-
kalnych dejov, aby bol vyvoj a testovanie rychlejsie, kvalitnejsie a lacnejsie.
Medzi ¢asto riesenie problémy patri simulacia pridenia tekutiny ako obteka-
nie prekazok, profilov, interakcia telies s tekutinou alebo prudenie v kanali.
Pre vSetky tieto ulohy je potrebné spocitat rieSenie pre matematicky mo-
del zalozeny na Navier-Stokesovych rovniciach. Vhodn4 a oblibena metoda
pre hladanie rieSenia je nespojitd Galerkinova metoda, ktord je podobne
ako metoda konecnych objemov alebo kone¢nych prvkov zalozena na slabej
formuléacii ulohy pridenia. Vypocet rieSenia nespojitou Galerkinovou me-
todou je mozné urychlit a upresnit spravnou volbou vypoctovej siete. V
praci navrhneme odhad rezidua, na ktorého zaklade bude mozné v priebehu
adaptivne menit vypoctova siet.

V prvej kapitole prace pripomenieme zakladné pojmy zakony zachovania
a zakladné veli¢iny mechaniky kontinua. Nasledne z nich odvodime diferen-
cidlne rovnice (i Navier-Stokesové rovnice), ktoré tvoria systém popisujici
stlaciteIné viskézne prudenie. V druhej kapitole odvodime implicitné schéma,
pre nespojiti Galerkinovu metodu.

Odhadom rezidua pre numerické riesenie sa budeme zaoberat v tretej
kapitole. Pripomenieme odhad pre stacionarne tlohy a nadvizujtuc rozsirime
odhad i na nestacionadrnu tlohu. So ziskanym odhadom navrhneme tupravu
hp-adaptivneho algoritmu a vykondme numerické experimenty.



Kapitola 1
Popis pridenia

Cielom kapitoly je uviest rovnice popisujuce pridenia tekutin. Na zacia-
tok zavedieme niekolko znaceni a pripomenieme zakladna hypotézu. f)alej
rozoberieme Lagrangeov a Eulerov popis pridenia a z fyzikdlnych zakonov
odvodime rovnice pridenia. Obsah kapitoly vychadza z [10], kde je proble-
matika skimané detailne.

1.1 Zakladna hypotéza

Predpokladajme, 7ze tekutina je kontinuum, t.j. v kazdom bode objemu vy-
plneného tekutinou a kazdom casovom okamihu sa nachadza prave jedna
Castica tekutiny. Dalej predpokladajme, Ze vSetky funkcie popisujice prude-
nie st dostato¢ne diferencovatelné, t.j. funkcie su spojito diferencovatelné v
takom rade, v akom je to potrebné.

1.2 Lagrangeov popis prudenia

Nech t € [0,T), T > 0, je ¢asovy interval, v ktorom uvazujeme pridenie
tekutiny. Potom Q; = Q(t) C RY, d € {1,2,3} ozna¢ime oblast vyplnent
tekutinou v case t.

Uvazujme pohyb kazdej jednotlivej ¢astice po trajektorii:

r=p(X,1) = p(X, to; 1), (1.1)

kde x st Lagrangeové siradnice Castice v Case t, X je referenc¢na suradnica



Castice v Case ty a  reprezentuje trajektoriu castice. Teda plati

Ak predpokladame existenciu derivacii ¢, tak mézeme rychlost a zrych-
lenie Castice danej referenciou X definovat nésledovne:

i

B(X, 1) = S(X, 1), (1.3a)
a(x,t) = %(x, ). (1.3b)

1.3 Eulerov popis prudenia
V pripade, Ze budeme pozorovat Castice tekutiny prechadzajice bodom x v

Case t, tak dostavame z (1.1), (1.3):

v(x,t) = #(X, 1) = %‘f(x, ),

kde z = p(X,t). Takze zrychlenie ¢astice prechadzajicej bodom z v ¢ase t
je

ov 5 ov
a(X,t) = 5 (1) + > vz, )7 (1)
i=1 v

za predpokladu v € (C(2 x (0,7)))3.

1.4 Zakony zachovania

K odvodeniu diferencidlnych rovnic mechaniky tekutin potrebujeme vetu o
transporte.

Veta 1.4.1 (Veta o transporte). Nech ¢y € (0,7"), v(to) je ohrani¢ena oblast
a v(ty) C €,. Nech ¢ definuje zmenu oblasti v(t) v ¢ase a ma nasledujice
vlastnosti:

e © je spojito diferencovatelné, vzajomne jednoznac¢né zobrazenie oblasti
v(to) na v(t),

e © mé Jakobian J, ktory je spojity, ohrani¢eny na intervale (¢q,t5) a
splna j(X, t) >0,VX € V(to), Vt € (t1,t2).
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Nech F(z,t) ma spojité a ohrani¢ené derivicie prvého radu na mnozine
{(z,t);t € (t1,t2),x € v(t)}. Potom pre Vt € (t1,t3) existuje kone¢na deri-

vacia y OF (z.1)
Z, .
E/F(x,t) iz = / (T+dzv(Fv)(x,t)) dr (14)
%0 0
Dékaz. vid. [10] O
Oznac¢ime

M= {(z,t);t € (0,T),z € Q}.

Nech F(x,t) : M — R je Eulerova reprezentacia nejakej veli¢iny (tran-
sportovanej Casticami tekutiny). Uvazujme Castice vypliujice ohranicend
oblast v(t) C Q. Potom je celkové mnozstvo veli¢iny dané funkciou F' v
objeme v(t) a ¢ase t rovné

Fl(x) = /F(:L‘,t)dI
v(t)

f)alej budeme pracovat s matematickymi formulaciami zdkladnych zéko-
nov termodynamiky.

1.4.1 Rovnica kontinuity

Hustota tekutiny, p : M — (0,inf), umoziuje vyjadrit hmotnost, m, teku-
tiny v oblasti v C {2
m(v,t) == /p(x,t) dx
za predpokladu, 7e
p e Cl (M),
v € CH(M).

Zéakon zachovania hmotnosti znie: hmotnost m ¢asti tekutiny v objeme
v(t) nezavisi na case t, t.j.

dm(v(t),t)

= t t1,t9). 1.
at 0, € (t1,t2) (1.6)



Na (1.6) aplikujeme vetu o transporte (1.4.1) a ziskame

& [ ranae= [ (Lt divioorian) <o

v(t) v(t)

¢im dostédvame rovnicu kontinuity (podrobne [10])

ap . B
a5 + div(pv) = 0. (1.7)

1.4.2 Pohybové rovnice

Pohybové rovnice odvodime zo zadkona zachovania hybnosti: okamzit4 zmena
celkovej hybnosti objemu tekutiny, ktory je tvoreny v kazdom ¢asovom oka-
mihu rovnakymi ¢asticami a ktory v ¢ase ¢ vyplita objem v(t), je rovna sile
posobiacej na v(t). Nech

p €CH (M),
v e (CH M)

a F(v(t)) je sila posobiaca na objem v(t). Potom celkova hybnost objemu
tekutiny v(t) je dana

H(v(t),t) = /(p'v)(x,t) dzx.
v(t)

a zakon zachovania hybnosti mozeme vyjadrit v tvare
=F(v(t), tEe(ty,t). (1.8)

Na tekutiny posobia dva druhy sil, objemové a plosné:

e objemova sila posobiaca na objem tekutiny v(t) je uréena svojou hus-

totou f € (C(M))?

Folw(t). ) = / (of) (. 1) do.

v(t)



e plosna sila reprezentuje posobenie tekutiny vo vnitri oblasti v(t) v
Case t a je dand tenzorom napitia T = (755)7 -, € (C x B1(0))*:

Fs(v(t) / an x)7ii(x,t) dS,
au(t) HI=1

kde
Bi(0) = {z € R%|2| < 1}

a n(z) je jednotkova vonkajsia norméla k dv(t) v bode x.

Predpokladajme v8eobecny tvar F, t.j. zanedbame viskozitu (,,vnatorné
trenie“) tekutiny a uvazujme interakciu medzi objemami tekutiny iba pro-
strednictvom tlakovej sily:

Fu(t), ) = /(pf)(xtd:ch / an 7oy (1) dS.

v (t) au(t) W=t

Pouzitim vety o transporte (1.4.1) a Greenovej vety dostaneme Eulerove
rovnice v konzervativnom tvare:

0 . ’ 87’1’3’ .
a(pvi) + div(pvv) = pfi + ; O i=1,2,3. (1.9)

Vztahy medzi tenzorom napitia a ostatnymi veli¢inami urcujicimi pru-
denie st charakterizované rheologickymi rovnicami a ak budeme brat do
uvahy vplyv viskozity, tak pre viskdzne pridenie plati

T =—pl+T,

kde I je jednotkovy tenzor. Viskoznu ¢ast tenzoru napétia popisuji Stokesové
postuldty:

1. T=—pl+T'

2. Tenzor T’ je spojitou funkciou tenzoru rychlosti deformacie

1 8% v,
D) = (s =3 (5o + 52 ).
7 1
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3. Tekutina je izotropné médium, t.j. vlastnosti tekutiny si rovnaké vo
vSetkych smeroch.

4. Ak je tenzor rychlosti deformécie nulovy, potom na tekutinu posobia
iba tlakové sily, t.j.

D

0 = 7T=-plL

5. Vztah medzi 7' a D je linearny.

Ak tenzor napétia zavisi lineadrne na tenzore rychlosti deformacie, nazy-
vame tekutinu Newtonowskad.

Predpokladajme, 7Ze st Stokesové postulaty splnené, potom mozeme ten-
zor napatia vyjadrit v tvare

T = (—p+ Mivv)l + 2uD,

kde A, p st konstantné alebo skalarne funkcie termodynamickych veli¢in
(vid. [10]). Dalej nech plati

p€CHM),
ov
s € C(M),
v
,7 €1,2,3.
Pouzijeme vetu o transporte (1.4.1) a odvodime Navier-Stokesové rov-
nice:
Ipv) . _ . .
BT div(pv ® v) = pf — V(Adivv) + div(2uD) (1.11)

1.4.3 Rovnica energie

Zakon zachovania energie ma nasledujiice znenie: okamzitd zmena celkovej
energie objemu tekutiny, ktory tvori v kazdom ¢asovom okamihu rovnaké
astice a ktory vyplia objem v(t) v ¢ase t, je rovna stctu vykonu objemovych
a povrchovych sil a mnozstva tepla dodaného systému:

11



%/E(w,t) dx = /p(x,t)f(x,t).v@?t) de
v(t)

v(t)
d

+ / Zrij(x,t)nj(x)vi(x,t)ds
ov(t) =1

—l—/p(x,t)q(x,t)dx— / q(z,t) -n(z)dsS,
v(t) ov(t)

kde ' = p(e+ ‘v—22| je celkova energia, e Specifickd energia na jednotku

hmotnosti a q je tepelny tok. Za vhodnych predpokladov,
P fijs vis Tijs @ € C(M), 1,7 € 1,2,3,
aplikujeme vetu o transporte (1.4.1), Forierov zékon,
qg=—kV0,

kde k je koeficient tepelnej vodivosti, 6 je absolitna teplota a dostaneme
rovnicu energie

%—f + div(Ev) = pf - v + div(Tv) + pp — divg (1.12)

1.5 Termodynamické vztahy

Systém rovnic (1.7), (1.11) a (1.12) obsahuje len pét rovnic (pre d = 3), ale
az sedem neznamych: vy, vo, v3, p, p, 0 a E. Cize pre uplna formulaciu ulohy
potrebujeme pridat este dve dodato¢né rovnice.

Budeme sa zaoberat len idedlnym plynom, pre ktory platia stavové rov-
nice

p = Rpb), (1.13)
e=cyb, (1.14)

kde R = cp — cy je plynovd konstanta, cp mernd tepelnd kapacita pri stdalom
tlaku a ¢y mernd tepelnd kapacita pri stdlom objeme.
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1.6 Stlacitel'né viskoézne priadenie

Ststavu rovnic (1.7), (1.11), (1.12), (1.13) mozeme zapisat v tvare

8_w+zafs(w) :ZaRs(w,V'w) (1.15)

at axs 83:5 ’

s=1 s=1

kde w je stavovy vektor, f; neviskozne (Eulerove) toky, R, viskozne toky a
pre d = 3 su urcene nasledujic

w = (p>PUIaPU27[)USaE)Ta (116)
Fs(w) = (pvg, pv1vs + d14p, pr2vs + d2sp, PU3vs + 035, (E + p)vs)T,  (1.17)
> A
R(wavw) = 077—8177—8277837;7—5jvj +k87$3 . (118)

Predpokladajme, ze sa 02 sklada z troch vzajomne disjunktnych casti:
0%); vstupu, 02, vystupu a 0€),, pevnej steny. So zaCiato¢nymi a okrajovymi
podmienkami

w(z,0) = w’(z),z € (1.19)
(S 00
p = pPp,V = Vp, ; (; Tij”j) v; + ka—n =0 na 0%, (1.20)
d
0
Z%‘jng‘:oaizl,---,d,a—:() na 05, (1.21)
: on
7=1
0
v =0, g_n =0 na 0, (1.22)

ziskavame formulaciu tlohy.
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Kapitola 2

Nespojita Galerkinova metoda

V nasledujicej kapitole aplikujeme nespojiti Galerkinovu metdédu na si-
stavu rovnic popisujicich pridenie z predchadzajicej kapitoly. V texte po-
uzivam poznatky z |7], [4], [9].

2.1 Triangulacia oblasti

Nech Q C R? je oblast s Lipschitzovsky spojitou hranicou I' = 99 a nech 7j,
je rozdelenie €2, uzaveru {2, na konecny pocet vzajomne disjunktnych oblasti
K. Potom 7T, nazyvame triangulaciou oblasti €.

U k=20,

KeTy,

K)NK)=0 VK, K;€T,K;#K;

Polomer najvicsej sféry, ktord mozeme vlozit do elementu k znacime
hx = diam(K) a polozime h = maxge7, hx. Hranicu elementu K oznacime
0K a jeho Lebesgueovu mieru |K].

Nech F}, je mnozina hran vSetkych elementov triangulécie 7;,. Potom nech
Fi znadi mnozinu vSetkych vntutornych hran Q a FZ mnozinu vsetkych hran
hranice 0f). Zavedieme znacenie

o Fi ={T € F;I C o},

e 7P ... mnoZina hran na hranici 99, na ktorych je zadana Dirichle-
tova okrajovd podmienka, analogicky F}¥ pre Neumannove okrajové
podmienky

14



o Fio=F UF
e podobne F7, F}’, ]-"/?N, ]—}{D, ]-",{N )

Kazdému elementu K priradime lokdlny Sobolevov inder sx € N a
lokdlny (polynomidlny) stupen aprozimdcie px € N. Potom pre vektory
s = (Sk)ke7, a P = (PK)KeT, a dant triangulaciu 7, definujeme

H3(Q, Tn) = {; 0l € H*(K),VK € Tn}, (2.1)
Swp = {9 € L*(Q); ¢l € Py (K),VK € Ty}, (2.2)

kde P.(K) je priestor polynémov r-tého stupia na K. Pre vektorové funkcie

definujeme priestor
ShP = (Shp>d7

analogicky H®(Q,Ty,).
Pre o € H"(Q,T,), r > 0 a prislu$na jednotkovt vonkajsku normalu np
budeme pouzivat nasledovne znacenie a konvencie

e e FleT =K, NKp, K, Kr €Ty
— v smere normdaly nr lezi K,
— cp|§~L) ... stopa ¢|k, nal',
~ (@) = 3ol +el?)
— [elr = el — el
e e FPN & T C KrnoQ
— nr smeruje do vonkajsku €2

— (@)r = el = |V

2.2 Diskretizacia

Z formulacie problému (1.15) ziskame definiciu slabého rieSenia §tandardnym
postupom, podrobne vid. [4], [9], [10], [11], [12].

Nech w je riegenie (1.15), w, 22 € L2(0,T; H*()). Rovnicu (1.15) vy-
nasobime funkciou ¢ € H?*(Q,T,), zintegrujeme nad K € T, pouZijeme

15



Greenovu vetu a s¢itame cez vSetky elementy triangulacie. Dostaneme vztah

+ 3 /Zfs(w)nswpds—/ztfs(w)-g;i dz

_ Z /ZRS('w,V'w)ns-cpdS. (2.3)

FE]:,LD T s=1

Rovnicu (2.3) rozsirime o penaliza¢né ¢leny

+Z/a[w]-[g0]d5—2/0w3'¢d5— Z/Uw((@ds

rer! v rerP v Pery v
— Z /JwB-C(go)dS— Z /awB~C(go)dS,
TeF T Pery v

kde o je penalizac¢ny parameter zvoleny nésledovne

Cw
U|F

=—— T B
diam(T")Re’ € Fn

Re je Reynolds ¢islo, C'y vhodna konStanta a stavovy vektor wp je v zavis-
losti na okrajovych podmienkach urceny

wp = (p|r,0,...,0,0|rp|p)T7 FEfg,

wp = LRP('w|(FL),'wD,nF), I'eFPe.

LRP(-,-,-) je riesenie lokdlneho Riemannového problému na hrane I’ € F}°
pre dany stavovy vektor wp. Zobrazenie ¢ : R%*2 — R9*2 penalizuje kom-
ponenty w, pre ktoré je zadana Dirichletovd podmienka na pevnej stene

C(w) = (0,ws, ..., weq,0)T.
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pp- vp funkcie st dané v okrajovych podmienkach a p|p, Or st hodnoty
hustoty a absoltatnej teploty extrapolované na prislusné casti hranice.
Viskozne toky R, mozeme vyjadrit v tvare

9w
8xk’

kde K\ st matice typu (d + 2) x (d + 2) (podrobne [2], [4], [11], [12]).
Do rovnice (2.3) doplnime stabiliza¢né ¢leny

- /Z <Z K§k<w>§—;> n, - [w] dS

I‘ef}{r s=1 k=1
d d a‘p

kde 7 je tzv. stabiliza¢ny parameter. n mozeme zvolit Tubovolne, avsak naj-
beznejsie st nasledujice tri varianty:

o n=1... SIPG (SymmetriclteriorPenaltyGalerkin),

d
R,(w,Vw) =Y K, ;(w) s=1,....,d,
k=1

e n=0... I[IPG (IncompleteIPG),
o n=—1... NIPG (NonsymmetricIPG).

Definujeme formy




d
9,

br(w, ) = Q > fo(w)n, sodS—/Zfs( ) 8fd ,

KeTy, K s=1 K s=1 s
T (w, @) = Z/a[’w]-[go]dS— 3 /awB 0dS

FGJ:,ILF FE]-—;?F

- /aw C(p)dS — ows - ((p)dS
Fery v TeF° T

Potom mozeme rovnicu (2.3) vyjadrit v tvare:
Bwh o
stoh +a’h(wa¢>+bh<w7go)+jh(w790) =0.

2.2.1 Neviskdzne Cleny

Toky cez hranice elementov aproximujeme (podobne ako pri metode koned-
nych objemov) pomocou numerického toku

~ Hwl® wl® n).
(wlF >w|F ,’I’L) SO&K

kde H(u,v,n) splha
e H(u,v,n) je Lipschitzovsky spojity vzhladom k u a v,

e H(u,v,n) je konzistentny
H(u,u,n) =Y fi(un,, (2.4)
e H(u,v,n) je konzervativny

H(u,v,n) = —H(v,u,—n). (2.5)
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Kedze pre f; plati rovnost (vid. [10])

fs(w) = Aj(w)w, s=1,...,d, (2.6)
kde

As(w)z%gu), s=1,....d, (2.7)

st Jakobiho matice fs, polozime

S sw)- 52| =Y aww o

ox
K s=1 * K

Dalej definujeme Vijayasundaramov numericky tok (z [14]):

L R L _ R
Hy (w|”, wt?, ) = P* ((w|r), n) w|t” + P~ ((w]r), n) w|?
kde P, T, A st také matice, ze

d
P(w,n) =Y A, (w)n, =TAT ™,
s=1
P* = TA*T".
Zavedieme formu by, (vid. [5], [6]):

by(w, @) = > / (P (w, n)w|(") - pds

FE]-'EF

kde zobrazenie M : R%? — R*2 ma pre w = (p, v, e)” predpis

e neviskézne pridenie

M(w) == (p, pv — 2p(v - n),e)",
e viskézne prudenie

M(’LU) = (p7 —pv, 6>T'
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2.2.2 Viskézne C¢leny
Nech wy je stavovy vektor spliajici (1.22) a nech K, s,k =1,...,d st

matice identické, az na posledny nulovy riadok, s K

8wN

8[Ek

awN

d
k=1

Ks,k('wN) , FG.F;;U,S:L...,d.

d
r k=1 r

Budeme sa zaoberat len IIPG variantou nespojitej Galerkinovej metddy, t.j.
polozime 1 = 0. Definujeme formu ay,

KEThK s=1 k=1
d d
0
-5 (SR o ias
ﬁxk
FE]'—;{F s=1 \k=1

d d
S z(zxs,k<w>a—"”) o
Fe]:}iLoF s=1 k=1 Lk
d d Ow
S /Z (ZK;‘jk(w)7> n, - @ds.
rery s=1 k=1 k

2.3 Numerické rieSenie
Nech wy,, ¢, € H*(2,Tp,), polozime
én(wn, 1) = an(wp, pn) + b (wy, @n) + T4 (wh, @n). (2.8)

Definicia. Funkciu wy, € C'(0,T; Spp) nazyvame semi-diskrétnym rieSenim
(1.15) prave vtedy, ak splna

1wh(0) = Wy, (29)

ow -
2. (a—th,goh> + ch(wh,goh) =0 Ve, € Shp>Vt € (O,T),

kde wy,(0) je Spp-aproximaciou zaciato¢nej podmienky.
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Aproximujeme ¢asovi derivaciu v (2.9) pomocou spéitnej Eulerovej me-

tody. Nech 0 =ty < t; < ... < t, = T je rozdelenie Casového intervalu
(0,T), T, = iy, — tm—1 & nech wj* € Syp je po Castiach polynomialna apro-
ximécia wy(t,,), m = 0,1,...,r. Nasledujice schéma je prvého radu v ¢ase

(pretoZe pouzivame Eulerovu metodu).

Definicia. Funkcie wi* € C*(0,T; Shp), m = 0,1,...,r nazyvame pribliz-
nym rieSenim (1.15) podla implicitnej DG-metody prave vtedy, ak splhaja

L.wj} je Sjp-aproximédciou zadiato¢nej podmienky (2.10)
m m—1
w — w o
2‘( " - s v‘Ph>+Ch(wha<Ph):0 Vn € Spp,m=0,...,7,
3wy € Shp.

Definicia. Funkciu wy, € C'(0,T; Sp) nazyvame diskrétnym rieSenim sta-
cionarnej tlohy pradenia (%—1;’ =0 v (1.15)) prave vtedy, ak splha

éh(wh, ‘Ph) =0 VQOh € Shp. (211)

Poznamenajme, ze metoda je konzistentné, t.j. pokial w : (0,7)xQ — R
je dostato¢ne regularne riesenie (1.15), potom plati (vid. [4])

0 N
(6_1:’ ‘P> +én(u, ) =0 Vo e H(Q,Th). (2.12)
L2(Q)

2.4 Implementacia

Nech Nj, = dimSjp a nech By, = {z; € Sip;i =1,..., N} } je baza priestoru
Shp. Potom w} moézeme vyjadrit ako sucet linedrne nezavislych funkcii baze
By,

Ny,
w;rln:z&mzi, E"eR,z; € By,i=1,...,Ny.

=1

Dalej definujeme vektor W= {&m ﬁ&l. Pomocou izomorfizmu
wy € S & W eRM

formulujeme tlohu (2.10) ako algebraicky problém

m

1 1
(—M + C(W,’L”)) W= —MW"™ m=12,... (2.13)

Tm
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kde C koresponduje s formou ¢, a M so skaldrnym stc¢inom (z;, 2;j)r2(q)- Pri
voI'be vhodnej konstrukcie bazy Bj, je mozné dosiahnut, Ze matica M bude
blokovo-diagondlna.

Uloha (2.13) je sustavou nelinearnych algebraickych rovnic, ktortt mo-
zeme pomocou Newtonovej metody iterativne riesit. V jednotlivych itera-
cidch Newtonovej metdédy pouzijeme na rieSenie stustavy linedrnych rovnic
vhodnt iterativnu metodu (napr. GMRES), detailne [4], [9].
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Kapitola 3

Odhad rezidua

V siicasnosti je ¢asto chyba priblizného rieSenia pre nelinearne tlohy v case
odhadovana nasledujicim sposobom:

e u ...presné rieSenie tlohy,
® uy ...priblizné rieSenie dlohy,

e R ...reziduum,

e R ...aproximéacia rezidua,
polozime
R(Uh> — R(u) = R(uh) - ﬁ(uh) + 7~2(uh) - R(u),

potom R(uy) — R(up) oznacuje Casovi chybu a R(up) — R(u) oznaluje
priestorovii chybu. Pre dany sposob rozdelenia vS§ak nemame rigorézne zdo-
vodnenie.

Cielom kapitoly je rozsirit odhad rezidua pre stacionarny pripad Navier-
Stokesovych rovnic na nestacionarnu tlohu. Navrhovany sposob je zalozeny
na odhade rezidua v dualnej norme.

3.1 Stacionarna tuloha

Najprv uvedieme z [9], [5], [6] odhad pre stacionarnu tlohu

d

Z 81;5% Z (w, Vw) (3.1)

s=1 s=1
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Prevedieme diskretizéciu pre rovnicu (3.1) analogicky ako pre nestaci-
onéarny pripad prudenia (1.15) a dostaneme formu &, vid. (2.8) a formulaciu
diskrétneho rieenia (2.11).

Nech X je priestor funkcii s normou || - || x (jej volbu popiseme neskor) a
prislusnym duélnym priestorom X’. Nech v € H?(Q)) C X je slabé riesenie
(3.1) auy, € X. Polozme X = H?*(Q,T;,), kde Ty, je triangulacia Q. Pomocou
formy ¢, zadefinujeme operator A, : X — X'

(Apup, @) = Cpl(un, ), up, @ € X. (3.2)

Potom dualna norma operatora Ay, je dand néasledovne

Apuy,
| Apun||x: = sup (Anun, 9)
oreex  llellx

Konzistencia DG-met6dy (2.12) umozihuje definovat reziduum v tvare

Apup,
Riun) = || Aptn — Ay = [|Anun |y = sup nn?)
ozeex  llellx

I

kde u je presné riesenie a Apu = 0. Spocitat hodnotu supg_,ex %

nedokadzeme, pretoze X je nekonecno-dimenzionalny priestor. Mozeme vsak
hTadat supremum nad dostato¢ne velkou kone¢ne-dimenzionalnou podmno-
zinou X.

Nech Sjp, je definovany pre 7, ako v predchadzajicej kapitole. Zavedieme
dva kone¢ne-dimenzionélne priestory:

Shp+1 = {QD < LQ(Q);@|K € PPK+1(K)7VK < 771}7
Sk = {9 € L*(Q); ¢lk € P(K), ployk = 0}

Potom definujeme

w) = sup 2Dy, e x
0#pEShp+1 H(PHX
ako globdlny indikdtor rezidua a
Ch(Un,
N (up) = sup M, u, € X, K €T, (3.3)

0APESK pye+1 e llx

lokdlny indikdtor rezidua na elemente.
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Ak u € X je rieSenie (3.1), potom plati
0=n(u) =nx(u) VKT,

a tiez

T](Uh) < R(Uh) = HAhuh — Ah(U)HX’ Yuy, € X.

Pokial (-,-) : X x X — R skalarny sti¢in generujtci normu || - || x splia
pre p > 0 podmienku

(. ¥)x =0 Vo € Sk, Y € Sk, , K; # K;,

potom plati (vid. [6])

n(un)® = nx(un)”.

KeTy,

Ako vhodnéa volba sa ukazuje skalarny stcin

(o, V) x = (0, V)2 + € Z (o, )2y @b € X

Ker)y
s pristusnou normou || - | x = (|| - [[72q) + ¢l - |31 q.5)) " kde € = g alebo
¢ je vhodne zvolena konstanta, dan& pomerom diftizie k konvekcii.
Vypocéet ng(wy)

Zvolme K € T;, Tubovolne, ale pevne a nech v;, i = 1,..., N je prislusna
baza priestoru Sk ,, . Definujeme maticu

C:= {Clj %:1, Cij = ((¢17¢]))X

a polozime
d:={d}Y,, di:=eén(wn ;).
Nech ¢ = Zf\il a; Y, a; € R, potom

N
Il x = Z a;a;Cyj,
i,j=1

teda (3.3) je ekvivalentné ulohe hladania maxima pre funkcionél
N
‘I!<&1a"' 704N) = éh<wh7’¢) = Zaiéh(wh>¢i) (34)
i=1
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nad mnozinou koeficientov a; C R, ktoré splhaja
N
Z OéiOéjCZ’j =1.
ij=1

Dant dlohu mozeme riesit pomocou metoédy Lagrangeovych multiplika-
torov. Nech

N
\11(041, e ,O{N) == \I/(Oéh e ,OéN) — A Z OZiOZjOij
1,7=1
N N
= )\Z&zdz - A Z Oél'OéjCij,
i=1 1,7=1

potom pre maximum funkcionalu (3.4) plati

00

N
O—aa:dz+2)\dlcn+)\ Z OZJ'CZ']', ’izl,...,N,
‘ j=Li#i
N
1= Z CYZ'O(]'CZ']',
ij=1
alebo v maticovom tvare
0=d+ \Ce, (3.5)
1 =a’Ca, 3.
kde . 3 5
(C = {C” z]'Yj=17 Cij = Cij + 513022
Z (3.5) plynie identita
a=-)\"'Cd,
ktort aplikujeme na (3.6) a dostaneme
M =a"CTa
kde )
a=-C'd
Pokial polozime a := %, plati
N
nic(w) = ad;
i=1



3.2 Nestacionarna uloha

Na rozdiel od stacionarneho pripadu musime brat do uvahy i ¢asovi de-

rivaciu, 92, v ststave (1.15). Na (2.10) sa moZeme pozeraf ako na asovo

nespojitu a po ¢astiach konstantni Galerkinovu metodu, podobne ako v [13].
Skongtruujeme ,triangulaciu® 7, ¢asového intervalu (0,7, t.j. rozdelime
(0,7) na r > 0 intervalov I,,:

U Im = (OaT)>Im = (tm—latm)a
m=1
{Im}rmzl = 7;a Tm = tm — tm—1.

Prenasobime (2.10) funkciou ¢ € H'(I,,) a integrujeme nad I,,:

/(%—l:,cp)wdt—l—/éh(w,go)zﬁdt:O

Im Im

Plati rovnost (per-partes):

/(%—l:,cp) pdt = (w, @) Y], — (w, )| - /(w,¢)¢’dt.

m Im

Polozme (w, go)¢|:rm_l = (w,p)Y], _, dosadenim spit a opdtovnym pouzi-
tim per-partes dostaneme:

0 :/ (%—"f,go> W dt (3.7)

Im

+ [ atw @i+ (we)ull,, - @e)ul;,

I’UL
Oznacéme
Y = HY(T;; H*(Q, Ty)),
{otm = — o7,
o = lim @(t, +9).
0—04+
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Pomocou formulacie (3.7) definujeme formu

e wnn) = [ (% on) det Gwndor bt sy (38)

m

+/éh(w7¢h) dta wh7¢h cY.

Im
Poznamenajme, 7Ze pre presné rieSenie w ulohy (1.15) plati
é%(w, Qbh) =0 V¢,eY. (39)
Podobne ako pre stacionarny pripad zavedieme operator A;’ @Y — Y’

< ijrwha ¢h> = éZ:LT(wh, ¢h)7 Whp, d)h ey (310)

Potom duélna norma operatora Ay’ je dana nasledovne
(A} wp, Pn)
A7 willys = sup RO
ozeney  [Pnlly
a reziduum zapiSeme s pomocou (3.9) v nasledujiicom tvare
<Am Wh, ¢h>
R™(ws) = || A wn — AR wllys = | AR wyllyr = sup i
ozgney [ ®nlly
Opat kvoli velkosti priestoru Y nedokézeme vy¢islit hodnotu
5%(wh> ®n)
sup ————,
ozeney  ll@nlly

preto budeme hladat supremum nad dostato¢ne velkou podmnozinou Y.
Zavedieme priestor S,:Iq) po castiach polynomiélnych funkcii v ¢asopriestore

(151, [91)

q
Si8 ={¢p € L*(U); Dlicus, = > 057" 05 € Py(I), 2° € S, Im € T2},

s=0

kde ¢ > 0 urcuje stupen polynomialnej aproximacie v ¢ase. Zrejme S,::;I, cY.
Podobne ako pre stacionarny pripad definujeme odhad

éZfT(th ¢h)
nr(wp) = sup  —————
o¢¢h65;:qp+1 ||¢hHY
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Av8ak nemusime sa ohranic¢it iba na jeden typ chyby, ,prirodzene® sa poniika
moznost rozsirit mnozinu, nad ktorou hladame supremum

5Zf7(wh> ®n)

ns(wpy) = sup ;
0£preS, L. H¢hHY
éhm,T(wh7 ¢h)
nsr(wp) = sup  —
o¢¢hes;1gjgl ||¢hHY
Zrejme pre wy, € Sy] plati:
Ns < Nsr,
nr < Nsr-

Ked w), € SZ:;H je priblizné rieSenie (2.10), potom plati
ns(w) = nr(w) = nsr(w) = 0.

Pri aplikicii ndm bude stacit (pre pouzivané (2.10) schéma) brat do
uvahy ¢ = 0 a supp(¢p) C I, x .
Nech ¢ = ¥ (t)p(x), V|1, € Py(In), Im € Try ¢ € Shp, potom z definicie
normy Bochnerového priestoru Y
2
) y
be

Uvazujme wy, konstantné v ¢ase, potom 7g nezavisi na 7,

ﬁs(wh) = sup M — sup flm éh('whv d)h) dt
0£PLES]Y |bnlly onesT [y llenllx

Dr=1n(t)pn(z)#0
B f]m Yrdt  ep(w, on)
pr— Sup .
snespe,, [l lnllx
Dr=1n(t)pn(z)#0

= sup CM C_’>O

0#¢nEShpia lonllx

ol = 3 | (II¢(¢)S@(I)II§(+H%(@WW(%))

plati
olly = [[¢llm 0.y, el x-
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Uvazujme wy,, ktoré je presné na ¢asovom intervale [,,,, potom

éZfT('wh: ¢h) ({wh}mfla ¢h(t:_n—17 .’L‘))
nr(wy) = sup —_ = sup
ozgnesyert |1 @nlly resyt! [¥nly lenllx

D=1 (t)pn(2)#0

= O(7).

Vhodnost odhadu

Aby sme mohli pozorovat chovanie definovanych odhadov vykoname sériu
vypoctov pre tilohu

ou ou ou
—— 1+ ) =eA A1
(915 tu (8x1 + 85(32) ot (3 )

u(z,0) = uy,

U|BQ><(0,T) = Up,

kde Q = (—1,1)%,e =102, T = 1 a ug, up su zvolené¢ tak, aby

1 —t\\ "
U(x1>$2>t):(1+exp( ARURE ))

2e

bolo riesenim (3.11). Kedze pozname exaktné rieSenie tlohy, moézeme urcit
i ep. Spocitame teda rieSenie, chybu a odhady na konci vypoctu. Vypocty
vykonavame

e pre rozne hrubé siete (uniformné trojuholnikové),
e pre rézne stupne aproximacie,
e pre rozne velkosti ¢asového kroku (explicitne uréené).

Budeme si v§imat chovanie jednotlivych odhadov rezidua. Oc¢akavame, Ze pre
zmensujuici sa ¢asovy krok bude klesat ||en,|| i nr, nsr. Podobne pre zvysujici
sa stupen aproximécie alebo pre jemnejSiu siet oc¢akavame, ze bude klesat s

lenll aj nr a nsr.
Z vysledkov (tabulka 3.1) je vidiet, ze

1. od ur¢itej velkosti ¢asového kroku 7 sa zasadne nemeni ||ep||,

2. v rovnakom kroku ako v 1. je pomer = ~ 102,

30



od rovnakého kroku ako v 1., pre zmenSujuci ¢asovy krok 7 stipa nsr
] ns
i pomer

pomer [,

pre zvysujici sa stupen aproximacie px nastava stav z 1. pri mensSom
¢asovom kroku,

podobne pre postupne zjemhovant siet (h) nastava stav z 1. pri men-
Som ¢asovom kroku.

31



PK h  #Tn DOF 7 || llenllz2o,7:x) ns nr nsT ns/nr
1 2.357E-01 288 864 | 2.500E-02 3.311E-01 4.790E-01 1.775E-02  4.793E-01 2.699E+01
1 2.357E-01 288 864 1.250E-02 3.243E-01 5.509E-01 9.637E-03 5.510E-01 5.717E+01
1 2.357E-01 288 864 | 6.250E-03 3.224E-01 5.921E-01 5.720E-03  5.922E-01 1.035E+02
1 2.357E-01 288 864 | 3.125E-03 3.218E-01 6.151E-01 3.077E-03  6.151E-01 1.999E-+02
1 2.357E-01 288 864 1.563E-03 3.217E-01 6.272E-01 1.308E-03  6.272E-01 4.796E+02
1 2.357E-01 288 864 | 7.815E-04 3.217E-01 | 6.333E-01 6.179E-04 6.333E-01 1.025E+03
1 1.178E-01 1152 3456 2.500E-02 2.478E-01 2.302E-01 1.953E-02 2.310E-01 1.178E+01
1 1.178E-01 1152 3456 1.250E-02 2.243E-01 2.851E-01 1.046E-02  2.853E-01 2.725E4+01
1 1.178E-01 1152 3456 6.250E-03 2.167E-01 3.219E-01 5.858E-03  3.220E-01 5.496E+01
1 1.178E-01 1152 3456 3.125E-03 2.146E-01 3.428E-01 3.354E-03  3.429E-01 1.022E+02
1 1.178E-01 1152 3456 1.563E-03 2.141E-01 3.544E-01 1.993E-03  3.544E-01 1.778E+02
1 1.178E-01 1152 3456 7.815E-04 2.140E-01 3.605E-01 8.036E-04 3.605E-01 4.486E+02
2 2.357E-01 288 1728 2.500E-02 2.279E-01 1.529E-01 1.836E-02 1.540E-01 8.325E+00
2 2.357E-01 288 1728 1.250E-02 2.021E-01 2.007E-01 9.740E-03  2.009E-01 2.061E+01
2 2.357E-01 288 1728 6.250E-03 1.952E-01 2.328E-01 5.112E-03  2.329E-01 4.556E+01
2 2.357E-01 288 1728 3.125E-03 1.942E-01 2.514E-01 2.848E-03  2.514E-01 8.826K+01
2 2.357E-01 288 1728 1.563E-03 1.945E-01 2.614E-01 1.394E-03  2.614E-01 1.875E+02
2 2.357E-01 288 1728 7.815E-04 1.948E-01 2.666E-01 6.557TE-04 2.666E-01 4.067E+02
2 1.178E-01 1152 6912 2.500E-02 1.846E-01 4.548E-02 1.987E-02 4.963E-02 2.289E+00
2 1.178E-01 1152 6912 1.250E-02 1.223E-01 6.454E-02 1.071E-02  6.542E-02 6.024E+00
2 1.178E-01 1152 6912 6.250E-03 9.262E-02 8.008E-02 5.594E-03  8.027E-02 1.431E+01
2 1.178E-01 1152 6912 3.125E-03 8.246 E-02 9.008E-02 2.890E-03 9.013E-02 3.117E+01
2 1.178E-01 1152 6912 1.563E-03 7.983E-02 9.574E-02 1.538E-03  9.575E-02 6.224E+01
2 1.178E-01 1152 6912 7.815E-04 7.930E-02 9.876E-02 8.057E-04  9.876E-02 1.226E+02

Tabulka 3.1: Vypocet ng, nr, st
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3.2.1 Odhad regularity rieSenia

Mame odvodeny odhad rezidua, ktory nam umozni ur¢it elementy siete
vhodné k tdprave. Potrebujeme eSte rozhodnit ako rozpoznat pripad ele-
mentu, ktory si vyzaduje zvysit stupen aproximacie (ak je rieSenie dosta-
tofne regularne), alebo naopak rozdelenie na mengie elementy.

Nech u je presné a wj, prislusné numerické rieSenie. Na zéklade [6], [8] a
[1] vieme, Ze pre skoky na hranici elementov K € T}, plati

/[U —up)?dS = /[uh]2 dS = Ch?K_wUﬁ{sx(Q),
oK oK
kde C' > 0, pux = min(pg + 1,sx) a s oznacuje lokdlny stuperi reqularity

u, teda u|x € H*¢(K). Definujeme nasledujtci indikdtor reqularity

2
Jorun]* dS
g (up) == F—m—-, K €T,
| K|n™
Potom, ak je presné rieSenie dostato¢ne regularne (sx > px + 1), tak
2K +1
hiX

2 12pKk—2
hKh’K

gt =0 ( ) =0,

naopak, ak je rieSenie nie je dostatotne regularne (sx < px + 1), tak
-0 h?}(_l -0 hQ(SK—pK)—l
g (up) = o) T K -
KKk
Cize, mozeme pouzit Jx, K € T, ako indikator:

e gx > 1 — rieSenie je dostatoCne regularne — zvySime stupen aproxi-
macie px
® g < 1 — rieSenie nie je dostato¢ne reguldrne — rozdelime K na

viacej elementov.

Z numerickych experimentov v [6] vieme, Ze je vyhodnejsie pouzivat gx po
dodatocnej tprave:

ac(ay) = Joacltal” 45

= |K|h§§K*4 , KeT,.
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3.3 Numerické experimenty

Pripomenieme algoritmus z [5]:

1.

2.

6.
7.

Nech w > 0 a 7T}, je siet na Q s prisluSnym priestorom Sp,,.
Vypocitame numerické rieSenie wy, (2.10).

Pre kazdé K € T, spocitame nk (wy,) a nip(wp).

. Ak nsr(wy,) < w alebo & (wy,) < w, VK € Ty, tak ukonéime vypocet.

Pre kazdy element K € T;, — ak plati ner(wp) > w:

(a) Ur¢ime g (wp).
(b) Bud gx(wy) < 1, potom polozime px +— px + 1,

(c) alebo (gx(wy) > 1) a rozdelime K na mensie elementy.
Vytvorime novu siet ’f}l a priestor S'hp.

Pokracujeme krokom 2.

- je vhodne zvolena konstanta, vzhladom k pozorovaniu: 7, = 1072

Uvazujme neviskozne stla¢itelné pradenie cez kanal so schodom (forward
step flow, [16]). Adaptivny vypocet bol nastartovany s uniformnou trojuhol-
nikovou sietou zlozZenej z 125 elementov. éasovy krok bol dany pevne, expli-
citne. V priebehu vypoctu bola siet postupne adaptovana podla uvedeného
algoritmu. Na vypocet bol pouzity balik ADGFEM, [3].
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Obr. 3.2: Numerické rieSenie a vypoctova siet pre ¢as t = 0.5
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Obr. 3.3: Numerické rieSenie a vypoctova siet pre ¢as t = 0.75

Obr. 3.4: Numerické rieSenie a vypocCtova siet pre ¢as t = 1.0
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Obr. 3.5: Numerické rieSenie a vypoctova siet pre ¢as t = 1.25

Obr. 3.6: Numerické rieSenie a vypoctova siet pre ¢as t = 1.5
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Obr. 3.7: Numerické rieSenie a vypoctova siet pre ¢as t = 1.75

Obr. 3.8: Numerické rieSenie a vypocCtova siet pre cas t = 2.0
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Obr. 3.9: Numerické rieSenie a vypoctova siet pre ¢as t = 2.25

Obr. 3.10: Numerické rieSenie a vypoctova siet pre ¢as t = 2.5
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Zaver

V préci sme zaviedli zakladné pojmy a rovnice sivisiace s problémom pri-
denia. Zaroven sme odvodili variantu nespojitej Galerkinovej metody. V po-
slednej kapitole sme odvodili odhad rezidua pre stacionarne i nestacionarne
ulohy. S navrhnuty odhad sme vykonali numerické experimenty za tcelom
pozorovania chovania odhadu a tiez, ¢i je dany odhad vhodny k pouzitiu na
adaptivne modifikovanie vypocetnych sieti.

Odhad bol vsak odvodeny iba pre predstavené schéma prvého radu. Teda
by bolo mozné princip odhadu rozsirit i na schéma vyssieho radu. Tiez sme
ukézali, Ze odhad ohranic¢uje reziduum v norme len zdola. Zostéava otazkou,
¢i je mozné reziduum ohranic¢it navrhnutym odhadom i zhora. Navrhnuty
odhad by bolo tiez mozné pouzit k adaptivnej zmene c¢asového kroku na
zaklade pomerov navrhnutych indikatorov ng, nr. Otazkou zostava tiez cho-
vanie indikdtorov a algoritmu pre dalSie tlohy, nez ktoré boli prezentované.

40



Literatura

1]

2]

3]

4]

5]

[6]

7]

18]

V. Dolejsi, M. Feistauer, and V. Sobotikova. Analysis of the discontinu-
ous Galerkin method for nonlinear convection-diffusion problems. Com-
puter Methods in Applied Mechanics and Engineering, 2005(194):2709—
2733, 2005.

V. Dolejsi. On the discontinuous Galerkin method for the numerical
solution of the Navier—Stokes equations. Numerical Methods in Fluids,
pages 1083—-1106, 2004.

V. Dolejsi. AD G F E M - software platform for the solution of nonlinear
convection-diffusion problems with the aid of discontinuous Galerkin
finite element method, 2007.

V. Dolejsi. Semi-implicit interior penalty discontinuous Galerkin met-
hods for viscous compressible flows. Commun. Computational Physics,
pages 231-274, 2008.

V. Dolejsi. hp-discontinuous Galerkin method for compressible flows.
In the proceeding of The International Conference Presentation of Mat-
hematis 2010, pages 23-39, 2010.

V. Dolejsi. hp-DGFEM for nonlinear convection-diffusion problems.
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ms-preprints /prep.php, 2011.

V. Dolejsi, M. Feistauer, and C. Schwab. On some aspects of the dis-
continuous Galerkin finite element method for conservation laws. Mat-
hematics and Computers in Simulation, 61(3-6):333 — 346, 2003.

V. Dolejsi, M. Feistauer, and C. Schwab. On some aspects of the dis-
continuous galerkin finite element method for conservation laws. Math.
Comput. Simul., 61:333-346, 2003.

41



19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

V. Dolejsi, M. Holik, and J. Hozman. Efficient solution strategy for the
semi-implicit discontinuous Galerkin discretization of the Navier-Stokes
equations. Journal of Computational Physics, 230(11):4176 — 4200,
2011.

M. Feistauer, J. Felcman, and 1. Straskraba. Mathematical and Compu-
tational Methods for Compressible Flow. Numerical Mathematics and
Scientific Computation. Oxford University Press, 2003.

R. Hartmann and P. Houston. Symmetric interior penalty DG methods
for the compressible Navier—Stokes equations I: Method formulation.
Int. J. Num. Anal. Model., 3(1):1-20, 2006.

R. Hartmann and P. Houston. Symmetric interior penalty DG met-
hods for the compressible Navier-Stokes equations I1: Goal-oriented a
posteriori error estimation. Int. J. Num. Anal. Model., 3(2):141-162,
2006.

V. Thomée. Galerkin finite element methods for parabolic problems. 2nd
revised and expanded ed. Berlin, Springer, 2006.

G. Vijayasundaram. Transonic flow simulation using upstream centered
scheme of Godunov type in finite elements. J. Comput. Phys., 63:416—
433, 1986.

M. Vlasak, V. Dolejsi, and J. Hajek. A priori error estimates of an
extrapolated space-time discontinuous Galerkin method for nonlinear
convection-diffusion problems. Numerical Methods for Partial Diffe-
rential Equations, 27(6):1456-1482, 2011.

P. Woodward and P. Colella. The numerical simulation of two-
dimensional fluid flow with strong shocks. J. of Comput. Phys, 54:115—
173, 1984.

42



