Univerzita Karlova v Praze, Filozoficka fakulta
Katedra logiky

MARTINA PIVONKOVA

DYNAMICKE EPISTEMICKE LOGIKY
DYNAMIC EPISTEMIC LOGICS

Diplomova prace

Vedouci prace: Mgr. Marta Bilkova, Ph.D.
Konzultant: PhDr. Michal Pelis, Ph.D.

2012



Rada bych podékovala vedouci své prace Marté Bilkové za konzultace a
usmeérnovani mé prace a rovnéz za nekteré uzitecné postiehy.

Dale bych chtéla podékovat Michalu Pelisovi a Ondreji Majerovi, jakoz i
vSem ucastnikiim jimi vedeného seminare za pribézné pripominky a také za
povzbuzovani v obdobich mé snizené vykonnosti. Michalovi navic za to, ze
mi byl vzdy pohotové k dispozici, kdykoli jsem potfebovala konzultovat své
vysledky.

Zvlastni dik patii vSem, kdo se vénovali mé dcefi, zatimco ja jsem se
vénovala této praci.



Prohlasuji, ze jsem diplomovou praci vypracovala samostatné, ze jsem radné
citovala vSechny pouzité prameny a literaturu a ze prace nebyla vyuzita
v ramci jiného vysokoskolského studia ¢i k ziskani jiného nebo stejného titulu.

V Praze dne 18. srpna 2012

Martina Pivornkova



Abstrakt

V této praci se budeme zabyvat logikou vefejného prohlaseni, ktera je
dynamickym rozsifenim epistemické logiky. Nejprve vylozime logiku
pravdivého vefejného prohlaSeni pro multiagentni systém S5, a poté
budeme zkoumat, jak by mélo vypadat verejné prohladseni v systémech
slabgich neZ je S5. Zamétfime se konkrétné na systémy, v nichz neplati
axiom T a epistemicky operator nutnosti se v nich interpretuje nikoli
jako ,znalost“, nybrz jako ,presvédceni“. Vytvoiime tak novou sé-
mantiku vefejného prohlaseni, které uz nemusi byt pravdivé, je ovSem
jako pravdivé pfijimano. Systémy rozsitené o takovéto vefejné prohla-
Seni se rovnéz pokusime axiomatizovat.

Klicova slova: logika verejného prohlaseni, logika presvédcéeni

Abstract

In this thesis we will deal with the logic of public announcement which
is a dynamic extension of epistemic logic. First we will explain the
logic of truthful public announcement for the multiagent S5 system.
Then we will examine what the public announcement can look like in
systems weaker than S5. We will focus namely on systems in which the
T axiom is invalid and the epistemic modality is interpreted not as a
”knowledge” but as a ”belief”. We will create new semantics of public
announcement which is not necessarily truthful but it is believed to
be true. We will also try to axiomatize systems that have arisen in
this way.

Keywords: public announcement logic, logic for belief
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1. Uvod

1 Uvod

Epistemicka logika je logikou modalni, a to takovou, v niZ se operator nut-
nosti interpretuje jako znalost. Ve své multiagentni verzi pak epistemicka
logika modeluje znalost v n&jaké skupiné agentti. Af uZ uvazujeme agenty
jako lidské bytosti, robotické stroje, nebo tifeba néjaké databaze, snadno si
predstavime, Ze jejich znalosti se mohou pod vlivem jistych udalosti ménit.
V epistemické logice miizeme jen staticky zachytit stav znalosti pred touto
zménou a po ni. Chceme-li tuto zménu popsat pfimo v daném systému,
miizeme vytvorit jeho ,dynamické” rozsiteni, to znamena pridat do jazyka
novy operator vyjadiujici danou udalost, s nim samoziejmeé jeho sémantickou
interpretaci, a pokud mozno také patficnym zptisobem rozsirit axiomatiku.
Dynamickou epistemickou logikou pak rozumime praveé takto vzniklé sys-
témy. Pritom onou udélosti se tu zpravidla mini takova udalost, ktera nemé
vliv na fakticky stav svéta, nybrz skuteéné jen na znalosti agent o tomto
neménném svété. Jednou z takovych udalosti, ktera miize ménit znalosti
agenttl, je tzv. verejné prohliseni. To bude také predmétem zkoumani této
prace.

Dynamicka epistemicka logika je studovana v ramci snahy zachytit v né-
jakém formalnim systému komunikaci mezi agenty. A vefejné prohlaseni je
jednou z nejsnaze popsatelnych udalosti, pomoci niz si agenti v néjaké sku-
piné pfedavaji mezi sebou své znalosti. Je to totiz takova udalost, ktera
prinasi vSsem agentiim stejnou informaci, a navic oteviené v tom smyslu,
Ze mezi agenty je prijeti této stejné informace vSemi agenty z celé skupiny
obecné znamo.

Logika verejného prohlaseni byva zpravidla zkouméana pro ,pravdivou®
znalost, a hlavnim cilem této prace je prozkoumat, jak by meélo vefejné pro-
hlaseni vypadat v logikdch, v nichz znalost pravdiva byt nemusi, a inter-
pretujeme ji tak spise jako ,presvédceni“. K tomuto rozliSeni se podrobnéji
vyjadiime ve druhé kapitole, rovnou ale poznamenejme, ze filozofické ivahy
na téma znalost vs. presvédceni jsou nad ramec této prace, a rozhodujici je
pro nas prosté prijeti ¢i odmitnuti axiomu T.

Verejné prohlaseni ma dobry smysl zkoumat v systémech pro jazyk s obec-
nou znalosti, protoze jak snad intuice napovida, verejné prohlaseni je docela
typickym ,nastrojem® pro rozsifeni informace do obecného povédomi. Pte-
devsim z teoretického hlediska je ovsem zajimavé zabyvat se verejnym pro-
hlaSenim i v jazyce pouze s individudlni znalosti. Jak totiz uvidime, lze
kazdou formuli v takovém jazyce prevést na formuli v jazyce bez verejného
prohlaseni. Ve vSech kapitolach této prace tedy budeme vzdy postupovat
od systému pouze s individualni znalosti k jejich rozsifeni o obecnou znalost.
Pribeéh prace si predem shriime v nasledujicim prehledu jednotlivych kapitol.



1. Uvod

Druhéa kapitola je vykladem multiagentni epistemické logiky v jeji ,ne-
dynamické* podobé. Cilem této kapitoly je spise uvést zakladni pojmy a
tvrzeni, které budeme vyuzivat v dalsich kapitolach, a vsechny vysledky z
této kapitoly jsou prevzaty z literatury. Predlozime tedy postupné syntax,
sémantiku a axiomatiku epistemické logiky a budeme pfitom rozliSovat mezi
systémy pro logiku znalosti a pro logiku presvédceni tak, aby dobie poslouzily
nasim potfebam v dalsich kapitolach.

Ve treti kapitole predstavime logiku verejného prohlaseni v podobé, v jaké
je prezentovana v knize Dynamic epistemic logic autori H. van Ditmarsch,
W. van der Hoek a B. Kooi (v seznamu literatury uvedené jako [Dit0g]).
Jedna se o logiku pravdivého vefejného prohldseni a je dynamickym roz-
sitenim logiky S5, tedy logiky pro pravdivou, plné introspektivni znalost.
Studium této teorie nas privedlo k otézce vefejného prohlaseni pro logiku
presvedcent, na niz se nam v dostupné literatuie nepodarilo dohledat odpo-
véd. Obsah dalsich kapitol je tak snahou o vyfeSeni této otazky a vysledky
v nich uvedené povazujeme za vlastni pfinos této prace.

Ve ¢tvrté kapitole se tedy pokusime vytvorit logiku vefejného prohlaseni
pro systémy, v nichz neplati axiom T, a tudiz znalost v nich uz nemusi byt
pravdiva. Jak odtvodnime v uvodu této kapitoly, v takovych systémech
bychom radi umeéli modelovat i prohlaseni, které nemusi byt nutné prav-
divé. Vytvorime tedy novou sémantiku vefejného prohlaseni, které budeme
nazyvat presvedcivé verejné prohlaseni. K nové sémantice vytvorime i nové
axiomatické systémy:.

Pata kapitola bude pokusem o vytvoreni logiky verejného prohlaseni pro
systémy, v nichz namisto axiomu T pfijmeme slabsi axiom D, a znalost v nich
tedy stale nemusi byt pravdiva, ale alespon nesmi byt sporna. Ukazeme, ze
pro tyto systémy nelze prevzit definici vefejného prohlaseni z predchozi kapi-
toly, protoze ta nezachovava bezespornost znalosti. Miizeme rovnou prede-
slat, ze zadné nase pokusy o jeji napravu nepovedou k uspokojivému feseni.

Sest4 kapitola je pak vyhrazena dfikaziim tplnosti systémii vytvoienych
ve Ctvrté kapitole. Setkdme se v ni s konstrukci tzv. kanonického modelu,
coz je jedna z nejbéznéjsich metod ditkazu uplnosti v modalnich logikach.
Pomoci této pomérné slozité konstrukce budeme dokazovat tplnost systémi
vefejného prohlaseni s obecnou znalosti. Predtim ale predvedeme diikaz tupl-
nosti systému bez obecné znalosti, a tady vyuzijeme naopak velmi snadnou
metodu pomoci prekladové funkce, coz ndm umozni pravé jiz zminéna ex-
presivita jazyka vefejného prohlaseni bez obecné znalosti. V obou pripadech
budeme vychéazet z dikazi tplnosti pro logiku pravdivého vefejného prohla-
Seni uvedenych v [Dit08].



2. Multiagentni epistemicka logika

2 Multiagentni epistemicka logika

Vyklad epistemické logiky v této kapitole je svym usporadanim pfizpisoben
nasim potfebam v dalsich kapitolach, ale vSechny pojmy a tvrzeni zde uve-
dené jsou prevzaty z literatury, konkrétné z knih Reasoning About Knowledge
([Fag95]) a Dynamic epistemic logic([Dit08]). VSechna tvrzeni v této kapitole
také uvadime bez formalniho dikazu a odkazujeme na piislusnou literaturu.

2.1 Jazyk a sémantika

Pro zachyceni znalosti budeme vyuzivat tzv. sémantiku moznych svéth a
pro jeji vyklad nam poslouzily Gvodni kapitoly knihy [Fag95]. Idea séman-
tiky moznych svéti je takova, ze vedle skutecného stavu véci mize agent na
zékladé informaci, které ma k dispozici, uvazovat i dalsi alternativy mozného
stavu véci. Agentovi pak prisoudime znalost jisté skute¢nosti v pfipadé, Ze
je tato skutecnost pravdiva ve vSech svétech, které povazuje za mozné. Sé-
mantiku moznych svéti vyjadiime pomoci tzv. kripkovského modelu.

Nejprve si ale nadefinujme jazyk. V celém dalsim textu budeme pied-
pokladat, Ze mame skupinu n agent (budeme je oznacovat a,b,...), a ne-
prazdnou mnozinu atomarnich tvrzeni pro vyjadreni zékladnich skutecnosti
o svété (budeme je znalit p,q,...). Pro vyjadfeni znalosti agenti vyuZzi-
jeme modalni operatory K,, Ky, ..., kazdy pro jednoho z agentt. Vyraz K,y
budeme (alesponi prozatim) ¢ist ,agent a vi p“.

Definice 2.1 (Jazyk epistemické logiky). Je ddna konecnd mnoZina agenti
A wvelikosti n a spocetnd mnoZina atomiu P. Jazyk L, je definovdn induktivné
ndsledugjicim predpisem

p:=plop| (@A) K,

kdea € B ap € P.
Vyrokove konstanty 1 a T definujeme pomoci libovolného pevného p € P
nasledovné:

1 = (pA-p),
T = -1,

a disjunkce, implikace a ekvivalence jsou definovdny obvyklym zpisobem:

(Vi) = =(=p A=),
(o — ) (mp V),
(pe=t) = (p—=Y)A (W — p)).



2. Multiagentni epistemicka logika

V celé této praci budeme symboly L, T, V, — a < chéapat tak, jak je
uvedeno v této definici, a v definicich dalsich jazykt, které se dale objevi, uz
je explicitné uvadét nebudeme.

Definice 2.2 (Kripkovsky model). Kripkovsky model (pro n agenti) je struk-
tura M = (S, Ry, ..., R,, V), kde

e S # () je mnoZina moznych svéti (nékdy ji budeme nazgvat nosnou
mnoZzinou modelu M a znacit D(M)),

o R, C S xS je bindrni relace pro kazZdého agenta a € A,

o V: P — P(S) je funkce valuace, kterd kazdému p € P pritadi mnoZinu
V, € S takovych svétd, v nichz je p pravdive.

Relace R, urc¢uje mnozinu svéti, které agent a povazuje za mozné. Pres-
néji, ve svété s povazuje agent a za mozné pravé ty svéty t, pro néz plati
sR,t. Tuto relaci budeme nazyvat relaci dosazitelnosti.

V dalsim textu se setkdme také s pojmem kripkovskeho ramce. Ten zis-
kame z definice kripkovského modelu vynechanim valuace, tedy uvazime-li
pouze mnozinu S moznych svétd a na ni binarni relace Ry, ... R,.

Symboly V a 3 uzité v nasledujici definici, a i v dalsim textu, jsou zkratky
pro vyrazy ,pro kazdé“ a ,existuje”.

Definice 2.3 (Sémantika epistemické logiky). Je ddn kripkovsky model M=
(S,Ry,..., Rp,V) pro mnoZinu agenti A a mnoZinu atomi P. Splnénost for-
mule ve svété s modelu M je definovdna nasledovne:

M,s =p pravé tehdy, kdyz s eV,
M,s | —p prdvé tehdy, kdyz M, s |~ ¢
M, s = oA prave tehdy, kdyz M,s =@ a M,s =
M, s = K,p prdvé tehdy, kdyz YVt € S takové, Ze s Ryt plati M tl=¢

Dudlni operdtor k operatoru K, budeme znacit K, a snadno se ukdze, Ze
splnénost formule K, (tedy formule = K,—¢) je ddna ndsledovné:

M, s E I%agp pravé tehdy, kdyz 3t € S takové, Ze s Ryt a plati M.t |= ¢

Vyraz f(ago budeme cist ,agent a povazuje za mozné p“.

Viraz M, s |= ¢ cteme ,ve svété s modelu M je splnéna ¢“, nebo ,p je
pravdiva ve svéte s modelu M “, nebo take o plati ve svété s modelu M “.
Rekneme, Ze formule ¢ plati v modelu M (piseme M |= ), jestlize ¢ plati
v kazdém svété modelu M, neboli M, s \= ¢ pro kazdé s € D(M). Podobné

9



2. Multiagentni epistemicka logika

rekneme, Ze formule ¢ plati v tridé kripkovskych struktur X (piseme X = @),
jestlize M = ¢ pro kazdé M € X.

V dalsim textu se ndm bude hodit jesté oznaceni pro extenzi formule ¢ v
modelu, tedy podmnoZinu moznych svétu, v nichZ je formule ¢ spinéna:

lellar := {s € D(M); M, s |= ¢}

Jednou z vyhod kripkovské sémantiky, kterou také v této praci budeme
casto vyuzivat, kdyz budeme chtit urcitou situaci ilustrovat na prikladé, je
to, ze se na model mizeme divat jako na ohodnoceny orientovany graf. Uzly
grafu odpovidaji moznym svétim a ohodnoceni uzlt vyjadiuje splnénost ato-
mickych tvrzeni. Hrany v grafu odpovidaji relaci dosazitelnosti a jsou ohod-
noceny indexy agentti.

Vratme se jesté k relaci dosazitelnosti. V dalsim oddile uvidime, Ze na ni
Ize klast dodatecné pozadavky, a urcovat tim rtizné vlastnosti znalosti. Tyto
ale ponechme zatim stranou a uvedme si dvé vlastnosti, které budou pii vyse
zavedené sémantice platit, af uz bude relace dosazitelnosti jakakoli.

Prvni z nich je agentova znalost vSech logickych disledkt jeho znalosti.
Jestlize agent vi ¢ — 1 a zaroven vi ¢, znamena to, ze ve vSech svétech, které
povazuje za mozné, je pravdivé ¢ — 1 a ¢. Tedy ve vSech svétech, které
agent povazuje za mozné, musi byt pravdivé ¢, a agent tedy vi ¢. Vyjadieme
si tuto platnost v nasledujicim tvaru:

Ku(p = ¢) — (Kop — Ku1).

Podobné snadno miuzeme ukazat, ze agent vi vSechny formule, které plati
v dané strukture. Jestlize ¢ je pravdiva ve vsech moznych svétech struktury
M, pak musi byt pravdiva i ve vSech svétech, které agent povazuje za mozné
v libovolném daném svété struktury M, tedy v kazdém mozném svété musi
platit K,p:

pro kazdy model M, jestlize M = ¢, pak M &= K,p.

Tyto dvé vlastnosti ndm spolu s vyrokovou logikou daji axiomatiku za-
kladni epistemické logiky, jejimz rozsifenim vzniknou vsSechny dalsi systémy,
se kterymi budeme dale pracovat.

2.2 Axiomaticky systém

Definice 2.4 (Epistemicka logika K,,). Sytém K, je tvoren ndsledugicimi
axiomy a odvozovacimi pravidly:

10



2. Multiagentni epistemicka logika

(VT) vSechny virokové tautologie

(K) K.(p — ) — (Kup — K1) (distribuce znalosti)
(MP) %—_Mp (modus ponens)
(NecK) Ki(p (priddni nutnosti znalosti)

Dikazem formule ¢ v systému X budeme naddle rozumet konecnou po-
sloupnost formuli @1, ..., @, takovou, Ze v, = ¢, a kazZdd p; je instanci nékte-
rého axiomu z X nebo ji lze odvodit pomoci nékterého odvozovaciho pravidla
systému X z formuli vyskytugicich se v posloupnosti o1, ..., p, pred ni. Rek-
neme, Ze formule ¢ je v systému X dokazatelnd (piseme X b ¢), jestliZe
existuje jeji dikaz v X. Systém X nazveme konzistentnim, jestliZe v ném
nent dokazatelny spor.

Systém X prohldsime za Kkorektni wvici tride kripkovskych struktur X,
jestlize pro kazdou formuli @ plati

XFp=XE e

Systém X prohldasime za uplny vici tride kripkovskych struktur X, jestliZe
pro kaZdou formuli ¢ plati

X Ep=Xko

Jiz jsme zminili, Ze znalosti lze prisuzovat nékteré dalsi vlastnosti, jejichz
prijeti ¢i odmitnuti zpravidla zavisi na konkrétnim uziti daného sytému. Aniz
bychom se tedy pouétéli do Vlastnich flvah 0 tom které zZ nich je za jakych
kombinacemi budeme v teto praci zachéazet prosté Jako s riznymi alternati-
vamifl

(T) Ko — ¢ (pravdivost znalosti)
(D) =K, L (bezespornost znalosti)
(4) Kop — K Ko (pozitivni introspekce)
(5) " K,p — K,~K,p (negationi introspekce)

IPouzivame zde tradiéni znaceni, které se v literatufe ustalilo béhem vyvoje modalnich
logik. Pismenem D byva zpravidla oznacovana formule (¢ — O, kde OJ je modalni
operator nutnosti a ¢ je operdtor k nému dudlni (odtud také pismeno D, které je zfejmé
zkratkou anglického ,diamond“, tedy pojmenovéani znacky ¢). Formuli -0 a formuli
O¢ — Oy lze oviem ekvivalentné pfidat jako axiom k zdkladni logice K (tedy K+ —-0OL =
K+ Ogp — Op), mizeme také Fici, ze tyto dvé formule axiomatizuji stejnou t¥idu ramci.
Oznacovat formuli —=JL pismenem D tedy dava dobry smysl.

11



2. Multiagentni epistemicka logika

Axiomy (4) a (5) vyjadiuji, Ze agent vi o svych znalostech, a zaroven vi
o svych neznalostech. Poznamenejme jen, ze tyto axiomy, a zejména druhy
z nich, byvaji povazovany za prilis silné, a to obzvlasté pro lidské agenty.

U prvniho z vy$e uvedenych, tedy axiomu (T), se piece jen pozastavime,
protoze ten zaujima v této praci diilezitou roli. Doposud jsme modalni opera-
tor K, interpretovali jako ,znalost®, uvédomme si vsak, ze znalost zpravidla
nazyvame znalosti jen v piipadé, Ze je pravdivd. Rekneme napiiklad ,Mar-
kéta vi, Ze ma dnes narozeniny®, jen pokud je v ten den skutecné ma. Pokud
to vsak neni pravda, nedava takova véta moc dobry smysl, a ve stejné situaci
fekneme spise ,,Markéta je presvédcena, ze mé dnes narozeniny“. Pravdivost
znalosti vyjadiuje pravé axiom (T), a pres ruznost nazord na to, jaké vlast-
nosti by méla znalost mit, panuje docela shoda v tom, Ze axiom (T) je tim, co
odlisuje znalost od pfesvédéeniﬂ V tomto duchu rozlisuje znalost a presved-
Ceni jiz Hintikka v monografii Knowledge and Belief ([Hin62]), ktera se stala
stézejnim dilem moderni epistemické logiky. Pro filozofické tivahy o pojeti
znalosti jakozto pravdivého odtivodnéného presvédceni lze odkazat naptiklad
na ¢lanek E.L.Gettiera Is Justified True Belief Knowledge? (|[Get63]).

Podivejme se jesté na zbyvajici axiom (D). Jak jsme pravé vysvétlili, od-
mitnutim axiomu (T) pfipoustime situace, kdy je agent pfesvédcen o nécem,
co ve skutecnosti neni pravda, a tim muze byt i spor. Chceme-li uvazovat
agenty, kteri se sice mohou ve svém pfesvédceni mylit, ale ne az tak, ze by
ptijali spor, nahradime axiom (T) pravé axiomem (D). Ten lze ekvivalentné
vyjadrit formuli K,p — —K,—p a znamena tedy, Ze pfijme-li agent mezi své
presvédceni néjakou ¢, nemiize zaroven prijmout jeji negaci.

Rozsitenim systému K,, o vybrané kombinace téchto ¢tyr axiomti nade-
finujeme vSechny systémy, kterymi se v dalSich kapitolach budeme zabyvat
(resp. jejich dynamickym rozsitenim). Ze systémit zahrnujicich axiom (T),
nas bude zajimat jen logika S5,,, kterd ma vedle axiomu (T) jesté axiomy
(4) a (5). Logika S5, byva pfijimana jako ,ta prava“ logika znalosti a na
ni je také zalozena logika pravdivého vefejného prohlaseni, z niz v této praci
vychéazime.

V ramci systému bez axiomu (T) rozlisime jesté dvé skupiny, totiz tu,
v niz misto axiomu (T) pfijmeme slabsi axiom (D), a tu, v niz axiom (T) bez
nahrady odmitneme, tedy pripustime sporné agenty. Uvniti kazdé z téchto
skupin uz se jednotlivé systémy budou lisit jen mirou introspekce, pricemz
axiom (5) pfijmeme jen za soucasného piijeti axiomu (4). Poznamenejme
jesté, ze podobné prominentni postaveni, jako zaujimé systém S5, v logice

2V anglicky psané literatufe se zpravidla uziva termind ,knowledge® a ,belief“. Ob-
zvlasté pro termin ,belief* si lze predstavit i jiné preklady, a neni ndm znamo, zda je
néktery z nich v ¢esky psané literatutre ustalen. Budeme se proto drzet terminu , presvéd-
¢eni“, ktery se nam zdé nejvystiznéjsi.
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2. Multiagentni epistemicka logika

znalosti, zaujima v logice presvédcent systém KD45,,. Ke specificnosti téchto
dvou systému se jesté dostaneme.

V nésledujici definici zapis X 4 ¢ oznacuje axiomaticky systém obsahujici
vSechny axiomy a odvozovaci pravidla systému X, a navic axiom .

Definice 2.5. Nadefinujme si nasledujici rozsireni systemu K,,:

KD, := K, + (D)
KD4, := KD, + (4) K4, :=K, + (4)
S5, :=K,+(T)+(4)+(5) KD45, := KD4, + (5) K45, := K4, + (5)

Jak uz jsme drive naznacili, né€které vlastnosti znalosti lze splnit ome-
zenim t¥idy kripkovskych struktur dodatecnou podminkou na relaci dosa-
zitelnosti. Vlastnosti vyjadiené axiomy (T), (D), (4) a (5) mezi né patii.
Uvédomme si napriklad, ze je-li relace dosazitelnosti modelu M takova, ze
z kazdého svéta modelu M vede néjakd hrana (tedy relace je seridlni, jak
uvidime nize), spliiuje model M axiom (D), tedy v kazdém jeho svété plati
formule =K, L. V libovolném svété libovolného modelu je totiz splnéna for-
mule T, a existence svéta dosazitelného z s tak zarucuje splnénost formule
K, o 1. Ta je ovsem s formuli =K, L ekvivalentni.

Vyjmenujme si nyni ty podminky na relaci dosazitelnosti, které timto
zpusobem odpovidaji vlastnostem (T), (D), (4) a (5):

e reflexivita: pro kazdé u uRu
e serialita: pro kazdé u existuje v takové, ze uR,v
e tranzitivita: pro kazdé u,v,w pokud uR,v a vR,w, pak uR,w

e cuklidovskost: pro kazdé u,v,w pokud uR,v a uR,w, pak vR,w

Podobné jako jsme ukdzali, Ze axiom (D) je splnén ve vSech seridlnich
kripkovskych modelech, da se ukazat, ze axiom (T) je splnén ve vSech refle-
xivnich modelech, axiom (4) ve vSech tranzitivnich modelech a axiom (5) ve
vSech euklidovskych modelech. Ditikazy téchto ostatnich tvrzeni lze nalézt
v [Fag95|, str.32].

MiiZzeme se ptat, zda pro tato tvrzeni neplati i opa¢né implikace, tedy zda
napiiklad kazdy model spliiujici axiom (T) uz je reflexivni. Na nasledujicim
ptikladé, prevzatém opét z [Fag9h, str.59], si ukazme, ze tomu tak byt nemusi.

—
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2. Multiagentni epistemicka logika

Vidime, ze v kazdém svété tohoto modelu je splnéno Kp — p, a pritom
levy ze svétl neni reflexivni. Uvedena tvrzeni ovSsem platit budou, jestlize
se presuneme z urovné modell na troven ramcti, tedy nebudeme-li uvazovat
konkrétni ohodnoceni mnoziny moznych svéti, ale jen relaci dosazitelnosti
na této mnoziné. Ukazme si naptiklad, ze je-li axiom (T) splnén v kazdém
modelu nad néjakym kripkovskym ramcem, pak uz je tento ramec reflexivni.

Budeme postupovat kontrapozici, tedy predpokladejme, Ze dany ramec
neni reflexivni, a ukazme, ze pak existuje model nad timto ramcem, v némz
neplati axiom (T). Staci vzit model o jednom svétu, ktery neni reflexivni pro
relaci R, a neni v ném splnén atom p. V tomto svété je splnéno K,p a neni
v ném splnéno p, tedy ani K,p — p.

Nyni mtZeme Fict, Ze axiom (T) definuje t¥idu vSech reflexivnich kripkov-
skych ramcti, neboli ramec je reflexivni pravé tehdy, kdyz v kazdém modelu
nad timto rdmcem plati axiom (T). Podobné se d4 ukazat, ze axiom (D) de-
finuje tfidu vSech seridlnich, axiom (4) t¥idu vSech tranzitivnich a axiom (5)
tridu vsech euklidovskych kripkovskych ramci. Pro podrobnéjsi vyklad de-
finovatelnosti tfid ramct mizeme odkazat naptiklad na tfeti kapitolu knihy
o modalnich logikach [Bla01].

V souladu s touto korespondenci mezi axiomy a vlastnostmi relace dosa-
zitelnosti si zavedme néasledujici znadeni:

- K pro tiidu vsech kripkovskych modelt,

- K4 pro tfidu vSech tranzitivnich (kripkovskych) modeli,

- K45 pro tfidu vSech tranzitivnich euklidovskych model,

- KD pro tiidu vSech serialnich modeld,

- KD4 pro tfidu vsech serialnich tranzitivnich model,

- KD45 pro tiidu vsech seridlnich tranzitivnich model,

- 85 pro tfidu vSech reflexivnich tranzitivnich euklidovskych modelt.

Relace splnujici vSechny podminky z definice t¥idy S5 se nazyva ekviva-
lencdﬂ Ekvivalence je hodné specificka relace, s ¢imz také souvisi oblibenost
systému S5, a vlastné i systému KD45, jemuz odpovidajici relace dosazitel-
nosti ma k ekvivalenci také velmi blizko. K tomu se ale jesté dostaneme
v poslednim oddile této kapitoly.

Nyni uz mtzeme vyslovit vétu o korektnosti a tiplnosti pro vsechny vyse
zavedené systémy. Jeji diukaz lze nalézt v [Fag95| a uvadét ho zde nebudeme,
jen poznamenejme, ze uplnost se dokazuje pomoci kanonického modelu, s je-
hoz konstrukci se podrobné seznamime v Sesté kapitole v dikaze tplnosti
logiky vefejného prohlaseni.

3Relace ekvivalence byvéa definovdna jako reflexivni symetrickd tranzitivni relace, ale
dé se ukazat, ze v t¥idé reflexivnich tranzitivnich rdmcu jsou uz podminky na symetrii a
euklidovskost ekvivalentni.
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Véta 2.6 (o korektnosti a tplnosti). Pro kaZdou formuli ¢ € L, plati

KnFpoeKEp KD,Fo< KD o
K, Fpoe KdEp KD4, o< KD4 = ¢
K45, F p = K45 = ¢ KD45, - o< KD45E ¢ S5, Fp < ShE¢

2.3 Skupinova znalost
2.3.1 Jazyk a sémantika

Vedle operatoru pro znalost se v multiagentni epistemické logice casto za-
znalost. Obé tyto znalosti se prisuzuji nikoli jednomu agentovi, nybrz urcité
skupiné agentii. Distribuovanou znalost zde uvadime jen pro tuplnost, protoze
v dal$im textu ji nebudeme potiebovat. Uvedme jen, Ze je to takova znalost,
kterou muzeme odvodit, uvazime-li dohromady vSechny znalosti jednotlivych
agentti dané skupiny. Naopak obecna znalost zastava v logice vefejného pro-
hlasenou vyznacnou roli, podivejme se na ni tedy podrobnéji.

Dobrym pftikladem ze zivota pro vysvétleni obecné znalosti jsou tieba
zékony a predpisy. MtZeme naptiklad Fict, ze mezi ob¢any Ceské republiky,
kteri maji ridi¢ské opravnéni, je obecné znamo, Ze se jezdi vpravo. A nezna-
mena to jen, ze vSichni fidic¢i védi, Ze se jezdi vpravo, ale mimo jiné také,
ze vsichni Fidic¢i védi, ze vsichni Fidi¢i védi, Ze se jezdi vpravo. A to je roz-
dil, protoZe prvni iterace staci napiiklad (teoreticky) k tomu, aby na silnici
nedoslo ke srazce dvou aut z diivodu nedodrzeni sméru jizdy, nestaci to ale
napiiklad k tomu, aby se mohl kazdy tidi¢ citit v tomto ohledu na silnici
bezpecné. K tomu totiz kazdy ridi¢ pottebuje védét, ze o prikdzaném sméru
jizdy védi i ostatni Tidi¢i. Pro dalsi iterace uz se obtiznéji hledaji interpre-
tace, ale k obecné znalosti zkratka dospéjeme, uvazime-li soucasné vsechny
Cetnosti n iterace modality ,vSichni védi“ az po n = co. Uvedme si raddji
formalni definici.

Pro zavedeni obecné znalosti je uzitetné nadefinovat nejprve operator
Ep pro znalost spolecnou vSem agenttim ze skupiny B. Ta se da snadno
nadefinovat pomoci individualni znalosti nasledovné:

Epp = /\ Kqp.

a€eB

Formuli Fpy ¢teme ,vSichni agenti ze skupiny B védi .

Protoze mnozina B je kone¢né, miizeme formuli Egy vyjadtit v uz defino-
vaném jazyce L, a povazovat ji za zkratku. To vSak neni pfipad formule Czp
zachycujici obecnou znalost, kterou pomoci operatoru Fp miizeme vyjadrit
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jen jako nekonec¢nou konjunkci:

n=1

kde ELp = Epp a ERt! = EgElo.
Chceme-li tedy zachéazet s obecnou znalosti, musime nejprve rozsifit ja-
zyk.

Definice 2.7 (Jazyk s obecnou znalosti). Je ddna konecnd mnoZina agenti
A velikostin a spocetnd mnoZina atomii P. Jazyk LS je definovdn induktioné
nadsledujicim predpisem

p:=pl=p| (@A) | Kip|Cpe,
kdea € B, BC AapeP.

Zacnéme tentokrat rovnou rozliSovat mezi znalosti a presvédcéenim. V pfi-
padé, ze operator C'p interpretujeme v néjaké reflexivni tiidé struktur, ¢teme
formuli C'zyp ,,¢ je obecnou znalosti ve skupiné agentt B“, a v pfipadé nere-
flexivnich struktur ji ¢teme , ¢ je obecnym presvédcéenim ve skupiné agentt
B“. Rozdil mezi témito dvéma modalitami je analogicky rozdilu mezi zna-
losti a pfesvédcenim, totiz obecné presvédceni nemusi byt na rozdil od obecné
znalosti pravdivé. Obecné presvédceni, které skutec¢né neni pravdivé, budeme
v dalsim textu nékdy nazyvat mylnym obecnym presvédcenim.

Podivejme se zpétné, zda by se tento rozdil mezi obecnou znalosti a obec-
nym presvédcenim nemél projevit jiz v jejich vyjadreni jako nekonecné kon-
junkce. A skutecné, v rovnosti jsme v pripadé obecné znalosti mohli
zacit nulou, tedy zahrnout do konjunkce také E%p = . Uvédomme si ale,
ze z reflexivity relace dosazitelnosti uz splnénost ¢ plyne z K, pro libovolné
a € B, a neni tedy nutné formuli ¢ v definici explicitné uvadét. Rovnost
je tedy v tomto tvaru univerzalni pro obecnou znalost i obecné presvédceni.

Pro sémantiku jazyka £¢ lze pouzit tytéz kripkovské struktury jako pro
jazyk bez obecné znalosti (viz. definice . Relace dosazitelnosti, pomoci
niz se v téchto strukturach nadefinuje splnénost formule C'zp, je dana rela-
cemi dosazitelnosti jednotlivych agenti z B. Polozme nejprve

Rp, =R

beB

a poté vezméme tranzitivni uzavér relace Rp,, neboli nejmensi relaci REB
takovou, ze:
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1. Ry, C Rf,

2. pro kazdé x,vy, z, pokud xR}EBy a yREBz, pak zREBz.

Sémantika jazyka zahrnujici obecnou znalost je pak dana néasledujici de-
finici:

Definice 2.8 (Sémantika obecné znalosti). Je ddn kripkovsky model M =
(S, Ry, ..., Ry, V') pro mnoZinu agenti A a mnoZinu atomi P, a ¢ je formule
v jazyce LS. Definici splnénosti formule @ ve svété s modelu M ziskdme
rozsirenim definice o nasledujici podminku:

M, s = Cpy pravé tehdy, kdyz pro kaidé t € Ry M.t |= .

V dalsim textu budeme misto R}, psit jednoduse Rp.

Pozastavme se opét u rozdilu mezi obecnou znalosti a obecnym piesveéd-
¢enim. V pripadé obecné znalosti byva operator C'z definovan pomoci refle-
xiwniho tranzitivniho uzavéru R*, ktery ziskdme z tranzitivniho uzévéru R*
dodateénym pozadavkem na xR*z pro kazdé z. Snadno ale nahlédneme, Ze
je-li relace R, reflexivni, je jeji tranzitivni uzavér automaticky rovnéz refle-
xivnim tranzitivnim uzavérem. My jsme zvolili definici pomoci pouze tran-
zitivniho uzavéru, protoze tak ji mizeme ve stejné podobé pouzit i v obou
nasledujicich kapitolach, z nichz v jedné budeme zachazet s reflexivni relaci
Rpg, zatimco v druhé uz reflexivitu relace Rp pozadovat nebudeme.

Na zakladé predchozi definice a s odkazem na mozné znazornéni kripkov-
ského modelu jakozto grafu budeme v dalsim textu casto splnénost formule
Cpp ve svété s modelu M neforméalné ztotoznovat se splnénosti formule ¢
,po celé délce libovolné cesty* z s v M, a budeme tim myslet cestu podél
relace R .

2.3.2 Axiomaticky systém

Rozsiteni epistemickych systémt definovanych v predeslé podkapitole na sys-
témy s obecnou znalosti, resp. obecnym presvédc¢enim, bychom mohli nade-
finovat jednotné, tedy pridat ke vSem stejnou mnozinu axiomu a pravidel
pro operator Cz. V dalsi kapitole ale predstavime logiku pravdivého ve-
fejného prohlaseni prevzatou z knihy [Dit08], v niZ jsou zkoumény témér
vyhradné systémy zalozené na logice S5,, a axiomatika je zde zvolena na
miru prislusné t¥idé kripkovskych struktur, mezi jejiz vlastnosti patii refle-
xivita. Kromé dalsiho tak praveé ani axiomy pro obecnou znalost zde vyuzité
nejsou pouzitelné pro nereflexivni tiidy struktur, resp. systémy bez axiomu
(T). Uvedme si tedy axiomatiku systémi s obecnou znalosti zvlast pro S5,
a zvlast pro ostatni vySe zavedené systémy. Axiomatiku pro ty ostatni pfe-
vezmeme z [Fag95|.
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2. Multiagentni epistemicka logika

Definice 2.9. Aziomaticky systém S5C vznikne ze systému S5, priddnim nd-
sledugicich axiomi a odvozovaciho pravidla:

(C1) Celp—1) — (Cpp— Cp) (distribuce obecné znalosti)
(C2) Cpp — (p AN EgCpyp) (obecnd znalost jako pevny bo
(C3) Cp(p— Epp) — (¢p—Cpp) (indukce pro obecnou znalost)
(NecC) é;o (pFidani nutnosti obecné znalosti)

Axiom (C1) a pravidlo (NecC) jsou podobné jako axiom (K) a pravidlo
(NecK) splnény v libovolné kripkovské struktute. Snadno nahlédneme, Ze je-li
v kazdém svété podél néjaké cesty v kripkovském modelu splnéna formule
@ — 1 a zaroven je podél celé této cesty splnéna formule ¢, je podél celé
této cesty splnéna i formule . Je rovnéz ziejmé, ze je-li formule ¢ splnéna
v celém modelu, je splnéna i podél libovolné cesty vedouci z libovolného svéta
tohoto modelu.

Axiom (C2) fikd, Ze jestlize ¢ je obecnou znalosti ve skupiné agenti B,
pak uz vsichni agenti ze skupiny B védi, Ze ¢ je obecnou znalosti. Rik4 se
v ném ale také to, Ze obecnd znalost je pravdiva, a to je diivod, pro¢ axiom
pevného bodu nelze v tomto tvaru pouzit pro systémy bez axiomu (T).

Axiom (C3) je axiomem pro odvozeni obecné znalosti. Konkrétné se
v ném 1ika, ze obecnou znalost ¢ odvodime z predpokladu obecné znalosti
¢ — Epp a soucasné pravdivosti ¢. Z toho opét mlzeme vytusit, Zze tento
axiom nebude pouzitelny pro systémy bez axiomu (T), protoze v nich bychom
potiebovali umét odvodit formuli C'zp i pro néjaké nepravdivé .

Podivejme se na platnost tohoto axiomu v t¥idé S5 kripkovskych struktur
(tedy jeho korektnost) trochu podrobnéji. Nejen proto, abychom si ukézali,
ze neplati v nereflexivnich tifidach struktur, ale také proto, Ze na podobny
problém narazime, az se v jedné z dalsich kapitol budeme pokouset upravit
pravidlo pro odvozeni obecné znalosti po prohlaseni na pravidlo pro odvozeni
obecného presvédceni po prohlaseni. Dikaz korektnosti axiomu (C3) vici
t¥idé S5 lze nalézt v [Dit08), str.37] a my si zde uvedeme jen jeho neformalni
vyklad.

Vezméme si tedy libovolny model M z tiidy S5 a jeho libovolny svét
s, a ukazme si, ze za predpokladi M,s = Cp(p — Epp) a M,s = ¢ uz
plati M,s | Cpp. Vezmeme-li si tedy libovolnou cestu z s vedouci pfes
sjednoceni relaci vSech agentti z B, mame dokéazat, ze po celé délce této cesty

1V [Dit08] je axiom (C2) pojmenovan ,mix“. My volime vyjadieni pomoci pevného
bodu, stejné jako u odpovidajiciho axiomu pro systémy bez axiomu (T), kde také uvadime
poznamku k jeho ptivodu.
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plati ¢. Ve svété s plati ¢ z pfedpokladu. Protoze je svét s reflexivni, plati
v ném diky pfedpokladu C(p — Epyp) také ¢ — Epp, a tedy i Egp. Diky
tomu plati ¢ i dalsim svété na dané cesté z s. V ném ale z predpokladu
C(e — Epyp) plati také ¢ — Epy, a stejnym zpusobem jako v prvnim
kroku se ¢ postupné rozsiii po celé délce dané cesty s, tedy skutecné bude
v s splnéno Cpp. Kdyby ovSem svét s nebyl reflexivni, splnénost formule ¢
by se ze svéta s viibec nezacala 8ifit. Axiom (C3) tedy nemtZeme prevzit
pro systémy bez axiomu (T).

Diitkaz tplnosti systému S5¢ lze nalézt v [Dit08], my si zde opét jen vy-
slovme vétu bez dikazu.

Véta 2.10. Pro kazdou formuli ¢ € LS plati:
S5¢ F < S5 = .

Ptejdéme nyni k rozsifeni axiomatiky ostatnich vyse zavedenych systémi,
tedy systému bez axiomu (T). Ukézali jsme, Ze abychom méli v axiomatice
oSetfeno i nepravdivé obecné presvédceni, nevystacime si s axiomy a pravi-
dly z predchozi definice. Uvidime, Ze axiom pevného bodu se v axiomatice
systému bez axiomu (T) objevi jen lehce pozménén, a axiom indukce bude
(NecC) by bylo mozné pievzit, ale neni to tfeba, protoZe uz jsou odvoditelné

z téch upravenych dvou, coz si také ukazeme.
Definice 2.11. Aziomatické systémy K&, resp. K4,S, resp. K452, resp. KDS,

resp. KD4,§, resp. KD45$L vzniknou ze systému K,,, resp. K4,, resp. K45,
resp. KD,,, resp. KD4,,, resp. KD45,, priddnim nasledujictho axiomu a odvo-

zovactho pravidla:

(C)  Cpgy — Eg(p ACgyp) (obecné presvédcent jako pevny bo
E A
(RC) v = Es(¥ A o) (pravidlo indukce pro obecné presvédéeni)

o — Cpy

Axiom (C) a pravidlo (RC) uz jsou korektni vici libovolné tfidé kripkov-
(C1) a pravidlo (NecC) by nyni byly prebytecné.

Z axiomu (C) mame piimo - Cpp — Ep(p — Cpyp), a z toho dostaneme
pomoci pravidla (RC) F Cpy — Cptp. Z toho uz dokazatelnost formule
Cp(p — ¢) — (Cpp — Cp) dostaneme snadno pomoci vyrokové logiky.

SAxiom (C) vyjadiuje, ze formule Cpyp je pevnym bodem vyrazu Eg(¢ A z); odtud
pojmenovani tohoto axiomu. Pravidlo (RC) pak tik4, ze Cpy je nejvétsim takovym bodem.
Detailni rozbor obecné znalosti jakozto pevného bodu lze nalézt v jedenacté kapitole knihy
[Fag95].
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Z F ¢ dospéjeme k - Epy pomoci pravidla (NecK) a vyrokové logiky,
a z toho uz dostaneme F Cpy z pravidla (RC), dosadime-li v ném za ¢
konstantu T.

Diikazy uplnosti systému z posledni definice 1ze nalézt v [Fag95], nebo je
lze z dikaz tam uvedenych ziskat snadnymi tpravami.

Véta 2.12. Pro kazdou formuli ¢ € LS plati:

KiFpeKlEp KDS - o < KD = ¢
KiC koo Kal= o KD4S - p = KD4 = ¢
K45¢ F o < K45 = ¢ KD455 + o < D45 |= ¢

Na zavér tohoto oddilu jesté upozornéme, ze rozsifenim systémi o obec-
nou znalost je pripravujeme o nékteré ,pékné“ vlastnosti. Jednou z nich je
kompaktnost, coz je vlastnost, kterda za predpokladu splnitelnosti kazdé ko-
necné ¢asti mnoziny formuli zarucuje splnitelnost celé této mnoziny formuli.
Uvazme napiiklad mnozinu formuli {E%p;n € N} U {—=Cpp}, kde B je sku-
pina alesponn dvou agenti. Je zfejmé, ze kazda konecnd cast této mnoziny
je splnitelna, ale cela tato mnozina splnitelna neni. Z toho plyne jista kom-
plikace v dikazu tplnosti pomoci kanonického modelu, kde se v systémech
bez operatoru Cp kompaktnosti vyuziva. V kapitole [6] ale uvidime, Ze tuto
prekazku lze snadno obejit.

2.4 Jednoagentni systémy

Trtebaze se ndm v této praci jedna vyhradné o multiagentni systémy, poza-
stavme se jesté na okamzik u jednoagentnich variant, konkrétné systému S5;
a KD45y, o jejichz vysadnim postaveni jsme se jiz zminili. Poznamenejme
jen ke znaceni, Ze u jednoagentnich systémt budeme dolni index vynechavat
a psat jednoduse S5 a KD45, jak je ostatné bézné.

Predevsim si uvédomme, Ze na splnénost libovolné formule epistemického
jazyka v néjakém svété s maji vliv jen takové svéty v modelu, které jsou
z tohoto svéta dosazitelné. Predstavujeme-li si tedy model jako graf, staci
vzdy uvazovat jen jeho spojitou komponentu danou svétem s.

Modely teorii S5 a KD45 maji ovSem jesté dosti specificky tvar. Z vlast-
nosti prislusné relace dosazitelnosti plyne, ze v pripadé S5 se stac¢i zamérit na
modely, v nichz kazdé dva svéty jsou propojeny obousmérnou hranou (véetné
hran ze svéti do nich samych), tedy kazdy svét je z kazdého dosazitelny.

Podobné se v pripadé KD45 miizeme omezit na modely, v nichz je jeden
svét vyclenén, vsechny ostatni svéty jsou z tohoto svéta dosazitelné, a mezi
sebou opét dosazitelné kazdy z kazdého. Podobu KD45 modelti si zkusme
zachytit nasledujicim obrazkem.
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C'\ LN /')S’

S0

Svét sg intuitivné odpovida tomu ,skutecnému” svétu. Vsechny ostatni
svéty modelu uz nélezi do mnoziny S’, tedy do mnoziny svéti dosazitelnych
z So. Do obrazku jsme pro jednoduchost nezakreslili zadné hrany mezi svéty
z S', ale jak uz jsme uvedli, je kazdy spojen s kazdym. Z euklidovskosti relace
dosazitelnosti totiz plyne, ze kazdé dva svéty dosazitelné z sy jsou obousmérné
propojeny, a kazdy svét dosazitelny z néjakého svéta, ktery je dosazitelny z sq,
je diky tranzitivité rovnéz piimo dosazitelny z sqg. Z euklidovskosti rovnéz
plyne, ze z kazdého svéta, ktery je odnékud dosazitelny, vede hrana do néj
samého. Z toho vSeho je tedy snad ziejmé, ze zuzime-li relaci dosazitelnosti
daného modelu na mnozinu S’, dospéjeme k ekvivalenci.

Svét sg je tudiz také jediny, ktery nemusi byt z zadného jiného svéta
dosazitelny, a tedy ani sdm ze sebe. Uvédomme si ovSem, ze staci, aby byl
svét so dosazitelny z jednoho libovolného svéta z S’ a je uz dosazitelny i ze
vSech ostatnich svétt mnoziny S’, a rovnéz sdm ze sebe. V takovém piipadé
uz je tedy dany KD45 model zaroven S5 modelem.

Formélni tvrzeni vyjadifujici tuto charakteristiku modelt S5 a KD45 lze
véetné dikazu nalézt v [Fag9h) str. 61]. My ho zde uvadét nebudeme, ale
vyuzijeme nas neformalni vyklad tohoto tvrzeni k obhajeni jiného tvrzeni,
které se ndm bude hodit v kapitole [l Totiz tvrzeni, ze kdykoli je v n&jakém
svété KD45 modelu splnéna formule K¢ (tedy agent povazuje za moiné ),
je uz tato formule splnéna ve vSech svétech daného modelu.

Tvrzeni 2.13. Necht M = (S, R, V) je model z tridy KD45 a s je libovolny
svét z S. Jestlize M,s = Ko, pak M = Ky (neboli pro libovolné t € S
Mt = Kp).

Dtikaz: Splnénost formule K v néjakém svete s je dana existenci svéta
t, ktery je dosazitelny z s a plati v ném ¢. Jak jsme ovSem pravé vylozili,
tento svét t je zaroven dosazitelny i ze vSech ostatnich svétti daného modelu,
a zarucuje tak splnénost formule K ¢ v celém modelu. Za zvlastni zminku
snad stoji jen pripad, kdy je tim svétem t svét sy, ktery nemusi byt z ostat-
nich svétl dosazitelny. Jak uz jsme ovSem také analyzovali, jestlize je svét
so dosazitelny z néjakého s € S’ (coz je podminka pro jeho ,svédectvi“ prav-
divosti formule K @ ve svété s), je uz dosazitelny i ze vSech ostatnich svéti.
O
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Rovnou si ale ukazme, ze v multiagentnich systémech uz se na nic tako-
vého spoléhat nemizeme. Nasledujici piiklad je dokladem toho, zZe v multi-
agentnich modelech je potieba brat v avahu i svéty, které nejsou dosazitelné
pres relaci nékterého z agenti.

a,b( ju
b
a t
a
b S

Snadno se ovéri, ze model na obrazku je modelem KD45,, tedy modelem,
ktery je serialni, tranzitivni a euklidovsky, pro obé relace R,, R,. Zaroven
vidime, Ze svét u neni ze svéta s dosazitelny ani pro jednoho z agentti. Presto
ho nemtiizeme ignorovat, tak, jak bychom mohli v jednoagentnim systému.
Svét u je totiz dilezity pro vyhodnoceni znalosti agenta a ve svété s o zna-
lostech agenta b ve svété t. Je-li naptiklad ve svété u splnéna formule —p, je
ve svété s splnéna formule K, K,—p.

S tim souvisi i fakt, Zze splnénost formule tvaru K @ uz se tak pékné nesiri,
jako tomu bylo v jednoagentnim systému. Je-li napiiklad atom p splnén ve
svétech s a t, a neni splnén v u, je ve svété s splnéna formule K, op, ale ve svété
u uz nikoli, protoze pro agenta a jsou v ném dosazitelné jen samé —p-svéty.

Jak uz jsme naznadili, k problému diskutovanému v tomto oddile se jesté
dostaneme. Narazime na néj totiz v kapitole [ kdyz se budeme snazit najit
takovou definici prohléseni, ktera by zachovavala serialitu. V jednoagent-
nim systému by se nam to diky tomu, co jsme tu pravé vylozili, podaftilo,
v multiagentnim uz ovsem nikoli.
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3 Pravdivé verejné prohlaseni

V této kapitole vylozime logiku vefejného prohlaseni tak, jak je prezento-
vana v knize [Dit08]. Jedna se o logiku pravdivého vefejného prohlaseni a je
dynamickym rozsifenim logiky S5, zavedené v predchozi kapitole. Kapitolu
rozdélime do dvou podkapitol, z nichz prvni bude vyhrazena logice verejného
prohlaseni v jazyce pouze s individualni znalosti, a druha bude rozsifenim
této logiky o obecnou znalost.

V [Dit08] jsou tyto dvé logiky oznacovany zkratkami PA a PAC (z anglic-
kého Public Announcement). V této praci se nam ale hodi mit v nézvu vyjé-
dfen i systém, z néhoz vychazime, protoze v dalsi kapitole budeme zkoumat
logiky verejného prohlaseni zaloZené na jinych systémech nez je S5,. Zkratky
PA, PAC budeme proto uvadét jen jako horni index, a systémy z této kapitoly
tedy budeme znaéit S57* a S5PAC.

Na tvod jesté poznamenejme, ze vSechna tvrzeni v této kapitole budeme
uvadét bez diikazt. Kazdé tvrzeni z této kapitoly totiz bude mit svou obdobu
v dalsi kapitole, a tam uz si je peclivé dokdzeme. Tvrzeni se sice budou
vztahovat k jinym systémutm, ale jejich dikazy se postupem budou podobat
tém z této kapitoly, které lze také piipadné nalézt v [Dit08].

3.1 Pravdivé prohlaseni bez obecné znalosti
3.1.1 Syntax a sémantika

Vzpomenme si z pfedchozi kapitoly, Zze agent mé mezi svymi znalostmi prave
takové formule ¢, které jsou pravdivé ve vSech svétech, jez povazuje za mozné.
Neformalné miizeme fici, ze ¢im vice riiznych svéti agent povazuje za mozné,
tim méné mé znalosti. Tedy kdyz agent dostane novou informaci, intuitivné
oCekavame, ze prijetim této informace mezi jeho znalosti se z(zi mnozina
sveti, které povazuje za mozné. Na tomto principu je také zalozena séman-
tika pravdivého vefejného prohlaseni. Konkrétné tedy vefejné prohlaseni
vylou¢i z daného modelu vSechny svéty, v nichz je prohlasovana formule ne-
pravdiva. Pak fekneme, Ze ve svété s modelu M je po prohlaseni ¢ pravdivé
v prave tehdy, kdyz za predpokladu pravdivosti ¢ je @ pravdivé ve svété s
zazeného modelu M’.

Zazeni modelu si znazornéme na obrazku. Vzhledem k tomu, Ze relace
dosazitelnosti v modelech teorie S5, jsou ekvivalence, budeme v celé této
kapitole pro jednoduchost zakreslovat do obrazkid jen neorientované hrany,
ale predstavujeme si na nich oboustranné sipky, a dale si ke kazdému svétu
predstavujeme hranu vedouci z néj do néj samého.
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p-svéty | p-svéty

;
pg—t—f—-w.q l
|
= |
a a prohléaseni p |
|
prog—-L——p, =g |
|

/

Prohlasenim formule p jsme tedy vypustili vSechny —p-svéty, a s nimi
samoziejmé i patiicné relace. VSimnéme si rovnou jesté jedné véci, totiz
jak je dilezity pozadavek na pravdivost prohlasované formule v aktualnim
svété (ktery je na obrazku oznacen podtrzenim). V piipadé, Zze by formule
pravdiva nebyla, jejim prohldSenim bychom se pripravili o aktudlni svét, a
tézko bychom pak mohli ve ztizeném modelu vyhodnocovat splnénost formuli
po prohlaseni.

Formalni definici si uvedeme za okamzik, nejprve ovSsem musime zavést
vefejné prohlaseni do jazyka. Nasledujici definice je rozsifenim definice epis-
temického jazyka o dynamicky operator [¢].

Definice 3.1 (Jazyk s vefejnym prohlaSenim). Je ddna konecna mnoZina
agenti A a spocetnd mnozina atomi P. Jazyk LE4 je definovdn induktivné
ndsledujicim predpisem

¢ =pl-pl(eN) | Kapl [¢] ¢,
kde a € B ap € P. Formule [p|1 se ¢te ,po prohldsent ¢ plati 1) “.

Poznamenejme, Ze interpretace formule [¢] 1 je lehce problematické. Pro-
hlasenim se ma totiz rozumét pravdivé verejné prohlaseni, ale jak uvidime po
zavedeni sémantiky, prohlasit 1ze takto i nepravdivou formuli, dospéje se tim
ovsem ke sporu. Neboli jestlize je formule ¢ v néjakém svété nepravdiva, je
v ném pravdiva formule [p]| L. Skuteéné pravdivému prohlaseni tak odpovida
spise dudlni operétor (), ktery piimo vyzaduje pravdivost prohlasované for-
mule. V pfipadé, zZe je formule ¢ v daném svété nepravdiva, kazda formule
tvaru ()1 je v ném prosté vyhodnocena jako nepravdiva.

Tato poznamka snad bude jasnéjsi po pfijeti nasledujici definice, ktera je
opét jen rozsifenim definice splnénosti z predchozi kapitoly o podminku pro
nové zavedeny dynamicky operator.

Vzhledem k tomu, zZe relace dosazitelnosti v kripkovskych modelech pro
systém S5, je ekvivalence, budeme ji v celé této kapitole znacit ~,.
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Definice 3.2 (Sémantika pravdivého vefejného prohlaseni). Je ddn krip-
kovsky model M = (S,~,, V) pro mnoZinu agenti A a mnoZinu atomi P.
Splnénost formule ve svété s modelu M je definovdna nasledovné:

M,s=p prdvé tehdy, kdyz s eV,
M,s = —p pravé tehdy, kdyz M, s -
M,s = @AY prave tehdy, kdyz M,s=p a M,s =1
M,s = K,p pravé tehdy, kdyz Yt € S takové, Ze s ~, t plati Mt = ¢
M,s =@l pravé tehdy, kdyz M, s = ¢ implikuje M|,, s = 1,

kde M|, = (S",~, V") je definovdno ndsledovné:

S = llellu
~o = ~a N (el < llellar)
V, = Vanllelm

V dalsim textu budeme model M|, casto nazyvat modelem ofezanym podle
©, pripadné jen ofezanym modelem.
Dudlni operdtor (p) je tedy definovdan ndasledovné:

M, s = () pravé tehdy, kdyz M,s |= ¢ a zdrover M|,, s = 1.

Nyni si mtzeme formalné ukazat, co nastane, kdyz prohlasime nepravdi-
vou formuli. Pfedpokladame-li tedy, ze v néjakém svété s modelu M neni spl-
néna formule ¢, vidime, ze plati M, s = [¢] ¥ pro libovolné ¢, protoze impli-
kace ze sémantické definice je rovnou splnéna diky nesplnénému predpokladu
(na pravdivost prohlagované formule). Tedy za pfedpokladu M, s = -y plati
M,s E [g] L.

Autofi knihy [Dit08] tedy oznacuji takto nadefinované prohlaseni jako
castecné a opisuji to slovy ., formule muze byt pravdive prohldsena, jen pokud
je skutecné pravdivd“f]

Zkoumanim sémantického vyznamu jednotlivych formuli mizeme déle vy-
pozorovat urcité principy, podle nichz mezi sebou interaguji operator verej-
ného prohlaseni s epistemickym operatorem a s logickymi spojkami. Mtzeme
se napiiklad ptat, zda formule [p] K9 a K, [¢]1 jsou ekvivalentni. Podi-
vejme se na nasledujicim ptikladé, Ze nejsou.

6V originale , truthful public announcements can only be made if they are indeed true“.
Viz [Dit08 str.77].
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t=p,q

=4

a

S S,
p,q p,—q

Ve svété s je splnéna formule [p] K,q (protoze v ném neni splnéno p),
a pfitom neni splnéna formule K, [p|q (protoze v dosazitelném svété t je
splnéna formule — [p] q).

Zaroven si ale vSimnéme, Ze jsme v protipiikladu vyuzili nesplnénosti
pozadavku na pravdivost prohlasované formule. A skutecné, podminime-li
formuli K, [¢] 1 pravdivosti formule ¢, protipfiklad uz se ndm vytvorit ne-
podaii. Dikaz, Ze formule [p] K, a formule ¢ — K, [¢] ¥ jsou ekvivalentni,
1ze nalézt v [Dit08), str. 79].

Podobné ekvivalence lze najit i pro ostatni formule tvaru [¢] ¢, shriime
si je v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 3.3. V libovolném modelu z tridy S5 plati ndsledujici ekvivalence:

lp < (p—p)
[l (W Ax) < [elvAlelx
[l (¥ —=x) < (elv—[elx)

[l ¢~ (¢ — =lply)
[Pl Kot = (p — Kalp] )
Pl [Wlx < [eAleld]lx

Platnost téchto ekvivalenci hraje dtlezitou roli v axiomatice a nasledné
v diikazu tplnosti. Umoziiuje totiz kazdou formuli v jazyce £F4 piepsat na
ekvivalentni formuli v jazyce L£,,, tedy na formuli neobsahujici operator ve-
fejného prohlaseni. Diky tomu se také axiomy z nasledujici definice nazyvaji
redukcénimi aziomy.

3.1.2 Axiomaticky systém

Definice 3.4 (Logika pravdivého vefejného prohlaseni). Systém SSZA vznikne
rozsirenim systému S5, o ndsledujici axiomy:
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(PAlss) [¢]p < (¢ — p) (atom po prohldseni)
(PA2s5) [p] ) < (¢ — =[] ¥) (negace po prohldsen)
(PA3ss) [¢] (0 A x) < [@] Y Ale] x (konjunkce po prohldsent)
(PA4ss) [p] Kot — (0 — Ky [p] ) (znalost po prohldsent)
(PASss) [¢] [¥] x < [ A el ¥]x (kompozice prohldseni)

Tento systém je korektni a tplny viici prislusné t¥idé kripkovskych struk-
tur.

Véta 3.5. Pro kazZdou p € ESA
S5 ¢ e S5PA .

Dikaz véty 1ze nalézt v [Dit0§] a jak jsme jiz predeslali, uvadét ho zde ne-
budeme, protoze je svou konstrukci podobny dikazu, ktery se objevi v dalsim
textu. Poznamenejme jen, ze dikaz plyne diky redukénim axiomtm piimo
z korektnosti a tplnosti systému S5,,.

Situace se zkomplikuje, priddme-li do jazyka obecnou znalost.

3.2 Pravdivé prohlaseni s obecnou znalosti

Logika 555A je zajimava spise z teoretického hlediska, praveé diky vyse zmi-
néné sile jejiho jazyka. Teprve v souvislosti s obecnou znalosti ovsem vynikéa
to pravé kouzlo vefejného prohlaseni. Kazdého snad ,na prvni pohled“ na-
padne, ze verejné prohlasena formule se stava obecnou znalosti. Jak uvidime
v zavéru této kapitoly, neni tomu tak vzdy, protoze prohlaseni nékterych epis-
temickych tvrzeni mize mit vliv na pravdivost téchto tvrzeni. Pfinejmensim
v pripadé faktickych tvrzeni je vSak zminény vztah mezi prohlaSenim a obec-
nou znalosti skute¢né pravidlem.

3.2.1 Syntax a sémantika

Sémantiku a axiomatiku logiky 555AC si nadefinujeme jako rozsireni logiky

SSZA z predchozi podkapitoly. Definici jazyka si vzhledem k jeji induktivni
formé uvedme kompletni, ale vSechny operatory, které se v ni vyskytuji, byly
jiz diive zavedeny.

Definice 3.6 (Jazyk s prohlasenim a obecnou znalosti). Je ddna konecnd
mnoZina agenti A a spocetnd mnoZina atomi P. Jazyk LEAC je definovdn
induktivné nasledujicim predpisem.:

p:=p|@|(eAN@)| K| Crp| [¢] @,
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kdea€e BBC A ape P.

Sémantiku pro systém s obecnym presvédcéenim ziskame z definice [3.2] pTi-
déanim podminky pro splnénost formule C'gp tak, jak byla zavedena v pted-
chozi kapitole, tedy pomoci tranzitivniho uzévéru relace | J,.5 ~», pro néjz
jsme zavedli znaceni ~p.

M, s = Cp pravé tehdy, kdyz Vt € S takové, Ze s ~p t plati M, t = ¢

V [Dit08] je splnénost formule Cpp nadefinovana pomoci reflezivniho
tranzitivniho uzavéru, ale jak uz jsme upozornili pii zavadéni operatoru Cg
v epistemické logice, v piipadé, Ze je relace R, reflexivni (coZ relace ~y je),
je uz reflexivni i tranzitivni uzaveér relace  J,.z Ry. Tato definice splnénosti
formule Cy je tedy s definici uvedenou v [Dit08, str.74] ekvivalentni, a pfi-
tom ji ve stejném tvaru budeme moci pouzit i v nésledujici kapitole, v niz
relace dosazitelnosti reflexivni nebude.

V predchozi podkapitole jsme si v ramci sémantiky pripravili platné for-
mule, které nam pak poslouzily v axiomatice jako redukéni axiomy. V této
podkapitole bychom navic potfebovali redukéni axiom pro obecnou znalost
po prohlaseni, ten se ndm ale vytvorit nepodafi. Podivejme se na nasledu-
jicim piikladé, Ze neplati ekvivalence [¢p]| Cpy) < (¢ — Cg ] ), kterd se
nabizi jako zobecnéni ekvivalence pro individualni znalost.

U p,—q U, p,mq
b
D
tl-p,q =
a
Sipq S.pq

Snadno se ukéaze, ze ve svété s vychoziho modelu je splnéna formule
[p] Cpq (protoze v ofezaném modelu je ze svéta s dosazitelny jen on sam
a v ném plati ¢, tedy i Czq), ale neni v ném splnéna formule p — Cp[p] q
(protoze ve svété u dosazitelném z s neni splnéna formule [p] ¢, tedy ve svété
s neni splnéno Cp [p] ¢, ackoli je v ném splnéno p). Snadno nahlédneme, Ze
tato situace mohla nastat jen diky tomu, ze svét u byl v ptivodnim modelu
dosazitelny ze svéta s, ale v ofezaném modelu uz dosazitelny neni, a nemé
uz tak vliv na pravdivost obecné znalosti ve svété s.
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Z vysledkt uvedenych v ¢lanku The logic of public announcements, com-
mon knowledge, and private suspicions autoru A. Baltag, L. S. Moss a S. So-
lecki (v seznamu literatury uvedeném jako [Bal99]) plyne, Ze nelze nalézt ani
zédnou jinou ekvivalenci, kterd by definovala formuli [¢]Cpyff] Lze ale nalézt
korektni pravidlo, které umozni vyslednou logiku axiomatizovat.

Tvrzeni 3.7. V libovolném modelu z tridy S5 plati ndsledujici pravidlo:

jestlize x — || a x Ao — Epx, pak x — [p] Cpi.

Diikaz tohoto tvrzeni je zaroven ditkazem korektnosti odvozovaciho pra-
vidla systému SS:?AC, ktery nadefinujeme v néasledujicim pododdile. V tivodu
této kapitoly jsme deklarovali, Ze ponechame vSechna tvrzeni bez dikazu,
v tomto pripadé si vSak uvedme alespon neformalni dikaz, protoZze se nam
bude hodit v dalsi kapitole pfi motivaci analogického odvozovaciho pravidla
nové vytvoreného systému.

Vezméme si tedy libovolné M a s a predpokladejme M, s = x. Chceme
dokazat M,s = [p] Cpt, tedy za predpokladu M,s = ¢ chceme dokézat
M|y, s = Cp1p. To znamend, ze podél libovolné cesty z s v ofezaném modelu
ma platit . Kazdé takova cesta musi byt i cestou z s v piivodnim modelu, a
podél celé jeji délky musi platit ¢, jinak by se do modelu M|, nedostala. Diky
druhému predpokladu dokazovaného pravidla se tedy pravdivost formule y
rozsiti po celé délce této cesty v modelu M. Z prvniho predpokladu uz tak
pfimo dostavame pravdivost ¢ podél celé cesty v modelu M|,.

3.2.2 Axiomaticky systém

Axiomatiku systému SSEAC tedy ziskdme ze systému SSEA pridanim jiz zmi-
néného pravidla pro odvozeni obecné znalosti po prohlaseni, dale pravidla
pridani nutnosti pro operator verejného prohlaseni, a axiomt a pravidel roz-
Sifujicich systém S5, na systém S5S. Tyto axiomy a pravidla pro obecnou
znalost zname jiz z predchozi kapitoly, ale pro prehlednost si je vyjmenujme
znovu.

Definice 3.8. Systém 555AC vznikne rozsirenim systému SsﬁA o ndsledugici
axiomy a odvozovaci pravidla:

TV této souvislosti zavadi van Benthem v ¢lanku [Ben06] operator RC pro tzv. zobec-
nénou obecnou znalost, pro ktery uz redukéni axiom vyrobit lze.
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3. Pravdivé verejné prohlaseni

(C1) Cplp — ) — (Cpp — Cpy) (distribuce C')

(C2) Cpp — (p N EgCpyp) (C' jako pevny bod)

(C3) Crle — Epp) — (¢ — Cpyp) (indukce pro C)

(NecC) £ (priddni nutnosti C')
BY

(NecPA) ﬁ (priddni nutnosti [])
¥

(RPACs;) XAV XAp— Bpx (C' po prohldseni)

X — 0] Cptp

K pravidlu pfidani nutnosti [¢)], které tu piibylo oproti systému S5,
jesté poznamenejme, Ze v systému bez obecné znalosti bylo mozné se bez néj
obejit, protoZe pro vSechny formule tvaru [¢] ¢ jsme méli k dispozici redukéni
axiomy. V systému s obecnou znalosti uz je ovSem potieba.

Véta 3.9. Pro kaZdou ¢ € LEAC plati:
S5 = @ < SEPAC - o,

Pro diikaz uplnosti opét odkazme na jeho analogii s diitkazem tuplnosti
systému z néasledujici kapitoly, pfipadné ho lze nalézt v [Dit08, str.189].

3.3 Uspésné formule

Podivejme se na zavér, jak je to s jiz zminénym vztahem obecné znalosti
a vefejného prohlaseni. K tomu vyuzijme tvrzeni 3.7 Dosadime-li v ném
konstantu T za formuli y, dale formuli ¢ za formuli ¢, a za B vezmeme
celou mnozinu agentu A, dospéjeme k nasledujicimu tvrzeni.

Tvrzeni 3.10. Necht ¢ je formule z jazyka LEAC. Pak pro tridu struktur
S5 plati:
jestlize =[] @, pak = [¢] Cap.

Plati dokonce i opac¢na implikace, kterda uz plyne trivialné z platnosti
formule C'gyy — 1, a muzeme tedy Fici, Zze obecnou znalosti se prohlasenim
stavaji pravé takové formule, které prohlasenim zachovavaji svou pravdivost.
V [Dit08] jsou takovéto formule, tedy formule spliiujici = [¢] ¢, nazyvany
uspesnymi formulemi.

Je ziejmé, ze kazda nemodalni formule, tedy formule neobsahujici zadné
modalni operatory, tento pozadavek spliuje. Splnénost formule v néjakém
sveté se totiz muze prohldSenim zménit jen v pripadé, ze na ni maji vliv i
nekteré jiné dosazitelné svéty, které se do orezaného modelu nedostanou.
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3. Pravdivé verejné prohlaseni

To v pripadé epistemickych formuli zaruceno neni, typickym piikladem
jsou formule tvaru p A =K, p, tedy formule, které fikaji, ze p je pravdivé, ale
agent a to nevi. Pravdivym prohlasenim této formule se agent a dozvida p,
tim prestava platit —K,p, a tim i celd prohlasovana formule.

Formule p A =K ,p tedy neni tispésnou formuli, a to presto, Ze je Gspésny
kazdy z konjunktii, které ji tvoif. Uspésnost formuli tedy neni uzaviena na
konjunkci, a snadno se ukaze, Ze neni uzaviena ani na negaci, implikaci a
prohlaseni. Z toho se da vytusit, ze syntakticky charakterizovat formule, pro
néz plati [p] ¢, neni zrovna snadné. V [Dit08] jsou v ramci této snahy uvedeny
nékteré dil¢i vysledky, a neni ndm znamo, zda bylo v tomto sméru dosazeno
néjakého dalsiho uspéchu, kazdopadné hlubsi zkouméani tohoto problému uz
je nad ramec nasi prace.
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4. Presvédcivé verejné prohlaseni

4 Presvéddéivé verejné prohlaseni

V této kapitole budeme zkoumat, jak by mélo vypadat verejné prohlaseni
v systémech, v nichz neplati axiom (T), konkrétné v systémech K,, K4,
K45,. Pripomenme, Ze v téchto systémech muze byt znalost nepravdiva,
protoze jiz neplati formule Ko — ¢ a operator K, tak interpretujeme spise
jako ,presvédceni®, nezli jako ,znalost“. Nyni si predstavme, Ze chceme mo-
delovat komunikaci pfimo uvniti néjaké skupiny agentii, tedy ze prohlaseni
prichéazi nikoli odnékud zvenci, ale od jednoho z agentid dané skupiny. Pak
je ziejmé, ze jestlize agentovo presvédcéeni nemusi byt pravdivé, nemusi byt
pravdivé ani jeho prohlaseni, ackoli se jako pravdivé chova. To si vysvétleme
lépe.

Agentovo presvédceni sice muze byt nepravdivé, agent si vsak tuto skutec-
nost viibec nepripousti, neboli je pfesvédcen, ze je pravdivé. Tedy rozhodne-li
se agent néjakou informaci, o niz je pfesvédcen, sdélit ostatnim agenttim, ¢ini
tak v dobré vite, ze jim predava skutecné pravdivou informaci, a se zamé-
rem zaclenit tuto novou informaci mezi jejich presvédéeni (které samoziejmé
opét muze byt nepravdivé). Zkratka prohlaseni jiz nemusi byt pravdivé, ale
agent ho jako pravdivé podava, a ostatni agenti ho jako pravdivé pfijimaji.
V souladu s touto interpretaci budeme prohlaseni v této kapitole nazyvat
presvédcivym verejnym prohlaSenim.

Podivame-li se tedy na definici standardniho pravdivého prohlaseni z pie-
deslé kapitoly, usoudime, ze pozadavek na pravdivost ¢ ve svété, v némz
formuli [p] ¢ vyhodnocujeme, jiz neni opodstatnény, a zaroven neni divod
se uplné zbavovat —p-svétli, chceme pouze znemoznit agentiim povazovat
tyto svéty za mozné. Navrhujeme tedy nasledujici definici pro takto pojaté
vefejné prohlaseni:

M, s |= @]y pravé tehdy, kdyz M| gy, s = ¥,

kde M|g, vznikne ofezanim nikoli celych svétdi, ale pouze relaci vedoucich
do —-svétll. Moznost orezavat relace namisto sveéti je v souvislosti s pfe-
chodem od znalosti k pfesvédéeni zminéna pfimo v [Dit08], tento pFistup je
zde ovSem jen naznacen a dale nerozveden. Ofezavani relaci vyuziva rovnéz
David Steiner v [Ste09], ktery zkoumé tzv. skupinové prohlaseni. K jeho
praci se jesté dostaneme v paté kapitole. Nez uvedeme formalni definici pte-
svédc¢ivého prohlaseni, podivejme se na nasledujici priklad.

Priklad 1. Predstavme si karetni hru pro tri hrace (budeme je znacit 1, 2 a
3), pri niZ je kazdému z hraciu rozddna jedna karta z balicku o jednom esu (A)
a dvou krdlovndch (Q). Pro hrdce je vijhodné dostat eso. Karty jsou rozddny
tak, Ze kaZdy z hrdacu znd jen svoji kartu. Podivejme se na situaci, kdy hrac
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4. Presvédcivé verejné prohlaseni

1 dostal eso, a hraci 2 a 3 dostali kaZdy kralovnu, ale hrac¢ 1 je z néjakého
duvodu presvédéen, Ze dostal krdlovnu. (Treba proto, Ze v predchozich kolech
jesteé ani jednou nedostal eso, a je vyvojem hry tak otrdven, Ze uZ vibec
nedoufd, a aniz by se na kartu vibec podival, rovnou predpoklddd, Ze dostal
opét kralovnu.) Tuto situaci miZeme zndzornit ndsledovné.

23

/\

QAQ~ - QQA
12;{) ()123

Tedy hrac 1 povazuje pri kazZdém ze tri moznych rozloZeni karet za moznd
prave ta, v nichz dostal kralovnu, zatimco ostatni dva hrdaci povaZuji za mozZna
vZdy takovd rozloZeni, v nichZ dostali kartu, kterou skutecné drzi v ruce.

Nyni se podivejme, jak se situace zmeéni, kdyZ hra¢ 1 (nepravdivé, ale
jsa o tom presvédcen) prohldsi, Ze nemd eso (a ostatni, divérivi hrdci tuto
informaci prigmou jako pravdivou,).

/\

QAQ~ - QQA
122{) ()123

Novy model jsme tedy ziskali z puvodniho vynechdnim vsech orientova-
nych hran vedoucich do sveta AQQ, v nemz jako v jediném neni pravdivd
prohlasovand formule.

V tuto chvili uZ tedy Zddny z hraci nepovazuje stav AQQ za mozny, a
mezi hraci 1, 2 a 3 tak panuje (mylné) obecné presvédcent, Ze eso drzi jeden
z hracu 2, 3. Konkrétne kaZdy z hrdcu 2, 3 je presvédcen, Ze eso md ten
druhy z nich.

Z ptikladu je vidét, ze se nam skutecné hodi ofezavat jen relace, pro-
toze kdybychom ofezavali celé svéty, zbavili bychom se v poslednim kroku
aktualniho svéta. V predchozi kapitole tento problém nenastaval, protoze
prohlaseni bylo vzdy pravdivé, a aktualni svét tak ztstaval zachovan.

Ve zbytku této kapitoly budeme postupné definovat syntax, sémantiku
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a axiomatiku nasich novych systémt. V jednotlivych podkapitolach rozli-
§ime systémy v jazyce bez obecného presvédceni (znacme je souhrnné XPA) a
systémy v jazyce obsahujicim obecné presvédéeni (znacme je souhrnng XPAC).

Zména sémantiky si samoziejmé vyzada i zménu axiomatického systému.
Sémantiku ovSsem ménime jen pro dynamicky operator, tedy axiomatiku sys-
tému K,, K4,, K45, miizeme prevzit, a zménime jen jejich dynamické roz-
Sfieni. Pro systémy XPA to znamend pouze nalézt nové redukéni axiomy, a
uvidime, ze bude oproti systému SSZA s pravdivym prohlasenim stacit jen
mald tprava, ale v systémech XPAC se budeme muset vypotadat s pravidlem
pro odvozeni obecného presvédceni po prohlaseni, a to si vyzada trochu vetsi
zZmeény.

Jak jsme jiz predeslali v ivodu této prace, poc¢inaje touto kapitolou pred-
kladame vlastni iivahy a vysledky. Zacnéme tedy systémy v jazyce bez obec-
ného presvédceni.

4.1 Presvédcivé prohlaseni bez obecné znalosti

4.1.1 Syntax a sémantika

Definici jazyka mtzeme prevzit z predchozi kapitoly, poznamenejme jen, ze
v systémech bez axiomu (T) se epistemicky operator nutnosti ¢asto misto K,
znac¢i B, (podle anglického ,belief*), my vSak ziistaneme u znaceni K,, aby
nedochézelo ke zbytecnému mateni. V celé této kapitole tedy operator K,
interpretujeme jako ,presvédceni®.

Definice 4.1. Je ddana konecnd mnozina agenti A a spocetnd mnoZina atomai
P. Jazyk LE4 je definovdn induktivné ndsledujicim predpisem:

¢ =pl-pl(pN) | Kapl [¢] ¢,
kde a € B ap e P. Formuli K,p cteme ,agent a je presvédcen o ¢ *.

Zména sémantiky formule [p] 1) byla motivovana v Gvodu této kapitoly,
splnénost ,nedynamickych® formuli je definovana standardné. Relaci do-
sazitelnosti budeme ve zbytku této prace znacit, obecnéji nez v predchozi
kapitole, —, (pro a € A).

Definice 4.2. Je ddn kripkovsky model M = (S, —,, V) pro mnoZinu agenti
A a mnoZinu atomi P. Pravdivost formule ve svété s modelu M definujeme

34



4. Presvédcivé verejné prohlaseni

nasledovné:
M,s=p prdvé tehdy, kdyz s eV,
M,s E - pravé tehdy, kdyz M,s [~ ¢
M,s =Ny privé tehdy, kdyz M,s =@ a M,s =1
M,s = K,p pravé tehdy, kdyz Yt € S takové, Ze s —, t plati M,t |= ¢
M,s = (¢l prdavé tehdy, kdyz Mgy, s =,

kde M|g, = (S',—=', V') je definovano ndsledovne:

S =8
—o = —a N {(s,8); M.t = ¢}
Vo=

V definici zdmérné nezminujeme dudlni operator (y), a to proto, ze pii
takto nastavené sémantice uz nema vyznam. Ukazme si, ze je ekvivalentni
operatoru [¢], tedy Ze pro libovolné formule ¢, v, libovolny model M z t¥idy
vSech kripkovskych struktur a libovolny jeho svét plati M, s = —[p] 7 <

] -

M,sE-lpl & M,s [
= M|R<pasl7£_'¢
& Mlpy,skEv & MskE[p

Na rozdil od predchozi kapitoly uz tedy mame pouze jedno prohlaseni,
které muze byt pravdivé nebo nepravdivé.

4.1.2 Axiomaticky systém

Ukazme si tfeba na prikladé formule tvaru [¢] =7, Ze nemuZzeme beze zmény
prevzit redukéni axiomy z predchozi kapitoly. Staci vzit libovolny svét s,
v némz formule ¢ neni splnéna a je v ném splnén néjaky atom p. V takovém
svété je implikace ¢ — —[p]p splnéna trividlng, ale formule [¢] —p v ném
splnéna neni. Ekvivalence [p]—p < (¢ — —[p]p) tedy neni ve svété s
splnéna a redukéni axiom (PA2ss) tak nebude v naSich systémech korektni.

Rozdil oproti systému SSEA, kde tento axiom korektni je, je dan opusténim
pozadavku na pravdivost prohlasované formule v nasi nové sémantice verej-
ného prohlaseni. Snadno nahlédneme, Ze tedy staci v implikaci ¢ — —[p] ¥
vypustit predpoklad ¢ a redukéni axiom uz korektni bude. Stejné tak u re-
dukénich axiomt pro atom a pro znalost bude potieba vypustit predpoklad ¢,
redukéni axiomy pro konjunkci a pro kompozici prohlaseni mtizeme pievzit.
Redukéni axiomy pro systémy KPA] K4ZA, K457'zA budou shrnuty v nasledujici
definici.
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Definice 4.3. Systémy KPA, K4EA, K452A vzniknou ze systemu K,,, K4,, K45,
pridanim ndsledugicich axioma:

(PAlk) [plp—p (atom po prohldsent)
(PA2¢) [p] " — =]y (negace po prohldsent)
(PA3K) el (W Ax) < [l Alelx  (konjunkce po prohldsent)
(PA4K) [p] Kot — Ko (o — [p]®)  (presvédéend po prohldseni)
(PA5K)  [¢] ] x < [@ A @] ] x (kompozice prohldsent)

K axiomu (PA4k) jen poznamenejme, ze skuteéné vznikl z redukéniho
axiomu (PA4ss) pouze vypusténim ¢ v pfedpokladu implikace, ackoli to tak
na prvni pohled nevypada. Odpovidajici redukéni axiom v systému S5PA
totiz je sice [p] Kot < (p — K, [p] ), ale protoze v S5FA je formule [¢] ¢
ekvivalentni s ¢ — [p] 1, mohli bychom axiom (PA4ss) ekvivalentné psat
jako [p] Kb « (¢ — K.(¢ — [¢|®)), a z tohoto tvaru uz dostaneme
(PA4y) opravdu jen vypusSténim .

Korektnost systémii z predchozi definice si ukdzeme v nésledujici véte.

Véta 4.4. Pro kazdou formuli o € LEA plati:

Ko = K o
KA o = KakEo
KA - = K45 ¢

Diikaz:  Indukci podle délky ditkazu. V prvnim kroku si ukazme ko-
rektnost redukénich axiomi pro presvédcéeni po prohlaseni a kompozici pro-
hlaseni, ostatni redukéni axiomy se ukazi podobné.

o (o] Kotb = Ko (o — [¢] 1)

Vezmeéme si libovolné M, s a ukazme, ze v M, s plati dana ekvivalence.
Rozepisme tedy podle sémantické definice = postupné levou a pravou
stranu a uvidime, Ze jsou ekvivalentni. Symbol < budeme pouzivat
jako zkratku za ,pravé tehdy, kdyz“, a symbol = jako zkratku za
yimplikuje“ a symbol & za ,a zaroven“. Zapisem Vt s —,t rozumime
,pro kazdé t takové, ze s —, t plati“.

M,S):[@]Kaiﬁ <~ M|Rsﬂvs):Ka¢
& Vi S—>;tM’R¢,t):w
& Vt (s—=.t & Mt = @) Mgyt =9
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M,S): Ka(gpﬁ[gp]@b) S Vit s—,t (M,t)zgpﬁ[gp]qﬁ)
& Vit s—.t (Mt p= Mtk
& YVt s—at (Mt = @= Mgyt =)

o [o] [V]x < [ Ale] 9] x

Opét si nejprve rozepiSeme podle definice = levou a pravou stranu
axiomu.

M,s k= [o][¥]x © Mgy s k= [¢]x
< M|rglry,s E X

M,s = o Nplv]x € M|reny), s FE X

Nyni je potfeba ukazat, ze modely M|r,|ry a M |ppaje)y) jsou ekviva-
lentni, tedy ze v nich zlstavaji v relaci stejné dvojice svétt.

— 1 —4 t je vimodelu M|p,| gy prave tehdy, kdyz r —, t je v modelu
M|gy, a M|gy,t =, ato je pravé tehdy, kdyz r —, t je v modelu
Ma Mtk paMtE gy

— 1 —4 tje v modelu M|grnjpp) pravé tehdy, kdyz r —, ¢ je
v modelu M a M,t = ¢ A [p] 1.

V indukénim kroku uz neni co dokazovat, protoze zadné pravidlo jsme do
novych systémi neptidavali. Korektnost systémt XPA uz tak plyne z korekt-
nosti systému X,,. O

O systémech KPA, K4ZA, K45ZA tvrdime, Ze jsou rovnéz uplné. Dikaz
uplnosti si ale uvedme az soucasné s ditkazem uplnosti systému s obecnym
presvédcenim, pro ktery si vzhledem k jeho obtiznosti vyhrazujeme zvlastni
kapitolu. A tak i vétu o uplnosti si vyslovme az spolu s jejim dikazem, tedy
v kapitole [6]

4.2 Presvédcéivé prohlaseni s obecnou znalosti

Sémantiku a axiomatiku systémt XPA¢ budeme opét definovat jako rozsffeni
systémt XPA z predchozi podkapitoly o obecné presvédéeni. Definici jazyka
opét muizeme prevzit z predchozi kapitoly, jen misto ,obecné znalosti ted
budeme fikat ,obecné presvédceni®.
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4.2.1 Syntax a sémantika

Definice 4.5. Je ddna konecnd mnoZina agenti A a spocetnd mnozina atomi
P. Jazyk LPAC je definovdn induktivné ndsledujicim predpisem:

p=ploel(eAe)| K| Cpe| [] ¢,
kdea € B BC Aapé€P.

Formuli Cgp cteme ,p je obecnym presvédcenim ve skupiné agenti B“.

Sémantiku pro systémy s obecnym pfesvédcenim ziskame z definice
pridanim nasledujici podminky:

M, s = Cpp pravé tehdy, kdyz Vt € S takové, ze s —p t plati M, t |= ¢.

Pripomenme jesté jednou, ze relace — g oznacuje tranzitivni uzavér relace
Upep —b» & tentokrat je to skutecné nereflexivni uzavér, tedy pro pravdivost
formule C'zp nepozadujeme pravdivost formule ¢ v samotném svété s. To je
v souladu s nasi interpretaci vefejného prohlaseni, kdy agent muize prohlasit
i nepravdivé tvrzeni, a to se tak muze rozsitit v mylné obecné presvédceni.

4.2.2 Axiomaticky systém

Jak uz jsme naznacili v ivodu této kapitoly, pfi vytvareni axiomatickych
systémit XPAC se budeme muset vypotadat s pravidlem pro odvozeni obecného
presvédceni po prohlaseni. Pfipomenme si nejprve, jak vypada odpovidajici
pravidlo v systému S5PA s pravdivym vefejnym prohldsenim:

X— el xAp— Epx
X — [p] Cpv
Na nasledujicim protiprikladé si ukazme, pro¢ nejde pravidlo prevzit pro
systémy KPAC, K4ZAC, K452AC a sémantiku presvédc¢ivého prohlaseni:

S 3 i S :

o, X P ¥, X, TP p -p

(RPACss)

Snadno se ukaze, ze ve svété s vychoziho modelu jsou podle nasi nové
sémantiky splnény oba predpoklady pravidla (RPACss), kde za 1) vezmeme
p, ale neni splnén zavér. Pravidlo tedy neni viic¢i této sémantice korektni.
Podivejme se podrobné, v ¢em toto pravidlo selhava a jak je potfeba ho
opravit.

Vzpomertime si z neformalniho dikazu korektnosti pravidla (RPACss) uve-
deného v predeslé kapitole, ze druhy predpoklad ma zajistit Siteni formule y
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podél e-cesty z s. Diky tomu a diky prvnimu predpokladu je pak v modelu
ofezaném podle ¢ pravdiva formule ¢ podél dané cesty, a dospéje se tak
k obecnému presvédceni 1) v s. V nasem prikladé se ale y ze svéta s do dal-
siho svéta nepfenasi, protoze ve svété s neplati zaroven . A to tam skutecné
platit nemusi, protoZze v nové definici prohlaseni uz nemame pozadavek na
pravdivost prohlasované formule. Vypustime-li z predpokladu x A p — Epx
bujeme. Ptedpoklad tak bude moc silny a pravidlo nebude stacit k dokazani
uplnosti. Podminme tedy sifeni formule x formuli ¢ néasledovné:

X — E(e — x).

Vsimnéme si ale, ze s pravidlem (RPACss) je jesté dalsi problém, totiz
ze formuli [p] Cztb se ndm podaii odvodit jen pro takova 1, pro kterd od-
vodime rovnéz [p]v. To je v poifadku v systému S5PA, protoze v ném je
dokazatelna formule Cgtp — 1), ale v systémech bez axiomu (T) tomu tak
neni. Opét tedy pravidlo nebude uplné, protoze se nam nepodaii odvodit
zadné mylné obecné presvédéeni. Napiiklad formule [L]CpL je pravdiva
ve vSech modelech, protoze prohlaSenim formule 1 ve svété s ofezeme ves-
keré hrany v modelu, tedy zadny svét nebude ze svéta s dosazitelny, a Cg_L
v ném bude pravdiva trividlné. Radi bychom tedy uméli odvodit formuli
X — [L1]CpL pro libovolnou x, ale pomoci pravidla (RPACss) se nam to
nepodari. Navrhujeme tedy zménit prvni predpoklad pravidla na

X — Eg(p — [0 V),

¢imz vynutime pravdivost formule ¢ v ofezaném modelu pocinaje az prvnim
dosazitelnym svétem, nikoli hned tim vychozim.

Neni-li tato motivace nového pravidla presvédciva, prislusné dikazy ko-
rektnosti a tplnosti snad budou dostatecnou obhajobou.

Vsimnéme si jesté, ze predpoklady pravidla ted vypadaji podobné, a
mohli bychom je spojit do jednoho. V dalsim textu se nam ale bude lépe
zachéazet se dvéma oddélenymi predpoklady, dovolme si tedy je tak ponechat.
Nové pravidlo budeme znacit (RPACk) a bude tedy vypadat nasledovné:

X — Eplp — [0]Y)  x— Ep(p — x)
X — [80] Cpy

Ostatni axiomy a pravidla systémi XPAC zname uz z druhé kapitoly, a
nasledujici definice tak snad nevyzaduje dalsi komentar.

Definice 4.6. Aziomatické systémy KPAC resp. K42AC, resp. K45,PLAC vznik-

nou ze systémii KPA, resp. K45A, resp. K455A priddnim ndsledujicitho axiomu
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a odvozovacich pravidel:

(C) Cpp — Eg(p N Cgyp) (C jako pevny bod)
(RC) Ld Tp EB(gw :; ?) (indukce pro C')
— UB
(NecPA) ﬁ (pFiddni nutnosti [1])
¥
(RPacy) X Eple = lElW) X= Bsle =x) o ) prohldsent)

X — 0] Cy

Vzhledem k dokézané korektnosti systémt KPA K4PA K45PA a K¢, K4S,
K45C staci dokazat korektnost pravidla piidani nutnosti vefejného prohlasent
a nového pravidla pro obecné presvédcéeni pro prohlaseni.

Véta 4.7. Pro kazdou formuli o € LEAC plati

KLy = K Eo
K& = KdkE=o
KasPAC o = K45 = ¢

Diikaz:  Dokézat korektnost odvozovaciho pravidla néjaké teorie zna-
mend dokazat, ze plati-li predpoklad pravidla ve vSech modelech dané teorie,
plati ve vSech modelech i jeho zavér. V piipadé pravidla (NecPA) tedy mame
dokézat, ze za predpokladu M | ¢ pro kazdé M € K, resp. € K4, resp.
€ K45, plati také M |= [¢] ¢, pro kazdé takové M. Tedy mame dokazat, ze
pro kazdé M plati M|g, = ¢. To ovSem vzhledem k predpokladu pravidla
znamena jen ovéfit, Ze model M|g, je modelem piislusné teorie. Ze je mo-
del M|p, kripkovskym modelem, je snad ziejmé, tedy pro systém KPAC nenf
co dokazovat. V pripadé systémil K4zAC a K45:zAC je ovSem potieba ukézat,
ze preménou modelu M na model M|, nedochéazi k poruseni tranzitivity a
euklidovskosti kripkovského modelu. Ukazme si, Ze je-li ptivodni model M
tranzitivni, pak je tranzitivni i ofezany model M|g,.

Jestlize s —, t at —, u v modelu M|g,, pakis —,tat—, uvmodelu
M, o némz predpokladame, Ze tranzitivni je, tedy mame rovnéz s —, u
v modelu M. Protoze t —, u v modelu M|g,, musi platit M,u |= ¢, tedy
z s =, w v modelu M plyne s —, u i v modelu M|g,.

Euklidovskost se ukaze podobné.

Zbyvé dokazat korektnost pravidla (RPACk). Chceme tedy ukazat, ze
pokud = x — Eg(p — [¢]¥) a = x — Es(p — X), pak = x — [¢|Cr.

Vezméme libovolné M a s a predpokladejme, ze M,s | x. Chceme
dokazat, ze M,s = [p]Cpty, coz je podle definice = pravé tehdy, kdyz
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Mgy, s = Cpt. Vezmeme si tedy libovolné ¢ z modelu M|, takové, ze
s —p t, a chceme dokazat, ze M|g,,t = 1. Budeme dokazovat indukci
podle délky cesty z s do ¢ v modelu M|g,.

1. Jestlize je délka cesty 1, tedy s —, t pro n€jaké a € B, pak z prvniho
predpokladu plyne M,t = ¢ — [p] 1. Protoze t je z domény modelu M|z,
plati M.t = p atedyi M,t = [p] . T je podle definice |= pravé tehdy, kdyz
M |R<pv tE.

2. Predpokladejme nyni, ze délka cesty je n + 1, tedy méame s —,u—pgt
pro néjaké a € B a u € M|p,. Z predpokladu M,s = x az s —, u
plyne M,v |= ¢ — x, a protoze u € M|g,, mame rovnéz M,u = x.
Podle indukéniho pfedpokladu pro cestu délky n takovou, ze u —p t plati
M |R<pat ): ¢ 0

O systémech KPAC, K4,F;AC, K45,F;AC tvrdime, Ze jsou rovnéz uplné. Vyslo-
veni véty si ale opét ponechejme do kapitoly [6] ktera je vyhrazena dikazim
uplnosti.

4.3 TUspésné formule

Na zavér se podivejme, jak je to se vztahem vefejného prohlaseni a obecného
presvédceni. V minulé kapitole jsme vidéli, ze formule ¢ se prohlasenim stava
obecnou znalosti, jestlize je ispésnd, totiz plati [¢] p. V prvni fadé si vSim-
néme, ze pokud bychom méli pfijmout definici aspésné formule z predchozi
kapitoly, nemohli bychom tspésnymi prohlasit ani nemodalni formule, od
kterych se to rozhodné ocekava. Staci si predstavit model o jednom svéte,
v némz neni pravdiva formule ¢, a snadno nahlédneme, Ze v tomto svété neni
splnéna ani formule [¢] ¢, pro Zddnou nemodalni .

Zaroveii si ale uvédomme, Ze v S574¢ je formule [¢] ¢ ekvivalentni s for-
muli ¢ — [¢] ¢, a domnivame se, Ze to je to, co se ve skutecnosti pozaduje
po uspésné formuli. Nechceme nazvat tspésnou takovou formuli, ktera se
prohlasenim stava pravdivou, ale takovou, ktera pokud je pravdiva, ztstava
pravdivou i po prohlaseni. Navrhujeme tedy definici v tomto smyslu poupra-
vit, a prohlasit formuli ¢ za GspéSnou v pfipadé, ze plati ¢ — [¢] p.

Pak mtzeme dospét k obdobnému tvrzeni, jako v predchozi kapitole, totiz
ze kazda uspésna formule se po prohlaseni stava obecnym presvédcéenim.

Tvrzeni 4.8. Necht o je libovolnd formule v jazyce LEAC. Pak kazdou z trid
struktur IC, K4, K45 plati:

jestlize |= ¢ — [p]p, pak =[] Cap.

Duikaz:  Jestlize v celém modelu plati ¢ — [¢] ¢, plati tato formule i
v kazdém svété dosazitelném z libovolného svéta daného modelu, tedy v ce-
lém modelu plati také E4(p — [¢]¢). Tim dostavame piedpoklad pravidla
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(RPACk), jestlize v ném za x dosadime T, za 1) dosadime ¢ a za B vezmeme
celou A. Druhy pfedpoklad pravidla (RPACk) je timto dosazenim automa-
ticky splnén a z korektnosti pravidla tak rovnou dostavame [p] Cap. O
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5 Prohlaseni pro bezesporné presvédceni

V predchozich kapitolach jsme zkoumali verejné prohlaseni v systémech S5,
a K,, K4,, K45,,. Vzpomenme si ale, Zze v prvni kapitole jsme definovali jesté
systémy s axiomem (D), konkrétné KD,,, KD4,,, KD45,,.

5.1 Problém zachovani bezespornosti presvédceni

Vratme se k piikladu [1] z predchozi kapitoly a ukazme si na ném, Ze sé-
mantiku verejného prohlaseni z predchozi kapitoly nelze prevzit pro systémy
s axiomem (D).

Priiklad 2. Presko¢me rovnou do situace po prohldseni hrdce 1, Ze nemd eso,
tedy do teto

| JAQq] |
QAQ—— - QQA

1,2,30) (12,3

a podivejme se, co nastane, kdyz ted treba hrdac¢ 2 (tentokrdt uZ pravdivé)
prohldst, Ze ani on nemd eso:

1
\
QAQ : - Q%A
1,2,3

Vidime, Ze z aktualniho svéta nevede pro hrdace 3 Zadna hrana, a agent je
v tomto svéte sporny.

Tedy ackoli byl v puvodnim modelu axiom (D) splnén, v tom ofezaném
uz neni.

Snadno nahlédneme, ze kdykoli agent pfijimé prohlaseni formule, o jejiz
negaci je presvédcen, dostava se do sporu. Neboli, jestlize agent povazuje
ve svété s za mozné jen samé —y svéty, prohlasenim formule ¢ se ofezou
vSechny svéty, které povazuje za mozné, a ve svété s ofezaného modelu je
tak presvédcen o libovolné formuli.
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V terminologii modeli mizeme tento problém vyjadrit tak, ze ofezavani
relaci pfi vyhodnocovani formule [¢] ¢ podle definice nezachovava seri-
alitu. To znamena, ze ackoli model M je serialni, model M|p, uz serialni
byt nemusi. Navazme v tuto chvili na posledni oddil kapitoly o epistemické
logice, v némz jsme zkoumali modely jednoagentnich systémi, a podivejme
se, jak bychom problém se zachovanim seriality fesili v KD45 (tedy v KD45;).
Snadno nahlédneme, ze aby ztistal KD45 model seridlnim i po ofezani relaci,
stacilo by, aby z kazdého jeho svéta vedla alespon jedna hrana do svéta,
v némz je pravdiva prohlasovanda formule. Tato hrana by pak pti zavedené
definici ofezavani byla v kazdém ptipadé prenesena i do orezaného modelu, a
pozadavek na serialitu by byl splnén. Existenci alespon jedné hrany vedouci
ze svéta s do p-svéta zajisti splnénost formule K © ve svété s. Vzpomenme
si jesté na pravdivé verejné prohlaseni v systému S5, kde byla proveditelnost
prohlaseni podminéna pravdivosti prohlasované formule. Co kdybychom tedy
podobné ptidali do definice prohlaseni podminku na pravdivost formule K p?

M, s k= [¢] ¢ pravé tehdy, kdyz M, s = Ky implikuje M|g, = 1

Je snad vidét na prvni pohled, Ze tim zachovame serialitu ve svété s, my
ovsem potfebujeme zachovat serialitu v celém modelu. Tady prichazi ke slovu
tvrzeni, které jsme si pripravili v ramci vykladu specificnosti KD45 modelt,
totiz Ze splnénost formule K ¢ v libovolném svété modelu M uz zarucuje jeji
splnénost ve vSech jeho svétech. Pii této definici by tedy serialita skutecné
byla zachovana, a domnivame se, ze i v jinych ohledech by toto feseni bylo
vyhovujici. Bohuzel, opustime-li jednoagentni KD45 a jeji pfivétivé modely,
problém se zachovanim seriality se nam timto zptisobem vytesit nepodafi.

Zustanme treba jesté v KD45 a jen se prenesme do jeji multiagentni
verze. Tady bychom samoziejmé potiebovali zachovat serialitu relace kaz-
dého z agentii z dané skupiny B, tedy potfebovali bychom mit v kazdém svété
modelu M splnénou formuli f(agp pro kazdé a € A. V navaznosti na feSeni
v jednoagentni KD45 se tedy nabizi néasledujici obména definice vefejného
prohlaseni:

M, s = [p]| ¢ pravé tehdy, kdyz M, s EA'BQO implikuje Mg, = ¥,

kde Egy je zkratka pro Nocn Ko (tedy E zde neni duslnim operatorem
k E!). Tim se ale bohuZel nas problém nevyftesi, protoze jak uz jsme dfive
naznacili, v multiagentnim modelu uz se splnénost formule tvaru K @ tak
pékné nesiti. Podivejme se znovu na ptiklad.
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Je ziejmé, ze ve svété s je splnéna formule E{mb}gz), ale naptiklad ve svété
u uz nikoli, protoze agent a je v ném presvédcen o —p. ProhlaSenim ¢ ve
svété s tedy podle posledni navrzené definice porusime ve svété u serialitu
relace pro agenta a.

V tuto chvili si mizeme jesté vzpomenout na operator Cp, ktery piece
umi zajistit Sifeni formule i po cesté pfes relace rtiznych agentti, ale ani
to nam nepomtze. Podivame-li se jesté na posledni obrazek a predstavime
si, ze ve svété s je splnéna formule C{a’b}E{&b}d} A EA{ayb}w pro néjaké 1,
skutecné tim mame zarucenu splnénost formule E{a,b}¢ v celém modelu. My
ale potfebujeme umét vyhodnocovat formule tvaru [p] ¢ v libovolném svété
daného modelu, a kdybychom formuli [¢] % vyhodnocovali podle definice

M, s |= [p] ¥ pravé tehdy, kdyz M, s = CgEpe A Ege implikuje Mg, EY

tfeba ve svété ¢, z néhoz ostatni svéty nejsou dosazitelné ani pres sjednoceni
relaci, formule E{a’b} by se nam nikam nerozsirila, a opét napriklad ve svété
u by byla porusena serialita relace pro agenta a.

Zda se tedy, ze tato cesta nikam nevede. Zkusme se jesté zamyslet nad
tim, jestli by neslo ofezavat relace néjak lokalné, vzhledem ke svétu, v némz
formuli [p]+ vyhodnocujeme. Podivejme se, co se stane, kdyZ v definici
prijmeme podminku na pravdivost E B ve svété s, v némz formuli ¢ prohla-
Sujeme, a budeme ofezavat jen takové hrany do —¢ svéti, které vedou primo
ze svéta s. Je ziejmé, ze timto zptisobem serialitu skutecné zachovame, bohu-
zel zas ale ohrozime tranzitivitu. Na nasem poslednim obrazku by naptiklad
prohldseni ¢ znamenalo ponechat hrany (s,u) a (u,w), ale pfitom ofezat
hranu (s, w).
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5.2 MozZna reseni

Jako nejprijatelnéjsi feseni problému se zachovanim seriality se tak jevi to,
které nabizi David Steiner ve své dizertaci [Ste09]. Steiner zkoum4 tzv. sku-
pinové prohlaseni, tedy prohlaseni i jen k urcité casti dané skupiny agentti,
a jeho problém je tak komplexnéjsi. Vyuziva ovsem velmi podobnou sé-
mantiku prohlaseni a narazi na stejnou otazku, totiz jak zachovat serialitu
v nové utvareném modelu. Steiner ve své definici rovnéz vyuziva splnénost
formule Ka¢, ale nezachézi s ni jako s podminkou pro proveditelnost pro-
hlaseni, nybrz jako s podminkou pro orezani relace v jednotlivych svétech.
Presnéji feceno, ofezava hrany vedouci do —¢ svéti jen tehdy, kdyz ze svéta,
z kterého dana hrana vede, vede zaroven alespon jedna hrana do néjakého ¢
svéta. V feci agentl to miizeme interpretovat tak, ze agent pfijima v kazdém
mozném svété novou informaci jen tehdy, kdyz ji v daném svété povazuje za
moznou. V piipadé, Ze je presvédcen o jeji negaci, zcela ji ignoruje, a nova
informace tak nemé na jeho dosavadni presvédceni zadny vliv.

Nez uvedeme formalni definici, vratme se jesté k prikladu karetnich hracu
a ilustrujme si Steinertiv pristup na ném. Jestlize nyni v situaci po prohlaseni
hrace 1, prohlasi hrac 2, Zze ani on nema eso, coz je tvrzeni sporné s presved-
¢enim agenta 3, dospé€jeme k nasledujicimu stavu:

AQQ

QAQ- 1 - QQA
2,3 () (O1,2,3

Vidime, ze hrac¢ 3 tvrzeni nepfijal a ponechal si své ptivodni presvédceni.

Jak uz jsme naznacili, Steinertiv postup pro utvoreni nového modelu je
slozitéjsi, protoze musi hledét na to, aby prohlaseni pozadovanym zptiso-
bem zménilo presvédceni agentti, ktefi ho slysSeli, a pritom nemélo zadny
vliv na presvédceni ostatnich agentti. Ti totiz prohlaseni nejen neslyseli, ale
ani netusi, ze se vilbec néjaké prohlaseni kona, takze se nema zménit ani
jejich presvédceni o presvédcéeni téch agentil, kteri prohlaseni slyseli. Stei-
ner si tedy nevystaci s pouhym ofezavanim relaci, nybrz vytvari novy model
pomoci dvou kopii mnoziny moznych svéti ptivodniho modelu, a do nich
pak patficnym zptisobem dopliuje relaci dosazitelnosti. Definici lze nalézt
v [Ste09, str. 133] a my ji zde uvadét nebudeme, zkusme ale vyuzit jeji napad
se zachovanim seriality a upravit ji pro nase potreby.
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Definice 5.1. Splnénost formule [p] 1) ve svété s kripkovského modelu M =
(S, —4, V) je dana ndsledujici podminkou:

M, s |= [¢] Y prave tehdy, kdyz M |g,, s = ¥,

kde M|g, = (S', =, V') je definovano ndsledovné:

S = S
—, = —a N{(s,1); Mt |F @} U{(s,1); M, s = K,~p})
Vo=

7 této definice a jejiho predchoziho vykladu je snad zfejmé, ze takto nasta-
vené ofezavani skutecné zachovava serialitu relace dosazitelnosti. Spokojeni
jsme s ni vSak opét jen Castecné, protoze pro zménu nezachovava tranzitivitu,
respektive zachovava ji, jen pokud je relace zaroven euklidovska. Pouzijme
jesté jednou vyse uvedeny model a jen ho trochu pozmeénme tak, aby byl
serialni a tranzitivni, ale ne euklidovsky.

Z posledniho obrazku jsme tedy jen vypustili hrany (w,u) a (u,u) pro
agenta b. Nyni bychom podle pfedchozi definice méli prohlasenim formule
@ vypustit jednu jedinou hranu, a to hranu z s do w. Tim ovSem porusime
tranzitivitu relace mezi svéty s, u, w.

Skutecnost, ze je-li relace zaroven euklidovska, tranzitivita uz zachovana
bude, si vyslovme v nésledujicim tvrzeni. Poznamenejme jesté, ze podobné
euklidovskost se prenasi do ofezaného modelu jen za soucasné tranzitivity
relace dosazitelnosti, to uz ale pro nase potfeby neni nijak omezujici, pro-
toze jak jsme deklarovali ve druhé kapitole, axiom definujici euklidovskost
prijimame, jen pokud jsme pfijali zaroven axiom odpovidajici tranzitivite.

Tvrzeni 5.2. Je-li model M tranzitivni a euklidovsky, pak rovnéz model
M|, z definice je tranzitivni a euklidovsky.
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Dukaz: Mé¢jme tedy model M, ktery je tranzitivni a euklidovsky, a
predpokladejme sporem, ze model M|, neni tranzitivni. Oznac¢ime-li relaci
vychoziho modelu —, a relaci ofezaného modelu —/, predpokladame, ze
existuji svéty s,t,u, takové, ze s —! t, t —! wu, pfitom ale s 4! wu, pro
néjakého agenta a. Model M byl ale tranzitivni, tedy platilo s —, u, a
protoze byl euklidovsky, platilo i v —, t, t —, t a u —, u. To, Ze jsme
neotezali hranu s —, t a pfitom ofezali hranu s —, u znamena, ze M,t = ¢
a M,u = —p. To, Ze jsme zaroven neofezali hranu ¢ —, u, ackoli vede do
—-svéta, znamend, ze z t vedou hrany jen do samych —p-svétl. To je ale
spor, protoze t —, t a pfitom M, t = .

Zachovani euklidovskosti se ukaze podobné. O

Tato sémantika vefejného prohlaseni by tedy mohla poslouzit k dynamic-
kému rozsiteni systémi KD,,, KD45,,, nikoli vSak systému KD4,,. Podatilo by
se nam definici upravit tak, aby zachovavala serialitu a tranzitivitu, aniz
by k tomu byla potieba euklidovskost? Podivejme se, ze ano. Vratime-li se
jesté k poslednimu obrazku, tedy k modelu, ktery je seridlni a tranzitivni,
ne vsak euklidovsky, mtze nas napadnout, Ze k poruseni tranzitivity, kterou
jsme pfed chvili demonstrovali, by byvalo nedoslo, kdybychom soucasné s
hranou (s, w) ofezali i hranu (u, w). Ta vede (samoziejmeé) také do —g-svéta
a jeji pripadné ofezani by tedy mohlo mit dobry smysl. Diivod jejiho po-
nechani v modelu byl ten, Ze ze svéta u nevedla pro agenta b zadné hrana
do ¢-svéta. To nas miize privést k myslence jesté silnéji podminit ofezavani
hran, totiZ ofezat libovolnou hranu (s,t) (vedouci do —p-svéta t) jen tehdy,
kdyz ze svéta s vedou hrany jen do takovych svétd, z nichz vede alespon
jedna hrana do ¢-svéta. Forméalni definice by tedy vypadala néasledovné.

Definice 5.3. Splnénost formule [p] ) ve svété s kripkovského modelu M =
(S, —4, V) je ddna ndsledujici podminkou:

M, s = @Y prave tehdy, kdyz M|gy, s =

kde M|g, je definovdno ndsledovné:

s =8
= = =N Mt o} Uf(s, 0 M, s | KuKamp))
No=

Podivejme se, Ze pfi této definici bude tranzitivita zachovana, a to bez
predpokladu euklidovskosti. Ukazme si tentokrat i zachovani seriality, které
se nam zda o néco méné ziejmé nez u predchozi definice.
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Tvrzeni 5.4. Je-li model M seridlni a tranzitivni, pak rovnéz model M|g,
z definice[5.3 je seridlni a tranzitivni.

Duikaz:  Mé¢jme tedy model M, ktery je seridlni a tranzitivni, a pred-
pokladejme sporem, Ze model M|g, neni seridlni, tedy existuje svét s, z
néhoz v modelu M|, nevede zadna hrana. Model M ale seridlni je, tedy
existuje svét t, takovy ze s —, t. Protoze ale s 4/ t, plati M,t E —p a
M, s E -K,K,~, tedy M, s E K,~K,~¢. To znamend, ze M,t = ~K,~yp,
tedy existuje svét u takovy, ze M, u = ¢. Z tranzitivity je svét u dosazitelny
z s, a to je spor s piedpokladem, Ze z s nevede v modelu M|g, Zddna hrana.

Ovéfme tranzitivitu, tedy pfedpokladejme opét sporem, Ze model M |g,
neni tranzitivni, neboli existuji svéty s, t, u takové, ze s —, t —, u, a pritom
s #4 u. To znamend, 7ze M,u = —¢p a M,s = K,~K,—~p. Protoze hrana
(t,u) ofezdna nebyla, ackoli M, u |= -y, plati M, t = K,K,~, tedy existuje
svét v takovy, ze M,v = K—g. Z tranzitivity je ale svét v dosazitelny z s,
tedy z M, s | K,~K,~p plyne M,v = —~K,~y, a to je spor. O

Tuto sémantiku bychom tedy mohli pouzit pro dynamické rozsifeni sys-
tému KD4,,, pro ktery nebyla pouzitelna sémantika z definice Vsimnéme
si jesté, ze v predchozim ditkazu jsme pfi ovéfeni seriality vyuzili tranziti-
vitu, a skutecné, snadno bychom sestrojili netranzitivni seridlni model, ktery
po prohlaseni podle definice serialnim nebude. Tim chceme naznacit,
Ze se nam nepodafrilo nalézt sémantiku pouzitelnou pro vSechny tii systémy
zkoumané v této kapitole. Mame tedy jednu sémantiku pro systémy KD,
KD45,, a druhou pro KD4,, (ta je rovnéz pouzitelna pro KD45,,, jak se da také
ukézat).

Tim se dostavame k axiomatice, a rovnou piiznejme, Ze si s ni nevime
rady. Zustarime tfeba u definice[5.1]pro systémy KD,,, KD45,,. Pokud bychom
se omezili na jazyk bez obecné znalosti, mohli bychom snad s urcitymi ob-
ménami prevzit tu, kterou nabizi Steiner. V té ovsem chybi redukéni axiom
pro po sobé jdouci prohlaseni, tedy pro formule tvaru [¢][¢] x, a bez négj
neumime axiomatiku rozsitit pro jazyk s operatorem Cp.

Ackoli je nasSe teorie jednodussi v tom, Ze vefejné prohlaseni miri vzdy
k celé skupiné agentti, redukéni axiom pro formule [¢] [¢)] x se ndm rovnéz
nedaii vytvorit. Podivejme se jen, Ze redukéni axiom ve tvaru, v némz fungo-
val ve vSech systémech, které jsme zatim zkoumali, tedy v tomto [¢] [¢)] x <
[© A [¢] ¥] x, nelze prevzit.

Podle definice [5.1] plati M, s = [¢] [¢] x pravé tehdy, kdyz M |g,|ry = X,
a na druhé strané M, s |= [p A [p] ] x plati pravé tehdy, kdyz M|rnige) =
x. Potfebovali bychom tedy ukézat, ze modely M |gy|ry & M|r(ongy) jSOU
ekvivalentni, ukazme si ale na jednoduchém ptikladé, ze tomu tak neni.
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5. Prohlaseni pro bezesporné presvedceni

D, q )

S

Posledni model v fadé je modelem M|gp|rq. Model M|gpapq) je pFitom
stejny jako M, protoze formule p A [p] ¢ neni splnéna ani v jednom ze svétu
dosazitelnych z s, a k orezavani tak viibec nedochazi.

Zménit pravou stranu redukéniho axiomu tak, aby byla pfi definici
ekvivalentni s formuli [¢] [¢/] x, se ndm bohuZel nedafi, a domnivame se, Ze
pokud takto redukéni axiom viibec vytvorit 1ze, mtze to byt dosti kompliko-
vané, vzhledem k nepravidelnostem v ofezavani relace. S tim souvisi i otazka,
zda bychom pfi takto nadefinovaném prohlaseni dokéazali urcit néjaké pod-
minky, za kterych by prohlaseni vedlo k obecnému pfesvédceni. Totéz pro-
hlaseni totiz ve stejné situaci nékteri agenti prijimaji mezi své presvédceni,
jini nikoli.

Zkoumani v této kapitole tedy uzavirame jako netspésné. K problému
se zachovanim bezespornosti presvédcéeni snad jen jesté poznamenejme, Ze
snaha dopatrat se jeho Teseni v literatufe nas privadi k teorii ,belief revi-
sion®. Ta zkouméa praveé takovy problém, totiz jak do mnoziny presvédceni
K zaclenit novou informaci ¢, ktera je typicky s mnozinou X sporna, tak,
aby nové vznikld mnozina K * ¢ byla bezesporna, obsahovala ¢, a jinak byla
co nejpodobnéjsi ptivodni mnoziné K. Teorie ,belief revision“ ovSem uva-
zuje pouze jednoho agenta (a mnozinu jeho presvédéeni) a pouze faktické
informace (nikoli informace o nééim presvédcéeni), a zaclenéni jeji idey do
dynamické epistemické logiky je tak docela komplexni problém, kterému uz
se v této praci vénovat nebudeme. 7 ¢lanki, které se touto otazkou zabyvaji,
odkazme napiiklad na [Ben04] nebo [Dit05].
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6. Uplnost

6 Uplnost

V této kapitole predkladdme diikazy tplnosti systémt zkoumanych ve ctvrté
kapitole, tedy systémi s pfesvéd¢ivym prohldSenim. V prvni podkapitole
uvadime dtkaz uplnosti systémi bez obecného presvédceni, v druhé pod-
kapitole systémil s obecnym presvédéenim. Oba dikazy vznikly tpravami
diikazt systémi S5PA a S5PAC uvedenych v knize [Dit08].

6.1 Systémy bez obecného presvédceni

V nasledujici tabulce je shrnuta axiomatika systému K455A, systém K45A

z né&j ziskdme vynechanim axiomu (5) a systém KA vynechdnim axiomt (4)

a (5).

vSechny vyrokové tautologie
Ku(p = ¢) — (Kup — Kut))

=<
—d

(

(

(MP) 0,0 — Y/ (modus ponens)
(NecK)  o/K.p (pfidani nutnosti K)
(4) Koo — K, Kup (pozitivni introspekee)
(5) Koo — K, K,p (negativni introspekee)
(PAlk) [¢lp<—p (atom po prohléseni)
(PA2¢)  [¢] 0 < —[p] ¥ (negace po prohléseni)
(PA3k)  [o]l (W A X) < [p]Alp] x (konjunkce po prohléseni)
(PA4K)  [o| Kot — Ku(p — [p] 1) (pfesvédéeni po prohléseni)
(PASk) o] [W]x < [ A lel¥]x (kompozice prohlaseni)
(NecPA) ¢/ [¢] ¢ (pfidani nutnosti [1])

Jazyk logiky KPA (resp. K4™™ resp. K45'™) je stejné silng jako jazyk

logiky K, (resp. K4,, resp. K45,), neboli pro kazdou formuli v jazyce £F4
umime najit formuli v jazyce L, ktera je s ni ekvivalentni. K nalezeni ta-
kové formule nam poslouzi pirekladova funkce, vyuzivajici redukénich axiom.
Uplnost KPA pak plyne z tiplnosti K,,.

Nésledujici definice je obdobou definice 7.20 z [Dit08] a lisi se od ni po-
dobné jako se lisi redukéni axiomy pro presvédcivé prohlaseni od redukénich
axiomu pro pravdivé prohlaseni.

Definice 6.1 (Ptekladova funkce). Funkce t : LEA — L, je definovdna
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6. Uplnost

ndsledovné:
tp) = p
ti-p) = —tlp)
tlpNY) = tlp) ANtY)
t(Kap) = Kat(yp)
t(lelp) = t)
t(lel ) = t(=lel¥)
tlel (@ Ax) = el Alelx)
t(lp] Katp) = t(Kulp — [0l ¥))
) (

= 1

=~
5
&

[o A lel ] x)

Diky funkci z predchozi definice tedy mizeme kazdou formuli obsahujici
vefejné prohlaseni prevést na formuli bez vefejného prohlaseni takovou, ze jeji
vyznam zistane zachovan. To nam zarucuje korektnost redukénich axiom.
Jesté potfebujeme ukazat, ze kazda formule je dokazatelné ekvivalentni s jeji
translaci. To bychom radi dokazovali indukei podle slozitosti formule. V ta-
kovych diikazech se v indukénim kroku zpravidla vyuziva predpokladu pro
podformule dané formule, to ale v nasem ptipadé nebude mozné. Podivame-li
se na definici translace, vidime, Ze ne vzdy jsou formule na pravé strané pod-
formulemi formuli na levé strané, napiiklad K,(¢p — [¢]v) neni podformuli
formule [¢] K,1. Musime si proto nadefinovat jinou miru slozitosti, kterou
se vyporadame i s pripady nevyhovujicimi bézné slozitosti pfes podformule.

Miru slozitosti lze pfevzit presné tak, jak je nastavena v definici 7.21
z [Dit08], coz jesté ovéfime v nésledném lemmatu.

Definice 6.2 (Slozitost formule). Mira sloZitosti ¢ : L£4 — N je definovdna
nasledovné:

cp) = 1
c(mp) = 1+c(p)
clpANY) = 1+maz(c(p),c(y))
c(Kap) = 1+c(p)
c(le]v) = (4+clp)) - c(¥)

Lemma 6.3. Pro kaZdé p, 1 a x plati:
1. c(¥) = c(p), jestlize p € Sub(1))
2. c(lglp) > c(p)
3. c(le] ~¥) > c(=[¢] ¥)
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6. Uplnost

4. (] (0 A x)) > clle] v Al x)
5. c([p] Kah) > c(Ka(e — [0] ¥))
6. c([o] [¥] x) > c(lo Alp] ()] x)

Dukaz:  Dikaz lemmatu z [Dit0§], kterému toto lemma odpovida, je
ponechan jako cviceni, navic jeho znéni je v diisledku odlisnosti mezi redukc-
nimi axiomy jiné, a tak si radé€ji dokazme alesponi bod 5., v némz lze snad
nejspise ocekavat néjaké komplikace, a bod 6., ktery je z téch pracnéjsich.

Vypocitame postupné levou a pravou stranu nerovnosti a porovname je.

c([pl Kop) = (4+c(p) - c(Kop) = (d+ () - 1+ (@) =
= 4 +4c(¥) + c(p)-c() + cp)

(Kol = [pl¥) = 1+clp—[plv) =1+c(~(pA~[pl ) =
= l+1+4c(pn- [¢]¢)=
= 24 1+ max(c(p), c(=[p] ) =3+ c(=[pl¥) =
= 3+ 1+c(ply) =4+ @A+ c(p) ) =

= d+dc(y) +c(p)-c(¥)

Vidime, Ze leva strana je vétsi o c(p), které je uréité > 1.

(el [W]x) = (d+c(9)) - c([¥]x) = (4+clp)) - (4+c(@)) - e(x) =
= (d+c(@) - (4-clx) +e@)-elx) =
= 16~ c(x) +4-c(v)-c(x) + 4-c(p)-c(x) + () -c(¥)-¢(x)

c(leAlel(@)lx) = (A+clenlely)) - clx) =
= 4+ 1+ maz(c(p), c(lg] V) -
= (G+ce]v)-elx) =G+ (
= (G+4-c¥) +clp) - c@)) - elx) =
5-c(x) +4-c(¥)-c(x) + c(p)-c(¥)-c(x)
Po vyskrtani sc¢itanci vyskytujicich se v obou poslednich fadcich nam

zistane na levé strané 16-c¢(x) + 4-¢(p)-c(x) a na pravé strané 5-c(x). Leva
strana je evidentné vétsi. O

'_b SN—
+
o
—
S
N~—
N—
A
=
~—
N—
o
—
o
SN~—
I

Nyni uz mizeme ukazat, ze kazda formule je dokazatelné ekvivalentni
svému piekladu pomoci funkce t.
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Lemma 6.4. : Necht XPA je jeden ze systémi KPA, K4PA K452 Pak pro
kazdou formuli ¢ € LE4 plati

XZA = P t(g&).

Dukaz: indukei podle ¢(yp).

1. Jestlize ¢ je vyrokova proménna p, pak tvrzeni lemmatu je dokazatelné
trividlné: = p < p.

2. Predpokladejme, Ze pro kazdé ¢ takové, Ze c(¢) < n plati F ¢ <«
t(¢). Pripady pro negaci, konjunkci a epistemicky operator plynou piimo
z indukcéniho predpokladu a z bodu 1. predchoziho lemmatu. 7 formuli
s operatorem vefejného prohlaseni si ukazme tieba piipad pro [p] K.

7 redukéniho axiomu pro presvédceni po prohlaseni mame piimo dokaza-
telnost - [p] K, < (¢ — K, [¢]1). Podle bodu 5. pfedchoziho lemmatu
mizeme pouzit indukéni predpoklad na pravou stranu ekvivalence a dosta-
vame tak - [¢p] K0 < t(p — K, [p]1). Pak uz staci pouzit definici funkce
t. O

Jak uz jsme zminili v tivodu této podkapitoly, diikaz iplnosti nasich sys-
tému uz ted plyne z tGplnosti odpovidajicich systému bez vefejného prohlé-
Seni.

Véta 6.5. Pro kazdou ¢ € EﬁA

Ky = KAFop
KikEyp = K4 = o
K45 = = K452 o

Diikaz: Necht XPA je jeden ze systémii KPA, K4zA a K455A, a X je
odpovidajici t¥ida kripkovskych struktur. Piedpokladejme X = . Z XPA -
@ < t(p) a z korektnosti systému XPA plyne X = t(p). Formule ¢(y) ne-
obsahuje operator [.], tedy z tplnosti X mame X I t(¢). X je podsystémem

XPA tedy i XPA = t(p). Z XPA 1 ¢ « t(p) plyne XPA . O

6.2 Systémy s obecnym presvédcenim

V nasledujici tabulce je shrnuta axiomatika systému K45,F:AC, systém K4,F;AC
z n&j ziskdme vynechdnim axiomu (5) a systém KPAC vynechdnim axiomt (4)
a (5).
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(VT) vSechny vyrokové tautologie
(K) K.(p — ¢) = (K. — Kq) (distribuce K)
(C) Cpp — Ep(p N Cpp) (C jako pevny bod)
(MP) 0,0 =4/t (modus ponens)
(NecK)  ¢/K.p (pridani nutnosti K)
(NecC)  ¢/Cpy (pfidani nutnosti C')
(RC) o — Eg(v N)/p — Cpy (indukce pro C)
(4) Kop — K Kyp (pozitivni introspekce)
(5) Ko — K, K,p (negativni introspekce)
(PAlk) [¢lp<p (atom po prohlaseni)
(PA2¢)  [p] 0 < —[p] v (negace po prohlaseni)
(PA3k) o] (W AX) < [p]vAle] x (konjunkce po prohlaseni)
(PA4y) o] Kutp — K, (¢ — [¢] ) (pfesvédceni po prohlaseni)
(PASK) o] [W] x < [e A ] Y] x (kompozice prohlasent)
(NecPA) o/ [¢] ¢ (pfidani nutnosti [¢])
(RPACk) x—Ep(p—[¢]Y), x —Ep(¢—x)/

— [¢]Cry (C' po prohlaseni)

Uplnost axiomatickych systémt KPAC, K4PAC a K45PAC budeme dokazo-
vat kontrapozici, tedy dokazeme, ze pokud formule neni odvoditelna, pak
existuje model, v némz formule neni splnéna. To se obvykle ukazuje pomoci
tzv. kanonického modelu, tedy konstrukci jednoho velkého modelu, v némz je
kazda konzistentni mnozina formuli splnéna v nékterém jeho svété. Protoze
ale systémy KPAC, K47'zAC a K455AC jsou v jazyce s operatem C'g a nejsou tak
kompaktni, nemiizeme vytvorit kanonicky model pro vSechny konzistentni
mnoziny formuli v jazyce, nybrz omezime se na konecny fragment jazyka
dany vyvracenou formuli, tzv. uzavér formule, a vyrobime pro néj konecny
model. V ostatnim uz muizeme postupovat stejné jako u kompaktnich sys-
témi. Model tedy bude tvoren kone¢nymi maximalnimi konzistentnimi mno-
zinami formuli v ramci uzavéru dané formule, a valuaci a relaci dosazitelnosti
nadefinujeme tak, aby se ndm podarilo dokazat tzv. Truth lemma. V ném
se Tika, ze v kazdém svété modelu jsou splnény pravé formule nalezici do té
maximalni konzistentni mnoziny, ktera danému svétu odpovida. Po dokazani
Truth lemmatu uz vétu o tplnosti dokdzeme snadno.

Zacnéme tedy vytvorenim zminéného fragmentu jazyka. Nasledujici defi-
nice je obdobou definice 7.27 z [Dit0§], a ndsledné lemma odpovidé lemmatu
7.28 z [Dit0§].

Definice 6.6 (Uzéavér). Pro kazdou formuli ¢ € LPAC je uzdvér Sub™(p)
definovan jako nejmensi mnozina splnugict nasledujici podminky:
1. ¢ € Sub™(y),
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6. Uplnost

2. pokud ¢ € Sub™ (p), pak Sub(v) C Subt(y), (kde Sub(v) je mnoZina
vSech podformuli formule ¢),
pokud 1 € Sub™ () a ¢ neni negace, pak —~p € Sub™(p),
pokud Cpip € Subt(p), pak {K,(v A Cp);a € B} C Sub™(p),
pokud [¢]p € Sub™(p), pak p € Sub™(y)
pokud [¢] ~x € Sub* (¢), pak ~[6] x € Sub* ()
pokud [9] x A€ € Sub*(g), pak ([Y] x A [¥]€) € Sub* ()
pokud [] K, x € Sub™(p), pak K,(¥ — [¢] x) € Sub*(p)
pokud [ Cpx € Sub™(p), pak [¢]x € Sub™(p) a {Ka(¢) — [¢] (x A
Cpx));a € B} C Sub™(¢)

© %NS G Lo

Lemma 6.7. Pro kazdou formuli o € LFAY je Sub™(¢) konecnd mnoZina.

Dtkaz: Indukci podle slozitosti formule .

1. Pokud ¢ je vyrokova proménna p, pak jejim uzavérem je {p, ~p}, tedy
kone¢né mnozina.

2. Rozligime pfipady pro formule tvaru =, ¥ Ay, K0, Cpi, [¥] p, [¥] =X,
W] (x NE), [¥] Kux, [¢] Cpx. Dokazme napfiklad formuli [¢)] Cpy, kterd neni
zahrnuta v diikazu odpovidajictho lemmatu v [Dit08]. Jejim uzavérem je
mnozina {Sub®(¢) U Sub™(Cpx) U{[¥] Cpx, ~ [¢] Cpx} U{K. (¥ — [¢] (¥ A
Cx)), " K.(v — [Y] (W ACx));a € B}}. Protoze Subt (1)) a Sub™(Cpyx) jsou
podle indukéniho predpokladu konecné a B je konecna, je konecné rovnéz
tato mnozina. O

Definice 6.8 (Maximaln{ konzistentni mnozina). Necht ® C LPAC je uzdvér
néjaké formule. Pak T' je maximdlni konzistentni mnoZina v ® prdvé tehdy,
kdyz plati nasledugici podminky:

1.TTC®
2. T je konzistentni (I' ¥L)

3. T' je mazimdlni v ® (neexistuje I'' C ® takovd, ZeT' CT" a T ¥ L).

Jak jsme jiz zminili v ivodu této podkapitoly, maximélni konzistentni
mnoziny z predchozi definice ndm poslouzi jako mozné svéty chystaného ka-
nonického modelu. Aby se nam podafilo dokdzat Truth lemma, je potfeba
vhodné nadefinovat také valuaci a relaci dosazitelnosti v kanonickém modelu.
V definici kanonického modelu z [Dit0§| je relace dosazitelnosti vytvorena
rovnou jako ekvivalence, a pro nase potfeby je tedy nevyhovujici. Vyuzivame
proto obecnéjsi definici relace dosazitelnosti, prevzatou z [Fag95]. K tomu se
nam bude hodit nésledujici znaceni: I'/ K, = {p; K,p € T'}.
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Definice 6.9 (Kanonicky model pro ®). Necht ® je uzdvér néjaké formule.
Kanonicky model M = (S,—, V) pro uzdvér ® je definovdan ndsledovneé:

o S ={IT" je mazimdlni konzistentni mnozina v uzdvéru ®}
o I' =, A pravé tehdy, kdyzT'/K, C A
o V,={leSipel}

Nasledujici lemma zarucuje, ze kazdou konzistentni mnozinu formuli mii-
Zeme rozsifit na maximalni konzistentni mnozinu, a je jednim z klicovych
krokii hlavni konstrukce naseho diitkazu tuplnosti. Je to obecné tvrzeni o ma-
ximalnich konzistentnich mnozinach, a mtizeme ho pfevzit ve stejné podobé,
v jaké je uvedeno v [Dit08], a to véetné dikazu.

Lemma 6.10 (Lindenbaumovo). Necht ® je uzdvér néjaké formule. Pak
kaZda konzistentni podmnozina ® je podmnozinou néjaké mazximdlni konzis-
tentni podmnoZiny .

Dukaz:  Viz. dikaz lemmatu 7.12 z [Dit0§]. O

V dalsim lemmatu uvadime nékteré vlastnosti maximalnich konzistent-
nich mnozin, které budeme ¢asto vyuzivat ve zbylé ¢asti diikazu. Vynechejme
zatim dvé vlastnosti tykajici se formuli Cgp a [¢|Cpy. Body 1., 2. a 3.
nasledujictho lemmatu jsou stejné jako v lemmatu 7.14 z [Dit08], kde jsou
uvedeny i s diitkazem, ale abychom se s vlastnostmi maximéalnich konzistent-
nich mnozin 1épe szili, dokazme si je i zde. V bodé 4. uz se zachézi s relaci
dosazitelnosti v kanonickém modelu a jeho znéni je jiné nez v [Dit0§|. Po-
stup, ktery v ném vyuzijeme, je prevzaty z [Fag9h] a ve zbylé ¢asti dikazu
uplnosti ho vyuzijeme jesté nékolikrat. Bod 5. uz je opét obecnym tvrzenim
o maximalnich konzistentnich mnozinach, ale v [Dit08], stejné jako v [Fag95|,
je jeho diikaz ponechan jako cviceni, a radéji si ho tedy také dokazeme.

Pripomenme jesté, ze maximalni konzistentni mnoziny jsou konecné, tedy
konjunkce pfes kazdou z nich je kone¢na formule. Ve zbytku dikazu budeme
konjunkci formuli z T" znacit A L.

Lemma 6.11. Necht ® je uzdvér néjaké formule a M = (S,—,,V) je ka-
nonicky model pro ®. Jestlize I' a A jsou mazximdalni konzistentni mnoZiny
v ®, pak

1. T je deduktivné uzaviena v ® (pro kaZdou formuli ¢ plati, Ze pokud
FAL — ¢, pakpeT),

2. pokud —p € ®, pak v € I prdave tehdy, kdyz —p € T,
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3. pokud (p NY) € @, pak (p N) € T pravé tehdy, kdyz ¢ € T a ) €T,

4. pokud K,p € @, pak K,p € T' pravé tehdy, kdyz ¢ € A pro kazdé A
takové, Ze I' —, A,

5. FV{ATL;T je mazimdlni konzistentni mnoZina v uzdvéru O}

Dukaz: 1. Vezméme ¢ € & takovou, ze I' - ¢. Pak I' U {p} je
konzistentni, a protoze I' je maximalni, musi uz byt ¢ € I

2. Jestlize je p € I', pak uz nemiize byt —p € I'; jinak by I' nebyla kon-
zistentni. Na druhou stranu predpokladejme, ze = ¢ I'. To muze vzhledem
k tomu, Ze ' je maximdlni, nastat jen diky tomu, Zze I' U {—=p} neni konzis-
tentni. Pak ale I' - ¢, a tedy i ¢ € T', protoze I' je deduktivné uzaviena.

3. Vyuzijeme-li opét jiz dokazané deduktivni uzavienosti mnoziny I,
dostavame (¢ A ¢) € T pravé tehdy, kdyz I' - (¢ A ¢) pravé tehdy, kdyz
I'+¢al k1 pravé tehdy, kdyz p e "a ¢ €T

4. Dokazme nejprve implikaci zleva doprava. Piedpoklad K,¢ € I' zna-
mend, ze ¢ € I'/K,. Ale I'/K, je podle definice relace dosazitelnosti ¢asti
kazdé mnoziny A dosazitelné jednim krokem z I'. Tedy ¢ € A pro kazdé A
takové, ze I' —, A.

Nyni dokazme implikaci zprava doleva. Predpokladejme, ze ¢ € A
pro kazdé A takové, ze I' —, A, a dokazme nejprve sporem, ze mnozina
I'/K, U {=¢} neni konzistentni. Necht tedy je konzistentni. Pak ji lze rozsi-
it na néjakou maximalni konzistentni mnozinu A. Z konstrukce mnoziny A
dostavame I' —, A a ~p € A, tedy ¢ € A, to je ale spor s predpokladem.
Oznacime-li si tedy ¢, ..., ¢, formule z mnoziny I'/ K, dostaneme nekonzis-
tentni mnozinu {1, ..., pn, 7¢}. Z toho, z pravidla (NecK), z axiomu (K) a
pravidla (MP) dostaneme dokazatelnost nasledujicich radki.

o1 = (02 = (o= (o0 = 9)-))
F Ka(pr — (02 = (. = (0 — ©).)))
o Ka(pr — (02 = (o= (o — 9).2))) —
— (Kapr = (Kapa = (. = (Koo — Kop))-..)))
F K.p1 — (KaS02 — ( — (KaSOn - a@)))

Protoze formule ¢, ..., ¢, jsou z mnoziny I'/ K,, jsou formule K,p1, ..., K.,
z I'. Z toho a z dokazatelnosti posledniho radku plyne K,p € I'.

5. Oznacme si ['y, ..., ', vSechny maximéalni konzistentni mnoziny v uza-
véru ®, a predpokladejme sporem, ze ¥ AT'1V..VAT,, tedy ze {=(AT1V...Vv
AT.)} je konzistentni mnozina, tedy {= AT1 A ... A= AT} je konzistentni
mnozina. Tedy v kazdé T'; existuje formule or, takova, ze {—¢r, A...A—pr, }
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je konzistentni. Podle Lindenbaumova lemmatu je posledni mnozina c¢asti
néjaké maximalni konzistentni mnoziny v uzavéru ®, ktera je ale sporna
s kazdou maximalni konzistentni mnozinou, a to je spor. O

Pomoci bodt 1.-4. predchoziho lemmatu snadno dokazeme Truth lemma
pro formule tvaru —p, oA a K,p. Pro formule tvaru [¢| p, [¢] =, [¢] (¥ AX)
a [p] K% ho snadno dokdzeme diky redukénim axiomtm. Nejobtiznéjsi ¢asti
dikazu Truth lemmatu jsou pfipady pro formule s obecnou znalosti, tedy
formule Cpy a [p] Cpy. Jak uZ jsme naznadili, pomocna tvrzeni pro tyto
obtizné pripady si dokdzeme v samostatném lemmatu. K tomu se nam bude
hodit jesté jeden pojem.

V definici splnénosti formule Cpp jsme vyuzili tranzitivni uzavér sjed-
noceni relaci dosazitelnosti vsech agentti ze skupiny B. Na takovy uzaveér
se muzeme divat také jako na vSechny cesty v modelu vedouci podél hran
ohodnocenych libovolnym z agentt z B. Podobné splnénost formule [p] Cpt)
podle sémantické definice znamena, ze kazda cesta pres libovolnou posloup-
nost agenti v ofezaném modelu Mg, vede podél -svétt. Ekvivalentné
miizeme Tici, ze kazda cesta v pivodnim modelu M, podél niz je pravdiva
@, vede podél [p] y-svétl. Takové pojeti bude uzitecné v dalsi ¢asti dikazu.
Nadefinujme si tedy pojem cesty.

Definice 6.12 (Cesta). B-cesta z T' je posloupnost Ty, ...,T',, mazimdlnich
konzistentnich mnozin z ® takovych, Ze pro kazdé k (0 < k < n) existuje
a € B takové, Ze Ty, —, Tpyq a Ty =T.

p-cesta je posloupnost Ty, ....,T,, (n > 1) mazimdlnich konzistentnich
mnozin z ® takovych, Ze pro kazdé k (1 <k <n) ¢ € [';.

Cestu L'y, ..., T',, povaZujeme za cestu délky n.

B-p-cesta 2z 1" je B-cesta z 1", kterd je rovnéz ¢-cestou.

Zdtraznéme, ze v definici ¢-cesty nepozadujeme, aby formule ¢ nalezela

do mnoziny I'y (= T'). To je rozdil oproti verzi pro systém S55AC, a je dan
pravé absenci axiomu (T) (resp. nereflexivitou modeld) v systémech zkouma-
nych v této kapitole. Plyne to ostatné z rozdilné definice splnénosti formule
Cgp, na kterou jsme jiz upozorniovali. Pro obecnou znalost se pozaduje
pravdivost ¢ i ve vychozim svété, v pripadé obecného presvedcent nikoli.
z dikazu nasledujicitho lemmatu, totiz indukci podle délky B-cesty, budeme
tedy zacinat pro n = 1, nikoli pro n = 0 jako je tomu v [Dit0§]. To opét
souvisi s tim, na co jsme poukazovali v predchozim odstavci. Pro délku cesty
n = 0 by se ndm obtizné néco dokazovalo, jestlize na mnozinu I'; z niz cesta
vede, neklademe zadné pozadavky.
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Tvrzeni nasledujicitho lemmatu jsou stejného znéni jako tvrzeni z bodu
6. a 7. lemmatu 7.31 z |[Dit08] a i dikazy jsou v jejich zakladni konstrukci
podobné. Jednotlivé kroky ditkazu ovsem zasadné zavisi na axiomech a od-
vozovacich pravidlech danych systémii, a tak jsou samoziejmé odlisné.

Lemma 6.13. Necht @ je uzdvér néjaké formule a M = (S,—,V) je kano-
nicky model pro ®. Pokud I' a A jsou mazimdlni konzistentni mnoZiny v P,
pak

a) pokud Cgyp € ®, pak Cpp € I’ pravé tehdy, kdyz kazda B-cesta z T je
p-cestou,

b) pokud [p] Cpp € @, pak [p] Cpp € T pravé tehdy, kdyz kaZdd B-p-cesta
2T je rovnéz [p|-cestou.

Dukaz: a) Za¢néme implikaci zleva doprava, tedy predpokladejme, Ze
Cpp € I' a dokazeme, ze kazda B-cesta z I je p-cestou. Budeme postupovat
indukei podle délky cesty, a dokazeme nejen ze kazda B-cesta z I je ¢-cestou,
ale i C'gp-cestou.

1. Predpokladejme, ze délka B-cesty je 1, tedy mame mnozinu A tako-
vou, ze I' —, A pro né€jaké a € B. Chceme dokazat, ze ¢ € A a Cgp € A.
Z axiomu (C) dostaneme - Cpp — K, (¢ A Cpy) a protoze Cpp € T, z de-
duktivni uzavienosti mnoziny I' plyne rovnéz K, (¢ A Cpp) € I'. Z definice
relace dosazitelnosti v kanonickém modelu dostaneme (¢ A Cpp) € A, tedy
peAalCpypeA.

2. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro délku cesty n, a dokazme ho pro
délku cesty n+1. Vezmeme-li libovolnou I';, ; dosazitelnouz I'y = I' B-cestou
délky n + 1, znamena to, ze existuje I';, dosazitelnd z I'y B-cestou délky n
a takova, ze I';, —, I',,11 pro néjaké a € B. Podle indukéniho predpokladu
jsou p € I';, a Cgy € T',,. Pouzijeme-li stejny argument jako v kroku pro
n =1, dostaneme ¢ € I',, ;1 a Cgp € T, 1.

Nyni dokazme implikaci zprava doleva. Ptedpokladame tedy, ze kazda
B-cesta z I" je p-cestou, a chceme dospét k Czp € I'. Nejprve si vytvorime
mnozinu W vSech maximélnich konzistentnich mnozin A z ® takovych, ze
kazda B-cesta z A je (p-cestou, a polozime

Déle dokizeme

T T T T
>
—
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Z predchozich ¥4dku plyne druhy z prvniho pomoci pravidla (RC), tieti plyne
z'e W (tedy AT je jednim z disjunktd formule x), a ¢tvrty plyne z dvou
jeho predchozich. Zbyva tedy dokdzat prvni fadek. Dokazme zvlast F xy —
Eppat x — Epx.

1) Fx — Epp

Vezméme si libovolné a € B a libovolnou A € W a dokazme nejprve
FAA — K,p. Ktomu vyuzijeme faktu, Ze mnozina A/K,U{—p} neni kon-
zistentni. Predpokladejme, ze tato mnozina je konzistentni. Pak ji lze rozsitit
na maximalni konzistentni mnozinu A’, z jejiz konstrukce plyne A —, A’ a
- € A’ a nalezli jsme tedy B-cestu z A, kterd neni (p-cestou, coz je spor
s predpokladem A € W. Oznacime-li si tedy ¢y, ..., ¢, formule z A/K,, do-
staneme nekonzistentni mnozinu formuli {1, ..., @,, ~¢}. Z vyrokové doka-
zatelnosti, pravidla (NecK) a z axiomu (K) pomoci pravidla (MP) dostavame
nasledujici radky:

oo = (o2 = (= (on = 9))
o Ka(pr = (2 = (o= (o0 — 9)-2))
o Ko(or = (2 = (o= (on — 9)-)) —
— (Kap1 — (Kapz = (. = (Kapn — Kap)...)))
F Kot = (Kapz = (. = (Kapn — Kop)...))

Formule ¢, ..., ¢, byly z mnoziny A/K,, tedy formule K,p1, ..., K,p, jsou
z A. 7 deduktivni uzavienosti A a z posledni dokazané Ffadky tak plyne
K,p € A. 7 toho dostavime H A A — K,p, a z predpokladu, Ze a je
libovolné z B a A je libovolna z W, dostavame - y — Egp.

2) Fx — Epx

Ozna¢me nejprve YV komplement mnoziny W v mnoziné viech maximal-
nich konzistentnich mnozin v ®. Miuzeme pfedpokladat, Ze W je neprazdna,
protoze v piipadé, ze W = (), je formule y disjunkeci viech maximalnich kon-
zistentnich mnozin v ® a ta je podle bodu 5. lemmatu dokazatelna,
tedy i formule y — FEgx je dokazatelna.

Vezméme si tedy libovolné a z B, dale libovolnou A € W a libovolnou
A" € W a dokazme nejprve - A A — K,—~ A\ A’. Pro 7za4dné b € K nemtize
nastat A —, A’, protoze podle volby mnozin A a A’ je kazda B-cesta z A
p-cestou, ale z A’ vede B-cesta, kterd neni p-cestou. Vime tedy, ze A -,
A’, a to podle definice relace dosazitelnosti znamend, Ze existuje formule
¢ takova, ze K,& € A, ale £ ¢ A’. Nasledujici fadky se odvodi postupné
z & ¢ A’ pomoci vyrokové logiky, déle uzitim pravidla (NecK) a axiomu (K),
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a z predpokladu K £ € A:

F = (AL
F K. — Koo\ A)

O AA = KA\ A)

Protoze A’ byla libovolné z W, dostavame = A A — Ko (Ao (A A)),
a z bodu 5. lemmatu plyne, ze A ey —(A A') implikuje \/ oo (A A),
a tedy F AA — K,x. Protoze a bylo libovolné z B a A byla libovolna
mnozina z W, dostavame - y — EpYx.

b) Za¢néme implikaci zleva doprava. Predpokladame tedy, ze [¢] Cpt) €
I, a dokadzeme, ze kazda B-gp-cesta z I' je [p]iy-cestou. Budeme postupo-
vat indukci podle délky cesty, a dokdzeme nejen ze kazda B-p-cesta z ' je
[p]i-cestou, ale i [¢]Cpip-cestou.

1. Predpokladejme, ze délka B-p-cesty je 1, tedy mame mnozinu A tako-
vou, ze I' —, A pro néjaké a € B. Predpokladame tedy, ze ¢ € A (protoze
zvolend cesta je p-cestou), a chceme dokéazat, ze [p] € A a [p] Cpyp € A.
Nésledujici fadky odvodime postupné z axiomu (C), pomoci pravidla pridani
nutnosti [¢], z axiomu (K) spolu s pravidlem (MP) a z redukéniho axiomu
pro presvédceni po prohlaseni:

= Oy — Ko(¥ A Cp)

o] (Cey — Kq(¢¥ A Cpe)))
= [p] O — [p] Ko(¥ A Cpe))
= (¢l Oy — Ka(p — [¢] (¢ A Cpip))

Protoze [p]|Cpyy € T' a T' je deduktivné uzaviend, je podle posledniho do-
kézaného fadku rovnéz K,(p — [¢] (¥ A Cpy)) € T, a podle definice relace
dosazitelnosti v kanonickém modelu je (¢ — [p] (¥ A Cpy)) € A. Pied-
pokladali jsme, ze ¢ € A, tedy opét z deduktivni uzavienosti dostavame
[l (WA CpY) € A atedyifp]y € Aalp]Cpy € A

2. Predpokladejme, 7Ze tvrzeni plati pro délku cesty k, a dokazme ho
pro délku cesty k 4+ 1. Vezmeme-li libovolnou I'y,; dosazitelnou z I'y = I’
B-p-cestou délky k + 1, znamenda to, ze existuje I'y, dosazitelna z I'y B-p
cestou délky k a takova, ze I'y —, 'y +1 pro néjaké a € B. Podle indukéniho
predpokladu jsou [p] ¢ € Ty a [p] Cpip € T'y. Pouzijeme-li stejny argument
jako v kroku pro k = 1, dostaneme [¢] 1) € T'yy1 a [p] Cpth € Tyyy.

Nyni dokazeme implikaci zprava doleva, tedy predpokladame, ze kazda
B-p-cesta z I je [¢]|1-cestou, a chceme dospét k [p] Cpyp € T'. Nejprve si vy-
tvorime mnozinu W vSech maximalnich konzistentnich mnozin A takovych,
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ze kazda B-p-cesta z A z ® je [p|i-cestou, a poloZzime

Déle dokizeme

T T T T T
=
|
S
5
<

7 predchozich fadk plyne tfeti z prvnich dvou pomoci pravidla pro obecné
pfesvédéeni po prohlaseni, ¢tvrty plyne z I' € W (tedy AT je jednim z dis-
junktii formule x), a paty plyne z dvou jeho pfedchozich. Zbyva tedy dokazat
prvni dva radky.

1) Fx— Ep(e — [¢]¥)

Vezméme si libovolné a € B a libovolnou A € W a dokazme nejprve
FAA — K.(p — [¢]¢). K tomu vyuzijeme faktu, ze mnozina A/K, U
{=(¢p — [¢]?)} neni konzistentni. Predpoklddejme, Ze tato mnozina je
konzistentni. Pak ji lze roz$ifit na maximalni konzistentni mnozinu A’,
tedy mame —(p — [p]¢) € A’ a z deduktivni uzavienosti mnoZiny A’
dostdvame ¢ € A’ a [p]y € A’. Jenze z konstrukce mnoziny A’ dosté-
vame rovnéz A —, A’, a nalezli jsme tedy cestu z A, kterd je p-cestou,
ale neni [p]-cestou, coz je spor s predpokladem A € W. Oznacime-li si
tedy @1, ..., p, formule z A/K,, dostaneme nekonzistentni mnozinu formuli
{1, 0y 0n, (@ — [@]¥)}. Z vyrokové dokazatelnosti, pravidla (NecK) a
axiomu (K) pomoci pravidla (MP) dostavame nasledujici fadky:

F 1= (2= (o= (on — ¥))
o Ka(pr — (02 — (... (SDn —)...)))
F Ka(pr = (2 = (o= (00 = 9)-0)) —

— (Kapr — (Kapz = (. = Ko(pn — 1)..)))
o Kapr = (Kapa = (. = Ko(on — ¥).))

Formule ¢, ..., ¢, byly z mnoziny A/K,, tedy formule K,p1, ..., K,p, jsou
z A. 7 deduktivni uzavienosti mnoziny A plyne K,(p, — ¥) € A. Z toho
dostavame - A A — K,(¢ — [p] ), a protoZe a je libovolné z B a A je
libovolna z W dostavame - x — Eg(p — [¢] V).

63



6. Uplnost

2)Fx — Eple —X) -

Vezméme si libovolné a € B a libovolné A € W a A’ € W (stejné jako
v 2) bodu a) mtizeme predpokladat, Ze W je neprazdna, protoze v opaéném
pripadé je formule y disjunkeci vSech maximalnich konzistentnich mnozin, a
formule x — Egp(p — x) je tak dokazatelna trividlng), a dokazme nejprve
FAA — K (p — = AA). K tomu rozliSme ptipady p € A" a ¢ & A’
Jestlize p € A’, pak pro zadné b € B nemuze nastat A —, A’ protoZe podle
volby mnozin A a A’ je kazda ¢-cesta z A rovnéz [p] i-cestou, ale z A’ vede
p-cesta, kterd neni [p] ¢-cestou. Vime tedy, ze A /4, A’, a to podle definice
relace dosazitelnosti znamena, ze existuje formule £ takova, ze K, € A, ale
¢ ¢ A'. Nésledujici fadky se odvodi postupné z £ ¢ A’, pomoci vyrokové
logiky, uzitim pravidla (NecK) a z K, € A:

F &=\ A)
o= (= =(\A)

F K — Koo — —(\ A)
FAA = K — —~(\A))

Jestlize ¢ ¢ A’ mizeme pfimo dokazat nasledujici radky:

F o= =(A\A)
F Ko — (A A))
FA\A = Ko — ~(\A))

V obou pfipadech jsme tedy dospéli k dokazatelnosti formule A A —
K.(p — =(A\A"). Protoze A’ byla libovolnd mnozina z W, dostavame
FAA = Ko(e — Aaew (A A')), azbodu 5. lemmatu 3 plyne - A A —
K,.(¢p — x). Protoze a bylo libovolné z B a A byla libovolné z W, dostavame
Fx— Ep(e —x). D

Truth Lemma budeme dokazovat indukci podle slozitosti formule. Na-
razime tu na stejny problém jako v predchozi podkapitole, kdyz jsme doka-
zovali ekvivalenci formule s jejim pfekladem, totiz Zze potfebujeme vyuzivat
indukéniho pfedpokladu i pro formule, které nejsou podformulemi dokazo-
vané formule. Opét to ale snadno vyfesime nadefinovanim jiné miry slozitosti
formule. Nasledujici definice je rozsifenim definice [6.2] o formuli Czp a né-
sledujici lemma rozsifenim lemmatu o piipad pro [p] Cip.
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Definice 6.14 (Slozitost). SloZitost formule ¢ : LAY — N je definovdna
ndsledovne:

cp) = 1
c(-p) = 1+c(p)
clpANY) = 1+maz(c(p),c(¥))
c(Kap) = 1+c(p)
c(Cpp) = 1+c(p)
c(le]v) = (44 c(p)).c(¥)

Lemma 6.15. Pro kazZdé ¢, 1 a x plati:

1. c(¥) = c(p), jestlize p € Sub(1)
2. c([plp) > c(p)

3. c([p] =) > c(=p] )

4. (] (0 A X)) > cllp] v Alel x)
5. c([p] Kath) > c(Ku(p — [ V)
6. c([p] Cp) > c([p] )
7MQM)>4WAMMM

Dukaz:  Dukaz je stejny jako diikaz lemmatu [6.3) novy bod 6. plati
zjevné také, protoze ¢(Cp1)) je vétsi nez c(y). O

Nyni méme pfipraveno vse potiebné k ditkazu Truth lemmatu.

Lemma 6.16 (Truth). Necht ® je uzdver néjaké formule a M = (S, —,V)
je kanonicky model pro ®. Pak pro kaZdou I' € S a pro kazZdou p € ® plati:

¢ € I pravé tehdy, kdyz (M,T) = ¢.

Dtikaz:  Predpokladejme, ze p € ®. Budeme pokracovat indukei podle
slozitosti ¢(¢).

1. Necht ¢ je vyrokova proménné p. Pak podle definice valuace v ka-
nonickém modelu je p € I' pravé tehdy, kdyz I' € V), coz je podle definice
spliiovani v modelu pravé tehdy, kdyz (M,T") = p.

2. Predpokladejme, ze pro kazdou formuli ¢ takovou, ze ¢(¢) < n tvrzeni
lemmatu plati, tedy ¢ € I" pravé tehdy, kdyz (M,T') = ¢. Budeme tvrzeni
dokazovat pro formule slozitosti n + 1 a rozlisime nasledujici piipady:

- formule tvaru —¢: Predpokladejme, ze = € I'. Protoze ~¢ € ®, je
podle bodu 2. lemmatu [6.11] ¢ € T" pravé tehdy kdyz ¢ € I'. To je podle
indukéniho predpokladu pravé tehdy, kdyz (M, ) = ¢, coz je podle definice
= pravé tehdy, kdyz (M,T") = 4.
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- formule tvaru pAvy: Predpokladejme, ze oAy € T'. Protoze oA € P,
je podle bodu 3. lemmatu o A1) € T prave tehdy, kdyz p e T'ayp € T

To je podle indukéniho predpokladu pravé tehdy, kdyz (M,I') | ¢ a
(M,T) =4, coz je podle definice |= pravé tehdy, kdyz (M, T") = ¢ A 1.

- formule tvaru K,p: Predpokladejme, ze K,p € I'. Protoze K,p € P,
je podle bodu 4. lemmatu K,p € I pravé tehdy, kdyz ¢ € I pro kazdé
IV takové, ze I' —, IV. To je podle indukéniho predpokladu pravé tehdy,
kdyz (M,I") = ¢ pro kazdé I takové, ze I' —, I". To je podle definice |=
pravé tehdy, kdyz (M,T") = K.

- formule tvaru Cgy: Predpokladejme, ze Cgp € I'. Protoze Cpp € @,
je podle bodu a) lemmatu Cpp € T pravé tehdy, kdyz kazda B-cesta
z I' je p-cesta a to je podle indukéniho predpokladu prave tehdy, kdyz kazda
B-cesta je cesta, podél niz je ¢ pravdivé. To je podle definice |= pravé tehdy,
kdyz (M,T) | Cep.

- formule tvaru [p] p: Pfedpokléddejme, ze [¢]p € T. Protoze [¢]p € @,
je podle redukéniho axiomu pro atomické formule [p]p € T pravé tehdy,
kdyz p € I'. Podle bodu 2. pfedchoziho lemmatu mitizeme pouzit indukéni
predpoklad, a dostavame tedy (M,I') = p. To je podle definice spliiovani
pravé tehdy, kdyz (M,T") = [¢] p.

- formule tvaru [p] —¢: Predpoklddejme [¢] 1) € T'. Protoze [p] =) €
@ je podle redukéniho axiomu pro negaci [p] ) € T’ pravé tehdy, kdyz
= [p]y € T. Podle bodu 3. pfedchoziho lemmatu miizeme pouzit indukéni
predpoklad, a dostavame tedy (M,I") = =[] 1. To je podle definice spliio-
vani pravé tehdy, kdyz (M, T) = [¢] —9.

- formule tvaru [p] (¢ Ax): Predpokladejme, Ze [¢] (Y Ax) € T'. Protoze
(o] (¥ A x) € ®, je podle redukéniho axiomu pro konjunkei [¢] (¥ A x) € T
pravé tehdy, kdyz ([¢] ¥ A [¢] x) € T'. Podle bodu 4. ptfedchoziho lemmatu
muzeme pouzit indukéni predpoklad, a dostavame tedy (M, T') |= [¢] v A[¢] x-
To je podle definice spliiovani pravé tehdy, kdyz (M, T") = [¢] (¥ A ).

- formule tvaru [p| K,i: Ptredpokladejme, 7Ze [¢] K, € T'. Protoze
[p] K, € @, je podle redukéniho axiomu pro presvédéeni [p] K, € T pravé
tehdy, kdyz B,(¢ — [p]®) € T. Podle bodu 5. ptedchoziho lemmatu
mizeme pouzit indukéni predpoklad, a dostavame tedy (M,I') = K, (¢ —
[¢] ). To je podle definice spliiovani pravé tehdy, kdyz (M, T') = [¢] K.

- formule tvaru [p] Cpy: Predpokladejme, 7Ze [p] Cpyp € T'. Protoze
[¢] Cpp € @, je podle bodu b) lemmatu [¢] Cpp € T pravé tehdy,
kdyZ kazda B-p-cesta z ' je rovnéz [p]i-cestou. Podle bodu 6. pfedchoziho
lemmatu miizeme pouzit indukéni predpoklad, a dostévame, ze [p| Cpyp € T
prave tehdy, kdyz kazda B-cesta z I', podél niz je ¢ pravdiva, je rovnéz cestou,
podél niz je [p]y pravdiva. To je podle definice spliiovani pravé tehdy, kdyz
(M,T) = [¢] Cpt.
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6. Uplnost

- formule tvaru [p][¢]x: Predpokldadejme, Ze [p][)]x € T. Pro-
toze [¢][¢] x € P, je podle redukéniho axiomu pro kompozici prohlaseni
(o] [Y]x € T pravé tehdy, kdyz [ A[p|v]x € T. Podle bodu 7. pied-
choziho lemmatu mitizeme pouzit indukéni predpoklad, a dostavame tedy
(M, T) = [eANp]¢]x. To je podle definice spliiovani pravé tehdy, kdyz
(M,T) = [¢] [4]x. O

Ted uz zbyva dokézat jen malickost, totiz Ze kanonicky model je skutecné
modelem nasich teorif. V piipadé systému KPAC o tom neni pochyb, oviem
pro systémy K47F:AC a K457F1>AC je jesté treba ukazat, ze relace dosazitelnosti
kanonického modelu splituje prislusna omezeni, neboli Ze je tranzitivni v pfi-
padé systému K47'zAC a tranzitivni a euklidovskéd v pripadé systému K455AC.
Ukazme si, ze axiom (4) ndm vynuti tranzitivitu, podobné se da ukazat, ze
axiom (5) uz zaruci euklidovskost relace dosazitelnosti.

Predpokladejme tedy, ze I' —, A a A —, = a Ze ve svété I jsou pravdivé
vSechny instance axiomu (4). Chceme dokazat, ze I' —, =, neboli ze I'/ K, C
E. Vezméme si tedy libovolnou formuli ¢ € I'/K,,. Z definice mnoziny I'/ K,
vime, 7ze K,p € I'. Z axiomu (4) a z deduktivni uzavienosti maximalni
konzistentni mnoziny I' dostavame K,K,p € I' a z konstrukce kanonického
modelu dostavame postupné K,p € A a ¢ € =Z.

Nyni uz mtzeme skutecné pristoupit k vété o tplnosti.

Véta 6.17. Pro kaZdou formuli o € LPAC plati

KEe = K"
Kiky = Ko
K45 = ¢ = KA45ACE o,

Ditkaz:  Budeme dokazovat kontrapozici. Necht XPAC je jeden ze sys-
témit KPAC, K4PAC a K45PAC a X je odpovidajici t¥ida kripkovskjch struk-
tur. Piedpokladejme XPAC ¥ . Tedy {—¢} je XPAC-konzistentni mno-
zina. Podle Lindenbaumova lemmatu existuje mnozina I', ktera je maximalni
XPAC_konzistentni v Subt(—yp) takovd, ze = € T'. Vytvoiime-li kanonicky
model M pro Sub®(—¢), pak podle Truth lemmatu (M,T) &= —p. Tedy

X . O
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7. Zaver

7 Zavér

Néaplni této prace bylo zkouméani logiky verejného prohlaseni. Nejprve jsme
vylozili logiku pravdivého verejného prohléseni, ktera je dynamickym rozsi-
fenim systému S5, tak, jak ji zname z literatury.

Poté jsme si polozili otazku, jak by se mélo takové verejné prohlaseni
chovat v systémech, v nichz neplati axiom T, tedy v systémech, v nichz se
epistemicky operator neinterpretuje jako (pravdivd) znalost, ale spiSe jako
presvédceni. Pro tyto potieby jsme zavedli pojem presvédciveho verejného
prohlaseni a vytvorili pro néj novou sémantiku. Té jsme pak prizptisobili i
axiomatiku, a podarilo se nam dokazat jeji tplnost.

Déle jsme méli v planu vytvorit podobnym zptisobem sémantiku vetej-
ného prohlaseni i pro systémy, které namisto axiomu T pfijimaji slabsi axiom
D, ¢imz se dospé€je k presvédceni, které sice mize byt mylné, nikoli vsSak
sporné. Tady jsme ovSem narazili na problém se zachovanim bezespornosti
presvédceni po prohlaseni, a ten se nam nepodarilo zcela vytesit. Pro kazdy
ze studovanych systémi jsme sice nakonec nalezli sémantiku verejného pro-
hlaseni, ktera bezespornost presvédceni zachovava, ale uz jsme nezjistili nic o
vztahu takto nadefinovaného prohlaseni s obecnym presvédcenim a rovnéz se
nam nepodafilo tuto sémantiku axiomatizovat. Otazka verejného prohlaseni
v systémech s axiomem D tak pro nas ziistava oteviena.
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