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4.1.1 Normálne rozdelenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.1.2 Gamma rozdelenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Úvod

Mnohé odhady majú asymptoticky normálne rozdelenie, teda s l’ahkými chvos-

tami. Toto asymptotické rozdelenie aproximuje správanie odhadu vel’mi dobre v

strede, nie však na chvostoch. Vyvoláva to teda otázku, či je správne spoliehat’ sa

na aproximáciu normálnym rozdeleńım v pŕıpade, ak potrebujeme kvantily rozde-

lenia alebo tiež aj, aký je dostatočný počet pozorovańı, aby bola táto aproximácia

dobrá.

Predložená práca sa zaoberá asymptotickým správaným odhadov pre malý

rozsah výberu. Je rozdelená do štyroch kapitol, pričom prvé tri sa zaoberajú

teóriou a posledná je venovaná praktickým ukážkam.

Pre vybudovanie samotnej teórie sú dôležité niektoré základné pojmy, poznat-

ky a vzt’ahy týkajúce sa centrálnej limitnej vety a M-odhadov, ktoré si uvedieme

v prvej kapitole. Nasleduje čast’ venovaná metóde sedlového bodu, ktorá rieši

základný problém, a to ako aproximovat’ hustotu priemeru n nezávislých rovnako

rozdelených velič́ın a čast’, kde sa tejto metóde venujeme pre všeobecné apro-

ximácie.

V praktickej časti práce sú aplikované popisované metódy, ktoré sú potom

porovnávané s reálnymi hodnotami alebo dôsledkami centrálnej limitnej vety.

Dosiahné výsledky si zhrnieme v závere.
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Kapitola 1

Základné pojmy

V tejto kapitole uvedieme základné pojmy a tvrdenia, s ktorými budeme pracovat’

v d’aľśıch kapitolách.

1.1 Centrálna limitná veta

Centrálna limitná veta označuje v teórii pravdepodobnosti tvrdenie, podl’a ktorého

sa rozdelenie výberového priemeru po vhodnej štandardizácii bĺıži k normálnemu

rozdeleniu. Hovoŕıme, že náhodná veličina, ktorá má uvedené správanie, má asymp-

toticky normálne rozdelenie.

Veta 1. Nech X1, X2, ... je postupnost’ nezávislých rovnako rozdelených náhodných

velič́ın s konečnou strednou hodnotou µ, konečným rozptylom σ2 > 0. Nech d’alej

E|Xi|3 <∞ ∀i = 1, 2, .... Označme

Sn =

∑n
i=1Xi − nµ√

nσ
.

Potom plat́ı

Sn
D−→ S, n→ ∞,

kde

S ∼ N (0, 1).

1.2 M-odhady

M-odhady sú v pŕıpade vhodne zvolenej funkcie ψ (definujeme neskôr) robustné

odhady, to znamená, že v pŕıpade, ak do istej miery pripúšt’ame v našich pozoro-

vaných dátach zastúpenie aj odl’ahlých pozorovańı, odhad je navrhnutý tak, aby

sa neprejavil ich nežiadúci vplyv vôbec, alebo len čiastočne.
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P.J. Huber zavádza v [1] triedu M-odhadov, ktoré sú vlastne zovšeobecneńım

maximálne vierohodných odhadov. M-odhad Tn je definovaný ako riešenie mini-

malizačnej úlohy

n
∑

i=1

ρ(Xi, θ) := min vzhl’adom k θ ∈ Θ (1.1)

alebo

EPn
[ρ(X, θ)] = min, θ ∈ Θ,

kde ρ je vhodne zvolená funkcia. Pn označuje empirické rozdelenie pravdepo-

dobnosti vektoru pozorovańı (X1, ..., Xn). M-odhad Tn je riešeńım (môže byt’ aj

jediným) rovnice
n
∑

i=1

ψ(Xi, θ) = 0, θ ∈ Θ (1.2)

v pŕıpade, ak ρ je diferencovatel’ná vzhl’adom k θ so spojitou deriváciou

ψ(., θ) =
∂

∂θ
ρ(., θ).

Defińıcia. Hovoŕıme, že odhad Tn jeM-odhad ak spĺňa rovnicu (1.1) alebo (1.2).

1.2.1 M-odhad parametru posunutia

Dôležitým špeciálnym pŕıpadom je model s parametrom posunutia θ, pri kto-

rom X1, ..., Xn je náhodný výber z rozdelenia s distribučnou funkciou F (x − θ),

θ ∈ R, pričom distribučná funkcia F je všeobecne neznáma. M-odhad Tn potom

definujeme ako riešenie minimalizačnej úlohy

n
∑

i=1

ρ(Xi − θ) := min, (1.3)

a pokial’ je funkcia ρ navyše diferencovatel’ná s absolútne spojitou deriváciou ψ,

povieme, že Tn je riešeńım rovnice

n
∑

i=1

ψ(Xi − θ) = 0. (1.4)

Z podmienok (1.3) a (1.4) ihned’ vyplýva, že odhad Tn je ekvivariantný vzhl’adom

k posunutiu, to znamená, že sṕlňa

Tn(X1 + c, ..., Xn + c) = Tn(X1, ..., Xn) + c ∀c ∈ R.
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Na druhej strane však Tn nie je všeobecne ekvivariantný k meradlu, tj. všeobecne

neplat́ı

Tn(cX1, ..., cXn) = cTn(X1, ..., Xn) pre c > 0.

1.2.2 Asymptotické správanie M-odhadov

Nech {Xi, i = 1, 2, ..., } je postupnost’ náhodných velič́ın s rovnakou distribučnou

funkciou F (x, θ), θ ∈ Θ, kde Θ je otvorený interval R1. M-odhad parametru θ je

riešeńım minimalizácie

n
∑

i=1

ρ(Xi, θ) := min θ ∈ Θ.

Predpokladajme, že ρ(x, θ) je absolútne spojitá v θ s deriváciou ψ(x, θ) = ∂
∂θ
ρ(x, θ).

Ak je ψ(x, θ) spojitá v θ, potom hl’adáme M-odhad Tn medzi koreňmi rovnice

(1.2).

Ak funkcia Eθρ(X, t) má jediné minimum v bode t = θ a sú splnené d’aľsie

podmienky bud’ na hladkost’ ψ(x, θ), alebo F (x, θ), potom existuje postupnost’

{Tn} koreňov rovnice (1.2) taká, že pri n→ ∞

√
n(Tn − θ) = Op(1),

√
n(Tn − θ) =

1√
nγ(θ)

n
∑

i=1

ψ(Xi, θ) +Op(n
−1/2),

kde γ(θ) = Eθψ0(X, θ), ψ0(x, θ) =
∂
∂θ
ψ(x, θ). Odtial’ d’alej vyplýva, že

√
n(Tn−θ)

má asymptoticy normálne rozdelenie

N (0, σ2(ψ, F )), kde σ2(ψ, F ) =
Eθψ(X, θ)

γ2(θ)
.

1.2.3 Asymptotické správanie MLE odhadov

Máme nasledujúce predpoklady.

P1: Nech Ω je parametrický priestor, ktorý obsahuje taký neprázdny otvorený

interval ω, že skutočná hodnota parametra θ0 patŕı do ω.

P2: Nech X = (X1, ..., Xn)
′, kde Xi sú nezávislé rovnako rozdelené náhodné

veličiny s hustotou f(x, θ) vzhl’adom k nejakej σ-konečnej miere µ.

P3: Nech M = {x : f(x, θ) > 0} nezáviśı na θ.
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P4: Nech θ1, θ2 ∈ Ω. Potom f(x, θ1) = f(x, θ2) skoro všade plat́ı práve vtedy,

ked’ θ1 = θ2.

Veta 2. Nech {f(x, θ), θ ∈ Ω} je regulárny systém hustôt s Fisherovou mierou

informácie J(θ) a nech platia predpoklady P1 až P4. Nech θ0 ∈ ω je skutočná

hodnota parametru a nech sú splnené nasledujúce predpoklady.

(a) Pre všetky θ ∈ ω a skoro všetky x ∈M existuje derivácia f ′′′(x, θ) = ∂3f(x,θ)
∂θ3

.

(b) Pre všetky θ ∈ ω plat́ı
∫

M

f ′′(x, θ)dµ(x).

(c) Existuje taká nezáporná meratel’ná funkcia H(x), že Eθ0H(x) <∞ a pritom

pre skoro všetky x ∈ M a pre všetky θ také, že |θ − θ0| < ε pre nejaké

dostatočne malé ε > 0 plat́ı

∣

∣

∣

∣

∂3f(x, θ)

∂θ3

∣

∣

∣

∣

≤ H(x).

Potom plat́ı nasledujúce tvrdenie.

Ak pre každé dostatočne vel’ké n a pre každú hodnotu X existuje taký koreň Tn

vierohodnostnej rovnice, že Tn je konzistentným odhadom parametru θ0, potom

√
n(Tn − θ0)

D−→ N
[

0,
1

J(θ)

]

.

Dôkaz. Dôkaz je môžné nájst’ v [5].

1.2.4 Pŕıklady

(1) Priemer: funkcia ψ(x, θ) = x − θ sṕlňa rovnicu (1.2), a teda nám dáva

M-odhad Tn = X̄n (funkcia ρ(x, θ) = (x−θ)2

2
).

(2) Maximálne vierohodný odhad: ψ(x, θ) = − ∂
∂θ

log f(x, θ) pre triedu funkcíı

hustoty f(x, θ) nám dáva, že odhad Tn je riešeńım vierohodnostnej rovnice

∂

∂θ
log

(

n
∏

i=1

f(Xi, θ)

)

= 0.

(3) Huberov odhad: funkcia

ψH(x) =

{

x ... |x| ≤ k

k sgn(x) ... |x| > k
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je lineárna v ohraničenom intervale [−k, k] a je konštantná mimo inter-

valu. Navrhol a zdôvodnil ju P.J.Huber v [1]. Funkcia pomáha nájst’ M-

odhad parametru polohy rozdelenia pravdepodobnost́ı vhodný pre okolie

normálneho rozdelenia. Pŕıslušný M-odhad sa teda nazýva Huberov odhad.

Funkciu ψH(x) môžeme vidiet’ na obrázku (1.2.4).

Limitné pŕıpady Huberovho odhadu:

(i): Pre k = ∞ je Huberovým odhadom aritmetický priemer.

(ii): Pre k = 0 dostávame výberový medián.

Ako je uvedené v [1], najrobustneǰśı odhad je jednoznačne určený a zodpo-

vedá nasledujúcej funkcii ρ:

ρ(t) =

{

1
2
t2 ... |t| ≤ k

k|t| − 1
2
k2 ... |t| > k

V [1] je d’alej odvodený aj asymptotický rozptyl tohto odhadu, ktorý využijeme

neskôr pri asymptotickom správańı Huberovho odhadu.

σ2 =

k
∫

−k

t2F (dt) + k2
−k
∫

−∞

F (dt) + k2
∞
∫

k

F (dt)

(

k
∫

−k

F (dt)

)2 . (1.5)

x

ΨH HxL

Obr. 1.1: Huberova funkcia

(4) Medián: X = F−1(1
2
). Funkcia

ψ(x, θ) = sgn(x− θ).
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(5) Tukeyho biweight funkcia:

ψT (x) =

{

x[1 − (x
k
)2] ... |x| ≤ k

0 ... |x| > k

x

ΨT HxL

Obr. 1.2: Tukeyho
”
biweight“ funkcia
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Kapitola 2

Aproximácia hustoty priemeru

pomocou sedlového bodu

V tejto časti uvedieme techniku sedlového bodu pre základný problém, a to apro-

ximáciu hustoty priemeru n nezávislých rovnako rozdelených náhodných velič́ın.

Základná idea sa použ́ıva v zložiteǰśıch modeloch na odvodenie pribĺıženia po-

mocou sedlového bodu pre všeobecnú štatistiku. Pri dobrom pochopeńı techniky v

tomto základnom pŕıpade umožnuje priamu aplikáciu pre zložiteǰsie a dôležiteǰsie

situácie. Metódu vyvinunul H.E.Daniels a predstavil ju v základnom dokumente

[2]. Uvedené metódy sú prevzaté z [3].

2.1 Metóda najstrmšieho spádu

Predstav́ıme tu všeobecnú techniku, pomocou ktorej môžeme vypoč́ıtat’ asymp-

totický rozvoj integrálov formy

∫

P

ev.w(z)ξ(z)dz. (2.1)

Hodnota reálneho parameteru v je vel’ká a kladná. Ďalej w a ξ sú analytické

funkcie s parametrom z v oblasti komplexnej roviny, ktorá obsahuje integračnú

cestu1 P . Technika sa nazýva metóda najstrmšieho spádu a použ́ıva sa na odvo-

denie aproximácie pomocou sedlového bodu k hustote priemeru.

Aby sme vypoč́ıtali hore uvedený integrál, môžeme l’ubovol’ne upravit’ integ-

račnú cestu P , za predpokladu, že sa stále nachádzame v oblasti, kde sú w a ξ

analytické funkcie. Zmeńıme P tak, že:

(i) nová integračná cesta prechádza bodom, kde derivácia w′(z) funkcie w je

1preklad z angl. ”path”z [3]
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nulová;

(ii) pokial’ imaginárna čast’ funkcie w,=w(z), lež́ı na novej ceste, tak je konštantná.

Ak naṕı̌seme:

z = x+ iy, z0 = x0 + iy0

w(z) = u(x, y) + iv(x, y), w′(z0) = 0

a označme symbolom S zobrazenie (x, y) 7−→ u(x, y), potom podl’a Cauchy-

Riemannových diferenciálnych rovńıc

∂u

∂x
=
∂v

∂y
a
∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

to znamená, že bod (x0, y0) nemôže byt’ maximum alebo minimum, ale muśı

byt’ sedlovým bodom oblasti2 S. Naviac, spádnice sú k vrstevniciam u(x, y) =

konšt. dané (opät’ podl’a Cauchy-Riemanových diferenciálnych rovńıc) podl’a kri-

viek =w(z) = v(x, y) = konšt. Pretože cesty ležiace na oblasti S zodpovedajú

spádniciam a vrstevniciam, sú cestami najstrmšieho spádu (pŕıpadne výstupu),

podmienka (ii) spomenutá vyššie znamená, že integrovanie pozd́lž cesty, kde

=w(z) je konštantná, implikuje, že sa pohybujeme pozd́lž ciest s najstrmš́ım

spádom zo sedlového bodu (x0, y0) na oblasti S.

Preto, ked’ prechádzame najstrmšou cestou cez sedlový bod, máme:

w(z) = u(x, y) + iv(x0, y0)

= u(x0, y0) + iv(x0, y0)− (u(x0, y0)− u(x, y)) = w(z0)− γ(x, y) (2.2)

kde γ je reálna funkcia

γ(x, y) = u(x0, y0)− u(x, y)

V pŕıpade, že môžeme zmenit’ integračnú cestu a vyjadrit’ integrál ako sumu

integrálov pozd́lž cesty najstrmšieho spádu zo sedlového bodu, vyplýva z (2.1) a

(2.2), že môžeme uvažovat’ len integrály tvaru

∫

P

ev.w(z)ξ(z)dz =

∞
∫

0

exp−v.γ ξ(z)
dz

dγ
dγ.

Typickým pŕıkladom, kde sa využ́ıvajú integrály v takomto tvare, je odvodenie

aproximácie hustoty priemeru pomocou sedlového bodu.

2preklad z angl. ”surface”z [3]
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2.2 Aproximácia hustoty priemeru pomocou sed-

lového bodu

V tejto podkapitole ukážeme aplikáciu metódy najstrmšieho spádu a tiež apro-

ximáciu k rozdeleniu priemeru n nezávislých rovnako rozdelených velič́ın.

Uvažujme náhodný výber X = (X1, ..., Xn) z rozdelenia so známou disti-

bučnou funkciu F a hustotou f . Naš́ım ciel’om je aproximovat’ hustotu fn aritme-

tického priemeru

Tn(X1, ..., Xn) =
1

n

n
∑

i=1

Xi.

Označme M(α) ako momentovú vytvárajúcu funkciu

M(α) =

+∞
∫

−∞

eαxf(x)dx

a K(α) ako kumulat́ıvnu vytvárajúcu funkciu

K(α) = logM(α),

kde predpokladáme, že existujú pre α reálne z nejakého intervalu (c1, c2). Potom

podl’a Fourierovej inverznej transformácie môžeme hustotu fn(t) naṕısat’ ako

fn(t) =
n

2π

+∞
∫

−∞

Mn(ir)e−inrtdr

=
n

2πi

∫

=

Mn(z)e−ntzdz (2.3)

kde = je imaginárna os komplexnej roviny a vd’aka tomu, že môžeme integrovat’

cez l’ubovol’nú priamku rovnobežnú s imaginárnou osou, môžeme hustotu d’alej

preṕısat’ ako

fn(t) =
n

2πi

r+i∞
∫

r−i∞

Mn(z)e−ntzdz

=
n

2πi

r+i∞
∫

r−i∞

exp(n[K(z)− zt])dz. (2.4)

V tomto bode máme integrál (2.4) vo forme základného tvaru (2.1), kde v = n,

w(z) = K(z)− z.t, t je pevné, ξ(z) = n
2πi

a cesta P je rovnobežná s imaginárnou
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osou prechádzajúca bodom r.

Z (i) (na str.7) vyplýva, že

w′(z) = K ′(z)− t = 0

a nová cesta bude prechádzat’ sedlovým bod z0, ktorý je riešeńım

K ′(z0) = t.

Daniels v [2] ukazuje, že pri všeobecných podmienkach je sedlový bod z0 jediný a

reálny na otvorenom intervale (c1, c2) a K
′′(z0) > 0. Odteraz budeme označovat’

z0 = α0 ∈ R.

Podmienka (ii) požaduje aby =w(z) ≡ konšt. cez novú cestu, takže =w(z) ≡
=w(α0) = 0, kde w(α0) je reálne. Toto nám umožnuje upravit’ P . Skonštruujeme

malý kruh okolo sedlového bodu α0 a nasledujeme cestu najstrmšieho spádu od

sedlového bodu vo vnútri kruhu. Je potrebné rozdelit’ pôvodný integrál (2.3) na

súčet dvoch integrálov

fn(t) = I0 + I1,

kde I0 integrujeme vo vnútri kruhu a I1 zas mimo kruhu. Podrobneǰśı postup je

uvedený v [3].

Nakoniec prichádzame k nasledujúcemu asymptotickému rozvoju

fn(t) =

[

n

2πK ′′(α0)

]1/2

exp{n[K(α0)−α0t]}×
{

1 +
1

n

[

1

8
λ4(α0)−

5

24
λ23(α0)

]

+ ...

}

,

kde α0 je stanovený na základe rovnice pre výpočet sedlového bodu

K ′(α0) = t,

a

λ3(α0) = K ′′′(α0)/[K
′′(α0)]

3/2

λ4(α0) = K(IV )(α0)/[K
′′(α0)]

2

sú štandardné kritériá šikmosti a špicatosti. A týmto sa dostávame k hlavnému

výrazu

gn(t) =

[

n

2πK ′′(α0)

]1/2

exp{n[K(α0)− α0t]}, (2.5)

ktorý nazývame aproximáciou (hustoty) pomocou sedlového bodu.

12



2.3 Súvislost’ s metódou združených rozdeleńı

Aproximáciu hustotu priemeru fn(t) sme odvodili pomocou metódy najstrmšieho

spádu a aproximácie pomocou sedlového bodu. V tejto časti uvedieme apro-

ximáciu pomocou idey združených hustôt a normálneho rozdelenia a ukážeme,

že týmto spôsobom docielime rovnaký výsledok.

Asi najjednoduchšia a najčasteǰsie použ́ıvaná aproximácia hustoty priemeru

je aproximácia normálnym rozdeleńım. Funguje vel’mi dobre okolo stredu rozdele-

nia, no na chvostoch už nie. Hlavnou myšlienkou teda bude precentrovat’ hustotu

na náš bod záujmu t pomocou priemerov združenej hustoty a potom použit’ ap-

roximáciu normálneho rozdelenia na nami upravený problém. Uvedenú metódu a

jej popis sme prevzali z [3]

Teda zavedieme konjugovanú (združenú) hustotu

ht(x) = c(t) exp(α(t)(x− t))f(x),

kde c(t) je zvolená tak, aby ht bola hustota a α(t) je zvolená tak, že

∫

(x− t) exp(α(t)(x− t))f(x)dx = 0 tj. Eht = t. (2.6)

Rozptyl označ́ıme ako σ2(t), teda

σ2(t) = c(t)

∫

(x− t)2 exp(α(t)(x− t))f(x)dx

Dôležitým bodom v tejto časti je zápis konjugovanej hustoty, v ktorom využijeme

kumulat́ıvnu vytvárajúcu funkciu

K(α) = log

∫

eαxf(x)dx

a sedlový bod, ktorý je riešeńım rovnice

K ′(α0) = t.

Potom môžeme naṕısat’
∫

x exp(α0x)f(x)dx
∫

exp(α0x))f(x)dx
= t

alebo
∫

(x− t) exp(α0x)f(x)dx
∫

exp(α0x))f(x)dx
= 0.

13



Vynásobeńım čitatel’a aj menovatel’a výrazom exp(−α0t) dostaneme

∫

(x− t) exp(α0(x− t))f(x)dx
∫

exp(α0(x− t)))f(x)dx
= 0

alebo
∫

(x− t) exp(α0(x− t))f(x)dx = 0.

Pri porovnańı s (2.6) vid́ıme, že α0 = α(t), to znamená, že α(t) je sedlovým

bodom pre (pevný bod) t. Navyše

c−1(t) =

∫

exp(α0(t)(x− t))f(x)dx = exp(K(α(t))− α(t)t),

a preto

− log c(t) = K(α(t))− α(t)t = K(α0)− α0t.

Podobne

K ′′(α0) = K ′′(α(t))

=

∫

exp(α(t)x)f(x)dx
∫

x2 exp(α(t)x)f(x)dx− (
∫

x exp(α(t)x)f(x)dx)2

(
∫

exp(α(t)x)f(x)dx)2

a navyše, ked’ vynásob́ıme čitatel’a aj menovatel’a výrazom (e−α(t)t)2 dostávame

K ′′(α0) = EhtX
2 − (EhtX)2 = σ2(t).

Ked’ to všetko zhrnieme, máme

α(t) = α0, − log c(t) = K(α0)− α0t, σ
2(t) = K ′′(α0). (2.7)

V d’aľsom kroku uvážme ht,n ako hustotu priemeru pre ht a to, ako súviśı s

hustotou priemeru fn(t) pre f . Ako je odvodené v [3], môžeme usúdit’ nasledovné:

fn(t) = c−n(t)ht,n(t).

Táto upravená rovnica nám teda určuje vzt’ah aproximácie hustoty ht,n(t) k nami

požadovanej aproximácii hustoty fn(t).

Posledným krokom je aproximovat’ hustotu ht,n. [3] uvádza, že túto hustotu

môžeme vyjadrit’ ako

ht,n =

√

n

2π

1

σ(t)

(

1 +O
(

1

n

))
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a teraz nám už len stač́ı dosadit’ do rovnice pre fn vyššie

fn =

√

n

2π

c−n(t)

σ(t)

(

1 +O
(

1

n

))

.

Dovedie nás to až k aproximácii pomocou sedlového bodu pre hustotu priemeru

(small sample aproximation)

gn(t) =

√

n

2π

c−n(t)

σ(t)
.

V pŕıpade že využijeme (2.7), vid́ıme, že dostávame úplne rovnaký výraz (2.5).
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Kapitola 3

Všeobecné aproximácie pomocou

sedlového bodu

V tejto kapitole použijeme aproximácie źıskané pre priemer, aby sme dosiahli

aproximácie pre zložiteǰsie štatisitky. Najprv budeme uvažovat’ jednorozmerné

M-odhady, tj. Tn je riešenie
n
∑

i=1

ψ(xi, t) = 0.

Naš́ım ciel’om je aproximovat’ hustotu odhadu. Hoci asymptotické výsledky sú

dostupné vo viacerých pŕıpadoch, zvyčajne nevieme, či tieto rozdelenia sú dobré

aproximácie pre malý alebo stredný počet pozorovańı.

3.1 Jednorozmerné M-odhady

Ako spomı́name už v prvej kapitole, M-odhad je definovaný ako riešenie Tn rovnice

n
∑

i=1

ψ(xi, t) = 0, (3.1)

pre pozorovania x1, x2, ..., xn.

Označme teda hustotu fn(t) ako hustotu priemeru Tn, kde pozorovania sú

nezávislé s hustotou f . Aby sme aproximovali fn(t) použijeme aproximáciu hus-

toty priemeru pomocou sedlového bodu, ako je odvodené v druhej kapitole.

Pre dosiahnutie aproximácie hrá vel’mi dôležitú úlohu konjugovaná hustota. V

našom pŕıpade, ked’ uvažujeme M-odhady, konjugovaná hustota pre pevný bod t

je definovaná ako

ht(x, θ) = c(t) exp(α(t)ψ(x, t))f(x, θ).

Vhodnou vol’bou α(t) použijeme konjugovanú hustotu na centrovanie priemeru
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Tn k t v zmysle toho, že Eht(Tn) = t. Umožnuje nám to použit’ prvú čast’ Edge-

worthovho rozvoja na aproximáciu hustoty fn k t.

Nasledujúce predpoklady pre ψ a f(x, θ) kladieme za účelom rozvinutia apro-

ximácie. Dn označuje n-tú deriváciu funkcie ψ(x, θ) podl’a θ.

A.1 Rovnica
n
∑

i=1

ψ(Xi, t) = 0 má jediné riešenie Tn a rovnica

∫

ψ(x, t)eα(t)ψ(x,t)f(x, θ)dx = 0

má jediné riešenie α(t).

A.2 Existuje otvorená podmnožina U ⊂ R taká, že

(i) Fθ(U) = 1 pre každú θ ∈ Θ

(ii) Dψ(x, θ), D2ψ(x, θ), D3ψ(x, θ) existujú.

A.3 Pre každý kompakt K ⊂ Θ

(i) supθ0∈K Eθ0 | D2ψ(X, θ) |4<∞
(ii) existuje ε > 0 a také supθ0∈KEθ0(max|θ−θ0|≤ε | D3ψ(X, θ) |3) <∞

A.4 Eθ0ψ(X, θ0) a A(θ0) = Eθ0Dψ(X, θ0) 6= 0 pre každú θ0 ∈ Θ

A.5 Funkcie A(θ) a Eθ0 [D
2ψ(X, θ))]2 sú spojité na Θ.

A.6 |Dψ(x, θ)| je ohraničená hodnotou k.

Veta 3. Ak platia predpoklady A.1-A.6, potom

fn(t0) = c−n(t0)ht0,n(t0),

kde ht0,n(t) je hustota odhadu Tn pri združenej hustote ht0(x, θ) a

c−1(t0) =

∫

exp(α(t0)f(x, θ))dx.

Dôkaz. Uvedený v [3] na strane 44.

Pri využit́ı tejto vety, aproximáciu fn(t0) môžeme vypoč́ıtat’ priamo pomocou

aproximácie ht0,n(t0). Je dôležité teda podotknút’, že pre každý bod t0, použ́ıvame

rôznu združenú hustotu.
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Veta 4. (Battacharya a Ghosh,1978) Predpokladajme, že A.2-A.5 platia. Potom

existuje taká postupnost’ štatist́ık {Tn}, že pre každý kompakt K ⊂ Θ

inf
θ0∈K

Pθ0(|Tn − θ0| < d0n
−1/2(logn)−1/2, kde Tn rieši (3.1))

= 1−O
(

1√
n

)

kde d0 môže závisiet’ na hodnote k.

Zhrnutie:

Nasledujúca väzba nám umožnuje naṕısat’ Tn ako odhadnutý priemer. Uvažujme

teraz Taylorov rozvoj druhého stupňa z (3.1) okolo bodu θ0:

0 =
1

n

n
∑

i=1

ψ(xi, Tn)

0 =
1

n

n
∑

i=1

ψ(xi, Tn)

=
1

n

n
∑

i=1

[

ψ(xi, θ0) +Dψ(xi, θ0)(Tn − θ0) +
1

2
D2ψ(xi, θ0)(Tn − θ0)

2

]

+Rn(Tn),

(3.2)

kde Rn(Tn) = Op|Tn − θ0|3 = Op(1/n).

V závere s využ́ıt́ım Viet 3 a 4 a tiež predpokladov A.1-A.5 zhrnieme výsledky

v nasledujúcej vete.

Veta 5. Ak Tn reprezentuje riešenie
∑n

i=1 ψ(xi, t) = 0 a podmienky A.1-A.5

platia, potom hustota z Tn pripúšt’a nasledujúce asymptotické rozš́ırenie:

fn(t0) =

√

n

2π
c−n(t0)

[

A(t0)

σ(t0)
+O(n−1)

]

,

kde α(t0) je riešenie rovnice

∫

ψ(x, t0)e
αψ(x,t0)f(x, θ)dx = 0,

c−1(t) =

∫

exp(αψ(x, t0))f(x), (3.3)

σ2(t0) = Et0ψ
2(x, t0), (3.4)

A(t0) = Et0 [Dψ(x, t0)], (3.5)
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kde Et0 je stredná hodnota vzhl’adom ku konjugovanej hustote

ht0(x) = c(t0) exp(α(t0)ψ(x, t0))f(x).

Teda Veta 5 nám dáva nasledujúcu aproximáciu hustoty fn:

gn(t0) =

√

n

2π
c−n(t0)

A(t0)

σ(t0)
. (3.6)

3.2 Viacrozmerné M-odhady

Vrátime sa opät’ k M-odhadom, ale teraz, pre úplnost’ tejto kapitoly, zvážime viac-

rozmerný pŕıpad. M-odhad Tn pre θ = (θ1, θ2, ..., θp) je riešeńım nasledujúceho

systému (sústavy) rovńıc:

n
∑

i=1

ψj(x, t) = 0 pre j = 1, ..., p. (3.7)

Naš́ım ciel’om je, ako v predchádzajúcej podkapitole, aproximovat’ hustotu fn(t)

priemeru Tn. Odvodenie je podobne ako predtým, ale Tn je rozš́ırený ako viac-

rozmerný priemer. Parameter α(t), v tomto pŕıpadne ako p-rozmerný vektor,

źıskame ako riešenie

∫

ψj(x,t) exp

{

p
∑

j=1

αjψj(x,t)

}

f(x)dx = 0 j = 1, ..., p.

Nasledujúce predpoklady sú viacrozmerná verzia predpokladov z podkapitoly 3.1

a ešte poznačme, že Dj znamená deriváciu podl’a θj .

A.1 Systém rovńıc (3.7) má jediné riešenie

A.2 Existuje otvorená podmožina U ⊆ Rn taká, že

(i) pre každú θ ∈ Θ plat́ı Fθ(U) = 1 a

(ii) derivácie Djψr(x, θ), DkDjψr(x, θ), DlDkDjψr(x, θ) existujú pre 1 ≤
r, j, k, l ≤ p.

A.3 Pre každý kompakt K ⊂ Θ,

(i) pre 0 ≤ j, k ≤ p, 1 ≤ r ≤ p,

sup
θ0∈K

Eθ0 |DkDjψr(X, θ0)|4 <∞.
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(ii) existuje také ε > 0, že pre 1 ≤ r, j, k, l ≤ p,

sup
θ0∈K

Eθ0( max
|θ−θ0|<ε

|DlDkDjψr(X, θ)|)3 <∞.

A.4 Pre každé θ0 ∈ Θ

Eθ0ψr(X, θ0) = 0

a matice

A(θ0) = Eθ0

[

∂ψ

∂θ
(X, θ0)

]

,

C(θ0) = Eθ0 [ψ(X, θ0)ψ
T (X, θ0)]

nie sú singulárne.

A.5 Funkcie A(θ) a Eθ[(Dk1, Dj1, ψr1)(Dk2, Dj2, ψr2)], kde 0 ≤ j1, j2, k1, k2 ≤
p, k1 + j1 ≥ 1, k1 + j1 ≥ 1, 1 ≤ r1, r2 ≤ p sú spojité na Θ.

Veta 6. Ak Tn reprezentuje riešenie sústavy rovńıc (3.7) a podmienky A.1 až

A.5 sú splnené, potom asymptotický rozvoj pre hustotu odhadu Tn je

fn(t0) = (n/2π)p/2c−n(t0)|A||Σ|−1/2{1 +O(1/n)},

kde α(t0) je riešeńım rovnice

∫

ψr(x, t0) exp

{

p
∑

j=1

αjψj(x, t0)

}

f(x)dx = 0 pre r = 1, ..., p,

c−1(t0) =

∫

exp

{

p
∑

j=1

αjψj(x, t0)

}

f(x)dx,

A =

{

E
∂ψ(x, t)

∂tr
|t=t0

}

1≤r,j≤p

, Σ = {Eψj(x, t0)ψr(x, t0)}1≤r, j≤p

a všetky stredné hodnoty sú vypoč́ıtané vzhl’adom ku konjugovanej hustote

ht0(x) = c(t0) exp

{

p
∑

j=1

αj(t0)ψj(x, t0)

}

f(x).
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Kapitola 4

Simulácie

4.1 Aproximácie hustoty pomocou sedlového bo-

du

V tejto podkapitole bude naš́ım ciel’om aproximovat’ hustotu priemeru vybraných

rozdeleńı fn(t), kde využijeme poznatky z druhej kapitoly o sedlovom bode.

4.1.1 Normálne rozdelenie

Máme náhodný výber X1, .., Xn z rozdelenia N (µ, σ2). Vieme teda, že

fn(t) =

√

n

2πσ2
exp

−n(t−µ)2

2σ2 .

Momentová vytvárajúca funkcia je definovaná ako

Mx(z) =

∞
∫

−∞

ezxf(x)dx,

a pomocou tohto vzt’ahu odvod́ıme momentovú vytvárajúcu funkciu pre normálne

rozdelenie.

Mx(z) =

∞
∫

−∞

ezx
1√
2πσ

e
−(x−µ)2

2σ2 = exp

(−µ2

2σ2

)

∞
∫

−∞

ezx
1√
2πσ

e
−x2+2xµ

2σ2 .
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Argumenty exponenciál uprav́ıme do jedného, zjednoduš́ıme ho, doplńıme na

štvorec a využijeme vlastnost’ hustoty

∞
∫

−∞

f(x)dx =

∞
∫

−∞

1√
2πσ

exp

(−(x− µ)2

2σ2

)

= 1.

Takže

zx+
−x2 + 2xµ

2σ2
=

−x2 + 2x(zσ2 + µ)

2σ2
=

=
−(x2 − 2x(zσ2 + µ) + (zσ2 + µ)2) + (zσ2 + µ)2

2σ2

a

Mx(z) = exp

(−µ2

2σ2

)

exp

(

(zσ2 + µ)2

2σ2

)

=

= exp

(

µz +
1

2
σ2z2

)

.

Kumulat́ıvna vytvárajúca funkcia Kx(z) má tvar

Kx(z) = log(Mx(z)) = µz +
1

2
σ2z2

a jej 1. a 2. deriváciu odvod́ıme jednoducho

K ′
x(z) = µ+ σ2x, K ′′

x(z) = σ2.

V nasledujúcom kroku využijme aproximáciu pomocou sedlového bodu, ktorú

sme si odvodili v druhej kapitole:

gn(t) =

[

n

2πK ′′(α0)

]1/2

exp{n[K(α0)− α0t]}. (4.1)

Pre N (0, 1) hl’adáme sedlový bod α0 ako riešenie rovnice K ′(α0) = t

=> α0(t) = t

d’alej

K(α0) = µα0 +
1

2
σ2α2

0 =
1

2
α2
0 = K(t) =

1

2
t2

a

K ′′(α0) = σ2 = 1,
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takže pre N (0, 1) po dosadeńı do (4.1) máme:

gn(t) =

√

n

2π
e

−nt2

2 = fn(t).

Všeobecne pre N (µ, σ2) hl’adáme sedlový bod α0 podl’a rovnice K ′(α0) = t

µ+ σ2α0 = t

=> α0 =
t− µ

σ2

d’alej

K(α0) = µα0 +
1

2
σ2α2

0 = K(
t− µ

σ2
) = .. =

t2 − µ2

2σ2

a

K ′′(α0) = σ2,

takže pre N (µ, σ2) po dosadeńı do (4.1) máme:

gn(t) =

√

n

2πσ2
e

−n(t−µ)2

2σ2 .

Z našich vypočtov vid́ıme, že pre normálne rozdelenie N (µ, σ2) je aproximácia

hustoty priemeru rovná samotnej hustote priemeru.

4.1.2 Gamma rozdelenie

V nasledujúcom pŕıklade aproximujeme hustotu priemeru gamma rozdelenia fn(t),

kde výpočet je založený na rovnakom prinćıpe ako v predchádzajúcom pŕıklade.

Máme náhodný výber X1, .., Xn z rozdelenia Γ(a, b), kde parametry a ∈
R

+, b ∈ R
+. Potom hustota gamma rozdelenia je definovaná ako f(x) = b−a

Γ(a)
xa−1e−

x
b ,

pre x > 0. Vieme, že pre náhodnú veličinu Y =
∑n

i=1Xi plat́ı

Y ∼ Γ(na, b)

a pre aritmetický priemer potom dostávame

1

n
Y ∼ Γ(na, b/n).

Hustotu priemeru teda vyjadŕıme ako

fn(x) =
(b/n)−na

Γ(na)
xna−1e−

nx
b .
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V d’aľsom kroku si odvod́ıme momentovú vytvárajúcu funkciu, ktorá nám pomôže

pri d’aľsom výpočte aproximácie.

Mx(z) =
b−a

Γ(a)

∞
∫

0

ezxe
−x
b xa−1dx =

b−a

Γ(a)

∞
∫

0

e(z−
1
b
)xxa−1dx

=
b−a

Γ(a)

Γ(a)

(1
b
− z)a

= (1− bz)−a.

Kumulat́ıvna vytvárajúca funkcia Kx(z) má potom tvar

Kx(z) = log(Mx(z)) = −a log(1− bz)

a jej 1. a 2. deriváciu vyjadŕıme nasledovne

K ′
x(z) =

ab

1− bz
,

K ′′
x(z) =

ab2

(1− bz)2
.

Pre Γ(a, b) hl’adáme sedlový bod α0 ako riešenie rovnice K ′
x(α0) = t

ab

1− bα0

= t

=> α0(t) =
t− ab

bt

d’alej

Kx(α0) = Kx

(

t− ab

bt

)

= −a log
(

1− t− ab

t

)

= −a log
(

ab

t

)

a

K ′′
x(α0) =

ab2t2

a2b2
=
t2

a
,

takže pre Γ(a, b) po dosadeńı do (4.1) máme:

gn(t) =

√

na

2πt2
exp

[

n

(

−a log
(

ab

t

)

− t− ab

b

)]

,

čo môžeme ešte upravit’ na tento výsledný tvar aproximácie:

gn(t) =

√

na

2πt2

(

ab

t

)−na

exp

[−n(t− ab)

b

]

.
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Na obrázku (4.1) môžeme vidiet’ ako vyzerá skutočná hustota priemeru gamma

5 10 15 20 25

0.02

0.04

0.06

0.08

Obr. 4.1: n = 2

rozdelenia (plná čiara), gn ako aproximácia hustoty priemeru pomocou metódy

sedlového bodu (bodkovane) a nakoniec aj hustota priemeru spoč́ıtaná pomo-

cou centrálnej limitnej vety (čiarkovane; kap. 1.1). V tejto simulácii pracujeme s

gamma rozdeleńım s parametrami α = 2 a β = 5 a počet n = 2. Teda môžeme

usúdit’ že SSA1 je omnoho presneǰsia ako CLV2 pre malé n, Totiž so zvyšujúcim

sa počtom pozorovańı dokáže CLV presneǰsie koṕırovat’ skutočnú hustotu ako

môžeme vidiet’ na obrázku (4.2), kde už n = 20.

8 10 12 14

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

Obr. 4.2: n = 20

1Small sample aproximation
2Centrálna limitná veta
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4.2 Hustoty M-odhadov pre rôzne rozdelenia

V tejto podkapitole sa bude zaoberat’ hustotami vybraných M-odhadov pre roz-

delenie N (0, 1), gamma rozdelenie a studentovo rozdelenie. Všetky simulácie sú

vypoč́ıtané v programe Wolfram Mathematica a je ich možné nájst’ v pŕılohe.

4.2.1 Hustoty Huberovho odhadu

Z prvej kapitoly už vieme, že Huber navrhol funkciu ψ pre odhad ako

ψ(x, t) =

{

x− t ... |x− t| ≤ k

k sgn(x− t) ... |x− t| > k.

Ďalej si vyjadŕıme deriváciu funkcie ψ, ktorú využijeme neskôr v našom výpočte.

∂ψ(x, t)

∂x
=

{

1 ... |x− t| ≤ k

0 ... |x− t| > k.

Hustota štandardizovaného normálneho rozdelenia N (0, 1) je definovaná ako

f(x) =
1√
2π

exp

(

−x
2

2

)

.

Jednotlivé kroky a oblasti numerickej integrácie závisia na tom ako rozdelenie

vyzerá, ked’ uvážime rozdelenie pre konkrétne hustoty. Ked’ chceme aproximovat’

hustotu Tn podl’a vzorca (3.6), muśıme najprv nájst’ α(t) ako riešenie rovnice

∫

ψ(x, t)eα(t)ψ(x,t)f(x, θ)dx = 0.

Pre všetky rozdelenia a odhady je možné využit’ fakt, že α(t) = 0 vždy pre

t = θ. To nám umožnuje dobrý počiatočný bod pre Newton-Rapsonovu metódu

pre ostatné body t. Potom už len c, σ a A sú aproximované numerickou integráciou

pri použit́ı vzorcov (3.3), (3.4) a (3.5). Na záver stač́ı jednotlivé podvýpočty vložit’

do (3.6).

Naš́ım výstupom bude teda aproximácia hustoty Huberovho odhadu, ktorý

pre n = 2, 5, 10, 20 a k = 1.4 vid́ıme na obrázku (4.3). Túto aproximáciu tu

porovnáme s asymptotickým správańım Huberovho odhadu, ktoré odvod́ıme s

využit́ım CLV a asymptotického rozptylu Huberovho odhadu (1.5). V pŕıpade, že

požadujeme hustotu Huberovho odhadu pre gamma rozdelenie alebo t-rozdelenie,
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Obr. 4.3: hustoty Huberovho odhadu pre N(0,1)

postupujeme podobne. Teraz si vyjadŕıme hustotu gamma a t-rozdelenia.

f2(x) =
b−a

Γ(a)
xa−1e−

x
b , pre x > 0 (4.2)

f3(x) =
Γ(v+1

2
)√

vπΓ(v
2
)

(

1 +
x2

v

)− v+1
2

(4.3)

V naš́ıch simuláciách budeme aj nad’alej pracovat’ s t-rozdeleńım so 7 stupňami

volnosti a Γ(2, 5), a teda interpretované výsledky môžeme vidiet’ na obrázku (4.4)

a (4.5). Pre gamma rozdelenie voĺıme k = 1.345σ ako je uvedené v [7]. V grafe

Obr. 4.4: hustoty Huberovho odhadu pre t-rozdelnie so 7 stupňami vol’nosti, n =
2, 5, 10, 20

(4.5) vid́ıme, že aplikovanie centrálnej limitnej vety je vhodné až pre vel’ký počet

porozovańı.
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Obr. 4.5: hustoty Huberovho odhadu pre Γ(2, 5), n = 20, 50, 100

4.2.2 Hustoty maximálne vierohodných odhadov

Pre maximálne vierohodný odhad, teda M-odhad plat́ı, že

ψ(x) = −f
′(x)

f(x)
.

V pŕıpade, že uvažujeme rozdelenie N (0, 1), dostávame ψ(x) = x, čo je teda

vhodne zvolená funkcia pre priemer ako M-odhad. A túto možnost’ už máme

vypoč́ıtanú.

Máme teraz t-rozdelenie so 7 stupňami vol’nosti a hustotou (4.3). Teda

ψ(x) =
8x

7 + x2

Ďalej môžeme vo výpočte pokračovat’ ako v predchádzajúcej podkapitole. Hus-

toty môžeme vidiet’ na obrázku (4.6), kde pre asymptické správanie maximálne

vierohodného odhadu sme využili poznatky z podkapitoly (1.2.3). Hustoty vy-

poč́ıtané metódou sedlového bodu sú nakreslené prerušovanou čiarou a pomocou

centrálnej limitnej vety červenou čiarou.

Pretože vieme, že hustota normálneho rozdelenia je dost’ podobná t-rozdeleniu

a navyše aproximácia sedlovým bodom a pomocou centrálnej limitnej vety je pre

normálne rozdelenie rovnaká, ukážeme ešte ako sa bude správat’ napŕıklad hustota

maximálne vierohodného odhadu pri rastúcom počte stupňov vol’nosti v. Zvoĺıme

v = 4, 7, 10.

Na obrázku (4.7) teda vid́ıme, že so zvyšujúcim sa počtom stupňov vol’nosti sa

asymptotické rozdelenie maximálne vierohodného odhadu (červenou čiarou) viac

podobá hustote odhadu, ktorú sme spoč́ıtali pomocou metódy sedlového bodu

(prerušovanou čiarou).

28



Obr. 4.6: hustoty maximálne vierohodného odhadu pre t-rozdelnie so 7 stupňami
vol’nosti, n = 2, 5, 10, 20

Obr. 4.7: hustoty maximálne vierohodného odhadu pre t-rozdelnie so 4,7 a 10
stupňami vol’nosti, n = 5
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Záver

V tejto práci sme sa venovali konkrétnemu problému, a to aproximácii hustoty

odhadu pre rôzne rozdelenia s malým počtom pozorovańı. Poṕısali sme metódy

a následne sme ich aplikovali na konkrétne, nami zvolené, odhady a rozdelenia.

Pri použit́ı metódy sedlového bodu sme zistili, že aproximácia hustoty prie-

meru je dokonca presná pre normálne rozdelenie, pŕıpadne sa mierne ĺı̌si pre iné

rozdelenia. Pre d’aľsie odhady je táto metóda tiež vel’mi vhodná, čo dokazujú aj

naše výsledky.

Pri porovnańı použitia centrálnej limitnej vety a metódy sedlového bodu sme

došli k záveru, že centrálna limitná veta má svoje využitie hlavne pri väčšom

počte pozorovańı n.
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Pŕılohy

Na priloženom CD sa nachádzajú nasledujúce údaje

• Bakalárska práca vo formáte pdf

• Zdrojový kód programu Mathematica
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