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malnimu obarveni za pouziti péti barev. Normalni obarveni je dobré hranové
obarveni takové, ze kazda hrana je spolu se svymi ¢tyimi sousedy obarvena do-
hromady tifemi nebo péti riznymi barvami. Podle Jaegerovy hypotézy lze kazdy
3-regularni graf bez mostt petersenovsky obarvit. Platnost hypotézy by dokazala
dalsi zajimava tvrzeni pro 3-regularni grafy. V tomto textu se budeme zabyvat
norméalnim obarvenim pro vétsi pocet barev. Z Jaegerovy véty o nenulovém Z,>-
toku plyne, ze kazdy graf bez mosti 1ze normalné obarvit sedmi barvami. Zde
dokazeme existenci obarveni deviti barvami pro grafy s mostem, s fezem velikosti
dva nebo s trojuhelnikem nezavisle na Jaegeroveé veété. Dikaz vyuziva myslen-
ku Andersenova diikazu existence silného hranového obarveni 3-regularnich grafa
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Abstract: The Petersen coloring of 3-regular graph G is equivalent to the normal
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Jaeger conjectures that every bridgeless 3-regular graph has a Petersen coloring.
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1. Uvod

1.1 Zakladni definice, tvrzeni a hypotézy

Petersenovské obarveni je specialni typ hranového obarveni 3-regularnich gra-
f. Na tvod si zavedeme nékolik dulezitych pojmii a vyslovime zakladni znama
tvrzeni a feSené hypotézy souvisejici s timto obarvenim.

Méjme kubicky (tj. 3-regularni) graf G bez nasobnych hran a smyc¢ek. Necht
P je Petersentuv graf.

Obrazek 1.1: Petersentiv graf

Definice. Petersenovské obarveni grafu G je zobrazeni m : E(G) — E(P) ta-
kové, Ze pro vSechny hrany ey, eqs,e3 € E(G) plati, Ze pokud eq,es, e3 je trojice
sousednich hran, potom 7(e1), m(es), m(e3) je trojice sousednich hran.

Meéjme dobré hranové obarveni ¢ grafu G (tj. ¢ : E(G) — {barvy}, sousedni
hrany maji rtizné barvy).

Definice. Hranu e € E(G) nazveme v obarveni ¢ bohatou, pokud jsou ona a jeji
Ctyri sousedi obarveni péti ruznymi barvami. Pokud jsou na téchto péti hrandch
pouZity dohromady jen tri barvy, rekneme, Ze je hrana e chuda.

Definice. Hranové obarveni ¢ je normalni, pokud je kaZdd hrana bohatd nebo

chudd.

Mame zavedena dvé hranova obarveni, je Cas si fict, jak spolu souvisi. K tomu
dobfe poslouzi nasledujici véta (Proposition 13 v Jaegerové ¢lanku [I]).

Véta 1.1. (Jaeger) Kubicky graf G md petersenovské obarveni pravé tehdy, kdyz
je normdlné obarvitelny péti barvams.

Dikaz. Necht mé graf G petersenovské obarveni 7. Petersentv graf mé obarveni ¢
péti barvami takové, ze kazda hrana je bohata, viz obrazek [[.2l

Hranu e grafu G obarvime barvou ¢(m(e)). Vysledné obarveni grafu G je
normalni obarveni péti barvami:

Obarveni je dobré, protoZe sousedni hrany e, f a g se obarvi barvami (7 (e)),
o(m(f)) a p(n(g)). Ty jsou rizné, nebot hrany m(e), 7(f) a m(g) jsou podle
definice 7 sousedni hrany v Petersenové grafu, proto jim zobrazeni ¢ pfiradi
rizné barvy.



Obrazek 1.2: Obarveni Petersenova grafu

a C

b S

Obrazek 1.3: Oznaceni hrany a jejich sousedii

Déle dokazeme, ze kazda hrana e je botahd nebo chuda. Oznac¢ime sousedy
hrany e dle obrazku [L3l

Rozmyslime si, na jaké hrany se a, b, ¢, d, e mohou zobrazit pouzitim zobraze-
ni 7. Musi platit, ze 7(a), w(b), w(e) je trojice sousednich hran a 7 (c), 7(d), 7(e)
je trojice sousednich hran. Bud {7 (a),n(b)} = {w(c), 7 (d)}, pak je v kone¢ném
obarveni hrana e chudé, nebo jsou 7w(a), 7(b), 7(c) a w(d) Ctyfi rizni sousedé
7(e), potom je e v koneéném obarveni bohatd, protoze Petersentv graf mé pti
obarveni ¢ vSechny hrany bohaté.

Pro ditkaz opa¢né implikace predpokladejme, ze mé graf G' normalni obarveni
péti barvami {1,...,5}. Hleddme petersenovské obarveni m(e) : E(G) — E(P).
Pro obarveni Petersenova grafu z obrazku oznacime kazdy vrchol Petersenova
grafu dvojcislim barev, které nema zadna hrana vychazejici z tohoto vrcholu, viz
obrézek [L4.

Pro kazdou z (g) = 10 moznych dvojic barev mame pravé jeden vrchol touto
dvojici oznaceny. Protoze jsou vSechny hrany bohaté, mohou byt hranou spojeny
pouze vrcholy (a, ), (7,9), kde {«, 8} N {v,d} = 0. Viechny dvojice vrcholt,
které podminku splnuji, v Petersenové grafu spojeny jsou.

Stejné oznaceni vrcholii provedeme u normalné obarveného grafu GG. Hledané
zobrazeni 7, bude zobrazeni, které bohaté hrané e = (u,v), u = (o, 5), v = (v, )
pritadi hranu se stejné oznacenymi vrcholy v Petersenové grafu. Chudé hrané
e = (u,v), u = (a, ), v = (e, B), barvy € piitadi 7 hranu v Petersenové grafu
barvy € s krajnim vrcholem (a, ). Sousedni trojice hran v grafu G incidentni
s vrcholem oznacenym dvojici (u,v) se zobrazi na hrany, které jsou taktéz inci-
dentni s vrcholem (u,v). Protoze je vrchol (u,v) v Petersenové grafu jen jeden,
jsou obrazy tfech sousednich hran rovnéz sousedni hrany. Zobrazeni 7 je tedy
petersenovské obarveni. O



(3,5) ! (2,4)

Obrazek 1.4: Oznaceni vrcholi Petersenova grafu

Poznamka 1.2. Oznaceni vrcholi Petersenova grafu na obrdzku vychazi
z konstrukce Kneserovych grafi. Vrcholy Kneserova grafu KG,, j tvori vsechny
k-prvkové podmnoziny n-prvkové mnoZiny, hrany vedou mezi mnozZinami, které
magji prazdny prinik. Peterseniv graf je KGbo.

Jaeger vyslovil nésledujici hypotézu (zninéna je v Jaegerové ¢lanku [1]):

Hypotéza 1.3. (Jaeger) Kazdy kubicky graf bez mosti ma petersenovské obar-
vent.

Pokud by Jaegerova hypotéza platila, platila by i hypotéza Cycle Double
Cover a Bergeova-Fulkersonova hypotéza (viz ¢lanek Jaegera [1]). Hypotézy byly
vysloveny v ¢lancich Seymoura [5] (Cycle Double Cover) a Fulkersona [6] (Berge-
Fulkerson) a fikaji nasledujici:

Hypotéza 1.4. (Cycle Double Cover) Pro kazdy kubicky graf bez mosti G exis-
tuje mnozina cykli C a zobrazeni ¢ : {e : e € E(C),C € C} — E(G) takové,
zZe obraz cyklu je cyklus, obraz sousednich hran jsou sousedni hrany a pro kazZdou
hranu e € E(G) existuji pravé dvé hrany z mnoZiny cykli, jejichz obraz je hrana e.

Hypotéza 1.5. (Berge-Fulkerson) Pro kazdy kubicky graf G bez mosti existuje
sest perfektnich pdrovani takovych, Ze kaZda hrana G je pravé ve dvou téchto
pdrovdanich.

Myslenka prevodu hypotéz na Jaegerovu hypotézu. Pro Peterseniiv graf existuje
mnozina cykli spliujici podminky Cycle Double Cover i pro néj existuje Sest
pozadovanych perfektnich parovani, viz obrazek [LAl V mnoziné cykla pro Cycle
Double Cover bude kruznice na prvnim obrazku a pétkrat cyklus na druhém
obrazku, pokazdé jinak otoceny. Jedno z parovani pro Bergeovu-Fulkersonovu
hypotézu vidime na tfetim obrazku a zbylych pét bude vypadat jako to na ¢tvrtém
obrazku, jen bude mit kazdé jiné otoceni.

Podle Jaegerovy hypotézy existuje petersenovské obarveni m kazdého kubické-
ho grafu bez mostit GG. Plati, Ze vzor cyklu v Petersenové grafu je mnozina cyklt
v GG, a také, ze vzor parovani v Petersenové grafu je parovani v G. Pro graf G tedy
plati jak hypotéza Cycle Double Cover, tak Bergeova - Fulkersonova hypotéza.



Obrazek 1.5: Cycle Double Cover a Bergeova-Fulkersonova hypotéza u Peterse-
nova grafu

1.2 Normalni obarvovani vice nez péti barvami

Co se stane, pokud pfi hranovém obarvovani kubickych grafti povolime vice nez
pét barev? Lze pak obarvit vSechny hrany tak, aby kazdé byla bohata nebo chuda?

Definice. Silné hranové obarveni grafu G je dobré hranové obarveni @, pro které
plati, Ze na Zadné cesté delky tri nejsou dvé stejné obarvené hrany. Neboli, pokud
oznacime sousedy e a sousedy sousedi e (bez hrany e samotné) jako S(e), pak

plati ¥V f € S(e) - p(e) # o(f).

Poznamka 1.6. Pri silném obarveni jsou vsechny hrany bohaté, silné obarveni
je tedy zdroven normdlni.

Poznamka 1.7. Pokud bychom naopak chtéli, aby byly vsechny hrany chudé,
musel by graf G byt nutné hranové obarvitelny tremsi barvamsi, coz lze pouze nékdy.
Kubicke grafy, které nejsou obarvitelné tremi barvami, se nazyvaji snarky, patri
do nich mimo jin€ také Peterseniv graf.

Véta 1.8. Pro obarvovani 3-reqularnich grafi deseti a vice barvami existuje silné
hranové obarvent.

Pro 13 barev je existence silného obarveni zfejma. (Obarvujeme hrany v libo-
volném pofadi, pfi obarvovani hrany e se musime vyhnout barvam hran z S(e).
Téch je maximélné 12, protoze |S(e)| < 12, jedna barva pro e tedy zbyva.)

Z Brooksovy véty plyne, ze existuje silné obarveni kubického grafu G pfi
pouziti 12 barev:

Z grafu G vyrobime néslednovné graf G’. Vrcholy V(G’) budou odpovidat
hrandm F(G). Hrany povedou mezi témi vrcholy, které odpovidaji hrandm e, f €
E(G),e € S(f) (resp. f € S(e), plati vzdy oboje najednou). Protoze |S(e)| < 12,
mé G’ maximalni stupen 12. Pocet barev potfebny na silné obarveni grafu G je
roven vrcholové barevnosti grafu G'. Brooksova véta 1ika, Ze neni-li G’ uplny graf
nebo licha kruznice, je jeho vrcholova barevnost mensi nebo rovna maximalnimu
stupni. Graf G’ licha kruZnice zjevné neni. Uplny graf, tj. zde Ki3, to taky neni,
protoze by to znamenalo, Ze G ma 13 hran (poznamenejme, ze G’ je souvisly).
Pocet hran kubického grafu musi byt ale délitelny tfemi, plati totiz 3 x |V(G)| =
2 x |E(G)]. Cislo 13 délitelné tiemi neni. Pro silné hranové obarveni 3-regularnich
grafi tedy 12 barev opravdu staci.

Tvrzeni, ze kazdy kubicky graf je silné obarvitelny deseti barvami, dokézal
Andersen [2] a nezavisle také Horak, Qing a Trotter [3].

Andersentv ditkaz je inspiraci k dikazu stézejni véty tohoto textu, proto zde
uvedeme jeho hlavni myslenku.



Idea dikazu véty[1.8. (Andersen)

Nejprve dokazeme lemma, které fika, ze hrany grafu G lze silné obarvit deseti
barvami, az na hrany incidentni s vrcholem vy € V(G). Vzdalenost d(e) hrany
e € E(G), e = (u,v), od vrcholu vy bude minimum vzdalenosti vrchold u, v od
vo. Nyni postupné barvime hrany E(G) od nejvzdalenéjsich. P¥i barveni hrany
e = (u,v) existuje soused f hrany e, ktery ma mensi vzdalenost od vy. Bez ijmy
na obecnosti f = (u, ), pak z je blize vrcholu vy nez vrcholy u, v. Zadna z tif
hran incidentnich s x proto neni obarvena. A jelikoz vSechny tfi hrany incidentni
s « patii do S(e), ma hrana e v S(e) maximalné devét obarvenych hran, jedna
barva ji tak zbyva.

Dale si uvédomme, ze pokud budeme hrany barvit podle vzdalenosti ne od
jednoho vrcholu, ale od vice vrcholt, resp. od néjakého podgrafu G, budeme moci
predchozi postup také pouzit.

Zbyva dobarvit konstantni pocet hran. Dobarveni grafu Andersen dale déli na
pripady, kdy ma graf fez velikosti jedna, fez velikosti dva, netrivialni fez velikosti
tfi, zbylé grafy dobarvuje podle délky nejkratsiho cyklu, ktery graf obsahuje.
Rozebira pripady s trojihelnikem, c¢tyfcyklem a péticyklem. Nakonec dokaze, ze
lze dobarvit graf, ktery ma vSechny cykly delsi nez Sest.

Poznamka 1.9. Devét a méné barev pro silné hranové obarveni kubickych grafi
nestaci. Priklad grafu, ktery nent siln€ hranové obarvitelny deviti barvami je na
obrazku [1.0. (KaZdd komponenta, ktera by vznikla odebranim mostu, md deset
hran, z nichZ Zddné dvé nesméji byt obarveny stejnou barvou.)

Obréazek 1.6: Kubicky graf, ktery neni silné obarvitelny deviti barvami

1.3 Normalni obarveni a nenulové toky

S hranovym obarvenim grafti Gizce souvisi nenulové toky.

Definice. Necht A je komutativni grupa. Nenulovy A-tok v orientovaném grafu G
je zobrazeni T : E(G) — A takové, Ze plati:

1. Ye € E(G) :71(e) # 0
2. Yv e V(G) :

(u,w)EE(G) (v,u)EE(Q)



Nas bude zajimat nenulovy Z,*-tok. Pro prvek a € Z,* plati a = —a, nezalezi
tedy na orientaci hran grafu G. Budeme proto uvazovat grafy neorientované.
Druhé podminka pro nenulovy tok bude vypadat takto:

Vv e V(G) :
Z 7(e) = 0.

e€E(G)wee

Jaeger [4] dokdzal nasledujici vétu:
Véta 1.10. (Jaeger) KaZdy 3-requldrni graf bez mosti. md nenulovy Zy>-tok.
7 této véty plyne:

Véta 1.11. KazZdy 3-requldrni graf bez mosti md normdlni obarveni sedmi barva-
mi.

Diikaz. Pro kazdy 3-regularni graf bez mosti G podle véty existuje Zo>-
tok 7. Komutativni grupa Z,®> ma bez nuly sedm prvkt, zobrazeni 7 budeme tedy
povazovat za obarveni sedmi barvami. Zbyva dokazat, Ze je obarveni normélni.

Obarveni je dobré: Kdyby pro dvé sousedni hrany e a f platilo: 7(e) = 7(f),
pak 7(e)+7(f) = 0. Zaroven ale plati rovnost 7(e)+7(f)+7(g) = 0, kde g sousedi
s hranami e i f. Dostavame 7(g) = 0, coz je ve sporu s tim, Ze 7 je nenulovy tok.

Vsechny hrany jsou bohaté nebo chudé: Jediny pripad, kdy hrana pii dobrém
obarveni neni bohatd ani chudé, je na obrazku [I.7] az na pfejmenovani barev
a symetrii (o, 3, v a § jsou ruzné).

& g

¥ )

Obrazek 1.7: Ani chud4 ani bohatd hrana

Jestlize ale takové obarveni vzniklo z nenulového toku 7, znamena to:

a+pf+v=0
a

a+p+0=0.
Z toho plyne:

—(a+p8)=~
a

—(a+pB) =0.

JelikoZ ke kazdému prvku v Z,® existuje pouze jeden prvek opaény, znamena to,
7e v = 6, coz je spor s predpokladem.
Obarveni je normalni. O

V nasledujici kapitole dokazeme vétu [L12] viz nize, bez pouziti véty [LI10]



Véta 1.12. Pro 3-requldarni grafy, které maji vez velikosti jedna nebo dva nebo
ktere obsahuji trojuhelnik, existuje normalni obarveni deviti barvamia.

Pro grafy bez mostt sice véta[[LI2 nefik4 oproti vété [LII] nic nového, nicméné
k dikazu pouzijeme jinou metodu a je mozné, ze pripadnym zkombinovanim obou
diikazii by se dalo tvrzeni vylepsit.

Poznamka 1.13. S nenulovymi toky a s normdlnim obarvenim souvisi také obar-
vovdni 3-requldrnich grafi pomoci tzv. Steinerovych systémai trojic. Steineruv sys-
tém trojic S na mnoziné M je mnozina trojic takovd, Ze kazZdé dva prvky z M
jsou spolu v prave jedné trojici. Obarveni kubického grafu Steinerovym systémem
trojic S je zobrazeni & : E(G) — M takové, aby pro sousedni trojici hran e, f a g
tvorily proky &(e), £(f) a &(g) trojici v S.

V clanku [7] Archdeacon uvadi hypotézu, Ze kazdy 3-requldarni graf lze obar-
vit néjakym Steinerovym systémem trojic. Holroyd a Skoviera [8] ukdzali pomoci
toki, Ze kazdy 3-reguldarni graf bez mostu lze obarvit Fanovou rovinou, coZ je Stei-
neruv systém trojic na sedmi prucich. Obarveni Fanovou rovinou je ekvivalentni
Zo3-toku, a tedy i z jeho existence plyne existence normdiniho obarveni sedmi
barvami. Ddle dokdzali, Ze 3-requldrni grafy lze obarvit jakymkoli Steinerovym
systémem, ktery md vice neZ jednu trojici. Grannell, Griggs, Knor a Skoviera [9]
nasl Steineriv systém, kterym lze obaruvit vsechny kubickée grafy, tedy i grafy s
mosty. Moznd prekvapivé daji grafy s mosty vice prace a vyZaduji vétsi Steine-
ruv system nez grafy bez mostiu. Podobnd situace nastiva v pripadé normdlniho
barveni, kde dikaz véty[L.12 bude podstatné ndrocnéjsi nez u véty [L11.



2. Dukaz stézejni véty

V této kapitole dokazeme vétu [L121 Nejprve uvedeme algoritmus pro castecné
obarveni grafu a potom postupné dokazeme, zZe lze dobarvit graf s fezem velikosti
jedna, s Tezem velikosti dva nebo s trojihelnikem.

2.1 Algoritmus pro ¢asteé¢né obarveni

Zminény algoritmus uvedeme v dikazu nasledujici véty. Vétu lze jesté malinko
vylep§it (zpfesnit), je k tomu ale potfeba pojmu zavedenych az v priubéhu popisu
algoritmu. Presné znéni véty tedy uvedeme az na konci této sekce, viz strana [19]
veta 2,12

Véta 2.1. Necht G je 3-regquldrni graf, V' C V(G), V' # 0. Pak lze hrany grafu
G az na hrany podgrafu indukovaného vrcholy V' obarvit deviti barvami tak, Ze
budou vsechny hrany grafu G aZ na hrany incidentni s vrcholy V' bohaté nebo
chudé. Navic pro kaZdou hranu e mezi vrcholy V' a V(G) \ V' budou existovat
bud t71 moZnosti obarveni nebo Ctyri moZnosti obarveni s tim, Ze se pro kaZdou
ze Ctyr moznosti must zménit barva téch sousednich hran hrany e, které nejsou
incidentni s V'.

Idea dikazu. Vrcholy V(G) linedrné usporadame tak, aby vzdalenéjsi od V' byly
za témi, které jsou k V' blize. Déle zorientujeme hrany FE(G) smérem zezadu
dopfedu (tj. od vzdélenéjsich k blizsim).

Algoritmus na obarvovani hran bude vypadat nasledovné. Budeme brat vrcho-
ly zezadu doptedu, vchazejicim hranam vzdy (aZ na drobné vyjimky) pfiradime
barvu, kterou jiz nebudeme ménit a ktera neporusi podminku na bohatost nebo
chudost né€jaké hrany. Vychazejicim hrandm pritadime tzv. typ I, II nebo III.
Definice typii uvedeme v diikazu samotném, v podstaté jde ale o to, ze si u dané
hrany zapamatujeme moznosti jejiho obarveni.

Je potieba pfedevsim ovérit, ze se algoritmus nikdy nedostane do slepé ulicky,
kdy by napf. pro n€jakou hranu nezbyla zadné moznost obarveni apod.

Diikaz. e Ozna¢me vzdélenost vrcholu v od V' jako d(v), kde vzdalenosti
je myslen pocet hran nejkratsi cesty od vrcholu v k néjakému z vrcholti
V’. Vrcholy V(G)\ V' rozdélime do vrstev podle vzdalenosti od V’. V prvni
vrstvé budou ty se vzdéalenosti jedna, v druhé se vzdalenosti dva atd. Ziejmé
plati, ze z kazdého vrcholu vede alespon jedna hrana do nizsi vrstvy.

Nyni zavedeme na vrcholech V(G) \ V' linedrni usporadani < takové, aby
platilo Yu,v € (V(G)\ V') : u < v = d(u) < d(v). Udélame to tak, ze
nejprve vezmeme vrcholy z prvni vrstvy v libovolném potadi, pak z druhé
vrstvy atd.

Hrany zorientujeme podle <. Pokud pro hranu {u,v} plati v < u, bude
orientace hrany z u do v. Jestlize drive platilo, ze z kazdého vrcholu vede
hrana do nizsi vrstvy, nyni z kazdého vrcholu alepon jedna hrana vychazi,
zbylé do néj vchazi.

Déle si definujme predchidce hrany e = (u,v), jejiz orientace je z u do v,
jako jeji sousedy a a b incidentni s vrcholem u a sousedy téchto sousedu



1. vrstva 2. vrstva n. vrstva

1. vrstva . n. vrstva

Obréazek 2.1: Pfechod od vrstev k linearnimu usporadani

(kromé hrany e samotné). Bezprostiedni predchidci hrany e budou oznaco-
vat pouze hrany a a b. Obdobné sousedi e incidentni s v budou bezprostredni
ndslednici a spolu se svymi sousedy ndslednici hrany e. Na obrazku 2.2] jsou
nacrtnuti predchidci (prvni obrazek) a naslednici (druhy obrazek) hrany e.
Pozor ale na to, ze predchtidci nemusi vzdy vést ,dozadu“ a néaslednici
,dopredu”, neboli zalezi na orientaci hrany e, ale ne na orientaci jejich sou-
sedii. Na tretim obrazku je ptipad, kdy jsou hrany f a g zaroven predchtdci
i naslednici hrany e.

Obréazek 2.2: Pfedchtidci a néslednici hrany e

Mame vse pripraveno k obarvovani hran grafu. Budeme postupné brat vr-
choly podle linearniho uspotadani < od nejvzdalenéjsich od V' (nejprve
vezmeme vrchol v, pro ktery plati Vu € (V(G)\ V') : u < v). U kazdého
vrcholu pritadime hranadm, které z néj vychazeji, jeden z typd popsanych
nize. Hrandm vchézejicim do vrcholu pritadime pevné barvu, az na pripad,
kdy z daného vrcholu bude vychazet hrana typu II. V takovém piipadé
budou vchazejici hrany obarveny v okamziku barveni vychézejici hrany ty-
pu II. Plati, ze kazda hrana bude mit v néjakém okamziku pridélen néktery
z typu (typicky predtim, nez bude pevné obarvena).
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Probereme vSechny vrcholy z V' (G)\V'. Na konci tak budou pevné obarveny
hrany podgrafu indukovaného vrcholy V(G)\ V' (az na hrany, které budou
pfedchiidcem hrany typu II), hrany mezi vrcholy V(G) \ V' a vrcholy V'
budou mit prifazen typ.

Popis typi I, I1, III

U kazdé hrany e, jez ma néjaky typ, evidujeme seznam barev, kterymi muize-
me danou hranu obarvit, aby bezprostiedni predchtidci e neméli s hranou e
stejnou barvu a dale aby mohla byt splnéna podminka bohatosti, resp. chu-
dosti bezprostiednich predchtidcti hrany e. Hrana e pak bude vzdy obarvena
barvou, kterou ma ve svém seznamu.

Typ 1

Hrana e je typu I, pokud plati:

1. Vsichni predchiidci hrany e maji pevné danou barvu.

2. Pokud predchidce e oznacime jako na obrazku 2.3 pak pro obarveni
hran ¢ plati: p(a) & {p(f),(9)} a ¢(b) & {¢(c), ¢(d)}. Tuto pod-

minku oznadime A.

Obrazek 2.3: Oznaceni predchiidci hrany e

Poznamka 2.2. Kvili podmince /A nemizou bijt bezprostredni predchidci
hrany e chudi, musi byt tedy bohati.

Pozorovani 2.3. Hranu e typu I je mozné€ obarvit minimalné tremi ruznymi
barvamsi, aby bezprostredni predchidci e byli bohats.

Dikaz. Na hrané e se musime vyhnout barvam vsech jejich predchtidct
a téch je maximalné Sest. TTi barvy z deviti tak urcité zbyvaji. O

Znaceni: Trojici moznych barev na hrané e oznac¢ime T, (pokud je vic moz-
nosti obarveni, na zbylé zapomeneme). Déle si u hrany e ozna¢ime N, dvojici
barev, které maji bezprostfedni predchiidci e. Rekneme, Ze barvy v N, jsou
nebezpecné pro e.

Poznamka 2.4. Barvy v N, jsou oznaceny jako nebezpecné, protoze pokud
by jeden z bezprostrednich ndsledniki e mél barvu z N, must byt e chudd
a dalsi z bezprostrednich nadslednikid musi mit uZ nutné druhou barvu z N,,
nent zde Zadny vyber.
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Poznamka 2.5. Pro kaZdou hranu e typu I plati T, N N, = ().

Typ I je idealni pro dalsi barveni v tom smyslu, Ze se s nim dobre pracuje,
nicméné nelze mit vSechny hrany typu I, protoze by viibec nevznikaly chudé
hrany. U typu II uz chudé hrany vzniknout mohou.

Typ 11

Hranu e typu II charakterizuje mnozina ¢tyt barev C,., které jsou navic
rozdéleny do dvou dvojic, a barva k., kde k. & C..

Pro hranu e typu II plati:

1. Hranu e lze obarvit ¢tyfmi riznymi barvami z C,. (tak, aby nemé-
la stejnou barvu jako bezprostfedni predchtidci a aby bezprostiedni
predchidci byli bohati nebo chudi).

2. Podle konecného obarveni hrany e je zaroven zvolena barva bezpro-
stfednich predchiidcti e a to néasledujicim zpisobem. Jeden z bezpro-
stfednich predchtidcti bude mit barvu, ktera je ve dvojici s barvou
hrany e.

3. Druhy z bezprostiednich predchiidcti hrany e bude mit barvu k., plati
ke & C.

4. Orientace bezprostfednich predchiidcti je smérem k hrané e a vSichni

T

(Tj. oproti hrané typu I pozadujeme pevné obarveni jednoho ,patra®
navic, ale zase nejsou znami bezprostiedni predchidci e.)

Piiklad 2.6. Necht C, = {«, 3,7, 8}, dvojice jsou (o, 8) a (7, 9). Pak pokud
e md barvu vy, jeden jeji bezprostredni predchudce bude mit barvu § a druhy
barvu K.

Poznamka 2.7. Pokud Vam Typ II pripadd ponékud sroubované definova-
ny, pak vézte, Ze vznikne prirozené, kdyZ se potkaji dve hrany typu I, viz

obrdzek[2.4).

5/4/2/3

4/5/1/1

Obréazek 2.4: Ukéazka vzniku hrany typu II (C'={2,3,4,5}, k = 1)

Typ IIT

Tento typ by se dal také nazvat ,nedokonceny typ I¢. Je potieba jej defi-
novat predevsim proto, ze ne vzdy zname vsechny predchtidce hrany, které
mame prifadit typ.
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Pro hranu e typu III plati:

1. Hrana e nemé pevné urceny barvy vSech svych predchidct.

2. Podminka A s tim, ze obarveni hrany a nesmi byt stejné jako barvy jiz
obarvenych hran z {f, g}. Zapisem p(a) € {¢(f), v(g)} rozumime, ze
o(a) # o(f), je-li definovano a p(a) # ¢(g), je-li definovano. Obdobné
o(b) & {p(c), o(d)}. (Oznaceni hran — viz obrazek 2.3))

Poznamka 2.8. U hrany typu III (na rozdil od hran typd I a II) se miZe
stdt, Ze se typ zmént, a to na typ I v okamziku, kdy se obarvi vsichni jeji
predchudci.

Poznamka 2.9. Druhd podminka zaruci bohatost bezprostrednich pred-
chudci hrany e.

Pozorovani 2.10. Hranu e lze obarvit alespori ctyrmi barvami. Seznam
moznych barev oznacime S,.

Dikaz. 7 deviti barev mame zakazané barvy znamych predchidect, kterych
je maximalné pét. 0

Poznamka 2.11. Vzidy, kdyzZ budeme obarvovat néjakou hranu f, musime
dat pozor, jestli neni ,pobliz“, tj. na stejné ceste délky tri, néjakd hrana
typu I, u které by obarvenim hrany f prestalo platit pravidlo A. Tj. ne-
smime dovolit, aby dvojice hran vyznacend na obrazkul2.4 a podobné dvojice
mely pro néjakou hranu h typu III stejnou barvu. Ovérent platnosti tohoto
pravidla si nechdme na konec dikazu.

h typu II1

/
\ \
[ ] L] L]

Obrazek 2.5: Dvojice hran, ktera nesmi byt shodné obarvena pro splnéni pravi-
dla A u hrany A typu III

e Proc¢ algoritmus dava obarveni pozadovanych vlastnosti

Kdyz uz vime, jak jednotlivé typy vypadaji, a budeme prozatim predpokla-
dat, ze bude mozné postupné u vsSech vrcholti vychéazejicim hranam priradit
typ a vchéazejicim hrandm piifadit pevné barvu (az na vyjimku, kdy vychazi
hrana typu II) a Ze se nikdy neporusi podminka A u typu III, mizeme si
fict, proc¢ cely algoritmus funguje.

Oznacme mnozinu hran grafu G — V' jako F; a mnozinu hran mezi vrcholy

V(G)\ V" a V' jako Es.
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Po ukonceni algoritmu budou mit hrany z Es néjaky typ a proto i seznam
tT1 nebo ¢ty moznych obarveni, jedno z nich vybereme, ptipadné jesté do-
barvime i bezprostiedni pfedchtidce hran typu II. Hrany obarvujeme jednu
po druhé, abychom pfipadné mohli u hran e typu III vyloucit z S, barvy
pfedchiidct. (U hran z E, netestujeme bohatost nebo chudost.)

Pokud je hrana f nékdy typu I nebo II, zajisti svym bezprostfednim pted-
chiidctim, ze budou po obarveni f bohati nebo chudi. Jestlize je hrana f
typu III, zajisti totéz tém bezprostfednim predchidcim, ktefi budou mit
v dobé obarvovani f znamé vSechny své sousedy az na f samotnou. Sta-
¢ proto, aby pro vsechny hrany e € FE; platilo, ze hrana e je pro svého
posledniho obarvovaného souseda (bezprostfednim) predchiidcem, a budou
vSechny hrany z F; bohaté nebo chudé. Vsichni sousedé hran z F; jsou totiz
v E1UFE,, a tedy maji nékdy néjaky typ. Posledni obarvovany soused hrany
e € F; skutecné takovou vlastnost ma, coz nyni ukazeme.

Necht hrana e = (u,v) méa orientaci z u do v. Oznacime si sousedy e jako
na obrazku

Obrazek 2.6: Znaceni

Hrana e je predchiidcem téch sousedi, ktefi jsou orientovani smérem od
hrany e. Alespon jedna hrana z {c,d} ma orientaci od hrany e, jinak by
v € V' atedy e € E;. Bez ijmy na obecnosti nechf d mé orientaci od
hrany e. Plati, Ze vSechny hrany z {a,b,c}, jeZ jsou orientovany smérem
k hrané e, budou mit v okamziku obarveni hrany d jiz pevné danou barvu.
Posledni obarvovany soused hrany e je tak bud hrana d nebo néjaké z hran
a, b, ¢, kterd je orientovana od hrany e. Pokud je hrana d typu II, pak ma
hrana ¢ orientaci smérem k hrané e a je obarvovana soucasné s hranou d.
Ni¢emu to ale nevadi, zde je hrana d (spoleéné s hranou ¢) dokonce nutné
posledni obarvovany soused hrany e a obarvenim d je zajisténa bohatost
nebo chudoust hrany e.

Hrany v F; jsou proto skute¢né bohaté nebo chudé.

Obarvovani a prifazovani typt u jednotlivych vrchol

Podivame se postupné na vrcholy podle poctu vchazejicich a vychazejicich
hran. Vime, Ze vychézejici hrana je alespori jedna (z konstrukce linedrniho
uspotradani vrcholi — vrcholy, do kterych vchazi tfi hrany, musi byt nutné
ve V7).

3 vystupni, 0 vstupnich

Vychézejici hrany jsou navzajem svymi bezprostiednimi pfedchtidci, zadna
tedy nemtize mit vSechny pfedchiidce obarvené, proto vsem tiem prifadime
typ III. Podminka A plati, protoze zadna hrana nema obarveného svého
bezprostiedniho predchtidce.
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2 vystupni, 1 vstupni

Stejné jako v predchozim pfipadé jsou vychéazejici hrany navzajem svy-
mi predchiidci a mohou mit jediné typ III. Navic je tady tfeba dobarvit
vchézejici hranu. Af je vchézejici hrana jakéhokoli typu, vzdy mé nékolik
moznosti obarveni, které uspokoji dfive obarvené hrany, staci jednu z nich
vybrat. Podminka A zfejmé pro obé vychazejici hrany plati. (Vychazejici
hrany ani naslednici vychézejicich hran nejsou zatim obarveni.)

1 vystupni, 2 vstupni

Tuto moznost déle rozdélime podle typu vchéazejicich hran. Vchéazejici hrany
ozna¢me e a f, vychazejici hranu oznacme g.

IIT a cokoli

Bez Gjmy na obecnosti nechf e je hrana typu III a f druhé vchézejici hrana.
Hrana f ma alespon tii moznosti obarveni. Vybereme z nich takovou barvu,
kterou neni obarven zadny z bezprostiednich predchtidcti e. Barva bezpro-
stfednich pfedchidci nemusi byt znama (napf. pfi situaci na obrazku 2.7),
pak na hrané f vybereme libovolnou vyhovujici barvu, resp. vyhneme se
barvé pouze jednoho bezprostfedniho piedchtiidce e. Pokud je f typu II,
dobarvime rovnéz jeji bezprostiedni predchidce.

X

e typu III

f

Obrazek 2.7: Barva hrany x neni pii obarvovani hrany g znaméa

Pro hranu e méame alespon ¢tyfi mozné barvy. Obarvime ji tou, ktera neni
na hrané f ani na jejich bezprostiednich predchtidcich (opét néktery nemusi
byt obarveny, pak se vyhybame méné barvam).

Vychézejici hrana g bude mit typ I nebo III, podle poc¢tu obarvenych pred-
chidci (A plati).

Slucovanim hran typu I nebo typu II dostaneme opét hrany typu I nebo
IT. Neni potfeba ovétovat, jestli jsou urceni vSichni predchidci, resp. pred-
chiidci bezprostiednich predchiidci, jsou totiz ziejmé urceni vzdy.

ITal
Podpripady:
— |T.NTy| =0
V tomto piipadé obarvime hranu e barvou z T; \ Ny a hranu f barvou

Ty \ N.. Z ptedpokladu |T. N T¢| = 0 plyne, Ze jsme nevybrali pro obé
stejnou barvu. Podminka A plati, vystupni hrana ¢ tak ma typ I.

— |T.NTy| > 2

Opét vede na vystupni hranu g typu I. Pro jakoukoli hranu = typu I
plati, ze T, N N, = (). Proto, kdyz |T. N T¢| > 2, plati [T, \ Ny| > 2
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a [Ty \ Ne| > 2, pro hrany e, f tedy mtizeme vybrat navzijem rizné
barvy z téchto rozdili. Podminka A plati.

—|T.NTf| =1
Pokud N, ¢ Ty, obarvime nejprve hranu e barvou z mnoziny 7. \ Ny
a pak hranu f barvou z T} \ N., kterou neni obarvena hrana e (77 \ N,
ma alespon dva prvky). Bude tak platit A\, g bude mit typ I. Obdobné
budeme postupovat, kdyz Ny Z T..
Zbyva ptipad, kdy N. C Ty, Ny C T, a |T. N T¢| = 1. Pak situace az
na permutaci barev vypada nasledovné: T, = {1,2,3}, N. = {4,5},
Ty = {1,4,5}, Ny = {2,3}. Mozné obarveni vystupni hrany, hrany e
a hrany f (v tomto poradi) jsou: (4,1,5), (5,4,1), (3,2,1) a (2,3,1).
Vystupni hrana ¢ ma tak typ II (Cy, = {2,3,4,5} s dvojicemi (2, 3),
(4,5), kg = 1). Cela situace je nacrtnuta také na obrazku 2.4l

Iall
Bez Gjmy na obecnosti necht e je hrana typu I a f typu II.
Podpripady:

— |N.NCy| =0

Pro hranu f vybereme barvu a z Cy \ T, # (. Podle barvy hrany f se
dobarvi jeji bezprostiedni predchtdci. Zbyva dobarvit hranu e. Pro ni
vybereme z T, barvu (3, kterou nema zadny bezprostiedni predchiidce
f. Nemuze se stat @ = [ kvuli vybéru barvy «. Podminka A plati,
hrana g bude typu I.

— |N.NCyl =1
Necht spolecna barva N, a C je a (takze a € T¢) a a je v Cy ve dvojici
s §. Pak hranu f obarvime barvou [, jeji bezprostfedni predchidci
budou mit barvy a a xy. Hranu e obarvime barvou z 1. \ {«a, 8, k. } =
T.\ {8, k.}. Plati § € N.. Podminka A je splnéna, hrana g bude mit
typ L.

— |[N.NCy| =2
Pokud |7, N Cy| < 1, vybereme pro f barvu, kterd neni ani v T
ani v IV, podle toho obarvime jeji bezprostiedni predchiidce. Hranu e
nasledné obarvime barvou, kterou bezprostiredni predchiidci f nemaji.
Plati A, hrané g prifadime typ I.
Pokud |T, N Cy| = 2, rozlisime, jestli k; € T, ¢ ky ¢ T,. V druhém
piipadé obarvime hranu e barvou z T, \ Cy a hranu f barvou z Cy\ N..
Podminka A plati, hrana g bude typu I.
V pripadé, ze ky € T., mame az na permutaci barev: T, = {1,2, 3},
N, ={4,5}, Cr ={1,2,4,5}, ky = 3. Jestlize jsou v Cy dvojice (1,4)
a (2,5), obarvime hranu e barvou 2, hranu f barvou 1, predchidci f
budou tedy obarveni barvami 4 a 3. Plati A, hrana g méa typ 1.
A konecné posledni ptipad, kdy je ve dvojici (1,2) a (4,5). Zde mame
pro obarveni vystupni hrany g, hrany e a hrany f (v tomto potadi)
moznosti: (3,2,1), (2,3,1), (3,1,2), (1,3,2), (5,3,4) a (4,3,5). Pokud
zapomeneme na prvini a tfeti moznost (které jsou mimochodem pro
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dalsi obarvovani stejné), dostdavame vystupni hranu g typu II (C, =
{1,2,4,5} s dvojicemi (1,2), (4,5), k; = 3).

IT a I1

— Jestlize plati Cf \ (Ce U {k.}) # 0, pak pro hranu f zvolime barvu,
ktera lezi v Cf \ (Ce U{k.}), dobarvime jeji bezprostiedni pfedchidce.
Barvam bezprosttednich pfedchiidci f se vyhneme na hrané e a dobar-
vime bezprostiedni predchidce e. Plati podminka A\, vystupni hrana
g bude mit typ 1.

Obdobné vyfesime piipad, kdy C. \ (Cy U {rs}) # 0.

— Pokud neplati ani jedna z pfedchozich podminek a . € C, obarvime
hranu f druhou barvou z dvojice, ve které je k.. Tuto barvu ozna¢me a.
Pro hranu e a jednoho jejiho bezprostiedniho pfedchtidce zvolime dvo-
jici, kde neni «, a z této dvojice pouzijeme na hranu e barvu, ktera
neni rovna barvé x. Plati podminka A, hrana g bude typu L

Obdobné obarvujeme, pokud x¢ € C..

— Zbyva piipad, kdy plati C, = Cy.
Pokud maji obé hrany i stejné dvojice barev, tak na hrané e a jejim
bezprostrednim predchtidci zvolime jednu dvojici a na f a jejim bezpro-
stfednim pfedchiidci druhou dvojici. Kde bude ktera barva z dvojice,
ur¢ime libovolné. (Plati k. ¢ Cy = C. a naopak.) Podminka A je
splnéna, hrana g bude typu I.
Pokud jsou dvojice ,kiizem“, tj. v C. (bez ijmy na obecnosti) (1, 2)
a(3,4)avCf(1,3)a(2,4), obarvime hranu e barvou 1, jejiho bezpro-
stfedniho predchidce tedy barvou 2. Déle hranu f obarvime druhou
barvou z dvojice z C, ve které je barva bezprostiedniho pfedchiidce e,
tj. tady bude mit f barvu 4 a jeji bezprostiedni predchtidce barvu 2.
Podminka A plati, vystupni hrana g je typu I.

e Zbyva ukazat, ze kdyz né€jaké hrané pritazujeme barvu a néjaky predchtdce
nebo naslednik této hrany ma typ III, tak Ze se u dané hrany typu III
nepokazi podminka /A. K tomu, aby se podminka /A pokazila, by musela
existovat hrana h typu III takova, Ze obarvovana hrana je pfedchidce h,
a navic bychom ji museli obarvit stejnou barvou, jako ma hrana, ktera s ni
tvori pro hranu h dvojici jako na obrazku 2.5

Aby byla obarvovana hrana e predchiidcem hrany h, musi byt h pfedchtid-
cem nebo naslednikem hrany e. Pro kazdou obarvovanou hranu tedy zkon-
trolujeme ptipady, kdy je hrana typu III v naslednicich a kdy je v pred-
chiidcich. Pokud je néjaka hrana h typu III pfedchtidce a zaroven naslednik
hrany e, probereme ji dvakrat, nicméné jednou nebudeme povazovat hranu
e za predchidce h. Napftiklad kdyby pii tfeti situaci na obrazku byla
obarvovana hrana e, pak pii probirani naslednik® hrany e nebudeme uva-
zovat, Ze je e pro hrany f a g predchidce (i kdyZz ve skute¢nosti je), ale pii
probirani predchtidct e uz hranu e za predchtidce f a g povazovat budeme.
Abychom povazovali pii probirani naslednikt hrany e hranu e za predchtd-
ce hrany h, kterd je naslednikem e, musi byt orientace hrany h smérem
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od vrcholu v hrany e = (u,v). Timto zptisobem uréité probereme vSechny
mozné pripady.

Pokud obarvuju néjakou hranu, pak ma bud typ I, II nebo III nebo je
bezprostiednim predchiidcem hrany typu II.

Nejprve necht obarvovand hrana e je bezprostfednim predchiidcem hrany
a tedy nemaji typ III. Jeji bezprostiedni naslednici taky nemaji typ III
(jeden je typu II, druhy je bezprostfedni predchidce hrany typu II). Ostatni
néslednici bud sousedi s bezprostfednim predchtidcem hrany typu II, a proto
jsou jiz obarveni, tj. nemaji typ III, nebo jsou to bezprostiedni naslednici
hrany typu II. Potom, pokud je jejich orientace smérem k hrané typu II,
neni obarvovana hrana e jejich predchtidcem, a pokud je orientace smérem
od hrany typu II, nemaji jesté urceny zadny typ, nemohou byt typu III.
Posledni situace je nacrtnuta na obrazku 2.8

Obrazek 2.8: Obarvovani bezprostfedniho predchiidce e hrany typu II

Kdyz je obarvovana hrana e typu I, II nebo III, jeji bezprostiedni naslednici
jsou orientovani bud k e, pak hrana e neni jejich pfedchidce (alesponi ji za
predchiidce nepovazujeme pfi probirani nasledniki e), nebo smérem od e,
potom jesté nemaji typ.

Ostatni naslednici musi byt taky orientovani smérem od e, aby e byla jejich
predchiidce. Néslednika oznacime g, hranu mezi e a g oznacime f. Aby tedy
byla hrana e byla pfedchiidce hrany ¢, musi byt g orientovana smérem od
hrany e. Hrana f musi byt naopak orientovana smérem k e, aby mohla mit
hrana g typ, viz obrazek 2.9

e typu I, II nebo III

Obrazek 2.9: Obarvovani hrany e typu I, II nebo III
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Jestlize g je typu III, tak f je taky typu III (nemé urceného predchidce g)
a navic bude f obarvovana spolecné s hranou e. Jiz vime, ze pokud se
potkéd hrana typu III s hranou jakéhokoliv typu, vyslednd hrana ma typ I
nebo III, jeji pfedchtdci tak budou bohati. Zde tedy f bude bohata hrana.
Bohatost ¢i chudost druhého bezprostiedniho predchiidce hrany ¢ hrana e
neovliviiuje. Podminka A proto zlstava zachovana.

Predchiidci hran typu I nebo II jsou obarveni, a tak nemaji typ III, az na
bezprostiedni predchiidce hrany typu II, kteii ale taky nemaji typ III.

Zbyva pripad, kdy obarvujeme hranu e typu III a v jejich predchtdcich je
jin& hrana typu III.

Pokud je obarvovana hrana e typu III, obarvujeme ji barvou riznou od
barev vsech jejich obarvenych predchiidcii. Déle, pokud je v predchtidcich e
hrana typu III, pak ,kolizni“ hrany k hrané e (tj. hrany, které nesmi mit
pro zachovani pravidla A u néjaké hrany h typu III stejnou barvu jako e)
jsou taky v predchtdcich e. Pravidlo A se proto neporusi.

Tim je véta 2.1 dokazana.

Presnéjsi znéni pravé dokdzané véty 2.1k

Véta 2.12. Necht G je 3-requldrni graf, V' C V(G), V' # 0. Pak lze hrany
grafu G aZ na hrany podgrafu indukovaného vrcholy V' obarvit deviti barvami
tak, Ze budou vsechny hrany grafu G aZ na hrany incidentni s vrcholy V' bohaté
nebo chudé. Navic hrany mezi vrcholy V' a V(G) \ V' budou vSechny typu I, II
nebo III. (Hrany podgrafu G — V' jsou bohaté nebo chudé pro vSechna moznd
obarveni hran mezi vrcholy V' o V(G)\ V'.)

2.2 Obarveni grafa s malymi rezy

Véta 2.13. Pokud mad graf G rez velikosti jedna, pak pro néj existuje normdlni
obarveni deviti barvama.

Diikaz. Ozna¢me hranu v fezu velikosti jedna e. Déale ozna¢me komponenty, které
vzniknou po odebrani hrany e, jako C a Cs.
Bud nejprve V' = V(C}), pak podle véty 2.12 existuje obarveni hran E(Cs)

a hrany e barvami 1, ..., 9 takové, ze budou vSechny hrany z E(C5) bohaté nebo
chudé.

Totéz udélame pro V' = V(Cs), ovSem s barvami 10, 11, ..., 18. Po obarveni
celé komponenty véetné hrany e pfejmenujeme barvy na 1, ..., 9 tak, aby hranae

méla pii obou obarvenich stejnou barvu a aby hrany sousedici s e mély v obou
komponentach stejnou dvojici barev. Vysledkem je hranové obarveni grafu G
deviti barvami.

Pfebarvenim zistanou hrany v E(C}) chudé nebo bohaté, hrandm FE(Cs) se
nic nezménilo, jsou tedy taky bohaté nebo chudé, a hrana e je chuda. Obarveni
je normalni. O

Véta 2.14. Pokud md graf vez velikosti dva, pak pro néj existuje normdlni obar-
veni deviti barvami.

19



Diikaz. Stejné jako v predchozim ptipadé obarvime nejprve kazdou komponentu
zv1ast, pricemz ale pro hrany v fezu vybereme peclivéji barvu z moznosti jejich
obarveni. Néasledné piebarvime jednu komponentu (nebo i obé), aby byly hrany
v Tezu bohaté nebo chudé.

Oznacime komponenty, které vzniknou odebranim hran fezu velikosti dva,
jako C' a (. Dale oznacime vrcholy v komponenté C; incidentni s hranami v fezu
Tiy Y-

Miuzeme ptredpokladat z; # y;, jinak by mél graf i fez velikosti jedna a pro
takovy graf obarveni existuje podle predchozi véty.

Barvime komponenty C; a Cs zv1ast dle véty 2121 Hrany v fezu obarvime dva-
krat - pfi barveni Cf i pii barveni C5. Vysledkem jsou dvé komponenty obarvené
deviti barvami, z kazdé vychazi dvé hrany (odpovidajici hrandm v fezu) typu I,
IT nebo III. Typu III budou pouze v pripadé, Ze jsou x; a y; spojené hranou, jinak
maji hrany fezu vSechny predchtidce v E(C;), tedy jsou vSichni jejich pfedchudci
obarveni. Obarveni komponenty C; (i s hranami v fezu) oznac¢ime ;.

Oznacime hrany z fezu a jejich sousedy podle obrazku

Obrazek 2.10: Znaceni pro fez velikosti dva

Pripad 1

x; a y; nejsou spojené hranou (ani v jedné z komponent), a tedy hrany v fezu
jsou v obou obarvenich (7 i ¢5) typu I nebo II.

Pripad 1a

Pokud lze hrany e, f dobarvit tak, aby ¢1(a), ©1(b), v1(c), ¢1(d), w1i(e),
©1(f) byly rizné a @s(e), pa(f), 2(s), p2(t), w2(u), p2(v) byly rizné, pak je tak
dobarvime. Nésledné barvy v druhé komponenté prejmenujeme tak, aby ¢1(e) =
pa(e), e1(f) = a2(f), v1(a) = @a(s), p1(b) = wa(t), p1(c) = 2(u) a p1(d) =
pa2(v).

Hrany v fezu tak jsou chudé, hrany v komponentach zistaly chudé nebo bo-
haté podle obarveni ¢; a ps.

Pripad 1b

Pokud tak hrany e, f dobarvit nelze, mizeme urcité dobarvit e, f alespon
tak, aby byly rtzné ¢;(e) a p;(f). Nasledné prebarvime druhou komponentu tak,

aby p1(e) = pa(e) a v1(f) = pa(f).

7t N

spon jedna z rovnosti:

{e1(a), 1(b), ¢1(c), w1(d)} N {pi(e), 1 (f)} =0
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nebo
{@a(5), a(t), a(u), p2(v)} N {wale), pa(f)} = 0.

Kdyz plati, prejmenujeme barvy obarveni ¢; v prvnim ptipadé nebo barvy
obarveni (py v pfipadé druhém tak, aby:

{e1(a), p1(b), pa(c), p1(d)} N {wa(s), p2(t), pa(u), pa(v)} =0

a aby se nezménily barvy p;(e) a ¢;(f) (proto pfebarvujeme pokazdé jinou kom-
ponentu). Hrany v fezu tak budou bohaté. Toto pfejmenovani nelze provést pouze
pokud by byly barvy ¢1(a), ¢1(b), ¢1(c), p1(d) rizné i barvy pa(s), a(t), a(u),
wa(v) rzné a navic by byly vSechny rtzné od ¢1(e) = wa(e) a p1(f) = ¢2(f).
Potom bychom totiz potiebovali deset barev. V takovém pripadé ale plati, ze bar-

vy p1(a), @1(0), ¢1(c), 1(d), p1(e), @1(f) jsou rizné a taky wa(€), 2(f), ¢2(s),
wa(t), wa(u), wa(v) jsou rtzné, coz uz obarvit umime (pfipad 1a).

Kdyz
{e1(a); p1(b), pr1(c), ()} N {pale), pr(f)} # 0

{wz(S), pa(t), a(u), e2(v)} N {pa(e), p2(f)} # 0,

vvvvvv

Lemma 2.15. Lze zarucit, aby cpl( ) € {e1(c), p1(d)} a pi(e) # @i(f). (Resp.

symetricky p1(f) & {p1(a), v1(b)} a 1(e) # p1(f), ne ale oboji najednou.) Ob-
dobné u druhé komponenty.

Dikaz. Pokud jsou e i f typu I, potom pro hranu e zvolime ze tii moznych
barev tu, kterd neni v {®1(c), v1(d)}, pro hranu f pak muZeme vybrat barvu,
aby @1(e) # p1(f)-

Pokud je typu II jen hrana e, lze se na hrané e jednoduse vyhnout barvam
v1(c), ¢1(d) (obé jsou pevné dané nezavisle na koneéné barvé hrany f). Pro
hranu f vybereme barvu, kterou neni obarvena e.

Pokud je typu II hrana f, kde Cy = {o,3,7,0} s dvojicemi (o, 3) a (7,9)
obarvime hrany nésledovné. Pro e zvolime barvu riznou od {xy, a} a jestli je to
mozné, i riznou od [. Na f zvolime barvu «a, coz dava hranam c a d obarveni
barvami r¢, 8. Jestlize se na hrané e neni mozné vyhnout vSem tiem barvam
z {kys,, B}, je hrana typu I's T, = {ky, a, 5}. Obarveni pozadovanych vlastnosti
je pak napt.: p1(f) = 7, takze bude {¢1(c), 1(d)} = {ky,0}, a p1(e) =

Tim je lemma dokézéano. 0

Dle lemmatu tedy nejprve obarvime komponenty a hrany v fezu tak, aby
e1(e) € {e1(c), pr(d)}, @i(e) # @1(f) a aby @ao(f) & {@2(s), p2(t)}, pale) #
wo(f). Barvy obarveni ¢y pfejmenujeme, aby platilo ¢1(e) = @a(e) a p1(f) =
o»(f). Dile protore plati {1(a), 1(b), 1(c), r(d)} N {1(e), &r(f)} # 0, jsou
hrany a, b, ¢, d, e, f ve p; obarveny maximalné péti barvami. MizZeme proto
ty barvy z {¢a(s), pa(t), p2(u), p2(v)}, které nejsou v {pa(e), p2(f)} prejmenovat
tak, aby nebyly z mnoziny barev {¢1(a), p1(b), p1(c), p1(d)}. Nyni je jiz obarveni
normalni. Hrandm v komponentach se na bohatosti ¢i chudosti nic nezménilo.
Hrana e ma sousedy a, b, s, t, plati, ze {pa(s), ¢2(t)} neobsahuje o (e) ani ¢o(f),
takie {3(s), ¢2(0)} N {p1(a), &1(8), &1(0), ¢1(d)} = 0. Hrana e je tedy bohatd.
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Hrana f méa sousedy ¢, d, u, v, plati, Ze {p1(c), ¢1(d)} neobsahuje i (e) ani ¢1(f),
takze {pa(u), p2(v)} N{pi(c), p1(d)} = 0. Hrana f je proto taky bohatd.

Tim je skoncen rozbor pripadu 1b.

Pripad 2

Pokud jsou x; a y; alespon v jedné komponenté spojené hranou, obarvime
danou komponentu (resp. komponenty) nasledovné.

Oznaceni hran viz obrazek 2.111

C;

Obrazek 2.11: Znaceni

Hrany e a f jsou typu III, protoZe jsou navzajem svymi pifedchiidci. Maji
tedy obé alespon Ctyfi moznosti obarveni. Navic jiz z definice typu III v téchto
moznostech nejsou barvy hran a, b, c. Aby platilo ;(e) # ¢;(f) lze zafidit snadno.
Dobarveni celého grafu se nyni da prevést na piipad, kde

{e1(a), 1(b), ¢1(c), e1(d)} N {pi(e), 1 (f)} =0

vyTeseny vyse.
Tim je diikaz véty 2.14] hotov.

2.3 Obarveni grafti s trojuhelnikem

Véta 2.16. Pokud graf G obsahuje trojuhelnik, pak pro néj existuje normdlni
obarvent deviti barvama.

Diikaz. Oznac¢ime si hrany trojuhelnika, jejich sousedy a sousedy sousedii dle
obrazku 2.12]

Pouzijeme vétu2.12] kde jako V' vezmeme vrcholy trojihelnika. Hrany a, b a ¢
budou po probéhnuti algoritmu typu I, IT nebo III. V§echny hrany e € E(G), které
nejsou incidentni s zaddnym vrcholem trojihelnika, budou obarveny barvou ¢(e)
a kazda bude po dobarveni hran a, b a ¢ bohata nebo chuda.

Pokud se nam podaii dobarvit hrany a, b a ¢ tak, aby platilo tvrzeni: barvy
hran a, aj, ag, b, by, by, ¢, ¢1, ¢y nejsou vSechny riazné a zaroven p(a) # ¢(b),
w(a) # ¢(c) a p(b) # p(c), madme vyhrano, jak uvidime déle. Tvrzeni oznacime *.

Poznamka 2.17. Nerovnosti p(a) # ¢(b), p(a) # ¢(c) a o(b) # v(c) musi platit
vzdy, jinak by bud jedna hrana z {z,y,z} nebyla ani bohatd ani chudd nebo by
dvé z nich mély stejnou barvu, a tedy by obarveni nebylo dobré.
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Obrazek 2.12: Znaceni pro graf s trojuhelnikem

Dobarveni trojuhelnika v pripadé, zZe plati x, probéhne nasledovné. Pro kazdou
hranu z {z, y, z} zjistime pocet riznych barev obarvenych hran ve vzdalenosti dva.
(Pro hranu z jsou ve vzdalenosti nejvyse dva obarvené hrany a, ai, as, b, ¢, c1, cs.)
Pro alespon jednu hranu z {x,y, z} musi byt tento pocet maximélné Sest. Necht
je to, bez Gjmy na obecnosti, pro hranu z. Obarvime nejprve hranu y barvou,
kterd neni pouzita na hrany ve vzdélenosti dva (hrany S(y)). Obarvenych hran
v S(y) je maximalné sedm, dvé barvy zbyvaji. Poté obarvime hranu z barvou
nepouzitou na S(z). Obarvenych hran v S(z) je nejvyse osm (hrana y uz je
obarvena), jedna barva nutné zbyva. Nakonec obarvime hranu x barvou, kterou
nema zadna z S(x). Obarvenych hran v S(x) muze sice byt az devét, ale alesporl
dvé maji stejnou barvu. Pouzitych je proto osm barev a jedna zbyva. VsSechny
hrany z {a,b, ¢, z,y, z} jsou po tomto obarveni bohaté.

Déle se podivame, kdy je mozné zarucit, aby platilo tvrzeni x (pak lze jisté
graf dobarvit), a jak vypadaji pfipady, kdy to mozné neni (ty pak dobarvime
jinak).

e Néjaka hrana z {a,b,c} je typu II

Bez Gjmy na obecnosti hrana c je typu II, C. = {«a,,7,d} s dvojicemi
(v, B) a (7,6)). Obarvime nejprve hranu a jakoukoli moznou barvou. Pak
prifadime barvu hrané b, aby ¢(b) # p(a). Jestlize p(a) € C,, vyhneme se
na hrané b i barvé, kterd je s p(a) v C. ve dvojici. Je ur¢ité mozné hrané b
dvé barvy zakazat, protoze méa alespon tii moznosti obarveni.

Nyni jsou bud nkteré dvé barvy 7 p(a), ¢lar), 9(az), @(b), p(br), ¢(bs)
stejné, pak se na hrané ¢ sta¢i vyhnout barvam ¢(a) a ¢(b) a bude platit x,
nebo je vsech Sest barev riiznych. Potom v C, existuje barva, ktera je shodna
s jednou barvou z této Sestice, bez Gjmy na obecnosti at je to barva . Pokud
a = ¢(a) nebo a = (b), polozime ¢(c) = [. Kvili vybéru barvy ¢(b)
nemize [ = ¢(a) ani = ¢(b). Dale bude platit ¢(c¢;) = a nebo p(cz) = a;
plati tedy x. Pokud a # ¢(a) ani a # ¢(b), sta¢i polozit ¢(c) = a a opét
plati x.
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e Ngjakd hrana z {a, b, c} je typu III

Mezi hranami z {a, b, ¢} je néjaka typu III. N&jaka hrana tedy nezné vsech-
ny své predchiidce, coz znamena, ze néktery jeji predchiidce je incidentni
s vrcholy trojuhelnika, protoze vsechny ostatni hrany jsou obarvené. Neé-
které dvé hrany z {ai,as,a, by, be,b,c1, o, c} jsou proto totozné, jinak by
predchiidce zZadné z hran v {a,b, ¢} nemohl byt incidentni s vrcholy troj-
thelnika. A kdyZ jsou dvé hrany totozné, nemiiZze mit vSech devét ruzné
barvy.

Dobarvime hrany a, b, c. Hranu a jakoukoli z moznych barev, na hrané b se
vyhneme ¢(a) a hranu ¢ neobarvime barvou ¢(a) ani ¢(b).

Nyni plati *.

e Vsechny hran z {a, b, ¢} jsou typu I

Pokud je to mozné obarvime {a,b, c} tak, aby platilo tvrzeni . Tj. jestli
napf. muze mit hrana a néjakou z barev {¢(by), ¢(bs), ¢(c1), p(ca)}, zacne-
me obarvovanim hrany a touto barvou a pak uz dobarvime b a ¢ aby a, b,
¢ byly po dvou rizné. Obdobné muzeme zacit hranou b nebo hranou c.

Kdyz x zarudit nelze, znamend to, Ze zadna hrana v {a, b, c} nemé povole-
no obarveni né&jakou barvou z {p(a1), ¢(az), v(b1), p(b2), ¢(c1), p(c2)} (pro
kazdou z nich jsou dvé sousedni a zbylé ¢tyfi nemize mit na vybér z divodi
popsanych vyse). Barvy z této Sestice jsou navic po dvou ruzné, jinak lze x
splnit trividlné. Proto

Ta = Tb = Tc - {17 R 9} \ {(,0(&1), (,O(CLZ), ()O(bl)7 Qp(b2)7 90(01)7 ()0(02)}

Bez Gjmy na obecnosti ¢(a;) = 1, p(az) = 2, ¢(by) = 3, ¢(ba) = 4,
olc1) =5, () =6aT, =T, =T, = {7,8,9}. Pak ma napf¥. obarve-
ni na obrazku 2.13] pozadované vlastnosti.

Obrazek 2.13: Obarveni pro specialni pripad

O

Poznamka 2.18. Pokud trojuhelnik na obrdzku kontrahujeme, pro stejné
obarveni zbylych hran je graf porad normadlné obarven deviti barvami.
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Poznamka 2.19. Jestlize existuje normdlni obarveni grafu G s pouZitim n ba-
rev, existuje i normdlni obarveni n barvami grafu G', ktery vznikne z grafu G
nahrazenim vrcholu v € V(G) trojihelnikem (viz obrazek[2.14).

(—

Obrazek 2.14: Nahrazeni vrcholu trojihelnikem

Diikaz. Obarveni rozsifime na trojuhelnik v grafu G’ podle obrazku 2.15]

Obréazek 2.15: Obarveni grafu s pfidanym trojihelnikem

Hrany trojuhelnika jsou chudé, zbylym hranam se nezménily barvy sousedii.
O

Poznamka 2.20. Pro normalni obarveni péti barvami plati i opacnd implikace,
tj. pokud existuje normdlni obarveni péti barvami grafu G' obsahujici trojuhelnik,
existuje i obarveni grafu G, kde je trojuhelnik kontrahovany.

Diikaz. U normalniho obarveni péti barvami musi byt hrany trojuhelnika chudé.
Kdyby totiz jedna hrana byla bohata jako napt. na obrazku [2.16 hrana barvy 1,
nelze obarvit hranu e.

Obrazek 2.16: Bohata hrana trojihelnika pro barveni péti barvami vede ke sporu
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Pozadované obarveni grafu G' dostaneme z obarveni grafu G’, kdyz vSem hra-
nam nechame jejich barvu. U trojuhelniku vypad4 situace jako na obrazku 217,
zadné hrané se ziejmé nezméni barvy sousedii.

Obrazek 2.17: Obarveni grafu s kontrahovanym trojuhelnikem pro barveni péti
barvami

O
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3. Pocitacové experimenty

Podle predchozi kapitoly umime obarvit hrany 3-regularniho grafu deviti barvami
tak, aby obarveni bylo normalni, v pripadé, ze méa graf fez velikosti jedna nebo
dva nebo kdyz obsahuje trojihelnik.

Pro kubické grafy, které nemaji trojuhelnik ani rez velikosti jedna nebo dva,
by teoreticky mohl jit ditkaz dokonc¢it pomoci pocitace. Je ale mozné, ze by trvalo
prilis dlouho, nez bychom se dockali néjakého vysledku. Taky by se mohlo stéat,
Ze nize popsand metoda pro néjaké grafy nebude fungovat vibec.

Idea dokonceni dikazu. Grafy obarvime podle toho, jaky obsahuji nejkratsi cyk-
lus (grafy, které nemaji fez velikosti jedna, musi mit cyklus). Zvlast obarvime
grafy s cykly velikosti alespon k, kde k se dozvime v pribéhu dikazu, a nasledné
pak grafy s nejkratsim cyklem velikosti 4, 5, ..., k — 1.

V kazdém piipadé pouZijeme na zacatku barveni vétu 2121 kde V' budou
vrcholy néjakého cyklu velikosti 4, 5, ...nebo k£ — 1, u grafi s delsim cyklem
budou V' vrcholy stromu, viz obrazek B.11

Obrézek 3.1: Strom u grafu bez kratkych cykla

V kofeni stromu je néjaky vrchol grafu, v prvnim patie jeho sousedi atd.
Hloubku stromu ur¢ime tak, aby slo graf vzdy dobarvit (uré¢ovani hloubky stromu
jesté rozebereme dale). Na hloubce stromu zavisi konstanta k.

Ukolem je ovéfit, Ze ve vznikljch k — 3 rtiznych pifpadech lze obarveni rozsifit
na vSechny hrany grafu.

Pro grafy s kratkymi cykly vypada situace tak, zZe hrany majici pravé jeden
vrchol v cyklu jsou typu I, II nebo III, je tieba pro né zvolit jednu z moznosti
jejich obarveni a dobarvit hrany cyklu. Pii ovéreni je nutné uvazovat vsechny
mozné kombinace typi a barev, které typy charakterizuji.

Kdyby u cyklu néjaké velikosti urcita kombinace barev a typt dobarvit nesla,
muzeme jesté zkusit rozsifit mnozinu V' napiiklad o sousedni vrcholy cyklu.

Pro grafy s dlouhymi cykly mame strom z obrazku [B.I] ktery ma v urcité
hloubce hrany typu I, IT nebo III. Témto hrandm chceme vybrat barvu a nasled-
né dobarvit hrany smérem ke kofeni stromu. Pro malé stromy (stromy s malou
hloubkou) graf ve vSech pfipadech pravdépodobné dobarvit neptjde. Hloubku
stromu budeme postupné zvétsovat, az dojdeme k pripadu, kdy pro vsechny moz-
né vstupni hrany typu I, IT nebo III strom ptijde dobarvit. To, ze graf nema kratké
cykly, zarudi, Ze hrany stromu budou vSechny rizné (jinak by graf obsahoval krat-
ky cyklus pravé ve stromu). Dostatecnou délkou nejkratsiho cyklu grafu miazeme
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dokonce zarucit, ze vstupni hrany nebudou typu III, ¢imz omezime pripady, které
je tfeba u stromu ovérit, nicméné zase musime dobarvit vétsi pocet cykla.

Pro kratké cykly a malé hloubky strom® bude asi mozné vyzkouset tplné
vSechny moznosti vstupnich hran a najit dobarveni, dale je ale nutné vymyslet
zpusob, jak zkousSeni co nejvice omezit.

Jednoduché vylepseni jsou napf. tato:

1. Neni tfeba zkouset kazdou kombinaci barev, ktera urcuje néjakou hranu
néjakého typu, s kazdou. Pokud je napt. prvni hrana e typu I, mize bez
Ujmy na obecnosti T, = {1,2,3} a N, = {4,5}. U dalsi hrany f jsou pak
dilezité pouze priniky s jednotlivymi mnozinami, tj. napf. Ty = {1,4, 6},
Ny = {7,8} je zde totéz jako Ty = {2,5,7}, Ny = {8,9}. Jinak feceno,
pokud preznacenim barev dostaneme néco, co uz jsme zkouseli, nemusime
to zkouset znovu.

2. U stromu by se dalo pouzit podobného principu jako v algoritmu, ktery
dokazoval vétu Vime, Ze v patfe x jsou hrany typu I, II pfipadné jesté
III. V patte (r — 1) budou hrany, které vzniknou, kdyz se ,potkaji“ dvé
hrany typu I, II a pripadné III. Mimo jiné se zde tedy mohou vyskytnout
hrany typu II. Pfesné typ I uz ale nikdy nevznikne. Kazd4 hrana, ktera
by v ptvodnim algoritmu dostala typ I, ma jesté néjakou dalsi moznost
obarveni, nez by povoloval typ I. Vznikne tak nova sada typt, kazdy z nich
bude charakterizovany mnozinou usporadanych trojic barev, jimiz je mozné
obarvit hranu samotnou a jeji dva bezprostiedni predchtidce. Tyto typy se
budou opét do dvou potkévat a vznikne sada typt pro patro (z — 2) atd.

Takovy algoritmus ma Sanci na tspéch v pripadé, ze ¢asem dostaneme ta-
kové typy, z kterych bude mozné vzdy vybrat barvy u kofene stromu tak,
aby i tfi hrany incidentni s kofenem byly bohaté nebo chudé.

Problém je v tom, Ze po nékolika iteracich generovani typi jich bude netinos-
né mnoho. Pak by se musely néjak omezit, napt. bychom si mohli pamatovat
jen typy, které by byly podle néjakého kritéria minimalni apod.

Co uz je vyzkouseno

Néco (velmi mélo) z toho uz jsem se pokousela vyzkouset. Programky pracova-
ly pouze s prvnim vylepSenim popsanym vyse, jinak zkousely vSechny moznosti,
proto je zde ani neuvadim.

Vysledky:

e Pro stromy nelze u korene sloucit tii hrany typu II. Priklad, kde hrany
e, f a g u kofene sloucit nejde, je k. = 1,C. = {2,3,4,5} s dvojicemi
(2,3) a (4,5), ky = 9,0y = {2,3,4,8} s dvojicemi (2,3) a (4,8) a k, =
5,Cy = {1,2,4,8} s dvojicemi (1,2) a (4,8). (To, ze tyto hrany u kofene
slou¢it opravdu nejde, lze jednoduse ovéfit na papife.) Z toho plyne, Zze nad
hranami typu I, IT a III je potieba mit pro dokonceni obarveni jesté alespon
dvé patra hran, protoze kdyby bylo jen jedno, mohly by vsSechny vstupni
hrany byt typu I, ze tii dvojic typt I by mohly vzniknout t¥i hrany typu II
uvedené vyse a ty by nesly u korene sloucit.
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e Pokud graf obsahuje cyklus délky ¢tyfi a hrany majici pravé jeden vrchol
v cyklu jsou vSechny typu I, Ize graf dobarvit.

V téchto experimentech pomoci pocitace by se tedy dalo jesté pokracovat,
nicméné dokonceni normalniho obarveni deviti barvami neni nikterak dtlezité,
protoze plati véta [LI11] z které jiz vime, ze grafy bez mostd normaélné deviti
barvami obarvit lze a grafy s mosty obarvit umime podle véty 2.13l
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