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Uvod

Praca sa venuje zakladnym poznatkom z ergodickej tedrie, pricom motivaciou je
pomocou Birkhoffovej ergodickej vety dokéazat Kolmogorov silny zakon velkych
Cisiel pre stacionarne nahodné postupnosti.

Praca je rozdelena do piatich kapitol. Prva kapitola podava strohy tvod do his-
torie a vyvoja ergodickej tedrie. V druhej kapitole sa definuju transformaécie za-
chovavajuce mieru, tj. zakladné zobrazenia, na ktorych ergodicka tedria stavia.
V tretej kapitole sa dostavame k Poincarrého vete o rekurencii ako prvej ergodic-
kej vete. Stvrta kapitola pojednava o ergodicite a uvadza Birkhoffovu ergodicki
vetu ako rieSenie Boltzmannovej hypotézy. V piatej kapitole uvadzame spojitost
medzi Birkhoffovou ergodickou vetou a Kolmogorovym silnym zidkonom velkych
¢isiel. Tedria je priblizena na zékladnych prikladoch transformacii, pouzivanych
v ergodickej tedrii.



1 Historicky kontext

1.1 Povod

Pojem ergodicky prvy krat zmienil fyzik Boltzman v Statistickej mechanike u
svojej hypotézy. Tento pojem je odvodeny z gréckych slov ergon - praca, energia
a odos - cesta. Boltzmannova hypotéza hovori, Ze pre velké systémy vzajomne
reagujucich c¢astic v rovnovaznom stave plati, Ze u c¢astice s danou trajektoriou sa
¢asovy priemer rovna priestorovému. Ukéazalo sa vsak, Ze takto postavena hypo-
téza je neplatna. Dalsie sttdium podmienok, za ktorych su si tieto dva piemery
rovné viedli ku vzniku ergodickej teorie ako ju pozname dnes.

1.2 Sucasny vyznam

Moderny vyznam ergodickej tedrie by sa dal popisat ako $tidium dlhodobého
priemerného spravania sa systému, ktory sa vyvija v Case.

Priklady disciplin, kde sa pouzivaju vysledky ergodickej teorie:

1. Fyzika
V statistickej mechanike, mechanika idedlnych plynov. Skiima sa stav sys-
tému s N Casticiami a jeho vyvoj v spojitom alebo diskrétnom case podla
deterministickych fyzikalnych pravidiel. Predmetom $ttdia st priemerné
hodnoty pozorovanej veli¢iny systému pre jednu casticu za dlhé obdobie, t;.
casové priemery alebo pre cely stibor castic v jednom okamihu, tj. priesto-
rové priemery.

2. Statistika
Z tohto pohladu st predmetom $tdia stacionarne ndhodné procesy a Zakon
velkych cisiel. Ergodické tedria poskytuje nastroje, ktoré ho zobecnuju pre
takéto procesy.

3. Teoria informdcie
Pouzitie najmé u kédovania, kde Tubovolni spravu budeme chépat ako po-
stupnost symbolov z konecnej abecedy a Stidiom odchyliek a chyb, vznik-
Iych pri dekédovani.



2 Transformacie zachovavajice mieru

Zékladnym zobrazenim, s ktorym Ergodicka tedria je trasformdcia zchovdvajica
mieru.

Transformdcia je zobrazenie, ktorého doména aj obor hodndt je ta istda mnozina.
KedZe tato praca sa zaobera Ergodickou tedriou z pohladu tedrie miery, bude-
me potrebovat pojem meratelnosti. Nech (E, &, 1) je meratelny priestor. Potom
povieme, Ze transformécia T' : E — FE je meratelnd, ak T~*(A) € £ pre ka-
7zda A € £. T je invertibilnd meratelnd transformdcia, ak T aj T~! st meratelné.
Dalsou zakladnou vlasnostou transformacii, s ktorymi budeme pracovat, je schop-
nost zachovavat mieru. Povieme, ze T je transformdcia zachovdvajica mieru, ak
w(T1(A)) = u(A) pre kazdé A € £. Hovorime tiez, ze T zachovdva mieru
alebo p je T-invariatnd. Ak T je invertibilnd zachovava mieru p, potom plati
(T (A)) = u(A) pre kazdé A € £.

Aby sme nemuseli urcovat ¢i dand transformécia zachovava mieru pre vsetky
meratelné mnoziny z celej sigma algebry, uvedieme si lemma, ktoré nam v nasle-
dujucich prikladoch zjednodusi pracu.

Lemma 2.1. Nech &, je systém mmnozZin uzavrety na konecné prieniky a £ o-
algebra nim generovand. Ak T~Y(A) € € a (T (A)) = u(A) pre kazdé A € &,
potom T je transformdcia zachovdvajica mieru.

Dokaz. Mame o(&) = £. Polozme
D= {AcE TH(A) €& u(T'(A) = u(A)}.

Potom D je Dynkinov systém [5] a plati & C D C €. Z Dynkinovho lemmatu [5]

potom (&) C D a teda € =D. Tym je tvrdenie dokdzané.
[

Teraz staci pri kazdej transformaécii testovat:

1. Intervaly [a,b). Ak E = R alebo E = I C R je interval a £ je Borelovska
o-algebra;

2. Obdlzniky [a,b) x [c,d). Ak E = R? alebo E = [0,1]? je interval a & je
Borelovska o-algebra;

3. Obluky. Ak F je kruh a & je Borelovska o-algebra;

4. Konecne rozmerné valce C_p,pn(apm, ..., an). Ak B ={-N,... ,N}Z alebo
{1,...,N}" a & je o-algebra.

Definujeme este pojem orbity, ktora nam pomoze pri praci s iteraciami danej
transformacie. Povieme, ze {1"(z)},>0 je orbita v bode z € E. Ak T je inverti-
bilnd, potom O = {T™(x)}3> __.. Pojem orbita bol prevzaty zo Statistickej fyziky,
kde sa pouziva pri opise pohybu nebeskych telies.



2.1 Priklady

Uvedieme si zakladné transformaécie, ktoré sa v ergodickej tedrii pouzivaji a uka-
zeme si, ktoré mieru zachovavaju a ktoré nie.

1. Rota¢né transformacie
Ozna¢me K' kruznicu o polomere 1, teda K' = {z = ¢ 0 < 0 < 1}.
Potom rotéaciu R, o uhol 2ra na K definujeme ako

Ra(e%ri@) _ 627ri(6'+a)'

Pre body 2,20 € K, tj. 21 = ¥ 2z, = €2™%2 definujeme ich vzdialenost
pomocou metriky

d(Zl, 22) = mm{|«92 — 91‘, 1— ‘92 — (91’}

Nech teraz R, : K' — K' je rotcia a A je normovana Lebesgueova miera
na kruhu K. Potom miera A\(A) oblika A je dana dizkou obltika vydelenou
27, tak aby A(K') = 1. Takto nadefinovand miera je potom ekvivaletna
1-dimenzialnej Lebesgueovej miere na intervale [0, 1) a miera kazdého ob-
lika odpoveda miere nejakého podintervalu. Je zrejmé, ze rotaciou obluka
dostatneme zase oblik stejnej miery. Teda plati, ze ak A je oblik, potom

MRTA) = M(A), VA C K.

Systém vsetkych oblikov na kruhu generuje Borelovski o-algebru B. Potom
z lemma 2.1 dostévame, 7ze R, zachovava mieru. Vidime, Ze pre rotacie
plati R, = RZ) a teda A\(R,A) = MR;'A) = A\(A), tj. ide o invertibilnt

transforméciu.

2. Dyadické transformacie
Majme koneény meratelny priestor (|0, 1), B(]0,
miera na Borelovskej o-algebre B na intervale [0
alebo doubling map definujeme ako

1)), A), kde X je Lebesgueova
, 1). Dyadickt transforméciu

2z ak 0 <z < 1/2,

T(:E)ZQmmodl:{ 21 ak1/2<a<1

Ukazeme, ze T zachovéava mieru. Pre [a,b) C [0,1) mame

1 . gé a+1 b+1
[aab)_ |:2,2)U|: 2 ) 2

b—a (b+1)—(a+1)
2 + 2

a teda

AT "[a, b)) = —b—a=X|ab)).

Dané rovnost plati pre vSetky sprava uzavreté podintervaly intervalu [0, 1).
Z Teérie miery vieme, ze generuju o-algebre B. Z lemma 2.1 znova dosta-
vame, ze T zachovava mieru. V tomto pripade vSak nejde o invertibilna
transforméciu, a preto A(T[a, b)) = 2\([a, b)) a teda A\(T[a, b)) # A([a, b)).
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3. Pekarska transformacia (z angl. Baker’s transformation)
Jej nazov je odvodeny od postupu akym pekar hnieti cesto. Ide o 2-dimenzionalny
priklad predchadzajicej transformacie, tiez zachovava mieru a navyse je aj
invertibilna. Pracujeme na stcinovej Borelovskej o-algebre B ® B na mno-
zine [0,1)? so st¢inovou Lebesgueovou mierou A ® A. T je definované ako

f (22,%) ak 0 <z < 1/2
T(”’y>_{(2x—1,y—;1) ak 1/2 <z <1

Pre [a,b)? C [0,1)? mame
_ a b a+1 b+1
T 1[a,b)2:{|:§,§>U|: 9 7T)}X[avb)

b—a (b+1)—(a+1)
2 + 2

a teda

MT a,b)?) = { }*(b—a) = (b—a)* = Xa, b)?).

Aplikovanim lemma 2.1 na systém vsetkjch podobdlznikov dostidvame, Ze
T zachovava mieru. Pretoze tato transformaécia je ale invertibilna, ukazeme
si ako T~! zachovdva mieru. Pre

o = 2 x [52)

dostavame nasledujicu rovnost

A(Tla, b)?) = (2b — 2a) * (b 5 a) = A([a, b)?).

4. Bernoulliho shift
Nech X§ = {1,..., N} je priestor jednostranného posunu (z angl. one-
sided shift) a transformacia o : £ — ©F je Bernoulliho shift alebo lavy
posun ( z angl. left shift) definovany ako

ot ((2:)iZ0) = (Tis1)Zo-
Potom konecéne rozmerny valec v ¥}, definujeme ako mnoZinu tvaru
Cnlag,...,a,) ={z = ()2, € 2} 7 = a;, pre kazdé 0 < i < n},

kde n € Naa; € {1,...,N} pre 0 < i < n. Nech £ je o-algebra genero-
vand cylindrami a (X}, £) meratelny priestor. Povieme, Ze st¢inova miera
lp =P1 X ... X py je Bernoulliho miera dané pravdepodobnostnym vekto-
rom p= (p1,...,pn), ak pre kazdy cylinder C,(ao, ..., a,) plati

Np(cn(aoa . >an)) = PagPa; * * " Pay,

KedZe sme Bernoulliho mieru definovali na vSetkych cylindroch z 33, z vety
o rozsireni miery [5] dostdvame mieru na celej o-algebre £.

6



Teraz ukézeme, Ze o' zachoviva mieru ftp- Chceme pre A € &, aby
fip((0F) 1 A) = 1, (A). Vezmime cylinder C,,(ao, - . - , a,) a nekonecény vektor
x € ¥} Plati

z € (6T HCulag,...,a,) <= o' (x) € (Culag,...,a,))
< o (z)i=a;pre0<i<n
— o' ()1 =apre0<i<n
<~ IT1=0Q0,...,Tpt1 = Qp.
Pri¢om zy moze nadobtdat lubovolni hodnotu z mnoziny {1,..., N}, tj.
N

(0") " (Culao, .-, an)) = | Cosi(i o, .. . an).

=1

Aplikovanim miery mame

1, ((01) ' Chlag, - .. a,)) = ,up(UC’nH(i,ao,...,an))
= ZMB(C’nH(i,aO,...,an))

N N
= Zpipao ***Pay, = Pag """ Pay, (sz)
i=1

i=1
— pao'.'pan :uB(Cn(ao,...,an))).

Vyuzili sme nezéavislost zloZiek vektora pri druhej rovnosti a definiciu prav-
depodobnostného vektora, pri sticte pravdepodobnosti jeho zloziek v piatej
rovnosti. Z lemma 2.1 potom plati p,((c7) ' A) = p,(A) pre kazdé A € €
a teda o™ zachovéva mieru ju,. - -



3 Rekurencia a invariancia

V celej kapitole, ak neuré¢ime inak, budeme pracovat s koneénym meratelnym
priestorom (F, &, i) a transforméaciou zachovavajicou mieru 7' : £ — E.

3.1 Rekurencia

V tejto podkapitole si ukazme historicky prvi najznamejsiu ergodicka vetu - Po-
incarrého vetu o rekurencii. Poincarré ju dokézal v roku 1899, ked sktimal pohyb
nebeskych telies.

Povieme, ze T je rekurentnd, ak pre kazdi meratelnt mnozinu A plati, Ze pre
skoro kazdé x € A existuje n € N, pre ktoré plati T"x € A. Povieme, ze T je
konzervativna transformécia, ak pre fubovolnii meratelnii mnozinu A, p(A) > 0,
existuje n € N, také, ze u(T""ANA) > 0.

Pozndmka 3.1. VSimneme si, Ze mnozina | J)~, T~"(A) obsahuje vSetky body,
ktoré sa ocitnii po niekolkych iterdcidch v mnozine A. Podmienka rekurencie
hovori, Ze mnozina bodov, pre ktoré neexistuje navrat po niekolkych iteraciach
spit do mnoziny A je miery nula. Teda plati nasledujtca rovnost

(AN |J T (4) =0,

Lemma 3.2. T je konzervativna prdve vtedy, ked je rekurentnd.

Dokaz. =
Nech T je konzervativna transformacia zachovavajica mieru a p(A) > 0. Polozme

B=A\ D T7"(A).
k=1

Ak pu(B) > 0, potom z predpokladu konzervativnosti T' existuje n € N také, ze
uw(BNT~™(B)) > 0. Potom ale musi existovat € B, pre ktoré plati 7"z € B, ¢o
je spor s tym, ako sme si nadefinovali B. Teda musi platit x(B) = 0 a z poznamky
je T rekurentna.

=
Teraz nech T je rekurentnd a p(A) > 0. Potom z

(AN JIANT () = p(A\ [ T(4)) = 0

vyplyva, Ze pre nejaké n € N plati u(ANT""(A)) > 0. Teda T je konzervativna.
]

Veta 3.3 (Poincarrého veta o rekurencii). Nech (E,E, ) je meratelny priestor
konecnej miery. Ak T : E — E je transformdcia zchovavajica mieru, potom T
je rekurentnd.



Dokaz. Staci ak ukézeme, ze T je konzervativna. Pre spor predpokladajme, Ze
Vn € N plati u(T-"(A) N A) = 0. Potom pre fubovolné nezéporné [,k € N, [ # k,
btino [ = k 4+ n, n > 0 dostavame

T HANTHA) = p(THA)NTHA))
N

U poslednej rovnosti sme vyuzili, Ze T zachovava mieru. Vidime, ze {T~"A},>0
je po dvoch disjunktnd postupnost mnozin. Zrejme T~ "(A) C F, a teda aj
U~ T ™(A) C E. Potom plati

oo > u(E) = p(JIT () = 3 u(T"(4) = 37 ul4) = .

Co nam déva spor a tym je veta dokézana.
O

Daosledok 3.4. Nech T je rekurentnd transformdcia zachovdvajica mieru. Potom
pre skoro kazdé v € A existuje nekonecne vela n € N takijch, Ze T"x € A.

Rekurenciu mézme ekvivalentne charakterizovat pomocou stlacitelnosti mnoziny:
e povieme, Ze C' € & je stlacitelnd, ak T~'(C) C E a p(E\ T71(C)) > 0.

T je nestlacitelna, ak nepripusta ziadne stla¢itelné mnoziny. DalSia ekvivaletna
charakterizacia rekurencie je pomocou pojmu tilavej mnoziny:

e povieme, ze meratelnd mnozina W je tulavd, ak pre Vi,j7 > 0, i # j plati

T WNTW = 0.

3.2 Invariancia

Invariancia je délezitym pojmom, ktory budeme potrebovat k zadefinovaniu ergo-
dicity. Povieme, Ze A C E je striktne invariantnd, ak A = T~ A a invariantnd, ak
w(AATLA) = 0. Povieme, 7e meratelna funkcia f je invariantnd, ak foT = f
s.v. na F.

Pozndmka 3.5. Striktnt invarianciu mnoziny A moézme teda vyjadrit aj pomocou
jej charakteristickej funkcie: 4 o T = 1 4.



4 Ergodicita

Ak neuvedieme inak, (Q2,.A, P) je pravdepodobnostny meratelny priestor a T
je transformécia zachovavajica mieru na tomto priestore. V pripade pravdepo-
dobnostného priestoru sa nejednd o vyznamnu restrikciu, kedze sa jedné tiez o
konecne meratelny priestor s mierou normalizovanou na hodnotu 1.

4.1 Zakladné pojmy

Povieme, ze T je ergodicka, ak pre kazdu striktne invariantni meratelntt mnozinu

A C Q plati u(A) =1 alebo u(A) = 0.

Ergodicka transformacia sa v literatare vyskytuje aj pod nazvami metricky tran-
zittvna alebo metricky nerozlozZitelnd. Pri rozlozitelnosti sa pozastavime. Plati
totiz, ze neergodické transformécie, ktoré zachovavaji mieru, st rozloZitelné, tj.
vhodnou restrikciou miery a transformacie mozeme z neergodickej transformacie
dostat dve ergodické. Nech A € A je Iubovolna striktne invariantnd s P(A) > 0.
Definujme restrikciu P4 miery P na mnozinu A (analogicky Po\4) ako podmie-
neni pravdepodobnost

P(ANB)

P(A)

T zachovévajtca mieru P, potom zachovava aj Py (Pa\a), teda touto restrikciou
sme rozlozili P na dve invariantné miery. Naslednou restrikciou 7' vzhladom k A

(2\ A) dostaneme transforméciu T[4 (T|o\4), ktora je uz ergodicka. Ergodicka
T je potom v tomto zmysle nerozloZitelnd.

Py(B) = , VB € A.

Ergodicitu mézeme testovat aj pomocou invariatnych funkcii. K tomu slizi na-
sledujtice lemma.

Lemma 4.1. Nech T je transformdacia zachovdvajuca mieru na pravdepodobnost-
nom priestore (2, A, P). Potom nasledugice vijroky su ekvivalentné:

1. T je ergodickd,
2. ak kaZdd meratelnd funkcia f : E — R je invariantnd, potom f je konstantnd
s.0.
Dokaz. (1) = (2)
Nech T je ergodickd a f : €2 — R je meratelnd invariatné funkcia. Chceme ukézat,
ze je konstantna s.v. Z invariancie funkcie mame folT' = f s.v., teda na mnozine
miery 0 si mozeme funkciu Tubovolne dodefinovat. Nech je potom f invariantné
v8ade, tj. f(T(x)) = f(x) pre kazdé = € €. Polozme
A, ={2€Q: f(z) >k}, kekR
Ay je meratelna, pretoZe f je meratelnd a teda f~'((k, o)) € A. Ay je invariatna,
lebo
TilAk = {l’ eQ:Tx € Ak}
= {xeQ: f(Tx) >k}
= {zeQ: f(x) >k}
= A
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Prvé dve rovnosti st zrejmé z definicie jednotlivych zobrazeni, v poslednej sme
vyuzili invarianciu funkcie f.

Z ergodicity T plati, Ze pre kazdé k € R je P(Ax) = 0 alebo P(Ay) = 1. Teda
1. ak f je rovné konstante ¢ s.v., dostavame:

o P(Ag) =0 pre vsekty f(x)

=c>1t,
e P(Ag) =1 pre vSekty f(x) =c <t.
2. ak by f nebola konstantna s.v., potom by sme nasli nejaké ¢ty € R také, ze
0 < P(A4) <1 ato jespor s tym ¢o sme prave dokazali.

(1) < (2)
Predpokladajme platnost opacnej implikacie. Nech teda A € A je invariatna a
I4 je jej indikator. Ten je potom invariatna funkcia, pretoze T zachovava mieru
a plati

]IAOT:]ITflA :]IA.

Aplikujme predpoklad a dostaneme, ze f je konstantna s.v. Indikétor nadobuda
len dvoch hodnét, a preto

I,=0sv. = P(A)= /I[Adu =0,
Iy =1s.v. = P(A):/I[Aduzl

Teda T je ergodickéd a tym mame aj druha implikaciu dokazant.

4.2 Priklady

1. Rotacie
Ukazeme si, ze rotacie R, su neergodické pre a racionalne alebo ergodické,
ak je « iraciondlne. Budeme pracovat s R, v tzv. aditivnom tvare

R,(z) = (r+«a) mod 1, Vze€]0,1).

Interval [0,1) predstavuje priestor tried ekvivalencii na realnych ¢islach
R\Z. Tj. pre kazdé =,y € R\Z plati z = y+ k, k € Z a teda [0,1) ob-
sahuje presne jedného reprezentanta pre kazdu triedu ekvivalencie x + Z.
Toto ekvivaletné vyjadrenie nam dovoluje bijekcia z +— €*™@ medzi R\Z
a K'. Pracujeme teda na Borelovskom priestore (R\Z, B, \) s jednotkovou
Lebesgueovou mierou .

¢ [Racionalne rotacie]
Nech a € Q.
Ndpad: orbity racionalnych rotacii maji kone¢ne mnoho prvkov; ak
kazdy z tychto prvkov obalime ,velmi malymi“ intervalmi, potom
mnozina ich zjednotenia nebude trivialna a jej miera bude medzi 0 a
1.
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Pozndmka 4.2. Pre a € Q je kazda orbita (’)Ea g-periodicka.

Dokaz. Nech teda o = IE)’ kde p € Z, q € N s vzidjomne nedelitelné.
Potom pre kazdé x € R\Z

RZ(JJ):aj—l—q]—?modl:a:ijmodl:x.
q

Teda kazdy bod je ¢g-periodicky.
O

1
Vezmime interval I, C [0,1) o dlzke 2 2 skonstruujme jeho orbitu,

q
napr.

Potom A C [0, 1) je zrejme invariatnd, kedze R, posiela kazdy interval

[é, é + i na iny a tieto intervaly st po dvoch disjunktné. Potom
q—1 . . q—1 ..
1 1
o - (D434
o L4 a2 =0 ¢ 2q

teda 0 < A(A) < 1 a R, nie je ergodicka transformaécia.

[Iracionalne rotacie]

Nech a ¢ Q. Pre dokaz ergodicity pouzijeme lemma 4.1., teda staci
dokézat, ze ak je funkcia f invariantnd, potom je konstatna A-s.v. K
tomu pouzijeme poznatky z teorie Fourierovych radov, a preto budeme
pracovat s invariatnymi funkciami z L£5(R\Z, B, \). Potom mozeme
f € Ly rozvinit do Fourierovho radu

f(l') — Z Cn€2ﬂ'inx’ kde ¢, = /f($)€27rinxdx’ ne?

n=—oo

a fo R, doradu

o0 [e.9]

R.(x)) = c 627rin(x+oc) _ c 627rinae27rinx
FRa(e) = Y e \ ,

n=—oo n=—oo

pricom sme vyuzili, Ze exituje k € Z také, ze (x + o) mod 1 = z+a—k.
Potom pre kazdé k € Z mame e*™™(—*) = 1. Z predpokladu invariancie
f méame rovnost

Z Cn€27rinz _ f(.T) _ f(Ra(x)) _ Z Cn€27rina€2ﬂ'inz.

n=—oo n=—0oo
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Z vety o jednoznacnosti Fourierovijch koeficientov [6] musi platit
Cn = Cpne®™™ = c,(1 - =0, ncZ,

kde e?™"< je vlastne n-t& rotacia R". Iracionédlne rotécie maji odlisné
a nekonecné orbity a teda aj Specidlne, R!(0) = na mod 1. Preto
na mod 1 # 0 pre n # 0 a z toho plynie

Vn#0, (1—-e™*)#1 = ¢,=0.
Teda f = ¢ je konstatna a z lemma je R, ergodicka.

2. Dyadické transformacie
Tato transformécia je ergodickd. Majme Borelovsky meratelny priestor
(R\Z,B,\) a T(xz) = 2o mod 1. Dokaz spravime analogicky ako v predché-
dzajicom pripade. Zase budeme vyuzivat Fourierove rady a lemma. Chceme
dokazat, ze ak je funkcia invariatna, tak je potom A-s.v. konstantnéa. Nech
f € Ly je invariantn, teda plati f oT = f na R\Z. Rozvinime f a foT do
Fourierovych radov a porovnajme. Dostdvame rovnost

i Cn€27rina: _ f(fE) _ f(T(fﬂ)) _ i Cn627rin(2:1:7k) _ i Cn€27rin2:c7

n=—oo n=—oo n=—0o0

kde ¢, = [ f(z)e ?™*dx. Aj tu sme podobne pouzili, Ze pre nejaké k € Z je
22 mod 1 = 22 — k a potom e?™™(=*) = 1 pre kazdé k € Z. Clen >""%* m4
na pravej strane rovnosti koeficient ¢,,, pricom na lavej strane ma koeficient
Con. Opit z vety o jednoznacnosti Fourierovych koeficientov méame

Cp = CQn, n c Z
Nech pre nejaké n # 0 je |c,| # 0. Vieme, ze
|Cn| - |02n| = ’C4n’ = ... = |02kn|.

Kedze f € Ly C Ly, musi platit Riemann-Lebesgueovo lemma [6]. Potom
nutne z vyssie uvedenej rovnosti dostavame, ze

n#0, |c,|=0.

Ak by to neplatilo, dostali by sme z tohto lemma pre dant rovnost spor. Na
druhej strane, ak n = 0, potom ¢,, nemusi byt nutne rovna nule a dostaneme
len jeden koeficient ¢y = cqrq, €0 zas nie je v spore s Riemann-Lebesgueovym
lemma. Celkovo, Fourierov rad pre f(z) pozostéva len z jendného ¢lena pre
n =0, tj. f(z) = ¢. Teda f je konstantna a lemma (4.1) uzavrie dokaz
ergodicity T.

3. Bernoulliho shift

Jeho ergodicitu dokézeme nizsie spolu s mixovanim.
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4.3 Ergodické vety

Ergodické vety patria k hlavnym vysledkom ergodickej tedrie. St priamym dosled-
kom sttdia povodnej Boltzmannovej hypotézy. Najprv si uvedieme jedno lemma
a vetu, ktoré nam pomdzu pri dokazovani Birkhoffovej ergodickej vety.

Lemma 4.3. Clen ¢, nazveme lidrom konecnej postupnosti cg,ci,...,Cn_1 ak
jeden z radov Cy, Cy + Cyi1y -y Cy+ ...+ o1 ma kladny sucet. Potom sucet radu
lidrov je mezdporny.

Dokaz. Pre n =1 zrejme. Nech to plati pre 0 < k < n.

Indukény krok k& — n. Ak ¢q nie je lider, potom vsetci lidri z ¢, ..., c,_1 st
ajvcy,...,c, 1. Pre tychto n — 1 prvkov, ale plati indukény predpoklad. Tym
mame jednu cCast.

Teraz nech ¢y je lider a k£ je najmensie prirodzené cislo také, ze Zle Ci—g > 0.
Z toho sporom dokazeme, Ze ¢y, ..., ¢ su lidri. Nech ¢; pre nejaké ¢ € {1,... k}
nie je lider. Potom ale z indukéného predpokladu plati ¢; + ... 4+ ¢z < 0. Aby
co+ ...+ ¢ > 0, musi platit, Ze co + ... + ¢; je kladné. A to je spor, pretoze
k je najmensie prirodzené cislo, pre ktory je ¢y lider. Teda lidri maju kladny
sucet a pre ostatné cleny plati v pripade existencie este nejakych lidrov indukény
predpoklad, pretoze ich menej ako n prvkov.

m

Veta 4.4 (Maximalna ergodicka veta). Nech

n

N = {w:supli:f(Tkw)>0}.

n
nzl 1P

Ak f je integrovatelnd, potom

/Nfszo.

Dokaz. Nech f je integrovatelné a polozme

G = {w : supnif(Tiw) > O}

nzl g

u—1
Gy = {w : 1@3§k2f(Tiw) > O} :
== i=0

Potom G, C Giy1, G = Ugey Gr @ limy,o0 Gy = G a z integrovatelnosti f s G aj
G Vk € N meratelné. Potom z Lebesqueovej vety o dominantnej konvergencii[5]
plati ka fdP — fG f dP pre k — oo a z Cesarovej konvergencie priemerov [5]
dostavame platnost n=* Y ), ka fdP — [ f dP pre n — oo. Preto stadi, ak

dokazeme, ze
n

| fdP=0, n=12....
k=1 " Gk
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Pre n = 1 plati trivialne fG ) dP > 0. Ukazme si teda pre n = 2. V tomto
pripade dostaneme

flw)ydP+ [ f(w)dP >0,
1 G2

kde Gy = {f(w) > 0} a Gy = {f(w) > 0 alebo f(w) + f(Tw) > 0}. Odtial

pouzitim indikatorov dostaneme

/[f(cu)ﬂc;1 + f(w)lg,] dP > 0.

Dané nerovnost plati z nezapornosti funkcie na danych mnozinach a indikétora
pre kazdé w. Teraz si vezmime pevné n > 2 a polozme H, = T “G,,_,. Potom

; ka(w)dP = uz;/n_uf(w)dP
:Z f(T w)dP

— / {; f(T w)lg, }dP.

Prvi rovnost dostaneme preradenim integralov, v druhej rovnosti pouzijeme, ze T
zachovéava mieru a substitticiu premennych a tretiu rovnost dostaneme pouzitim
indikdtora mnoziny H, a linearity integralov, kedze ide o kone¢nti sumu. Dalej
staci uz iba ukazaf, ze S."_) f(T"w)ly, (w) je nezdpornd pre kazdé w. Tidto sumu
si rozpiSeme nasledovnym spdsobom. Bod w lezi v Gy, prave vtedy, ked jedna zo
sim

fw), fW) + f(Tw),..., flw)+ ...+ f(T"W)

je kladné. Teda w lezi v G,,_, prave vtedy, ked jedna zo stm

fw), flw) + f(Tw),..., flw)+...+ f(T" " W)

je kladna. Potom w € H, = T7“G,,_,, teda T"w € G,,_, prave vtedy, ked jedna
zO sum

f(TU), f(T W) + f(T" W), ..., f(T W)+ ...+ f(T"'w)

je kladna a teda dostdvame nasu zelani sumu. Teraz zafixujme w a polozme
= f(T"w). Pouzitim lemma 4.3. na ¢, uzavrieme dokaz.
O

Ako sme si uviedli v prvej kapitole, fyzika stala u zrodu ergodickej tedrie. Pri
fyzikdlnych experimentoch je nutné opakovat merania a potom pracovat s ich
c¢asovymi priemermi, tj. priemermi z hodnét nameranych v jednotlivych c¢asoch.
Ak x € X je vychodzi stav a f : X — R je namerané pozorovanie, potom merania
v dalsich ¢asoch stt dané hodnotami f(z), f(Tx),..., f(T*z),... Potom casovy
priemer prvych n nameranych pozorovani je

o f(Th)
Zobz0lL D)
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Dalej priestorovy priemer pozorovania je jednoducho dany ako

/fdP.

U fyzikalnych experimentov je podstatné zistit priestorovy priemer pozoro-
vania vzhladom k invariantnej miere, ale ¢asové priemery st vdaka opakovaniu
merani v ¢ase jednoduchsie pre vypocet. A preto sa naskytla v minulosti otazka
aproximacie priestorovych priemerov ¢asovymi a Boltzmann sa pokusil dat na nu
odpoved.

Uvedme si preto pre porovnanie s Birkhoffovou ergodickou vetou presné znenie
Boltzmannovej ergodickej hypotézy: Nech X je mnozina stavov. Pre skoro kazdy
vychodzi stav x € X potom Casové priemery lubovolného pozorovania f konver-
guju s casom bliziacim k nekone¢nu k priestorovym priemerom .

Veta 4.5 (Birkhoffova ergodicka veta). Nech (2, A, P) je pravdepodobnostny
priestor a nech T je transformdcia zachovdvajica mieru na tomto priestore. Ak f
je integrovatelnd, potom ezistuje integrovatelnd a invariantnd funkcia [ takd, Ze

/fdP:/fdP

if(Tkw) = f(w) s.w.

a platt

1
lim —
n—oo 1,

Ak T je ergodickd, potom f = [ f dP s.v.
Dokaz. Dokaz si rozdelime na niekolko ¢asti.

1. Najprv si dokézeme, Ze postupnost
n—1
1
- Tk
15 v
k=0
konverguje s.v. Majme a,b € R, a < b a polozme

n—oo M n—oo T

n—1 n—1
1 1
Yoy = {w : liminf — E f(T*w) < a < b < limsup — E f(Tkw)} .
k=0 k=0

Prezna¢me Y = Y,;. Y je meratelna, pretoze je prienikom dvoch mno-
7in, ktorych meratelnost ndm déva integrovatelnost f a prienik zachovéva
meratelnost. UkdZeme, Ze YV je naviac invariatnd (tj. Y = T-'Y).

Ty =
n—oo 1} n—soo T

n—1 n—1
1 1
w : liminf — E f(T*w) < a < b < limsup — E f(Tk“w)}
k=0 k=0

n—oo 1 n—00 nk—l

1 ¢ 1
w: liminf—Zf(T’“w) <a<b< limsup—Zf(Tkw)}
k=1

n—oo 1 n—00 nk—O

n—1 n—1
1 1
w : liminf — E f(T*w) < a < b < limsup — E f(Tkw)}
k=0

Il
<N —~— S —
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V druhej rovnosti sme preindexovali sumy. V tretej rovnosti sme spravili
nasledovna tpravu (u limsup analogicky)

1171332110%;]0@%) = hqggloglfg(z:f (T*w) = f(w ))

o] k f(IMw) — f(w)
= hggjlfgkz%f(T + -
n—1
_ 1 kL
= et 0 7).

Zo o-konecnosti pravdepodobnostného priestoru a integrovatelnosti f mame
integrovatelnost f — b. Jednoduchym prerovnanim dostaneme mnozinu N z
ergodickej maximalne;j vety

{b<sup Zf T w) } = {0<supli(f(Tjw)—b)}

n>1 N
Dalej vidime, ze

n—1
Yab_Yabﬂ{w b< = ZfTﬂw}

7=0

a preto po aplikovani maximalnej ergodickej vety na f — b dostaneme
/ (f=bdP >0 «— / fdP > bP(Y,y).
Ya,b Ya,b
Rovnaky postup zopakujeme pre —f, —a, —b a vyjde nam podobne
/ (a— f)dP >0 <= aP(Yay) > / fdP.
Ya,,b Ya,b

Teda celkovo mame aP(Y,;) > bP(Y,), pricom predpokladdme a < b.
Teda musi platlt ze P(Y,p) = 0. Zjednotenim cez vsetky péry a,b € Q
dostaneme Y = Uapeo Yab @ zo o-meratelnosti potom P(Y) = 0. Mimo

mnoziny Y sa limes inferior a limes superior postupnosti priemerov rovnaju
a teda maja limitu s.v., tj.

lim — Zf T'w) f (w) sw.

n—oo 1

Tym mame dokédzant prvua cast.

2. UkaZeme si integrovatelnost limitnej funkcie f.
n—1
~ 1 )
— - j
/]f|dP = / dP<h}£}£f/‘n 'E_ f(Pw)|dP
)| — j
< hgg.}fn/g }fTw‘ hmlnf E /}fTw‘dP

= liminf—/]f]dP:/]ﬂdPSoo.
n—oo M

n—1

lim — Zf (T?w)

n—oo M,
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V druhej nerovnosti sme pouzili Fatouovo lemma [5]. Tretiu nerovnost do-
stavame z trojuholnikovej nerovnosti pre sumy. V stvrtej rovnosti sme pou-
zili kone¢nost sumy a linearitu integralu. Piata rovnost nam vysla vdaka in-
variantnosti f na Q a substittcii y; = T9w € Q pre kazdé j € {0,...,n — 1}.

. Invariancia f : chceme f ol = f . Pocitajme pre Tubovolné w € (,

n—1 n
frw) = lm D3 F) = T 3 ()
k=0 k=1
n—1 Tn N
" (52 s + 1) f(w)>

V druhej rovnosti sme spravili jednoducht tpravu indexov. V tretej rov-
nosti sme pridali f(w) — f(w), aby sme dostali nulty ¢len povodnej sumy
a nasledne sme to celé rozdelili na sucet znamej sumy a ostatnych clenov.
Dalsia suma sa rovné spravaniu v limite pre n — co. Teda f(Tw) = f(w).

. 1. S
. Rovnost integralov f a limity f. Ozna¢me s, = — Z’;:Ol f o179 a vidime,
n

Ze sp(w) 2= f(w) pre kazdé w € Q s.v. Opif vyuzitim invariancie f a
substiticie mame [ s,dP = [ fdP. Nasledne dostdvame

/fdP:/ lim s,dP = lim SndPZ/fdP-
n—o00 n—00

Druht rovnost dostaneme pouzitim Lebesgueovej vety o dominantnej kon-
vergencii. Ostatné rovnosti st zrejmé.

. Zostava uz len dokazat, ze integral f sa rovnd integralu f. Vdaka ergodicite
T mame z lemma 4.1 pre invariantnt f, Ze je rovna konstante c. Potom

I
o

/JEdP:/CdP:c'P(Q):c.l

7 predtym dokazaného [ f dP = [ f dP potom mame, 7e aj [ f dP = c.
Teda pre kazdé w € ) s.v. dostavame

. k o
nll_{il()anT _c_/fdP.

A to sme chceli dokézat.
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4.4 Mixovanie

Nech T je transformacia zachovavajica mieru na pravdepodobnostnom priestore
(Q, A, P). Povieme, ze T je mizujica, ak pre lubovoné dve meratelnd mnoziny
A, B € A plati

lim P(T""(A)N B) = P(A)P(B).

n—0o0

V literattire sa tato vlastnost este rozliSuje na silnt a slabu. Tak ako sme si ju
zadefinovali my, ide o silne mizujicu vlastnost. Potom T je slabo mizujica, ak

o1
lim —
n—oo N

i |P(T"(A)N B) — P(A)P(B)| = 0.

Vieme, 7e T zachovava mieru, a preto P(T~"A) = P(A) pre kazdé n € N. Nech
P(A) > 0. Podelme obe strany ¢islom P(A) a dostaneme

P(T~"(A) N B) nosoe,

P(T™™(A)N'B) no
PA) » P(B) <—

P(T—A)

P(B).

Vidime, ze ako n rastie do nekoneéna, mnoziny 7-"(A) a B sa stdvaju nezavislé.
Hovorime, ze mnoziny A a B st asymptoticky nezdvislé.

Vlastnost mixovania opidt nemusime kontrolovat pre kazdé dva prvky o-algebry
A. Stac¢i ak ju skontrolujeme pre kazdé dva prvky zo systému uzavretého na
konecné prieniky.

Lemma 4.6. Nech Ay je systém uzavrety na konecné prieniky a generuje o-
algebru A. Ak vlastnost mizovania plati pre lubovolné dve A, B € Ay, potom T
Jje mizugica.

Dokaz. Nech A,B € A ae > 0. Vezmeme Ay, By € Aj také, ze
P(AANAy) <e a P(BAB) <el]
Existencia mnozin Ay, By plynie z nasledovného. Polozme
D={CeA:Ve>03Cye€ Agtaké, ze P(C A Cy) < e}.

Potom D je Dynkinov systém a plati Ay C D C A. Z predpokladu vieme, ze
o(Ap) = A a z Dynkinovho lemmatu, 7e o(Ag) C D. Teda o(Ag) = D a tym je
existencia overena.

Dalej z invariancie P pri T' mame
P (T‘”B A T_”BO) =P (T_"(B A Bo)) =P(BA By <e.
7 toho pre

(ANT™B) A (AgNT"By) = (AL A)N(T"BAT"By)
C (AAA)U(T"BAT"By)

YK AL =(K\L)U(L\K)=(KUL)U(LNK)
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plynie, ze pre kazdé n € N je

|P(ANT"B) — P(AyNT"By)| = P((ANT"B) A (A NT "By))
P(ANA))+ P (T"BAT"By)

<
< e+4¢e=2e.

Ukézeme si este jednu nerovnost pre (AN B) A (AgN By). Analogicky dostaneme
(ANB) A (AN By) C (AA Ap) U(BA By)
a z toho dalej, Ze
P(ANB) — P(AyN By)| = P((ANB)A (A1 By))

P (AL Ag) + P(B A By)
e+¢e=2e.

Nakoniec nam celkovo vyjde
|P(ANT"B) — P(ANB)| < |[P(ANT"B) — P(Ag N T "By)| +
+|P(Ag N T "By) — P(Ag N By)| + |P(Ao N By) — P(AN B)|
< 2e+e+2 = 5e.

Kedze € > 0 bolo Iubovolné, tak plati lim, ,,,P(ANT"B) = P(AN B) a dokaz
je hotovy.
[

Takze dalej ndm staci testovat:

1. Intervaly A, B. Ak 2 = R alebo 2 = I C R je interval a A je Borelovska
o-algebra;

2. Obdlzniky A, B. Ak Q = R? alebo Q2 = [0,1)? a A je Borelovska o-algebra;

3. Cylindre A, B. Ak Q je 3z alebo X7 alebo podmnozina 2 = Xz alebo X7
a A je o-algebra generovant cylindrami.

Mixovanie ja silnejsSia vlastnost ako ergodicita. K tomu nam slazi dalsie tvrdenie.
Trvdenie 4.7. Nech T zachovdva mieru. Ak T je mizujica, potom je ergodickd.

Dokaz. Nech T je mixujuca. Checeme dokézat, ze T je ergodickéd. Vezmime preto
A € A invariantni. Z definicie mixovania mame pre B = A

lim P(T""ANA) = P(A)

n—oo

Z invariancie plati, ze T71(A) = A, a preto aj T~"(A) = A pre Iubovolné n € N
a teda T7"(A) N A = A. Potom dostédvame

P(A)? =lim, oo P(T""AN A) = lim,,_,o P(A) = P(A).

Realne ¢isla vyhovujice vztahu P(A)? = P(A) st bud 0 alebo 1. Teda T je
ergodicka.
O

To nam poslazi pri dokazovani ergodicity Bernoulliho shiftu.
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4.5 Priklady

1. Dyadicka transformacia
Nech T'(xz) = 2x mod 1 je dana transformécia na pravdepodobnostnom
priestore ([0, 1), B, \). Vdaka lemma 4.6. staci dokdzat vlastnost mixovania
pre [ubovolné dva intervaly z [0, 1). Vezmime dva dyadické intervaly I, J C
[0,1) pre nejaké i,j € N

]:{ﬁ k’f1>, J:{LH——1> 0<k<?2, 0<l<2.

217 21 207 2

Vidime, ze

E k+1 k 1 E+1 1
—17 _ vl I
1= |:2i+1’ 941 ) U |:2i+1 + 97 9i+l + 2) )
Indukciou pre n > 2 dostaneme zjednotenie 2" disjunktnych intervalov

1 1
dlzky i vzdialenych od seba o o tj.

277.
. k m k+1 m
T"I= U |:2i+n+2_n’ 9i+m +2_n)

m=1

Pre n > j pozostéva prienik 77" NJ z intervalov z T~" [ obsiahnutych v J.
Pocet tychto intervalov dostaneme ako podiel dizky J, teda P(.J), a vzdia-
lenosti medzi jednotlivymi intervalmi v 77", tj. 1/2". Pocet intervalov v

T-"INJ teda ¢ini ‘
P(I) B 1/27 B

/2 1/2n

n—j

1
Kedze dlzka kazdého intervalu je S pocitajme

1 4 1 1
lim P(T"1(J) = lim o= 52" = lim o % - = P(T"A)P(B).

Tym dostavame, ze T je mixujtica transformacia.

2. Iracionalne rotacie

Nech T,(z) = 2 + @ mod 1 je roticia, « € R\Q a A = interval.

1

47 4
el 1 1

T <§> — 5’ < 6} Potom pre

1 1
kazdé n € L plati, ze P(ANT"A) > 3 2 vieme, ze P(A) = 1 Teda

Polozme mnozinu indexov L = {z e Np:

pocitajme
1
> E.
Nasledne z definicie limity a vlastnosti mixovania dostavame, ze T, nie je
mixujuica transformacia.

|P(ANT™"A) — P(A)P(A)]

3. Bernoulliho shift
Dokéazeme, ze ot ((2;)32,) = (wi11)52, je mixujica transformécia. Potom z

21



tvrdenia 4.7 dostaneme aj jej erogdickost. Nech (€2, A, P) je pravdepodob-
nostny priestor. Polozme Q = Xt so o-algebrou A a P = tp- Podla lemma

3.6 staci dokdzat, ze lim, o p1,((07) AN B) = p,(A)up(B) pre dva lu-
bovolné meratelné cylindre A, B a dostaneme, Ze o" je mixujica na celej
o-algebre. Nech

A = Cilag,...,ax) a B=Cyby,...,b).
Pre n > 141, n,l € N mame
z€(0)™A) <= o' (2)pi=a; pre 0<i<k.
Potom kazdé z € (o) ™"(A) N B je tvaru
r=0by,...,0, 111, Ty_1,00,-.., Q.

z; nadobuda hodnoty z {1,..., N} pre kazdé | + 1 < i < n — 1. Prie-
nik (c7)™(4) N B = (67)™"(Ck(ao, ..., axr)) N Ci(bo, ..., b) mdzeme teda
napisat ako zjednotenie cylindrov dizky n+ k pre n > 1+ 1

(et)y™(A)NB = U Crar(bo, -, b1, Ty o X1, Ao,y - - - Q).
1<z4 1,0 Tn—1<N
Aplikujme Bernoulliho mieru a z nezavislosti dostaneme
(@) (A)NB) = Z tip (Crg(bos - - bis - -y ag, - ag))
1<z 41,0 Tn—1<N

- Z Doy PoyPxyyq " " Py " " Pag " " Pay,

1<zit1,..,Zn—1<N

N N
= pbo o 'pblpao o 'pak Z p:vurl e Z pl’n,1

T41=1 Tp—1=1

= (Db Pby) (Pap *** Pay,) = Hp(A)ptp(B).

Pre z;, [+1 < i < n—1 sme vyuzili definiciu pravdepodobnostného vektora
p, kde Zj.vzlpj = 1. Celkovo p1, ((07)™™(A) N B) = p1p(A)p1p(B) a o je teda
mixujica transformécia. Tvrdenie 4.7. ndm potom dé ergodicitu 7.
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5 Spojitost so zdkonom velkych é&isiel

Uvedieme si zakony velkych ¢isiel, ako ich uvddza Bauer v [4] a nésledne ich do-
kazeme pomocou Birkhoffovej ergodickej vety.

Povieme, Ze postupnost {X },cn integrovatelnych, redlnych, ndhodnych veli¢in
spliia silng zdkon velkich cisiel, ak plati

lim En:(X E)=0 s

fim 53X =B =0 s

k=1

5.1 Kolmogorovov (silny) ZVC

Veta 5.1. KazZdd postupnost { X, }nen nezdavislych a rovnako rozdelengch (iid),
integrovatelnych, redlnych, ndhodnych velicin spliia zdkon velkijch cisiel.

Dokaz. Kedze vSetky ndhodné veli¢iny maji rovnaké rozdelenie p == Py, , potom
éslo E(X,) = [ adu = E(X1) nezavisi od n € N. Musime teda dokazat rovnost

1 n
lim—g X, =E(Xy) s
n
k=1

1. iid postupnost nahodnych veli¢in { X, },en je striktne stacionarna. Pre Tu-
bovolne pevne zvolené n € N a ty,...,t, € Ny mame

n n

P(Xy, <ay,.. Xy, <a) = [[P(Xy, <) =[] F ()

i=1 i=1
apre k€ Nat; €Ny

n n

P(Xp,, <o X, <) = [P Xy, S 2i) =[] F (1)

i=1 i=1

U oboch vyjadreni sme v prvej rovnosti pouzili nezévislost nahodnych veli-
¢in a v druhej rovnosti ich rovnaké rozdelenie s distribu¢nou funkciou F.

2. Teraz si ukdzeme, Ze striktne staciondrna ndhodna postupnost generuje
transforméaciu zachovavajicu mieru, ktora je ergodicka. Vezmime pravde-
podobnostny priestor (X;il R, B, P), kde P je Bernoulliho miera. Nech
f: Q2 — R je projekcia na prvua zlozku, tj. f ((z;)2,) =x1aT:Q — Q je
Bernoulliho shift, tj. T ((2;)2,) = (2:),. Dalej X,, := f o T"!. Nech pre
Tubovolné, pevne zvolené n € N a Tubovolné w € Q je

A = {(Xl,...7Xn)€>n<Bi}

- {(f(w),...,f(T”_lw)) € >n<Bz} :

=1
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kde X?Zl B; € B je koneéne rozmerny obdlznik a

1A = {w:f(Ti_lw)EBi,lgign}
= {w:T"’lwef*l(Bi),lgign}.

Potom

§
=
=
=
I

{w:T'we f1(B), 1<i<n})
{w: f(T'w) € B;, 1 <i<n})
w: X (w) € By, 1 <i<n})
w:X()EBi,lgign})

4).,

pricom v predposlednej rovnosti sme pouzili striktnii stacionaritu a tym sme
teda dostali, Ze striktne stacionarna postupnost ndhodnych veli¢in generu-
je trasformaciu zachovavajicu mieru. NavySe uz vieme z predchadzajicej
kapitoly, ze Bernoulliho shift je aj erogdicka transformaécia.

3. St teda splnené vSetky predpoklady Birkhoffovej ergodickej vety, a preto
existuje invariatnd, integrovatelna funkcia f také , ze

/fdP:/fdP:/xd,u:E(Xl)

a plati
1 n 1n—1
. Rt k r o .
T}E&E;X’“JH&;;“T _/fdP_E(Xl) sj.

To sme cheeli a teda mdme Kolmogorovov ZVC dokazany.
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Zaver

Tato préaca si vzala za ulohu spracovat zakladné poznatky z ergodickej tedrie.
Postupne sme si nadefinovali zakladné zobrazenia, s ktorymi tedria pracuje -
transforméacie zachovéavajice mieru. Uviedli sme si ich zakladné priklady: dyadic-
ké a rotacné transformécie a Bernoulliho shift. Uviedli sme si taktiez vlastnost
rekurencie a s nou suvisiacu prva ergodickul vetu - Poincarrého vetu o rekurencii.
Dalej sme si dokazali zakladnii vetu ergodickej tedrie - Birkhoffovu ergodickii vetu
a zadefinovali vlastnosti ergodicity a mixovania. Na vyssie spomenutych prikla-
doch sme tieto vlastnosti testovali. Ako posledné sme si ukézali spojitost medzi
Birkhoffovou ergodickou vetou a Kolmogorovovym silnym zékonom velkych ¢isiel.
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