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dobnosti a matematické statistiky (305. 32-KPMS)
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3.4 Filtrováńı kandidátských center . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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5.1.2 Algoritmus x-pr̊uměr̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Úvod

Shluková analýza je zastřešuj́ıćı pojem pro rodinu metod matematické statistiky,
jejichž ćılem je nalezeńı skupin (shluk̊u) podobných objekt̊u. Algoritmy shlu-
kové analýzy jsou implementované v řadě statistických programů (R, NCSS,
Matlab, Statistica). Je tedy jednoduché na množinu datových objekt̊u zavolat
např. funkci, která provede tř́ıděńı objekt̊u pomoćı algoritmu k-pr̊uměr̊u. Po-
kud ale potřebujeme tuto operaci zadávat v́ıckrát a nav́ıc na rozsáhleǰśıch da-
tech, zjist́ıme, že tento algoritmus je značně

”
pomalý“. Pro tyto př́ıpady je tedy

výhodné algoritmus k-pr̊uměr̊u
”
vylepšit“, a sńıžit tak strojový čas potřebný k je-

ho běhu.
Sńıžeńı počtu operaćı potřebných k provedeńı algoritmu k-pr̊uměr̊u umožňuje

tzv. filtrovaćı algoritmus. Tento algoritmus využ́ıvá geometrické vlastnosti shlu-
kovaných objekt̊u (bod̊u v prostoru). V této práci se zabývám jeho popisem a im-
plementaćı v jazyku Matlab. Omezuji se přitom pouze na shlukováńı kvantita-
tivńıch dat (body v R

n). Při měřeńı vzdálenost́ı mezi body použ́ıvám výhradně
euklidovskou metriku.

Nevýhodou algoritmu k-pr̊uměr̊u je nutnost zadat č́ıslo k udávaj́ıćı počet
shluk̊u. Algoritmus x-pr̊uměr̊u požaduje pouze zadáńı dolńı a horńı meze pro para-
metr x ř́ıd́ıćı počet shluk̊u a hledá mezi r̊uznými počty shluk̊u to rozděleńı, které
má nejmenš́ı hodnotou Bayesova informačńıho kritéria. Algoritmus x-pr̊uměr̊u,
jehož popisem se v této práci také zabývám, je tedy vylepšeńım p̊uvodńıho algo-
ritmu k-pr̊uměr̊u. Nav́ıc efektivně využ́ıvá filtrovaćı algoritmus a jeho požadavky
na strojový čas nejsou veliké.

V prvńı kapitole definuji základńı pojmy užité v práci. Ve druhé kapitole po-
pisuji Lloyd̊uv algoritmus k-pr̊uměr̊u. Čerpám zde předevš́ım z disertačńı práce
Marty Žambochové (2010, [1]) a knihy Shluková analýza dat
(Řezanková, Húsek, Snášel, 2009, [2]) . Ve třet́ı kapitole uvád́ım filtrovaćı al-
goritmus tak, jak jej popsali autoři v článku An Efficient k-Means Clustering
Algorithm. Analysis and Implementation (Kanungo a kol., 2002, [3]) . Ve čtvrté
kapitole se zabývám popisem algoritmu x-pr̊uměr̊u a jeho zefektivněńım pomoćı
filtrovaćıho algoritmu tak, jak jej popsali autoři v publikaci x-means: Extending
k-means with Efficient Estimation of the Number of Clusters (Pelleg, Moore,
2000, [4])

V páté kapitole představuji implementaci algoritmů v jazyku Matlab a výsledky
testováńı pokusných dat v programu Octave. Srovnávám výsledky podle kvali-
ty shlukováńı a v př́ıpadě vlastńıch programů i podle počtu operaćı, které byly
potřeba k běhu algoritmu. Kromě vlastńıch skript̊u použ́ıvám i exterńı statistický
software Weka [6], v němž je algoritmus x-pr̊uměr̊u naimplementován.
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1. Shluková analýza dat

1.1 Algoritmy shlukové analýzy a typy proměnných

Shluková analýza se zabývá děleńım množiny datových objekt̊u do v́ıce navzájem
disjunktńıch podmnožin (dále jen shluk̊u). A to tak, aby si objekty uvnitř jednot-
livých shluk̊u byly podobné co nejv́ıce a objekty z r̊uzných shluk̊u si byly podobné
co nejméně. Každý objekt v uvažovaném prostoru dat je charakterizován soubo-
rem znak̊u, typicky vektorem proměnných.

Algoritmy shlukové analýzy děĺıme na:

a) Hierarchické

b) Nehierarchické (metody rozkladu)

Ad a) Hierarchické shlukovaćı metody vždy na výstupu nab́ıdnou v́ıce možných
rozklad̊u objekt̊u do shluk̊u. Výstupem hierarchického shlukováńı je dendogram,
tj. graf který poskytuje informaci o tom, jaké je optimálńı sestaveńı shluk̊u při
r̊uzné hodnotě počtu shluk̊u k.

Popǐsme si nejprve hierarichické shlukováńı shora dol̊u (od kořene k list̊um).
Necht’ máme dánu množinu objekt̊u W , která je rozdělena na k shluk̊u. Hierar-
chické algoritmy se snaž́ı v každém kroku rozdělit nejméně homogenńı shluk na
dva a t́ım objekty roztř́ıdit do (k + 1) shluk̊u. Při tomto př́ıstupu na počátku
algoritmu množina všech objekt̊u tvoř́ı jeden shluk. V prvńım kroku se tento
shluk rozděĺı na dva, ve druhém se nejméně homogenńı ze shluk̊u rozděĺı na dva
a takto se pokračuje, až je v K − 1- tém kroku algoritmu splněna podmı́nka,
že všech shluk̊u je K. Źıskáváme tak postupné děleńı množiny W na shluky
{W

(1)
1 ,W

(1)
2 }, {W

(2)
1 ,W

(2)
2 ,W

(2)
3 }, . . . , {W

(K−1)
1 , . . . ,W

(K−1)
K }. Přitom všechny shlu-

ky v každém rozkladu jsou navzájem disjunktńı. Tento zp̊usob děleńı shluk̊u se
v literatuře nazývá divizivńı.

Opakem je shlukováńı zdola nahoru (od list̊um ke kořeni). Na začátku každý
objekt tvoř́ı jeden shluk a ćılem každého kroku algoritmu je sloučit ty dva shluky,
které by dohromady tvořily co nejhomogenněǰśı množinu. Tento př́ıstup se nazývá
algomerativńı

Ad b)Nehierarchické metody shlukováńı maj́ı typicky zadané č́ıslo k udávaj́ıćı
počet shluk̊u, do kterých má být množina objekt̊u rozdělena. Ćılem těchto algo-
ritmů je vytvořit rozklad množiny do návzájem disjunktńıch shluk̊u tak, aby si
každé dva objekty uvnitř jednoho shluku byly v́ıce podobné než každé dva objek-
ty lež́ıćı v r̊uzných shlućıch. Do rodiny těchto nehierarchických metod patř́ı také
algoritmus k-pr̊uměr̊u o němž pojednává tato práce. Źıskáme tak jednoznačný
rozklad množiny objekt̊u W do shluk̊u {W1, . . . ,Wk}.

Narozd́ıl od metod hierarchických neposkytuj́ı nehierarchické metody informa-
ce o celkové struktuře datového souboru, ale poskytuj́ı př́ımočarý rozklad objekt̊u
do předem zadaného počtu shluk̊u.

Ve shlukové analýze dat můžeme porovnávat objekty, které jsou popsány
r̊uznou sadou znak̊u. Znaky, neboli proměnné, děĺıme na:

1. nominálńı - např. rod nebo druh rostliny
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2. ordinárńı - např. pr̊uměrné hodnoceńı obĺıbenosti na základě pr̊uzkumu

3. poměrové - např. hloubka kořene v závislosti na výšce rostliny

4. intervalové - např. interval ročńıch teplot, ve kterých rostlina může přež́ıt

5. binárńı - např. uvedeńı, zda je rostlina jednoletá nebo v́ıceletá.

6. kvantitativńı - mezi tyto proměnné patř́ı intervalové a poměrové proměnné.

1.2 Definice pojmů

V této práci se omeźıme na práci s kvantitativ́ımi proměnnými. Budeme pracovat
s reálnými č́ısly a reálnými vektory. Jako mı́ru vzdálenosti použijeme euklidovskou
metriku.

Definice 1.1. Necht’ (T, ‖.‖) je metrický prostor o dimenzi m, x ∈ T , y ∈ T .
Euklidovskou vzdálenost́ı bod̊u x a y nazveme nezáporné č́ıslo d(x,y), pro které
plat́ı:

d(x,y) = ‖x− y‖ =

√
∑m

i=1
(xi − yi)2

�

Definice 1.2. Necht’ m ∈ N, T ⊆ R
m a (T, ‖.‖) je metrický prostor. Objektem

rozumı́me v́ıcerozměrný bod x, x ∈ T.
�

Poznámka 1.1. Objekty jsou předměty nebo jevy určené ke klasifikaci. Každý
je popsán m−tićı znak̊u (proměnných). V této práci objekty reprezentujeme
řádkovými vektory. Hodnotu i-té proměnné objektu x vyjadřujeme reálným č́ıslem
xi.

Poznámka 1.2. Množina n objekt̊u, kde každý je charakterizovánm proměnnými,
tvoř́ı matici reálných č́ısel o dimenzi (n,m).

Definice 1.3. Necht’ W je množina obsahuj́ıćı n objekt̊u, které dohromady tvoř́ı
shluk.
Centroidem tohoto shluku nazveme bod c ∈ R

m, který je vektorem pr̊uměrných
hodnot proměnných všech objekt̊u ve shluku W , tj. vektor (c1, . . . , cm), kde

cj =
1

n

n∑

i=1

xi,j

�

Ve dvourozměrném a trojrozděrném prostoru si lze každý objekt nakreslit
v grafu a shluky si barevně nebo tvarově odlǐsit, aby bylo zřejmé, k jaké sku-
pině objekty patř́ı. Podobně si lze vyobrazit i rozděleńı prostoru pomoćı Voro-
nojova diagramu. Ve shlukové analýze dat s t́ımto diagramem pracujeme i ve
v́ıcedimenzionálńım prostoru. Vysvětleńı tohoto termı́nu lze nalézt v následuj́ıćı
definici a v připojeném obrázku.

4



Definice 1.4. Necht’ m, l ∈ N, T ⊆ R
m a (T, ‖.‖) je metrický prostor. Ne-

cht’ máme danou množinu center yi ∈ T, i = 1, . . . , l. Voronojovým diagramem
nazveme rozděleńı prostoru T do Voronojových buňek V (yi). Objekt x nálež́ı
Voronojově buňce centra yi (ṕı̌seme x ∈ V (yi)), pokud je splněno: ∀j = 1, . . . , l,
j 6= i

‖x− yi‖ ≤ ‖x− yj‖.

Hranice Voronojových buňek jsou body ze kterých je
”
nejbĺıže“ k v́ıce cen-

tr̊um. �

Poznámka 1.3.

• Všechny objekty nacházej́ıćı se uvnitř Voronojovy buňky (tedy mimo hra-
ničńıch objekt̊u) V (yi) ”

maj́ı bĺıže“ k bodu yi než ke kterémukoliv jinému
bodu yj , j ∈ {1, . . . , l} \ {i}

• Objekty nacházej́ıćı se na hranici patř́ı do v́ıce Voronojových buňek. Zde si
postač́ıme s t́ımto zjednodušeńım. V algoritmu se pracuje s předpokladem,
že vždy z jedné strany jsou Voronojovy buňky uzavřeny a z druhé otevřeny
tak, aby objekty nenáležely najednou do v́ıce Voronojových buňek. Plat́ı
potom V (yi) ∩ V (yj) = ∅ pro i 6= j a ∪l

i=1V (yi) = T .

• Pro konstrukci Voronojových buňek byla navržena řada algoritmů, z nichž
nejpouž́ıvaněǰśı je např. Holmes̊uv

• Na obrázćıch 1.1 a 1.2 jsou Voronojovy diagramy představeny jako spádové
oblasti obchod̊u ve městě. Zákazńık se v tomto městě rozhoduje navšt́ıvit
obchod, ke kterému má nejbĺıže.

Obrázek 1.1: Voronojovy diagramy obchod̊u ve městě. Každému obchodu je
přidělena Voronojova buňka. Nacháźı-li se turista v buňce nějakého obchodu,
má to do tohoto obchodu nejbĺıže, existuje-li př́ımá cesta k obchodu (měř́ıme
euklidovskou vzdálenost́ı). - zdroj: en.wikipedia.org
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Obrázek 1.2: Voronojovy diagramy obchod̊u ve městě, použijeme-li manhattan-
skou metriku. Tato metrika v tomto modelu dává větš́ı smysl.Lidé se totiž pohy-
buj́ı sṕı̌se po čtvercové śıti (chodńıky silnice). Zákazńık nacházej́ıćı se ve Vorono-
jově buňce nějakého obchodu to má do tohoto obchodu nejbĺıže, pohybuje-li se
po chodńıćıch nebo po silnićıch. - zdroj: en.wikipedia.org

1.3 Měřeńı kvality shlukováńı

Abychom mohli porovnat dvě r̊uzná rozděleńı n objekt̊u do k shluk̊u, potřebujeme
zp̊usob, jakým budeme měřit kvalitu shlukováńı. Jelikož se omezujeme pouze na
kvantitativńı data, pro vyjádřeńı homogenity uvnitř shluk̊u použijeme následuj́ıćı
mı́ry variability.

Definice 1.5. Necht’ W ⊆ T je n-prvková množina objekt̊u a c ∈ R
m je jej́ı

centroid. W je shluk objekt̊u a podle výše zmı́něného jej lze reprezentovat matićı
{xi,j}

j=1,...,m
i=1,...,n Rozptyl shluku W definujeme takto:

S2
W =

1

n

n∑

i=1

‖xi − c‖2 =
1

n

n∑

i=1

[
m∑

j=1

(xi,j − cj)
2

]

�
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Věta 1.1. Rozptyl shluku W lze vypoč́ıtat dle vzorce

S2
W =

1

n

n∑

i=1

〈xi,xi〉 − 〈c, c〉

kde 〈., .〉 je skalárńı součin

D̊ukaz.
1

n

n∑

i=1

m∑

j=1

(xi,j − cj)
2 =

1

n

n∑

i=1

m∑

j=1

(x2
i,j − 2xi,jcj + c2j)

=
1

n

n∑

i=1

m∑

j=1

x2
i,j −

2

n

n∑

i=1

m∑

j=1

xi,jcj +
1

n

n∑

i=1

m∑

j=1

c2j

=
1

n

n∑

i=1

m∑

j=1

x2
i,j − 2

m∑

j=1

∑n

i=1 xi,j

n
cj +

1

n

n∑

i=1

〈c, c〉

=
1

n

n∑

i=1

〈xi,xi〉 − 2〈c, c〉+ 〈c, c〉 =
1

n

n∑

i=1

〈xi,xi〉 − 〈c, c〉 k
Poznámka 1.4. V př́ıpadě, kdy jsou všechny objekty z prostoru reálných č́ısel,
lze mı́ru variability S2

W použ́ıt bez transformace dat. Pokud by se však v souboru
znak̊u vyskytovaly proměnné r̊uzného typu, je třeba všechny proměnné standar-
dizovat tak, aby měla každá v rozptylu shluku stejnou váhu. Tuto standardizaci
v práci použ́ıvat nebudeme.

Poznámka 1.5. Necht’ jsou objekty rozděleny do k shluk̊u a i-tému shluku jsou
přǐrazeny jeho charakteristiky S2

i , i = 1. . . . , k. Kvalitu aktuálńıho rozděleńı ob-
jekt̊u do shluk̊u měř́ıme pomoćı součtu rozptyl̊u jednotlivých shluk̊u

Q =
∑k

i=1
S2
i

Poznámka 1.6. Chceme-li vyjádřit variabilitu shluku ve stejných jednotkách
jako měř́ıme jednotlivé proměnné, sč́ıtáme směrodatné odchylky shluk̊u Q∗ =
∑k

i=1

√

S2
i

Má-li náš algoritmus rozhodnout také o počtu shluk̊u, do kterých objekty
umı́st́ı, je třeba definovat kritérium, podle kterého bude tyto r̊uzné varianty posu-
zovat. Výše uvedené mı́ry variability proměnnou hodnotu k počtu shluk̊u nebraly
v úvahu. Existuj́ı však obecně dané postupy (pro všechny typy proměnných), jak
tato kritéria sestavit. V našem př́ıpadě se opět omeźıme na posuzováńı kvantita-
tivńıch proměnných.

Definice 1.6. Necht’ m ∈ N. Necht’ k ∈ N je počet shluk̊u a n ∈ N je počet shlu-
kovaných objekt̊u v m-dimenzionálńım prostoru reálných č́ısel. Necht’ dále nh,
pro h = 1, . . . , k, je počet objekt̊u ve shluku h a σ2

l a S2
hl pro l = 1, . . . , m jsou po
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řadě výběrový rozptyl l-té proměnné a výběrový rozptyl l-té proměnné ve shluku
h. Potom Schwarzovým bayesovským informačńım kritériem, zkratkou BIC (Ba-
yesian Information Criterion) nazveme reálné č́ıslo definované podle Řezankové a
kol. (2009) následuj́ıćımi vztahy:

BIC =
k∑

h=1

ξh

︸ ︷︷ ︸

I

+mk log(n)
︸ ︷︷ ︸

II

,

kde ξh = nh

(∑m

l=1 log
√

(σ2
l + S2

hl)
)
.

�

Poznámka 1.7. Pro centroid h-tého shluku ch se složkami (ch1 , . . . , c
h
m) a vektor

pr̊uměrných hodnot x jsou výběrový rozptyl ve shluku a výběrový rozptyl pro
l-tou proměnnou definovány následuj́ıćımi vzorci:

S2
hl =

1

nh

nh∑

i=1

(xi,l − ci,l)
2 a σ2

l =
1

n

n∑

i=1

(xi,l − xi,l)
2,

kde objekty se nacháźı v matici {xi,l}
l=1,...,m
i=1,...,n a xi,l =

1
n

∑n

i=1 xi,l.

Poznámka 1.8.

• Rozptyl shluku h z definice 1.5 je součtem výběrových rozptyl̊u přes všechny
proměnné, S2

h =
∑m

l=1 S
2
hl

• Pomoćı Bayesova informačńıho kritéria chceme naj́ıt kompromis mezi počty
shluk̊u a jejich variabilitou. Protože logaritmus je rostoućı spojitá funkce a
ve výpočtu jsou sč́ıtance I i II s kladným znaménkem, chceme kritérium
BIC minimalizovat. Člen I měř́ı variabilitu shluk̊u, člen II

”
pokutuje“

hodnotu kritéria za vyšš́ı počet shluk̊u k. Na hodnotu kritéria BIC se tedy
můžeme d́ıvat podobně jako na hodnotu ztrátové funkce Q.
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2. Algoritmus k-pr̊uměr̊u

Primárńım ćılem algoritmu k-pr̊uměr̊u je minimalizovat ztrátovou funkci, která
měř́ı variabilitu uvnitř shluk̊u. Sekundárńım ćılem je maximalizovat funkci, která
měř́ı variabilitu r̊uzných shluk̊u navzájem. Tvar funkce, jež může být použita
k měřeńı homogenity uvnitř shluk̊u, jsem uvedl v předchoźı kapitole v poznámce
1.5 a označil ji Q. Algoritmus k-pr̊uměr̊u ztrátovou funkci Q použ́ıvá k rozho-
dováńı, jestli má na konci každého kroku pokračovat daľśı iteraćı, nebo ukončit
běh programu. Výstupem algoritmu je jediný rozklad množiny bod̊u do k shluk̊u.
Algoritmus tedy patř́ı do rodiny nehierarchických metod shlukováńı.

2.1 Popis Lloydova algoritmu

Na vstupu je zadáno přirozené č́ıslo k, jež udává počet shluk̊u, do kterých má algo-
ritmus objekty roztř́ıdit. Dále je na vstupu zadána matice reálných č́ısel o dimenzi
(n,m), která reprezentuje množinu objekt̊u {xi ∈ R

m, i = 1, . . . , n} a kladné č́ıslo
ε, udávaj́ıćı hodnotu prahové změny ztrátové funkce.

Na začátku prvńı iterace algoritmus bud’ náhodně nebo podle nějaké metodiky
vygeneruje množinu k center C(1) = {C

(1)
1 , . . . ,C

(1)
k }. Dále definuje počátečńı

hodnotu ztrátové funkce Q(0) = ∞ a polož́ı p = 1.
1

Algoritmus nejprve přǐrad́ı objekty centr̊um C(p) a t́ım vytvoř́ı shluky objekt̊u.
Objekt xj lež́ıćı ve Voronojově buňce V (C i) nálež́ı shluku, který je reprezentován
centrem Ci, který źıskáme následuj́ıćı minimalizaćı:

C i = argmin
{Ch,h=1,...,k}

‖Ch − xj‖ (2.1)

Lloyd̊uv algoritmus (Voronojova iterace) využ́ıvá pozorováńı, že optimálńı
umı́stěńı pro centrum se nacháźı v centroidu daného shluku. Daľśım krokem al-
goritmu je vypoč́ıtáńı centroid̊u c(p) = {c

(p)
1 , . . . , c

(p)
k }. Centroid c

(p)
i nálež́ı shluku,

který je reprezentován centrem C
(p)
i .

Poznámka 2.1. Centra shluk̊u stejně jako centroidy reprezentuj́ı jednotlivé shlu-
ky. V popisu algoritmu použ́ıvám oba termı́ny. Pro pochopeńı algoritmu k-pr̊uměr̊u
(a dále i filtrovaćıho algoritmu) je potřeba vypořádat se s rozd́ıly které představuj́ı
tato označeńı.Centrum shluku slouž́ı jako označeńı bodu v prostoru, okolo něhož
se tvoř́ı shluk. Centroid shluku označuje

”
střed“ už vytvořeného shluku, jehož

souřadnice jsou aritmetickými pr̊uměry souřadnic všech objekt̊u nácházej́ıćıch se
ve shluku. Shluk s pořadovým č́ıslem i je tvořen seskupováńım objekt̊u okolo
centra C i. Na konci každé iterace Lloydova algoritmu je i-tý shluk reprezentován
jak centroidem ci, tak centrem Ci+1.

Třet́ım krokem algoritmu je vypočteńı hodnoty ztrátové funkce Q(p) rozděleńı
množiny objekt̊u k centroid̊um c(p). Je-li (Q(p−1)−Q(p)) ≥ ε, algoritmus pokračuje
daľśı iteraćı s množinou centerC(p+1) = c(p). V opačném př́ıpadě dojde k ukončeńı
algoritmu a výstupem bude přǐrazeńı objekt̊u centroid̊um c(p).

1V programovém provedeńı je Q(0) velmi vysoké č́ıslo, které by hodnota ztrátové funkce Q(1)

neměla překročit, např 1010.
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Shrnut́ı Lloydova algoritmu

0. Počátečńı zvoleńı center C(1) = {C1, . . . ,Ck}, p = 1, Q(0) = ∞

1. Vytvořeńı shluk̊u objekt̊u okolo center C(p) podle pravidla (2.1)

2. Vypočteńı centroid̊u c(p) shluk̊u z kroku 1

3. Vypočteńı ztrátové funkce Q(p).

• Když Q(p−1)−Q(p) ≥ ε, pak C(p+1) = c(p), p = p+1, návrat na krok 1

• Když Q(p−1) − Q(p) < ε, následuje ukončeńı algoritmu a výstupem je
přǐrazeńı objekt̊u nejbližš́ım centroid̊um z množiny c(p)

Poznámka 2.2.

• V implementaci algoritmu v kroku 1 docháźı k porovnáńı vzdálenosti
d(Ci,xj) pro všechna i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n, a přǐrazeńı centra Ci ob-
jektu xj , ke kterému měl nejkratš́ı vzdálenost. K tomuto procesu docháźı i
po ukončeńı algoritmu, kdy je potřeba každému objektu přǐradit

”
nejbližš́ı“

centroid.

• Podmı́nku v kroku 3 lze nahradit jednodušš́ı podmı́nkou bez nutnosti poč́ıtat
ztrátovou funkci. Testuje se, jestli je množina centerC(p) shodná s množinou
centroid̊u c(p). Této podmı́nce by odpov́ıdala volba ε = 0. Jedná se tedy
o speciálńı a méně programově náročný př́ıpad popsaného algoritmu.

2.2 Př́ıklad

Zadáńı: Necht’ m = 2, k = 3 a máme zadanou množinu 11 objekt̊u
{[0, 1][1, 0], [1, 1], [3, 3], [5, 5], [7, 7], [8, 6], [6, 8], [10, 10], [9, 8], [8, 9]}
z metrického prostoru (W = 〈0, 10〉2, ‖.‖).
Rozdělte množinu objekt̊u na 3 shluky tak, aby si objekty uvnitř shluk̊u byly co
nejv́ıc podobné.
Řešeńı:

Krok 0 Nejdř́ıve náš algoritmus náhodně zvoĺı počátečńı centra z prostoru W . Řek-
něme, že zvolil množinu C(1) = {[2, 1], [1, 4], [10, 7]}.

Krok 1 Ke každému centru z C(1) najde množinu bod̊u, které k němu
”
maj́ı nej-

bĺıže“. Na obrázku č́ıslo 2.1 vid́ıme Voronojovy buňky jednotlivých center.

Krok 2 Z bod̊u v jednotlivých Voronojových diagramech jsou vypočteny centroidy
c1, c2, c3.
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Obrázek 2.1: Objekty z př́ıkladu, počátečńı centra a jejich Voronojovy buňky.
Centra jsou znázorněna kř́ıžky.

Krok 3 Jelikož se hodnota ztrátové funkce zmenšila (Q(1) = 29.5), pokračuje algo-
ritmus daľśı iteraćı a do kroku 1 vstupuje s množinou C(2) = {c1, c2, c3},
c1 = [1.25, 1.25], c2 = [5, 5], c3 = [8, 8].

Daľśı iterace Algoritmus stejným zp̊usobem jako výše přǐrad́ı objekty nejbližš́ım centr̊um,
umı́st́ı centroidy a vypočte hodnotu ztrátové funkce, Q(2) = 29.5. Jelikož
Q(1) − Q(2) = 0, algoritmus ukonč́ı běh a výstupem je rozděleńı množiny
objekt̊u k centroid̊um c(2).

K optimálńı hodnotě ztrátové funkce stačily pouze dvě iterace algoritmu. Rozděleńı
množiny bod̊u do tř́ı shluk̊u můžeme vidět na obrázku č́ıslo 2.2.

Poznámka 2.3.

• Kdybychom za počátečńı centra v př́ıkladu 2.2 zvolili jiné body (např.
všechny tři nacházej́ıćı se okolo bodu [0, 0]), k optimálńımu řešeńı bychom
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Obrázek 2.2: Finálńı pozice centroid̊u z př́ıkladu 2.2 a jejich Voronojovy buňky.
Centroidy shluk̊u jsou znázorněny kř́ıžky.

došli až po 4 iteraćıch. Nav́ıc bychom dokonvergovali k horš́ımu řešeńı a
jeden shluk by z̊ustal prázdný.

• To, že některé shluky z̊ustanou na konci algoritmu prázdné, lze částečně
ošetřit vložeńım okrajových podmı́nek. Pro některá data však neexistuje
počátečńı rozděleńı centroid̊u tak, aby algoritmus k-pr̊uměr̊u rozdělil data
do požadovaného počtu shluk̊u.

• Výsledná kvalita shlukováńı podstatně záviśı na počátečńım rozložeńı cen-
troid̊u. Lze tedy ř́ıci, že algoritmus k-pr̊uměr̊u nalezne vždy jen lokálńı
minimum ztrátové funkce Q.
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2.3 Nevýhody algoritmu k-pr̊uměr̊u

Lokálńı minimum. Z poznámky 2.4 a celkového charakteru algoritmu soud́ıme,
že algoritmus k-pr̊uměr̊u hledá pouze lokálńı minimum ztrátové funkce Q.
Abychom našli uspokojuj́ıćı řešeńı, je třeba algoritmus spustit několikrát a vybrat
rozděleńı s nejmenš́ı hodnotou ztrátové funkce.
Předem zadaný počet shluk̊u k. Někdy se může stát, že data pocházej́ı
z rozděleńı představuj́ıćıho k shluk̊u v prostoru. Potom by hledáńı (k− 1) shluk̊u
těchto objekt̊u nalezlo rozděleńı s výrazně vyšš́ı hodnotou ztrátové funkce v po-
rovnáńı s hodnotou ztrátové funkce rozděleńı do k shluk̊u. Nav́ıc se může stát,
že nějaký shluk z̊ustane prázdný. Tento fakt záviśı nejen na nevhodně zvoleném
č́ıslu k, ale také na počátečńım rozděleńı centroid̊u.
Časová složitost. Pro přiměřeně malé n a k algoritmus konverguje v přijatelném
čase. Pokud je ale některé z těchto č́ısel výrazně větš́ı, čas strávený na hledáńı
nejbližš́ıho centra v kroku 1 se zvýš́ı. Operaci d(x,y) hodnot́ıme jako časově
nejnáročněǰśı část tohoto algoritmu.

V kroku 1 každé iterace algoritmu je třeba vypoč́ıtat vzdálenost od každého
objektu ke každému centru. Pokud je objekt̊u n, center k a dimenze prostoru je
m, časová složitost algoritmu je O(k ∗n∗f(m)). Funkce f(m) vyjadřuje závislost
dimenze objekt̊u m na složitosti výpočtu. Závislost dimenze na složitosti totiž v
jazyku Matlab nejsṕı̌se neńı lineárńı.

Poznámka 2.4. Jazyk Matlab umožňuje vypočteńı vzdálenosti d dvou v́ıceroz-
měrných bod̊u x,y ∈ R

m v jednom kroku pomoćı Haddamardova umocněńı
jednotlivých složek vektoru. Je pravděpodobné, že časová náročnost výpočtu
vzdálenosti dvou vektor̊u záviśı i tak na jejich délcem. Ṕı̌seme tedy O(k∗n∗f(m)),
jelikož složitost výpočtu nemuśı být závislá na délce vektoru lineárně.
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3. Filtrovaćı algoritmus

3.1 Popis filtrovaćıho algoritmu

Filtrovaćı algoritmus je heuristická nadstavba algoritmu k-pr̊uměr̊u. Použ́ıvá da-
tovou strukturu MRKD-strom, která umožňuje hierarchické děleńı prostoru ob-
jekt̊u. O jej́ı konstrukci pojednám v odstavci 3.2. Jedná se o binárńı strom, který
rozděluje sekvenčně vstupńı prostor na dvě části, každou část rozděĺı znovu a dále
rekurzivně až k list̊um. Každému uzlu ve stromu je přǐrazena sada statistik bod̊u,
které reprezentuje. O těchto statistikách pojednám v podkapitole 3.3.

MRKD-strom stač́ı vypoč́ıtat pouze jednou na začátku algoritmu. Pomoćı to-
hoto binárńıho stromu algoritmus filtruje v prvńım kroku Lloydova algoritmu
centra shluk̊u (kandidátská centra) a t́ım snižuje počet operaćı potřebných k do-
končeńı prvńıho kroku algoritmu k-pr̊uměr̊u v každé jeho iteraci.

Pr̊uchod stromem v p-té iteraci algoritmu k-pr̊uměr̊u prob́ıhá následovně:
Množina center C(p) se

”
prosévá“ skrz MRKD-strom od kořene směrem dol̊u. Ne-

cht’ je množina kandidátských center uzlu u minimálně dvouprvková a označme
ji C(p)

u . Množinu kandidátských center levého a pravého syna uzlu u označ́ıme
C(p)

synove. Ačkoliv se v MRKD-stromu levý a pravý syn lǐśı, množinu kandidátských
center sd́ılej́ı.

Podle uchovávaných statistik v uzlu u se algoritmus rozhodne, které centrum
z množiny kandidátských center C(p)

u zachová do množiny C(p)
synove. Plat́ı tedy

C(p)
synove ⊂ C(p)

u . Množina kandidátských center levého syna uzlu u je stejná jako
množina kandidátských center pravého syna uzlu u, proto zde hovoř́ıme pouze
o jedné množině. Technice filtrováńı kandidátských center věnuji odstavec 3.4.

V každém uzlu jsou testovány následuj́ıćı podmı́nky, které ukonč́ı pr̊uchod
v celé větvi stromu a zároveň zp̊usob́ı přǐrazeńı objekt̊u asociovaných s t́ımto
uzlem některému ze zbývaj́ıćıch kandidátských center.

1. Jedná-li se o list, pak jsou asociované objekty uzlu přǐrazeny ke kan-
didátskému centru, které je nejbĺıže

”
středńımu bodu“ asociovaných bod̊u

uzlu. O významu středńıho bodu uzlu pojednám v daľśıch odstavćıch.

2. Je-li množina kandidát̊u jednoprvková, pak se všechny asociované ob-
jekty uzlu přǐrad́ı k tomuto jednomu kandidátskému centru bez nutnosti
daľśıho porovnáváńı a hledáńı nejbližš́ıho centra pro objekty.

Poznámka 3.1.

• Listy MRKD-stromu reprezentuj́ı v́ıce objekt̊u, pokud ve vstupńım datovém
souboru existuje v́ıce stejných objekt̊u.

• Významné urychleńı představuje právě podmı́nka č. 2. Dı́ky ńı se ukonč́ı běh
v celé větvi stromu a jednomu centru je přǐrazena najednou celá množina
objekt̊u.
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3.2 MRKD-stromy

MRKD-stromy slouž́ı k reprezentaci souboru objekt̊u. Objekty v tomto př́ıpadě
mohou být v́ıcedimenzionálńı body v prostoru o dimenzi m. V KD-stromu (kvad-
rantový strom) obsahuje každý uzel ukazatele na k syn̊u. V MRKD-stromu má
každý uzel právě dva syny.

Jedná se tedy o binárńı stromovou strukturu, kde každý uzel reprezentuje
množinu dat. Kořen stromu obsahuje všechny objekty. Každý z jeho dvou syn̊u
reprezentuje podmnožinu bod̊u kořene a tito dva synové jsou navzájem disjunktńı
a dohromady skládaj́ı nadřazený uzel (otce). Každý z dvou syn̊u má daľśı syny,
pro něž plat́ı stejná pravidla. Děleńı množiny objekt̊u pokračuje rekurzivně až
k list̊um, které obsahuj́ı pouze jediný bod (viz poznámka 3.1). Rozhodováńı o tom,
zda bude prvek uzlu patřit jeho levému nebo pravému synovi zálež́ı na jaké straně
(m− 1)-dimenzionálńı nadroviny lež́ı.

Definice 3.1. Necht’ uzel u reprezentuje l-prvkovou množinu objekt̊u B, B =
{xi ∈ R

m, i = 1, . . . , l}. Množinu B nazveme buňkou tohoto uzlu. O všech
objektech v buňce B řekneme, že jsou asociované s uzlem u.
�

Definice 3.2. Ohraničuj́ıćı hyperkvádr množiny B je nejmenš́ı kvádr H ⊂
R

m, obsahuj́ıćı všechny body z B. Plat́ı tedy ∀x ∈ B,x ∈ H.
�

Nyńı máme zadefinované základńı prvky, které se vyskytuj́ı v MRKD-stromech
a zbývá vyřešit, jak tento strom konstruovat. Jelikož děleńı v každém uzlu prob́ıhá
podle stejného algoritmu, zabývejme se otázkou, jak rozdělit ohraničuj́ıćı hy-
perkvádr uzlu na dva tak, aby děleńı bylo co nejefektivněǰśı. Necht’ im je index
proměnné, která reprezentuje nejdeľśı stranu ohraničuj́ıćıho hyperkvádru.

im = argmax
j=1,...,m

( max
i=1,...,l

xi,j − min
i=1,...,l

xi,j)

Ohraničuj́ıćı hyperkvádr rozděĺıme nadrovinou, která je kolmá k této nejdeľśı
straně. Nadrovinu umı́st́ıme v bodě, kde proměnná s indexem im nabývá me-
diánu. Označ́ıme x(∗) medián proměnné im ze všech bod̊u množiny B. Do levého
podstromu umı́st́ıme všechny objekty, které jsou v této proměnné menš́ı nebo
rovny mediánu, do pravého zbytek. Tvoř́ıme tedy podmnožiny

Bls = {xi ∈ B, xi,im ≤ x(∗)}

Bps = {xi ∈ B, xi,im > x(∗)}.

Plat́ı Bls ∩ Bps = ∅ a Bls ∪ Bps = B. Pokud je buňka Bls (resp. Bps) nejméně
jednoprvková, přǐrad́ıme ji levému (resp. pravému) synu. Pokud je buňka B jed-
noprvková nebo obsahuje v́ıce stejných bod̊u, uzel u je list. MRKD-strom je tedy
binárńı strom, který reprezentuje hierarchické děleńı ohraničuj́ıćıch hyperkvádr̊u
pomoćı (m− 1)-dimenzionálńıch nadrovin.

Poznámka 3.2.

• Ohraničuj́ıćı hyperkvádr je až na výjimky uzavřený.
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• Pokud je počet objekt̊u v buňce B sudý, neprocháźı děĺıćı nadrovina žádným
bodem a kvádry, které vzniknou přep̊uleńım otcovského hyperkvádru jsou
v těchto nově vzniklých stranách otevřené. Ohraničuj́ıćı hyperkvádry jsou
potom uzavřené podmnožiny těchto kvádr̊u, obsahuj́ıćı stejné body. Abychom
kvádr uzavřeli, je potřeba jej v zmenšit tak, aby byl podle definice nejmenš́ı
a tvořil ohraničuj́ıćı hyperkvádr.

• Pokud je počet objekt̊u lichý, děĺıćı nadrovina procháźı nějakým bodem
z množiny Bls. Ohraničuj́ıćı hyperkvádr této množiny vznikne rovnou pře-
p̊uleńım nadrovinou. Ohraničuj́ıćı hyperkvádr množiny Bps se vytvoř́ı zkrá-
ceńım nově vzniklého kvádru, tak aby byl uzavřený a obsahoval všechny
objekty z množiny Bps.

Obrázek 3.1: Ukázka děleńı prostoru pomoćı MRKD-stromu. Kořenová buňka
(č.1) představuje celý prostor. Děleńı objekt̊u do syn̊u s č́ıslem 2 a 3 představuje
svislá př́ıčka. Děleńı uzlu 3 představuje vodorovná čárkovaná př́ıčka. Listové vr-
choly jsou tedy uzly 2,4 a 5. Vrcholy hyperkvádr̊u uzl̊u č.2 a č.3 jsou zvýrazněny
čárami vedoućımi od č́ısel uprostřed.

3.3 Uchovávané hodnoty

3.3.1 Statistiky uchovávané v uzlech MRKD-stromu

Necht’ objekty xi, i = 1, . . . , l, xi ∈ Rm, jsou asociované s uzlem u. Potom uzel u
uchovává následuj́ıćı informace o asociované množině objekt̊u.

(0) Přirozené č́ıslo udávaj́ıćı počet asociovaných objekt̊u
lu ∈ N

(1) Vektor minimálńıch souřadnic xu
(1) se složkami

xu
(1),j = mini=1,...,l xi,j, j = 1, . . . , m
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(2) Vektor maximálńıch souřadnic xu
(l) se složkami

xu
(l),j = maxi=1,...,l xi,j , j = 1, . . . , m

(3) Vektor součtu souřadnic SSu se složkami
SSu

j =
∑n

i=1 xi,j , j = 1, . . . , m

(4)
”
Středńı bod“ xu

∗ asociovaných objekt̊u (vektor medián̊u po složkách). Ka-
nugo a kol. (2002) použili ve své implementaci bod, jehož j-tá souřadnice
je medián všech j-tých souřadnic asociovaných bod̊u uzlu. Při této volbě

”
středńıho bodu“ prob́ıhá konstrukce MRKD-stromu přesně tak, jak jej po-
pisuji v odstavci 3.2.

(5) Hodnotu čtverce Frobeniovy normy:
‖X‖2 u

F =
∑m

j=1

∑l

i=1 x
2
i,j, kde X je matice obsahuj́ıćı všechna pozorováńı

asociovaná s uzlem u.

3.3.2 Použit́ı uchovávaných statistik

Máme-li v 1. kroku (p)−té iterace algoritmu k-pr̊uměr̊u množinu center C(p) =

{C(p)
1 , . . . ,C

(p)
k }, budeme si při pr̊uchodu stromem udržovat v globálńı proměnné

statistiky αh,βh a γh pro každé centrum C
(p)
h , h = 1, ..., k.

• Hodnota v proměnné αh bude označovat počet dosud přǐrazených objekt̊u
centru C

(p)
h .

• Vektor βh ∈ R
m bude uchovávat součty hodnot proměnných všech objekt̊u

přǐrazených centru C
(p)
h .

• V proměnné γh budeme sč́ıtat čtverce Frobeniovy normy objekt̊u přǐrazených
centru C

(p)
h .

Před pr̊uchodem stromu polož́ıme

αh = 0, βh = (0, . . . , 0), γh = 0 ∀h = 1, . . . , k.

Jestliže v uzlu u algoritmus dle ukončovaćıch podmı́nek přǐrad́ı při pr̊uchodu
MRKD-stromem množinu objekt̊u centru C

(p)
h , aktualizujeme hodnoty statistik

αh,βh a γh statistikami (0), (3), (5) definovanými v odstavci 3.3.1.

αh = αh + lu, βh = βh + SSu, γh = γh + ‖X‖2 u
F

Po ukončeńı pr̊uchodu stromem budeme moci jednoduše identifikovat centro-
idy shluk̊u, ale také mı́ry variability definované v odstavci 1.3. Centroid shluku
objekt̊u, které byly přǐrazeny centru C

(p)
h , vypočteme dle vzorce:

c
(p)
h =

1

αh

βh

Rozptyl shluku objekt̊u přǐrazených centru C
(p)
h vzhledem k již vypoč́ıtanému

centroidu c
(p)
h vyjádř́ıme pomoćı věty 1.1 pro l = αh.

S2
h =

1

αh

αh∑

i=1

(xi − ch)
2 =

1

αh

αh∑

i=1

〈xi,xi〉 − 〈ch, ch〉
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Pro libovolný m-prvkový vektor x lze psát 〈x,x〉 =
∑m

j=1 x
2
j . Dosad́ıme-li dále

za centroid

〈ch, ch〉 =

〈
βh

αh

,
βh

αh

〉

.

a nahrad́ıme-li součet druhých mocnin objekt̊u uchovávanou hodnotu γh, tj.

αh∑

i=1

〈xi,xi〉 =
l∑

i=1

[
m∑

j=1

x2
i,j

]

= γh,

dostaneme vyjádřeńı rozptylu shluku objekt̊u, které nálež́ı centroidu c
(p)
h pomoćı

hodnot

S2
h =

1

αh

γh −

〈
βh

αh

,
βh

αh

〉

Rozptyl shluku může být vńımán jako mı́ra kompaktnosti shluku. Sečteme-li
v p-té iteraci algoritmu rozptyly všech shluk̊u podle vzorce uvedeného v poznámce
1.5, dostaneme hodnotu ztrátové funkce Q(p), kterou chceme v p-tém kroku algo-
ritmu porovnat s předchoźı hodnotou a t́ım rozhodnout o daľśım postupu algo-
ritmu.

Q(p) =
k∑

h=1

S2
h =

k∑

h=1

(
1

αh

γh −

〈
βh

αh

,
βh

αh

〉)

Poznámka 3.3. Fukce Q(p) se v pr̊uběhu algoritmu minimalizuje. Ćılem algorit-
mu k-pr̊uměr̊u je tedy rozložit objekty do shluk̊u tak, aby byla hodnota ztrátové
funkce Q(p) co nejmenš́ı.

3.4 Filtrováńı kandidátských center

Pro každý uzel MRKD-stromu udržujeme množinu kandidátských center. Kaž-
dé z nich může v nějakém podstromu sloužit jako nejblǐzš́ı centrum pro nějakou
podmnožinu asociovaných bod̊u tohoto uzlu. Množina kandidátských center se
ale zmenšuje s t́ım, jak procháźıme MRKD-stromem směrem dol̊u. O úroveň
ńıže postouṕı pouze ta podmnožina kandidátských center, která projde filtro-
vaćı procedurou. Odstraněńı bod̊u, které jako centrum pro žádnou podmnožinu
asociovaných objekt̊u nemohou sloužit, prob́ıhá následuj́ıćım zp̊usobem.

Necht’ u je uzel MRKD-stromu. Označme Z množinu kandidátských center
uzlu u a B jeho buňku. Dále označme Zsynove kandidátská centra syn̊u uzlu u
(jedná se o levého i pravého syna uzlu u) a xu

∗ středńı bod objekt̊u v buňce B,
který jsme źıskali z uchovávané statistiky (4) z odstavce 3.3.1. Plat́ı Zsynove ⊆ Z.

Při vytvářeńı množiny Zsynove, neboli filtrováńı množiny Z, nejprve vypoč́ıtá-
me, který z kandidád̊u z množiny Z je nejbĺıže středńımu bodu xu

∗ . Označme jej
z∗, tj.

z∗ = argmin
z∈Z

‖z − xu
∗‖

2.

Přidejme kandidátské centrum z∗ do množiny Zsynove. Poté pro všechny zbývaj́ıćı
kandidáty z ∈ Z \ {z∗} rozhodneme, zda je odfiltrujeme podle následuj́ıćıho
pravidla.
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a) Pokud má nějaká část buňky B bĺıže k z než k z∗, přidáme z do množiny
Zsynove - nefiltrujeme.

b) V opačném př́ıpadě, kdy žádná část buňky B nemá bĺıže k z než k z∗,
kandidáta odfiltrujeme.1

• Necht’ H je nadrovina, která ortogonálně p̊uĺı vektor −→u = z − z∗. H
rozděluje ohraničuj́ıćı hyperkvádr buňky B na dva podprostory. Jeden
je bĺıže k z a druhý k z∗. Pokud B lež́ı celá v podprostoru, kde se
nacháźı také kandidátské centrum z∗, můžeme z odfiltrovat.

• Označme v(H) vrchol buňky B, který maximalizuje skalárńı součin
〈−→u , v(H)〉. Kandidáta z odfiltrujeme, pokud

‖z − v(H)‖ ≥ ‖z∗ − v(H)‖

.

Poznámka 3.4. Př́ıslušný vrchol v(H) buňky B vypočteme pomoćı hodnot (1),
(2) z odstavce 3.3.1, které máme uloženy v každém uzlu. Pokud je j-tá souřadnice
vektoru −→u záporná, vezmeme za j-tou souřadnici bodu v(H) hodnotu x(1),j ,
v opačném př́ıpadě vezmeme x(l),j .

3.5 Filtrovaćı procedura v algoritmu k-pr̊uměr̊u

Algoritmus k-pr̊uměr̊u, který je vybaven filtrovaćı procedurou (dále jen filtro-
vaćı algoritmus), bude mı́t pozměněný pr̊uběh proces̊u. V kroku 1 každé iterace
algoritmus pomoćı MRKD-stromu a filtrovaćı podmı́nky

”
proseje“ centra skrz

strom a každému centru přǐrad́ı statistiky podle podkapitoly 3.3. V některých
uzlech, které nejsou listy, zbyde jenom jedno centrum a t́ım se ukonč́ı běh v celé
větvi. Množiny asociovaných objekt̊u těchto uzl̊u budou přǐrazeny jednotlivým
zbývaj́ıćım kandidátským centr̊um. T́ım se výrazně sńıž́ı počet potřebných po-
rovnáńı vzdálenost́ı při tvořeńı shluk̊u. Po splněńı ukončovaćı podmı́nky ve 3.
kroku ještě algoritmus provede závěrečný krok, kdy každému objektu přǐrad́ı nej-
bilžš́ı centrum. Tato operace totiž neńı zajǐst’ována v pr̊uchodu MRKD-stromem.

Filtrovaćı algoritmus

0. Počátečńı náhodné vygenerováńı center C(1) = {C1, . . . ,Ck}. Polož́ıme
p = 1 a Q(p) = ∞

1. Pr̊uchod MRKD-stromem, filtrováńı kandidátských center popsané v před-
choźıch odstavćıch. Každému centru z množiny C(p) jsou přǐrazeny př́ıslušné
statistiky α,β, γ.

2. Vypočteńı centroid̊u c(p) ze statistik center z předchoźıho kroku

3. Vypočteńı ztrátové funkce Q(p+1) podle vzorce uvedeného na konci odstavce
3.3.2.

1Odfiltrováńı kandidáta znamená, že jej vyřad́ıme z množiny kandidátských center, které

postouṕı o úroveň ńıže při procházeńı MRKD-stromu odshora dol̊u.
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• Když Q(p) −Q(p+1) ≥ ε, pak C(p+1) = c(p), p = p+ 1 a návrat na krok
1

• Když Q(p) −Q(p+1) < ε, skok na krok 4

4. Každému objektu je přǐrazen nejbližš́ı centroid z množiny c(p)

3.6 Př́ıklad

Necht’ máme k dispozici stejná data jako v př́ıkladu 2.2. Úkol z̊ustává stejný:
rozdělit uvažované objekty do 3 shluk̊u. Začneme vytvořeńım MRKD-stromu
z těchto dat.

[0,1] [1,0] [1,1] [3,3] [5,5] [7,7] [8,6] [6,8] [9,8] [8,9] [10,10]

• Z dat je patrno, že obě proměnné maj́ı nejmenš́ı hodnotu 0 a největš́ı
10. Je tedy lhostejné, kterou zvoĺıme jako děĺıćı. Algoritmus voĺı v tomto
př́ıpadě prvńı souřadnici. Medián řady (0, 1, 1, 3, 5, 6, 7, 8, 8, 9, 10) je č́ıslo 6.
Do levého podstromu tud́ıž umı́st́ıme objekty, které maj́ı v prvńı proměnné
menš́ı nebo stejnou hodnotu jako 6. Jedná se o o objekty:
{[0, 1], [1, 0], [1, 1], [3, 3], [5, 5], [6, 8]}. Do pravého podstromu umı́st́ıme zby-
tek objekt̊u. Děleńı kvádr̊u takto pokračuje rekurzivně až k list̊um. Listové
uzly reprezentuj́ı v tomto př́ıpadě vždy jeden objekt.

• Máme-li vytvořený MRKD-strom a máme-li daná počátečńı centra (necht’

jsou stejná jako v př́ıkladu 2.2, tedy body {[2, 1], [1, 4], [10, 7]}), můžeme
spustit prvńı iteraci. Fitrovaćı procedura se projev́ı v prvńım kroku Lloy-
dova algoritmu k-pr̊uměr̊u, jak je uvedeno v odstavci 3.5. Úkolem filtro-
vaćıho algoritmu je v každém uzlu MRKD-stromu odfiltrovat centra, která
nemaj́ı šanci sloužit jako nejbližš́ı centrum žádné podmnožiny bod̊u asocio-
vaných s t́ımto uzlem. Heuristika užitá k tomuto filtrovańı byla vysvětlena
v odstavci 3.4.

• Zabývejme se filtrováńım kandidátských center {[2, 1], [1, 4], [10, 7]} v uzlu
u, který reprezentuje objekty {[8, 6], [7, 7], [9, 8], [8, 9], [10, 10]}. Situace je
znázorněna na obrázku 3.2. Střed této množiny asociovaných bod̊u je objekt
[9, 8]. Kandidátské centrum, které má nejbĺıže středu je bod z∗ = [10, 7].
Označme dále z = [1, 4]. Vektor u = z∗ − z = [9, 3] má obě složky kladné.
Vrchol buňky V (H), který použijeme k rozhodnut́ı filtrováńı, má tedy podle
poznámky 3.4 souřadnice x(2) = [10, 10]. Z obrázku je patrné, že ‖z −
v(H)‖ ≥ ‖z∗ − v(H)‖. Kandidátské centrum z tedy odfiltrujeme. Podobně
by vypadalo filtrováńı kandidátského centra [2, 1].

• Algoritmus v tomto uzlu odfiltroval obě dvě kandidátská centra a přǐradil
objekty ke zbývaj́ıćımu centru. Rozhodl správně, že jako nejbližš́ı cent-
rum pro všechny asociované body muśı sloužit právě bod [10, 7]. Ušetřil
tak v Lloydově algoritmu několik daľśıch porovnáváńı vzdálenost́ı. Časová
úspora na takovém malém souboru dat samozřejmě neńı znát, na větš́ıch
datových souborech by však podstatně urychlila běh programu.
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• Po pr̊uchodu celým stromem byl ještě centru [10, 7] přǐrazen objekt [6, 8].
Statistiky α,β, γ maj́ı následuj́ıćı hodnoty:

α = lu + 1 = 5 + 1

β = [10, 7]+ SSu = [6, 8] + [8 + 7+ 9+ 8+ 10, 6+ 7+ 8+ 9+ 10] = [48, 48]

γ = 102 + 72 + ‖X‖2 u
F = 149 + 700 = 849

Centroid shluku objekt̊u, které byly přǐrazeny centru [10, 7] je tedy c1 =
[48, 48]/6 = [8, 8]. Pomoćı uchovávaných statistik vypočteme ještě rozptyl
tohoto shluku. Podle odstavce 3.3.2 je:

S2
h =

1

α
γ −

〈
β

α
,
β

α

〉

=
1

6
∗ 849−

〈
[48, 48]

6
,
[48, 48]

6

〉

= 13, 5

Program dále vypočte centroidy a rozptyly i ostatńıch shluk̊u. Centroidy

”
pošle“ jako centra do daľśı iterace a ulož́ı si hodnotu ztrátové funkce Q.
Konečné centroidy jsou shodné s centroidy na obrázku 2.2. Po druhé iteraci
tedy algoritmus ukonč́ı běh a výstup bude stejný jako výstup z Lloydova
algoritmu bez filtrovaćı heuristiky.
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Obrázek 3.2: Filtrováńı kandidátských center z př́ıkladu 3.6. Na obrázku je
čárkovaně označena levá př́ıčka kvádru, v němž se nacháźı body asociované s uz-
lem u. Dále jsou tečkami nakreslené vektory u = z∗− z, z∗− V (H) a z−V (H),
které posloužili k rozhodnut́ı o filtrováńı kandidátského centra z. Na obrázku je
dále tečkami nakreslena p̊uĺıćı nadrovina H . Je vidět, že všechny objekty aso-
ciované s uzlem u se nacháźı napravo od nadroviny H . Rozhodnut́ı o filtrovańı
kandidátského centra z bylo tedy oprávněné. Ani jedno kandidátské centrum
nemůže sloužit jako nejbližš́ı centrum žádnému asociovanému objektu.
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4. Algoritmus x-pr̊uměr̊u

4.1 Nedostatky algoritmu k-pr̊uměr̊u

Původńı algoritmus k-pr̊uměr̊u (bez urychleńı pomoćı filtrovaćıho stromu) trṕı
třemi výraznými nedostatky. Prvńım nedostatkem je fakt, že hodnota ztrátové
funkce se předevš́ım v pozděǰśıch iteraćıch nezmenšuje natolik, aby odpov́ıdala
strojovému času, který je při těchto iteraćıch spotřebováván. Druhou nevýhodou
je nutnost zadat uživatelem předem určenou hodnotu počtu shluk̊u k. Třet́ı vadou
algoritmu k-pr̊uměr̊u je nalezeńı pouze lokálně optimálńıho řešeńı rozděleńı dat
do shluk̊u. V́ıce o nevýhodách algoritmu se lze doč́ıst v podkapitole 2.3.

4.2 Algoritmus x-pr̊uměr̊u

Algoritmus x-pr̊uměr̊u se s těmito třemi nedostatky alespoň zčásti vypořádává.
Pomoćı Bayesova informačńıho kritéria definovaného v kapitole 1 porovnává roz-
klady množiny objekt̊u pro r̊uzná přirozená k a přitom je relativně

”
rychlý“ d́ıky

filtrovaćı heuristice. Poṕı̌si nyńı algoritmus x-pr̊uměr̊u tak, jak jej popsali au-
toři v článku (Pelleg, Moore, 2000,[4]) ve variantě s urychleńım pomoćı MRKD-
stromů.

Algoritmus x-pr̊uměr̊u

0. Vstupem algoritmu je opět matice objekt̊u {yi,j}
n,m
i,j=1 (objekty tentokrát

znač́ıme pro přehlednost y), dvě přirozená č́ısla Kmax, Kmin, udávaj́ıćı meze
pro počet shluk̊u Kmax ≥ Kmin. Dále přirozené č́ıslo maxiter udávaj́ıćı
maximálńı počet iteraćı v globálńı i lokálńı proceduře k-pr̊uměr̊u a práh
ε ≥ 0 pro porovnáváńı hodnot BIC , který pro jednoduchost použijeme
i pro porovnáváńı hodnot ztrátových funkćı v lokálńı i globálńı proceduře
filtrovaćıho algoritmu. Na začátku se polož́ı x = Kmin, BIC(0) = ∞ a p = 1,
vygeneruje se počátečńı x-prvková množina center C(1) a vstouṕı se do
kroku 1.

1. Na data se aplikuje filtrovaćı algoritmus k-pr̊uměr̊u pro k = x, počátečńı
množinu center C(p) a práh ε (pr̊uběh algoritmu je popsán v kapitole 3).
Źıská se x-prvková množina centroid̊u c(p) = {c1, . . . , cx}.
Vypočteme hodnotu BIC(p) podle definice 1.6 a rozděleńı shluk̊u podle cen-
troid̊u c(p).
Vytvoř́ıme si booleovskou proměnnou

”
prazdny“, kterou nastav́ıme na false.

Pokud je nějaký shluk prázdný (to typicky znamená, že hodnota BIC(p) bu-
de větš́ı než hodnotaBIC(p−1), čemuž chceme zabránit), změńıme proměnnou

”
prazdny“ na true. Z množiny c(p) odstrańıme ty centroidy, kterým filtrovaćı
algoritmus nepřǐradil žádné objekty a sńıž́ıme o př́ıslušný počet prázdných
shluk̊u proměnnou x.
Je-li ((BIC(p−1) − BIC(p)) ≤ ε a zároveň prazdny = false) nebo (p >

maxiter), následuje ukončeńı algoritmu, s následuj́ıćım výstupem:
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• Pokud se hodnota BIC oproti předchoźı iteraci nezvětšila, plat́ıBIC(p−1) ≤
BIC(p), je konečným rozděleńım prostoru množina centroid̊u c(p)

• Pokud se hodnota BIC zvětšila, došlo ke globálńımu zhoršeńı rozděleńı,
vezmeme jako výstupńı rozděleńı množinu centroid̊u c(p−1).

Všechny objekty přǐrad́ıme nejbližš́ım centroid̊um a na výstupu algoritmus
uvede, kolik objekt̊u se v jednotlivých shlućıch nacháźı.
V opačném př́ıpadě pokračujeme krokem 2.

2. Ve Voronojově buňce V (ci) (jejich tvorba je vysvětlena v definici 1.4) se
spust́ı modifikovaný lokálńı filtrovaćı algoritmus 2-pr̊uměr̊u pro počátečńı
volbu center Ci, jejichž tvorbu stejně jako zmı́něnou modifikaci vysvětĺım
ńıže a pro volbu prahové hodnoty ε. Źıskáme tak centroidy ci1 a ci2. Vše
pro i = 1, . . . , x. Pokračujeme následuj́ıćım krokem.

3. Polož́ıme k = x. V i-té buňce se vypočte hodnota BICi1 = BICci
a

BICi2 = BICci1,ci2 pro variantu rozkladu Voronojovy buňky s jedńım a
dvěma centroidy a pro i = 1, . . . , k. Seřad́ıme si buňky (centroidy) podle
rozd́ılu (BICi2 − BICi1) od nejmenš́ıho po největš́ı. Prvńı na řadě je te-
dy ta buňka, kde nastalo nejvýrazněǰśı zlepšeńı kritéria BIC. Pokračujeme
následuj́ıćım krokem.

4. C(p+1) je prázdná množina center. Polož́ıme j = 1 a x = 0. Nyńı přidáváme
do množiny C(p+1) centra podle následuj́ıćıho pravidla:

• Je-li BICj2 < BICj1 a zároveň x ≤ Kmax + j − k − 2 , polož́ıme
j = j +1, x = x+2 a přidáme centroidy cj1 a cj2 do množiny C(p+1).

• V opačném př́ıpadě přidáme centroid cj do množiny C(p+1) a polož́ıme
j = j + 1, x = x+ 1 .

Vše pro j = 1, . . . , k.
Množina C(p+1) je x-prvková. T́ımto postupem zaruč́ıme, že v množině
C(p+1) budou zachovány centra, kde algoritmus nenavrhl rozděleńı buňky
na dvě a zároveň se

”
zdvoj́ı“ centroidy s nejvýrazněǰśım zlepšeńım lokálńı

hodnoty BIC tak, aby hodnota x nepřekročila povolený počet shluk̊u Kmax.
Algoritmus polož́ı p = p + 1 a skoč́ı na krok 1.

Poznámka 4.1.

• Modifikovaný lokálńı filtrovaćı algoritmus je filtrovaćı algoritmus spuš-
těný na stejný MRKD-strom jako v kroku 1 na množinu center C = c(p).
Modifikace spoč́ıvá v tom, že jakmile je v nějakém uzlu přǐrazena množina
objekt̊u nějakému kandidátskému centru ci, i = 1, . . . , x (množina kan-
didátských center je jednoprvková nebo se nacháźıme v listu), zaměńıme
toto centrum za dvě centra z množiny Ci nacházej́ıćı se ve stejné Vorono-
jově buňce. Algoritmus pust́ıme rekuzivně a na konci každé iterace uprav́ıme
centroidy ci1 a ci2. Otestujeme, zda neńı splněna podmı́nka konvergence pro
všechny oblasti (ve všech buňkách ted’ prob́ıhá algoritmus 2-pr̊uměr̊u) a po-
kud ano, pokračujeme v kroku 2 s množinou centroid̊u {ci1, ci2, i = 1, . . . , x}
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• Počátečńı volba center Ci v kroku 2 spoč́ıvá v tom, že centra umı́st́ıme
v každé Voronojově buňce V (ci) co nejdál od sebe. Takovou volbu zajist́ıme
t́ım zp̊usobem, že si v 1. kroku ve filtrovaćım algoritmu pro každé cent-
rum budeme zaznamenávat vedle uchovávaných statistik, které jsem popsal
v kapitole 3, ještě vektory minimálńıch a maximálńıch hodnot proměnných
všech objekt̊u. Tyto hodnoty si tak i tak uchováváme v MRKD-stromu pro
realizaci filtrovaćı procedury, využijeme je tedy ještě k tomuto účelu.

• Autoři Pelleg a Moore popsali ve svém článku (2000) daľśı př́ıpadné urych-
leńı algoritmu t́ım, že se ve 2. kroku algoritmu x-pr̊uměr̊u uchovávaj́ı v MRKD-
stromu informace o tom, zda-li už byl v konkrétńı Voronojově buňce algo-
ritmus ukončen. Empirické testy totiž dokázaly, že zat́ımco některé shluky
z̊ustávaj́ı klidné a stabilńı po celou dobu algoritmu, některé maj́ı stále ten-
denci se dělit. Pokud by šlo objekty v

”
klidných“ shlućıch úplně odstranit

z MRKD-stromu ve 2.kroku, byl by problém vyřešen. V tomto př́ıpadě by
se ale musel MRKD-strom v 2. kroku tvořit stále znovu, což je časově
mnohem náročněǰśı než př́ıpadná úspora.

Algoritmus x-pr̊uměr̊u s použit́ım Bayesova informačńıho kritéria zaručuje, že
centroidy shluk̊u, které dobře modeluj́ı povahu dat, nebudou ovlivněny operace-
mi v oblastech, kde se na správném modelu ještě pracuje. Naopak, nové shluky
budou vytvářeny prioritně v oblastech, kde špatná hodnota BIC ukazuje špatnou
reprezentaci dat modelem. Proměnná hodnota počtu shluk̊u je výhodná vzhledem
k tomu, že někdy nev́ıme, z jakého rozděleńı data pocházej́ı - kolik shluk̊u bychom
měli očekávat. Bylo by tedy třeba algoritmus k-pr̊uměr̊u spustit několikrát pro
r̊uzné hodnoty k. Algoritmus x-pr̊uměr̊u stač́ı spustit jenom jednou.

Na následuj́ıćıch obrázćıch je zřetelný postup algoritmu.

Obrázek 4.1: Po ukončeńı prvńıho kroku algoritmu x-pr̊uměr̊u pro x = 3 jsou
objekty na obrázku rozděleny do shluk̊u. Tlustou čarou jsou znázorněny hranice
Voronojových buňek jednotlivých shluk̊u. Zdroj [4]

.
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Obrázek 4.2: Původńı centroid byl v každé buňce rozdělen na dva. Na obrázku
je patrný postup algoritmu 2-pr̊uměr̊u v každé Voronojově buňce. Čárkovaně je
oblast Voronojových

”
podbuňek“ jednotlivých centroid̊u. Plnou čárou vedoućı

od každého centroidu je znázorněn postup v jedné iteraci 2-pr̊uměr̊u. I když je
tato iterace v každé buňce dělána nezávisle na ostatńıch objektech, je realizována
jedńım pr̊uchodem MRKD-stromu. Zdroj [4]

.

Obrázek 4.3: Po konvergenci 2-pr̊uměr̊u ve všech Voronojových buňkách byly
vypočteny hodnoty BIC. Voronojova buňka, jež je na obrázku nejvýše, byla
rozdělena na dvě oblasti, protože hodnota BICi2 tohoto shluku rozděleńı s dvěma
centroidy byla nižš́ı než hodnota BICi1 tohoto shluku rozděleńı s jedńım centro-
idem. Algoritmus x-pr̊uměr̊u právě dokončil krok 4 a bude pokračovat krokem 1
pro x=4. Zdroj [4]

.

26



5. Testováńı algoritmů na datech

Filtrovaćı heuristiku v algoritmu k-pr̊uměr̊u (dále jen Filtrovaćı algoritmus), tak
jak jsem ji popsal ve 3. kapitole, jsem implementoval v jazyku Matlab pomoćı
open-source programu Octave. MRKD-stromy jsem přitom reprezentoval cell struk-
turou, která umožňuje rekurzivńı vkládáńı informaćı do matic přesně tak, jak se
tomu děje při děleńı ohraničuj́ıćıch hyperkvádr̊u při konstrukci MRKD-stromu.
Dále jsem naprogramoval funkci, která pro rozklad množiny objekt̊u do shluk̊u
vypoč́ıtá hodnotu Bayesova informačńıho kritéria definovaného v 1. kapitole. Al-
goritmus x-pr̊uměr̊u jsem naprogramoval taktéž v jazyku Matlab, za použit́ı již
sestaveného filtrovaćıho algoritmu. Pro srovnáńı jsem použil open-source program
Weka [6], ve kterém je naimplementován algoritmus x-pr̊uměr̊u v jazyku Java.
Tento software použ́ıvám společně s Octave také ke grafickým výstup̊um. Pro
spouštěńı skritpt̊u z přiloženého CD je třeba použ́ıt program Octave. Ačkoliv je
zápis kódu v Octave a Matlabu téměř stejný, v syntaxi se vyskytuj́ı nepatrné
rozd́ıly, které by byly třeba před spuštěńım mých skript̊u v Matlabu upravit.
Každý datový soubor testuji několika algoritmy. Část uvozená značkou WEKA
označuje testováńı datového souboru pomoćı algoritmu x-pr̊uměr̊u a programu
WEKA. Část uvozená značkou FILTALG označuje testováńı datového sou-
boru pomoćı filtrovaćıho algoritmu v programu Octave. Část uvozená značkou
XMEANS označuje testováńı datového souboru pomoćı algoritmu x-pr̊uměr̊u
a programu Octave.

Algoritmy testuji na několika r̊uzných sadách dat. Datový soubor A je uměle
vygenerovaný soubor reálných objekt̊u z rovnoměrného rozděleńı. Datový soubor
B je opět uměle vygenerovaný soubor reálných objekt̊u, ale tentokrát ze čtyř
r̊uzných normálńıch trojrozměrných rozděleńı. Datový soubor C je dvojrozměrný
uměle vygenerovaný soubor, kde jeden objekt je odlehlý od ostatńıch. Datový sou-
bor Nanočástice je výstupem z fyzikálńıho měřeńı polohy nanočástic v pevných
látkách. Datový soubor IRIS je souborem měřeńı korunńıch (petal) a okvětńıch
(sepal) ĺıstk̊u.

Rozklady množin do shluk̊u porovnávám pomoćı ztrátové funkce Q popsané
v prvńı kapitole. Tuto funkci použ́ıvá filtrovaćı algoritmus jako rozhodovaćı. Dále
ke každému rozděleńı uvád́ım hodnotu Bayesova informačńıho kritéria, které se
snaž́ı minimalizovat algoritmus x-pr̊uměr̊u. Důvod implementace filtrovaćıho al-
goritmu je urychleńı procesu algoritmu k-pr̊uměr̊u. Uvád́ım tedy proto k některým
test̊um filtrovaćıho algoritmu počet operaćı d, které byly potřebné k provedeńı
každé iterace tohoto algoritmu. Operace d je porovnáńı vzdálenost́ı vektor̊u x,y,
tj. d = d(x,y). Je výpočetně nejnáročněǰśı z celého algoritmu k-pr̊uměr̊u a pro
ukončeńı každé iterace algoritmu k-pr̊uměr̊u z 2. kapitoly je potřeba fixńı počet
těchto operaćı roven (k ∗ n). Toto č́ıslo uvád́ım zvášt’ k vybraným test̊um, aby
bylo možné jej porovnat s náročnost́ı z filtrovaćıho algoritmu.
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5.1 Programová implementace

5.1.1 Filtrovaćı algoritmus

Filtrovaćı algoritmus sepsaný v syntaxi jazyka Matlab lze naj́ıt na přiloženém CD.
Program, který je implementaćı algoritmu vyloženého v odstavci 3.5 je rozdělen
do pěti soubor̊u. Hlavńı a spouštěćı funkce je v souboru FILTALG hlavni.m. Popis
funkćı, vstupńıch a výstupńıch parametr̊u uvád́ım zde.

• funkce FILTALG hlavni,
voláńı [centres,Q,cas,comp]=FILTALG hlavni(data,k,maxiter,presnost)
vstupńı parametry:

– data - matice o rozměrech (n,m) v ńıž jsou uchovány informace o ob-
jektech. Každý objekt je na jednu řádku matice.

– k - přirozené č́ıslo udávaj́ıćı počet shluk̊u, do kterých chceme objekty
roztř́ıdit.

– maxiter - přirozené č́ıslo udávaj́ıćı maximálńı možný počet iteraćı,
které algoritmus provede

– presnost (= ε). Jedná se o č́ıslo bĺızké nuly (např 0.01), které bude
udávat maximálńı zmenšeńı ztrátové funkce mezi jednotlivými itera-
cemi, po kterém dojde k ukončeńı algoritmu.

Popis funkce. Funkce obstarává správné spouštěńı algoritmu. Nejdř́ıve
spust́ı funkci, která vygeneruje počátečńı centra. Poté spust́ı funkci, která
vytvoř́ı MRKD-strom a poté do počtu maximálńıch iteraćı nebo do ukon-
čovaćı podmı́nky spoušt́ı funkci, která procháźı MRKD-stromem a filtruje
kandidátská centra. Na konci každé iterace funkce uprav́ı umı́stěńı centro-
id̊u. Bližš́ı informace o jednotlivých d́ılč́ıch funkćıch uvedu ńıže
Výstup. Funkce uvede na výstupu umı́stěńı konečných centroid̊u, hodnoty
ztrátové funkce Q v jednotlivých iteraćıch, dále čas, který byl spotřebován
na každou iteraci a v proměnné comp počet operaćı d, které byly potřeba
na provedeńı každé iterace.

• funkce [cand]= FILTALG initial candidates(data,k)
Funkce vytvoř́ı matici počátečńıch center. Centra vybere náhodně tak, aby
jednotlivé souřadnice byly rovnoměrně rozděleny v celém vstupńım prosto-
ru.

• funkce [knot]= FILTALG vytvorMRKD(data)
Funkce vytvoř́ı ze vstupńıch dat MRKD-strom a do každého uzlu ulož́ı
informace o asociovaných objektech, které jsou vyloženy v odstavci 3.3.1

• funkce FILTALG filtrujkandidaty(knot, candidates)
Funkce obstarává filtrováńı kandidátských center a přǐrazováńı jednotlivým
centr̊um statistiky vyložené v odstavci 3.3.2, pokud dojde k ukončovaćı
podmı́nce pr̊uchodu stromem

• funkce b= FILTALG isfarther(zstar,z,minaxis,maxaxis)
Funkce vrát́ı logickou hodnotu udávaj́ıćı, zda je možné kandidátské centrum
z odfiltrovat.

28



5.1.2 Algoritmus x-pr̊uměr̊u

Poněkud komplikovaněǰśı algoritmus x-pr̊uměr̊u, který je detailně popsán v od-
stavci 4.2 je implementován opět v jazyku Matlab. Využ́ıvá filtrovaćı algoritmus
popsaný výše. Jednotlivé funkce jsou však v samostatných souborech, protože je
dobré je odlǐsovat od funkćı filtrovaćıho algoritmu. Celkem se o běh programu
stará 11 soubor̊u. V každém souboru se nacháźı funkce, jejichž smysl vysvětĺım
ńıže. Program se spust́ı pomoćı souboru XMEANS hlavni.m.

• funkce [vystup,bic,comp,Q]= XMEANS hlavni(data, kmin, kmax, max-
iter, epsilon),
Vstupńı parametry:

– data - matice reálných č́ısel o rozměrech (n,m) s informacemi o n
objektech.

– kmin - dolńı mez pro počet shluk̊u

– kmax - horńı mez pro počet shluk̊u

– maxiter - maximálńı počet iteraćı algoritmu (v popisu algoritmu horńı
mez pro p)

– epsilon - prahová hodnota pro změnu ztrátových funkćı BIC a Q.
Použ́ıvám ji pro zjednodušeńı jak v globálńım cyklu pro BIC, tak
ve všech voláńıch filtrovaćıho algoritmu, kde se pracuje se ztrátovou
funkćı Q.

Výstup:

– vystup - matice o rozměrech (x,m + 2). V prvńıch m sloupćıch jsou
hodnoty jednotlivých centroid̊u, které reprezentuj́ı shluky. V předpos-
ledńım sloupci je počet objekt̊u, které náležej́ı jednotlivým centroid̊um.
V posledńım sloupci je tento počet vyjádřený procentem z celkového
počtu objekt̊u. Proměnná x se urč́ı v pr̊uběhu algoritmu. Plat́ı kmin ≤
x ≤ kmax.

– bic - vektor globálńıch hodnot Bayesova informačńıho kritéria (skončil-
li algoritmus p-tou iteraćı, má vektor bic délku p+ 1)

– comp - vektor, jehož i-tá složka obsahuje informaci, kolik bylo potřeba
v i-té iteraci potřeba provézt operaci d. Jedná se o vypočteńı euklidov-
ské vzdálenosti mezi v́ıcedimenzionálńımi body v reálném prostoru.

– Q - vektor, jehož i-tá složka obsahuje informaci, jaká byla v i-té iteraci
hodnota ztrátové funkce Q (definice v 1. kapitole).

Popis funkce. Hlavńım tělem funkce je cyklus, který je ukončen, pokud se
hodnota BIC(p) v p-té iteraci zmenš́ı oproti BIC(p−1) méně než o ε nebo p
dosáhne hodnoty maxiter. V každém běhu cyklu nejdř́ıve proběhne globálńı
konvergence parametr̊u. Jedná se o filtrovaćı algoritmus pro k = x. Potom
se přejde k lokálńı úpravě struktury pomoćı modifikovaného filtrovaćıho
algoritmu. Pr̊uběh událost́ı lze shrnout do následuj́ıćıho diagramu.
Nejprve proběhne spuštěńı funkćı XMEANS vytvorMRKD a
XMEANS initial candidates, poté se přejde na cyklus, který rozděĺım pro
přehlednost na následuj́ıćı tři části:
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1. Globálńı - Spuštěna funkce XMEANS filtalg globalne a XMEANS BIC.
Jedná se o upraveńı parametr̊u modelu s x shluky a vypočteńı globálńı
hodnoty Bayesova informačńıho kritéria

2. Lokálńı - Pokud x < Kmax, spuštěna funkce XMEANS filtalg lokalne
a XMEANS bic lokalne. Podle výsledk̊u lokálńıch hodnot Bayesova
informačńıho kritéria se nyńı každý shluk bud’ rozděĺı na dva nebo
z̊ustane nezměněný. Pokud se zvýš́ı počet centroid̊u (shluk̊u), začne
se shluky, kde je změna nejvýrazněǰśı a s každým rozděleńım se zvýš́ı
proměnná x o 1. Po ukončeńı lokálńı procedury neńı hodnota x vyšš́ı
než Kmax a zároveň jsou zachovány všechny shluky, kde nedošlo
k rozděleńı.

3. Ukončovaćı podmı́nka - Pokud ((BIC(p−1) − BIC(p)) ≤ ε nebo (p >

maxiter) dojde k ukončeńı algoritmu.

Algoritmus je ošetřen proti následuj́ıćım okrajovým př́ıpad̊um:

– Je-li po kroku 1 nějaký shluk prázdný. Centroid tohoto shluku se
vyřad́ı pro následuj́ıćı krok 2 a v této iteraci nemůže doj́ıt k ukončeńı
podmı́nkou (BIC(p−1) − BIC(p)) ≤ ε. Velmi pravděpodobně se to-
tiž hodnota BIC oproti p̊uvodńı iteraci zvýš́ı a algoritmus by byl za
normálńıch okolnost́ı ukončen.

– Je-li algoritmus ukončen při stavu BIC(p−1) ≤ BIC(p). V tomto př́ıpadě
se za výstupńı vezme rozděleńı z (p − 1) iterace. K tomuto př́ıpadu
docháźı celkem často a je to zp̊usobeno rozd́ılnou povahou lokálńıho
a globálńıho výpočtu BIC. Pro kvalitu rozděleńı je ale rozhoduj́ıćı
globálńı hodnota BIC, a proto je v tomto př́ıpadě rozhodnut́ı lokálńıch
algoritmů potlačeno.

• funkce XMEANS vytvorMRKD,
Funkce je totožná s funkćı FILTALG vytvorMRKD.

• funkce XMEANS initial candidates,
Funkce je totožná s funkćı FILTALG initial candidates

• funkce [centres,novacentra,ztrat]= XMEANS filtalg globalne(da-
ta, maxiter, presnost, centra, knot),
Funkce funguje na principu stejně jako FILTALG hlavni. Rozd́ılem je pou-
ze to, že funkce má jako parametr odkaz na kořen MRKD-stromu a také
počátečńı rozděleńı centroid̊u. Výstupem této funkce jsou upravené centro-
idy, dále hodnota ztrátové funkce a kandidáti na nová dvě centra v každém
shluku.

• funkce XMEANS filtrujkandidaty globalne,
Funkce funguje jako FILTALG filtrujkandidaty. Nav́ıc předává funkci XME-
ANS filtalg globalne kandidáty na nová centra ve shlućıch.

• funkce [bic,podily]=XMEANS BIC(cent, data),
Funkce vypočte hodnotu Bayesova informačńıho kritéria pro matici objekt̊u,
předanou proměnnou data a pro centroidy shluk̊u, které předává proměnná
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cent. Kromě hodnoty BIC funkce vypoč́ıtá i počet objekt̊u, které nálež́ı
každému centroidu.

• funkce XMEANS filtalg lokalne,
Funkce obstarává filtrovaćı algoritmus pro lokálńı algoritmus 2-pr̊uměr̊u
v každé voronojově buňce.

• funkce XMEANS filtrujkandidaty lokalne,
Jedná se o funkci, která stejně jako j́ı podobné provád́ı rekurzivńı pr̊uchod
stromem. Když se ale v této funkci dostaneme v nějaké úrovni stromu do
fáze, kdy nám zbývá už pouze jediné kandidátské centrum, nahrad́ıme toto
jediné cetrum dvojićı nových center, která se nacháźı ve stejné Voronojově
buňce. Pr̊uchod stromem pokračuje rekurzivně dál s touto dvojićı center.
Nakonec je hodnota statistik konečného uzlu přičtena jednomu z

”
nových“

center. Pokud pr̊uchod stromem skonč́ı až v listu, statistiky obsažené v listu
se přičtou bližš́ımu z dvou kandidátských center.

• funkce [rozdelit,BIC]=XMEANS bic lokalne(data,centra, novacent-
ra),
Funkce spočte pro všechny Voronojovy buňky okolo center z množiny centra
hodnotu BIC pro aktuálńı rozděleńı a rozděleńı s novými centry, které jsou
uloženy v proměnné novacentra. Pro každé centrum z množiny centra jsou
dvě centra z množiny novacentra. Nacházej́ı se ve stejné Voronojově buňce.
Na výstupu funkce ve vektoru rozdelit uvede i booleovskou informaci, zda
je potřeba na základě hodnoty BIC př́ıslušnou Voronojovu buňku rozdělit.

• funkce XMEANS isfarther,
Funkce je totožná s funkćı FILTALG isfarther

5.1.3 Algoritmus x-pr̊uměr̊u s parametrem

Jedná se o algoritmus x-pr̊uměr̊u popsaný výše, který požaduje jeden vstupńı
parametr nav́ıc. Tento parametr upravuje citlivost algoritmu na tvořeńı nových
shluk̊u v jeho lokálńı části. Na vstupu je zadáno č́ıslo par ≥ 1 udávaj́ıćı mı́ru
citlivosti BIC na tvorbu nových shluk̊u. Pokud par = 1 jedná se o popsaný
algoritmus x-pr̊uměr̊u. Č́ım vyšš́ı bude par, t́ım méně bude algoritmus tvořit nové
shluky. Hodnota modifikovaného BIC z definice 1.6 je v tomto skriptu změněna
následovně:

BIC = 2
k∑

h=1

ξh + 2 ∗ par ∗m ∗ k log(n)

5.2 Datový soubor A

Množina datových objekt̊u A je zástupcem množiny objekt̊u, které nejsou přiroze-
ně rozděleny do shluk̊u. Jedná se o 30000 pětirozměrných datových objekt̊u, kde
každá proměnná je náhodnou realizaćı spojitého rovnoměrného rozděleńı z inter-
valu 〈−10, 10〉.

WEKA Algoritmus x-pr̊uměr̊u byl spuštěn se vstupńımi parametry:
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• Kmin = 4, Kmax = 10

• cutOffFactor= 0.5 (ekvivalent ε v popisu algoritmu x-pr̊uměr̊u)

• maxIterations = 10, maxKMeans = 1000,
MaxKMeansForChildren = 1000.

Program rozložil množinu objekt̊u na 4 shluky s počtem objekt̊u 7332 (
24%), 7670 ( 26%), 7544 ( 25%) a 7454 ( 25%).

Hodnoceńı kvality shlukováńı pomoćı ztrátových funkćı:

Q = 459.86, BIC = 5.6068e+ 005

Poprvé byl program spuštěn bez pomoci MRKD-stromů a celkový čas stráve-
ný v algoritmu byl 10.33 sekund. Podruhé jsem zaškrtl v programu Weka
poĺıčko

”
použ́ıt k výpoču MRKD-stromy“ a výpočet byl ukonček už po 7.95

sekundách se stejným výsledkem.

Každý ze čtyř počátečńıch shluk̊u se algoritmus pokusil rozdělit na dva, ale
hodnota BIC každého rozděleńı byla v každém př́ıpadě vyšš́ı. Objekty tedy
byly ponechány ve čtyřech shlućıch a algoritmus byl ukončen po 1. iteraci.

FILTALG Filtrovaćı algoritmus byl pomoćı Octave zavolán se vstupńımi parametry:

• k = 4

• ε = 0.01

• maxiter = 10

Na výstupu algoritmus uvedl centroidy, které reprezentuj́ı shluky s počty
objekt̊u 7311, 7739, 7649, 7301.

Hodnota ztrátových funkce dosahovaly Q = 462.71 a BIC = 5.6227e+005.

Filtrovaćı algoritmus tedy našel podle ztrátové funkce Q horš́ı rozděleńı než
algoritmus x-pr̊uměr̊u spuštěný programem WEKA.

Zkusil jsem tedy zavolat filtrovaćı algoritmus ještě několikrát a nejlepš́ı hod-
nota ztrátové funkce činila Q = 459.96, což je už jen o málo horš́ı výsledek
než poskytl algoritmus x-pr̊uměr̊u.

Jelikož i programWEKA skončil po prvńı iteraci, výsledné rozděleńı záviselo
i zde pouze na počátečńım rozděleńı center, které bylo v př́ıpadě voláńı
filtrovaćıho algoritmu jiné. Prakticky jsme tedy ověřili, že dle očekáváńı
kvalita shlukováńı záviśı na počátečńım rozložeńı shluk̊u.

Počet provedených operaćı d podle jednotlivých iteraćı byl následuj́ıćı:

1 2 3 4 5 6 7
56586 54044 52294 50992 ... 44442 43270

Vzhledem k tomu, že algoritmus k-pr̊uměr̊u bez heuristiky muśı provést
v každé iteraci k ∗ n = 4 ∗ 30000 = 120000 operaćı d, představuje filtrovaćı
algoritmus v tomto př́ıpadě přibližně dvojnásobné ulehčeńı výpočtu.
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XMEANS Algoritmus x-pr̊uměr̊u byl pomoćı Octave spuštěn se vstupńımi parametry:

• Kmin = 4, Kmax = 10

• ε = 0.5

• maxiter = 10

Algoritmus rozložil množinu objekt̊u na 10 shluk̊u s počtem objekt̊u 2772,
2827, 2581, 2485, 3390, 3069, 3262, 3024, 3252, 3338.

Hodnoceńı kvality shlukováńı: Q = 785.12, BIC = 5.1375e+ 005.

Program XMEANS spuštěný pomoćı Octave se stejnými vstupńımi parame-
try našel tedy z hlediska Bayesova informačńıho kritéria lepš́ı rozděleńı než
program WEKA. Z hlediska ztrátové funkce Q však nalezl horš́ı rozděleńı.
Jelikož se hodnota ztrátové funkceQ v pr̊uběhu algoritmu zvyšovala s každou
iteraćı (algoritmus ukončil děleńı ve 3. iteraci, kdy dosáhl maximálńıho
počtu shluk̊u) bych řekl, že je odhad BIC podle definice 1.6 volen nevhodně.
Výstupńı vektor Q = (477.59, 697.39, 785.12) potvrzuje, že nejmenš́ı hod-
notu Q mělo rozděleńı po 1. iteraci algoritmu x-pr̊uměr̊u.

5.3 Datový soubor B

Množina datových objekt̊u B je směśı bod̊u náhodných realizaćı trojrozměrného
normálńıho rozděleńı s r̊uznými směrodatnými odchylkami a s nezávislými složkami.
Objekty byly generovány zN([1, 1, 1], [0.3, 0.3, 0.5]), dáleN([0, 0, 0], [0.1, 0.01, 0.4]),
dále N([5, 5, 5], [0.5, 0.5, 0.5]) a N([2, 2, 2], [0.1, 0.1, 0.1]). Množina obsahuje 2000
datových objekt̊u, z nichž každých 500 objekt̊u pocháźı z r̊uzného z uvedených
trojrozměrných normálńıch rozděleńı. Objekty tedy pocháźı z přirozených tř́ıd
v prostoru R

3.

WEKA Algoritmus x-pr̊uměr̊u byl spuštěn s počátečńımi parametry:

• Kmin = 2, Kmax = 8

• cutOffFactor= 0.5

• maxIterations = 10, maxKMeans = 1000,
MaxKMeansForChildren = 1000.

Algoritmus se zastavil po třech iteraćıch s rozděleńım objekt̊u do pěti shluk̊u:
500 ( 25%), 500 ( 25%), 246 ( 12%),254 ( 13%), 500 ( 25%).

Hodnota ztrátových funkćı: Q = 1.4757, BIC = −10159.

Algoritmus správně rozdělil body podle tř́ıd, ze kterých jsem p̊uvodně data
generoval, tedy do čtyř shluk̊u a pak ještě jeden shluk rozdělil na dva. Cen-
troidy těchto shluk̊u jsou body [1.034, 0.998, 1.467] a [0.989, 0.963, 0.664].
Rozhodnut́ı algoritmu odpov́ıdá rozděleńı tř́ıdy generovaných objekt̊u
z N([1, 1, 1], [0.3, 0.3, 0.5]) ve třet́ı proměnné, kde je největš́ı směrodatná
odchylka. Situaci lze shlédnout na obrázku 5.1.
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Obrázek 5.1: Rozděleńı objekt̊u z množiny B do shluk̊u pomoćı algoritmu x-
pr̊uměr̊u realizovaného programem WEKA. Je zde patrné velmi těsné rozděleńı
bod̊u reprezentovaných trojúhelńıčky postavné na vrhol a bod̊u reprezentovaných
vyplněnými kroužky podle nejdeľśı strany.

FILTALG Výstupem filtrovaćıho algoritmu (k=5) bylo úplně jiné rozložeńı do pěti
shluk̊u se zastoupeńım objekt̊u 729, 177, 166, 771, 157.

Hodnota ztrátových funkćı Q = 2.6165 a BIC = −5497.1 svědč́ı o horš́ım
rozděleńı, než vypoč́ıtal programWEKA pomoćı algoritmu x-pr̊uměr̊u. Ten-
to fakt je dán odlǐsným počátečńım rozděleńım shluk̊u a charakterem obou
algoritmů. Situace je znázorněna na obrázku 5.2. Hodnota BIC je záporná
protože vnitroshlukové rozptyly jsou menš́ı než 1.

Algoritmus skončil po sedmi iteraćıch. Počty operaćı d, které byly potřeba
k provedeńı každé iterace jsou patrné z následuj́ıćı tabulky.

1 2 3 4 ... 6 7
775 809 979 1007 ... 1465 1477

FILTALG Otestujeme ještě, zda-li je filtrovaćı algoritmus schopný data rozdělit do
shluk̊u odpov́ıdaj́ıćı p̊uvodńım tř́ıdám. Uspokojuj́ıćı řešeńı vyšlo pro k = 4
až po několika pokusech, kdy bylo pokaždé na začátku algoritmu generováno
jiné počátečńı rozděleńı shluk̊u z rovnoměrného rozděleńı.
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Obrázek 5.2: Rozděleńı objekt̊u z množiny B do pěti shluk̊u pomoćı algoritmu
k-pr̊uměr̊u.

Výstupem byly centroidy reprezetuj́ıćı shluky o velikostech 500, 504, 506, 490.

Hodnoty ztrátových funkćı BIC = −9556.5, Q = 1.3724. I když je tedy
hodnota ztrátové funkce Q menš́ı než u rozděleńı vypočteného algoritmem
x-pr̊uměr̊u, hodnota BIC je větš́ı (což nevad́ı, filtrovaćı algoritmus se podle
BIC neř́ıd́ı). Situaci můžeme vidět na obrázku 5.3.

Provedené operace d v jednotlivých iteraćıch tohoto běhu algoritmu jsou
zapsány v následuj́ıćı tabulce. Počet fixńıch operaćı d v každé iteraci algo-
ritmu k-pr̊uměr̊u je roven k ∗n = 4∗2000 = 8000. Filtrovaćı heuristika tedy
v každé iteraci zamezila velkému množstv́ı zbytečně provedených operaćı d.
Úspora těchto operaćı je oproti algoritmu k-pr̊uměr̊u v́ıce než desetinásobná.
Filtrovaćı algoritmus spoř́ı operace zejména ukončovaćı podmı́nkou č.2 po-
psanou v odstavci 3.1.

1 2 3 4 ... 6 7
754 572 568 648 ... 622 402

XMEANS Spustil jsem algoritmus x-pr̊uměr̊u s parametrem pomoćı Octave na datový
soubor B pro následuj́ıćı vstupńı parametry.

• Kmin = 2, Kmax = 50
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Obrázek 5.3: Rozděleńı objekt̊u z množiny B do čtyřech shluk̊u pomoćı filtrovaćıho
algoritmu.

• ε = 0.5

• maxiter = 10

• par = (1, 3, 5, 7, 9, 20)

Účelem bylo otestovat, jak vytvářeńı nových shluk̊u v lokálńı části algoritmu
x-pr̊uměr̊u záviśı na parametru, jehož role je v kritériu BIC vysvětlena
v odstavci 5.3.1. Hodnoty výsledného počtu shluk̊u pro r̊uzné parametry
par jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce.

par 1 3 5 7 9 20 100
x 50 46 21 13 10 5 4

Program WEKA se zastavil na hodnotě x = 5. Z tabulky je zřejmé, že
abychom se dostali na stejnou hodnotu konečného počtu shluk̊u, museli
bychom zadat parametr par = 20. Algoritmus x-pr̊uměr̊u při této volbě
našel rozděleńı téměř shodné s rozděleńım vypoč́ıtaným programem WE-
KA. Hodnota ztrátové funkce tohoto rozděleńı činila Q = 1.475.

Při hodnotě parametru par = 100 algoritmus x-pr̊uměr̊u našel rozděleńı
s počtem shluk̊u x = 4. Data jsem p̊uvodně generoval ze 4 tř́ıd, mohli
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bychom tedy ř́ıci, že pro tuto hodnotu parametru par našel algoritmus mo-
del, který nejlépe vystihuje povahu dat. Skutečně, hodnota ztrátové funkce
vyšla Q = 1.3722. Jedná se tedy o nejlepš́ı rozděleńı pro datový soubor B
(hodnota Q pro filtrovaćı algoritmus s k = 4 činila 1.3724).

FILTALG Pro každou iteraci Lloydova algoritmu k-pr̊uměr̊u je při shlukováńı datového
souboru B potřeba k ∗ n = 4 ∗ 2000 = 8000 operaćı. Počet operaćı d při
použit́ı filtrovaćıho algoritmu zaviśı na tom, v kolikáté iteraci se algoritmus
k-pr̊uměr̊u nacháźı. Výsledky můžeme vidět v následuj́ıćı tabulce, kde jsem
testoval tři r̊uzná počátečńı umı́stěńı center ve filtrovaćım algoritmu pro
k = 4 použitého na datový soubor B.

Iterace 1 2 3 4 5 6 7 8
Poč. rozd. č. 1 244 536 656 802 850 836 882 914
Poč. rozd. č. 2 520 814 882 886 852 860 878 882
Poč. rozd. č. 3 976 852 512 394 396 394

Je tedy vidět, že počet provedených operaćı u filtrovaćıho algoritmu záviśı
nejenom na hodnotách k a n, ale také na počátečńım rozděleńı do shluk̊u
a fázi, v jaké se algoritmus nacháźı. V př́ıpadě počátečńıho rozděleńı č.1
počet provedených operaćı d s každou iteraćı stoupá, v př́ıpadě počátečńıho
rozděleńı č. 3 naopak počet operaćı klesá. V každém př́ıpadě je však zazna-
menána podstatná úspora oproti algoritmu k-pr̊uměr̊u bez filtrovaćı heu-
ristiky. Můžeme se dále domńıvat, že počet operaćı filtrovaćıho algoritmu
záviśı také na přirozeném rozděleńı objekt̊u do shluk̊u přesně tak, jak to
představuje množina B.

5.4 Datový soubor C

Datový soubor C je směśı 100 realizaćı dvojrozměrného normálńıho rozděleńı
se středńı hodnotou [5,5] a směrodatnou odchylkou [1,1] s nezávislými složkami,
100 realizaćı dvojrozměrného normálńıho rozděleńı se středńı hodnotou [10,10] a
směrodatnou odchylkou [1,1] s nezávislými složkami a odlehlého bodu se souřad-
nicemi [10,0].

Tento datový soubor posloužil k testováńı, do jaké mı́ry je algoritmus x-
pr̊uměr̊u s parametrem schopný modelovat povahu dat, vyskytuje-li se v datech
odlehlý objekt.

XMEANS Algoritmus x-pr̊uměr̊u s parametrem byl na datový soubor C spuštěn s nás-
leduj́ıćımi vstupńımi parametry, pro 4 r̊uzné hodnoty paramteru par.

• Kmin = 2, Kmax = 50

• ε = 0.5

• maxiter = 10

• par = (1, 3, 5, 7)
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Jak je vidět na následuj́ıćım obrázku, pro par = 3 algoritmus vytvořil pro
odlehlý objekt samostatný shluk. Pro par = 7 algoritmus umı́stil dva centro-
idy do střed̊u tř́ıd, ze kterých bylo p̊uvodně generováno. Parametr par určuje
váhu počtu shluk̊u v lokálńım výpočtu Bayesova informačńıho kritéria. Pro
vyšš́ı hodnoty parametru algoritmus sṕı̌se netvoř́ı nové shluky.

Obrázek 5.4: Datový soubor C a jeho rozděleńı do shluk̊u pomoćı algoritmu
x-pr̊uměr̊u. Značky ”+”na obrázćıch znač́ı objekty a značky ”o”centroidy jed-
notlivých shluk̊u. Celkem jsou na obrázku 4 r̊uzné grafy pro 4 r̊uzné hodnoty
parametru par.

5.5 Datový soubor Nanočástice

Data o rozměrech (205, 3) pocházej́ı z měřeńı velikosti a pozice nanočástic v zahřáté
látce CDS prováděné na MFF v laboratoř́ıch pracovǐstě v Troji (obrázek 5.5).
Každý objekt má zde tři proměnné. Prvńı proměnná určuje pr̊uměr částice v na-
nometrech, druhá pozici na vodorovné ose a třet́ı pozici na svislé ose taktéž v na-
nometrech. Zat́ımco pr̊uměry nanočástic jsou vesměs stejné, poloha jednotlivých
částic se lǐśı, jak je zjevné z následuj́ıćı tabulky.

č.proměnné 1 2 3
min 3 31 26

median 5 808 1096
max 7 2023 2007
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Obrázek 5.5: Datový soubor Nanočástice ve zvětšeńı pod mikroskopem. Jsou zde
zřetelné i nepatrné rozd́ıly v pr̊uměrech jednotlivých nanočástic. Pr̊uměr částit
však zjevně nezáviśı na jejich poloze.

Zadáńı zńı: Rozdělte tyto nanočástice podle jejich parametr̊u do pěti shluk̊u.
K řešeńı použiji popsané algoritmy a program Octave. Algoritmy shlukuj́ı na
základě všech tř́ı proměnných, i když je zřejmé, že prvńı proměnná se na rozložeńı
shluk̊u výrazně méně než druhá a třet́ı.

FILTALG V programu Octave spust́ım filtrovaćı algoritmus na data s následuj́ıćımi
vstupńımi parametry

• k = 5

• ε = 0.1

• maxiter = 10

Protože kvalita rozděleńı záviśı na počátečńım rozděleńı center, které je
v naš́ı interpretaci algoritmu voleno náhodně, spust́ım si algoritmus v jed-
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noduchém cyklu desetkrát a zaznamenám si rozděleńı do shluk̊u, které
vykázalo nejmenš́ı hodnotu ztrátové funkce Q.

Nejmenš́ı hodnotu konečné ztrátové funkce, Q = 5.3070e5, mělo sedmé
spuštěńı. Algoritmus rozdělil objekty do shluk̊u o zastoupeńı 30, 33, 38, 75
a 29. Toto rozděleńı je znázorněno na obrázku 5.6. Pr̊uběh cyklu je popsán
v tabulce pod hodnoceńım algoritmu x-pr̊uměr̊u.

XMEANS Spust́ım algoritmus x-pr̊uměr̊u na data s následuj́ıćımi vstupńımi parame-
try.

• Kmin = 2, Kmax = 5

• ε = 0.1

• maxiter = 10

Jelikož kvalita výsledného rozděleńı do shluk̊u záviśı podobně jako u al-
goritmu k-pr̊uměr̊u na počátečńım rozděleńı, spust́ım algoritmus v cyklu
desetkrát a zaznamenám si rozděleńı s nejmenš́ı hodnotu BIC.

Nejmenš́ı hodnotu Bayesova informačńıho kritéria mělo hned několik po-
kus̊u. Jednalo se o hodnotu BIC = 4890.2. V těchto př́ıpadech byla hod-
nota ztrátové funkce Q = 5.2961e5. Algoritmus tedy nalezl dokonce lepš́ı
rozděleńı než poskytl filtrovaćı algoritmus. Algoritmus x-pr̊uměr̊u rozdělil
objekty do shluk̊u o zastoupeńı 32, 76, 38, 29 a 30 objekt̊u. Toto rozděleńı
je vidět na následuj́ıćım obrázku 5.6.

SROVNÁNÍ Algoritmus x-pr̊uměr̊u a filtrovaćı algoritmus jsem pro nalezeńı nejlepš́ıho
rozděleńı pustil v cyklu desetkrát. V následuj́ıćı tabulce jsou výsledky ztrá-
tových funkćı jednotlivých běh̊u algoritmu.

Běh 1 2 3 4 8 9 10
Q FILTALG 5.47e5 6.29e5 5.76e5 7.29e5 6.01e5 5.30e5 5.76e5

BIC XMEANS 4890.2 4890.2 4890.2 4890.2 4891.3 4891.3 4891.3
Q XMEANS 5.29e5 5.29e5 5.29e5 5.29e5 5.36e5 5.36e5 5.36e5

Jak z numerických hodnot, tak z grafického výstupu ńıže je zřejmé, že al-
goritmus x-pr̊uměr̊u je spolehlivěǰśı. Hodnoty ztrátových funkćı drž́ı ńızko
při jakémkoliv počátečńım rozděleńı.

5.6 Datový soubor IRIS

Soubor pocháźı z datového uložǐstě [7]. V souboru se vyskytuje 150 objekt̊u -
květ̊u, z nichž každý je popsán čtyřmi kvantitativńımi proměnnými

1. Délka okvětńıch ĺıstk̊u v centimetrech (sepal length)

2. Š́ı̌rka okvětńıch ĺıstk̊u v centimetrech (sepal width)

3. Délka korunńıch ĺıstk̊u v centimetrech (petal length)
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Obrázek 5.6: Datový soubor Nanočástice (pouze poloha částic) a jeho rozděleńı do
shluk̊u. Pozice centroid̊u vypoč́ıtané pomoćı algoritmu x-pr̊uměr̊u a filtrovaćıho
algoritmu jsou okem nerozeznatelné, proto uvád́ım pouze jeden obrázek. V tomto
grafu zobrazujeme polohu pouze podle druhé a třet́ı proměnné. Značky ”+”na
obrázćıch znač́ı objekty, značky ”o”centroidy jednotlivých shluk̊u.

4. Š́ı̌rka korunńıch ĺıstk̊u v centimetrech (petal width)

V souboru se vyskytuje 50 zástupc̊u z každé ze tř́ı tř́ıd, Iris Setosa, Iris Versicolour,
Iris Virginica. Algoritmy shlukové analýzy použijeme k úkolu přǐradit každý květ
do tř́ıdy podle parametr̊u korunńıch a okvětńıch ĺıstk̊u.

FILTALG Pro nalezeńı nejlepš́ıho rozděleńı Algoritmus spust́ım opět desetkrát pro
následuj́ıćı vstupńı parametry.

• k = 3

• ε = 0.1

• maxiter = 10

Nejmenš́ı hodnota ztrátové funkce např́ıč všemi běhy byla Q = 1.5681. Při
tomto běhu algoritmus rozdělil objekty do třech shluk̊u o velikostech 62, 38,
50. Do jednoho shluku tedy správně umı́stil všechny objekty z jedné tř́ıdy a
do dvou shluk̊u rozdělil (nikoliv libovolně) objekty z dvou tř́ıd. Situaci lze
shlédnout na obrázku 5.8.
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Obrázek 5.7: Srovnáńı hodnot ztrátových funkćı Q deseti běh̊u algoritmu x-
pr̊uměr̊u a deseti běh̊u filtrovaćıho algoritmu. Z koĺısáńı hodnot Q fitrovaćıho algo-
ritmu je zřejmé, že kvalita rozděleńı zde záviśı na počátečńım rozděleńı. Hodnota
Q algoritmu x-pr̊uměr̊u sice také záviśı na počátečńım rozděleńı, d́ıky charakteru
algoritmu se však drž́ı spolehhlivě ńızko.

XMEANS Algoritmus jsem spustil desetkrát pro ověřeńı stability rozděleńı s následu-
j́ıćımi vstupńımi parametry.

• Kmin = 2, Kmax = 3

• ε = 0.1

• maxiter = 10

Pokaždé algoritms x-pr̊uměr̊u ukončil běh s rozděleńım do shluk̊u o stejných
velikostech jako filtrovaćı algoritmus, tedy 62, 38, 50. Nicméně umı́stěńı
centroid̊u a tedy i rozložeńı shluk̊u bylo odlǐsné. Odlǐsná byla vždy i hodnota
ztrátové funkce, Q = 1.5755. I když tedy algoritmus stabilně ukončoval běh
s menš́ı hodnotou ztrátové funkce než filtrovaćı algoritmus, umı́stil vždy 12
objekt̊u mimo p̊uvodńı tř́ıdy. Situace je na obrázku 5.9.

SROVNÁNÍ Stejně jako u datového souboru Nanočástice uvád́ım srovnáńı kvality shlu-
kováńı filtrovaćıho algoritmu a algoritmu x-pr̊uměr̊u. Hodnoty ztrátové funk-
ce Q pro 10 spuštěńı algoritmů jsou zřetelné z obrázku 5.10. Z tohoto
srovnáńı vycháźı opět lépe algoritmus x-pr̊uměr̊u, jelikož prokazuje menš́ı
závislost na počátečńım rozděleńı center.
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Obrázek 5.8: Graf datového souboru IRIS. Jednotlivé objekty jsou tvarově od-
lǐsené podle tř́ıd. Několik trojúhelńıčku pod čtverečky bylo filtrovaćım algoritmem
umı́stěno do shluku, který odpov́ıdá jiné tř́ıdě.

5.7 Hodnoceńı algoritmů z hlediska praktické

použitelnosti

Jak filtrovaćı algoritmus, tak algoritmus x-pr̊uměr̊u vznikl z myšlenky algoritmu
k-pr̊uměr̊u. Jejich výhody a nedostatky vztažené k algoritmu k-pr̊uměr̊u, které
vzešly z praktického použit́ı, shrnuji v následuj́ıćım odstavci.

Výhody filtrovaćıho algoritmu

• Filtrováńı kandidátských center - ušetřeńı mnoha operaćı vypočteńı vzdá-
lenost́ı mezi dvěma objekty.

• Shromažd’ováńı statistik urychluje rozhodováńı o daľśım pr̊uběhu algorit-
mu.

Nedostatky filtrovaćıho algoritmu a jejich př́ıpadné řešeńı

• Kvalita rozděleńı podstatně záviśı na počátečńım rozděleńı. Tento problém
by mohl být vyřešen zavoláńım nějakého inicializačńıho algoritmu, který
navrhne vhodná počátečńı centra. Takovým algoritmem je např. algorit-
mus K++. Pro spolehlivý výsledek filtrovaćıho algoritmu s náhodnou vol-
bou počátečńıch center je třeba jej spustit několikrát a vybrat rozděleńı
s nejmenš́ı hodnotou ztrátové funkce Q. Postup takového výběru je zřetelný
na postupu shlukováńı datového souboru Nanočástice nebo IRIS.
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Obrázek 5.9: Graf souboru IRIS. Jednotlivé objekty jsou tvarově odlǐsené podle
tř́ıd. Několik čtverc̊u nad trojúhelńıčky bylo algoritmem x-pr̊uměr̊u umı́stěno do
shluku odpov́ıdaj́ıcmu jiné tř́ıdě.

• Pro zjǐstěńı struktury dat je zapotřeb́ı spustit algoritmus několikrát pro
r̊uzné hodnoty počtu shluk̊u k. Tento problém by šel vyřešit zakompo-
nováńım filtrovaćıho algoritmu do cyklu, který jej spust́ı několikrát pro
r̊uzné hodnoty k s t́ım, že výstupem bude např. rozděleńı, které mělo
nejmenš́ı hodnotu Bayesova informačńıho kritéria.

Výhody algoritmu x-pr̊uměr̊u

• Algoritmus dobře a spolehlivě modeluje povahu dat. V těch nejméně ho-
mogenńıch oblastech může navrhnout v́ıce shluk̊u, přitom jej stač́ı spustit
pouze jednou.

• Kvalita shlukováńı záviśı méně na počátečńım rozložeńı center než u algo-
ritmu k-pr̊uměr̊u nebo filtrovaćıho algoritmu.

Nedostatky algoritmu x-pr̊uměr̊u a jejich př́ıpadné řešeńı

• Bayesovo informačńı kritérium (definováno v 1. kapitole) v lokálńı části
algoritmu je málo citlivé na proměnnou x. Pro praktické použit́ı by nebylo
špatné přidat do vstupu daľśı proměnnou (podobně jak čińı algoritmus x-
pr̊uměr̊u s parametrem), která by určovala váhu aktuálńıho počtu shluk̊u
ve výpočtu BIC a zároveň by se vztahovala k danému souboru objekt̊u. Na
vstupu algoritmu by tak šlo př́ımo ovlivnit, zda má algoritmus sṕı̌se tvořit
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Obrázek 5.10: Srovnáńı ztrátové hodnoty Q deseti běh̊u algoritmů x-pr̊uměr̊u a
filtrovaćıho algoritmu.

nové shluky nebo zda chceme, aby se výsledná hodnota x bĺıžila hodnotě
Kmin.

• V některých oblastech vstupńıho prostoru algoritmus navrhne př́ılǐs mnoho
shuk̊u. Tento fakt záviśı na počátečńım rozděleńı. Pokud se v nějaké itera-
ci algoritmu dva shluky, které jsou

”
bĺızko“ sebe, rozděĺı na tři (v lokálńı

části se jeden rozděĺı na dva a v globálńı části tři centroidy dokonverguj́ı
v k-pr̊uměrech), bylo by vhodné za nějakých podmı́nek vyřadit jeden z cen-
troid̊u, který už by se stal zbytečným.

5.8 Doporučené volby pro vstupńı parametry

algoritmů

5.8.1 Filtrovaćı algoritmus

Vstupńı parametry filtrovaćıho algoritmu ovlivň̊uj́ı jeho běh. Algoritmus řeš́ı pro-
blém roztř́ıdit objekty do k shluk̊u a většinou skonč́ı při stavu, kdy hodnota
ztrátové funkce předposledńı iterace je shodná jako hodnota ztrátové funkce po-
sledńı iterace. U velkých soubor̊u však konvergence nemuśı být natolik zřejmá, a
proto se vyplat́ı volit ukončovaćı parametry konvergence ε a maxiter. Doporučuji
následuj́ıćı volbu vstupńıch parametr̊u:

• k ∈ N, k ≥ 2

• ε ∈ [0, 1), algoritmus poběž́ı i pro ε ≥ 1, ale bude méně
”
přesný“

• maxiter ∈ N, 10 ≤ maxiter ≤ 100
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Filtrovaćı algoritmus se vyplat́ı pustit v́ıckrát pro stejné počátečńı parametry a
za řešeńı vźıt to rozděleńı s nejmenš́ı hodnotou ztrátové funkce Q.

5.8.2 Algoritmus x-pr̊uměr̊u

Algoritmus x-pr̊uměr̊u může řešit dvě úlohy, podle kterých urč́ıme vstupńı pa-
ramtetry Kmax, Kmin.

1. Roztř́ıdit objekty do k shluk̊u. V tomto př́ıpadě se vyplat́ı volit Kmin = 2
a Kmax = k. Jak je ukázáno na datových souborech Nanočástice a IRIS,
algoritmus zde spolehllivě nalezne uspokojivé řešeńı i pro Kmax = 3.

2. Naj́ıt takové x, aby si v něm shluky byly dostatečně podobné s ohledem na
lokálńı hodnotu Bayesova informačńıho kritéria. V tomto př́ıpadě je vhodné
položit Kmin = 2 a Kmax zvolit veliké, např. Kmax = 50. Dále je možné
upravovat tendenci vytvářet nové shluky pomoćı parametru v algoritmu x-
pr̊uměr̊u. Tyto pokusy jsem ukazoval na př́ıkladě datového souboru B a C.
Ukázalo se, že parametr je vhodné volit v intervalu (log(n)m/16, 2 log(n)m),
ale zálež́ı na povaze dat a rozměru úlohy.

Podobně jako filtrovaćı algoritmus i algoritmus x-pr̊uměr̊u typicky dokonč́ı běh
v př́ıpadě, kdy hodnota globálńıho Bayesova informačńıho kritéria v posledńı
iteraci je stejná nebo vyšš́ı než hodnota tohoto kritéria v předposledńı iteraci.
Pro ostatńı př́ıpady doporučuji následuj́ıćı vstupńı parametry algoritmu.

• ε ∈ [0, 1), algoritmus poběž́ı i pro ε ≥ 1, ale bude méně
”
přesný“

• maxiter ∈ N, 10 ≤ maxiter ≤ 100

Jak ukázaly pokusy na reálných datech, algoritmus x-pr̊uměr̊u stač́ı spustit pouze
jednou a dospějeme k uspokojivému výsledku.
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Závěr

V práci jsem teoreticky i prakticky popsal implementaci filtrovaćıho algoritmu a
algoritmu x-pr̊uměr̊u, které oba vycházej́ı z urychleńı algoritmu k-pr̊uměr̊u po-
moćı filtrovaćı heuristiky během pr̊uchodu MRKD-stromem.

Programy realizuj́ıćı oba algoritmy byly napsány v jazyku Matlab a testovány
pomoćı open-source programu Octave. Jelikož je voláńı funkćı (rekurzivńı pr̊uchod
MRKD-stromem) časově náročněǰśı v tomto skriptovaćım jazyku než např. v ja-
zyku C nebo Java, nezaznamenal jsem časovou úsporu při provedeńı algoritmu
k-pr̊uměr̊u s filtrovaćı heuristikou (v textu filtrovaćı algoritmus) oproti algorit-
mu k-pr̊uměr̊u bez heuristiky. Tuto časovou úsporu algoritmů hlavně u velkých
soubor̊u vyzdvihovali autoři Kannugo a kol. (2002), Pelleg a Moore (2000) ve
svých článćıch. Algoritmy měli napsané v jazyku C nebo v Javě, kde je rekur-
zivńı pr̊uchod stromem časově nenáročný.

Jelikož smyslem této práce bylo předevš́ım matematicky popsat oba algoritmy
a vysvětlit jejich implementaci, ověřeńı časové úspory jsem nahradil ověřeńım
úspory potřebných operaćı vypočteńı euklidovské vzdálenosti d(x,y). Při tes-
továńı filtrovaćıho algoritmu jsem skutečně zaznamenal úsporu těchto operaćı
oproti algoritmu k-pr̊uměr̊u, který potřebuje ke každé iteraci fixńı počet operaćı
d. Dı́ky chytré myšlence filtrovaćı heuristiky nižš́ı potřebný počet operaćı d filtro-
vaćımu algoritmu nijak neubral na funkčnosti. Hodnot́ım jej tedy jako př́ınosný
do skupiny metod shlukovaćı analýzy.

Bylo by zaj́ımavé dále zkoumat funkčnost algoritmu, kdybychom mı́sto abso-
lutńıho prahu ε uvažovali relativńı práh vzhledem k dat̊um. Určitě by bylo také
vhodné nahradit náhodnou volbu počátečńıch center nějakým promyšleným inici-
alizačńım algoritmem. Dále je možné experimentovat s metodami děleńı MRKD-
stromů a bylo by jistě př́ınosné popsat implementaci filtrovaćıho algorimtu na
jiná než kvantitativńı data při použit́ı r̊uzných standardizaćı dat. Nicméně tyto
úvahy už byly nad rámec textu.

Algoritmus x-pr̊uměr̊u je výhodný zejména pro situace, kdy si před spuštěńım
programu nejsme jisti, kolik shluk̊u má být z dat vytvořeno. Nicméně i pro známé
horńı hranice Kmax = k dává tento algoritmus lepš́ı a spolehlivěǰśı výsledky
než filtrovaćı algoritmus k-pr̊uměr̊u, spust́ıme-li jej např. se vstupńı hodnotou
Kmin = 2. V pr̊uběhu algoritmu totiž z̊ustávaj́ı

”
klidné“ shluky, kde je povaha

dat modelována dostatečně, a naopak se měńı oblasti, kde se na dobrém modelu
z pohledu Bayesova informačńıho kritéria ještě pracuje.

Zat́ımco filtrovaćı algoritmus jsem naprogramoval přesně podle popisu v [3]
a [1], pro algoritmus x-pr̊uměr̊u přesný návod k dispozici nebyl, a tak jsem
pravděpodobně některé věci implementoval jinak než bylo navrženo v článku
[4]. Konkrétně výpočet Bayesova informačńıho kritéria prob́ıhá v mé interpretaci
dle vzorce uvedeného v [2] a volba počátečńıch center v lokálńı části algoritmu
x-pr̊uměr̊u prob́ıhá taktéž pravděpodobně jinak. V testech své implementace al-
goritmu x-pr̊uměr̊u jsem skutečně zaznamenal menš́ı citlivost lokálńıho Bayesova
informačńıho kritéria na počet shluk̊u x než program Weka, v němž je algoritmus
naimplementován. Nicméně funkčnost tohoto algoritmu je velice uspokojivá, jak
jsem dokázal v testech shlukováńı reálných dat z výzkumu.
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