
Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikálńı fakulta
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Úvod

V posledńıch letech jsou předmětem jak teoretického tak experimentálńıho výzkumu
magnetické polovodičové materiály propustné ve viditelné části elektromagnetického (EM)
spektra. Je z nich totiž možné připravit nanostruktury které vykazuj́ı zaj́ımavé optické
vlastnosti. Tato bakalářská práce se zaměřuje na transparentńı magnetické materiály
s př́ıčnou magnetizaćı, konkrétně na asymetrii v odrazivosti. Pro normálńı optické prvky
se reflektance shoduje pro opačné úhly dopadu; v této práci je ukázáno, že pro magnetické
materiály se intenzity odraženého světla lǐśı v závislosti na tom, zdali vlna dopadá pod
kladným nebo záporným úhlem.
Zkoumané materiály, např. Ga1−xMnxAs, maj́ı koncentraci volných elektron̊u ∼ 1021 e−

cm3 ,
což je hodnota o řády odlǐsná od kov̊u. Vlivem volných elektron̊u se tento materiál chová
jako vodič, na rozd́ıl od kov̊u se v něm ale š́ı̌ŕı EM vlny (plazmová frekvence je o několik
řád̊u posunutá). Na základě symetrie systému se lze domńıvat, že asymetrická odrazivost
bude největš́ı pro struktury s př́ıčnou magnetizaćı a pro transverzálně-magnetické pole,
právě tyto př́ıpady jsou proto hlavńım ćılem studia v této práci.
Š́ı̌reńı světla ve vrstevnatých prostřed́ıch se často popisuje pomoćı přenosové matice.
Jedná se o běžný formalismus použ́ıvaný mimo jiné pro vyšetřeńı dielektrických
zrcadel rozebraný např. v [3]. Chováńı magnetických materiál̊u je v našem modelu
popsáno efektivńı permitivitou, přičemž tento tenzor má nediagonálńı prvky odpov́ıdaj́ıćı
uvažované magnetizaci nenulové. Kv̊uli tomu má EM pole uvnitř materiál̊u složitěǰśı
podobu a š́ı̌reńı světla muśı být popsáno komplikovaněǰśı podobou přenosové matice,
např́ıklad viz [14] nebo [10]. V této bakalářské práci je proto pro materiály s př́ıčnou
magnetizaćı odvozena přenosová matice 2×2, která vycháźı z klasického formalismu
použ́ıvaného pro vyšetřeńı světla ve vlnovodech ([11], [8]) a pro dielektrika se redukuje na
běžně už́ıvaný tvar1.
Metoda přenosové matice je následně využita k prozkoumáńı nesymetričnosti reflektance
pro Ga1−xMnxAs s r̊uznými koncentracemi manganu. Numericky jsou následně spoč́ıtány
odrazivosti pro r̊uzné parametry jako jsou např́ıklad tloušt’ky vrstev nebo vlnové délky.
To vede k možnosti navržeńı experimentu za účelem pozorováńı rozd́ılných reflektanćı pro
opačné úhly dopadu světla.
Prvńı tři sekce této práce popisuj́ı a zaváděj́ı základńı a známé vztahy: Nejdř́ıve je
definován souřadný systém a popis EM pole. Dále je představena běžná přenosová
matice a uvažovaný model magnetických materiál̊u. Část Odvozeńı přenosové matice pro
magnetické pole a následuj́ıćı pak obsahuj́ı výsledky: Je vytvořena přenosová matice,
která je použita k vyšetřeńı nesymetrické odrazivosti obecně a pro konkrétńı připravitelný
vzorek.

1Tento přechod se provede položeńım nediagonálńıch člen̊u permitivity rovných nule, č́ımž je źıskán
tvar uvedený v citovaných zdroj́ıch.
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1. Teorie

1.1 Základńı vztahy

Maxwellovy rovnice jsou běžně už́ıvané v následuj́ıćım tvaru1:

∇ ·D = ρf (1.1)

∇ ·B = 0 (1.2)

∇× E = −∂B

∂t
(1.3)

∇×H = Jf +
∂D

∂t
(1.4)

kde E je intenzita elektrického pole, D elektrická indukce, B magnetická indukce a H
intenzita magnetického pole. ∂

∂t
znač́ı parciálńı derivaci podle času, ρf hustotu volného

náboje a Jf je hustota volného proudu.

Neńı-li uvedeno jinak, je ve všech vztaźıch uvažován souřadný systém a transversálně-
magnetické pole znázorněné na obr. 1.1: Světlo dopadá v rovině yz, tedy kolmo k ose x.
TM polarizace má složku magnetické indukce B rovnoběžnou s osou x a elektrické pole
E obsahuje obě možné komponenty, tedy Ey i Ez:

B = (Bx, 0, 0) , (1.5)

E = (0, Ey, Ez) . (1.6)

Magnetizace

M :
def
==

1

µ0

B−H (1.7)

je v uvažované optické oblasti rovnoběžná s osou x.
Na rozhrańı vrstev rovnoběžných s osou y dopadá vlna pod úhlem θi a do druhého
prostřed́ı se š́ı̌ŕı ve směru daném θt.
Pro zjednodušeńı popisu bude kladným úhlem θi nazýván úhel nad osou z (proti
směru y) a záporným ten pod ńı (po směru y). Na obr. 1.1 je zobrazena kladná hodnota
orientovaného úhlu θi.

Výše popsaná notace může být přidáńım index̊u zobecněna na libovolné množstv́ı vrstev:

1. Světlo přicháźı z nulté vrstvy, obvykle vzduch nebo vakuum.

2. Obecná vrstva mezi dvěma krajńımi je značena indexem j ∈ {1, 2, · · · , N − 1}.
K obecnému popsáńı sousedńıch vrstev je užito značeńı j − 1 a j + 1 pro předchoźı
nebo následuj́ıćı vrstvu.

3. Posledńı vrstva je N−tá.

1Zde jsou uvedeny př́ıslušné veličiny tak, jak se běžně použ́ıvaj́ı. V následuj́ıćıch kapitolách bude
zavedeno značeńı pro magnetické materiály a v souladu s ńım bude poč́ıtáno.
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Obrázek 1.1: Uvažovaný souřadný systém s TM polarizaćı a kladným úhlem θi

Je-li Ei, Er a Et amplituda elektrické intenzity dopadaj́ıćı na rozhrańı, odražené od něj
a prošlé skrz a obdobně pro magnetické pole Hi, Hr a Ht, definujeme:

1. Amplitudový koeficient odrazivosti (reflexńı koef.) pro elektrické pole

rE =
Er
Ei

. (1.8)

2. Amplitudový koeficient propustnosti (transmisńı koef.) pro elektrické pole

tE =
Et
Ei

. (1.9)

3. Amplitudový koeficient odrazivosti pro magnetické pole

rH =
Hr

Hi

. (1.10)

4. Amplitudový koeficient propustnosti pro magnetické pole

tH =
Ht

Hi

. (1.11)

Koeficienty pro elektrické a magnetické pole je nutné odlǐsovat, nebot’ se obecně mohou
lǐsit.
Reflexńı a transmisńı koeficienty, také odvoditelné z přenosové matice, popisuj́ı amplitudy
a jako takové nejsou pozorovatelné. Fyzikálně měřitelné jsou intenzity

I :
def
== 〈|S|〉T =

1

T

∫ τ+T/2

τ−T/2
|S| dt , (1.12)
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kde 〈|S|〉T znač́ı časovou středńı hodnotu Poyntingova vektoru S přes interval
(
−T

2
, T

2

)
.

Podle definice přitom

S :
def
== E×H∗ , (1.13)

přičemž H∗ udává komplexně sdruženou hodnotu k H.
Zaved’me dále pro intenzitu dopadaj́ıćıho, odraženého a prošlého zářeńı Ii, Ir a It
odrazivost (reflektanci) R vztahem

R =
Ir
Ii

(1.14)

a propustnost (transmitanci) T jako

T =
It
Ir
. (1.15)

K měřeńı je vhodná viditelnost rozd́ılu intenzit (kontrast) definovaná vztahem

V =
Iθ+ − Iθ−
Iθ+ + Iθ−

, (1.16)

kde Iθ± znač́ı intenzitu vlny odražené od vzorku, která na něj dopadla pod kladným,
respektive záporným úhlem.

1.2 Formalismus přenosové matice

Metoda přenosové matice je běžně použ́ıvaný algoritmus k popisu š́ı̌reńı světla skrze
vrstevnaté struktury. Pr̊uchod světla je možné vyšetřit řešeńım okrajových podmı́nek
plynoućıch z Maxwellových rovnic na každém z rozhrańı. Tento zp̊usob je sice možný,
ale pro velké množstv́ı vrstev zbytečně složitý. Mı́sto toho je použ́ıván formalismus
přenosové matice ([7], [8], [11]), který je sice také založen na okrajových podmı́nkách
pro elektromagnetické (EM) vlny, ty jsou ale řešeny pouze jednou obecně a pr̊uchod
světla z jednoho rozhrańı do druhého je vyjádřen ve formě matice. Následně, pokud jsou
známé materiálové vlastnosti vrstevnatého prostřed́ı, redukuje se popis pr̊uchodu světla
na násobeńı těchto matic.

Formalismus použ́ıvaný v [11] zavád́ı přenosovou matici k popisu amplitud dvou rovinných
vln pohybuj́ıćıch se navzájem opačným směrem. Pro transversálně-elektrickou (TE)
polarizaci je uvažováno pole ve tvaru

E(y, z) = E0 x m(z) ei(βy−ωt) , (1.17)

zat́ımco pro transversálně-magnetickou (TM) pole má tuto podobu magnetická intenzita:

H(y, z) = H0 x m(z) ei(βy−ωt) . (1.18)

V (1.17) a (1.18) jsou E0 a H0 konstanty obsahuj́ıćı př́ıslušné jednotky, x znač́ı jednotkový
vektor ve směru x, β je komplexńı konstanta š́ı̌reńı, ω úhlová frekvence a m(x) je
komplexńı amplituda zavedená vztahem

m(x) = Aje
αj(x−dj) +Bje

−αj(x−dj) , (1.19)
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kde pro j−tou vrstvu jsou Aj a Bj komplexńı amplitudové koeficienty a dj uvád́ı pozici
rozhrańı vrstev j a j + 1. Pro vlnový vektor kj je definováno αj =

√
β2 − |kj|2.

Za předpokladu výše zavedeného pole má přenosová matice Mj popisuj́ıćı vztah mezi
amplitudami (

Aj
Bj

)
= Mj

(
Aj−1

Bj−1

)
(1.20)

tvar [11]

Mj =
1

2ρj

 (
ρj +

αj−1

αj

)
eiky,jwj

(
ρj − αj−1

αj

)
eiky,jwj(

ρj − αj−1

αj

)
e−iky,jwj

(
ρj +

αj−1

αj

)
e−iky,jwj

 , (1.21)

kde wj je tloušt’ka j-té vrstvy a

ρj =

{
1 pro transversálně-elektrickou polarizaci
k2j−1

k2j
pro transversálně-magnetickou polarizaci

(1.22)

Prvky Mj jsou bezrozměrné, následkem čeho je vztah mezi př́ıchoźı vlnou a tou v posledńı
vrstvě (s indexem n) dán součinem matic:(

An
Bn

)
= Mn ·Mn · · ·M1

(
A0

B0

)
. (1.23)

Výše popsaný formalismus přenosové matice neńı jediný možný, ale jeho zavedeńı
a podoba se lǐśı podle autor̊u a účelu. Např́ıklad v [3] je definována přenosová matice
svazuj́ıćı dva amplitudové koeficienty, které jsou rozd́ılné pro elektrické a magnetické pole
nebo v [14] a [10] je pro anizotropńı materiály zavedena matice 4× 4.

1.3 Model transparentńıch magnetických materiál̊u

Nı́že uvedený formalismus je shrnut́ı postupu, kdy je vliv vodivosti začleněn do efektivńı
permitivity [4]. Použitý popis transparentńıch magnetických materiál̊u odpov́ıdá [5] a [12].

V běžných materiálech je vztah mezi elektrickým polem a indukćı daný permitivitou εreal:

D = εrealE , (1.24)

přičemž ve výpočtech bude uvažováno

εreal = ε

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = n2ε0

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , (1.25)

kde n znač́ı index lomu a ε0 permitivitu vakua.
Značeńı εreal je použito, protože rovnice (1.24) vyjadřuje, jak materiál s touto skutečnou
permitivitou reaguje na elektrické pole. V použitém modelu magnetických materiál̊u je
odezva popsaná efektivńı permitivitou:

Deff = εeffε0E . (1.26)
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Efektivńı relativńı permitivita εeff se lǐśı od skutečné kv̊uli nenulové vodivosti σ. Na
základě uvažovaného popisu transparentńıch magnetických materiál̊u (již dř́ıve zmı́něné
zdroje [5] a [12], transverzálńı magnetizace) budeme uvažovat jej́ı speciálńı tvar

σ =

 σxx 0 0
0 σyy σyz
0 −σyz σyy

 . (1.27)

Je-li n index lomu a ω úhlová frekvence světla, potom vztah mezi veličinami výše můžeme
napsat jako [13]

ε̃eff = n2 +
iσ

ωε0
. (1.28)

Na základě dř́ıve uvedené podoby vodivosti (1.27) budeme značit prvky efektivńı
permitivity následuj́ıćım zp̊usobem:

εeff =

 εxx 0 0
0 εyy εyz
0 −εyz εyy

 . (1.29)

Pro optické aplikace, které jsou předmětem této práce, je možné uvažovat, že permeabilita
prostřed́ı µ je izotropńı a nezáviśı na vlnové délce, z čehož plyne obvyklý vztah mezi
intenzitou magnetického pole H a magnetickou indukćı B:

B = µH . (1.30)

Materiály s nediagonálńımi prvky permitivity nenulovými (εyz 6= 0) budou nazývány
magnetické materiály.

Na základě výše definovaných veličin můžeme přepsat Maxwellovy rovnice (1.1)–(1.4) pro
magnetické materiály ve tvaru

∇ ·Deff = 0 , (1.31)

∇ ·B = 0 , (1.32)

∇× E = −∂B

∂t
, (1.33)

a

∇×H =
∂Deff

∂t
. (1.34)
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1.4 Odvozeńı přenosové matice pro magnetické pole

Transverzálně-magnetické pole Maxwellovy rovnice (1.31)–(1.34) dávaj́ı podmı́nky
na tvar elektrického a magnetického pole ve zkoumaných strukturách. Nezáviśı-li
materiálové vlastnosti na poloze uvnitř každé z vrstev a na čase, bude tvar vln v každé
z nich podobný – odlǐsnost bude pouze u člen̊u popisuj́ıćı amplitudy.
K odvozeńı přenosové matice pro transversálńı-magnetickou polarizaci podobné (1.21), je
vhodné uvažovat magnetické pole tvaru (1.18). Magnetická indukce tedy může mı́t tvar

B =

 αeikzz + βe−ikzz

0
0

 ei(kyy−ωt) (1.35)

kde α and β jsou amplitudové koeficienty, y, z a ky, kz znač́ı souřadnice a př́ıslušné vlnové
č́ıslo. ω je úhlová frekvence vlny a t znač́ı čas.
Ze symetrie problému je možné odhadnout, že elektrická intenzita bude v podobě

E =

 0
a1 αe

ikzz + a2 βe
−ikzz

a3 αe
ikzz + a4 βe

−ikzz

 ei(kyy−ωt) , (1.36)

kde ai, i ∈ {1, 2, 3, 4} jsou obecné koeficienty.
Dosazeńım (1.35) a (1.36) do (1.31)–(1.34) źıskáme podmı́nky na faktory ai:

0 = ky (a1εyy + a3εyz) + kz (−a1εyz + a3εyy) (1.37)

0 = ky (a2εyy + a4εyz) + kz (a2εyz − a4εyy) (1.38)

kza3 − kya1 = ωα (1.39)

− kza4 − kya2 = ωβ (1.40)

− kzα = µω (a1εyy + a3εyz) (1.41)

− kzβ = µω (a2εyy + a4εyz) (1.42)

kyα = µω (−a1εyz + a3εyy) (1.43)

kyβ = µω (−a2εyz + a4εyy) (1.44)

Byt’ se jedná o osm rovnic, nejsou navzájem lineárně nezávislé. Následným vyřešeńım této
soustavy dostaneme hledanou podobu vln uvnitř magnetických materiál̊u:

H =
1

µ

 αeikzz + βe−ikzz

0
0

 ei(kyy−ωt) (1.45)

a

E =
1

µω

1

ε2yy + ε2yz

 0
(−kzεyy − kyεyz)αeikzz + (kzεyy − kyεyz) βe−ikzz
(−kzεyz + kyεyy)αe

ikzz + (kzεyz + kyεyy) βe
−ikzz

 ei(kyy−ωt) . (1.46)

V posledńıch dvou vztaźıch jsou mı́sto B a Deff vyjádřeny intenzity poĺı, nebot’ právě ty
jsou třeba v následuj́ıćıch kroćıch k dosazeńı do hraničńıch podmı́nek.
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Maxwell–Faradayova rovnice (1.33) reprezentovaná vztahy (1.39) a (1.40) přitom k řešeńı
dává podmı́nku

k2
y + k2

z = µω2

(
εyy +

ε2yz
εyy

)
, (1.47)

která svazuje směr š́ı̌reńı světla v dané vrstvě s jej́ımi materiálovými vlastnostmi: Je-li
permitivita, permeabilita a úhlová frekvence známa a je-li zadána jedna z komponent
vlnového vektoru, druhá2 je určena jednoznačně až na znaménko3.

Přenosová matice Ćılem výpočt̊u je napsáńı amplitudových koeficient̊u α a β
v maticové podobě, nejdř́ıve pro jednu vrstvu chceme tvar(

αj
βj

)
=

(
m1

11,j m1
12,j

m1
21,j m1

22,j

)(
αj−1

βj−1

)
, (1.48)

kde spodńı indexy j a j − 1 znač́ı dvě obecné sousedńı vrstvy a mkl s k, l ∈ {1, 2} bude
obecné značeńı maticových prvk̊u4. K tomu je vhodné zavést pro vzdálenost měřenou ve
směru z a pro polohu rozhrańı j−té vrstvy dz,j veličinu

wj :
def
== z − dz,j , (1.49)

která má význam tloušt’ky dané vrstvy. Následně je možné přepsat pole (1.45) a (1.46)
v obecném tvaru

Hj
x =

(
αje

ikz,jwj + βje
−ikz,jwj

)
ei(kyy−ωt) (1.50)

Ej
y = Aj

(
Pjαje

ikz,jwj +Qjβje
−ikz,jwj

)
ei(kyy−ωt) , (1.51)

kde koeficienty Aj, Pj a Qj pro j−tou vrstvu jsou

Aj :
def
==

1

µω

1

ε2yy,j + ε2yz,j
, (1.52)

Pj :
def
== −kz,jεyy,j − ky,jεyz,j , (1.53)

a
Qj :

def
== kz,jεyy,j − ky,jεyz,j . (1.54)

(1.45) a (1.46) znač́ı skutečná pole, nikoli efektivńı. Důsledkem toho je možné psát známé
okrajové podmı́nky na rozhrańı dvou materiál̊u (např. [2]) při geometrii ukázané na
schématu 1.1 ve tvaru

nz ×
(
Ej−1 − Ej

)
= 0 (1.55)

nz ×
(
Hj−1 −Hj

)
= 0 (1.56)

kde
nz = (0, 0, 1) . (1.57)

2Stále je uvažován dopad v rovině kolmé k rozhrańı.
3Pro dopad pod kladným i záporným úhlem se světlo může š́ı̌rit ve směru z i opačně. V takovém

př́ıpadě by se ve vztaźıch (1.45) a (1.46) zaměnily významy koeficient̊u α a β.
4Horńı index 1 znač́ı právě prvky matice pro jednu vrstvu.
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Protože uvažujeme TM polarizaci ve tvaru (1.5) a (1.6), přejdou hraničńı podmı́nky na

Ej−1
y = Ej

y (1.58)

a
Hj−1
x = Hj

x . (1.59)

Nyńı dosazeńım (1.50) a (1.51) do těchto dvou vztah̊u źıskáme dvě rovnice pro dvě
neznámé αj a βj a jejich vyřešeńım źıskáme podobu amplitud ve zkoumaném mı́stě
v závislosti na poli v předchoźı vrstvě a materiálových vlastnostech:

αj =
−AjQj (αj−1 + βj−1) + Aj−1 (Pj−1αj−1 +Qj−1βj−1)

Aj (Pj −Qj)
eikz,jwj (1.60)

a

βj =
AjPj (αj−1 + βj−1)− Aj−1 (Pj−1αj−1 +Qj−1βj−1)

Aj (Pj −Qj)
e−ikz,jwj . (1.61)

což po porovnáńı s (1.48) můžeme zapsat v žádaném tvaru přenosové matice pro
magnetické pole

(
αj
βj

)
=

1

Pj −Qj

 (
−Qj +

Aj−1

Aj
Pj−1

)
eikz,jwj

(
−Qj +

Aj−1

Aj
Qj−1

)
eikz,jwj(

Pj −
Aj−1

Aj
Pj−1

)
e−ikz,jwj

(
Pj −

Aj−1

Aj
Qj−1

)
e−ikz,jwj

( αj−1

βj−1

)
. (1.62)

Jednoduchým dosazeńım (1.52)–(1.54) do (1.62) a následnou úpravou je možné vyjádřit
explicitńı tvar maticových element̊u přenosové matice pro jednu vrstvu:

m1
11 =

(
kz,jεyy,j − ky,jεyz,j − (−kz,j−1εyy,j−1 − ky,j−1εyz,j−1)

ε2yy,j + ε2yz,j
ε2yy,j−1 + ε2yz,j−1

)
eikz,jwj

2kz,jεyy,j
, (1.63)

m1
12 =

(
kz,jεyy,j − ky,jεyz,j − (kz,j−1εyy,j−1 − ky,j−1εyz,j−1)

ε2yy,j + ε2yz,j
ε2yy,j−1 + ε2yz,j−1

)
eikz,jwj

2kz,jεyy,j
, (1.64)

m1
21 =

(
kz,jεyy,j + ky,jεyz,j + (−kz,j−1εyy,j−1 − ky,j−1εyz,j−1)

ε2yy,j + ε2yz,j
ε2yy,j−1 + ε2yz,j−1

)
e−ikz,jwj

2kz,jεyy,j
(1.65)

a

m1
22 =

(
kz,jεyy,j + ky,jεyz,j + (kz,j−1εyy,j−1 − ky,j−1εyz,j−1)

ε2yy,j + ε2yz,j
ε2yy,j−1 + ε2yz,j−1

)
e−ikz,jwj

2kz,jεyy,j
. (1.66)

Protože jsou prvky přenosové matice bezrozměrné, źıskáme zjevnou iteraćı vztah mezi
amplitudovými koeficienty pro N vrstev jako součin matic(

αN
βN

)
= M

(
α0

β0

)
, (1.67)

kde

M = MN ·MN−1 · · · · ·M2 ·M1 =

(
m11 m12

m21 m22

)
(1.68)

Předevš́ım pro experimentálńı účely je vhodné odvodit reflexńı a transmisńı (amplitudové)
koeficienty r a t, nebot’ ty maj́ı př́ımý vztah k (intenzitńı) odrazivosti R a propustnosti

10



T coby měřitelným veličinám. Z uvažované podoby poĺı je vidět, že α0 odpov́ıdá amplitudě
př́ıchoźı magnetické vlny, zat́ımco β0 může být interpretována jako amplituda odražené
magnetické vlny. Světlo vycházej́ıćı z vrstevnatého systému v N−té vrstvě je popsáno
koeficientem αN . Z toho vyplývá, že

β0

α0

= rH (1.69)

a
αN
α0

= tH , (1.70)

přičemž horńı index H je použit, aby nedošlo k záměně s transmisńım koeficientem
elektrického pole. Bude-li světlo dopadat na vzorek pouze z jedné strany, tedy βN = 0
a pokud pro jednoduchost budeme předpokládat α0 = 1, pak z dvou rovnic odpov́ıdaj́ıćıch
přenosové matici okamžitě vyplývá:

rH = −m21

m22

(1.71)

a
tH = m11 −m12

m21

m22

. (1.72)

Elektrické pole se lǐśı od magnetického o faktory závisej́ıćı na materiálových vlastnostech
př́ıslušné vrstvy. Proto muśı být soustava rovnic (1.67) vynásobena patřičnými koeficienty,
abychom źıskali veličiny popisuj́ıćı elektrickou intenzitu. Po této úpravě źıskáváme:

rE = −m21

m22

Q0

P0

(1.73)

a

tE =

(
m11 −m12

m21

m22

)
ANPN
A0P0

. (1.74)

Nyńı se zaměřme na zkoumáńı jednoho rozhrańı, u následuj́ıćıch vztah̊u proto horńı index
1 v R1 a T 1 bude značit veličinu popisuj́ıćı tento př́ıpad. Bud’ z prostého matematického
dosazeńı (1.45) a (1.46) do (1.12) a následně upraveńım, př́ıpadně z fyzikálńı úvahy, že
dopadaj́ıćı a odražená vlna se š́ı̌ŕı stejným prostřed́ım plyne, že odrazivost je

R1 =

∣∣∣∣βj−1

αj−1

∣∣∣∣2 . (1.75)

U trasmitance se dá z definice dokázat, že

T 1 =
ε2yy,j−1 + ε2yz,j−1

ε2yy,j + ε2yz,j

√ (
k2
y,j + k2

z,j

) (
ε2yy,j + ε2yz,j

)(
k2
y,j−1 + k2

z,j−1

) (
ε2yy,j−1 + ε2yz,j−1

) ∣∣∣∣ αjαj−1

∣∣∣∣2 . (1.76)

Je vhodné si povšimnout podobnosti (1.75) a (1.71). Z ńı je vidět, že

R =

∣∣∣∣m21

m22

∣∣∣∣2 , (1.77)

nebot’, připomeňme popis systému s mnoha vrstvami (1.68), m21 a m22 jsou prvky
přenosové matice popisuj́ıćı celou soustavu. Vztah (1.77) již tedy může být po dosazeńı
vhodných maticových element̊u užit k popisu celého systému, nikoli jen jednoho rozhrańı.
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1.5 Diskuze teoretických odvozeńı

Přenosová matice pro elektrické pole Popsaná přenosová matice určuje vztah mezi
koeficienty α a β, což odpov́ıdá amplitudám magnetické intenzity. Podobný formalismus
neńı možné za předpokladu poĺı ve tvaru (1.50) a (1.51) odvodit analogicky pro elektrické
pole: Soustava rovnic vzniklá z okrajových podmı́nek nemá řešeńı za předpokladu,
že amplitudy AjPjαj a AjQjαj chceme vyjádřit pomoćı součin̊u Aj−1Pj−1αj−1 nebo
Aj−1Qj−1αj−1. Vyjde totiž

AjPjαj =
−AjQj (αj−1 + βj−1) + Aj−1 (Pj−1αj−1 +Qj−1βj−1)

Pj −Qj

eiwjkz,jPj (1.78)

a

AjQjβj =
−AjPj (αj−1 + βj−1) + Aj−1 (Pj−1αj−1 +Qj−1βj−1)

−Pj +Qj

e−iwjkz,jQj ; (1.79)

je tedy sice možné napsat vystupuj́ıćı amplitudy elektrického pole využit́ım αj−1, βj−1

a materiálových vlastnost́ı Ai, Pi a Qi pro i ∈ {j − 1, j} v separovaném stavu, taková
přenosová matice ale neńı bezrozměrná. Funguje bez problému pro jednu vrstvu, ale neńı
možné mezi sebou matice násobit, a proto se nejedná o vhodný popis pro složitěǰśı systémy.

Zjednodušeńı přenosové matice pro př́ıpad dielektrik Výše odvozená podoba
klasické přenosové matice popisuje magnetické materiály, které se od běžných dielektrik
lǐśı pouze členem efektivńı permitivity εyz 6= 0. Po vynulováńı tohoto prvku se tedy námi
odvozená přenosová matice muśı redukovat na běžný tvar. Pokud je εyz = 0, bude platit:

Aj =
1

µω

1

ε2yy,j
, Pj = −kz,jεyy,j a Qj = kz,jεyy,j . (1.80)

(1.62) tedy přejde na

(
αj
βj

)
=

1

−2


(
−1 −

Aj−1
Aj

kz,j−1εyy,j−1
kz,jεyy,j

)
e
ikz,jwj

(
−1 +

Aj−1
Aj

kz,j−1εyy,j−1
kz,jεyy,j

)
e
ikz,jwj(

−1 +
Aj−1
Aj

kz,j−1εyy,j−1
kz,jεyy,j

)
e
−ikz,jwj

(
−1 −

Aj−1
Aj

kz,j−1εyy,j−1
kz,jεyy,j

)
e
−ikz,jwj

( αj−1
βj−1

)
(1.81)

a po úpravě na

(
αj
βj

)
=

1

2

 (
1 +

kz,j−1εyy,j
kz,jεyy,j−1

)
eikz,jwj

(
1− kz,j−1εyy,j

kz,jεyy,j−1

)
eikz,jwj(

1− kz,j−1εyy,j
kz,jεyy,j−1

)
e−ikz,jwj

(
1 +

kz,j−1εyy,j
kz,jεyy,j−1

)
e−ikz,jwj

( αj−1

βj−1

)
, (1.82)

což, jak plyne ze spojitosti tečných složek vlnových vektor̊u, odpov́ıdá (1.21).

Odrazivost pro jedno rozhrańı Zkoumejme koeficient odrazivosti magnetické
intenzity pro jednu vrstvu. Prostým dosazeńım vyjde

rH,1 =
m21

m22

=
kz,jεyy,j + ky,jεyz,j + (−kz,j−1εyy,j−1 − ky,j−1εyz,j−1)

ε2yy,j+ε
2
yz,j

ε2yy,j−1+ε2yz,j−1

kz,jεyy,j + ky,jεyz,j + (kz,j−1εyy,j−1 − ky,j−1εyz,j−1)
ε2yy,j+ε

2
yz,j

ε2yy,j−1+ε2yz,j−1

. (1.83)
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Zaved’me označeńı

ñ2 =

√
ε2yy + ε2yz
εyy

(1.84)

ε̃ =
εyz
εyy

(1.85)

a uvědomme si, že z geometrie vyplývá ky = |k| sin θ a kz = |k| cos θ z čehož d́ıky spojitosti
tečných složek ky,j = ky,j−1 můžeme psát

kz,j−1 = |kj|
nj−1

nj
cos θj−1 . (1.86)

Nyńı po dosazeńı (1.84), (1.85) a (1.86) do (1.83) a úpravě vyjde

rH,1 =
ñi cos θt − ñt cos θi + sin θt

(
ñi

εyz,t
εyy,t

+
ñ2
t

ñi

εyz,i
εyy,i

)
ñi cos θt + ñt cos θi + sin θt

(
ñi

εyz,t
εyy,t

+
ñ2
t

ñi

εyz,i
εyy,i

) , (1.87)

přičemž, protože se jedná o koeficient pro jedno rozhrańı, proběhla záměna index̊u
j − 1→ i a j → t. Pro př́ıpad εyz,i 6= 0 nebo εyz,j 6= 0 z̊ustane v tomto vztah sinus. To
je funkce lichá, d̊usledkem čehož se bude odrazivost lǐsit pro př́ıpad dopadu pod kladným
nebo záporným úhlem.

Transversálně-elektrická polarizace Otázkou na mı́stě je, zdali se asymetrie
v odrazivosti projev́ı i pro druhou – tedy transverzálně-elektrickou – polarizaci. Pro tento
př́ıpad uvažujme elektrické pole ve tvaru

E =

 αeikzz + βe−ikzz

0
0

 ei(kyy−ωt) (1.88)

při zachováńı stejného označeńı a materiálových vlastnost́ı jako v kapitole 1.4. Snadno
se lze přesvědčit, že z Maxwellových rovnic (1.31)–(1.34) vyplývá intenzita magnetického
pole v podobě

H =
1

µω

 0
kz
(
αeikzz − βe−ikzz

)
−ky

(
αeikzz + βe−ikzz

)
 ei(kyy−ωt) . (1.89)

Vztahy (1.88) a (1.89) se nelǐśı od těch použitých k odvozeńı jednoduché přenosové matice
v kapitole 1.2. To je zp̊usobeno uvažovaným tvarem vodivosti (1.27), která má v prvńım
řádku nediagonálńı členy rovny nule, jsou tedy stejné jako u běžných dielektrik. Nemá
tedy smysl pokračovat v daľśım odvozováńı přenosové matice, nebot’ již na základě této
podoby poĺı je možné konstatovat, že pro př́ıčnou magnetizaci a TE polarizaci nebude
asymetrie v odrazivostech pozorována. Tento efekt by se mohl projevit pro jinou než
transverzálńı magnetizaci, což ale neńı předmětem studia této práce.
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Shrnut́ı teoretických odvozováńı Již předchoźı výpočty [13] ukázaly, že transpa-
rentńı magnetické materiály, např́ıklad Ga1−xMnxAs, mohou vykazovat nesymetrickou
odrazivost: Reflektance se lǐśı v závislosti na tom, dopadá-li světlo na vzorek pod kladným,
nebo záporným úhlem. K pozorováńı tohoto efektu jsou nutné dva předpoklady:

1. Jev se vyskytuje u materiál̊u popsaných (1.29) s εyz 6= 0 za předpokladu že

2. na vzorek dopadá transverzálně-magnetická polarizace.

Stejný efekt přitom plyne z formalismu přenosové matice.
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2. Výpočty pro Ga1−xMnxAs

2.1 Parametry výpočt̊u

Ve výpočtech pro Ga1−xMnxAs byla použita vodivost zkoumaného materiálu v závislosti
na koncentraci manganu. Data byla spoč́ıtána užit́ım Kubovy formule a osmipásového
k.p modelu GaMnAs s kinetickou výměnnou interakćı, viz [5] a [12]. Konkrétńı hodnoty
dodal vedoućı této práce a jsou zaneseny na grafech 2.1.

Grafy 2.1: Použité vodivosti pro tři koncentrace manganu v Ga1−xMnxAs.

K vyšetřeńı reflektanćı bylo také nutné znát indexy lomu pro čistý GaAs. Jednak proto,
že posledńı z vrstev byla z galium arsenidu a za druhé se dle (1.28) pod́ılela na reálné části
permitivity Ga1−xMnxAs. Pro danou vlnovou délku byl index lomu dopoč́ıtáván užit́ım
Sellmeierovy formule, přičemž koeficienty byly źıskány z databáze refractiveindex.info
[1], originálńı data pocháźı z [6]:

n2 ≈ 3.5 +
7.4969λ2

λ2 − 0.40822
+

1.9347λ2

λ2 − 37.172
. (2.1)

Pro všechny vrstvy je kv̊uli viditelnému spektru uvažována permeabilita µ = 1.

Transparentńı magnetické krystaly s popsanými vlastnostmi je složité připravit, a nav́ıc
je nutné brát ohled i na možné experimentálńı uspořádáńı. Proto je dále nutné uvážit
následuj́ıćı faktory:

1. Vrstva Ga1−xMnxAs je nanesena na GaAs (bez př́ıměśı),

2. je možné ji připravit maximálně 50 nm tlustou,

3. měřeńı by mělo být proveditelné v optickém spektru,

4. úhly dopadu musej́ı být malé (do 15◦) a

5. jev budeme považovat za pozorovatelný, bude-li kontrast (1.16) větš́ı než 5 %.
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Aby byly výpočty ověřitelné a nesymetrická odrazivost změřitelná a aby teorie nebyla
vzdálená experimentu, bude vhodné držet se při kalkulaćıch právě těchto podmı́nek.
V principu neńı problém spoč́ıtat téměř jakýkoli systém vrstev. Aby byly grafy navzájem
porovnatelné a aby nebyla ztracena návaznost na experimentálńı možnosti, je ve všech
př́ıpadech uvažován tento systém vrstev:

1. Světlo dopadá ze vzduchu nebo vakua s indexem lomu n0 = 1.

2. Prvńı vrstva je dielektrikum s tloušt’kou w1 a indexem lomu n1.

3. Následuje vrstva Ga1−xMnxAs s tloušt’kou1 w2, indexem lomu n2 a koncentraćı
manganu2 c2.

4. Jako podklad je užit čistý GaAs.

2.2 Výsledky pro Ga1−xMnxAs

V následuj́ıćıch grafech se vyskytuj́ı popisky s t́ımto významem:
λ Vlnová délka dopadaj́ıćıho zářeńı
w1 Tloušt’ka prvńı vrstvy (dielektrikum)
n1 Index lomu prvńı vrstvy (dielektrikum)
w2 Tloušt’ka druhé vrstvy (vždy Ga1−xMnxAs)
c2 Koncentrace vrstvy (vždy Ga1−xMnxAs)
Kontrast Veličina definovaná vztahem (1.16)
R± Odrazivost pro kladný, respektive záporný úhel
∆ R Rozd́ıl odrazivosti pro kladný, respektive záporný úhel
∆Φ Rozd́ıl fáze odražených vln

Je-li v grafech použita logaritmická stupnice, jedná se o logaritmus z absolutńı hodnoty
zobrazené veličiny (je tedy ztracena informace o jej́ım znaménku).
Grafy uvedené v této sekci představuj́ı řezy šestirozměrným prostorem (možné parametry
jsou: λ, w1, w2, n1, c2 a θ). Grafy byly vybrány tak, aby na nich byla zachycena oblast
s lokálńım extrémem kontrastu maj́ıćı velikost alespoň 5 %. Většina z možných kombinaćı
proměnných je nezaj́ımavá, to je vidět např́ıklad ze souhrnných graf̊u 2.2. Výběr prob́ıhal
vykresleńım s hrubými měř́ıtky a následným přibližováńım relevantńıch oblast́ı.

1Ve většině př́ıpad̊u w2 = 20 nm.
2Ve většině př́ıpad̊u c2 = 7%.
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Grafy 2.2: λ = 700nm, n1 = 2.00,w2 = 20nm, c2 = 7%
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Grafy 2.3: Velký rozsah w1 pro dvě vlnové délky a tloušt’ky Ga1−xMnxAs 20, 30, 40 a 50 nm
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Grafy 2.4: Konstantńı optická tloušt’ka w1n1 = 5
4
λ.
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Grafy 2.5: Porovnáńı bĺızkých index̊u lomu n1 při třech vlnových délkách.
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Grafy 2.6: Oblast s vysokým kontrastem pro ńızké úhly: λ = 635nm,w2 = 20nm, c2 = 7%
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Grafy 2.7: Porovnáńı index̊u lomu pro dvě vysoké vlnové délky.
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Grafy 2.8: Porovnáńı vlivu koncentraćı Mn; pro c2 = 7% je λ = 700 nm na grafu 2.7.
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Grafy 2.9: Spolu s grafy 2.8 srovnáńı vlivu n1 pro koncentrace manganu 3 a 15 %.
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Grafy 2.10: Detail extrému odrazivosti nejtlustš́ı možné vrstvy Ga1−xMnxAs
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2.3 Diskuze vypočtených odrazivost́ı

Numerické hledáńı extrémů reflektanćı Z vypočtených dat pro Ga1−xMnxAs jsou
ukázány typické hodnoty nesymetrických odrazivost́ı. Pokud bychom chtěli vyšetřovat
nejlepš́ı hodnoty pro měřeńı, přešla by úloha na numerické hledáńı globálńıch extrémů
v́ıcerozměrných funkćı. Byt’ existuje řada algoritmů vyvinutých k tomuto účelu (od
komparativńıch metod, přes gradientńı hledáńı až po aplikaci náhodných č́ısel), je vždy
problém zaručit, že porovnávané extrémy jsou všechny.

Diskuze nalezených maxim V grafech 2.2 a 2.3 je vidět očekávané opakováńı maxim
odrazivosti v závislosti na tloušt’ce prvńı vrstvy, přičemž perioda vzoru je w1n1 = λ/2.

Z graf̊u 2.2 jsou také vidět dvě zásadńı věćı:

1. Maximálńı kontrasty (jdoućı i k deseti procent̊um) se vyskytuj́ı pro ńızké hodnoty
odrazivost́ı (v řádech 10−6).

2. Kromě rozd́ılu v kontrastech docháźı také k posunu fáźı vln, někdy i v řádech
jednotek procent. Při vhodně navrženém experimentu by i tento jev mohl být
pozorovatelný.

Konstantńı tloušt’ka 0.4 µm je ukázána na grafu 2.4. Třet́ı z nich (635 nm) přestavuje jedno
z nejlepš́ıch maxim mezi všemi spočtenými výsledky, minimálně tedy, co se hodnoceńı
podle velikosti úhlu týká: jev se objevuje pro méně než pět stupň̊u. Stejné parametry jsou
i na grafech 2.5 a 2.6, které maj́ı tloušt’ku w1 na svislé ose. Prvńı série porovnává dvě
vlnové délky pro r̊uzné indexy lomu; na druhé je pro ilustraci konkrétńıch hodnot kromě
kontrastu v logaritmické škále i velikost odrazivosti a vzájemné zpožděńı odražených vln.
Oblast mezi n1 = 1.990 a n1 = 2.000 byla prozkoumána d̊ukladněji s jemněǰśım krokem.
Rozumné podmı́nky pro naměřeńı efektu (|V | > 0.05 při malých úhlech) byly nalezeny
následuj́ıćı:

1. Na 635 nm pro n1 = 1.997, w1 = 397 nm, w2 = 20 nm, c2 = 7% a θ > 2◦.

2. Na 640 nm pro n1 = 1.992, w1 = 401 nm, w2 = 20 nm, c2 = 7% a θ > 3◦.

Nelze očekávat, že experiment bude prováděn přesně za těchto parametr̊u. Ve skutečnosti
je pravděpodobněǰśı, že pro daný index lomu n1 bude nutné určit tloušt’ku w1 a vlnovou
délku, při které bude jev pozorovatelný. Hodnoty výše ale ukazuj́ı, že tomu tak může být
i pro velmi malé úhly.

Pokud je oslaben požadavek na dopad světla bĺızko kolmici, nab́ıźı se mnoho kombinaćı
parametr̊u, kdy lze asymetrickou odrazivost naměřit v rozsahu deseti až patnácti stupň̊u.
Na grafech 2.7 je ukázáno, jak se poloha extrémů měńı v závislosti na vlnové délce a indexu
lomu. Při λ = 700 nm se jev zač́ıná vyskytovat mezi deseti a patnácti stupni, přičemž na
hranici infračervené oblasti (λ = 800) se relevantńı maximum vyskytuje ještě dř́ıve. Z toho
lze usoudit, že ke kvalitněǰśımu pozorováńı by bylo vhodné mı́t aparaturu umožňuj́ıćı
nastaveńı úhlu dopadu v rozmeźı (−15◦, 15◦) na dlouhých vlnových délkách.
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Jako daľśı stupeň volnosti může být uvažována koncentrace manganu v Ga1−xMnxAs.
K porovnáńı s dř́ıve zkoumanými sedmi procenty manganu byly zvoleny3 koncentrace tř́ı
a patnácti procent. Jak je vidět z graf̊u 2.8

1. V < −5% pro c2 = 3%, λ = 715 nm, w1 = 227 nm, n1 = 2.45 and w2 = 20 nm

2. V → 0 pro c2 = 15%, λ = 715 nm, w1 = 227 nm, n1 = 2.45 and w2 = 20 nm

Podobné srovnáńı je i na grafech 2.9. Efekt je pro obě tyto koncentrace slabš́ı než pro dř́ıve
poč́ıtaných 7 % Mn. Nejvýrazněǰśı extrémy kontrastu byly nalezeny pro vlnovou délku
λ = 701 nm, ačkoli vzhledem k pozorovatelnosti jevu od deseti (3 % Mn), respektive od
dvaceti stupň̊u (15 % Mn) nelze tyto koncentrace k měřeńı doporučit.

Částečně ovlivnitelná je i tloušt’ka druhé vrstvy (Ga1−xMnxAs). Současné vzorky maj́ı
w2 = 20 nm, ačkoli je možné připravit i tlustš́ı vrstvy. Celkové shrnut́ı tohoto faktoru je
na grafech 2.3. Konkrétńı podoba jednoho z maxim je na grafech 2.10, které ukazuj́ı, že
jev se i při tlustš́ı druhé vrstvě chová stejně (s rostoućı vlnovou délkou je intenzivněǰśı,
ale posouvá se do větš́ıch úhl̊u) a obdobně se shoduje tvar maxima.

3Tyto rozsahy byly vybrány až po předchoźım prozkoumáńı větš́ıch rozsah̊u tlouštěk a index̊u lomu
prvńı vrstvy.
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Závěr

Pro transparentńı magnetické materiály byl za uvážeńı př́ıčné magnetizace odvozen
formalismus přenosové matice. Z ńı bylo pro př́ıpad jedné vrstvy ukázáno, že v souhlasu
s předchoźımi výpočty [13] docháźı pro transversálně-magnetický mód k porušeńı symetrie
v odrazivosti. Pro uvažovanou podobu magnetizace jev nenastává pro transversálně-
elektrické pole. Pokud bychom chtěli efekt pozorovat i pro tuto druhou polarizaci, bylo by
nutné mı́t jinou než př́ıčnou magnetizaci. Odvozená přenosová matice vycháźı z klasické
podoby použ́ıvané ve vlnovodech ([8], [11]) a po dosazeńı materiálových vlastnost́ı
dielektrik se na tento jednoduš́ı tvar redukuje.
Metoda přenosové matice byla použita k výpočtu asymetričnosti reflektance pro systém
ze čtyř vrstev: vzduch, materiál s proměnnými vlastnostmi, Ga1−xMnxAs a čistý GaAs,
přičemž koncentrace manganu ve vzorku byla uvažována 3, 7 nebo 15 %. Bylo ukázáno,
že pro dostupné tloušt’ky Ga1−xMnxAs (v řádech deśıtek nanometr̊u) by jev mohl být
ve viditelné oblasti a pro malé úhly pozorovatelný bud’ př́ımo měřeńım kontrastu nebo
interferenčńı metodou porovnáńım fáźı vln dopadaj́ıćıch na vzorek z opačných úhl̊u.
Odvozená přenosová matice může být použita k výpočtu pro libovolné jiné vrstevnaté
struktury.
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[9] P. Malý. Optika. 2008. Praha, Karolinum. First edition ISBN 978-80-246-1342-0.

[10] P. Yeh. Optics of anisotropic layered media: A new 4×4 matrix algebra. Surface
Science 96 (1980) 41–53.

[11] R. E. Smith, S. N. Houde-Walter a G. W. Forbes. Mode determination for planar
waveguides using the four-sheeted dispersion relation. 1992. IEEE Journal of
Quantum Electronic, vol 28, no 6.
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