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továńı jako např́ıklad problému shodných pozorováńı. Při dvouvýběrovém Wilco-
xonovém testu budou představeny základńı charakteristiky test̊u založených na
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Úvod

Štatistika je charakterizovaná ako vedecký obor zaoberajúci sa zberom, analýzou
a spracovańım informácíı, ktoré kvantitat́ıvne charakterizujú zákonitosti javov
v spojitosti s ich kvalitat́ıvnym obsahom. Štatistické metódy sa využ́ıvajú v
mnohých oboroch a odvetviach ako napŕıklad v medićıne fyzike či demografii.
V súčasnosti sa na analýzu dát vo vel’kej miere využ́ıvajú poč́ıtače a špecifický
software. Pre lepšie použitie je nutné porozumiet’ základným súvislostiam pri
použ́ıvańı testov a ich základným charakteristikám.

Pri štatistických testoch rozlǐsujeme dva typy modelov: parametrický a ne-
parametrický. Parametrické modely predpokladajú známe rozdelenie náhodnej
veličiny, pričom tento model môžeme poṕısat’ konečným počtom parametrov.

Témou tejto bakalárskej práce bude vel’ká skupina neparametrických testov,
pri ktorých nepoznáme rozdelenie dát. Často sú jedinou dostupnou metódou pre
špecifické typy údajov, napr. pre skúmanie porad́ı alebo početnost́ı dát. Slabšie
predpoklady týchto metód spôsobujú, že neparametrické testy nie sú také silné
ako ich parametrické náprotivky .

Ciel’om práce je poṕısat’ základy teórie neparametrických testov pre jednový-
berový a dvojvýberový problém.

V prvej kapitole si predstav́ıme práve dva základné jednovýberové nepara-
metrické testy. Uvedieme ich predpoklady, skonštruujeme testové štatistiky a
špecifikujeme kritické obory. Ako prvý si ukážeme znamienkový test, pri kto-
rom si bližšie vysvetĺıme pojem konzistencie testu a demonštrujeme závislost’ sily
testu na testovanom parametri. Bude nasledovat’ jednovýberový Wilcoxonov test,
kde poṕı̌seme základné postupy na ošetrenie problému zhodných pozorovańı.

Druhá kapitola je zameraná na dvojvýberový problém, kde si opät’ predvedie-
me dva neparametrické testy a ich vlastnosti. Prvým je Mann-Whitneyho test,
kde pomocou rekurźıvneho vzt’ahu nájdeme kritické hodnoty. Druhým testom je
dvojvýberový Wilcoxonov test, ktorý sa zarad’uje do skupiny testov založených
na poradovej štatistike. Taktiež si objasńıme všeobecné charakteristiky tejto sku-
piny testov.
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1. Jednovýberový problém

V tejto kapitole si pribĺıžime jednovýberový problém, v ktorom dáta pozostávajú
z jedného súboru pozorovańı. Predstav́ıme dva testy testujúce hodnotu mediánu
náhodného výberu.

1.1 Znamienkový test

Predpoklady testu:
Vezmeme náhodný výber n nezávislých pozorovańı X1, ..., Xn zo spojitého rozde-
lenia s distribučnou funkciou FX a neznámym mediánom mX .
Hypotéza a alternat́ıva:
Nulovú hypotézu pre znamienkový test zaṕı̌seme ako

H0 : mX = m0,

kde m0 je dopredu daná konštanta. Nulovú hypotézu môžeme vyjadrit’ aj dvoma
d’aľśımi spôsobmi, pre ktoré je nutné definovat’ parameter θ ako

P (X < m0) = θ.

Potom môžeme ṕısat’

H0 : P (X > m0) = P (X < m0),

H0 : θ = 1/2.

Pre túto nulovú hypotézu formulujeme tri rôzne alternat́ıvy:

H1 : mX 6= m0, H1 : θ 6= 1/2, H1 : P (X > m0) 6= P (X < m0),

H2 : mX > m0, H2 : θ < 1/2, H2 : P (X > m0) > P (X < m0),

H3 : mX < m0, H3 : θ > 1/2, H3 : P (X > m0) < P (X < m0).

Testová štatistika:
Na zadefinovanie testovej štatistiky rozdeĺıme pozorovania na dve skupiny. Prvá
skupina bude obsahovat’ pozorovania, ktoré ležia pod hodnotou m0 (čiže rozdiel
Xi −m0 bude menš́ı ako 0). Druhá skupina bude pozostávat’ z dát nad hodnotou
m0 (rozdiel Xi − m0 > 0). Ako testovú štatistiku použijeme počet pozorovańı
ležiacich nad teoretickou hodnotou m0.

Defińıcia 1. Testovú štatistiku znamienkového testu definujeme ako

Kn =
n

∑

i=1

R+
i ,

kde R+
i =

{

1 ak Xi −m0 > 0,

0 ak Xi −m0 < 0.
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V pŕıpade, že prijmeme nulovú hypotézu nám vznikne skupina n nezávislých
náhodných velič́ın s alternat́ıvnym rozdeleńım s parametrom 1/2. Ked’ tieto po-
zorovania nasč́ıtame do testovej štatistiky dostaneme Kn ∼ Bi(n, 1/2).
Treba si všimnút’, že pri konštrukcii testovej štatistiky neberieme do úvahy dáta,
pre ktoré je rozdiel Xi−m0 = 0. Takéto dáta sa vyskytujú a my pri nich budeme
použ́ıvat’ postup, že vynecháme všetky Xi také, ktorých rozdiel Xi −m0 = 0 a o
ich počet zmenš́ıme rozsah výberu.
(Existuje však niekol’ko alternat́ıvnych postupov. Prvý je taký, že polovicu nu-
lových rozdielov budeme brat’ ako kladné rozdiely a polovicu ako záporné. Druhý
pŕıstup prirad’uje nulovým rozdielom náhodne kladné alebo záporné znamienka.
Tret́ı najkonzervat́ıvneǰśı pŕıstup je ten, že nulovým rozdielom budeme prirad’ovat’

také znamienka, ktoré najmenej ovplyvnia zamietnutie H0.)
Kritický obor:
Kritický obor (znač́ıme C) bude závisiet’ od druhu alternat́ıvy.

1. Ako prvej sa budeme venovat’ alternat́ıve H2.

H2 : mX > m0, H2 : θ < 1/2, H2 : P (X > m0) > P (X < m0).

Kn ∈ C v pŕıpade, že Kn ≥ kα, kde kα je najmenšie č́ıslo splňujúce

n
∑

j=kα

(

n

j

)

0.5n ≤ α.

Hladinu obyčajne nemôžeme dosiahnut’ presne, napŕıklad ak chceme vyšet-
rovat’ súbor vel’kosti 10 na hladine α = 0.05, máme

10
∑

j=8

(

10

j

)

0.510 = 0.0546875 > α,

10
∑

j=9

(

10

j

)

0.510 = 0.0107422 < α.

Je vidiet’, že požadovaná hladina nebola ani zd’aleka dosiahnutá presne, toto
je spôsobené diskrétnost’ou náhodného výberu. Kn bude v tomto pŕıpade
patrit’ do kritického oboru ak Kn ≥ 9.

2. Podobne pre opačnú jednostrannú alternat́ıvu

H3 : mX > m0, H3 : θ > 1/2, H3 : P (X > m0) < P (X < m0).

Kn ∈ C ak Kn ≤ k
′

α, kde k
′

α je najväčšie č́ıslo splňujúce

k
′

α
∑

j=0

(

n

j

)

0.5n ≤ α

Opät’ pre súbor vel’kosti 10 na hladine α = 0.05.

1
∑

j=0

(

10

j

)

0.510 = 0.0107422 < α,
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2
∑

j=0

(

10

j

)

0.510 = 0.0546875 > α.

Z rovńıc vyplýva, že pre súbor vel’kosti 10 na hladine 0.05 bude testová
štatistika patrit’ do kritického oboru pre hodnoty Kn ≤ 1, resp. budeme
zamietat’ nulovú hypotézu na hladine α = 0.05 ak bude testová štatistika
nadobúdat’ hodnotu 0, alebo 1.

3. Nakoniec ak je alternat́ıva obojstranná,

H1 : mX 6= m0, H1 : θ 6= 1/2, H1 : P (X > m0) 6= P (X < m0).

Ked’že binomické rozdelenie je symetrické pre θ = 0.5, najväčšiu silu testu
dosiahneme ak zvoĺıme k

′

α/2 a kα/2 symetricky.

Kn ∈ C, ked’ Kn ≥ kα/2 alebo Kn ≤ k
′

α/2, kde kα/2 a k
′

α/2 sú najmenšie a
najväčšie č́ıslo splňujúce

n
∑

j=kα/2

(

n

j

)

0.5n ≤ α/2,

k
′

α/2
∑

j=0

(

n

j

)

0.5n ≤ α/2.

Dostávame vzt’ah k
′

α/2 = n− kα/2.

Napŕıklad pre vzorku vel’kosti 10, na hladine α = 0.05.

10
∑

j=9

(

10

j

)

0.510 = 0.0107422 ≤ α/2 = 0.025,

1
∑

j=0

(

10

j

)

0.510 = 0.0107422 ≤ α/2 = 0.025.

Obecne zamietame H0 pre pŕılǐs malé hodnoty Kn( bĺızko 0) alebo vel’ké hodnoty,
ktoré sa bĺıžia n.
Teraz vyšetŕıme konzistenciu znamienkového testu pre vyššie uvedené kritické
obory. Konzistencia sa ako vlastnost’ testu využ́ıva skôr v neparametrických tes-
toch, ktoré majú vel’mi obecné alternat́ıvy. Kritérium konzistencie nám pomáha
vyberat’ testy, ktorých podtrieda alternat́ıvy je zauj́ımavá pre naše rozhodovanie.
Nato, aby sme mohli vyšetrit’ konzistenciu znamienkového testu si sformulujeme
vetu a defińıciu podl’a [5, str. 267].

Defińıcia 2. Nech X1, ..., Xn je náhodný výber vel’kosti n z množiny rozdeleńı s

hustotami v tvare fX(.; θ), θ ∈ δ ⊆ Rk. Definujeme dve disjunktné podmnožiny

množiny δ ako ω1 a ω2. Definujeme T ako testovú štatistiku, pre hypotézu θ ∈ ω1

oproti alternat́ıve θ ∈ ω2. Potom test na hladine α s testovou štatistikou T je

konzistentý pre Ψ ⊂ ω2, ak

lim
n→∞

β(θ) = 1,

pre θ ∈ Ψ, kde β je sila testu.

5



Veta 3. Nech X1, ..., Xn je náhodný výber vel’kosti n z množiny rozdeleńı s

hustotami v tvare fX(.; θ), θ ∈ δ ⊆ Rk. Definujeme dve disjunktné podmnožiny

množiny δ ako ω1 a ω2. Potom definujeme T ako testovú štatistiku, pre hy-

potézu θ ∈ ω1 oproti alternat́ıve θ ∈ ω2 a nech g(θ) je funkcia θ, taká, že

g(θ) = θ0 ak θ ∈ ω1,

g(θ) 6= θ0 ak θ ∈ Ψ pre Ψ ⊂ ω2.

Nech pre všetky θ máme

E(T ) = g(θ), lim
n→∞

var(T ) = 0.

a) Potom test so štatistikou T na hladine α s kritickým oborom

T ∈ C ak |T − θ0| > cα,n,

kde cα,n je kritická hodnota, je konzistentný pre podmnožinu Ψ.

b) Podobne pre jednostrannú alternat́ıvu. Ak je g(θ) funkciou θ takou, že splňuje

g(θ) = θ0 ak θ ∈ ω1,

g(θ) > θ0 ak θ ∈ Ψ pre Ψ ⊂ ω2.

Nech pre všetky θ máme

E(T ) = g(θ), lim
n→∞

var(T ) = 0.

Potom konzistentný test so štatistikou T na hladine α má kritický obor

T ∈ C ak T − θ0 > c
′

α,n,

kde c
′

α,n je kritická hodnota.

Dôkaz predchádzajúcej vety je podrobne spracovaný v knihe [5, str.267].
Oveŕıme predpoklady predchádzajúcej vety pre Znamienkový test.
Nech X1, ..., Xn je náhodný výber vel’kosti n z množiny spojitých rozdeleńı. Nech
Kn testová štatistika z Defińıcie 1 je testovou štatistikou pre hypotézu H0 a
alternat́ıvu H1.

θ = θ a g(θ) = θ,

g(θ) = θ0 = 1/2 ak θ ∈ H0,

g(θ) 6= θ0 = 1/2 ak θ ∈ H1,

E(Kn/n) = θ lim
n→∞

var(Kn/n) = θ(1− θ)/n → 0, pre n → ∞.

Potom test so štatistikou Kn na hladine α s kritickým oborom v tvare

Kn ∈ C ak |Kn/n− 1/2| > cα,n

Kn > (cα,n + 1/2)n = kα/2

Kn < −(cα,n − 1/2)n = k
′

α/2
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je konzistentný voči obojstrannej alternat́ıve.
Pre jednostranný test máme nulovú hypotézu H0 a alternat́ıvu H3. Plat́ı

g(θ) = θ0 = 1/2 ak θ ∈ H0,

g(θ) > θ0 = 1/2 ak θ ∈ H3,

E(Kn/n) = θ lim
n→∞

var(Kn/n) = θ(1− θ)/n → 0, pre n → ∞.

Potom test so štatistikou Kn na hladine α s kritickým oborom v tvare

Kn ∈ C ak Kn/n− 1/2 > c
′

α,n

Kn > (c
′

α,n + 1/2)n = k
′

α

je konzistentný voči jednostrannej alternat́ıve H3.
Kritický obor(asymptotický test):
Pre malé hodnoty n sú v literatúre priložené tabul’ky napr. pre znamienkový test
[1, str. 368], na určenie kritických oborov. Ked’ chceme vyšetrit’ test s vel’kým
rozsahom výberu, je možné použit’ postup z [1, str. 21] na určenie kritických
oborov, pomocou aproximácie rozdelenia testovej štatistiky. Ak aproximujeme
diskrétne rozdelenie spojitým, aproximáciu môžeme vylepšit’ zahrnut́ım takzva-
nej “opravy pre spojitost’”. Táto korekcia spoč́ıva v tom, že testovú štatistiku
rozdelenia uvažujeme ako stredný bod intervalu. Ked’ testová štatistika Kn na-
dobúda len hodnoty prirodzených č́ısiel predpokladáme, že pozorovaná hodnota
testovej štatistiky bude k± 0.5, tzn. ak by hodnota testovej štatistiky bola 6 tak
skutočná hodnota sa bude pohybovat’ v intervale (5.5, 6.5).
Pokial’ je naš́ım rozhodovaćım kritériom zamietnut’ nulovú hypotézu pre Kn ≥ kα
a jedná sa o aproximáciu [Kn−E(Kn)]/

√

var(Kn) normovaným normálnym roz-
deleńım, kritický obor so zohl’adneńım opravy o 0.5 dostaneme výpočtom rovnice

kα − 0.5− E(Kn)
√

var(Kn)
= zα,

kde zα splňuje Φ(zα) = 1−α a Φ je distribučná funkcia normovaného normálneho
rozdelenia.
Opačne ak použijeme Kn ≤ k

′

α, tak k
′

α muśı splňovat’ rovnicu

k
′

α + 0.5− E(Kn)
√

var(Kn)
= −zα,

kde zα splňuje tie isté podmienky ako v predchádzajúcej rovnici.
V pŕıpade znamienkového testu budeme aproximovat’ binomické rozdelenie. Z
Centrálnej limitnej vety vyplýva, že binomické rozdelenie sa bĺıži normálnemu pre
n → ∞. Kedže sa v tomto pŕıpade jedná o aproximáciu disktrétneho rozdelenia
spojitým, zahrnieme “opravu pre spojitost’” o 0.5.
Konkrétne pre alternat́ıvu H2 : mX > m0, H0 zamietame pre Kn ≥ kα, kde kα
muśı splňovat’ rovnicu

(kα − 0.5)− 0.5n

0.5
√
n

= zα.

Sila znamienkového testu a funkcia sily:
Sila testu je charakterizovaná ako pravdepodobnost’, s akou padne testová štatistika
do kritického oboru. Záviśı
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1. od stupňa nepravdivosti H0 čo je vel’kost’ rozdielu medzi nulovou hypotézou
H0 a platnou alternat́ıvou,

2. od hladiny α,

3. od vel’kosti testovaného súboru,

4. od rozptylu pozorovańı var(Xi).

O funkcii sily hovoŕıme vtedy, ked’ tri z týchto štyroch faktorov drž́ıme konštantné,
a meńıme č́ıslo 1.
Funkciu sily znamienkového testu je l’ahké vypoč́ıtat’, pretože testová štatistika
Kn má binomické rozdelenie s parametrom θ. Sila testu je funkciou θ, definujeme
si pomocný parameter κ = 1−θ. Môžeme ju vypoč́ıtat’ napŕıklad pre H2 : θ < 1/2
ako

β(κ) =
n

∑

j=kα

(

n

j

)

κj(1− κ)n−j

Ak máme situáciu s vopred daným rozdeleńım náhodnej veličiny, môžeme para-
meter θ presne vypoč́ıtat’. Tento typ výpočtu funkcie sily testu je požadovaný
v pŕıpadoch, ked’ potrebujeme porovnat’ znamienkový test s nejakým paramet-
rickým testom.
Nasledujúci pŕıklad demonštruje závislost’ sily znamienkového testu na vel’kosti
parametru κ.
Nech H0 : mX = m0 a H2 : mX > m0, potom na hladine α = 0.05 a vel’kosti
n = 10 máme

β(1− 0.4) =

10
∑

j=9

(

10

j

)

(0.6)j(1− 0.6)10−j = 0.0463574,

β(1− 0.1) =
10
∑

j=9

(

10

j

)

(0.9)j(1− 0.9)10−j = 0.736099.

Je vidiet’, že pre alternat́ıvu H2 so zvyšujúcim sa κ sila testu rýchlo rastie. Pre
alternat́ıvu H3 : mX < m0 poč́ıtame pomocou rovnice

β(κ) =

k
′

α
∑

j=0

(

n

j

)

κj(1− κ)n−j .

V tomto pŕıpade sila testu rastie pre zmenšujúce sa κ.

1.2 Wilcoxonov test

Predpoklady testu:
Vezmeme náhodný výber n nezávislých pozorovańı X1, ..., Xn zo spojitého, sy-
metrického rozdelenia s distribučnou funkciou FX a neznámym mediánom mX .
Hypotéza a alternat́ıva:
Nulovou hypotézou bude

H0 : mX = m0,

8



kde m0 je dopredu daná konštanta. H0 môžeme zaṕısat’ aj inými spôsobmi, pre
ktoré využijeme parameter θ definovaný v kapitole 1.1, ako

H0 : P (X > m0) = P (X < m0),

H0 : θ = 1/2.

Obojstranná alternat́ıva bude

H1 : mx 6= m0, H1 : θ 6= 1/2, H1 : P (X > m0) 6= P (X < m0).

Zároveň formulujeme aj jednostranné alternat́ıvy ako

H2 : mX > m0, H2 : θ < 1/2, H2 : P (X > m0) > P (X < m0),

H3 : mX < m0, H3 : θ > 1/2, H3 : P (X > m0) < P (X < m0).

Testová štatistika:
Testovú štatistiku skonštruujeme podl’a [1, str. 107]:

1. Definujeme rozdiely Zi = Xi −m0. Za platnosti nulovej hypotézy, sú tieto
rozdiely symetricky rozmiestnené okolo nuly, čiže

P (Zi ≤ −c) = P (Zi ≥ c).

2. |Zi| zorad́ıme od najmenšieho po najväčšie.

3. Dostaneme 0 < |Z(1)| < |Z(2)| < ... < |Z(n)|.

4. Každému Z(i) prirad́ıme poradie Ri, pre ktoré plat́ı |Zi| = |Z(Ri)|. Zároveň
nezabúdame na pôvodné znamienka rozdielov Zi.

5. Definujeme súčet porad́ı kladných rozdielov ako

T+ =
n

∑

i=1

RiI(0,∞)(Zi),

kde I(0,∞)(Zi) =

{

1 pre Zi > 0,

0 inak.

6. Podobne súčet porad́ı záporných rozdielov

T− =

n
∑

i=1

RiI(−∞,0)(Zi),

kde I(−∞,0)(Zi) =

{

1 pre Zi < 0,

0 inak.

7. Za platnosti nulovej hypotézy (tj. mX = m0) sa E(T+) = E(T−). Suma
všetkých porad́ı je konštantná, čiže

T+ + T− =
n

∑

i=1

i =
n(n+ 1)

2
.

9



Ked’že T+, T− a dokonca aj

T+ − T− = 2

n
∑

i=1

RiI(0,∞)(Zi)−
n(n+ 1)

2

sú lineárne závislé ako testovú štatistiku môžeme použit’ l’ubovol’né z nich.

Defińıcia 4. Testovú štatistiku Wilcoxonovho testu definujeme ako

T+ =
n

∑

i=1

RiI(0,∞)(Zi),

kde I(0,∞)(Zi) =

{

1 pre Zi > 0,

0 inak.

Za platnosti nulovej hypotézy sú I(0,∞)(Zi) nezávislé, rovnako rozdelené náhodné
veličiny s Alt(1/2). Túto skutočnost’ využijeme pri odvodeńı strednej hodnoty a
rozptylu testovej štatistiky.

Tvrdenie 5. Nech X1, ..., Xn sú náhodné veličiny splňujúce predpoklady modelu

a nulovú hypotézu, potom

E(T+|H0) =

n
∑

i=1

Ri

2
=

n(n + 1)

4
,

var(T+|H0) =
n

∑

i=1

R2
i

4
=

n(n+ 1)(2n+ 1)

24
.

(1.1)

Dôkaz tohoto tvrdenia uvedieme neskôr. Pri konštrukcii testovej štatistiky
sme opät’ neuvažovali rozdiely Zi = 0. Zachováme sa ako v prvej kapitole, kde
sme tieto rozdiely ignorovali a o ich počet zńıžili rozsah výberu. Avšak pri testo-
vej štatistike Wilcoxonovho testu sa nám môže l’ahko objavit’ nový problém tzv.
zhodných pozorovańı, kde sa |Zi| = |Zj|, pre i 6= j. Pribĺıžime si tri vybrané
metódy ošetrenia zhodných pozorovańı.

1. Metóda stredných porad́ı
Metóda stredných porad́ı je asi najpouž́ıvaneǰsou metódou na ošetrenie
zhodných pozorovańı. Spoč́ıva v tom, že každému Zi z danej skupiny zhod-
ných pozorovańı prirad́ıme namiesto intervalu porad́ı priemerné poradie z
tohoto intervalu (v súbore (1,2,2,2,2,6,8,9) nebude 2-kám priradený inter-
val porad́ı (2,5), ale iba priemerné poradie 3,5). Použit́ım tejto metódy
dostávajú pozorovania rovnaké poradia, čo ovplyvńı rozdelenie pravdepo-
dobnosti porad́ı. Je zrejmé, že hoci sa stredná hodnota nezmeńı, rozptyl
rozdelenia porad́ı sa zmenš́ı. Ked’ použ́ıvame túto metódu muśıme to za-
znamenat’ v testovej štatistike.

2. Metóda náhodných porad́ı
Ked’ máme n pozorovańı, pričom neplat́ı, že Zi 6= Zj, pre všetky i 6= j,
vznikne nám m skuṕın č́ısiel s rovnakou hodnotou, kde sa i-ta rozdielna

hodnota vyskytuje s početnost’ou τi a plat́ı
m
∑

i=1

τi = n. Každá skupina č́ısiel,
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pre ktorú plat́ı τi ≥ 2 je skupinou zhodných pozorovańı.

V metóde náhodných porad́ı je jedno z
m
∏

i=1

τi! možných priradeńı porad́ı vy-

braté nejakým náhodným procesom.
Majme súbor pozorovańı 2, 3, 3, 4, 5, 5, 5, 6, vid́ıme, že je 2!3! = 12 možných
priradeńı porad́ı tomuto súboru. Jedno z týchto porad́ı bude určené do-
plnkovým náhodným pokusom a slúži ako jedinečné priradenie poradia.
Výhodou tejto metódy oproti metóde stredných porad́ı je, že zachováva
vlastnosti testovej štatistiky tým, že každé poradie sa vyskytuje s rov-
nakou pravdepodobnost’ou. Avšak, pridańım dodatočného prvku náhody
ovplyvńıme rozdelenie testovej štatistiky v pŕıpade platnosti alternat́ıv.

3. Metóda priemernej testovej štatistiky
Ak nechceme zvolit’ špecifický súbor porad́ı ako v predchádzajúcich me-
tódach, je možné vypoč́ıtat’ hodnotu testovej štatistiky pre všetky možné

poradia
m
∏

i=1

τi! a použit’ ich priemer ako hodnotu finálnej testovej štatistiky.

V tejto metóde plat́ı to, čo v metóde stredných porad́ı, tj. zmenš́ı sa nám
rozptyl testovej štatistiky a stredná hodnota zostane zachovaná.

Pre jednovýberový Wilcoxonov test použijeme metódu stredných porad́ı na ošet-
renie zhodných pozorovańı. Je tiež zrejmé, že rozdelenie testovej štatistiky nemôže
byt’ rovnaké ako pred použit́ım tejto metódy, avšak pokial’ zhodných pozorovańı
nie je privel’a, nemuśıme použ́ıvat’ žiadne úpravy testovej štatistiky.
Kritický obor:
Nasleduje dôkaz Tvrdenia 5.

T+ =
∑∑

1≤i≤j≤n

Tij ,

kde Tij =

{

1 ak Zi + Zj > 0,

0 inak.

(1.2)

Tento zápis je ekvivaletný zápisu testovej štatistiky z Defińıcie 4. Dôkaz ekviva-
lencie zápisov si predvedieme matematickou indukciou.

Dôkaz. Defińıciu testovej štatistiky

T+ =

n
∑

i=1

RiI(0,∞)(Zi),

kde I(0,∞)(Zi) =

{

1 pre Zi > 0,

0 inak,

označ́ıme ako Sn
L.

Alternat́ıvny zápis

T+ =
∑∑

1≤i≤j≤n

Tij ,

kde Tij =

{

1 ak Zi + Zj > 0,

0 inak,
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označ́ıme ako Sn
R.

Nech n = 2:
Máme súbor vel’kosti 2, s prvkami X1, X2 a im pŕıslušnými rozdielmi Z1, Z2.

X1 −m0 > 0 & X2 −m0 > 0 ⇒ SL = 3 = SR,

X1 −m0 < 0 & X2 −m0 < 0 ⇒ SL = 0 = SR,

X1−m0 > 0 & X2−m0 < 0 & Z1 < Z2 ⇒ SL = SR = 1,

X1−m0 > 0 & X2−m0 < 0 & Z1 > Z2 ⇒ SL = SR = 2.

Nech n → k + 1:
Máme súbor vel’kosti k+1, s prvkami X1, ..., Xk, Xk+1 a im pŕıslušnými rozdielmi
Z1, ...Zk+1.
BÚNO: Budeme predpokladat’, že |Zk+1| > |Z1| > ... > |Zk|.
Ak je Zk+1 < 0 hodnoty SL a SR sa nezmenia. Vyplýva to z toho, že ak je táto
hodnota záporná tak I(0,∞)(Zk+1) = 0 a Ti,k+1 = 0 pre i = 1, ..., k + 1.
V opačnom pŕıpade, ked’ Zk+1 > 0 sa suma porad́ı kladných rozdielov zvýši o
k + 1 čo je poradie Zk+1 zoradenom súbore absolútnych hodnôt. Máme

Sk+1
L = Sk

L + (k + 1).

Ked’že Zk+1 je v absolútnej hodnote väčšie ako |Z1|, ..., |Zk| tak
∑

1≤i≤k+1

Ti,k+1 = k + 1.

To znamená, že celková suma Sk+1
R sa zvýši o (k + 1).

Máme dokázané, že Sk
L = Sk

R, čiže Sk+1
L = Sk+1

R .

Ekvivalenciu týchto zápisov si tiež ukážeme na nasledujúcom jednoduchom
pŕıklade.
Majme súbor pozorovańı (1, 10, 14, 27). Teoretickú hodnotu m0 predpokladáme
m0 = 13. Definujeme si pomocné značenie a = 2m0

Hodnota 1 10 14 27
Xi −m0 -12 -3 1 14
Poradie 3 2 1 4
Rozdiely 1 + 1− a < 0 10 + 10− a < 0 14 + 14− a > 0 27 + 27− a > 0

1 + 10− a < 0 10 + 14− a < 0 14 + 27− a > 0
1 + 14− a < 0 10 + 27− a > 0
1 + 27− a > 0

Hodnota testovej štatistiky z Defińıcie 4 vychádza T+ = 1+ 4 = 5. Počet rozdie-
lov > 0 nám dáva hodnotu testovej štatistiky podl’a (1.2.) ako T+ = 5.

Pre všetky navzájom rôzne i, j, k definujeme pravdepodobnosti

p1 = P (Zi > 0),

p2 = P (Zi + Zj > 0),

p3 = P (Zi > 0 a Zi + Zj > 0),

p4 = P (Zi + Zj > 0 a Zi + Zk > 0).

(1.3)

12



Momenty premenných pre všetky rôzne i, j, k, h sú potom

E(Tii) = p1, E(Tij) = p2,

var(Tii) = p1 − p21, var(Tij) = p2 − p22,

cov(Tii, Tik) = p3 − p1p2, cov(Tij, Tik) = p4 − p22, cov(Tij, Thk) = 0.

Stredná hodnota a rozptyl lineárnej kombinácie z (1.2) s danými momentmi sú

E(T+) = nE(Tii) +
n(n− 1)E(Tii)

2
= np1 +

n(n− 1)p2
2

, (1.4)

var(T+) = nvar(Tii) +

(

n

2

)

var(Tij) + 2n(n− 1)cov(Tii, Tik)

+ 2n

(

n− 1

2

)

cov(Tij , Tik) +

(

n

4

)

cov(Tij, Thk)

= np1(1− p1) + n(n− 1)(n− 2)(p4 − p22)

+
n(n− 1)

2
[p2(1− p2) + 4(p3 − p1p2)].

(1.5)

Pravdepodobnostiam z (1.3) pridáme predpoklad symetrie rozdelenia a pravdi-
vosti nulovej hypotézy. Potom môžeme odvodit’

p1 =P (Zi > 0) = 1/2,

p2 =P (Zi + Zj > 0) =

∞
∫

−∞

∞
∫

−v

fZ(u)fZ(v)du dv = 1/2,

p3 =P (Zi > 0 a Zi + Zj > 0) =

∞
∫

0

∞
∫

−v

fZ(u)fZ(v)du dv

=

∞
∫

0

FZ(v)fZ(v)dv =

1
∫

1/2

xdx = 3/8,

p4 =P (Zi + Zj > 0 a Zi + Zk > 0)

=2

∞
∫

−∞

∞
∫

−w

∞
∫

v

fZ(u)fZ(v)fZ(w)du dv dw

=2

∞
∫

−∞

∞
∫

−w

fZ(v)fZ(w)dv dw − 2

∞
∫

∞

∞
∫

−w

FZ(v)fZ(v)fZ(w)dv dw

=2

∞
∫

−∞

FZ(w)fZ(w)dw +

∞
∫

∞

[1− FZ(w)]
2fZ(w)dw

=2(1/2)− 1 + 1/3 = 1/3.

Ked’ tieto výsledky dosad́ıme do rovńıc (1.4.) dostaneme výsledky z Tvrdenia 5.

E(T+) = np1 +
n(n− 1)p2

2
= n

1

2
+

n(n− 1)1/2

2
=

n(n+ 1)

4
,
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var(T+) = np1(1− p1) + n(n− 1)(n− 2)(p4 − p22)

+
n(n− 1)

2
[p2(1− p2) + 4(p3 − p1p2)]

= n1/2(1− 1/2) + n(n− 1)(n− 2)(1/3− (1/2)2)

+
n(n− 1)

2
[1/2(1− 1/2) + 4(3/8− 1/2 ∗ 1/2)]

=
n(n + 1)(2n+ 1)

24
.

Tieto novo definované premenné využijeme pri vyšetrovańı konzistencie testu. Na
vyšetrenie konzistencie testu použijeme Vetu 3 z kapitoly 1.1.

E

[

2T+

n(n + 1)

]

=
2p1
n+ 1

+
(n− 1)p2
n+ 1

= 1/2,

ak prijmeme nulovú hypotézu a

var

[

2T+

n(n+ 1)

]

→ 0, pre n → ∞.

Potom test s kritickým oborom

T+ ∈ C pre
2T+

n(n + 1)
− 1/2 ≥ k,

kde k je kritická hodnota, je konzistentný proti alternat́ıve H2, ktorú môžeme
zaṕısat’ v tvare p2 = P (Zi + Zj > 0) > 1/2.
Podobne môžeme vyvodit’ záver, že ak je T+ centrovaná okolo n(n + 1)/4, test
je konzistentný voči alternat́ıve H1 v tvare p2 6= 1/2 s obojstranným kritickým
oborom. Presný postup na určenie tohoto kritického oboru preberieme z [1, str.
110].
Aby sme tento kritický obor mohli určit’, muśıme stanovit’ rozdelenie T+ za plat-
nostiH0. Strednú hodnotu a rozptyl T+ máme zo vzt’ahu (1.1). T+ je pevne určené
premennými I(0,∞)(Zi) v Defińıcii 4. Za priestor vzoriek môžeme považovat’ súbor
všetkých možných n-t́ıc (b1, b2, ..., bn) so zložkami jedna alebo nula, ktorých je 2n.
Preto

P (T+ = t) =
u(t)

2n
, (1.6)

kde u(t) je počet možnost́ı, ktorými môžeme priradit’ plusové alebo mı́nusové zna-
mienko pre prvých n č́ısel tak, aby sa súčet kladných č́ısiel rovnal t. Ku každému
priradeniu existuje priradenie so zamenenými plusovými a mı́nusovými znamien-
kami a T+ pre toto priradenie je

n
∑

i=1

i(1 − I(0,∞)(Zi)) =
n(n+ 1)

2
−

n
∑

i=1

iI(0,∞)(Zi).

Každé priradenie sa vyskytuje s rovnakou pravdepodobnost’ou, čo implikuje, že
nulové rozdelenie T+ je symetrické okolo strednej hodnoty n(n + 1)/4. Z toho
vyplýva, že len jedna polovica rozdelenia muśı byt’ určená.
Ked’že T+ a T− sú lineárne závislé a rozdelenie je symetrické, vieme ukázat’,
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že T+ a T− sú rovnako rozdelené a stač́ı jeden súbor kritických hodnôt aj pre
obojstrannú alternat́ıvu. To, že sú T+ a T− rovnako rozdelené ukážeme ako

P (T+ ≥ c) = P [T+ − n(n+ 1)

4
≥ c− n(n+ 1)

4
]

= P [T+ − n(n+ 1)

4
≤ n(n+ 1)

4
− c]

= P [T+ − n(n+ 1)

2
≤ −c] = P (−T− ≤ −c) = P (T− ≥ c).

(1.7)

Tabul’ky l’avých kritických hodnôt sú obecne stanovené pre náhodné premenné T,
ktoré znamenajú bud’ T+, alebo T−. Ak č́ıslo tα sṕlňa P (T ≤ tα) = α, kritické
obory pre test H0 : mX = m0 na hladine α sú

T− ≤ tα pre H2 : mX > m0,

T+ ≤ tα pre H3 : mX < m0,

T+ ≤ tα/2 alebo T− ≤ tα/2 pre H1 : mX 6= m0.

Kritický obor (asymptotický test):
Tabul’ky kritických hodnôt sú uvedené v literatúre spolu s pŕıslušnými hladinami,
na ktorých test skúmame. Väčšinou sú tieto tabul’ky zostavené až po n ≤ 50.
Ak potrebujeme hodnoty pre n > 50, z Centrálnej limitnej vety vyplýva, že
asymptotické rozdelenie T+ ∼ N(0, 1). Odvodenie tohoto tvrdenia nájdeme v [2,
str. 5]. Použit́ım momentov zo vzt’ahu (1.1) dotaneme novú premennú

Y =
4T+ − n(n + 1)

√

2n(n+ 1)(2n+ 1)/3
→ N(0, 1), ked’ n → ∞.

PreH2 : mX > m0, zamietameH0, ked’ Y ≥ zα (Φ(zα) = 1−α). Túto aproximáciu
môžeme použit’ pre hodnoty už od n ≥ 15. Súčasne, ked’že sa opät’ jedná o
aproximáciu disktrétneho rozdelenia spojitým, môžeme použit’ metódu vysvetlenú
v prvej kapitole tzv. “opravu pre spojitost’” o 0.5.
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2. Dvojvýberový problém

Doteraz sme sa zaoberali výhradne jednovýberovým problémom, v nasledujúcej
kapitole si vysvetĺıme ako postupovat’ v pŕıpade, že potrebujeme skúmat’ vzt’ah
dvoch nezávislých výberov a vyvodit’ záver o ich vzájomnom vzt’ahu resp. vzt’ahu
ich distribučných funkcíı či mediánov.

2.1 Mann-Whitneyho test

Predpoklady testu:
Nech X1, ...Xm a Y1, ..., Yn sú nezávislé náhodné výbery z l’ubovol’ných spojitých
rozdeleńı s distribučnými funkciami FX a FY .
Hypotéza a alternat́ıva:
Nulová hypotéza bude

H0 : P (Xi < Yj) = P (Xi > Yj) = 1/2.

Zadefinujeme parameter

p = P (Y < X) =

∞
∫

−∞

x
∫

−∞

fY (y)fX(x)dydx =

∞
∫

−∞

FY (x)fX(x)dx.

Ak plat́ı nulová hypotéza, potom

p =

∞
∫

−∞

FX(x)fX(x)dx = 1/2.

Po zadefinovańı parametru p môžeme nulovú hypotézu zaṕısat’ ako

H0 : p = 1/2.

Alternat́ıvy budú mat’ tvary
H1 : p 6= 1/2,

H2 : p < 1/2,

H3 : p > 1/2.

Testová štatistika:
Na konštrukciu testovej štatistiky najprv muśıme vytvorit’ spojený výber z náhod-
ných výberov X1, ..., Xm a Y1, ..., Yn. Vel’kost’ tohoto nového výberu bude n+m =
q.

Defińıcia 6. Testovú štatistiku Mann-Whitneyho testu definujeme ako

W =

m
∑

i=1

n
∑

j=1

Iij,

kde

Iij =

{

1 ak Yj < Xi,

0 ak Yj > Xi,

pre všetky i = 1, ...m a j = 1, ..., n.
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Za platnosti nulovej hypotézy má Iij Alternat́ıvne rozdelenie s parametrom p.
Z toho môžeme odvodit’ strednú hodnotu a rozptyl ako

E(Iij) = E(I2ij) = p, var(Iij) = p(1− p).

Definujeme p1 a p2 ako

p1 = P (Yj < Xi ∩ Yk < Xi)

=

∞
∫

−∞

xi
∫

−∞

yk
∫

−∞

fY (yj)fY (yk)fX(xi)dyjdykdxi

+

∞
∫

−∞

xi
∫

−∞

yj
∫

−∞

fY (yk)fY (yj)fX(xi)dykdyjdxi

=

∞
∫

−∞

[FY (x)]
2fX(x)dx,

p2 = P (Xi > Yj ∩Xh > Yj) =

∞
∫

−∞

[1− FX(y)]
2fY (y)dy.

Teraz odvod́ıme kovariancie pomocou p1 a p2:

a)

pre i 6= h a j 6= k cov(Iij, Ihk) = E(IijIhk)−E(Iij)E(Ihk) = p2−p2 = 0,

E(IijIhk) = E(Iij)E(Ihk) vd’aka nezávislosti Iij a Ihk.

b) pre j 6= k

covj 6=k(Iij , Iik) = E(IijIhk)− E(Iij)E(Ihk) = E(IijIhk)− p2 = p1 − p2,

c) pre i 6= h

covi 6=h(Iij, Ihj) = E(IijIhj)− E(Iij)E(Ihj) = E(IijIhj)− p2 = p2 − p2.

Testová štatistika W je definovaná ako lineárna kombinácia Iij , takže môžeme
odvodit’ aj jej strednú hodnotu a rozptyl.

E(W ) =
m
∑

i=1

n
∑

j=1

E(Iij) = mnp,

var(W ) =
m
∑

i=1

n
∑

j=1

var(Iij) +
m
∑

i=1

∑∑

1≤j 6=k≤n

cov(Iij, Iik)

+
n

∑

j=1

∑∑

1≤i 6=h≤m

cov(Iij , Ihj) +
∑∑

1≤i 6=h≤m

∑∑

1≤j 6=k≤n

cov(Iij , Ihk)

= mnp(1 − p) +mn(n− 1)(p1 − p2) + nm(m− 1)(p2 − p2)

= mn[p− p2(q − 1) + (n− 1)p1 + (m− 1)p2].
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Za platnosti nulovej hypotézy bude

E(W |H0) =
mn

2
,

p1 = 1/3 a p2 = 1/3,

var(W |H0) =mnp(1 − p) +mn(n− 1)(p1 − p2) + nm(m− 1)(p2 − p2)

=
mn(q + 1)

12
.

Pri Mann-Whitneyho teste sa môže vyskytnút’ rovnaký problém ako pri jed-
novýberovom Wilcoxonovom teste, a to problém zhodných pozorovańı. V defińıcii
testovej štatistiky nezohl’adňujeme zhodné pozorovania tj. Iij nie je definované
pre Xi = Yj. Ked’ sa vo vzorke vyskytne privel’a zhodných pozorovańı, muśıme
túto skutočnost’ zahrnút’ do výpočtu. Najčasteǰśı pŕıstup spoč́ıva v defińıcii novej
testovej štatistiky ako

WT =

m
∑

i=1

n
∑

j=1

Iij ,

kde

Iij =











−1 ak Yj < Xi,

0 ak Yj = Xi,

1 ak Yj > Xi.

Na výpočet strednej hodnoty a rozptylu testovej štatistiky definujeme p+ a p−

ako
p+ = P (X > Y ), p− = P (X < Y ).

Teraz môžeme vypoč́ıtat’

E(WT ) = mn(p+ − p−).

WT má asymptoticky normované normálne rozdelenie. Ak plat́ı nulová hypotéza,
tak p+ = p− a plat́ı E(WT |H0) = 0, aj v pŕıpade, že sa zhodné pozorovania
nevyskytnú. Ak sa však objavia, ovplyvńı to rozptyl testovej štatistiky.
Kritický obor:
Kritický obor opät’ súviśı s vyšetreńım konzistencie testu.

E(W/mn) = p

var(W/mn) → 0 pre m,n → ∞
Z uvedených rovńıc vyplýva, že W/mn je konzistentným odhadom parametru p.
Konzistenciu testu vyšetŕıme podl’a Vety 3, tj. test je konzistetný pre nasledujúce
alternat́ıvy s kritickými obormi

Druh alternat́ıvy Kritický obor

H1 : p 6= 1/2

∣

∣

∣

∣

W − mn

2

∣

∣

∣

∣

> k1,

H2 : p < 1/2 W − mn

2
< k2,

H3 : p > 1/2 W − mn

2
> k3,
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kde k1, k2 a k3 sú kritické hodnoty.
Na určenie presných kritických oborov testu použijeme rozdelenie pravdepodob-
nosti testovej štatistiky W . Pri spojenom súbore pozostávajúcom z m X-ov a
n Y -ov máme

(

m+n
m

)

možnost́ı usporiadania náhodných premenných. Ked’ plat́ı
nulová hypotéza každá z týchto možnost́ı sa vyskytuje s rovnakou pravdepodob-
nost’ou, čiže

P (W = w) =
sm,n(w)
(

m+n
m

) ,

kde sm,n(w) je počet usporiadańı m X a n Y , takých, že v každom usporiadańı
Y predbehne X presne w-krát. Za platnosti nulovej hypotézy je rozdelenie prav-
depodobnosti symetrické okolo strednej hodnoty mn/2. Z toho vyplýva, že plat́ı

P

(

W − mn

2
= w

)

= P

[

W = mn−
(

mn

2
+ w

)]

= P

(

W − mn

2
= −w

)

.

Vd’aka tejto symetrickej vlastnosti stač́ı nájst’ len spodné chvosty kritických hodnôt,
či už pre jedno- alebo obojstranný test. Definujeme náhodnú premennú W ′ ako

W ′ =

m
∑

i=1

n
∑

j=1

(1− Iij),

ktorá symbolizuje udáva kol’kokrát X predbehne Y v spojenom súbore.
Kritické obory pre hladinu α priamo súvisiace s konzistenciou testu sú

Alternat́ıva Kritický obor

H1 : p 6= 1/2 W ≤ cα/2 alebo W ′ ≤ cα/2,

H2 : p < 1/2 W ≤ cα,

H3 : p > 1/2 W ′ ≤ cα.

Hodnoty cα môžeme určit’ jednoduchým spôsobom pre hocijaké m a n. Postupuje-
me vymenovańım možnost́ı usporiadania spojeného súboru od w = 0 po α

(

m+n
m

)

.
Ukážeme jednoduchý pŕıklad na výpočet kritických hodnôt pre m = 3 a n = 4.

(

m+ n

m

)

= 35

Čast’ tabul’ky hodnôt so zoradenými X a Y , pŕıslušnými hodnotami w a pravde-
podobnost’ami:

Poradie w Pravdepodobnost’

XXXYYYY 0 P (W ≤ 0) = 1/35 = 0.028
XXYXYYY 1 P (W ≤ 1) = 2/35 = 0.057
XYXXYYY 2 ...

Z tabul’ky vyplýva, že kritická hodnota na hladine 0.05 bude cα = 0.
Pre malé hodnoty w je jednoduché vypoč́ıtat’ kritickú hodnotu, avšak so zväč-
šujúcou sa vel’kost’ou súboru sa zvyšuje riziko prehliadnutia niektorých porad́ı a
tým sa znižuje kvalita výpočtu. Preto pre vel’ké súbory môžeme použit’ rekurźıvny
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vzt’ah, ktorý výpočet zjednoduš́ı. Tento rekurźıvny vzt’ah odvod́ıme jednoduchou
úvahou z [1, str. 144].
Majme postupnost’ X-ov a Y -ov vel’kosti m + n − 1, ktorá vznikla pridávańım
zložiek na pravú stranu postupnosti. Ked’ chceme vytvorit’ postupnost’ vel’kosti
m+ n je nutné doplnit’ stávajúcu postupnost’ o jeden prvok bud’ X alebo Y . Ak
postupnost’ m+n−1 pozostáva z m X-ov a n−1 Y -ov, potom nové ṕısmeno muśı
byt’ nutne Y . Ked’ však pridáme Y na pravú stranu postupnosti počet kol’kokrát
Y predbehne X zostane nezmenený.
Opačne ak je pridávané ṕısmeno X , v pôvodnej postupnosti bolo m−1 X-ov a n
Y -ov, všetky Y predbehnú toto nové X . Ked’že je ich tam n tak w narastie o n.
Tieto dve možnosti sú vzájomne zámenné. Využijeme vzt’ah P (W = w) = sm,n(w)

(m+n
m )

a rekurźıvny vzt’ah môžeme zaṕısat’ ako

sm,n(w) = sm,n−1(w) + sm−1,n(w − n),

P (W = w) = pm,n(w) =
sm,n−1(w) + sm−1,n(w − n)

(

m+n
m

)

=
n

m+ n

sm,n−1(w)
(

m+n−1
n−1

) +
m

m+ n

sm−1,n(w − n)
(

m+n−1
m−1

) ,

alebo
(m+ n)pm,n(w) = npm,n−1(w) +mpm−1,n(w − n).

Uvedená rekurźıvna formula plat́ı pre všetky w = 0, ..., mn a pre všetky priro-
dzené č́ısla m,n, ak sú definované počiatočné a medzné podmienky pre všetky
i = 1, ..., m a j = 1, ..., n:

si,j(w) = 0, pre všetky w < 0,

si,0(0) = 1, s0,i(0) = 1,

si,0(w) = 0, pre všetky w 6= 0,

s0,i(w) = 0, pre všetky w 6= 0.

Kritický obor(asymptotický test):
Pre malé hodnoty m,n sú v literatúre priložené hodnoty kritických hodnôt. Pri
vel’kých hodnotách môžeme použit’ asymptotické rozdelenie pravdepodobnosti.

V =
W −mn/2

√

mn(q + 1)/12
∼ N(0, 1), ked’ m,n → ∞.

Aby sme mohli pŕıst’ k tomuto záveru, najprv sme museli odvodit’ strednú hodnotu
a rozptyl W , s podmienkou platnosti nulovej hypotézy.

E(W |H0) =
mn

2
, var(E|H0) =

mn(q + 1)

12
.

Opät’ aproximujeme diskrétne rozdelenie spojitým a preto je vhodné rátat’ s “opra-
vou pre spojitost’” vel’kosti 0.5.
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2.2 Poradová štatistika a dvojvýberový problém

2.2.1 Poradová štatistika

V predchádzajúcej kapitole sme si predstavili Mann-Whitneyho test, v ktorom
berieme dva náhodné výbery a zorad́ıme ich do spojeného súboru, ktorý potom
využijeme pri konštrukcii testovej štatistiky. Dvojvýberové testy, ktorých výbery
spoj́ıme do jedného zoradeného súboru, a ktorých poradia v tomto súbore budeme
využ́ıvat’ pri konštrukcii testovej štatistiky, patria do skupiny testov založených
na poradovej štatistike. Pribĺıžime si všeobecné charakteristiky platiace pre túto
skupinu testov.
Všeobecné predpoklady:
Nech X1, ..., Xm a Y1, ..., Yn sú dva nezávislé náhodné výbery zo spojitých rozde-
leńı s distribučnými funkciami FX , FY .
Nulová hypotéza má tvar

H0 : FY (x) = FX(x), pre všetky x.

Vytvoŕıme si spojený súbor n + m = q pozorovańı s neznámou distribučnou
funkciou, v ktorom môžeme jednotlivým pozorovaniam priradit’ poradia 1, ..., q.
Poradie náhodnej premennej si môžeme definovat’ aj ako funkciu, v ktorej defińıcii
nepredpokladáme zhodné pozorovania.

RXY (xi) =

m
∑

j=1

I(xi − xj) +

n
∑

j=1

I(xi − yj),

RXY (yi) =
m
∑

j=1

I(yi − xj) +
n

∑

j=1

I(yi − yj),

kde

I(v) =

{

1 ak v ≥ 0,

0 ak v < 0.

Pre prácu s dátami je jednoduchšie tento spojený súbor zoradit’ a priradit’ mu
vektor ukazatel’ov. Nech

Z = (Z1, Z2, ..., Zq),

kde Zi je indikátor, taký, že Zi = 1, ked’ i-ta náhodná premenná v zoradenom
kombinovanom súbore je X a Zi = 0 ak je to Y .

Defińıcia 7. Testovú štatistiku pre l’ubovol’ný test patriaci do skupiny testov za-

ložených na poradovej štatistike definujeme ako

Tq(Z) =

q
∑

i=1

aiZi,

Z = (Z1, ...Zq) a ai sú dané č́ısla.

Ked’ máme zadefinovanú testovú štatistiku, môžeme odvodit’ niekol’ko vzorcov.
Za platnosti nulovej hypotézy H0 : FX(x) = FY (x) pre všetky x a všetky i = 1...q
plat́ı
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1.

E(Zi) =
m

q
, var(Zi) =

mn

q2
, cov(Zi, Zj) =

−mn

q2(q − 1)
, (2.1)

Dôkaz.

fZi
(zi) =











m/q ak zi = 1,

n/q ak zi = 0 pre i = 1, ..., q,

0 inak

Zi má alternat́ıvne rozdelenie so strednou hodnotou a rozptylom

E(Zi) = m/q var(Zi) = mn/q2.

Združené momenty budú mat’ tvar, pre i 6= j

E(ZiZj) = P (Zi = 1 ∩ Zj = 1) =

(

m
2

)

(

q
2

) =
m(m− 1)

q(q − 1)

Z toho vyplýva, že

cov(Zi, Zj) =
m(m− 1)

q(q − 1)
− (

m

q
)2 =

−mn

q2(q − 1)
.

2.

E(Tq) = m

q
∑

i=1

ai
q
,

var(Tq) =
mn

q2(q − 1)

[

q

q
∑

i=1

a2i − (

q
∑

i=1

ai)
2

]

.

(2.2)

Dôkaz.

E(Tq) = m

q
∑

i=1

ai
q

var(Tq) =

q
∑

i=1

a2i var(Zi) +
∑∑

i 6=j

aiajcov(Zi, Zj)

=

mn
q
∑

i=1

a2i

q2
−

mn
∑∑

i 6=j aiaj

q2(q − 1)

=
mn

q2(q − 1)

(

q

q
∑

i=1

a2i −
q

∑

i=1

a2i −
∑∑

i 6=j

aiaj

)

=
mn

q2(q − 1)

(

q

q
∑

i=1

a2i − (

q
∑

i=1

ai)
2

)
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2.2.2 Dvojvýberový Wilcoxonov test

Dvojvýberový Wilcoxonov test zarad’ujeme medzi základných predstavitel’ov tes-
tov založených na poradovej štatistike.
Predpoklady testu:
Nech X1, ..., Xm a Y1, ..., Yn sú dva nezávislé náhodné výbery zo spojitých rozde-
leńı s distribučnými funkciami FX , FY .
(V dvojvýberovom Wilcoxonovom teste sa môžeme obmedzit’ na menš́ı model, v
ktorom budú FX a FY splňovat’ FY (x) = FX(x − θ), pre všetky x a θ = 0 za
platnosti nulovej hypotézy.)
Hypotéza a alternat́ıva:
Nulovú hypotézu môžeme formulovat’ ako

H0 : P (Xi < Yj) = P (Xi > Yj) = 1/2.

Po vytvoreńı zoradeného spojeného súboru zX1, ..., Xm a Y1, ..., Yn, kde q = m+n,
môžeme formulovat’ alternat́ıvy. Ked’ bude suma porad́ı X v spojenom súbore
vel’mi vel’ká, zodpovedá to alternat́ıve

H2 : P (Xi > Yj) > 1/2.

V opačnom pŕıpade, ak bude suma porad́ı X malá, máme

H3 : P (Xi > Yj) < 1/2.

Nakoniec, ked’ je suma porad́ı X bud’ vel’ká, alebo malá, plat́ı alternat́ıva

H1 : P (Xi > Yj) 6= 1/2.

Testová štatistika:

Defińıcia 8. Testovú štatistiku dvojvýberového Wilcoxonovho testu definujeme

ako

Vq =

q
∑

i=1

iZi,

kde Zi je indikátor, taký, že Zi = 1, ked’ i-ta náhodná premenná v kombinovanom

súbore je X a Zi = 0 ak je to Y .

Strednú hodnotu a rozptyl testovej štatistiky odvod́ıme podl’a rovnice (2.2)

E(Vq) =
m(q + 1)

2
, var(Vq) =

mn(q + 1)

12
.

Hodnota Wq má minimum v
m
∑

i=1

i = m(m+1)
2

a maximum v
q
∑

i=q−m+1

i = m(2q−m+1)
2

.

Tvrdenie 9. Nech Tq(Z) je definovaná ako v Defińıcii 7. Potom rozdelenie tes-

tovej štatistiky Tq(Z) je symetrické okolo strednej hodnoty µ = m
q
∑

i=1

ai
q
, ked’ ai

splňujú vzt’ah ai + aq−i+1 = c, kde c je konštantné, pre i = 1, ..., q.

23



V našom pŕıpade sa ai = i, pre i = 1, ..., q a ai + aq−i+1 = q+1 pre i = 1, ..., q
takže testová štatistika je symetrická okolo strednej hodnoty.
Rozdelenie testovej štatistiky môžeme odvodit’ klasickým výpočtom alebo použit́ım
nasledovného rekurźıvneho vzt’ahu, v ktorom sm,n(k) predstavuje počet porad́ı X
a Y , v ktorých sa súčet X-ových porad́ı rovná k.

sm,n = sm−1,n(k − q) + sm,n−1(k)

a

fVq(k) = pm,n(k) =
sm−1,n(k − q) + sm,n−1(k)

(

m+n
m

) ,

alebo
(m+ n)pm,n(k) = mpm−1,n(k − q) + npm,n−1(k).

Ukážeme pŕıklad na klasický výpočet pre m = 2 a n = 3. V tomto pŕıpade máme
(

m+n
n

)

=
(

5
3

)

= 10 možnost́ı ako môže byt’ upriadaný vektor núl a jedničiek Z.
Hodnota testovej štatistiky V5 sa bude pohybovat’ medzi 3 a 9, symetricky okolo
6.

Hodnota Poradia X Frekvencia Pravdepodobnost’

3 1,2 1 1/10
4 1,3 1 1/10
5 1,4;2,3 2 1/5
6 1,5;2,4 2 1/5
7 2,5;3,4 2 1/5
8 3,5 1 1/10
9 4,5 1 1/10

Takisto pre rekurźıvny výpočet

s2,3(6) = 2 = s1,3(1) + s2,2(6) = 1 + 1,

z toho vyplýva, že

fV5
(6) =

2
(

5
3

) = 1/5.

Pri tomto neparametrickom teste sa zase objavuje problém zhodných pozorovańı.
Na jeho vyriešenie použijeme metódu stredných porad́ı vysvetlenú v kapitole 1.2.

Dvojvýberový Wilcoxonov test je v podstate Mann-Whitneyho testom z pred-
chádzajúcej kapitoly, vd’aka lineárnej závislosti medzi testovými štatistikami. Z
tohoto dôvodu má Wilcoxonov test všetky vlastnosti Mann-Whitneyho testu
vrátane konzistencie.
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Záver

Táto bakalárska práca bola zameraná na základnú teóriu neparametrických tes-
tov. V prvej kapitole som rozviedla teóriu jednovýberového problému na znamien-
kovom a Wilcoxonovom teste. Zamerala som sa na problém zhodných pozorovańı
a vyšetrovanie konzistencie testu, čo som potom aplikovala na dané testy. Na
znamienkovom teste som tiež predviedla silu testu, jej závislost’ na testovanom
parametri a tiež postup nazývaný ako “oprava pre spojitost’” pri aproximácii tes-
tovej štatistiky pre vel’ké súbory dát.

Druhá kapitola predstavila dvojvýberové testy, špeciálne Mann-Whitneyho
a dvojvýberový Wilcoxonov test. Pri Wilcoxonovom teste som ukázala základné
charakteristiky platiace pre testy založené na poradovej štatistike a koniec kapito-
ly bol venovaný konštatovaniu vzt’ahu medzi Wilcoxonovým a Mann-Whitneyho
testom. Pri Mann-Whitneyho teste som navyše predviedla postup v pŕıpade
výskytu zhodných pozorovańı a rekurźıvny vzt’ah na odvodenie kritických hodnôt
pre súbory väčšieho rozsahu.

Téma tejto bakalárskej práce bola vel’mi zauj́ımavá, pretože pomáha pocho-
pit’ teóriu neparametrických testov od konštrukcie testových štatist́ık cez kritické
obory až po aproximáciu testových štatist́ık. Základné tvrdenia doṕlňa dôkazmi
a jednoduchými odvodeniami, pričom nechýbajú jednoduché pŕıklady na pocho-
penie problémov.
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[1] Gibbons, J. D. Nonparametric statistical inference. Marcel Dekker, INC.,
1985. ISBN 0-8247-7327-6.

[2] Lehmann, E. L. Nonparametrics-Statistical methods based on ranks. Holden-
Day, 1975. ISBN 0-8162-4996-6.
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