Univerzita Karlova v Praze

Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Natalia Prelecova

Uvod do neparametrickych metod
Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: doc. Mgr. Michal Kulich,Ph.D.
Studijni program: Matematika

Studijni obor: Finanéni matematika

Praha 2012



Chcela by som podakovat vsetkym, ktorf mi akymkolvek sposobom pomohli
pri spracovani tejto bakaldrskej prace. Moje podakovanie patri najmi vedicemu
prace, doc. Mgr. Michalovi Kulichovi,Ph.D., za vedenie a cenné pripomienky pri
spracovani prace.

Osobitné podakovanie patri mojej rodine a priatelom, bez ktorych podpory
by som to urcite nezvladla.



Prohlasuji, ze jsem tuto bakalafskou praci vypracoval(a) samostatné a vyhradné
s pouzitim citovanych pramenu, literatury a dalsich odbornych zdroju.

Beru na védomi, ze se na moji praci vztahuji prava a povinnosti vyplyvajici ze
zdkona ¢. 121/2000 Sb., autorského zakona v platném znéni, zejména skutecénost,

ze Univerzita Karlova v Praze mé pravo na uzavieni licenéni smlouvy o uziti této
préace jako skolniho dila podle §60 odst. 1 autorského zdkona.

V Praze dne 18.5.2012 Podpis autora



Nazev prace: Uvod do neparametrickych metod

Autor: Natalia Prelecova

Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci bakalarské prace: doc. Mgr. Michal Kulich, Ph.D., Katedra pravde-
podobnosti a matematické statistiky

Abstrakt: Cilem této bakalarské prace je predstavit zakladni neparametrické me-
tody. Neparametrické metody jsou velkou skupinou statistickych postupu, které
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cetnosti dat. Slabsi predpoklady téchto metod zpusobuji, ze tyto neparametrické
testy nejsou tak silné jako testy parametrické.

Prace se zaobira ¢tyimi neparametrickymi testy. Jsou to znaménkovy test, jed-
novybérovy Wilcoxonuv test, Mann-Whitneyuv test a dvouvybérovy Wilcoxonuv
test. Kazdy test bude popsan v nasledujici struktufe. Formulace predpokladu,
nulové hypotézy a alternativy. Konstrukce testové statistiky a prezkouméni kri-
tickych oboru. Také dojde k prozkoumani problému vyskytujicich se pii tes-
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xonovém testu budou predstaveny zakladni charakteristiky testu zalozenych na
poradové statistice.

Klicova slova: neparametricky, hypotéza, potadi, konzistence, statistika

Title: Introduction to Nonparametric Methods

Author: Natélia Prelecova

Department: Department of Probability and Mathematical Statistics
Supervisor: doc. Mgr. Michal Kulich,Ph.D., Department of Probability and
Mathematical Statistics
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Uvod

Statistika je charakterizovand ako vedecky obor zaoberajici sa zberom, analyzou
a spracovanim informacii, ktoré kvantitativne charakterizuju zdkonitosti javov
v spojitosti s ich kvalitativnym obsahom. Statistické metédy sa vyuzivaji v
mnohych oboroch a odvetviach ako napriklad v medicine fyzike ¢i demografii.
V stcasnosti sa na analyzu dat vo velkej miere vyuzivaji pocitace a Specificky
software. Pre lepsie pouzitie je nutné porozumiet zakladnym sivislostiam pri
pouzivani testov a ich zdkladnym charakteristikdm.

Pri statistickych testoch rozlisujeme dva typy modelov: parametricky a ne-
parametricky. Parametrické modely predpokladaji zndme rozdelenie nahodnej
veli¢iny, pricom tento model mozeme popisat koneénym poétom parametrov.

Témou tejto bakaldrskej prace bude velkd skupina neparametrickych testov,
pri ktorych nepozndme rozdelenie dat. Casto st jedinou dostupnou metédou pre
specifické typy tudajov, napr. pre skimanie poradi alebo pocetnosti dat. Slabsie
predpoklady tychto metod sposobuji, ze neparametrické testy nie su také silné
ako ich parametrické naprotivky .

Cielom préce je popisat zéklady tedrie neparametrickych testov pre jednovy-
berovy a dvojvyberovy problém.

V prvej kapitole si predstavime prave dva zédkladné jednovyberové nepara-
metrické testy. Uvedieme ich predpoklady, skonstruujeme testové Statistiky a
Specifikujeme kritické obory. Ako prvy si ukdzeme znamienkovy test, pri kto-
rom si blizsie vysvetlime pojem konzistencie testu a demonstrujeme zavislost sily
testu na testovanom parametri. Bude nasledovat jednovyberovy Wilcoxonov test,
kde popiseme zakladné postupy na osSetrenie problému zhodnych pozorovani.

Druh4 kapitola je zamerana na dvojvyberovy problém, kde si opét predvedie-
me dva neparametrické testy a ich vlastnosti. Prvym je Mann-Whitneyho test,
kde pomocou rekurzivneho vztahu najdeme kritické hodnoty. Druhym testom je
dvojvyberovy Wilcoxonov test, ktory sa zaraduje do skupiny testov zaloZenych
na poradovej Statistike. Taktiez si objasnime vSeobecné charakteristiky tejto sku-
piny testov.



1. Jednovyberovy problém

V tejto kapitole si priblizime jednovyberovy problém, v ktorom data pozostavaju
z jedného suboru pozorovani. Predstavime dva testy testujice hodnotu medidnu
nahodného vyberu.

1.1 Znamienkovy test

Predpoklady testu:

Vezmeme nahodny vyber n nezavislych pozorovani X, ..., X,, zo spojitého rozde-
lenia s distribu¢nou funkciou F'x a neznamym medidnom mx.

Hypotéza a alternativa:

Nulovt hypotézu pre znamienkovy test zapiseme ako

Hy:mx =my,

kde my je dopredu dané konstanta. Nulovii hypotézu mozeme vyjadrit aj dvoma
dalsimi sposobmi, pre ktoré je nutné definovat parameter 6 ako

P(X <mgy) = 0.
Potom mozeme pisat
Hy: P(X > mg) = P(X < my),
Hy:0=1)2.
Pre tuto nulova hypotézu formulujeme tri rozne alternativy:
Hy :mx # my, Hy:0#1)/2, Hy : P(X > myg) # P(X < my),

Hglmx>m0, H2Z0<]_/2, HQ:P(X>m0)>P(X<m0),
ngmx<m0, H3Z0>]_/2, H3P(X>m0)<P(X<m0)
Testova Statistika:
Na zadefinovanie testovej statistiky rozdelime pozorovania na dve skupiny. Prva
skupina bude obsahovat pozorovania, ktoré lezia pod hodnotou mg (¢ize rozdiel
X; — mg bude mensi ako 0). Druhd skupina bude pozostavat z ddt nad hodnotou

mg (rozdiel X; — mg > 0). Ako testovi Statistiku pouzijeme pocet pozorovani
leziacich nad teoretickou hodnotou my.

Definicia 1. Testovu Statistiku znamienkového testu definujeme ako

g e 1 ak Xi—mo >0,
‘ 0 CL]{?XZ'—’ITL0<O.



V pripade, zZe prijmeme nulovi hypotézu nam vznikne skupina n nezavislych
nadhodnych veliéin s alternativnym rozdelenim s parametrom 1/2. Ked tieto po-
zorovania nascitame do testovej statistiky dostaneme K,, ~ Bi(n,1/2).

Treba si véimnut, Ze pri konstrukcii testovej Statistiky neberieme do tvahy déta,
pre ktoré je rozdiel X; —mg = 0. Takéto data sa vyskytuji a my pri nich budeme
pouzivat postup, zZe vynechame vsetky X; také, ktorych rozdiel X; —my=0a o
ich pocet zmensime rozsah vyberu.

(Existuje vSak niekolko alternativnych postupov. Prvy je taky, ze polovicu nu-
lovych rozdielov budeme brat ako kladné rozdiely a polovicu ako zaporné. Druhy
pristup prirad uje nulovym rozdielom ndhodne kladné alebo zaporné znamienka.
Tret{ najkonzervativnejsf pristup je ten, ze nulovym rozdielom budeme prirad ovat
také znamienka, ktoré najmenej ovplyvnia zamietnutie H.)

Kriticky obor:

Kriticky obor (znacime C') bude zavisiet od druhu alternativy.

1. Ako prvej sa budeme venovat alternative Hy.
Hgimx>m0, H219<]_/2, HQP(X>m0)>P(X<m0)
K,, € C v pripade, ze K,, > k,, kde k, je najmensie ¢islo splihujtce
> (Mos<a
j=ka N

Hladinu oby¢ajne nemozeme dosiahnut presne, napriklad ak chceme vyset-
rovat stibor velkosti 10 na hladine o = 0.05, mame

10 10
> < )0.510 = 0.0546875 > a,
j

j=8

10 10
Z < )0.510 — 0.0107422 < a.
J

7=9
Je vidiet, Ze pozadovana hladina nebola ani zd aleka dosiahnutd presne, toto

je sposobené diskrétnostou nahodného vyberu. K, bude v tomto pripade
patrit do kritického oboru ak K, > 9.

2. Podobne pre opa¢ni jednostrannt alternativu
ngmx>m0, H319>]_/2, H3P(X>m0)<P(X<m0)

K, € Cak K, <k, kde k; je najvécsie ¢islo splnujuce

i

Ka /o
> < ,)0.5” <a
=0 \J

Opit pre stbor velkosti 10 na hladine o = 0.05.

1

10
> < ‘ )0.510 = 0.0107422 < a,
J

J=0
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2

10
Z ( , )0.510 — 0.0546875 > a.
J

j=0
Z rovnic vyplyva, ze pre stbor velkosti 10 na hladine 0.05 bude testova
Statistika patrit do kritického oboru pre hodnoty K, < 1, resp. budeme

zamietat nulovi hypotézu na hladine o = 0.05 ak bude testova Statistika
nadobtidat hodnotu 0, alebo 1.

3. Nakoniec ak je alternativa obojstrannd,
lemX;émO, H19¢1/2, H1P(X>m0)7£P(X<m0)

KedZe binomické rozdelenie je symetrické pre # = 0.5, najvicsiu silu testu
dosiahneme ak zvolime k; PR ka2 symetricky.

K, cC, ked K, > ka2 alebo K, < k;/Q, kde kg2 a k;/Q s najmensie a
najvacsie ¢islo spliujuce

’

i C‘) 0.5" < a/2, i (?) 0.5" < a/2.

J=ka/2 J=0

Dostévame vztah k:;{/2 =n—ky.
Napriklad pre vzorku velkosti 10, na hladine o = 0.05.

10 10
> (j_ )0.510 = 0.0107422 < a/2 = 0.025,

J=9

1
1
> ( O) 0.5'% = 0.0107422 < a/2 = 0.025.
J

j=0

Obecne zamietame Hy pre prilis malé hodnoty K, ( blizko 0) alebo velké hodnoty,
ktoré sa blizia n.

Teraz vySetrime konzistenciu znamienkového testu pre vyssie uvedené kritické
obory. Konzistencia sa ako vlastnost testu vyuZiva skor v neparametrickych tes-
toch, ktoré maju velmi obecné alternativy. Kritérium konzistencie ndm pomdha
vyberat testy, ktorych podtrieda alternativy je zaujimava pre nase rozhodovanie.
Nato, aby sme mohli vySetrit konzistenciu znamienkového testu si sformulujeme
vetu a definiciu podla [5, str. 267].

Definicia 2. Nech X1, ..., X,, je ndhodny vyber velkosti n z mnoZiny rozdeleni s
hustotami v tvare fx(.;0), 6 € § C R*. Definujeme dve disjunktné podmnoziny
mnoziny 0 ako wy a wy. Definujeme T ako testovi Statistiku, pre hypotézu 0 € wq
oproti alternative 8 € wsy. Potom test na hladine o s testovou Statistikou T je
konzistenty pre ¥ C wq, ak

lim 5(0) =1,

n—o0

pre 0 € U, kde [ je sila testu.



Veta 3. Nech Xi,...,X, je ndhodny vyber velkosti n z mnoZiny rozdeleni s
hustotami v tvare fx(.;0), 8 € 6 C RF. Definujeme dve disjunktné podmnoziny
mnoziny 0 ako wy a wy. Potom definujeme T ako testovu Statistiku, pre hy-
potézu 6 € wy oproti alternative 0 € wy a nech g(0) je funkcia 6, takd, Ze

g(0) =6 ak 0 € wr,
g(0) # 0y ak €V pre ¥ C ws.

Nech pre vsetky 8 mdme

E(T) = g(0), lim var(T) = 0.

n—oo
ay Potom test so statistikou T' na hladine o s kritickym oborom
TeC ak |T — 6| > can,
kde cq ., je kritickd hodnota, je konzistentny pre podmnozinu V.

by Podobne pre jednostranni alternativu. Ak je g(0) funkciou 0 takou, Ze spliiuje

:90 ak 96&]1,
g(0) > 6y ak 0V pre ¥ C ws.

Nech pre vsetky 0 mame

E(T)=g(0), lim var(T) = 0.

n—oo

Potom konzistentny test so statistikou T na hladine o« md kriticky obor
TeC ak T — 0y > s

kde c’a,n je kritickd hodnota.

Dokaz predchédzajicej vety je podrobne spracovany v knihe [5] str.267].
Overime predpoklady predchadzajtcej vety pre Znamienkovy test.
Nech X7, ..., X, je ndhodny vyber velkosti n z mnoziny spojitych rozdeleni. Nech
K, testova sStatistika z Definicie 1 je testovou Statistikou pre hypotézu H, a
alternativu H;j.
0=10 a g(0) =10,

g(0) =6, =1/2 ak 0 € Hy,
00 = 1/2 ak 0 e Hl,
E(K,/n)=20 lim var(K,/n) =60(1 —60)/n — 0, pre n — 0.
n—oo
Potom test so Statistikou K, na hladine « s kritickym oborom v tvare
K,eC ak |Kp/n—1/2] > can
Ky > (Capn +1/2)n = kg0
K, < _(Ca,n - ]_/2)71 = k/a/2



je konzistentny voci obojstrannej alternative.
Pre jednostranny test mame nulovi hypotézu Hj a alternativu Hs. Plati

g(0) =6, =1/2 ak 0 € Hy,
g(0) > 6y =1/2 ak 0 € Hs,
E(K,/n) =10 JLH;OUaT(Kn/n) =0(1—-0)/n— 0, pre n = 0.
Potom test so statistikou K, na hladine « s kritickym oborom v tvare

K,e(C ak Kn/n—1/2>c;,n
K, > (Con+1/2n =k,

je konzistentny voci jednostrannej alternative Hs.

Kriticky obor(asymptoticky test):

Pre malé hodnoty n si v literatire prilozené tabulky napr. pre znamienkovy test
[T, str. 368], na urcenie kritickych oborov. Ked chceme vysetrit test s velkym
rozsahom vyberu, je mozné pouzit postup z [I, str. 21] na urcenie kritickych
oborov, pomocou aproximacie rozdelenia testovej Statistiky. Ak aproximujeme
diskrétne rozdelenie spojitym, aproximéciu mozeme vylepsit zahrnutim takzva-
nej “opravy pre spojitost”. Tato korekcia spoéiva v tom, Ze testovii Statistiku
rozdelenia uvazujeme ako stredny bod intervalu. Ked testova statistika K, na-
dobuda len hodnoty prirodzenych ¢isiel predpokladdme, ze pozorovana hodnota
testovej Statistiky bude k 4 0.5, tzn. ak by hodnota testovej statistiky bola 6 tak
skutoénd hodnota sa bude pohybovat v intervale (5.5,6.5).

Pokial je nasim rozhodovacim kritériom zamietnut nulovi hypotézu pre K,, > k,
a jednd sa o aproximaciu [K,, — E(K,)]/+/var(K,) normovanym norméalnym roz-
delenim, kriticky obor so zohladnenim opravy o 0.5 dostaneme vypoc¢tom rovnice

ko — 05— B(K,)
var(K,)

(3]

kde z, spliuje ®(z,) = 1 —a a ¢ je distribucnd funkcia normovaného normalneho
rozdelenia.
Opacne ak pouzijeme K, < k/a, tak k; musi splitovat rovnicu
k., +0.5— E(K,)
var(K,)

= —Za

kde z, splnuje tie isté podmienky ako v predchadzajicej rovnici.

V pripade znamienkového testu budeme aproximovat binomické rozdelenie. Z
Centrélnej limitnej vety vyplyva, zZe binomické rozdelenie sa blizi normalnemu pre
n — 0o. Kedze sa v tomto pripade jedna o aproximéciu disktrétneho rozdelenia
spojitym, zahrnieme “opravu pre spojitost” o 0.5.

Konkrétne pre alternativu Hs : mx > mg, Hy zamietame pre K, > k., kde k,

musi splitovat rovnicu
(ko —0.5) — 0.5n

= Z4.
0.5v/n “

Sila znamienkového testu a funkcia sily:

Sila testu je charakterizovand ako pravdepodobnost, s akou padne testova Statistika

do kritického oboru. Zavisi




1. od stupna nepravdivosti Hy ¢o je velkost rozdielu medzi nulovou hypotézou
Hj a platnou alternativou,

2. od hladiny «,
3. od velkosti testovaného stiboru,
4. od rozptylu pozorovani var(X;).

O funkeii sily hovorime vtedy, ked tri z tychto styroch faktorov drzime konstantné,
a menime ¢islo 1.

Funkciu sily znamienkového testu je Tahké vypocitat, pretoZe testova Statistika
K,, ma binomické rozdelenie s parametrom 6. Sila testu je funkciou @, definujeme
si pomocny parameter £ = 1—60. Mdzeme ju vypocitat napriklad pre Hy : 6 < 1/2

ako .

) = 3 (1)l =
Ak mame situdciu s vopred danym rozdelenim nahodnej veli¢iny, mozeme para-
meter 6 presne vypocitat. Tento typ vypoctu funkcie sily testu je pozadovany
v pripadoch, ked potrebujeme porovnat znamienkovy test s nejakym paramet-
rickym testom.
Nasledujtici priklad demonstruje zavislost sily znamienkového testu na velkosti
parametru k.
Nech Hy : mx = mg a Hy : mx > mg, potom na hladine a = 0.05 a velkosti
n = 10 mame

10
B1—-04) =) (‘EO) (0.6)7(1 — 0.6)'°77 = 0.0463574,

J=9

B(1—-0.1) = i (10) (0.9)7(1 — 0.9)'°77 = 0.736099.

=5 \J

Je vidiet, Ze pre alternativu H, so zvySujucim sa r sila testu rychlo rastie. Pre
alternativu H3 : myxy < my pocCitame pomocou rovnice

B(k) = Z (”) K1 — k)"

=0 \J

V tomto pripade sila testu rastie pre zmensujtce sa k.

1.2 Wilcoxonov test

Predpoklady testu:
Vezmeme ndhodny vyber n nezavislych pozorovani Xy, ..., X,, zo spojitého, sy-
metrického rozdelenia s distribu¢nou funkciou Fy a neznamym medidanom myx.
Hypotéza a alternativa:
Nulovou hypotézou bude

Hy : mx = my,



kde mg je dopredu dané konstanta. Hy moZeme zapisat aj inymi sposobmi, pre
ktoré vyuzijeme parameter 6 definovany v kapitole 1.1, ako

Hy : P(X > my) = P(X < my),
Hy:0=1/2.
Obojstranna alternativa bude
Hy :my # my, Hy:0#1)2, Hy: P(X >mg) # P(X < my).
Zéaroven formulujeme aj jednostranné alternativy ako
Hy : mx > my, Hy:0<1/2, Hy : P(X > mg) > P(X < my),

ngmx<m0, H3Z0>]_/2, H3P(X>m0)<P(X<m0)

Testova statistika:
Testovi statistiku skonstruujeme podla [, str. 107):

1. Definujeme rozdiely Z; = X; — myq. Za platnosti nulovej hypotézy, su tieto
rozdiely symetricky rozmiestnené okolo nuly, ¢ize

P(Z; < —c) = P(Z; > ¢).

2. |Z;| zoradime od najmensieho po najvéicsie.
3. Dostaneme 0 < |Z()| < [Zg)| < ... <|Z@)]-

4. Kazdému Z; priradime poradie R;, pre ktoré plati |Z;| = |Zg,)|. Zaroven
nezabudame na povodné znamienka rozdielov Z;.

5. Definujeme stucet poradi kladnych rozdielov ako

T =3 Rilow)(Z).
i=1

kde 1(0700) (Zz) =

1 pre Z; > 0,
0 inak.

6. Podobne stucet poradi zapornych rozdielov
T~ =Y Rilw0)(Z),
i=1

1 pre Z; <0,

fde [(700’0)(Zi) B {O inak

7. Za platnosti nulovej hypotézy (tj. mx = myp) sa E(Tt) = E(T~). Suma
vSetkych poradi je konStantna, Cize

- . n(n+1)
TH+T = E = —".
" i1 Z 2

9



KedZe T+, T~ a dokonca aj

n(n+1)

T+ - Tﬁ - 2 Z RZ[(07OO)<ZZ) - 2
1=1

st linedrne zavislé ako testovi statistiku mozeme pouzif lubovolné z nich.

Definicia 4. Testovu Statistiku Wilcozonovho testu definujeme ako

= Rilooo)(Z
=1

1 preZ; >0,

kde ](O’OO)(Zi) B {0 nak

Za platnosti nulovej hypotézy st /(g o) (Z;) nezavislé, rovnako rozdelené ndhodné
veliciny s Alt(1/2). Tito skutocnost vyuzijeme pri odvodeni strednej hodnoty a
rozptylu testovej Statistiky:.

Tvrdenie 5. Nech X1, ..., X, st ndhodné veliciny spliujice predpoklady modelu
a nulovi hypotézu, potom

1
E(T*|Ho) Z—:L)>

R? 1)(2n+1 (1.1
var(TH|Hy) = ZZ = n(n+ 2)51 nt )

i=1

Dokaz tohoto tvrdenia uvedieme neskor. Pri konstrukceii testovej Statistiky
sme opit neuvaZzovali rozdiely Z; = 0. Zachovdme sa ako v prvej kapitole, kde
sme tieto rozdiely ignorovali a o ich pocet znizili rozsah vyberu. Avsak pri testo-
vej Statistike Wilcoxonovho testu sa ndm moze Tahko objavit novy problém tzv.
zhodnych pozorovani, kde sa |Z;| = |Zj|, pre i # j. Priblizime si tri vybrané
metody osetrenia zhodnych pozorovani.

1. Metéda strednych poradi

Metoda strednych poradi je asi najpouzivanejSou metédou na oSetrenie
zhodnych pozorovani. Spoc¢iva v tom, ze kazdému Z; z danej skupiny zhod-
nych pozorovani priradime namiesto intervalu poradi priemerné poradie z
tohoto intervalu (v sibore (1,2,2,2,2,6,8,9) nebude 2-kdm priradeny inter-
val poradi (2,5), ale iba priemerné poradie 3,5). Pouzitim tejto metdédy
dostavaju pozorovania rovnaké poradia, co ovplyvni rozdelenie pravdepo-
dobnosti poradi. Je zrejmé, ze hoci sa strednd hodnota nezmeni, rozptyl
rozdelenia poradi sa zmensi. Ked pouZivame ttito metédu musime to za-
znamenat v testovej Statistike.

2. Metéda nahodnych poradi
Ked mdme n pozorovani, pricom neplati, ze Z; # Z;, pre vsetky i # j,
vznikne nam m skupin ¢isiel s rovnakou hodnotou, kde sa i-ta rozdielna

m
hodnota vyskytuje s pocetnostou 7; a plati Y 7; = n. Kazd4 skupina &isiel,
i=1
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pre ktoru plati 7; > 2 je skupinou zhodnych pozorovani.
V metdde ndhodnych poradi je jedno z [] 7;! moznych priradeni poradi vy-
i=1

braté nejakym nahodnym procesom.

Majme subor pozorovani 2,3,3,4,5,5,5,6, vidime, ze je 2!3! = 12 moznych
priradeni poradi tomuto suboru. Jedno z tychto poradi bude urcené do-
plnkovym nahodnym pokusom a sluzi ako jedinecné priradenie poradia.
Vyhodou tejto metédy oproti metdéde strednych poradi je, ze zachovava
vlastnosti testovej Statistiky tym, ze kazdé poradie sa vyskytuje s rov-
nakou pravdepodobnostou. Avsak, pridanim dodatoéného prvku nahody
ovplyvnime rozdelenie testovej statistiky v pripade platnosti alternativ.

3. Metdda priemernej testovej Statistiky
Ak nechceme zvolit §pecificky stibor poradi ako v predchidzajicich me-
todach, je mozné vypocitat hodnotu testovej statistiky pre vSetky mozné

poradia H 7;! a pouzit ich priemer ako hodnotu findlnej testovej statistiky.

V tejto metode plati to, co v metdde strednych poradi, tj. zmensi sa nam
rozptyl testovej statistiky a stredna hodnota zostane zachovana.

Pre jednovyberovy Wilcoxonov test pouzijeme metodu strednych poradi na oSet-
renie zhodnych pozorovani. Je tiez zrejmé, Ze rozdelenie testovej statistiky nemoze
byt rovnaké ako pred pouzitim tejto metddy, avsak pokial zhodnych pozorovani
nie je privela, nemusime pouzivat Ziadne tpravy testovej Statistiky.

Kriticky obor:

Nasleduje dokaz Tvrdenia 5.

=22 T

1<i<j<n

(1.2)
1 ak Z,+ 7, > 0,
kde Tj; = { aK Zit 2y >

0 inak.

Tento zapis je ekvivaletny zapisu testovej statistiky z Definicie 4. Dokaz ekviva-
lencie zapisov si predvedieme matematickou indukciou.

Dokaz. Definiciu testovej statistiky

n

T% =Y Rl (Z).
=1
1 pre Z; >0,
kde Tiooo)(Z:) = 0 inak

oznacime ako S7.
Alternativny zapis

=22 Ty

1<i<j<n

1 ak Z;+7Z; >0,
kde T,y = {O inak ’
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oznacime ako SF.
Nech n = 2:
Méme stbor velkosti 2, s prvkami X, X5 a im prislusnymi rozdielmi Z;, Z,.

Xi—mg>0 & Xo—my >0 = Sr, =3 = Sk,
Xi—mp<0 & Xo—mg <0 = St = 0= Sk,
Xi—mg >0 & Xo—mg <0 & 7 < Zy = St =Sgr =1,
Xi—my >0 & Xo—mp <0 & Z1 > sy = S;, = Sp=2.

Nech n — k 4 1:

Maéme stibor velkosti k+1, s prvkami X1, ..., X, X1 a im prislusnymi rozdielmi
ATRN//Sp

BUNO: Budeme predpokladat, ze |Zy1| > |Z1| > ... > | Z4|.

Ak je Z;.1 < 0 hodnoty Sp a Sk sa nezmenia. Vyplyva to z toho, ze ak je tato
hodnota zdpornd tak l(gc)(Zkt1) =0a Tjpy1 =0prei=1,...,k+1.

V opacnom pripade, ked Z,.; > 0 sa suma poradi kladnych rozdielov zvysi o
k + 1 ¢o je poradie Z;, zoradenom subore absolttnych hodnot. Mame

SEtl =S¥ 4 (k+1).

Kedze Zi11 je v absolitnej hodnote vicsie ako | Z1, ..., | Zx| tak
Z Tigr1=Fk+1
1<i<k+1

To znamend, ze celkova suma S5 sa zvysi o (k + 1).
Méme dokézané, ze S¥ = Sk ¢cize SpH = Sk, O

Ekvivalenciu tychto zapisov si tiez ukazeme na nasledujicom jednoduchom
priklade.
Majme stbor pozorovani (1,10, 14,27). Teoreticki hodnotu my predpokladdme
mg = 13. Definujeme si pomocné znacenie a = 2my

Hodnota 1 10 14 27
Xi—mo -12 -3 1 14
Poradie 3 2 1 4
Rozdiely | 1+1—-a<0 [|10+10—a<0|144+14—-a>0|27T+27—a >0
1410—a<0|10+14—a<0|144+27T—a >0
1+414—a<0]|104+27—a >0
14+427—a>0

Hodnota testovej statistiky z Definicie 4 vychdadza T+ = 1+ 4 = 5. Pocet rozdie-
lov > 0 nam déva hodnotu testovej statistiky podla (1.2.) ako T+ = 5.

Pre vSetky navzajom rozne i, j, k definujeme pravdepodobnosti
=P(Z,+ Z; > 0),
P(ZZ+ZJ >O&ZZ+Z}€>O)

(1.3)

D2
b3
D4
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Momenty premennych pre vSetky rozne ¢, 7, k, h si potom
E(T};) = p1, E(Tij) = p2,
var(Ty) = pr —pi,  var(Ty) = pa — ps,
cov(Ty, Tix) = p3 — p1p2, cov(Ty;, Tie) = pa — p3, cov(Tij, Thy) = 0.

Stredna hodnota a rozptyl linedrnej kombindcie z (1.2) s danymi momentmi st

B = np() + M <y TSI (1

var(T") = nvar(Ty) + (Z) var(T;;) + 2n(n — 1)cov(Ty;, Tix)

-1
+ Qn(n 5 )cov(Tw,T )+ (Z) cov(Ty;, Thy)

=npy(1 —p1) +n(n—1)(n—2)(ps — p3)
+ @[pxl — p2) + 4(ps — pip2)]-

(1.5)

Pravdepodobnostiam z (1.3) pridame predpoklad symetrie rozdelenia a pravdi-
vosti nulovej hypotézy. Potom mozeme odvodit

—00 —v

ps =P(Z;>0a Zi+ Z; > 0) = / / F5(00) f (0)elus o

[ 1
:/Fz(v)fz(v)dv: /:pd:p:3/8,
0 1/2
p4:P(ZZ+Z] >0a Z;+ 7, >O)

[c e ZNe elNNe o]

_2///]"2 V2 (0) f(w)du dv duw

_2//fz ) f(w)dv dw — 277@ Fr(w)dv dw
=2 ?Fz(w)fz(w)dwﬂL]O[l — Fz(w)] fz(w)dw

=2(1/2)-1+1/3=1/3.
Ked tieto vysledky dosadime do rovnic (1.4.) dostaneme vysledky z Tvrdenia 5.

—1 1 —1)1/2 1
E(T+):np1—|—n(n 5 )p2:n§+n(n 5 )1/ :”(”j )’
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var(T*) = npi(1 = p1) + n(n = 1)(n — 2)(ps — p3)
n(n —1)
+ =5 [p2(1 = p2) + 4(ps — p1p2)]
=nl/2(1 —-1/2) +n(n—1)(n —2)(1/3 — (1/2)?)
-1
+ %[1/2(1 —1/2)+4(3/8 —1/2%1/2)]
_n(n+1)2n+1)
= 51 .
Tieto novo definované premenné vyuzijeme pri vysetrovani konzistencie testu. Na
vysetrenie konzistencie testu pouzijeme Vetu 3 z kapitoly 1.1.

2T 2 —1
_ 4PN i (n P2 —1/2,
n(n+1) n+1 n+1
ak prijmeme nulovi hypotézu a
21 —0 —
var | ——— , pre n — oc.
n(n+1) P
Potom test s kritickym oborom
2T+
THeC ——1/2>k
pre n(n+1) 22k,

kde k je kritickda hodnota, je konzistentny proti alternative H,, ktori mozeme
zapisat v tvare py = P(Z; + Z; > 0) > 1/2.
Podobne mozeme vyvodit zaver, 7ze ak je TT centrovand okolo n(n + 1)/4, test
je konzistentny voéi alternative Hy v tvare ps # 1/2 s obojstrannym kritickym
oborom. Presny postup na urcenie tohoto kritického oboru preberieme z [1, str.
110].
Aby sme tento kriticky obor mohli ur¢it, musime stanovit rozdelenie T+ za plat-
nosti Hy. Strednt hodnotu a rozptyl T™ méme zo vztahu (1.1). T je pevne uréené
premennymi I ~)(Z;) v Definicii 4. Za priestor vzoriek mézeme povazovat sibor
vietkych moznych n-tic (by, bs, ..., b,) so zlozkami jedna alebo nula, ktorych je 2™.
Preto 0)
U

P(TT =t)= on (1.6)
kde u(t) je pocet moznosti, ktorymi mozeme priradit plusové alebo minusové zna-
mienko pre prvych n cisel tak, aby sa siucet kladnych ¢isiel rovnal ¢. Ku kazdému
priradeniu existuje priradenie so zamenenymi plusovymi a minusovymi znamien-
kami a T'" pre toto priradenie je

Zi(l - ](O,OO)(ZZ‘)) = w - ZiI(O,OO)(Zi)-

i=1 =1

Kazdé priradenie sa vyskytuje s rovnakou pravdepodobnostou, ¢o implikuje, Ze
nulové rozdelenie Tt je symetrické okolo strednej hodnoty n(n + 1)/4. Z toho
vyplyva, Ze len jedna polovica rozdelenia musi byt urcen4.

KedZe TT a T~ st linedrne zavislé a rozdelenie je symetrické, vieme ukézat,
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ze T a T~ st rovnako rozdelené a staci jeden stubor kritickych hodnoét aj pre
obojstrannt alternativu. To, ze st T+ a T~ rovnako rozdelené ukdzeme ako

P(T* > ¢) = PIT* - @ = e Lnf 2
nn+1) _n(n+1)
= P[T* - ST c| (1.7)
n(n+1)

= P[T* — <—d=PT < —c)=P(T >c).

5 <
Tabulky lavych kritickych hodnot st obecne stanovené pre ndhodné premenné T,

ktoré znamenaji bud T, alebo T~. Ak &slo t, splia P(T < t,) = «, kritické
obory pre test Hy : mx = mg na hladine « s

T <t, pre Hs : mx > my,
TH <t, pre Hs : mx < my,
TH < ta/2 alebo T <ty pre Hy : mx # my.

Kriticky obor (asymptoticky test):

Tabulky kritickych hodnot si uvedené v literattire spolu s prislusnymi hladinami,
na ktorych test skiimame. Vicsinou su tieto tabulky zostavené az po n < 50.
Ak potrebujeme hodnoty pre n > 50, z Centralnej limitnej vety vyplyva, ze
asymptotické rozdelenie T+ ~ N(0,1). Odvodenie tohoto tvrdenia néjdeme v [2|
str. 5]. Pouzitim momentov zo vztahu (1.1) dotaneme novd premenni

AT —n(n+1)
2+ 1)(2n+1)/3

Y — N(0,1), ked n — co.

Pre H, : mx > my, zamietame Hy, ked Y > z, (®(z,) = 1—a). T1ito aproximéciu
mozeme pouzit pre hodnoty uz od m > 15. Stcasne, ked'Ze sa opit jednd o
aproximaciu disktrétneho rozdelenia spojitym, mozeme pouzit metédu vysvetleni
v prvej kapitole tzv. “opravu pre spojitost” o 0.5.
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2. Dvojvyberovy problém

Doteraz sme sa zaoberali vyhradne jednovyberovym problémom, v nasledujticej
kapitole si vysvetlime ako postupovat v pripade, Ze potrebujeme skiimat vztah
dvoch nezévislych vyberov a vyvodit zaver o ich vzdjomnom vztahu resp. vztahu
ich distribu¢nych funkcii ¢i medianov.

2.1 Mann-Whitneyho test

Predpoklady testu:

Nech X1,...X,, a Y1, ..., Y, st nezdvislé ndhodné vybery z lubovolnych spojitych
rozdeleni s distribu¢nymi funkciami Fx a Fy.

Hypotéza a alternativa:

Nulova hypotéza bude

Zadefinujeme parameter

=P <X)= [ [ frlo)fs@avds = [ Felo)fe(oyis
Ak plati nulova hypotéza, potom
p= / Fx(z)fx(z)dz =1/2.
Po zadefinovan{ parametru p moéZeme nulovi hypotézu zapisat ako
Hy:p=1/2.
Alternativy budi mat tvary
H1 - p 7£ 1/2,
Hy:p<1/2,
H3 p > 1/2

Testova statistika:
Na konstrukciu testovej statistiky najprv musime vytvorit spojeny vyber z ndhod-
nych vyberov X1, ..., X,, a Y1, ..., Y,. Velkost tohoto nového vyberu bude n+m =

q.
Definicia 6. Testovu Statistiku Mann- Whitneyho testu definujeme ako

w=3 > I

i=1 j=1

. 1Gk}/3<X“
Y 0akY; > X,

pre vetkyi=1,..m aj=1,...,n.
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Za platnosti nulovej hypotézy ma I;; Alternativne rozdelenie s parametrom p.
7Z toho mozeme odvodit strednt hodnotu a rozptyl ako

E(I;) = E(IZZJ) =p, var(L;;) = p(1 —p).
Definujeme p; a p, ako

oo Ty Yk

:///fy(yj)fy(yk)fx(:ci)dyjdykd:ci

—00 —00 —OQ

oo T Y

+/ / / Fy (i) fr () fx () dyrdy; da;

—00 —00 —O0
oo

- / Fy (2)]* fx (2)de,
p= PG> Y002 Y) = [ 1= BP0

Teraz odvodime kovariancie pomocou p; a ps:
a)
prei#haj#k  cov(ly, In) = E(Lijln)—E(L;) E(Ing) = p*—p* = 0,
E(LjIn) = E(L;)E(In) vd aka nezavislosti Lij a Ing.
b) pre j # k
covjz(Lij, Iiw) = E(LijIng) — E(Lij) E(Ig) = E(LijIw) — p* = p1 — p°,
c) prei # h
covizn(1ij, Inj) = E(IijIn;) — E(I)E(Iny) = E(IijIn;) — p* = pa — p*.

Testova Statistika W je definovand ako linedrna kombindcia I;;, takze mozeme
odvodit aj jej stredni hodnotu a rozptyl.

EW) = Z Z E(1;;) = mnp,

i=1 j=1

var(W) = Z ZUQT([ij) + Z Z Z cov(Iij, Iix)

i=1 j=1 i=1 1<j£k<n
n
+ Z Z Z cov(1yj, In;) + Z Z Z Z cov(1j, Ink)
j=1 1<i£h<m 1<i£h<m 1<j#k<n

= mnp(1 —p) +mn(n — 1)(p1 — p*) + nm(m — 1)(p> — p°)
=mn[p —p*(¢ — 1)+ (n = Dps + (m — 1)po).
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Za platnosti nulovej hypotézy bude

mn
E(W|H0) = 77

pp=1/3 a  p=1/3
var(W|Hp) =mnp(1 — p) + mn(n — 1)(p1 — p*) + nm(m — 1)(p2 — p°)
:mn(q +1)
12 )

Pri Mann-Whitneyho teste sa moéze vyskytnitf rovnaky problém ako pri jed-
novyberovom Wilcoxonovom teste, a to problém zhodnych pozorovani. V definicii
testovej Statistiky nezohladiujeme zhodné pozorovania tj. [;; nie je definované
pre X; =Y. Ked sa vo vzorke vyskytne privela zhodnych pozorovani, musime
tito skutocnost zahrnit do vypoctu. Najcastejsi pristup spoéiva v definicii novej

testovej statistiky ako
Wr=2_2 I

i=1 j=1

kde
—1 ak Y; < X,

]i’ = O ak Y; = Xi7
Na vypocet strednej hodnoty a rozptylu testovej statistiky definujeme p™ a p~

ako
p+:P(X>Y), p-=PX<Y).

Teraz mozeme vypocitat
E(Wr) =mn(p" —p~).

Wr mé asymptoticky normované normalne rozdelenie. Ak plati nulova hypotéza,
tak p* = p~ a plati E(Wr|Hy) = 0, aj v pripade, Ze sa zhodné pozorovania
nevyskytni. Ak sa vSak objavia, ovplyvni to rozptyl testovej statistiky:.
Kriticky obor:

Kriticky obor opéf sivisi s vySetrenim konzistencie testu.

E(W/mn) = p

var(W/mn) — 0 pre m,n — oo

Z uvedenych rovnic vyplyva, ze W/mn je konzistentnym odhadom parametru p.
Konzistenciu testu vysetrime podla Vety 3, tj. test je konzistetny pre nasledujiice
alternativy s kritickymi obormi

Druh alternativy Kriticky obor

Hlp?él/2 ’W—T >k1,
Hy:p<1/2 W—%<k2,
Hs;:p>1/2 W—%>k3,
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kde k1, ko a k3 sa kritické hodnoty.
Na urcenie presnych kritickych oborov testu pouzijeme rozdelenie pravdepodob-
nosti testovej statistiky W. Pri spojenom subore pozostavajucom z m X-ov a
n Y-ov mame (m;") moznosti usporiadania ndhodnych premennych. Ked plati
nulova hypotéza kazda z tychto moznosti sa vyskytuje s rovnakou pravdepodob-
nostou, ¢ize
Smn (W)

(")
kde s, ,(w) je pocet usporiadani m X a n Y, takych, ze v kazdom usporiadani
Y predbehne X presne w-krat. Za platnosti nulovej hypotézy je rozdelenie prav-
depodobnosti symetrické okolo strednej hodnoty mn/2. Z toho vyplyva, ze plati

o2 -0)-of - (3] (-2 )

Vdaka tejto symetrickej vlastnosti staci njst len spodné chvosty kritickych hodnot,
¢i uz pre jedno- alebo obojstranny test. Definujeme ndhodni premennu W’ ako

W=y (1-1Iy),

i=1 j=1

PW =w)=

ktora symbolizuje udava kolkokrat X predbehne Y v spojenom stbore.
Kritické obory pre hladinu « priamo suvisiace s konzistenciou testu si

Alternativa Kriticky obor
Hy:p#1)/2 W < cq/2 alebo W/Sca/g,
Hy:p<1/2 W < c,,

Hs:p>1/2 W' < e,.

Hodnoty ¢, mozeme uréit jednoduchym sposobom pre hocijaké m a n. Postupuje-
me vymenovanim moznosti usporiadania spojeného suboru od w = 0 po oz(m;").

Ukazeme jednoduchy priklad na vypocet kritickych hodnot pre m =3 an = 4.

m-+n
( ) ~ 3
m
Cast tabulky hodn6t so zoradenymi X a Y, prislusnymi hodnotami w a pravde-
podobnostami:

Poradie w Pravdepodobnost

XXXYYYY | 0 | P(W <0)=1/35=0.028
XXYXYYY | 1 | P(W <1)=2/35=0.057
XYXXYYY | 2

Z tabulky vyplyva, Ze kriticka hodnota na hladine 0.05 bude ¢, = 0.

Pre malé hodnoty w je jednoduché vypocitat kriticki hodnotu, avSak so zvic-
Sujticou sa velkostou stboru sa zvysuje riziko prehliadnutia niektorych poradi a
tym sa znizuje kvalita vypoctu. Preto pre velké stibory mozeme pouzit rekurzivny
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vztah, ktory vypocet zjednodusi. Tento rekurzivny vztah odvodime jednoduchou
uvahou z [I], str. 144].

Majme postupnost X-ov a Y-ov velkosti m + n — 1, ktord vznikla priddvanim
zloziek na pravi stranu postupnosti. Ked chceme vytvorit postupnost velkosti
m + n je nutné doplnit stédvajicu postupnost o jeden prvok bud X alebo Y. Ak
postupnost m-+n—1 pozostiava z m X-ovan—1 Y-ov, potom nové pismeno musi
byt nutne Y. Ked vsak priddme Y na pravii stranu postupnosti pocet kolkokrat
Y predbehne X zostane nezmeneny.

Opacne ak je priddavané pismeno X, v povodnej postupnosti bolo m —1 X-ovan
Y-ov, vietky Y predbehnii toto nové X. Ked'ze je ich tam n tak w narastie o n.

Tieto dve moznosti st vzajomne zdmenné. Vyuzijeme vztah P(W = w) = SE",,;’LSLHS)

m

a rekurzivny vztah mozeme zapisat ako
5m,n<w) = Sm,n71<w) + Smfl,n(w - n)7

P<W = w) = pm,n<w> = Smmil(w) + Sm717"<w — n)

(")

m

o Sma-1(w) m  Sm_1n(w —n)
mn (M) mean (M)

alebo
(m + n)pm,n(w) = npm,n—l(w) + mpm—l,n (w - n)
Uvedena rekurzivna formula plati pre vsetky w = 0,...,mn a pre vsetky priro-

dzené cisla m,n, ak st definované pociatocné a medzné podmienky pre vsetky
1=1,..maj=1,...,n

sij(w) =0, pre vsetky w < 0,
si0(0) =1, 504(0) =1,

sio(w) =0, pre vsetky w # 0,
sp.4(w) =0, pre vsetky w # 0.

Kriticky obor(asymptoticky test):

Pre malé hodnoty m,n su v literatire prilozené hodnoty kritickych hodnot. Pri

velkych hodnotdch mozeme pouZif asymptotické rozdelenie pravdepodobnosti.
W —mn/2

V= ~ N(0,1),ked m,n — oo.
mn(q+1)/12

Aby sme mohli prist k tomuto zdveru, najprv sme museli odvodit stredntt hodnotu
a rozptyl W, s podmienkou platnosti nulovej hypotézy.

mnfg +1)

mn
E(W|H,) = - var(E|Hy) = D

Opit aproximujeme diskrétne rozdelenie spojitym a preto je vhodné ratat s “opra-
vou pre spojitost” velkosti 0.5.
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2.2 Poradova statistika a dvojvyberovy problém

2.2.1 Poradova statistika

V predchédzajicej kapitole sme si predstavili Mann-Whitneyho test, v ktorom
berieme dva nahodné vybery a zoradime ich do spojeného suboru, ktory potom
vyuzijeme pri konstrukcii testovej statistiky. Dvojvyberové testy, ktorych vybery
spojime do jedného zoradeného stiboru, a ktorych poradia v tomto stibore budeme
vyuzivat pri konstrukeii testovej Statistiky, patria do skupiny testov zaloZenych
na poradovej Statistike. Priblizime si vSeobecné charakteristiky platiace pre tito
skupinu testov.

Vseobecné predpoklady:

Nech Xy, ..., X,, a Y7, ..., Y, st dva nezavislé nahodné vybery zo spojitych rozde-
leni s distribuénymi funkciami Fly, Fy.

Nulova hypotéza ma tvar

Hy: Fy(z) = Fx(z), pre vsetky x.

Vytvorime si spojeny subor n + m = ¢ pozorovani s nezndmou distribuc¢nou
funkciou, v ktorom mozeme jednotlivym pozorovaniam priradif poradia 1, ...,q.
Poradie ndhodnej premennej si mozeme definovat aj ako funkciu, v ktorej definicii
nepredpokladdme zhodné pozorovania.

Ryy (z;) = Z I(x; — x;) + Z I(z; — y;),
Rxy(y;) = ZI(yi - %‘) + Zf(yi — yj),

kde

1lakwv >0,
I(v) =
0ak v <0.

Pre pracu s datami je jednoduchsie tento spojeny stibor zoradif a priradit mu
vektor ukazatelov. Nech
Z — (Zh ZQ, ceey Zq),

kde Z; je indikator, taky, ze Z; = 1, ked i-ta ndhodné premenns v zoradenom
kombinovanom stibore je X a Z; =0 ak je to Y.

Definicia 7. Testovi Statistiku pre lubovolny test patriaci do skupiny testov za-
loZengjch na poradovej statistike definujeme ako

q
Tq<Z) = Z CLZ'ZZ‘,
i=1

Z = (Zy,..Zy) a a; si dané cisla.

Ked méame zadefinovani testovi statistiku, moézeme odvodit niekolko vzorcov.
Za platnosti nulovej hypotézy Hy : F'x(x) = Fy(x) pre vSetky x a vSetky i = 1...q
plati

21



m mn —mn
E(Z)=—, var(Z;) = —, cov(Z;, 4 ,
(Z:) . (Z3) 7 ( ) 2= 1)
Dokaz
m/q ak z; = 1,
fz.(zi) =< n/qgak z,=0 prei=1,...,q,
0 inak

Z; ma alternativne rozdelenie so strednou hodnotou a rozptylom
E(Z)=m/q  wvar(Z;) =mn/q.

Zdruzené momenty budi mat tvar, pre i # j

Z toho vyplyva, ze

m(m—1) m —mn

cov(Zi, Z) = alg—1) ‘¢’ Plg-1)

i=1

var(T,) = % {q qu a2 — (3 ai)Q].

=)

1= =1

Dokaz.
“a,
E(T,) =m —
im1 1
var( Z a;var(Z;) + Z Z a;a;cov(Z;, Z;)
i#]

2
- mnzai mnzzi#aiaj

=1
q> a*(q — 1)

e OSCED WL By oIty

i#j

i=1 i=1
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2.2.2 Dvojvyberovy Wilcoxonov test

Dvojvyberovy Wilcoxonov test zaradujeme medzi zdkladnych predstavitelov tes-
tov zalozenych na poradovej Statistike.

Predpoklady testu:

Nech X1, ..., X,, a Y7, ..., Y, st dva nezavislé nahodné vybery zo spojitych rozde-
leni s distribuénymi funkciami Fly, Fy.

(V dvojvyberovom Wilcoxonovom teste sa mozeme obmedzit na mens{ model, v
ktorom budu Fyx a Fy spliiovat Fy(z) = Fx(z — 6), pre vietky x a § = 0 za
platnosti nulovej hypotézy.)

Hypotéza a alternativa:

Nulovi hypotézu mozeme formulovat ako

Po vytvoreni zoradeného spojeného stboruz X, ..., X,, a Y1, ..., Y,,, kde ¢ = m+n,
mozeme formulovat alternativy. Ked bude suma poradi X v spojenom siibore
velmi velké, zodpovedd to alternative

Hy,: P(X;>Y;)>1/2.

V opa¢énom pripade, ak bude suma poradi X mald, mame
H;:P(X;>Y;) <1/2.

Nakoniec, ked je suma poradi X bud velk4, alebo mald, plati alternativa

Testova Statistika:

Definicia 8. Testovu statistiku dvojvyberového Wilcoxonovho testu definujeme

ako .
Vo=) iZ;
i=1

kde Z; je indikdtor, taky, Ze Z; = 1, ked i-ta ndhodnd premennd v kombinovanom
subore je X a Z; =0 ak je to Y.

Stredntt hodnotu a rozptyl testovej statistiky odvodime podla rovnice (2.2)

1 1
E(yq):m(q+ ). w,{,%):mn(q+ )
2 12
‘ oo LSy m(m+1) . d . m(2g—m+1)
Hodnota W, ma minimum v )i = =%~ amaximum v ) 1= =",
=1 i=q—m+1

Tvrdenie 9. Nech T,(Z) je definovand ako v Definicii 7. Potom rozdelenie tes-
q

tovej Statistiky T,(Z) je symetrické okolo strednej hodnoty pp = m ) %, ked a;
i=1

spliiugi vztah a; + ay—i11 = ¢, kde c je konstaniné, pre i =1, ...,q.
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V nasom pripade sa a; = ¢, prei =1,...,qaa;+a;iy1 =qg+1prei=1,..,¢
takze testova Statistika je symetrickd okolo strednej hodnoty.
Rozdelenie testovej statistiky mozeme odvodit klasickym vypoctom alebo pouzitim
nasledovného rekurzivneho vztahu, v ktorom sy, (k) predstavuje pocet poradi X
a Y, v ktorych sa stucet X-ovych poradi rovna k.

Smn = Sm—l,n(k - Q) + Sm,n—l(k)

a
Sm— ,n k —q +Sm,n7 k
Foo () = prn () = Sm=tn (mln) k)
alebo

(m + n)pm,n<k) = mpmfl,na{; - Q) + npm,n71<k)-

Ukazeme priklad na klasicky vypocet pre m = 2 a n = 3. V tomto pripade mame
(m:") = (g) = 10 moznosti ako moze byt upriadany vektor nil a jedniciek Z.
Hodnota testovej statistiky Vs sa bude pohybovat medzi 3 a 9, symetricky okolo

6.

Hodnota | Poradia X | Frekvencia | Pravdepodobnost
3 1,2 1 1/10
4 1,3 1 1/10
5 1,4;2.3 2 1/5
6 1,5;2.4 2 1/5
7 2,5;3.4 2 1/5
8 3,5 1 1/10
9 4.5 1 1/10

Takisto pre rekurzivny vypocet
8273(6) =2= 8173(1) -+ 8272(6) =1 + 1,

z toho vyplyva, ze
Fal0) = (55 = 15
3

Pri tomto neparametrickom teste sa zase objavuje problém zhodnych pozorovani.
Na jeho vyrieSenie pouzijeme metdédu strednych poradi vysvetlent v kapitole 1.2.

Dvojvyberovy Wilcoxonov test je v podstate Mann-Whitneyho testom z pred-
chddzajiicej kapitoly, vdaka linedrnej zdvislosti medzi testovymi Statistikami. Z
tohoto dovodu ma Wilcoxonov test vsetky vlastnosti Mann-Whitneyho testu
vratane konzistencie.
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Zaver

Tato bakalarska praca bola zamerana na zakladnu tedriu neparametrickych tes-
tov. V prvej kapitole som rozviedla teériu jednovyberového problému na znamien-
kovom a Wilcoxonovom teste. Zamerala som sa na problém zhodnych pozorovani
a vySetrovanie konzistencie testu, ¢o som potom aplikovala na dané testy. Na
znamienkovom teste som tiez predviedla silu testu, jej zavislost na testovanom
parametri a tiez postup nazyvany ako “oprava pre spojitost” pri aproximdcii tes-
tovej Statistiky pre velké sibory dat.

Druhd kapitola predstavila dvojvyberové testy, Specidlne Mann-Whitneyho
a dvojvyberovy Wilcoxonov test. Pri Wilcoxonovom teste som ukéazala zakladné
charakteristiky platiace pre testy zalozené na poradovej statistike a koniec kapito-
ly bol venovany konstatovaniu vztahu medzi Wilcoxonovym a Mann-Whitneyho
testom. Pri Mann-Whitneyho teste som navyse predviedla postup v pripade
vyskytu zhodnych pozorovani a rekurzivny vztah na odvodenie kritickych hodnot
pre subory vécsieho rozsahu.

Téma tejto bakaldrskej prace bola velmi zaujimava, pretoze pomaha pocho-
pit tedriu neparametrickych testov od konstrukcie testovych statistik cez kritické
obory az po aproximaciu testovych statistik. Zakladné tvrdenia dopfﬁa dokazmi
a jednoduchymi odvodeniami, pricom nechybaju jednoduché priklady na pocho-
penie problémov.

25



Zoznam pouzitej literatury

1]

2]

GIBBONS, J. D. Nonparametric statistical inference. Marcel Dekker, INC.,
1985. ISBN 0-8247-7327-6.

LEAMANN, E. L. Nonparametrics-Statistical methods based on ranks. Holden-
Day, 1975. ISBN 0-8162-4996-6.

HuSkovA, M., DUPAC, V. Pravdépodobnost a matematickd statistika. Ka-
rolinum, 2009. ISBN 978-80-246-0009-3.

ANDEL, J. Statistické metody. matfyzpress, 2007. ISBN 80-7378-003-8.

FRASER, D.A.S. Nonparametric methods in Statistics. John Wiley and
Sons,Inc. , 1957.

26



	Úvod
	Jednovýberový problém
	Znamienkový test
	Wilcoxonov test

	Dvojvýberový problém
	Mann-Whitneyho test
	Poradová štatistika a dvojvýberový problém
	Poradová štatistika
	Dvojvýberový Wilcoxonov test


	Záver
	Zoznam použitej literatúry

