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1. Uvod

Generovani graft je velmi zajimava partie informatiky a diskrétni matematiky.
V praxi se vyuziva napiiklad pfi testovani algoritmi nebo pro generovani objektt
s danym pravdépodobnostnim rozlozenim pro potieby pravdépodobnostnich algo-
ritmi. Dalsi uziti 1ze nalézt v teoretické oblasti, naptiklad pii dokazovani matema-
tickou indukci, kdy vychézime z toho, Ze zkoumana vlastnost se pouzitim operaci
(napt. dekontrakei) zachova, ¢i pii testovani hypotéz na malych grafech.

Je zndmo mnoho metod pro generovani grafii v zavislosti na t¥idé grafi, jejich
pozadované velikosti a pravdépodobnostnim rozdéleni. Tyto metody muzeme roz-
délit na globalni, kde graf sestavujeme vhodnym sklddanim jeho ¢asti, a lokalni,
kdy graf postupné vytvarime zménami omezené velikosti. Pfikladem globalni me-
tody je generovani regularnich grafi skladanim ndhodné zvolenych parovani ([1],
2], [3] a [4]).

Nas budou vice zajimat lokalni metody, kdy graf generujeme z néjaké mno-
ziny zékladnich (ireducibilnich) grafii pomoci jedné ¢i nékolika lokalnich operaci.
Konkrétné se budeme zabyvat pripadem grafii nakreslenych na plochach. Napfti-
klad vSechny rovinné 3-souvislé triangulace lze vygenerovat z K, dekontrakcemi
hran, jak plyne z Tutteho véty [5] o kontrahovatelnych hranach v 3-souvislych
grafech.

Kotzig 6] ukazal, Ze vnittkové 4-souvislé triangulace obdobné jdou vygene-
rovat z osmisténu. Manca [9] a Lehel [10] se zabyvali generovanim v8ech rovinnych
4-regularnich grafu. Dokazali, Ze vSechny 4-regularni rovinné grafy lze vygene-
rovat z osmisténu pouzitim pravé ctyf operaci. Broersma, Duijvestijn a Gdbel
v [12] dokazali, Ze lze vygenerovat vSechny rovinné 3-souvislé 4-regularni grafy
z osmisténu s pomoci ti{ operaci. Barnette v ¢lanku [11| dokazuje, Ze je mozné
vygenerovat v8echny grafy ze specidlnich podtiid 4 a 5-souvislych grafi z jednoho
pocatecniho grafu aplikovanim 2 (resp. 3) operaci. Aktualné nejrychlejsi generéator
neizomorfnich grafii mnoha riznych t¥id rovinnych grafa plantri od Brinkmanna
a McKaye [8| také pouziva tyto metody.

V této praci se budeme zabyvat zobecnénimi téchto vysledkii na plochy riiz-
ného rodu. Zasadni ¢asti téchto zobecnéni byva nalezeni seznamu ireducibilnich
grafti, ¢i alespon omezeni jejich poctu ¢i jejich velikosti. Po zavedeni zakladnich
pojmi a znaceni v kapitole 2 uvedeme pfehled znamych vysledkt o ireducibil-
nich triangulacich a kvadrangulacich ploch, zejména pak nizkého rodu (rovina,
projektivni rovina, Kleinova lahev, torus).

Lawrencenko |7] navrhl algoritmus pro nalezeni ireducibilnich triangulaci toru
a jeho implementaci nalezl seznam 21 téchto triangulaci.

V kapitole 4 dokdZeme tento vysledek bez pouziti vypocetni techniky.






2. Definice pojmii a znaceni

Zavedeme si definice podobné jako v knize B. Bollobase [13].

2.1 Plochy

Plocha ¥ je kompaktni 2-dimenzionalni varieta bez hranice. Plochy se déli na
dva typy: orientovatelné a neorientovatelné. Orientovatelna plocha vznika tak, ze
ke sféfe (Sp) prilepime p usi. Tyto plochy zna¢ime S,. Naopak neorientovatelné
plochy lze vytvorit prilepenim ¢ kiizitek na sféru, znacime je N,. Eulertav rod plo-
chy nabyva hodnot 2p pro orientovatelné plochy a ¢ pro neorientovatelné plochy.
Euleriv rod plochy ¥ znacime g(X).

Plocha S; je torus, Vi je projektivni rovina a Ny je Kleinova ldhev. Na ob-
razku 2.1 je nakreslen torus, projektivni rovina a Kleinova ldhev v mnohothelni-
kové reprezentaci. Ptislusné plocha vznikne tak, Ze ztotoznime hrany se stejnym
pismenem ve sméru Sipky, ktera se nachézi na této hrané.

Graf je nakreslitelny na plochu, pokud existuje nakresleni na tuto plochu
takové, ze se zddné dvé hrany nekiizi.

Eulertiv rod grafu definujeme jako minimum z Eulerovych rodu ploch, na které
je dany graf nakreslitelny.

Budeme také pouzivat Eulerovu formuli ve tvaru |E(G)| < |V(G)| + |F(G)| —
2 + g. Rovnost nastava, pokud kazda sténa grafu je homeomorfni otevienému
disku.

Cyklus C' v grafu nakresleném na plose ¥ je kontrahovatelny, kdyz existuje
disk A C ¥ s hranici C'. Neni-li cyklus kontrahovatelny, pak fikdme, Ze je nekon-
trahovatelny.

Triangulaci uzaviené plochy budeme rozumét takovy graf, jehoz vSechny stény
jsou trojihelniky.

Kvadrangulace uzaviené plochy je takovy graf, jehoz stény jsou ¢tyruhelniky.

2.2 Kontrahovatelnost hran

Pokud nebude uvedeno jinak, predpokladédme, Ze graf neobsahuje smycky a na-
sobné hrany.

Kontrakci hrany e (Obrazek 2.2) v grafu G provedeme tak, Ze tuto hranu
odejmeme, vrcholy, které spojovala ztotoznime a vicenasobné hrany (které maji
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Obrazek 2.1: Torus Sy, projektivni rovina N; a Kleinova lahev Ns.



totozné koncové vrcholy) nahradime hranami jednoduchymi. Hrana e je v trian-
gulaci kontrahovatelnd, pokud lezi na pravé dvou cyklech délky 3. Tyto dva cykly
jsou stény, proto odstranénim nasobnych hran pii kontrakci nevzniknou stény
velikosti vétsi nez 3 a vysledny graf je triangulace. Lezi-li hrana e na tfech a vice
cyklech délky tii, pak je nekontrahovatelnad.

Triangulaci nazveme ireducibilni, pokud nema zadnou kontrahovatelnou hranu.

Kazdou triangulaci 1ze vygenerovat z ireducibilnich triangulaci dekontrakcemi
hran. Tento poznatek se vyuziva pii generovani triangulaci v praxi, které se vyuzi-
vaji napf. pfi testovani algoritmu. Pti dikazech matematickou indukei se vyuziva
poznatku, Ze plati-li tvrzeni pro ireducibilni triangulace dané plochy a je-li toto
tvrzeni zachovavano dekontrakcemi, pak plati pro libovolnou triangulaci dané
plochy.

Obrazek 2.2: Kontrakce hrany e.

Necht f je sténa v grafu G' s hrani¢nim cyklem abcd. Sténovd kontrakce fpq
je znazornéna na obrazku 2.3. Nicméné, pokud b a d jsou sousedni vrcholy nebo
maji spole¢ného souseda s # a, ¢, pak sténova kontrakce f, 4 vytvoil smycky nebo
nasobné hrany. Pokud sténova kontrakce porusi jednoduchost grafu GG, pak tuto
upravu neaplikujeme. Pokud miizeme aplikovat sténovou kontrakei f; 4, pak fek-
neme, ze f je kontrahovatelnd v {b,d}. Existuji az dva zpusoby, jak lze danou
sténu kontrahovat, protoze sténa ma dvé dvojice protilehlych vrcholt. Kvadran-
gulace je ireducibilni, pokud nemé zadnou kontrahovatelnou sténu.

a
a
b — b=d
c
&

Obrazek 2.3: Kontrakce stény f.



3. Ireducibilni grafy

3.1 Triangulace ploch

Nez zacneme hovorfit o jednotlivych plochéch, je dobré si uvédomit vlastnosti,
které maji vSechny spole¢né.

Richmond, Gao a Thomassen|17] dokazali nasledujici vétu, z které plyne exis-
tence kone¢né mnoha ireducibilnich triangulaci dané plochy.

Véta 1. Necht graf G md n vrcholi a kaZdd hrana leZi na alesporni trech trojuhel-
1
nicich. Pak g(G) > ni/12 — 3/2.

Disledek 1. Existuje konecné mnoho ireducibilnich triangulaci kaZdé plochy.

Diikaz. Existuje pravé jedna ireducibilni triangulace sféry Sy [21]. Totou triangu-
laci je K4 (aplny graf na 4 vrcholech). Pro jiné plochy, necht T je ireducibilni tri-
angulace plochy X, pak plati g(T') < g(X) a zaroven kazda hrana T lezi na alespon
tiech trojeyklech. Pouzijeme-li Vétu &.1, dostavame g(X) > |V(T)|1/12 — 3/2.
TudiZ kazd4 triangulace plochy ¥ ma O(g*(X)) vrcholii, a proto jich existuje
pouze kone¢né mnoho. [l

Nakamoto a Ota [16] zlepsili tento odhad na linearni.

Véta 2 (Nakamoto a Ota [16]|). Necht G je ireducibilni triangulace uzaviené
plochy rodu g > 1. Pak |V (G)] < 171g — 72.

Joret a Wood v roce 2010 vydali ¢lanek [18], ve kterém zmensili konstanty
v odhadu na maximalni pocet vrcholi ireducibilni triangulace:

Véta 3 (Joret a Wood [18]). Kazdd ireducibilni triangulace plochy rodu g > 1
md nejvyse 25g — 12 vrcholi.

Dale se postupné podivame na ireducibilni triangulace ploch malého rodu.

3.1.1 Rovina

E. Steinitz [21] dokézal, Ze existuje jedina ireducibilni triangulace roviny. Touto
triangulaci je K. Pro uplnost si tuto vétu (véta 5) dokazme. Vyjdeme pritom
z nésledujicich znadmych tvrzeni.

Pozorovani 1. KaZdd triangulace roviny bez ndsobniyjch hran je vrcholove 3-
souwisld.

Véta 4 (Tutte [5]). Necht G je 3-souvisly graf rizny od Ky. Pak v tomto grafu
existuje hrana e, po jejiz kontrakci zustane graf 3-souvisly.

Véta 5. FErxistuje prdve jedna ireducibilni triangulace roviny a tou je Kjy.

Diikaz. Staci ukazat, ze kdyz je G rovinna triangulace rizna od Ky, pak G ob-
sahuje hranu e lezici pouze ve dvou trojihelnicich. Podle véty 4 zvolme e tak,
aby po jeji kontrakci zistal G 3-souvisly. Pro spor predpoklddejme, ze e nélezi
tfem trojuhelniktim, ilustrovdno na obrazku 3.1. Necht w je novy vrchol vznikly
kontrakei hrany e, pak {v,w} je fez oddélujici vs a vs v grafu G/e. To je spor,
jelikoz G /e je 3-souvisly.

O
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Obréazek 3.1: Kontrakce hrany e.

3.1.2 Projektivni rovina

Barnette [22] dokazal, Ze existuji pravé dvé ireducibilni triangulace projektivni
roviny.

Véta 6. Existuji prave dvé ireducibilni triangulace projektioni roviny. Jednou
z nich je Kg (iplny graf na 6 vrcholech) a druhou triangulace se 7 vrcholy (obrdzek

Obréazek 3.2: Ireducibilni triangulace projektivni roviny.

3.1.3 Kleinova lahev

Lawrencenko a Negami [23] charakterizovali ireducibilni triangulace Kleinovy
lahve. Ukazali, Ze tyto triangulace lze rozdélit na dva typy: kfizitkovy (crosscap)
a uchovy (handle).

Triangulace Kleinovy lahve je kriZitkového typu, obsahuje-li nekontrahovatelny
separujici trojuhelnik. Ireducibilni triangulace kfizitkového typu vzniknou tak, Ze
si vezmeme dvé ireducibilni triangulace projektivni roviny, z kazdé z nich odebe-
reme jednu trojihelnikovou sténu, spojime je dohromady podél hranic odebira-
nych stén a ztotoznime prislusné dvojice protilehlych hran na hranici. Cely proces
je ilustrovan na obrazku 3.3, kde spojujeme dvé Kg, které jsou nakreslitelné na
projektivni rovinu.

Triangulace Kleinovy lahve je uchového typu, pokud obsahuje dvoustranny
neseparujici trojihelnik. Lawrencenko a Negami ukazali, Ze existuje prave 21 ire-
ducibilnich triangulaci Kleinovy ldhve uchového typu az na homeomorfismus. Su-
lanke [24] ale objevil, Ze ireducibilnich triangulaci uchového typu neni 21, jak
tvrdili Lawrencenko s Negamim, ale dokonce 25.



Obrazek 3.3: Tvorba grafu vnofitelného do Kleinovy lahve ze dvou K.

Véta 7 (Lawrencenko, Negami [23], Sulanke). FEzistuje pravé 29 ireducibilnich
triangulaci triangulaci Kleinovy ldhve aZ na homeomorfismus.

3.1.4 Torus

V roce 1984 S. Lawrencenko ve své diplomové praci [7| popsal algoritmus, kterym
lze vygenerovat vSechny ireducibilni triangulace toru a uvadi seznam 21 ireduci-
bilnich triangulaci, které ziskal jeho pouzitim.

Véta 8 (Lawrencenko [7]). Ezistuje prdavé 21 ireducibilnich triangulaci toru aZ
na homeomorfismus.

V kapitole 4 toto tvrzeni dokdZeme bez pouziti vypocetni techniky.

3.2 Kvadrangulace ploch

Opét je znamo, ze existuje konec¢né mnoho ireducibilnich kvadrangulaci. Nakamo-
to a Ota dokazali v ¢lanku [16], Ze i ireducibilni kvadrangulace maji omezeny pocet
vrcholi.

Véta 9 (Nakamoto a Ota [16]). Necht G je ireducibilni kvadrangulace uzaviené
plochy rodu g > 1. Pak |V (G)] < 1869 — 64.

3.2.1 Rovina

Jedinou ireducibilni kvadrangulaci roviny je cyklus délky 4.

3.2.2 Projektivni rovina

V ¢lanku [25] Nakamoto dokazuje, Ze existuji pravé dvé ireducibilni kvadrangulace
projektivni roviny: K34 a Kj.

3.2.3 Kleinova lahev

Nakamoto [26] dokazal, Ze existuje pravé 10 ireducibilnich kvadrangulaci Kleinovy
lahve az na homeomorfismus.

3.2.4 Torus

Nakamoto [27] se zabyval i ireducibilnimi kvadrangulacemi toru a dokéazal, Ze jich
existuje pravé 8 az na homeomorfismus.
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4. Ireducibilni triangulace toru

Cilem této kapitoly je nalézt vSechny ireducibilni triangulace toru. Zac¢néme né-
kolika lemmaty.

Lemma 1. Jestlize G je ireducibilni triangulace toru X3, pak G neobsahuje sepa-
rujict trojuhelnik.

Dikaz. Piedstavme si, ze v grafu G existuje separujici trojihelnik 7. Necht A C
Y je disk s hranici T'. Uvédomme si, Ze A je jednozna¢né urcen. Disk A budeme
oznacovat jako wvnitiek trojihelniku 7. Vyberme si separujici trojuhelnik 7' v G
s nejmensim moznym vnitikem.

Jelikoz T je separujici, ve vnitiku 7' lezi hrana e ¢ E(T). Jelikoz G je ire-
ducibilni triangulace, hrana e musi lezet v separujicim nebo nekontrahovatelném
trojihelniku. Nicméné kazdy trojihelnik obsahujici e musi byt ve vnittku 7', tedy
je kontrahovatelny a diky minimalité 7" neni separujici. To je spor.

O

Disledek 2. Graf G je ireducibilni triangulace toru < kaZdd hrana G leZi na
nekotrahovatelném trojuhelniku.

Disledek 3. Minimadlni stupen vrcholu v ireducibilni triangulaci toru je 4.
Nésledujici tvrzeni plyne z Eulerovy formule.
Pozorovani 2. Primérny stupen vrcholi triangulace toru je 6.

Disledek 4. Necht G je ireducibilni triangulace. Potom G obsahuje alesponi jeden
vrchol stupné 4 nebo 5 nebo vsechny jeho vrcholy jsou stupné 6.

P1i hledani mnoziny ireducibilnich triangulaci se zamérime postupné na grafy
obsahujici vrchol stupné 4 a 5. Nakonec se podivame, zda miize existovat trian-
gulace se vSemi vrcholy stupné 6.

4.1 Grafy obsahujici vrchol stupné 4

Uvazujme ireducibilni triangulaci toru GG obsahujici vrchol v stupné 4. Necht v je
vrchol stupné 4. Hrany vychazejici z tohoto vrcholu, musi lezet na nekontraho-
vatelnych trojuhelnicich. Vrcholy spojené s v hranou nazveme po fadé A, B, C'
a D. Stény incidentni s vrcholem v jsou tedy ABv, BCv, CDv a DAv. Nekon-
trahovatelny trojihelnik obsahujici hranu Av je nutné AvC a obdobné hrana Bv
lezi na nekontrahovatelném trojihelniku BvD. Dostavame tedy nakresleni K5 na
torus jako na obréazku 4.1.

Toto nakresleni ma jedinou netrojtuhelnikovou sténu f = ABDACDBC délky
8. Zbyva tedy urcit ¢ast G nakreslenou uvniti této stény. Kazdy z vrcholt se na
sténé f vyskytuje dvakrat, tyto vyskyty budeme odlisovat indexy 1 a 2. Je-li
uvnitt stény f nakreslena hrana e, kterd neni incidentni s zddnym z vrcholi A,
B, C, D, pak nekontrahovatelny trojihelnik prochéazejici e musi obsahovat oba
vyskyty né&jakého vrcholu X € {A, B,C, D}. V této situaci budeme fikat, Ze e je
vnitrnd hrana a X se o ni stard.

11
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Obrazek 4.1: Ks.

4.1.1 Sestitthelnik

Uvazujme nyni pfipad, ze G obsahuje dvé disjunktni vnitfni hrany, o které se
stara stejny vnitini vrchol.

Lemma 2. Necht G obsahuje dvé disjunktni hrany vive a vsvy, o které se stard
stejny vrchol, bez ujmy na obecnosti D. Pak wvniti Sestiihelniku Dyvyv3 Dovivg
nemiuze existovat Zdadny vrchol.

Diikaz. Predstavme si, Ze uvniti Sestithelniku Djvsv3Dovivs existuje vrchol w
(obrazek 4.2(a)). Bez tjmy na obecnosti je w soused v;. Hrana vyw lezi na ne-
kontrahovatelném trojuhelniku DoviwD;. Protoze G nemé nasobné hrany, w neni
spojen s Dy a v1 nesousedi s D;. Proto w ma souseda z uvniti 4-cyklu vywD;vy (2
mize byt rovno vs). Pak ale hrana wz nelezi na nekontrahovatelném trojuhelniku,
cOZ je spor.

]

Obrazek 4.2: Vrchol w uvnitt Sestitthelniku Divsv3Dovivo a mozné vytriangulo-
vani Sestithelniku Djv4v3D5v109.

Uvazujme nyni Sestithelnik Djv v3D5v109, kde v1v9 a v3v4 jsou vnitini hrany.

Protoze uvnitt toho Sestihelniku neexistuje zadny vrchol, musi byt vytrian-
gulovan pouze pridavanim hran.

Nemohou existovat hrany Dyvs, Dovy (resp. Dyvy, Dyvs), nebot bychom dostali
nasobné hrany. Z toho vyplyva, Ze musi existovat hrany vi;vs a vyvs. Posledni
hrana bude bud v;v4 nebo vyvs. Budeme uvazovat, ze graf obsahuje hranu vyvs
(na obrazku 4.2(b)), druhy pfipad je izomorfni.

Vyuzijeme-li podobny argument jako v lemmatu 2, pak ziskdme, ze uvnitr
Sestitthelniku D A>CsDov3vs neexistuje zadny dalsi vrchol. Vrcholy vz, Dy a vy,
D, nemohou byt spojeny hranou, tudiz musi existovat hrana v3Cs a v4Ay. Vytri-
angulovani ¢tyiuhelniku Cs Asvvs zatim odlozime.

12



Jediny mozny nekontrahovatelny trojuhelnik obsahujici Asvy je AsvivsA;.
O hranu vyv3 se stard bud A nebo C. Je-li v1A; hrana, pak jediny nekontrahova-
telny trojihelnik obsahujici hranu Chyvs, je Cyvzv1Ch. Proto i v tomto pripadé je
vy spojeno s C7 a v;Cy, v A; jsou hrany.

Necht existuje vrchol wy uvniti stény Dyv,ChBs. Bez tjmy na obecnosti mi-
zeme predpokladat, ze wy je soused v1. O hranu wyv; se ale nikdo nemuze starat,
coz je spor. Proto uvnitt stény Dov,Cy By neexistuje zadny vrchol. Obdobné ne-
existuje zadny vrchol uvnitt stén Ay By Divy a Ajvev,Ch.

Mezi vrcholy C' a D uz existuje hrana, tudiz nemiize existovat hrana C;D-,
protoze bychom méli nasobnou hranu. Totéz plati pro vrcholy A a D. Musi tedy
existovat hrany Byv; a veBy.

Zbyva vyresit, jak bude vypadat vytriangulovani ¢tyiahelnika A,vov;Ch a
CsAsvavs. Existuji dohromady 4 varianty. Zde stoji za zminku moznost, kdy v, A,
a Covy jsou hrany. Tyto hrany lezi na nekontrahovatelnych trojihelnicich, jejichz
jedna hrana je zaroven stranou osmithelniku A, By Dy A3CyDsByCy. Na obrazku
4.3 je jeden takovy trojuhelnik zvyraznén ¢ervené a druhy modfe. Obrazek 4.3
obsahuje vSechny 4 triangulace, které lze takto vygenerovat.

Ze symetrie jsme tak nasli vSechny ireducibilni triangulace (aZ na izomorfis-
mus), které obsahuji dvé disjunktni vrnitini hrany, o které se stara stejny vrchol.
Proto ve zbytku této sekce predpokladame, Ze o disjunktni vnitini hrany se staraji
rizné vnitini vrcholy.

Obrazek 4.3: 4 ireducibilni triangulace toru obsahujici Sestitthelnik Dyv4v3 Dovqvs.

4.1.2 Ctyiahelnik

Uvazujme nyni pfipad, ze G obsahuje vnitini hrany vyvy a vivs, o které se stara
stejny vrchol (viz. obrazek 4.4). Bez ijmy na obecnosti D.

Uvnitt ¢tyifiahelniku nelezi zddny vrchol. Kdyby uvniti ¢tyithelniku Dyvovqv3
lezel néjaky vrchol w, pak w je bez Gjmy na obecnosti spojen s v, nebo wvs.
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Obrazek 4.4: Hrany v,v9 a v1v3, 0 néz se stara vrchol D.

Pak by se ale nikdo nemohl starat o hrany wwvy ¢i wvs, jelikoz Dy nesousedi ani
S v ani s v3. Proto uvnitt Djivevivg nelezi zadny vrchol. Jedinou moznosti, jak
vytriangulovat ¢tyfthelnik Djvovivs, je spojit hranou vrcholy vg a v3 (hrana vy Dy
by byla nasobnou hranou).

Tvrzeni 1. LeZi-li uvnitt Sestivhelniku DyCoAs Dyvsvy vrchol w, pak G je graf
nakresleny na obrdzku 4.5.

Diikaz. Kdyby w sousedil s néjakym dalsim vrcholem uvnitt DyCyAs Dyv3v, nebo
s v, pak by G obsahoval dvé disjunktni hrany, o které se stara D, coz jsme jiz
rozebrali. Protoze w méa stupen alespon 4 a nesousedi zaroven s Dy a Dy, musi
sousedit s vy, Cy a Ay. O hranu vov3 se tedy musi starat A, a proto Ay sousedi s vs.
A se nemuze zaroven starat o hranu vyw, proto se o ni stard C a vy sousedi s (.
Vrchol v; nemuze sousedit s Cy, proto Dy sousedi s w. Jelikoz w nesousedi s vs,
vy sousedi s Ay. Nahlédnéme, 7ze ¢tyituhelnik Civv9A; neobsahuje zadny vrchol.
JelikoZz vy sousedi s A,, nemuze sousedit s Ay, a proto Civ, je hrana. Obdobné
v1B1 a v9Bs jsou hrany. [l

Obrazek 4.5: Ireducibilni triangulace s vrcholem w uvnit¥ DyCs Ay Divsvy.

Mizeme predpokladat, ze uvniti Sestithelniku DyCy A Divsv; nelezi zadny
vrchol. Jelikoz Dy nesousedi s v3 a Dy nesousedi s vy, v; je spojeno hranou s Cy
a v3 s Ay. O hranu vyvs se stard A nebo C'. Kdyby A;vy nebyla hranou, pak Civy
a Cyvs musi byt hrany a hrana Asvs by nelezela na zddném nekontrahovatelném
trojuhelniku. Proto vy sousedi s Aj.

Protoze vy sousedi s C5, v1C} neni hrana, a proto uvniti Sestithelniku
A;C1 By Dyvyvg existuje cesta spojujici { B, D1} s {A;, v2}. Tato cesta ma délku
nejvyse 2, protoze o jeji vnitini hrany by se nemél kdo starat.

14



e Uvazujme nejprve piripad, Ze nejkratsi takova cesta ma délku 2. Jeji vnitini
vrchol si ozna¢ime w’. Kdyby w’ sousedil s Dy a vy, pak by G obsahovalo
disjunktni vnitini hrany w've a vivs, o které se stard D, coZ jsme jiZ roze-
brali. Kdyby w’ sousedilo s Dy a A;, pak nahlédnéme, Ze uvnit¥ péticyklu
Dyw’ Ajvgvy nelezi zadny vrchol. JelikoZ ve nesousedi s Dy ani s w', Ajvq
musi byt hrana. Pak hrana sousedici s By nemuze lezet v zadném nekon-
trahovatelném trojuhelniku, coZ je spor. Proto w’ sousedi s B,. Obdobné
nahlédneme, ze Dy nemuze sousedit ani s zadnym jinym vrcholem uvnitf
Sesticyklu A;C} By Dyvyvg, proto vy sousedi s Bs.

Nyni nastéavaji dvé moznosti:

— Vrchol w' neni spojen hranou s v,, a proto je spojen s A;. MiZeme

také predpokladat, Ze ani zadny jiny soused B, uvniti Baw’Aqivgvq
nesousedi s A; ani vy. Kdyby uvniti Bow’ Ajvev; lezel néjaky vrchol
w’ a jelikoz w” ma stupen alespon 4, plynulo by tedy, Ze w” nesousedi
s By a sousedi s w’, vy, vy a A;. Pak se o hranu w’w” nikdo nestara,
coZ je spor. Proto uvniti Byw’Ajvov; nelezi zadny vrchol.
ProtoZe vrchol w’ neni spojen s vy, pak musi existovat hrana, ktera je
oddéluje — jedind mozné hrana je v A;. Z existence této hrany plyne,
7e nemuze existovat hrana vy Ay, protoze bychom méli nasobnou hranu.
Tudiz existuje hrana v3Cs.

Ve ¢tyiuhelniku A;v,BsCh nelezi Zadny vrchol kromé w’, nebot hrana
je spojujici by nemohla lezet na zadném nekontrahovatelném trojuhel-
niku. Vrchol w’ mé pravé 4 mozné sousedy Ai, vy, By, Cy. Diky tomu,
ze kazdy vrchol ireducibilni triangulace ma stupen alesponn 4, spojime
w’ se témito sousedy. Za zminku stoji hrany Bow’ a w'A;, protoze tyto
hrany lezi na nekontrahovatelném trojuhelniku Byw’A; By (na obrazku
4.6(a) vyznaceno Cervené). Ve ¢tyftuhelniku A; By Divy nelezi zadny
vrchol, proto v, B; je hrana. Tim dostavame triangulaci na obrazku

4.6(a).

— Vrchol w’ je spojen s vo hranou. JelikoZ o disjunktni hrany vsv; a w'vy
se nestard D, o hranu w'vy se musi starat B. Proto vy sousedi s Bj.
Uvnit¥ étyfahelniku Bovivow’ neexistuje zadny dalsi vrchol. Tudiz jsou
spojeny hranou vrcholy w’ a v;. Obdobné uvniti BoCi A vew’ nelezi
zadny vrchol. Proto w’ je spojeno s C7. Nyni zbyva doplnit hrany do
¢tyrahelnika CyAsvsv; a CrAjvw’. To lze udélat 4 zpusoby: vy As,
w’A; nebo v1 Ay, 1,C7 nebo v3Cy, w' Ay nebo v3C5, v2C1. MozZnosti
obsahujici dvojice hran vi A, v2C a v3C5, vo,C vyloucime, protoze se
o dvé disjunktni hrany staré jeden vrchol. Vysledné triangulace jsou
na obrazcich 4.6 (b) a (c).

e Nyni rozeberme piipad, kdy cesta mezi {By, Do} a {A;, v} ma délku 1.
Jedinou moznosti je hrana Byvy. Nahlédnéme, Ze ve ¢tyrihelniku By Dovqvg
nelezi zadny vrchol. Protoze Dsvy by vytvorilo nasobnou hranu, B sou-
sedi s v;. Kvili hrané Byvy neexistuje hrana v, By. Z této informace plyne
existence vrcholu uvniti ¢tyithelniku A;ve D1 By, ozna¢me si ho v'. Uvnit¥
¢tyruhelniku A;ve, Dy B; nemuze byt hrana disjunktni s jeho vrcholy, pro-
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Obrazek 4.6: 5 ireducibilnich triangulaci s vrcholem w’.

toze by se o ni nemél kdo starat, proto je v’ spojeno se vemi vrcholy tohoto
¢tytuhelnika.

Uvnitr ¢tyiahelniku Byvs A1Ch neni zadny vrchol, proto Civy je hrana.

Jako posledni budeme triangulovat ¢tyruhelnik CyAsvsv,. Zde existuji 2
moznosti: bud existuje hrana v; A; nebo v,C5y. Tyto 2 ireducibilni triangu-
lace 1ze nalézt na obrazku 4.7(a),(b).

Obrazek 4.7: 2 ireducibilni triangulace s vrcholem v'.

4.1.3 2 disjunktni hrany

Dale rozebereme piipad, ze G obsahuje dvé disjunktni vnitini hrany vivs a v3vy.
Pripad, kdy se o né stara stejny vrchol, jsme jiz rozebrali, proto mizeme pfedpo-
kladat, ze o vivy se stard B a o v3vy se stard D. Muzeme také predpokladat, ze
B a D se nestaraji o zadné dalsi hrany, jelikoz tyto pfipady jsme uZz rozebrali.
Sestu’lhelniky DQCQA2D1U4U3 a BlAlClBQUlUQ neobsahuji zadné dalsi vnitini
vrcholy, protoze takovy vrchol by sousedil s vnitini hranou (mé stupen alespon

16



4 a vsichni jeho sousedé nemohou byt na hranici osmithelniku, protoze by byl
spojen se dvéma vyskyty stejného vrcholu), o kterou se nema kdo starat.
Vrcholy Dy a Ds; nemohou byt spojeny s zadnym dalsim vrcholem v Sestit-
helniku DyC5 Ay Div4v3, proto v3Cy a v4As jsou hrany. Obdobné Cv; a Ajvs jsou
hrany.
Rozdélime si ulohu na dva pripady podle existence hran vjvs a vovy:

1. Existuji hrany v,vs a vvy. Do kazdého ze zbyvajicich péti nevytriangu-
lovanych ¢tyrihelniki potfebujeme doplnit pravé jednu hranu. Zacénéme
¢tyruhelnikem CyAsvyvs.

Ze symetrie mizeme piedpokladat, ze Cyvs je hrana. Z toho plyne, Ze ne-
mize existovat hrana v,C1, protoze bychom dostali jiz rozebrany piipad (C
by se staralo o dvé disjunktni hrany). Tudiz vrcholy v; a A; jsou spojeny
hranou.

Déle muzeme predpokladat, ze neexistuje ani hrana vyvs (jinak by se C' se
staralo o hrany vjv3 a v1v4). Z toho plyne, Ze vrcholy vz a vy spojuje hrana.

Obdobné z existence hrany vsv, plyne existence hran Dyvy a v4By.

Tuto triangulaci nemuzeme zahrnout mezi vysledky, nebot se o hranu vyvs
nemé kdo starat, tudiz nelezi na nekontrahovatelném trojihelniku (obrazek
4.8).

(@

Obréazek 4.8: Triangulace s hranou, o kterou se ndm kdo starat.

2. Alespon jedna hrana z dvojice viv3 a vov4 neexistuje, bez tjmy na obecnosti
vov4. Uvnitt osmithelniku Byvive By D vsv3 Dy nelezi zadny vrchol, jelikoz
o vnitfni hranu s nim sousedici by se nemél kdo starat. Kvili nédsobnosti
nemuzeme mit hrany vy By, v2Bs, v3Dq a v4Dy. Bud z By nebo Dy, musi
vychézet hrana, necht je to ze symetrie By. Mozni sousedé B, jsou vz a vy.
Je-1i B, spojen s vy, pak je také spojen s vs, protoze Do nesousedi s vy. Tedy
kazdopadné B, je spojeno s vs.

Protoze B, je spojen hranou s v, pak z v3 nemtze vést hrana do ve (B by
se staralo o dvé hrany) a B; a z vy do B;. Vrchol B; nemuze byt spojen
s zadnym dalsim vrcholem, tudiz musi byt oddélen hranou od ostatnich
vrcholl. Z toho plyne hrana Dvs.

Vrchol vy nesousedi s By, v3 ani vy, proto Dyv; je hrana. Vrchol D; nesousedi
s By ani s vs, proto vyv, je hrana. Protoze D se nestaré zaroven o v3vs a v1vs,
nahlédneme, Ze vyv3 neni hrana, a proto vy sousedi s vy.

17



O hranu vyvy se musi starat A nebo C, proto zbyvajici dva ¢tyfahelniky
miuzeme vytriangulovat tFemi zpusoby (obréazek 4.9).

Obrézek 4.9: Triangulace, ve kterych neexistuje hrana vyuvy.

Rozebrali jsme jiz vSechny piipady, kdy graf obsahuje dvé disjunktni vnitini
hrany. Podgraf indukovany vnitinimi vrcholy je tedy trojuhelnik nebo hvézda
(musi byt souvisly, jelikoz zadné dva vrcholy osmithelniku nejsou spojeny hra-
nou).

Necht vnitini vrcholy indukuji trojuhelnik vyvov3. VSechny dalsi hrany musi
vést mezi trojihelnfkem a hranici osmithelniku a dohromady jich je 11. Zadny
vrchol nemiize mit 5 sousedu na hranici, jelikoz tim by vznikla nasobna hrana.
Proto dva z vrcholu trojuhelniku v;vov3 maji 4 sousedy na hranici osmithelniku.
Bez tjmy na obecnosti v; sousedi Cy, Ay, D1 a By. Vrchol vy sousedi s By a vs
sousedi s (5. Vrchol v3 nemtuize mit 4 sousedy na hranici, protoze by si sousedil
i s (4. Totéz plati i pro vrchol vy, coz je spor.

Obdobné vylouc¢ime ptipad, kdy G obsahuje nanejvys dva vnitini vrcholy.

4.1.4 Hvézdy

Lemma 3. Hvézda uvnitt osmithelniku Ay ByD1A3CoDyByCy mize mit maxi-
malné 4 cipy (4 okrajové + 1 centrdlni vrchol).

Diikaz. Piedstavme si, ze mame hvézdu s k vrcholy. Kazdy z okrajovych vrcho-
i neni spojen hranou s zadnym jinym okrajovym vrcholem, tudiz z centralniho
vrcholu musi vést dohromady alespon £ hran, které po dvou oddéluji okrajové
vrcholy. Tyto vrcholy musi byt navzajem rizné (nemohou mezi nimi byt dva
vyskyty stejného vrcholu), proto k < 4.

[

Nyni si postupné rozeberu pripady, kdy ma hvézda 5, 4 a 3 vrcholy.

1. Méjme hvézdu s 5 vrcholy. Centralni vrchol si nazvéme vy, ostatni vrcholy
po Tadé vy, vo, v3 a vy. Vrchol vy ma 4 sousedy na hranici oddélujici vy,
Vg, U3 a V4. Bez jmy na obecnosti jsou to vrcholy By, As, Dy a C. Kazdy
z vrcholt vy, ve, v3 a vy, musi byt spojen se vSemi vrcholy ¢tyfthelniku,
uvnitt kterého lezi. Tim dostdvame triangulaci na obréazku 4.10(a).

2. Budeme uvazovat hvézdu se 4 vrcholy, pojmenujme si je vy, vi, v a vs.
Opét vy ma alespont 3 na hranici oddélujici vrcholy vy, v a vs. Bez Gjmy na
obecnosti jsou tito sousedé vyskyty vrcholi A, B a C. Jelikoz G neobsahuje
separujici trojuhelniky, mezi témito sousedy vy neni zaroven A; a Ci, ani
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zéaroven A, a (. Ze symetrie muzeme predpokladat, ze vg sousedi s Ay, Cy
a BQ.

Vrcholy vy a vg, které lezi uvnitt ¢tyreyklua AyvgBeCh a BovgCy Do, musi sou-
sedit se vSemi vrcholy téchto ¢tyreykliu. Jelikoz vy nesousedi s By, o hranu
Voo se musi starat D, a tudiz vgD; je hrana. Jeden z ¢tyteykla vy Dy By Ay
nebo D1 A;Covy neobsahuje zadny vrchol a nelze ho vytriangulovat (vy ne-
sousedi s By ani Ay). Proto zadné triangulace s hvézdou se 4 vrcholy ne-
existuje.

Obrazek 4.10: Hvézdy s 5 vrcholy.

. Mé&jme hvézdu se 3 vrcholy (na obrazku 4.11(a)), oznacme si je vy (centralni
vrchol), vy a vy (okrajové vrcholy). Mezi touto hvézdou a hranici osmiihel-
niku vede 12 hran. A jelikoz kazdy vrchol mé nanejvys 4 sousedy na hranici,
dostavame, Ze vy, v1 1 v maji pravé 4 sousedy na hranici. Sousedi vy jsou,
bez jmy na obecnosti By, Dy, Ay a (5. Jedind moznost pro sousedy vy je
potom Ay, Cy, By a Dy. Tim dostavame graf na obrazku 4.11.

Obréazek 4.11: Hvézdy s 3 vrcholy.

Timto jsme vygenerovali vSechny ireducibilni triangulace toru, které maji ale-
sponi jeden vrchol stupné 4.

4.2 Grafy minimalniho stupné 5

Uvazujme nyni ireducibilni triangulaci, ktera neméa zadny vrchol stupné 4, ale
obsahuje vrchol v stupné 5.

Tento vrchol musi byt spojen s péti vrcholy, oznacme si je A, B, C, D a E.
Vrchol v nemé zadné dalsi sousedy, tudiz existuji hrany AB, BC, CD, DE a EA.
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Kazda hrana grafu lezi na nekontrahovatelném trojuhelniku. Bez Gjmy na obec-
nosti hrana vA (resp. vC') lezi na nekontrahovatelném trojihelniku AvC' a hrana
vB (resp. vD) lezi na nekontrahovatelném trojihelniku BvD. Hrana vE muzZe
lezet na pravé dvou nekontrahovatelnych trojuhelnicich - FvC a EvB.

4.2.1 Nekontrahovatelny trojahelnik EvC

Hrana Fwv lezi na nekontrahovatelném trojihelniku FvC'. Existuje pravé jedno
mozné nakresleni (na obrazku 4.12). Dostali jsme torus rozdéleny na 2 ¢asti,
jehoz jednou ¢ésti je pétithelnik ABDFEC' a druhou Sestithelnik BDCAEC.

Obrazek 4.12: Vrchol stupné 5, hrana EC.

Budeme resit, jak vypadé triangulace pétithelniku ABDEC' a Sestithelniku
BDCyAEC).

Pétithelnik ABDEC obsahuje kazdé pismeno pravé jednou, tudiz nemuzeme
mit uvnitt zddnou hranu, protoze by se o ni nemél kdo starat. Péticyklus ABDEC
mize mit nanejvys jednu chordu (AD nebo BE), jinak by vznikly nédsobné hrany.
Proto uvnitf néj lezi pravé jeden vrchol a jelikoz méa stupen alespon 5, je spojen
se vSemi vrcholy pétithelnika (obrazek 4.14(c)).

Uvazujme nyni Sestithelnik BDCyAEC). Kazdou hranu uvnit¥ tohoto Sesti-
thelniku se musi starat C, nebot C je jediny vrchol, ktery je v Sestitthelniku
BDC;AEC, zastoupen dvakrat. Kdyby se C staralo o dvé hrany, pak uvnitf
vzniklého Sestithelniku ¢ ¢tyrtahelniku lezi dalsi hrana, o kterou se C' starat
nemtize, coz je spor (obrazek 4.13(a), (b)).

Z toho plyne, Ze uvnitt Sestitthelniku je maximalné jedna hrana.

C 1 B Cl B Cl

R T SR
b 5 D p DE

Obréazek 4.13: Triangulace Sestithelniku BDCyAEC!

Necht uvnitf Sestithelnika lezi hrana v" a v”.

Vrcholy C;7 a C5 nemohou byt spojeny s zadnym dalsim vrcholem, a proto
jsou oddéleny hranami Bv”, Ev” (pro vrchol Cy) a Av', Dv' (pro vrchol Cy).
Bez Gjmy na obecnosti D sousedi s v” a jelikoz v' ma stupen alespon 5, proto
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je spojen hranou s E. Pak ale hrana Bv” nelezi na zadném nekontrahovatelném
trojihelniku. Tudiz tato varianta nepripadé v ivahu, a proto Sestitihelnik nemiize
obsahovat dva vnitini vrcholy (obrazek 4.13(c)).

Jelikoz Sestitthelnik mtize mit nanejvys dvé chordy (AD, BE, obréazek 4.14(b)),
musi uvnitf néj lezet jeden vrchol, oznac¢me si ho w.

Tento vrchol ma stupen alesponn 5 a mtze byt spojen s pouze jednim z vrcho-
la C4, Cy. Necht je spojen s C (druha varianta je izormofni na obréazku 4.14(a)
vyznaceno modie). Vrchol w je také spojen se zbyvajicimi vrcholy D, B, A, E.
étyfﬁhelnik DwAC, je vytriangulovan hranou AD. Dostavame jedinou moznou
triangulaci Sestithelniku BDCyAEC) (obrazek 4.14(a)).

B Cy B (&1 A
\ c B
D m >FE DK E
A (0 Co A o) E D (o)

Cy

Obrézek 4.14: Sestithelnik bez vnitintho vrcholu a s jednim vrcholem. Pétithelnik
s jednim vnitinim vrcholem.

4.2.2 Nekontrahovatelny trojahelnik EvB

Pokud bude hrana Ev lezet na nekontrahovatelném trojuhelniku EvB, pak exis-
tuji dvé moznosti nakresleni (obréazek 4.15). Jedna z téchto moznosti rozdéli torus
na sténu ve tvaru trojuhelniku (BED) a osmithelniku (ABEACDBC). Druhé
mozné nakresleni obsahuje oblast ve tvaru pétithelniku (BEACD) a Sestiuhel-
niku (BEDBAC). Tento pfipad je izomorfni piipadu, kdy Ev lezi na nekontra-
hovatelném trojahelniku EvC (A — B, B - C,C — D, D — E, E — A).

Obrézek 4.15: Vrchol stupné 5, hrana EB.

Dale se budeme zabyvat moznymi triangulacemi osmithelniku ABEACDBC
(resp. AlBlEAQCQDBgol).
Dvé disjunktni hrany

Predstavme si, Ze uvnitt osmithelniku mame dvé disjunktni hrany vivs a vsvy
(obrazek 4.16) takoveé, Ze o v1vs se stard C. O hranu vzvy se miZe starat A nebo
C' (obrazek 4.16 (a) a (c)).
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Podivame se na to, jak miuZzeme vytriangulovat Sestitthelnik Civ,v9C5D Bs.
Pokud by v tomto Sestitthelniku neexistoval zaddny dalsi vrchol, pak bychom mu-
seli oddélit vrcholy C a Cy hranami v, By a v9 D, protoze je nemuzeme s zadnym
dalsim vrcholem spojit. Pak hrana Dwvs nemiize lezet na zadném nekontrahovatel-
ném trojihelniku, protoze vrchol vy nelze spojit s zddnym vrcholem osmithelniku
tak, abychom se dostali hranou zpét do vrcholu D, protoze v,C; by byla na-
sobna hrana, vy By by tvofilo sténovy trojuhelnik a D nesousedi s A (viz. obrazek
4.16(a)).

Proto v Sestithelniku Cv,v9Cy D By existuje vrchol w. Nahlédnéme, Ze uvnitt
Sestitthelniku Civ1v,CyD By nelezi zadna hrana s nim disjunktni. Vrchol w mé
stupen alespon 5 a sousedi nanejvys s jednim z C a C5, proto sousedi s vy, va, By
a D. Jelikoz by hrana Dwvs; nemohla lezet na nekontrahovatelném trojuhelniku,
w sousedi s Cy a By sousedi s v;. Nicméné hrana wvy nemize lezet na zadném
nekontrahovatelném trojuhelniku.

Ze symetrie také vylouc¢ime piipad, Ze uvnitt osmithelniku existuji dvé dis-
junktni hrany takové, Ze alespon o jednu se stara A.

Existuji-li tedy dvé disjunktni vnitini hrany vivs, v3vy, pak se o obé z nich musi
starat B. Nahlédnéme, Ze uvnitt Sestitthelniku Byvivs Bivsvs nelezi zadny vrchol
a jelikoz By a B, nesousedi s zddnym dal$im vrcholem tohoto Sestitthelniku, vyv3
a v9vy jsou hrany. O tyto hrany se musi starat A nebo C', coz jsme jiz vyloudili.

Obrazek 4.16: Osmithelnik se dvéma disjunktnimi hranami.

Probrali jsme vSechny moznosti, kdy vnitiek osmithelniku obsahuje parovani
velikosti dva. Kdyby graf indukovany vnitinimi vrcholy nebyl souvisly, pak by os-
mithelnik musel obsahovat jednu z chord C'E nebo AD, ktera netvori trojuhelnik
— bez jmy na obecnosti EC,. Jelikoz uvazovany graf neobsahuje vrcholy stupné
4, ¢tyteyklus C1 EB1 A pak nejde dotriangulovat. Proto vnitini vrcholy indukuji
trojihelnik nebo hvézdu.

Trojthelnik

Necht osmithelnik A; By EA;CyD ByCy obsahuje trojihelnik slozeny z vrcholu vy,
V9 a v3. RozliSme nyni dvé moznosti dle toho, zda osmicyklus mé chordu ¢ ne.

1. Nejprve predpokladejme, zZe osmitihelnik mé chordu. Tato chorda musi ohra-
nicovat trojuhelnik, jinak bychom jeden ze vzniklych cykli nedokazali vy-
triangulovat. Do uvahy tedy pfichazi chordy ECy a DA,. Kvili nakresleni
muzeme pouzit pouze jednu z nich, bez ijmy na obecnosti D A,. Mezi troju-
helnikem v;vov3 a sedmicyklem D As E By A1C1 By musi vést 10 hran. Kazdy
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vrchol trojihelniku mé stupen alespon 5, a proto z néj vychazi alespon 3
hrany. z toho plyne, Ze muzeme ptredpokladat, ze z v; vedou 4 hrany do
sedmicyklu a z v9 a v3 vedou 3 hrany.

Sousedy v; nemohou byt vrcholy Ay, By, F, Ay ani By, C1, Ay, By kvuli
nasobnym hranam. Kdyby sousedé vy byli C;, Ay, By a E, pak sousedé
v jsou E, As, D a sousedé vz jsou D, By, (' a o hranu vov3 se nikdo ne-
stara. Sousedy v; nemohou byt C; By D A, protoze by se nemél kdo postarat
o hranu ve E. TotéZ plati pro vrchol vy a jeho sousedy E, Az, D, By (hrana
C'vg nelezi na nekontrahovatelném trojuhelniku). Zbyvajici 2 moznosti pro
sousedy vy vedou k ireducibilnim triangulacim na obrazku 4.17.

Obrézek 4.17: Vnitini trojuhelnik vyv9vs a chorda AsD.

. Predpokladejme, Ze osmithelnik nema chordu, pak mezi trojuhelnikem
v1v9v3 vede 11 hran, proto existuji az na symetrii 2 moznosti. Z vrcholu vy
vede 5 hran a z v, a vz tii hrany nebo z v, a v, vedou 4 hrany a z vz vedou
tfi hrany.

Zacnéme prvni moznosti. Jelikoz v; nesousedi s ndsobnou hranou, jeho sou-
sedé mohou byt bud vrcholy By, E, Ay, Cs, D nebo E, Ay, Cy, D, By. Ze
symetrie mizeme predpokladat, Ze nastane prvni z téchto moznosti. Tim
dostéavame graf na obrazku 4.18(a).

Uvazujme nyni piipad, Zze v; a vy ma 4 sousedy v osmithelniku. Jelikoz
neméame nasobné hrany, nahlédnéme, Ze jeden z vrchola vy, vy (ze symet-
rie miuzeme predpokladat, Ze vy) sousedi s F, Ay, Cy, D. Tim dostavame
ireducibilni triangulaci na obrazku 4.18(b).

Obrazek 4.18: Vnitini trojuhelnik vvqvs.
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Hveézdy

Necht uvniti osmithelniku A;B; EAsCyDByCy je hvézda s centralnim vrcholem
v a okrajovymi vrcholy vy, ..., vg. V8echny vrcholy maji stupen alespon 5, kazdy
z okrajovych vrcholi mé tedy alespon 4 sousedy v osmitthelniku. Z toho vyplyva,
ze k < 2. Obdobné nahlédnéme, ze k > 1, protoze jinak by triangulace obsahovala
nasobné hrany.

1. Za¢neme s variantou, ze k£ = 1. Pokud by osmithelnik nemél chordu, pak
mezi vy, v; a osmithelnikem vede 10 hran, tedy bud jeden z vrcholi vy,
vy by mél alespon 6 sousedi v osmithelniku nebo by oba mély 5 sousedi.
V obou ptipadech dostavame nésobnou hranu.

MuZzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze D sousedi s As, vg ma 5
sousedil a v; mé 4 sousedy na hranici osmithelniku. Sousedy vy jsou F, As,
D, By, (1, jinak by triangulace obsahovala ndsobné hrany. Tim dostavame
graf na obrazku 4.19.

Obrazek 4.19: Hvézda se dvéma vrcholy.

2. Necht k& = 2. Vrcholy v; a vy maji stupen alespon 5, a proto maji alespon
4 sousedy na hranici osmithelniku. Kdyby oba méli alespon 5 sousedii, pak
vo by mélo stupen nanejvys 4. Proto mtizeme predpokladat, ze v; mé praveée
4 sousedy na hranici.

Uvazujme nejprve pripad, ze osmithelnik méa chordu, ze symetrie D A,. Pak
i vy musi mit pravé 4 sousedy a vy pravé 3 sousedy na hranici. S ohledem
na absenci nasobnych hran jsou mozni sousedé vy vrcholy As, E a Cy nebo
C1, By a E nebo By, A; a D. Prvni dvé varianty jsou vyloueny tim, zZe se
nékdo musi starat o hrany vov; a vgve. TTeti varianta vede k ireducibilni
triangulaci na obrazku 4.20(a).

Nyni predpokladejme, Ze osmithelnik nemé chordu, pak v, ma 4 nebo 5
soused na hranici. Ma-li 5 sousedii na hranici, jsou to bez ijmy na obecnosti
vrcholy By, E, Ay, Cy, D. Vrchol vy pak sousedi s By a D, proto nemitze
sousedit s By a sousedi s A;. Tim dostavame triangulaci na obrazku 4.20(b).

Nakonec uvazujme piipad, Ze v, ma 4 sousedy na hranici. Vrchol vy ma
také 4 sousedy na hranici. Pokud mezi nimi nejsou 3 po sobé jdouci, pak
z absence nasobnych hran a symetrie muzeme predpokladat, Ze tito sousedé
jsou E, Ay a C, By. V tomto piipadé se o hranu Dwvs nemiize nikdo postarat,
a proto se nejedné o ireducibilni triangulaci (obrazek 4.20(c)).
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Existuji-li 3 po sobé jdouci sousedé vy, muzeme obdobné predpokladat, ze
tito sousedé jsou D, Ay, By, E. V tomto pfipadé hrana C'vy nemiize lezet
na nekontrahovatelném trojtuhelniku (obrazek 4.10(d)).

Obréazek 4.20: Hvézdy se 3 vrcholy.

Tim jsme vygenerovali vSechny ireducibilni triangulace s minimélnim stupném

4.3 Grafy se vSemi vrcholy stupné 6

Dle dusledku 4 zbyva nalézt 6-regularni ireducibilni triangulace toru.

V této sekci vyuzijeme toho, Ze existuje zptusob, jak jednoduse vygenerovat
viechny 6-regularni triangulace toru. Altshulera 28] ukazal, Ze kazdou 6-regularni
triangulaci toru lze ziskat néasledujicim postupem (pro né&jakou volbu obdélniku
a pootoceni): Predstavme si, Ze mame nekone¢nou trojihelnikovou sit, ve které
jsou vSechny trojuhelniky pravothlé a rovnoramenné (obréazek 4.21). Z této sité si
vyfizneme obdélnik a zidentifikujeme jeho svislé strany. Jeden z hrani¢nich cykla
vysledného valce pooto¢ime a zidentifikujeme s druhym.

Jelikoz nas zajimaji pouze triangulace bez smyc¢ek a nasobnych hran, uvazo-
vané obdélniky musi mit alespon 3 sloupce. Rozbor pripadi si rozdélime na 3
¢asti podle po¢tu radkia obdélniku (jeden, dva nebo ti fadky). Vice nez 3 fadky
trojuhelnikit nemtuzeme mit, nebot by zadné svisld4 hrana nemohla lezet na ne-
kontrahovatelném trojuhelniku.
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Obrazek 4.21: Trojihelnikova sit.

4.3.1 Obdélnik s jednim radkem trojtihelnik

Obdélnik s jednim Fadkem trojuhelnikta miize mit libovolné mnoho sloupct, jejich
pocet si oznac¢me n. Vrcholy na dolni strané si oznac¢me jako vy, v; ... v, a vrcholy
na horni strané si oznac¢me uy, . . ., u,. Po identifikaci svislych hran mame vy = v,
a ug = Uy,. Po identifikaci hranic valce pak budeme mit v; = U(itc) mod n Pro néjaké
0 <c¢<n-—1aprokazdé i. Nahlédnéme, Ze grafy s n vrcholy a pooto¢enimi o ¢
a on+ 1—c jsou izomorfni, tedy muzeme predpokladat, ze 2¢ < n + 1.

Jelikoz graf neobsahuje smycky ani nasobné hrany, ¢ nemuze byt 0, 1, 2, n—1
a déle 2c¢ # n, 2c — 1 # n, 2c — 2 # n. Jelikoz triangulace je 6-regularni, méame
n>"T.

Potrebujeme zarucit, ze kazda vodorovné hrana lezi na nekontrahovatelném
trojuhelniku. Ze symetrie se staci zabyvat hranou vgv,. Vrchol vy sousedi s vy,
Un—ct1, Un—cy Un_1, Ue—1 & V.. Vrchol vy sousedi s vy, Ve, Ver1, V2, Un_ci2 & Up_ci1
(obrazek 4.22), kde vSechny indexy jsou po¢itany modulo n. MoZné nekontrahova-
telné trojuhelniky obsahujici vyvy jsou v, _VgVU1V2, Vn—VoU1Vet1, Un—1V0V1Vn—ct2,
Up—1V0V1 Vet 1, Ue—1V0U1Vp—cr2 NEDO v._1U9U1v9. Ve vSech téchto pripadech musi byt
hodnoty n a c takové, Ze indexy krajnich vrcholi cest jsou si rovny modulo n. Po
vylouc¢eni pripadi, kdy by vznikly smycky nebo nédsobné hrany, zbyvaji moznosti
c=n—2,¢=3,2c+1=0 (mod n)nebo2c—3 =0 (mod n). Pfipad c =n—2
je vyloucen, jelikoz predpokladame, ze 2¢c < n + 1. Stejné tak je vyloucen ptipad
2c—3=0 (mod n). Rozeberme zbylé dva piipady.

Un—c—1 Un—c Un—c+1 Un—c42
Up—1 Vo U1 V2
Ve—1 Ve vc+1 Vet2

Obrazek 4.22: Sousedé vrcholu v;.

1. Necht ¢ = 3. Hrana vgv,,_3 musi byt soucésti nekontrahovatelného troj-
thelniku, a proto mnoziny {v,_¢, Vn_5,Vn_g} (sSousedé v,_3) a {vy, vy, v3}
(sousedé wvp) se musi protinat. Tudiz n < 9. Na obrazku 4.23 jsou vSechny
3 vysledné ireducibilni triangulace.
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V3 V4 Vs Ve Vo U1 (%] V3

(a)
Ve Vo U1 U2 U3 V4 U5 Ve
V4 Us Vg U7 Vo U1 V2 U3 V4
(0)

v Vo U1 v2 U3 Vg Vs V6 v

Vs V6 g U8 Vo U1 U2 U3 V4 Us
(c)

() Vo (%1 (%) V3 V4 Vs Ve (%rd ()

Obrazek 4.23: Piipad c=3,n=7,n=8an=9.

2. Necht 2¢+1=0 (mod n), resp. 2c+ 1 = n (varianta s 2n neptipada kvuli
parité v uvahu). Pak hrana VoU(n+3)/2 musi byt soucasti nekontrahovatel-
ného trojihelniku, a proto mnoziny {vni2, Uni3, Vnis)/2} (sousedé v(,3)/2)
a {Un—1,V(n-3)/2, Vn-1)/2} (sousedé vy) se musi protinat. Jelikoz n je liché
a vétsi nebo rovno 7, toto nastane pro n = 7. Pak ale ¢ = 3, coz jsme jiz
rozebrali.

4.3.2 Obdélnik se dvéma radky trojihelnikt

Obdélnik se dvéma Fadky trojuhelnika (obrazek 4.24) miize mit libovolné mnoho
sloupct, jejich pocet si ozna¢me n (n > 3). Vrcholy na dolni strané si ozna¢me
jako v, vy ... v, a vrcholy na horni strané si ozna¢me uy, ..., u,. Po identifikaci
svislych hran méame vy = v, a uy = u,. Po identifikaci hranic valce pak budeme
mit v; = U(ite) modn Pro néjaké 0 < ¢ < n — 1 a pro kazdé 7. Prostiedni fadu
vrcholt si oznacme zg, ..., 2, 1.

Un—c—1 Un—c Un—c+1 Un—c+2 Un—c+3
Zn—1 20 21 22 23
Up—1 Vo U1 V2 U3

Obréazek 4.24: Obdélnik se dvéma fadky trojihelniki.

Vybereme si libovolnou vodorovnou hranu, bez Gijmy na obecnosti zpz;. Tato
hrana musi lezet na néjakém nekontrahovatelném trojihelniku, a proto potiebu-
jeme dalsi dvé hrany, které vedou na dolni a hornf stranu obdélniku. Ze symetrie
muzeme predpokladat, ze z; je spojen hranou s horni stranou a z; s dolni stra-
nou obdélniku. Proto {wvg,v,_1} (sousedé zp) a {vn—ci1,Vn_cra} (sousedé z;) se
protinaji. Z toho plyne 1 < ¢ < 3. V pripadé, ze ¢ = 1 nebo ¢ = 2 dostaviame
nasobné hrany, proto ¢ = 3. Musi existovat nekontrahovatelny trojihelnik obsa-
hujici hranu zyvg, proto {v,_3,v, 2, 2,1} (sousedé zy) a {29, 23, v1} (sousedé vy)
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se protinaji. Proto n = 3 nebo n = 4. V pripadé n = 3 dostaneme nasobné hrany.
Triangulaci pro pripad n = 4 nalezneme na obrazku 4.25.

Vo U1 () U3 Vo
z3 20 21 22 z3
U3 Vo U1 V2 U3

Obrazek 4.25: n =4 (8 vrcholi) a ¢ = 3.

4.3.3 Obdélnik se tFfemi rfadky trojahelnikt

Obdélnik se tfemi fadky musi mit jen 3 sloupce, protoze by jinak zadna vo-
dorovn& hrana nemohla lezet na nekontrahovatelném trojihelniku. Vrcholy na
dolni strané obdélniku si oznac¢me vy, v1, V2, v3, vrcholy na horni strané si ozna¢me
Ug, U1, U, uz. PTi identifikaci svislych hran plati vg = v3 a ug = usz. Existuji presné
3 zpiusoby, jak muzeme zidentifikovat hranice vélce: vy = ug, vog = u; a vy = us.
VSechny tii moznosti vedou k ireducibilnim triangulacim na obrazku 4.26.

Vg Vo [ vy ) v Vo ) U1 Vg Vo vy

b
Vo Vo vy Uy () Vg Vg vy U2

Obréazek 4.26: 3 radky a 3 sloupce.

4.4 Izomorfismy

V této podkapitole se budeme zabyvat sumarizaci vysledki hledani ireducibilnich
triangulaci. Projdeme vSechny grafy a u kazdého si ur¢ime skore. Grafy si rozdé-
lime do skupin podle skére a vramci skupin je otestujeme, zda nejsou izomorfni.
Pokud je dana skupina izomorfni, pak si vybereme jako reprezentanta libovolny
z grafu ve skupiné a zahrneme ho do vysledki. Skupina velikosti 1 je automaticky
zahrnuta do vysledkt. Testovani na izomorfismus provadime s pomoci programu
Sage.

Po odstranéni izomorfnich grafi provedeme porovnani s grafy v Lawrencen-
kové praci [7]. Ve tfetim sloupci uvadime oznaceni grafu v jeho ¢lanku.

4.4.1 Grafy obsahujici stupen 4

Grafy, které maji stejné skore jsou 4.9(b) a 4.9(c); 4.5, 4.7(b) a 4.9(a); 4.6(a) a
4.7(a); 4.3(c), 4.6(b) a 4.6(d). Izomorfni grafy jsou v tabulce preskrtnuty.
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Zjistili jsme, Ze existuje celkem 11 neizomorfnich ireducibilnich triangulaci
toru obsahujicich vrchol stupné 4.

graf | skore index
410 | (8,8,8,8,8,4,4,4,4,4)| Ty
49(b) | (8,8,8,6,6,5,5,4,4) Ty
47966} y Oy Oy Uy Uy Iy

45 | (8,8,7,7,6,6,4,4, 4) T
4‘_?619—) y Oy 1, 1y VU
%968% Y U ? Y Y Y Y Y
4.3(b) | (8,8,7,6,6,5,5,5,4) Ty7
4.3(d) | (8,8, 6,6, 6,6, 6,4, 4) Tis
4.6(a) | (8,7,7,7,7,5,5,4,4) T

e} | (8FHFHH o544
43(c) | (8,7,7,7,6,6, 5,4, 4) Tha

4_'6%—) IEEEEERIR T
'4_-666} y 1y 1y 1y Uy Uy
13(a) | (8,7,7,6,6,6,5,5,4) Tis
46(C) (7, 7, 7, 7, 7, 7, 4, 4, 4) T12
46(d) [ (7,7.7,7,6,6,5,5, 4) Ths
411 | (7,7.7,7,6,5,5,4) T

4.4.2 Grafty minimalniho stupné 5

Stejné skore mély grafy 4.17(a), 4.17(b), 4.18(a) a 4.20(b).

Grafy 4.17(a), 4.17(b) a 4.18(a) jsou izomorfni. Do vysledku zahrneme graf
4.17(a). Zjistili jsme, Ze existuje pravé 6 neizomorfnich ireducibilnich triangulaci
toru, které maji vSechny vrcholy stupné alespon 5.

graf skore index
4.20(a) (8,8,5,5,5,5 5,5, 5) | Tg
4.17(a) (8,7,7,6,6,5,5,5,5) | Ty
4'_1_?%—) y 1y 1y Uy UyTIIyI,
4'_1_8{—6“) ) 1y Ty Uy Uy Uy,
4.20(b) (8,7,7,6,6,5,5,55) | T
4.14(a)+(c) | (7,7,7,6,6,5,5,5) Ty
4.18(Db) (7,7,6,6,6,6,6,5,5) | T
4.19 (7,7,6,6,6,6,5,5) T3

4.4.3 Grafy, jejichz vSechny vrcholy maji stupen 6

Nagli jsme celkem 6 grafii se v8emi stupni 6. Pfi testovani na izomorfismus jsme
zjistili, ze grafy 4.23(c), 4.26(b), 4.26(c) jsou izomorfni. Grafy 4.23(b) a 4.25 jsou
také izomorfni. Celkem existuji 4 neizomorfni grafy, jejichz vSechny vrcholy jsou
stupné 6.
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graf | pocet vrcholt | indexy
1.23(a) 7 T
1.23(b) 8 T
425 8
4.26(a) 9 T
4.23(c) 9 T
4:26{b} 9
4:26(e} 9

4.5 Zavér

Dokazali jsme, Ze existuje pravé 21 ireducibilnich triangulaci toru. Ztotznujeme
se s Lawrencenkovymi vysledky. Z téchto ireducibilnich triangulaci 11 obsahuje
vrchol stupné 4, 6 triangulaci m& minimalni stupen vrcholi 5 a 4 triangulace,
jejichz vsechny vrcholy maji stupen 6.
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