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Abstrakt: V této praci jsou studovany zobecnéné nezaporné celociselné autoregresni
procesy typu GINAR (generalized integer autoregressive) definované pomoci
Steutelova a van Harnova zobecnéného operatoru. Vlastnosti tohoto nahodného
operatoru, ktery je zalozeny na souctu i.i.d. veli¢in, jsou podrobné prozkouméany
vCetné urceni defini¢niho oboru a navrhu mozné konstrukce tohoto operatoru.
Hlavni pozornost je zaméfena na slabé stacionarni GINAR(p), jsou popsany zé-
kladni vlastnosti tohoto procesu a je ukazano, ze tento proces lze vyjadrit jako
AR(p), kde je bily Sum tvofen martingalovymi diferencemi. Dale jsou popsény
odhady parametr tohoto procesu, které jsou nasledné odzkouseny na rozsah-
Iych simulacich s rizné rozdélenymi inovacemi a vysledky jsou porovnany na
zékladé MSE. Prace obsahuje také ukazku aplikace tohoto postupu na realna
data. Na zavér jsou zminény vektorové procesy VGINAR, které je také mozné
vyjadrit jako VAR. Soucasti prace jsou naprogramované funkce pro programové
prostredi R.
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Abstract: In the presented work the generalized integer valued processes GINAR
founded on the Steutel and van Harn generalized operator are studied. Proper-
ties of this operator, which are based on the sum of i.i.d. random variables are
investigated including the determination of the domain of the operator and sug-
gestion of possible construction of this operator. The attention is given on a weak
stationary GINAR(p), the main properties of this process are described and it
is shown that this process has an AR(p) representation, where the white noise
consists of martingale differences. Further, the parameter estimators are descri-
bed and consequently tested on extensive simulation with differently distributed
innovations. The results are compared according to MSE. The work also contains
a real data application. At the end the vector processes VGINAR are mentio-
ned, that can also have a VAR representation. The functions for the program
environment R are included.
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Kapitola 1

Uvod

Celociselné casové rady vznikaji v mnoha situacich a lidé se s nimi setkavaji uz od pra-
davna. Napriklad pastevci pravidelné sledovali pocty kusii zvirat ve stadé, obchodniky
zase pravidelné zajimala poptavka, aby védéli, kolik kusti vyrobkid maji zajistit.

Nezaporné celociselné casové tady jsou tedy nejCastéji pocty véci, udalosti nebo
lidi sledované pravidelné v urcitych casovych okamzicich béhem delsi doby. Prikla-
dem muze byt napiiklad denni sledovani poc¢tu nefunkénich nebo opravovanych stroji
v tovarné, denni pocty pacientti v lékarské ordinaci, hodinové sledovani pocti zasa-
hujicich sanitek, denni pocty zachvatti u pacienta nemocného epilepsii, denni pocty
navstévnikt hotelu atd.

Zakladnim rysem casovych fad, které vznikaji jako sousledna pozorovani, je jejich
korelovanost v ¢ase. Nova pozorovani tedy vétsinou vice ¢i méné zavisi na predeslych
hodnotéch a tikolem analyzy casovych fad je popsat tyto zavislosti, pfipadné modelovat
ocekavany vyvoj do budoucnosti na zakladé pozorovanych hodnot. K této analyze
mame vétsinou k dispozici pouze jednu realizaci ¢asové rfady. Tato skutecnost je velmi
omezujici, protoze béznym pozadavkem pro statistickou analyzu je ndhodny vybér,
tedy nékolik nezévislych pozorovani vzniklych za stejnych okolnosti (tj. znamé i.i.d.
nezavislé stejné rozdélené veliciny).

Bohuzel se nemtzeme vratit do minulosti, pustit historii znovu a ziskat dalsi ne-
zavislou realizaci ¢asové fady. Proto abychom mohli na zakladé jedné realizace casové
fady Cinit zavéry o chovani jednotlivych pozorovani, je nutné, aby pozorované veli¢iny
sdilely spolecné vlastnosti, které se pfili§ neméni v ¢ase (stacionarita casové fady).
Také je nutné, aby pozorovani v c¢asové fadé nebyla prilis zavisla. Tedy aby kazdé po-
zorovani obsahovalo informaci, ktera neni dostupna z ostatnich pozorovani, abychom
mohli na zékladé vSech pozorovani odhadovat jejich spoleéné vlastnosti (ergodic¢nost
¢asové fady).

Mégjme ¢asovou fadu {X;,t € T C Z}. Casové fada je striktné (silné) stacionarni,

pokud rozdéleni ndhodnych veli¢in nezéavisi na posunuti v ¢ase, tj. L(X;,,..., Xy,) =
L(Xi,4n,---, Xt 4n), pro viechna n,tq,...,t,, h takova, ze t; € T,t; + h € T pro
i = 1,...,n. Casova fada s koneénymi druhymi momenty je slabé stacionarni, po-

kud mé konstantni stfedni hodnotu (E[X;| = p pro vSechna ¢ € T') a jeji autoko-
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varianéni funkce se neméni pii posunuti v ¢ase (Cov(Xy;, X;—,) = R(h) pro vSechna
t,t —h € T). Autokovarian¢ni funkce realnych nadhodnych veli¢in je symetricka, pro-
toze Cov(X}, X) = Cov(Xs, X;). V této praci se budeme zabyvat slabé stacionarnimi
casovymi fadami.

V teorii klasickych casovych fad (¢asové fady s redlnymi hodnotami) se velmi di-
lezitou metodou pro analyzu slabé stacionarnich ¢asovych rad stala Box—Jenkinsova
metodologie (70.1éta), jejimz zékladem je korela¢ni analyza. Tato metodologie po-
skytuje univerzalni aparat na volbu vhodného linedrniho modelu, odhad parametrii
a predpovéd budoucich hodnot pro Siroké spektrum rtiznych slabé stacionarnich c¢aso-
vych fad. Zaroven poskytuje moznost simulace ¢asové fady s podobnymi vlastnostmi.
Mezi velké vyhody této metody patii obrovska flexibilita a mnohé tspésné aplikace
na rizné situace. Nevyhodou této analyzy je vétSinou Spatnd interpretace ziskanych
vysledkii.

V celociselnych casovych fadach jsou v mnoha ptipadech sledované pocty velka
¢isla a je mozné tyto casové fady analyzovat stejné jako klasické casové rady. V pii-
padé, kdy jsou hodnoty pomérné malé ¢isla, je tato analyza vhodnad méné. Dtvod
si ukédzeme na nésledujicim piikladu nejjednodussiho autoregresniho modelu AR(1),
ktery je definovan jako proces vyhovujici rovnici

Xi=pXi1+e, t€Z, ¢#0

kde &; je bily Sum, neboli posloupnost nekorelovanych nahodnych veli¢in s nulovou
stiedni hodnotou a koneénym rozptylem o2. Podminka stacionarity je splnéna, kdyz
polynom 1 — ¢z mé kofen vné jednotkového kruhu, neboli kdyz |¢| < 1. Pro neza-
porné nahodné veli¢iny se tato podminka jesté redukuje na 0 < ¢ < 1. Pouziti tohoto
modelu na celoc¢iselné ¢asové fady nam sice umozni odhadnou korela¢ni strukturu pro-
cesu, bohuzel ale neumoznuje simulovani této casové rady. Je zfejmé, ze pokud ma X;
byt posloupnost nezapornych celoc¢iselnych ndhodnych veli¢in, neni mozné, aby veli-
¢iny &, byly nezavislé na X, 1 (¢X;_1 obecné neni celé ¢islo), navic ani neni mozné,
aby veli¢iny ¢; byly obecné celociselné.

Prestoze jsou v praxi metody pro simulovani nezapornych celociselnych fad s urci-
tymi vlastnostmi velmi dtlezité, patii tyto casové fady mezi velmi malo popsané na-
hodné procesy. Od konce 70.let se mnoho autori pokouselo vytvorit urcitou analogii
Box—Jenkinsonovy metodologie, ktera by byla vhodna obecné pro nezaporné celoci-
selné casové fady. V roce 1978 vydali autofi Jacobs a Lewis serii ¢lanku ([7], [8], [9])
popisujici velmi jednoduché modely DARMA pro modelovani celo¢iselnych casovych
fad s urcitou korelacni strukturou. V 80. a 90.letech vznikaly také modely zalozené
na Markovovych fetézcich vyssich fada (Raftery [21]). V nésledujici kapitole jsou pro
predstavu strucné predstaveny nékteré z téchto prvnich modelt. Tyto a i nékteré dalsi
modely spolu s pfiklady jsou uvedeny také v knize [10].

Urcitym zlomem v této oblasti byl v roce 1979 vydany ¢lanek autori Steutel a Harn
[22], kde poprvé predstavili operator zaloZzeny na ndhodném sou¢tu nul a jednicek, pro
ktery se vzil ndzev binomicky operator (binomial thinning). Nésledné vznikaly ¢lanky
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o autoregresnich modelech nezdpornych celociselnych fad (INAR), kde je na rozdil od
AR modeli ndsobeni nahrazeno binomickym operatorem (napiiklad Alzaid a Al-Osh
[1], [2], Du a Li [5] a dalsi). V 90.letech navrhl Latour zobecnéné autoregresni modely
pro nezaporné celoc¢iselné casové fady GINAR zalozené na zobecnéném binomickém
operatoru, které potom rozsitil na vektorové GINAR procesy ([14] a [13]). Ukazuje
se, ze autoregresni modely zalozené na zobecnénych operatorech jsou vlastné klasické
autoregresni ndhodné posloupnosti. Vyborné shrnuti dosavadniho vyzkumu v oboru
celociselnych casovych fad je prace od autora McKenzie [16], kterd spoleéné s [14]
a [13] byly hlavnimi zdroji pfi psani této prace.

Treti kapitola této prace se vénuje riznym nahodnym operatorim. Jsou zde uve-
deny a dokézany zakladni vztahy pro pocitani s témito operatory. Zaroven je zde
odvozen defini¢ni obor zobecnéného operatoru a navrhnut postup konstrukce tohoto
operatoru. V kapitolach 4 az 6 jsou rozebrany vlastnosti zobecnéného nezaporného
celo¢iselného autoregresniho procesu GINAR(p), navrzeny odhady parametri tohoto
procesu a pomoci simulaci vyzkouseny jejich vlastnosti. Dale je v kapitole 7 uvedena
ukazka aplikace popsaného postupu na realna data. Kapitola 8 se vénuje zakladnimu
popisu vektorovych GINAR procest.

Podminéna stfedni hodnota

V celé praci budeme mnohokrat pouzivat nasledujici vétu pro vypocet stiedni hodnoty
znédmou pod zkratkou Li.e. (law of iterated expectations).

Véta 1.1. Necht X = (X1,...,X,)" a Y = (Y1,...,Y,,)" jsou ndhodné vektory
a necht S(x,y) je méritelnd funkce n+m proménngch pro kterou plati E[S(X,Y)] <
0.

Pak existuje podminénd stredni hodnota E[S(X,Y)|Y = y] a je konecnd pro skoro
vsechna y. Pritom plati

E[S(X,Y)] = E[E[S(X,Y)|Y]]. (1.1)

Diikaz. Andél [3, str. 58, Véta 3.22].
[l



Kapitola 2

Neékteré typy celociselnych
casovych rad

V této kapitole je uveden piehled nékterych typt celociselnych rad uvadénych v lite-
ratufe. Tyto modely vznikaly dfive, nez se rozsirily modely zalozené na zobecnénych
operatorech, a v této praci jim nebude vénovana vétsi pozornost.

2.1 Markovovy retézce

Markovovy tetézce s diskrétnimi stavy a diskrétnim casem jsou znamou tf¥idou nahod-
nych procest. Nejdiive pfipomenme definici Markovova fetézce k-tého Fadu.

Necht {X,,,n € Ny} je posloupnost celo¢iselnych ndhodnych veli¢in definovanych
na (©,A,P). Mnozinu S = {i € Z|3n € Ny : P(X,, = i) > 0} nazyvame mnozZinou
stavi a prvky této mnoziny nazyvame stavy.

Definice 2.1. Necht k& € N. Posloupnost {X,,,n € Ny} nazveme Markoviv retézec
k-tého fadu s mnozinou stavii S, jestlize plati tzv. markovska vilastnost

P<Xn+1 = in+1|Xn = in; anl = Z'nfla cee 7XO = ZO) =

. . . . 2.1
= P(Xn+1 = ln+1|Xn = In, Xn—l =1lp—1y--- 7Xn—k+1 = Zn—k-l—l) ( )
pro vSechna n € Ny a v8echna i, 1,%pn,0n_1,...,5 € S takova, ze P(X,, = i,, X,,1 =
in-1,--.,Xo=1) > 0. Pokud navic plati
P(Xn+m+1 = in+1|Xn+m = inu Xn+m—1 = in—1> cee 7Xn+m—k+1 = in—k—H) = (2 2)

= P(Xn+1 = Z.n—i-1|)(n = ina Xpo1= in—la SR 7Xn—k+1 = in—k+1)
pro vSechna m € Ny, mluvime o homogennim Markovové retézci k-tého fadu.

Markovské vlastnost (2.1) znamen4, Ze ndhodné veli¢ina X,, nezavisi na celé mi-
nulosti, ale pouze na hodnoté k minulych vysledkii.
Uvazujme homogenni Markoviv fetézec k-tého fadu s mnozinou stavi S C Nj

a oznacme pro i, i,..., iy € S takové, ze P(X,,_1 = i1, Xpno =1o,..., Xy =1ix) >0
pravdépodobnosti pirechodu jako
p(ili, ... ix) = P(Xp =il Xpno1 =101, ..., Xok = k). (2.3)

8
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Timto Markovovym fetézcem je mozné popsat korelacni strukturu celociselné casové
fady korelované k stupnt do minulosti. V pfipadé, ze ma mnozina S m prvkd, je
kromé specifikace poc¢atecniho rozdéleni k popisu tohoto modelu potfeba m*(m — 1)
parametri (rozdéleni je pak popsano kompletné). Vzhledem k tomu, Ze vétsinou mame
k dispozici jen jednu realizaci casové fady a pro dobré odhady parametrti bychom
potfebovali mnohem vic pozorovani nez parametrii, bylo by pro pouziti tohoto modelu
nutné mit velmi dlouhou c¢asovou fadu. Dalsi nevyhodou tohoto modelu je znac¢né
omezeny popis korelac¢ni struktury rady v ¢ase. Tento model proto neni velmi vhodny
pro popis celoc¢iselnych casovych rad.

MTD model
Model MTD (mixture transition distribution) je jistym vylepSenim pfeparametrizova-
nych Markovovych fetézci vyssich fadd na mnoziné stavia S = {1,2,...,m} (Raftery

1985 [21]). Zakladni myslenkou tohoto modelu je pozadavek na pravdépodobnosti pre-
chodu (2.3) tvaru:

p(iliy, ... i) = Zqu(iyz'j), (2.4)

kde i, d1,...,in € S, 35 Ay =1,A>0proj=1....ka{qlj):i=1...,m}je
pravdépodobnostni rozdéleni pro kazdé j =1,...,m (tedy Y .-, ¢(i|j) = 1, q(i]5) >0
proi,j=1,....maQ = (qj,i = q(z']j))ji:1 . je stochastickd matice). Tento model
mé pouze m(m — 1) + (k — 1) parametrii. V [10, kap. 5.3] je uveden popis modelu
véetné odhadd parametra.

2.2 DARMA modely

DARMA (discrete autoregressive moving average) modely byly navrzeny v roce 1978
(Jacobs, Lewis [7], [8], [9]) pro modelovani stacionarnich fad zavislych ndhodnych
veli¢in s urCitym marginalnim rozdélenim a danou korela¢ni strukturou. Tato trida
modeld je povazovana za prvni pokus o vytvoreni obecné mnoziny model pro popis
celociselnych c¢asovych rad.

Dale uvedeme pro ukazku prehled a nékteré vlastnosti téchto procest. Detailni
odvozeni nésledujicich vztahi je mozné najit v [7], [8] a [9].

DAR(1) model

Proces DAR(1) je definovan jako feSeni stochastické diferencni rovnice
X =V Xia+ (1 -WV)Z, (2.5)

kde {V;,t € N} je i.i.d. posloupnost ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim
Alt(«) pro a € (0,1) a {Z;,t € N} je i.i.d. posloupnost nahodnych veli¢in s diskrétnim
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nezdpornym celoéiselnym rozdélenim® 7 nezavisld na {V;,t € N} se st¥edni hodnotou
E[Z1] = p a rozptylem Var[Z;] = 2. Veli¢iny V; a Z; jsou nezavislé na X, pro s < t.
Daéle plati Xy ~ 7.
Podle tohoto modelu je souc¢asné pozorovani bud minulé pozorovani s pravdépo-
dobnosti «, nebo s pravdépodobnosti 1 — o nezavislé nové pozorovani z rozdéleni .
Necht Xy ~ 7. Spocitejme marginalni rozdéleni veliciny X;:
P(X;,=k) = P(V;Xt_l +(1-V)Z = k) =
=P(ViX; 1+ (1=V)Z = k|V, = 1)P(V, = 1) +
+ P(VtXt—l +(1=-V)Z, =k|V, = O)P(Vt =0) =
=P(Xio1=k)-a+P(Zi=k)- (1—a)=P(Xi1 =k)a+ m(l — ),
kde m, = P(Xo = k) = P(Z; = k) pro k € Ny.
Postupnym dosazovanim za ¢t = 1,2,... dostaneme P(X; = k) = m, tj. marginalni
rozdéleni X; pro t € Ny je 7 a plati E[X;| = p a Var[X;] = 02 pro vSechna t € Nj.
Z (2.5) ur¢ime autokovarianéni funkci:

Xe—p = VX —Vip+ (1 - Vt)Zt - (1 - W)M
Xi—p = Vi(Xer—p) + (1= Vi) (Zy — )
(Xe — ) (Xemp — 1) Vi X1 = 1) (Koo — ) + (1 = Vi) (Ze — ) (X — 1)

Prot > h > 1 plati
[t t=h) :=E[(X; —p)(Xion — p)] = EVI]- E[(Xeo1 — ) (Xion —p)] = af(t=1,t = h)

Pouzitim rovnosti f(t,t) = Var[X;] = 0% dostaneme

ft,t =) =af(t—1,t—1)=ac? f(t,t—2)=af(t,t—1)=a?c? atd.

Obecné pro h > 1 dostaneme f(t,t — h) = o0?, tedy autokovariancni funkce nezévisi
na ¢ase t a miizeme psat, Zze R(h) = a’o? pro h € Ny. Proces DAR(1) je tedy slabé
stacionarni nahodna posloupnost.

Pozndmka. Vsechny ostatni DARMA modely jsou konstruovany stejnym zptisobem,
tedy ndhodnym vybiranim a michdnim i.i.d. veli¢in se stejnym marginalnim rozdeéle-
nim.

DAR(p) model

Model DAR(p) je posloupnost {X;,t € Z}, kterd je feSenim stochastické diferencni
rovnice

Xe=ViXea + (1 =V)Z, (2.6)

kde {Z;,t € Z} a {V,,t € Z} jsou stejné jako vyse a {A;,t € Z} je posloupnost
i.i.d. ndhodnych veli¢in nezavislych na {Z;,t € Z}, {V;,t € Z} nabyvajicich hodnot
v mnoziné {1,...,p}, kde P(A, = k) = g, prok =1,...,p, > 7_, px = 1. Déle plati,
ze Vi, Ay a Z; nezavisi na X, pro s < t.

!Bylo by mozné uvazovat i obecné rozdéleni.
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Tedy soucasné pozorovani je bud s pravdépodobnosti @ ndhodné vybrané pozoro-
vani z k minulych pozorovani, nebo s pravdépodobnosti 1 —a nové nezavislé pozorovani
z rozdéleni 7.

V [9] je popsana konstrukce slabé stacionarni posloupnosti, ktera vyhovuje rovnici
(2.6) a rozdéleni veli¢in X, je 7.

Déle budeme predpokléddat, Ze mame slabé stacionarni feseni { X;,¢ € Z} s margi-
nalnim rozdélenim 7. Stfedni hodnota a autokovarian¢ni funkce tohoto procesu neza-
visi na ¢, plati tedy E[X;] = p a Var[X;] = 02 pro vechna t € Z.

Podobnymi upravami jako u DAR(1) dostaneme
(Xe = ) (Xoeon — 1) = Vi(Xomny = 1) (Xeon = p) + (1 = Vi) (Ze — 1) (Xoeon — 1)

a urc¢ime vztah pro autokorelac¢ni funkci

R(h) = E[(X; — p)(Xe—n — p)] = E[Vi] - B[(Xy—a, — 1) (Xion — )] + 0 =

= a B[E[(Xi—a, — 0)(Xiop — )| Al]] = a-E[R(h - A)] = ad7}_, wpR(h — k)
Autokovariancni funkce slabé stacionarniho DAR(p) tedy vyhovuje systému Yule-
Walkerovych rovnic

R(0)=0%  R(h) :aika(h—k), h=1,2,....

k=1

Korelac¢ni struktura tohoto procesu je tedy stejna s korelacni strukturou klasického
procesu AR(p) (srov. napt. [18, kap. 5.3]).

DMA (¢) model

Podobnym zptisobem je mozné zkonstruovat i diskrétni analogii MA procesti, které
definujeme jako
Xt - Zt—Su (27)

kde {Z;,t e NU{l —¢q,...,0}} je posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in s rozdélenim 7
a {S;,t € Ny} je posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in nabyvajicich hodnot v mnoziné
{0,1,...,q}, kde P(S; = k) = by, prok =0,1,...,q, > {_, 0k = 1, nezavislych na { Z,}.
Tento model je velmi jednoduchy, jedna se vlastné o ndhodné vybirani z poslednich
q + 1 vygenerovanych nezavislych pozorovani z rozdéleni .

Stejné jako u DAR procest dokazeme, ze marginalni rozdéleni n.v. X; je 7:

P(X;=k)=P(Zi_s, = k)= (P(Zi_; = k)P(S; = i) = > ! mb; = my.
Plati tedy E[X;] = p a Var[X;] = 02 pro vSechna t € Nj.

Déle spoc¢itame autokovarian¢ni funkci pro h > 1 (vyuzijeme nezavislosti {Z;}):
E[(Xy — p)(Xeon — )] = E[(Zi—s, — p)(Ze-n—s,_,, — 1)] =
= E[EKZt—St — ) (Zi—h=s,_,, — 1)|St, St—hH = E[COV(Zt—St, Zt—h—5, |5t St—h)] =
=E[0®t_g,mt-h-s, ,]] =02 Pt =Sy =t —h—S;_y) =02 -P(S; =S+ h) =
=023 1 (P(Si =Si—n+ h|Si—p = k) - P(Sih =k) =02 > ] _P(Si=k+h) b
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DAR(1)
16 N . ® o o .
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Obrazek 2.1: Ukazky procesit DAR a DMA s empirickymi odhady autokorela¢ni funkce,
kde Z; ~ Po(10) = m; DAR(1): @ = 0.7; DMA(2): 6y = 0.4, 6, = 0.3, 6, = 0.3.

Autokovarianéni funkce tedy nezavisi na ¢ a mizeme psat

o? pro h =10
R(h) =< o*>C 0h+k9k prol <h<gq
0 jinak.

DARMA (p,q) model
DARMA(p, q) je proces {X;,t € N} spliiujici stochastickou diferenéni rovnici

Xe=ViXeoa, + (1= Vi) Zi_st, (2.8)

kde {V;,t € N} je opét posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim
Alt(a), {Z;,t e NU{1—gq,...,0}} je posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in s rozdélenim
7, {A;, t € N} je posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in nabyvajicich hodnot v mnoziné
{1,...,p}, kde P(A; = k) = g, pro k = 1,....p, > h_ox = L. {Si,t € No} je
posloupnost i.i.d. ndhodnych veli¢in nabyvajicich hodnot v mnoziné {0,1,...,q}, kde



KAPITOLA 2. NEKTERE TYPY CELOCISELNYCH CASOVYCH RAD 13

P(S; =k) =06k, prok=0,1,...,q, > {_,0r = 1. Déle plati, Ze rozdéleni veli¢in X;_,,
Xg_p, ey XQ je .

Dalsi vlastnosti téchto modeld jsou popsany v ¢lancich [7], [8], [9]. Tato tfida mo-
deli je velmi jednoduché a zaroven velmi obecna co se tyce zvoleného typu rozdéleni
(m dokonce nemusi byt omezeno jenom na celo¢iselna rozdéleni). Vzhledem k tomu,
ze korela¢ni struktura je tvorena pouze opakovanim urcitych pozorovani z minulosti,
je prubéh tohoto procesu znac¢né "umély” a nehodi se pro popis praktickych tloh,
kde korelace vznikaji na zakladé vnitinich zavislosti danych jevii. Vybirani z minulych
pozorovani se vice hodi na popis proménnych, kde neni definovano usporadani, nez na
celociselné casové rady sledujici vyskyt udalosti v case.



Kapitola 3

Nahodné operatory

Tt¥ida modeli zaloZenych na ndhodnych operatorech! (viz dale) je vzhledem velmi po-
dobné klasickym modelim ARMA pro casové fady. Zakladnim stavebnim prvkem je
zavedeni operatort nahrazujicich nasobeni vyskytujici se v klasickych ¢asovych radach.

Motivace: Galtoniiv—Watsoniiv proces vétveni s imigraci

Mé¢jme populaci jedinct, ktera se vyviji v case. Na zacatku je pocet jedincii v po-
pulaci Xy > 0. Pro kazdého jedince i zijictho v dobé ¢ oznac¢me Y;; € {0,1,2,...}
velikost "rodiny” v ¢ase t jedince i, ktery zil v ¢ase t — 1 (tj. ¢ = 1,...,X;_1). Déle
ozna¢me [, pocet jedinct, ktefi se k nasi populaci ptistéhuji v dobé (¢ — 1,¢]. Pfedpo-
kladejme, ze se jedinci rozmnozuji a stéhuji nezavisle. Vyvoj této populace v case je
popsan nasledujici rovnici (3.7, = 0)

X1

X =) Y,+1I. (3.1)
=1

Rada {X;} je Markoviiv fetézec prvniho fadu (vivoj populace nezavisi na celé his-
torii, ale pouze na jednom stavu populace v minulosti). Nahodné operatory slouzi ke
zjednodusSeni manipulace s ndhodnym souc¢tem vyskytujicim se v (3.1) a v podobnych
rovnicich.

3.1 Pomocna tvrzeni a definice

Skutecnost, ze pro ndhodnou veli¢inu X plati P(X = k) = pp > 0 pro k € M
a Y e Pe = 1, budeme zkrécené zapisovat jako

X ~{pi, ke M}. (3.2)

Nejdiive uvedeme nékteré statistické vlastnosti ndhodnych soucti.

1V angli¢tiné se pro tyto operatory pouZivé termin thinning.

14



KAPITOLA 3. NAHODNE OPERATORY 15

Véta 3.1. Uvazujme ndhodné soucty S =3 X, a 8" =M Y, | kde {X,,} jsou
i.i.d. nahodné veliciny s rozdélenim wx a {Y,} jsou i.i.d. ndhodné veliciny s rozdélenim
my. Rady {X,} a {Y,} jsou vzdjemné nezdvislé. N a M jsou nezdporné celociselné
ndhodné veliciny nezdvislé na {X,} a {Y,}. Pak plati (pokud existuji prislusné stredni
hodnoty a rozptyly)

i) E[S|N] = NE[X)];  E[S] = E[N]E[X]

i) E[SS'|N,M] = NME[X{]E[Y1];  E[SS'] = E[NM]E[X,]E[Yi]
iii) E[S?|N] = N Var[X;] + N2(E[X,])?;  E[S?] = E[N] Var[X,] + E[N?] (E[X,])?
i) Var[S|N] = N Var[X,];  Var[S] = E[N] Var[X,] + Var[N] (E[X,])?

v) CovlS, §' = E[X,] E[Y3] Cov[N, M].

Pozndmka. Nepodminéné vztahy z i) a iv) byvaji oznacovany jako Waldovy rovnosti.
Dikaz.

ad i) E[S|N] = E [anzl XnyN} = NE[X)],  E[S] = E[E[S|N]] = E[N]E[X]

ad i) E[SS'|N, M] = E [zjjzl X, M YilN, M} — NME[X]E[Yi]

E[SS] = E[E[SS'|N, M]] = E[NM] E[X,] E[Y}]

ad i) B[S?|N] = B [0, S0, X Xl V| = S0, SO0 BIX, ) =

= N(N = D(B[X41])? + N (Var[Xy] + (B[X1])?) = NVar[Xy] + N2(B[X,])?

E[$?] = E[E[S?|N]] = E[N] Var[Xi] + E[N?] (E[X])?

ad iv) Var[S|N] = Var [ZL Xn|N} — N Var[X}]

Var[S] = E[S?] — (E[S])? = [E[N] Var[X;] + E[N?] (E[X1])?] — (E[N])*(E[X1])* =
— E[N] Var[X] + (E[X,])*Var[N]

ad v) Cov[S, §'] = E[SS'] — E[S]E[S'] = E[X,] - E[V1] - E[N M]—
—E[N]- E[Xy] - E[M] - E[Y1] = E[Xy] - E[Y3] - Cov[N, M] -

Dale pro celociselnou nezapornou nahodnou veli¢inu X oznacime jeji vytvorujici
funkci pravdépodobnosti (probability generating function, p.g.f.) jako

Px(s) :=Es* = iP(X =
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V ¢lancich o celociselnych ¢asovych fadach se casto vyskytuje alternativni vytvorujici
funkce pravdépodobnosti (alternate probability generating function, a.p.g.f) defino-
vana

Gx(s):=E(1—s)* ZP (1= 35)" = Px(1—s).

Zakladni vlastnosti vytvorujici funkce jsou uvedeny v dodatku B.

Véta 3.2. Necht Py(s) a Px jsou vytvorujici funkce ndhodnych velicin N o {X,}
z vety 3.1. Vytvorugici funkce nahodné veliciny S = 25:1 X, je ddna vztahem

Ps(s) = Py[Px(9)]. (3.3)

Diikaz. [19, Véta A.7, str. 140]
[

3.2 Steuteltv a van Harntiv zobecnény operator

Definice 3.3. Necht X je nezdporna celoéiselnd ndhodné veli¢ina a necht {Y,,,n € N}
je posloupnost i.i.d. nezapornych celociselnych ndhodnych veli¢in s konecnou stiedni
hodnotou « a kone¢nym rozptylem (3 nezavisla na X. Definujme zobecnény operator
(generalized operator) «(/3)e asociovany s fadou (asociated with sequence) {Y,,} jako

X 0
aB)e X =3V,  kde Y ¥, :=
n=1 n=1

Radu {Y,,,n € N} nazveme ¢itaci fadou (counting series).

Pozndmka. 7 definice operatoru je ziejmé, ze o« > 0. Zaroven plati a = 0= § =0
(z nezdpornosti ndhodnych veli¢in v ¢itaci fadé).

Misto a((3)e byvaji v literatufe pro zobecnény operator také pouzivany symboly
e, o nebo ao.

Zobecnény operator je v literature nazyvan zobecnény Steuteliiv a van Harniiv
operator (generalized Steutel and van Harn operator). Steuteliiv a van Harntiv ptivodni
operétor byl poprvé zminén v [22], jednalo se o specialni piipad zobecnéného operatoru,
tzv. binomicky operétor (binomial thinning) (viz déle).

Definice 3.4. Necht «(/3)e a v(d)e jsou zobecnéné operatory asociované s posloup-
nostmi {Y,,} a {Z,}. Tyto operatory nazveme nezavislé (independent), kdyz ¢itaci
fady {Y,.} a {Z,} jsou vzdjemné nezavislé.

Definice 3.5. Necht A(B)e = (a;;(0;;)®) je p x p matice nezavislych zobecnénych
operatorti, A = (o;;) a B = (3;;) jsou matice koneénych stfednich hodnot a rozptyli
zobecnénych operatortt a X = (Xi,.., X,)" je ndhodny nezaporny celo¢iselny vektor.
Zobecnény maticovy operator definujeme jako

an(fu) - a1p(Bip) Xq Z?:l a1;(B15) @ X;
A(B)e X := P ol ¢ |= :
ap1(Bp1) - pp(Bpp) Xp E?:l ;i (Bpy) @ X
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Vlastnosti zobecnéného operatoru

Véta 3.6. Necht X a 'Y jsou celociselné nezdporné ndhodné veliciny (nemusi byt
nezavislé), a(F)e a y(J)e jsou nezdvislé zobecnéné operdtory. Pak

i) Necht P(X > 0) > 0 (< E[X] > 0), pak plati:
a(f)e X =0sj < a=pF=0; af)e X =Xsj & a=1af=0
Vidy plati 0(0)e X =0sj. a 1(0)e X =X s

i) Ela(B) e X] = aE[X];  E[a(B) e X|X] = aX
iii) E[(a(5) ¢ X)°] = BE[X] + o’E[X?;  E[(a(5) » X)*|X] = X + a?X”
w) E[(a(B) @ X) - (v(6) @ Y)] = anE[XY]

v) Var[a(3) e X] = BE[X] + o*Var[X];  Varla(B) e X|X] = X

g
g

vit) Pagyex(s) = Px(Pz(s)), kde Pz(s) je vytvorujici funkce pravdépodobnosti nd-
hodné veliciny Z v ¢itaci Tadé operdtoru o([3)e.

e X,v(0) Y] =ayCov[X,Y]; Cov[a(f) @ X, Y] = aCov[X,Y];

vi) Cov[a(p)
) o X,(6) o YIX, V] =0

(
(

Cov|a

Diikaz.
ad ii)-vii) Dusledek vét 3.1 a 3.2.

ad 1) Protoze X neni skoro jisté rovna 0, plati E[X] > 0.

a(f)eX =0sj. = ElapB)eX]|=aEX]|=0 = a=0

Tedy pro veli¢iny Z; ve ¢itaci fadé operatoru «(3)e plati E[Z;] = 0. Protoze Z; jsou
nezaporné nahodné veli¢iny, musi platit Var[Z;] = 0 = §.

a(f)e X =Xsj = Elapf)eX]=E[X] a Var[a(f)e X]= Var|X]
aE[X]=EX] = a=1

BE[X] + o*Var[X] = Var[X] = PEX]=0 = =0

Opacnéa implikace je v obou pripadech zfejma a nevyzaduje nezapornost stfedni hod-
noty. [l

Vlastnosti zobecnéného maticového operatoru

Véta 3.7. Necht X = (X1,..,X,)" a Y = (Y1,..,Y,)" jsou celociselné nezdporné nd-
hodné vektory, A(B)e a C(D)e jsou nezdvislé zobecnéné maticové operdtory rozmeri
pXparxr. Pak

i) Opxp(Opxp) @ X =051 5. a I,(0,4,) ¢ X =X s.5.
ii) E[A(B) ¢ X| = AE[X]
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iii) E[(A(B) e X)(A(B) e X)'] = diag(BE[X]) + AE[XX ']A",
kde diag(BE[X]) je c¢tvercovd matice s vektorem BE[X] na diagondle.

Pozn.: Oba operdtory na levée strané jsou totozné, tj. citact Tady v obou operdto-
rech tvori stejné nahodné veliciny.

iv) E[(A(B)e X)(C(D)eY)'] = AE[XY|C"
v) Var[A(B) e X| = diag(BE[X]) + AVar[X]A"
vi) Cov[A(B) e X,C(D)eY]= ACov[X,Y]C"
Dikaz.
Ptipomenme ze
> i a1j(By) o X > =1 715(015) @Y
A(B)e X = : C(D)eY = :
g 1 %pj (ﬁm) 25:1 Vrj(0r5) @Y}
ad 1) Zfejmé z nulovosti rozptyli.
ad ii) Plyne z definice maticového operatoru a z toho, ze E[a;;(5;;) @ X;] = ay; E[X]].
ad iii) (E[(A(B)e X)(A(B)eX)']), = B[ 37, aw(Bn) e Xe X0 au(B) e Xi] =
= Zizl Zf=1 E[azk<ﬁzk) ° Xy - O‘jl<ﬁjl) o Xl} =
( prot=j: = p =1 Z [Oéik(ﬁik) ® Xy - ay(Bi) e Xl] =
= Zk:l 21:1,1# aipeaB[Xp Xa] + 370 (BaE[Xh] + o3 E[XF]) =

= = Z:1 Z?:l i B[ X Xp] + Zizl BiE[Xk] =
= (AEXX]A"), + (BE[X));

| prodi#£j: =30 Y anopE[XpX)] = (AE[X X ']AT),

1’7]

ad iv) (E[(A(B) . X) (C(D) ° Y)T] )” =S ST E [Oélk(/g’l/k') o Xi-vu(051) .Xl} —_
=2 het 2o Qi E[XRY)] = (AE[XYT]CT)M

ad v) Var[A(B) e X| =E[(A(B) s X)(A(B)e X)'] - AEX|E[X]|"A" =
= diag( BE[X]) + AE[XXT}A — AE[X]E[X]" A" = diag(BE[X]) + AVar[X]A'

ad vi) Cov[A(B)eX,C(D)eY] = E[(A(B)eX)(C(D)eY) |- AEXIE[Y]'CT =
= AE[XY"|C" — AE[X]E[Y]'C" = ACov[X,Y]C" O

3.3 Binomicky operator

Nejcastéji pouzivanym nahodnym operatorem je specialni pripad zobecnéného opera-
toru nazvany binomicky operator.
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Definice 3.8. Necht X je nezdporné celociselnd ndhodna veli¢ina. Pro a € [0,1]
definujme binomicky operator (binomial thinning) «o jako

ao X ~ Bi(X, a), (3.4)

X
tedy aoX := > Y, kdeY, ~ Alt(a), n € N jsou vzijemné nezavislé ndhodné veli¢iny.

n=1
Plati tedy, ze « 0o X = a(a(l — a)) e X, kde veliciny v ¢itaci fadé zobecnéného
operatoru maji alternativni rozdéleni s parametrem a.
Pouziti binomického operatoru v rovnici (3.1) vede na X; = avo X; 1+ I; a popisuje
populaci, kde se jedinci pouze pristéhovavaji a pak prezivaji s pravdépodobnosti a.

Véta 3.9 (Vlastnosti binomického operatoru). Necht a, 3 € [0, 1]
i) 0o X =0sj, loX=2X sj
ii) fo(aoX)~ (aff)o X  (~ znamend rovnost rozdéleni)
iii) Ela o X] = aE[X], Var[ao X]=a(l — a)E[X]+ a?Var[X]
i) E[(co X)(BoY)] =af-E[XY], CovieoX,foY]=as-Cov[X,Y]
v) Paox(s) = Px(1 —a+as), Gaox(s) =Gx(as)
Diikaz.

ad 1), iii) a iv) Plyne z vlastnosti zobecnéného operétoru.

ad v) Kdyz Y ~ Alt(a), pak Py(s) = (1 —a)- s+ a-s' =1 — a+ as, prvni vztah
plyne z véty 3.2.
Gaox = Paox(1 —s)=Px(1 —a+a(l —s)) = Px(1 — as) = Gx(as)

ad ii) Ppo(aox)(s) = Paox (1 =B+ 8s) = Px(1 —a+a(l — f+ Bs)) =
= Px(1 —aB+ afs) = Paugpx(s)
Z rovnosti vytvorujicich funkci n.v. fo(ao X) a (af3) o X plyne rovnost rozdéleni. [J

3.4 Multinomicky operator

Multinomicky operator je rozsifenim binomického operatoru. V této praci se budeme
zabyvat pouze modely zaloZenymi na zobecnéném operatoru, proto uvedeme pouze
definici multinomického operatoru.

Definice 3.10. Necht o = (ay, ..., )" € [0,1]7 je vektor pravdépodobnosti splitujici
P L a; <1a X je nezdporna celo¢iselnd ndhodna veli¢ina. Definujme multinomicky
operator (multinomial thinning) ao jako

ao X ~ Multi(X, a) (3.5)

tedy i-ta slozka vektoru avo X je pocet vysledki typu i v X nezavislych pokusech, kde
pravdépodobnost vysledku 7 je «;. Mnozina vSech moznych vysledki jednoho pokusu
je {1,...,p,p+ 1}, kde pravdépodobnost vysledku p + 1 je (1 — Y7 | ;).
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Pozndmka. Multi(X, &) je multinomické rozdéleni podle klasické definice pouze v pii-
padé, ze Y 7, o; = 1. V piipadé > 7 a; < 1 je rozdéleni Multi(X, av) tvofeno prvnimi
p slozkami klasického multinomického (p + 1)-rozmérného rozdéleni s vektorem prav-
dépodobnosti (a’,1 -7  «a;)7.

Multinomicky operator je zobrazeni z Ny do Nb. Definujme maticovy operator z Nj
do N§.

Definice 3.11. Uvazujme nadhodny nezédporny celoéiselny vektor X = (Xy,...,X,)"
a matici A = [a®,..., a®)], kde ¥ = (agl), . ,041(,@))T € [0,1]7,i = 1,...,p jsou

vektory pravdépodobnosti spliiujici Z§:1 ot

;. < 1. Maticovy multinomicky operator
definujeme jako

p
Ao X = Z oo X;, (3.6)
i=1
kde a® o X;, i = 1,...,p jsou vzajemné nezévislé ndhodné vektory.

3.5 Definiéni obor zobecnéného operatoru

Je zfejmé, Ze operator 0(3)e neni definovan, protoze neexistuje celo¢iselnd nezaporna
nadhodna veli¢ina, ktera by méla stiedni hodnotu 0 a rozptyl 3. Pro kterd o a 3 je
operator a(f3)e definovan?

Necht A:=|a] eNgjaa:=a—A€[0,1),plati A<a<A+1.

Minimalni rozptyl

Pro celo¢iselnou nezéapornou ndhodnou veli¢inu Y ~ {py, k € Ny} se stfedni hodnotou
a > 0 budeme hledat pravdépodobnosti {px,k € Ny} tak, aby ndhodné veli¢ina Y
méla minimalni rozptyl.
BY] =320k pe =0
Var[Y] = E[Y — o’ = Y22 (k — )’ - pe = Yol — k) pr+ 0 (k— @) py >
> (0= AP Yo pit (A+1=a) X5, pr = (a— AP-m+ (A+1—a)>- (1) = Var[¥y
Y, je nadhodna veli¢ina se stfedni hodnotou « a rozdélenim P[Yy = A] = 7 a P[Y; =
A+ 1] =1— 7. Z podminky na stfedni hodnotu dopocitame .
EYo]=A-74+(A+1)- 1—-m)=A+1—-nmr=a=A+a = 7n=1-a
Var[Yo] =a?- (1 —a)+ (1 —a)*-a=da*>—-2a®>+a=a(l —a)

Nejmensi mozny rozptyl nezaporné celociselné nahodné veliciny Y se stiedni hod-

notou « je a(1—a) a nastava v ptipadé, kdy pro ndhodnou veli¢inu Y plati ps = 1—a,
par1 = a a p, = 0 jinak. Operator «(f3)e tedy neni definovan pro § < a(l — a).
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Konstrukce zobecnéného operatoru

Dale budeme konstruovat nezapornou celociselnou veli¢inu Y se stfedni hodnotou «
a rozptylem (. P¥ipomenme, ze A = |a] e Ngaa=a— A €[0,1).

Schéma konstrukce operatoru:

1) a=0

Celociselna nezaporna nahodna veli¢ina mé stiedni hodnotu rovnou 0 pouze v pripadé,
kdy je konstantné rovna nule. Pak ma ale nulovy rozptyl, tedy musi nutné platit g = 0.

2) a>0,3=a(l—a)

Jak jiz bylo dokézéno, hodnota 8 = a(1 — a) je pfi daném « nejmensi mozna hodnota,
kdy je operator definovan. V tomto ptipadé je

. A s pravdépodobnosti 1 — a
| A+1 s pravdépodobnosti a.

3)a>0,8>a(l—-a),a>0
y:=la+p/al c=y—(a+B/a)e0,]) = ’+F=aly—c)  (37)

A s pravdépodobnosti 1 — p; — po
Y=4 A+1 s pravdépodobnosti p; = =
A+vy s pravdépodobnosti py = ’GinI)a

Protoze # > a(1 — a), plati a + f/a > a+a(l —a)/a = 1 a dale dostaneme
y=la+p/a]l >a+bla>1 = y>2

Z podminek 8 > a(l —a), y >2,a € (0,1), c€ [0,1) a (3.7) dostaneme

B+a —a>0, p >0, py>0.

Déle ovéfime, jestli je soucet pravdépodobnosti p; a ps mensi nez 1 (pouzijeme (3.7)).

ac Bta®—a _ yacta(y—c)—a __ a(yc—cty—1) __ a(y—1)(c+1l) _ a(ct+l) L2 _
y—1 + y(y—1) y(y—1) oy T wyly-l) Ty <732 = 1.

p1+ P2 =
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Pravdépodobnosti p; a py jsou dobfe definované, mizeme spocitat stfedni hodnotu
a rozptyl. PouzZijeme vztah a = A + a.

EY|=A1—-p1—p2) +(A+1)p1+ (A+y)pe = A+p1+yp2 = A+ ac +y[3+a7a:

y(y—=1)
_A+ac+a?5ylc —a A+aya A+a=a

VarlY] =E[Y —a]? = (A= a)’ (1 —p1 —p2) + (A+ 1= a)’pi + (A+y—a)’py =

= (1-—p—p)+(1—a)l’pi+(y—a)p =

= a®>+pi(—a*+1—2a+a?) + po(—a® +y* — 2ay + a?) =

= a®+pi(1— 20) + pa(y? — 2ay) = a? + 2020 Gre ooy
ac(1-2a)+[a(y—c)—a] (y—2a)

c— 2ac+(y c—1)(y—2a) _

= a’+ = =d’+a =)
_ g2 4 g=2acty? fcyy - 2ay+2act2a _ 2 4 uP—y- cyy+c1 2ay+2a _
= a +a(y1);y—162“) a+aly—c) -2 =a*+ (f+a*) —2a*> =0
4)a>0,>a(l—a),a=0
y:=1[08]1=25 (3.8)
A—1 s pravdépodobnosti p; = %
Y=¢ A s pravdépodobnosti 1 — p; — py
A+vy s pravdépodobnosti py = y(yﬁﬂ).

Z podminky (5 > 0 dostaneme
y=[pB128>0 = y=>1
h > 07 b2 >0

_ B 8 _ By+B _ B
PLtPe= g0ty Ty Ty
re

Pravdépodobnosti p; a py jsou dob
ptyl. Protoze a = 0, plati A = a.

EY]=(A-Dp1+A(l—p1—p2)+(A+1)ps = A—p1+ypy = A— y+1+y (y+1) =A=a

Var[Y] = E[Y —a]? = (A—=1-a)’pi+ (A—a)* (1 —p1—pa) + (A+y—a)’p2 =
B(

— 2 +1) _
= Dty = y+1+yy(y+1) yy+1 =5

y
y
definované. Dale spocitame stfedni hodnotu a roz-

Zkonstruovanim zobecnéného operatoru jsme dokazali, ze defini¢ni obor tohoto
operatoru je

Dogre = {10,0]} U {[e, fl;a0 > 0,8 > a(l —a),a =a — o] }. (3.9)

Pozndmka. Kdyz je  mnohem vétsi nez «, dochazi k tomu, ze také y je mnohem
vétsi nez a. Vysledné rozdéleni ndhodné veliciny Y je potom koncentrovano do dvou
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Obréazek 3.1: Defini¢ni obor zobecnéného operatoru.

odlehlych ¢asti. V rtiznych vybérech z tohoto rozdéleni se pak velmi lisi odhady stfedni
hodnoty a rozptylu.

V pripadé a < (8 bude lepsi vyse zminéné rozdéleni nahradit negativné binomickym
rozdélenim Y ~ NBi(r,p), r > 0, p € (0,1), které je definovano dvéma nezévislymi
parametry, plati pro néj vztah E[Y] < Var[Y] a nosi¢em tohoto rozdéleni je mnozina
Ny (viz dodatek A).

Ze vztaht o = E[Y] = @ a 3= Var[X] = "2 — > > a dopocitdme vhodné
parametry r a p

Q a% e}
E 1-% B-a

(3.10)

Na zékladé této konstrukce byla naprogramovana funkce goper(x, alpha, beta)
uvedend v dodatku D.



Kapitola 4

Proces GINAR

V této kapitole se blize podivame na jeden z modelt nezapornych celociselnych ca-
sovych tad zalozeny na zavedenych zobecnénych operatorech. Nejdrive pfipomenme,
ze nezapornd ndhodné veli¢ina X s rozdélenim {pyx,k € M C Ny}, kterd neni skoro
jisté rovna nule, méa kladnou stredni hodnotu. Nezaporné celoc¢iselné ¢asové rady tedy
nejsou centrované nahodné procesy.

Pro p € N je GINAR(p) (zobecnény celoc¢iselny nezaporny autoregresni iadu p, ge-
neralized integer autoregressive of order p) ndhodna posloupnost tvorena celo¢iselnymi
nezapornymi nahodnymi veli¢inami, ktera vyhovuje rovnici

Xi=p1(a1)r @ Xi1 + o) @ Xi o+ +@p(ar)i @ Xy + 2y, tEL (4.1)

kde ay,...,ap, ¢1,...,pp, jsou nezdporné konstanty a ¢, # 0.

Indikator t u zobecnéného operatoru vyjadiuje prirozeny predpoklad, ze ¢itaci rada
u daného operatoru je v novém case nova, nezavisla na vsech ostatnich ¢itacich radach
operatorti v soucasnosti, v minulosti a samoziejmé i v budoucnosti.

Proces {Z;} je inovacni proces tvoteny nekorelovanymi celo¢iselnymi nezépornymi
nahodnymi velicinami s rozdélenim m, nezavisly na X; 1, X; o,... a na ndhodnych
operatorech. Ozna¢me puy = E[Z;] > 0 a 0% = Var[Z;] < .

Zakladnimi vlastnostmi procesu GINAR(p) se zabyva ¢lanek Latour [14], kde je
uvedena nasledujici podminka existence slabé stacionarniho feseni rovnice (4.1). V ¢lan-
ku Latour [13] autor dokazal také tvrzeni o existenci silné stacionarniho vicerozmér-
ného procesu GINAR(p) s koneénymi druhymi momenty!, jeho# dtisledkem je existence
silné stacionarniho jednorozmérného procesu GINAR(p).

Véta 4.1. Necht je inovacni proces {Z;} tvoren i.i.d. celociselngmi nezapornymi nd-
hodnymi velicinami s rozdélenim © a necht plati 1 + -+ + ¢, < 1. Potom ezistuje
nezdporny celociselny slabé staciondrni proces {X;,t € Z} wvyhovujici rovnici (4.1),
pro ktery plati Cov(Xs, Zy) = 0 pro s <t (proces je kauzdlni).

Diikaz. Latour [14, str. 443, Tvrzeni 3.1]. O

1Clanek [14] z roku 1998 byl napsan diive (uz v roce 1995) ne# ¢lanek [13] z roku 1997.

24
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V této praci se budeme zabyvat pouze slabé stacionarnimi procesy GINAR(p) s ne-
zavislymi stejné rozdélenymi inovacemi. Piiklad silné staciondrniho procesu GINAR(1)
je uveden v [14, str. 447].

4.1 Stredni hodnota a autokovarian¢ni funkce

Necht {X;,t € Z} je slabé staciondrni proces GINAR(p) s i.i.d. inovacemi. Spocitame
jeho stfedni hodnotu a autokovarianéni funkci (pfitom vyuZijeme tvrzeni véty 3.6).

Stfedni hodnota :

p=E[X)] =Elpi(ar1)r @ Xeo1+ - +gplan)r @ Xy + Zi] = (o1 + -+ 0p) 1+ 11z
Tedy
"
ProtoZe stiedni hodnota procesu GINAR(p) je nezdpornad? a pz > 0, dostavame, Ze
pro kazdy staciondrni proces GINAR(p) musi plati vztah ¢; + -+ + ¢, < 1. Tento
vztah je ve vété 4.1 pti i.i.d. inovacich zaroven jednou podminkou pro existenci slabé
stacionarniho kauzélniho feseni rovnice (4.1). Podminku

p (4.2)

o1+ + o, < 1. (4.3)

budeme nazyvat podminkou stacionarity procesu GINAR(p). Jak bude dokazano dale,
podminka stacionarity nam zarucuje také ergodicitu procesu GINAR(p).
Protoze 1 — ¢y — -+ - — ¢, € (0,1), dostavame

> iz, (4.4)
tedy stfedni hodnota slabé stacionarniho procesu GINAR(p) je vzdy vétsi nez stiedni
hodnota jeho inovaci.

Autokovarianc¢ni funkce:

Oznacme

R(h) := Cov[X}, X;_p)
Pouzitim vztahu p = (o1 + - - + ¢p)pt + pz dostavame z (4.1)
Xe— =30 (pjla;)r 0 Xoj — oju) + (Z — piz)
B(X; — 1) (Xen—p) = 27 E(pj(y) 0 X —500) (Xoon — 1) + E(Ze — p12) (X — 1)

2X; jsou nezédporné nadhodné veli¢iny, tedy musi platit E[X;] > 0.
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p
COV[Xt, thh] = Z COV[QOJ(OéJ)t [ J thja thh] + (jOV[Zt7 thh] (45)

j=1
Protoze zobecnéné operatory s indexem ¢ a ndhodné veli¢iny Z; jsou nezavislé na
velicinach X; 1, X;_o, ..., plati pro h > 0 (pouziti Cov[a(3) @ X,Y] = aCov[X,Y])

Covip;(a;)i @ Xi—j, Xi—n] = ¢;CovXi—j, Xeop]) = @;R(h—3j) a Cov][Z;, Xi—s] = 0.

Dosazenim do (4.5) dostaneme vztah
p
R(h) = @;R(h— j), pro h > 0. (4.6)
j=1

Pouzitim vztahu Var[a(3) ¢ X| = SE[X] + a?Var[X]| dostaneme

Cov(pj(a;)e @ Xi—j, Xi] = Covlp;(ay)e  Xoj, 371 i) @ Xoi + Zi] =

=2 i1 Covlpj(ay)e @ Xij, i() @ Xoi] =

= Var[p;(o;): @ Xo—j] + 220, 1.5 Covlps(ay)e @ Xij, i(e)r @ Xoi] =

= o;E[X; ;] + SD?VM[Xt—j] + Zf:l,i;éj 0 iCov[X;_j, Xii] =

=+ @FR0) + 30, s iR — J) = ajp+ 300 @0 R(i — )

Cov[Z;, Xi) = Cov|[Zy, >0 wilay)e @ Xi—i + Z4]) = Var|Z,] = 0%,

Dosazenim do (4.5) dostaneme vztah pro h = 0

R(0) =375, Covlp;(ay)e @ Xij, Xi] + Cov([Zy, Xi] =

= Z§:1 [+ >0 oipiR(i — j)]+0% = p Z§=1 ;D0 i 23:1 p;R(i — ]Z +oy =

(.

R(i)
=puy o+ 30 piR(i) + 07
Proces GINAR(p) spliuje systém Yule-Walkerovych rovnic:
R(0) = oR(1)+ -+ p,R(p) + play + -+ ) + 0% (4.7)
R(h) = @iR(h—1)+ -+ ¢,R(h—p) pro h > 1. (4.8)

Tento systém se shoduje s Yule-Walkerovym systémem rovnic klasického procesu
AR(p) spliyjiciho stochastickou diferené¢ni rovnici

P
Y, = Z YY1 + ey,
k=1

kde ¢, je bily Sum s rozptylem o2 = Z§:1 aj+ 0%,
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Protoze GINAR(p) je redlny proces, plati R(h) = R(—h) a rovnice (4.8) je pro
h=1,...,p mozné zapsat jako

£(0) R(1) .-+ R(p—1) 1 R(1)
R(:l) R(0) - R(p :— 2) 30:2 _ R(:Q) | (49)
R(p—1) R(p—2) --- R(0) #p R(p)
Dale oznacme
R(0) R(1) R(p—1)
r, .- R(:1) R(0) - R(p :— 2) | (4.10)
R(p—1) R(p—2) -~  R(0)
o= (Pngn g a v (ROLR@),.. RE)T. (411
Je zfejmé, ze T') = Var[Xy, ..., X}]. Rovnici (4.9) mizeme zapsat jako 'y = 7,

Véta 4.2. Necht {X;,t € Z} je redlnd staciondrni posloupnost s autokovariancéni
funkci R, pro kterou plati

k—o0

R(0) >0 a R(k) — 0. (4.12)
Potom je matice '), requldrni pro kazdé n € N a plati ¢ = I‘;l'yp.

Diikaz. Pro centrovanou posloupnost je dikaz uveden v Praskova, Lachout [19, str. 98,
Véta 7.3]. Pro stacionarni posloupnost s kladnou st¥edni hodnotou u se ditkaz provede
obdobné pro posloupnost Y; := X; — pu. [l

Reseni Yule—Walkerovych rovnic:

Nebudeme Fesit piimo systém Yule-Walkerovych rovnic (4.7) a (4.8), ale budeme hle-
dat feseni diferencni rovnice pro autokorelace vzniklé vydélenim ptvodni diferenc¢ni

rovnice (4.8) hodnotou R(0) (pfedpokladame, ze R(0) > 0), r(h) = R(h)/R(0), tedy

r(h) —eir(h—1)—---—ppr(h—p) =0 pro h > 1. (4.13)
R(0) pak dopocitame z rovnice (4.7) jako
o+ 4 o) + o o?
RO = e - T
Charakteristicky polynom rovnice (4.13) je
PA) =N =N =y A = (4.15)
Nechf Aj,..., A, jsou kofeny polynomu ¢()), pfedpokladejme, Ze jsou vSechny vza-

jemné rizné. Z teorie diferenc¢nich rovnic je znamo, ze obecné feseni této rovnice musi
byt tvaru
_ . \h h h
T(h) = Cl)\l + 02)\2 + c + Cp)\p- (416)
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Pokud mezi kofeny polynomu () existuje k stejnych kotentt (BUNO A\ = --- = \),
nahradime ¢leny c; A} + co\d + - - - 4+ cp Al leny c; AP + coh A} + - - - + ¢, h* 71 AP, Podobné
pro dalsi vicenasobné kofeny.

Konstanty ci, .. ., ¢, uréime z p poc¢ate¢nich podminek pro r(0), r(1), ..., r(p—1),
které dostaneme vyfesenim rovnic (4.13) pro h =1,...,p— 1 (pfipomenime, ze r(h) =
r(—h) a r(0) = 1). Tyto rovnice mizeme piepsat do tvaru soustavy linedrnich rovnic
pro neznamé r(1),...,r(p).

—p2 o —Pp_1 —©p 1 0 oo 0 ’f’(l) 21
—p3 - —pp 0 —p1 1 oo 0 r(2) (2]
. . . . + . . . : . = .
—¥Yp 0 0 —¥p-2 —¥Pp-3 1 r(p—1) Pp—1
C

Matice C mé na diagonale prvky 1—pq, 1—py, ..., 1—¢,, 1,... 1, kder = 2-|p/2].

Definice 4.3. Ctvercova matice M = (Mij)ij=1,..n je ostfe diagondlné dominantni,
jestlize pro ¢ =1,... n plati

J#i
Véta 4.4. Ostre diagondlne dominantni matice je reqularni.

Diikaz. Necht je matice M singularni, pak 3 x = (21,...,2,)" #0: Mz = 0.

Necht |z)| = max{|z;|,: =1,...,n}, uréité |xx| #0 a
gl - il = 1)l < Il - [l < el D I,
ik ik ik

vydélenim obou stran hodnotou |zy| dostdvdme spor s ostrou dominantnosti matice

M. ]
Pro matici C plati

|Cii|:{ LT Z|Cij|:{ Zj¢i7j¢2i90j7 t=1,...,r

L t=ral.p j#i D i i i=r+1,...,p

Z podminky 1 > @1 +- - -+¢, (4.3) je zfejmé, Ze matice C' je ostie diagonalné domi-
nantni a podle véty 4.4 je regularni. Soustava linearnich rovnic ma proto jednoznacné
urcené feseni dané

(r(1),...,7(p— 1) =C Hepr,...,0p1)". (4.18)

Toto FeSeni spole¢né s podminkou 7(0) = 1 uréuje poc¢ateéni podminky diferenéni rov-
nice (4.13), kterd ma potom jednozna¢né dané feseni tvaru (4.16), pfipadné upraveného
tvaru, pokud existuji vicenasobné koreny polynomu ¢(\).
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4.2 Ergodicita

Definice 4.5. Stacionarni posloupnost { X;,t € Z} se stfedni hodnotou pu je ergodicka
(podle stiedu), jestlize pro n — oo

_ 1 <&
Xo=-> "X, L2 (4.19)
n
t=1

Protoze vétsinou mame k dispozici pouze jednu realizaci pozorovani ndhodného
procesu X;(w), je ergodicita velmi dilezitd vlastnost, kterd nadm umoziuje pouzit
vSechna historickd pozorovani, ktera obecné nejsou nezavisla, pro inferenci vlastnosti
kazdého pozorovani. ‘

Kdybychom méli k dispozici vice nezavislych realizaci ndhodného procesu {Xt(z), te
Z},i = 1,...,m, byl by prifezovy primér =3 ", Xt(z)
odhadem stfedni hodnoty.

pro Vit € 7Z konzistentnim

Véta 4.6. Necht {X;,t € Z} je staciondrni posloupnost se stredni hodnotou i a au-
tokovariancni funkci R. Pokud plati

D IR < o0, (4.20)

pak pro n — oo plati
X, p o nVar[X,] — > R(t) (4.21)

t=—00

Diikaz. Praskova [18, str. 80, Véta 6.2], pouze podminka » > _ |R(t)] < oo byla
nahrazena ekvivalentni podminkou (4.20) (ze symetrie R(h)). O

Pozndmka. Pokud R(0) > 0, mizeme podminku (4.20) vyjadfit také pomoci autoko-
relaci jako > _,2, |r(t)] < oo.

Uz vime, Ze pokud jsou vSechny kofeny charakteristického polynomu (4.15) rtizné,
je autokorelacni funkce procesu GINAR(p) tvaru (4.16). Proto

Dol < el Yo Il +leal Y- ol - 4 lepl Y I (4.22)
t=0 t=0 t=0 t=0

Vyraz na pravé strané je konecny, praveé kdyz jsou vSechny koteny charakteristic-
kého polynomu (4.15) uvniti jednotkového kruhu.

V pripadé, ze existuje k-nasobny koren )\;, budou na pravé strané mimo jiné c¢leny
lcinl Donco INlE leial Domeo Nl - - -y Tl Do 771 NP Tyto soudty jsou také konecné
v piipadé, ze kofen |\;| je uvniti jednotkového kruhu.

Ergodicita procesu GINAR(p) je tedy zarucena, kdyz charakteristicky polynom
(4.15) ma vSechny kofeny uvnitt jednotkového kruhu.



KAPITOLA 4. PROCES GINAR 30

Pro proces GINAR(p) navic dokéZeme, Ze pro to, aby mél charakteristicky polynom
(4.15) vSechny kofeny uvnit¥ jednotkového kruhu staci, aby byla splnéna podminka
stacionarity pro GINAR(p) ¢1 + --- 4+ ¢, < 1 (4.3). K tomu ale budeme potiebovat
nasledujici vétu z komplexni analyzy.

Véta 4.7 (Rouchého véta). Necht T' je krivka v C, (') C C oznacuje mnoZinu bodi
krivky. Pro funkci f komplexni promenné definuyme:

Ny ...pocet korent funkce f vIntI', Py ...pocet poli funkce f v IntT’

Necht plati

1. f a g jsou meromorfni funkce na otevrené mnoziné 2 O Int T’
(tj. spojitd zobrazeni z S do S holomorfni na Q0 s vyjimkou izolovanych pdli,
S = CU {0} je Riemannova sféra komplexnich cisel)

2. (T') neobsahuje koteny ani pdly funkei f a g
(tj. V2 € ([): f(2) #0, g(2) # 0, f(2) # o0, g(2) # o)

3. f a g jsou "blizké” funkce na (I'): Vz e () :|f(z) —g(2)| < |f(2)]
(4. V2 € (D) = g(2) € Uy (f(2)))

Pak

N;—P; =N, — P, (4.23)
Pozndmka. k—nésobné kofeny (pdly) se pocitaji za k kofent (pdli)
Diikaz. Vesely [24, str. 165,Véta 8.2.5] O
Dusledek 4.8. Necht o1+ -+ ¢, <1, ¢, >0proi=1,....p—1 a ¢, > 0. Pak
polynom ¢(z) = 2P — p12P7 — - -+ — o, md viechny koteny uwvnity jednotkového kruhu

(p(z) =0=|z| < 1).

Dikaz. Pouziti Rouchého véty.
(I') = {z: |z| = 1} je jednotkovy kruh, f(z) = 2zP. Funkce f a ¢ jsou polynomy p-tého
rfadu, maji tedy kazda celkem p-korenti.

Dokazeme, ze f a g jsou blizké funkce na (I'):

1f(2) — ()] = lp12P™" + 22?2 oo+ 9| <

S el el Ay =

= Prtp2tt @y <

< 1=[zP=[f(2)|
Funkce f a ¢ jsou holomorfni na C, tedy P; = P, = 0. Protoze pro z € (I') plati®
()] =127 — 12?7 = =g > [P = 12T = g =1 =1 — - =0y > 0,

nemé funkce ¢ na jednotkovém kruhu zadné kofeny stejné jako funkce f. VSechny
pfedpoklady Roucheovy véty jsou splnény a plati Ny = N,. Funkce f mé jeden p-
nasobny koien 0, ktery je uvnitf jednotkového kruhu, tedy plati Ny = p. Z Roucheovy
véty plyne, ze funkce ¢ ma pravé p korenti uvniti jednotkového kruhu, tedy funkce ¢
ma vSechny koreny uvnitt jednotkového kruhu. O]

3Pouzili jsme vztah |a + b| > |a| — |b], neboli
lar +ag + - +an| > a1 +ag+ - +an-1| = lan| > |a1| = |ag| — - = |an]
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Stacionarni proces GINAR(p) s i.i.d. inovacemi musi spliiovat podminku staciona-
rity 1 + -+ -+ ¢, < 1. PouZzitim dtsledku 4.8 dostaneme, Ze charakteristicky polynom
(4.15) mé vSechny kofeny uvnitf jednotkového kruhu. Tato podminka je velmi dobfe
znamé podminka stacionarity pro klasicky model AR(p).* Plati tedy, Ze podminka
stacionarity procesu GINAR(p) implikuje podminku stacionarity procesu AR(p).

Duisledek 4.9. Staciondrni proces GINAR(p) s i.i.d inovacemi je vidy ergodicky.

Diikaz. Ziejmy disledek predchozich vysledkii. O]

Pozndmka. Rozptyl priiméru X,, v procesu GINAR(p) mtizeme spocitat piesné.
Pfipomerime, Ze Var[(X1,...,X,)"] =T, = (R(i — j))

i,j=1,....p°
Var[X,,] —var[lﬂ(x X,)] = i, =
n| — n n 1y An)| — n2 ntnitn —
1 I 1 = 1 = /i
= 52 D Ri-9)=— Y (n—lihRE) =~ > (1~ "HR() =
=1 j=1 i=1-n i=1-n
ORSRINY
_ 2y 1 2 4.24
w2 (=0 (4.24)

4.3 AR(p) reprezentace procesu GINAR(p)

Predpokladejme, ze {X;,t € Z} je slabé stacionarni proces GINAR(p) s i.i.d. inova-
ceml.

Necht F_1 := o{X;_1, Xi_o,...} je o-algebra generovand ndhodnymi veli¢inami
Xio1, Xi_o,..., kterd vyjadiuje znamou minulost procesu v ¢ase t. Potom

p p
EXi|Fi-1| =E Z i(a;) @ Xo—y + Z, ft—l] = Z ©iXi—i + iz (4.25)

i=1 i=1
Definujme chybu predpovédi veli¢iny X; v ¢ase t na zakladé znamé minulosti F;_;
p
e =X, —B[X)|Fi] = X, = Y _0iXii — pz € F (4.26)
i=1
Véta 4.10 (Vlastnosti e;). Pro vSechna t,s € Z plati
i) Ele:|Fi_1] = 0 (e; jsou martingalové diference); Ele;] =0

i) Ble?|Fia) = S0 aXom+ 0% Eled] = X0, o+ 0% = o

e

4Castéji se uvadi v ekvivalentnim tvaru, Ze polynom 1 — @12 — - - - — ¢, 2P musi mit vSechny kofeny
vné jednotkového kruhu.
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iii) Eleres]) =0 pro s #t ({e:} jsou nekorelované)
Diikaz.
Ele;|Fio1] = E[X; — E[X|Fo1]|Fic1] = E[X¢|Fim1] — E[X4|Fmq] = 0
Ele:] = E[E[e}| F11]] = 0

Ele7|Fi-1] = B[(X: - E[Xt’ﬂ—l])2\7:t—1] = Var[X;|F,_1] =

- Var[Z?zl pi(aq); @ X i + Zt’ﬂ—l} =

= Cov[ 30 ) pilai)r @ Xis, 20y pj(ay)i @ Xy | Fia] + 0% =

=201 20 Covlpi(ai)e @ Ximis 0j() @ Xooj| Xomiy Xoj] + 0% =

=) iy Var [%‘(ai)t ° Xt—i|Xt—i] +o03=>" X+ o3

Ele] = E[E[ef|Fi]] = B[ X1, aiXomi + 03] = 31 qip+ 0% = 07 < 00

Pro s < t plati e, € F;_q
Eleies] = E[E[eses|Fi1]] = ElesEler| Fi—1]] = Ele, - 0] = 0, podobné pro s > .

Proces GINAR(p) tedy spliuje stochastickou diferen¢ni rovnici

P
X; =g+ Z ©iXi_i + ey, (4.27)

=1

kde Ele;] =0, Varle) =02 =>" i+ 0%, Covles, e] =0 pro s #t.
Martingalové diference e; tvori nekorelovany bily sum se stiedni hodnotou 0 a roz-
ptylem o2. Na rozdil od inovaci Z; uz ale e; nejsou nezavislé.
Rovnici (4.27) miizeme pouzitim vztahu g = (p1 + -+ + @)1t + pz zapsat jako

p
Xi—p=Y ¢i(Xii—p)+er (4.28)
=1

Proces GINAR(p) je tedy mozné vyjadiit jako klasicky AR(p) proces pro ndhodné
veli¢iny )Zt = Xy — .

Protoze podminka stacionarity (4.3) procesu GINAR(p) implikuje podminku staci-
onarity procesu AR(p) spliiujici rovnici (4.28), ma polynom a(z) = 1—p12—- - —p,2P

v8echny kofeny vné jednotkového kruhu a {X,t € Z} je kauzalni linearni proces ([19,
str. 61, Véta 5.5)), tj. plati

X, = chet,j, prot € Z, (4.29)
=0

00
J=1

1
a(z)

kde koeficienty ¢; jsou urceny vztahem c(z) = > oo ¢;27 = < oo pro |z| < 1.
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Oznac¢ime-li z; < 25 < --- < 2, kofeny polynomu a(z), pak plati, Ze polynom c(z)
mé polomér konvergence R = z; > 1. Plati tedy, ze ) 77 |¢;| < oo (posloupnost {c;}
je absolutné scitatelnd).

Pro ptivodni proces {X;,t € Z} plati

Xe=p+ chet,j, pro t € Z. (4.30)
j=0
4.3.1 CLV pro martingalové diference

Véta 4.11 (CLV pro martingalové diference, Brown 1971).

Necht pro kazdé n € N je dano k, € N. UvaZujme trojihelnikové schéma ndahodnych
velicin X1, Xoy ... X, n a o-algeber Fop, C Fr1 C - C Fppn C Ay

Necht jsou splnény ndsledujici predpoklady

i) VneN, k=1,...k,: Xgn je Frn-méritelnd a B[ X | Fr—1,) =0

it) Podminénd Feller—Lindebergova podminka

kn
Ve>0: PFL(e,n) =Y BIX7 x> Fe-1] L0 pron — oo (4.31)
k=1
i) Vi = S8, Var[ Xyl Fioin] = S EIXZ | Ficin] ——= 1 pron — oo.
Pak
kn
ZX’W = N(0,1) pron — oc.
k=1
Diikaz. Lachout [11, str. 33, Véta 4.18] O

Véta 4.12 (Ljapunovovy podminky).
Pro podminénou Feller—Lindebergovu podminku z véty 4.11 je postacujict podminend
Ljapunovova podminka

kn
3>0: PLON) =Y Bl Xpn**|Fio1n] == 0 pron — oo, (4.32)
k=1

1 nepodminénd Ljapunovova podminka

kn
30>0: L(6,n):= ZE[|X;€7”|2+5] —0 pron — oo. (4.33)
k=1

Dikaz. Nejdiive si odvodime jeden pomocny vztah. Uvazujme libovolnou ndhodnou
veli¢inu Y a o-algebru F. Pak plati

V6> 0,Ve>0:  YZIysqc® < YT,
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z ¢ehoz plyne
1
B[V Tyyzal F] < SE[YT|F]. (4.34)
Daéle s pouzitim odvozeného pomocného vztahu (4.34) dokazeme, Ze splnéni podmi-

néné Ljapunovovy podminky (4.32) implikuje splnéni podminéné Feller-Lindebergovy
podminky (4.31).

k kn

i 1
ZE[Xz,nIHXk,nbs”fk—ln Z 3 E[| X5 Fr-1.0)
k=1 =1

PFL(g,n) < PL(5 n) 2,0 pro viechna e > 0 a pro n — oo.

Nakonec dokézeme, Ze splnem Ljapunovovy podminky (4.33) implikuje splnéni pod-
minéné Ljapunovovy podminky (4.32) a tedy i splnéni podminéné Feller-Lindebergovy
podminky (4.31).

kn

E|PL(6,n)| = ZE 1 Xk | Ficrn]] =D Bl Xeal*) = L(6, n),

k=1

Protoze konvergence v £, implikuje konvergenci v pravdépodobnosti, plati pro n — oo
L(S,n)—0 = PLGn) =50 = PL@6,n) -5 0.
O

Véta 4.13. Uvazuyme filtraci {F;,t € Z} a Fi-adaptovany proces {e;,t € Z} tvoreny
martingalovymi diferencemi se stejnym rozptylem o2 < oco. Tj. pro kaZdé t € Z plati
Fi1 CFi, e € Fy, Bled| Fi1] = 0 a Ele?] = 2. Necht existuje § > 0, pro které plati

-5 ZE lee|* 0| Fioi] L, pro n — 00,

pak

n

1
Vne,=—— etLN(O,ag) pro n — oo.
Vg
Poznamka. Vzhledem k tomu, Ze konvergence v £; implikuje konvergenci v pravdépo-
dobnosti, staci, aby byla splnéna podminka

36>0: n 2+6ZE|6|2+6}—>0 n — oo.

t=1

€t

Dikaz. Pro nahodné veliciny vy, = Tnz ovétime predpoklady véty 4.11 (k, := n,
Xk:,n = yt,n)-
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Podminka i) E[y; .| Fi_1] = ﬁE[eJ.ﬂ_ﬂ =0

Podminka ii) PL(6,n) := Y7 Ellyen|>t)Fiq] =

= 0. P50 S E[le)]* ) F] 50 pron — oo

cee n n 77/0'2
Podminka iii) E|V, | = E [>), E[y?,n’]:tq” = n}Tg S Ele?] =% =1,

tj. V, 25 1 =V, -5 1.
Podminky véty 4.11 jsou splnény, proto pro n — oo plati

n

Zyt,n = \/%a Z €t 2, N(O, 1)7
t=1 €

t=1

tedy

1 < D )
— Zet — N(0, 07).
VIS

4.3.2 Asymptotické rozdéleni primeéru

Necht {X;,t € Z} je slabé stacionarni kauzalni proces GINAR(p) s i.i.d. inovacemi
{Z:,t € Z} splijici (4.1), tedy

Xy =1(an) @ Xy1 + o) @ Xy o+ -+ @p(ar), @ Xy + Z,

kde ay,...,ap, ¢1,. .., ¢, jsou nezdporné konstanty, ¢, # 0 a o1 + -+ ¢, < 1.
Jak bylo dokazéano, je tento proces zaroven kauzalni linearni proces spliujici (4.30),
tedy

X =pu+ chet_j prot € Z,
5=0

kde e; = X; — E[X};|F;_1] jsou martingalové diference s vlastnostmi E[e;] = 0, Var|e;] =

P i+ 0% = o2, Covles,e;] = 0 pro s # ¢ a koeficienty ¢; jsou uréeny vztahem
c(z) = 30,67 = ﬁ <oopro|z] <1,a(z) =1— 12—+ — ¢,2P. Posloupnost

{c¢;} je absolutné sc¢itatelna.

Asymptotickou normalitu priiméru X,, dokdZeme podobné jako v Pragkova [19, str.
83, Ditkaz véty 6.7], ale vyuzijeme centralni limitni vétu pro martingalové diference.
Také pouzijeme dvé nasledujici lemmata.

Lemma 4.14 (Cramérova-Sluckého véta). Necht pro ndhodné veliciny {X;,t € N},
{Y,,t €N} a X plati X,, = X aY, —— 0. Potom X, + Y, — X.

Diikaz. Brockwell, Davis [4, str. 205, Tvrzeni 6.3.3.]. [
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Lemma 4.15. Necht {{,,n € N}, {Sin, k € Nyn € N}, {¢, k € N} a ¢ jsou nahodné

veliciny, pro které plati
i) VkeN: Skmiwbk pro n — o0
i) ?/Jkiw/f pro k — oo
i1i) limyg_oo lim, oo P(|€y — Skn| >¢) =0 pro kazdé e > 0

Pak
&n 2, Y pro n— oo (4.35)

Diikaz. Brockwell, Davis [4, str. 207, Tvrzeni 6.3.9.]. [

Véta 4.16. Necht pro slabé staciondrni proces GINAR(p) s i.i.d. inovacemi existuje
d > 0 tak, Ze pro e; = X; — E[Xy|Fi—1] plati pro n — oo podminka

-5 ZE o2 Fia] - 0. (4.36)

Pak pro primer X,, = L5 X, plati

V(X —p) = N (0 (lep_l O‘z“:p‘:)% >

Dikaz. Martingalové diference e; spliuji pfedpoklady véty 4.13, proto plati

Zet — N(0,02). (4.37)

3

=1 j=0 j=0 t=1
k c n—j k c n 0 n
_ J _ J _5
=2l el=) =D et d e ) eal=
7=0 t=1—j 7=0 t=1 t=1—j t=n—j+1
k 1 n k 0 n
_ G 4.38
= Cj % e + —n € — €t ( . )
=0 t=1 =0 t=1—j t=n—j+1

Podle (4.37) a pro pevné k konverguje prvni ¢len (4.38) v distribuci k ndhodné veli¢iné
U ~ N(0, (Z] 0Ci)%02). Druhy ¢len (4.38) oznac¢me jako (i,. ProtoZe martingalové

SPrézdné soucty (3, ., Zgzl) definujeme jako 0.
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diference e; jsou nekorelované, plati pro vSechna ¢ > 0

P(Kkn’ > 5) S E2E|Clm|2 1 E[Zg OCJ(Zt 1-5 € — D en j+1 et)}z =
- sLn Z?—O Cj ( thl—j Ele* + Zt:n—j—H [e:] ) =

- sln Z] =0 1(23:1—j ol + Z?:n—j-i—l Ug) = Ean Z] —0 J(2J‘7 ) <

< 2ko? N~k 2

~ Joc]—>0p1ron—>oo.

Dokézali jsme, zZe pro n — oo konverguje (j, v pravdépodobnosti k nule a podle
lemmatu 4.14 tedy plati

-

cj)2a2

1 n
Skn = % ; Ukt 2, Yp ~ N(O

j=0

Z absolutni s¢itatelnosti posloupnosti {c;} (372, ¢; = ¢(1) = 1/a(1) < oc) dostaneme
pro k — oo

D — \2 2 o D iy Qi + 0%
Y — Y ~ N |0, cj) o, :N(O, )zN(O, .
(20) (i T YA
Néahodné veli¢iny X; mtzeme rozlozit jako

Xi=p+ Y2 gcie =+ Y e+ Y0 ey = p+ Ua + Vis.
= Uk,t = Vk,t

Déle definujeme nadhodné veli¢iny &,
&n = V(X — ) = \/Lﬁ Do (Xe—p) = \/%7 2tm1 Une + \/Lﬁ 2im1 Vea =
= Sk,n + \/Lﬁ Z?:l V;c,t

Zbyva nam ovérit tfeti podminku lemmatu 4.15. Plati

2

P(|& — S| >¢) =P (

t=1 t=1
1 n n
=3, > EViiVial (4.39)
t=1 s=1

Dtive, nez budeme pokracovat v upravé vyrazu (4.39), odvodime vztah pro E[V} :Vj 4]
Necht t > s

E[ViiVis] = B[ 2202011 G5 Do CiCsi) = Dogopsn 2oiopin CGCGEe—je5i] =
= k1 D1 CiCi Otmjs—i T8 = D5 gy CtmstiCi O = 00 D751 CilCigt—s.

Podobné pro t < s dostaneme E[V} V] = o2 D i CiCis—t-
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o ; 900
Tedy mizeme psat BE[Vi Vi = 02> 7, 1 CiCitft—s|-

Daéle budeme pokracovat v flpravé vyrazu (4 39)
ﬁ D i1 oot BVitVies] = Zt 1261 e Dot CiCirtft—s| =

2 -1
;e :Ln 1on(n — !m\)Zl k+1 CiCit|m| <z = Zm 1— nZik+1 CiCit|m| <
52 zm 1-n Z;}OkJrl ’CZHCH-\m\l S 5_52 Zm_:O ?ik+1 |Ci||ci+m| -

1 2 2
= e e el T T el < (2 lel)

Protoze Y .o, 41 lci] je zbytek konvergentni fady, konverguje prava strana pro vsechna
e>0ak — ook nule.

Z lemmatu 4.15 dostavame, ze pro n — oo

= X, — PN Zflazu—i—a%)
¢ \/H( K (0 (1- i 1901)

O

Véta 4.17. Necht existuje konstanta k < oo tak, Ze pro vsechnat € Z plati E| Xy|* < k.
Pak je splnéna podminka (4.36) véty 4.16.

Diikaz. Podle definice jsou X; a tedy i E[X;|F;_ 1| nezdporné ndhodné veliciny.
Ele,? = B| X, — E[X,|F1]|” < B(X, + E[X,|F1])* =

= E(X} + 3X7E[Xy| Fio1] + 3X (B[ X4 | Fia])? + (B[Xi| F-1])?) =

= E(X? +3XP(uz + 20, 0iXo—i) +3X(pz + 0 0iXomi)® + (pz + Y0, 0iXii)?)
Vyraz na pravé strané je linedrni funkci momentt typu E[X?3], E[X2X,], E[X,X,] a
E[X,].

Ze znédmych nerovnosti pro ndhodné veli¢iny X a Y (viz napf. [12, str. 27, Dusledky

Jensenovy nerovnosti))
VE[XP] < VE[IX]"] (4.40)
E[|XY]] < VE[X?]E[X?] (4.41)

dostaneme nasledujici vztahy:
E[X?] < ki < oo, E[X2X,] < /E[XIE[XZ] < /k(R(0) + 12) < o0
E[X:X,]=R(s—t)+ p? < oo, E[X,]=p<oo.

Tedy existuje konstanta A < oo, ze Ele;|* < .
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Z poznamky za vétou 4.13 plyne, Ze pro platnost podminky (4.36) staci, aby platilo

n
n2 ZE|et|3 —0 n— oo.

t=1
Tedy dostaneme

TL_% Z?Zl E|€t|3 < ’I’L_% Z:Lzl >\ = n_%’[’L)\ fnd \/Lﬁ E O pro n — o00. D

4.3.3 Spektralni hustota procesu GINAR(p)

Vzhledem k uvedené reprezentaci (4.28) procesu GINAR(p) jako AR(p) proces je spek-
tralni hustota podle [18; str. 61, Véta 5.5] ddna vztahem

o; 1D i i+ 07
fX()‘) ij)\|2 = _; _Z..)\ 2
27?‘1 — ijl e |

2m|1 — :;:1 wie
Spektralni hustotu (4.42) mizeme rozlozit na soucet p+ 1 spektralnich hustot, kde
kazda je spektralni hustotou AR(p) procesu se stejnym autoregresnim operatorem a
rozptylem bilého Sumu rovnym postupné pas,. . . ,ua, a 0.
Na proces GINAR(p) se tedy mtizeme divat jako na soucet p+ 1 nezavislych AR(p)
procesii® se stejnymi autoregresnimi operatory, ale riiznymi rozptyly bilych Sumf rov-

7 . 2
nymi fiQu,. . .10y, a 0.

pro A € [—m, 7). (4.42)

4.4 INAR(p)

Pro p € N je proces INAR(p) (celoc¢iselny nezaporny autoregresni radu p, integer
autoregressive of order p) specidlnim pfipadem procesu GINAR(p), kde je zobecnény
van Harniv operator nahrazen binomickym operatorem. INAR(p) je tedy nezaporna
celoc¢iselnd nahodné posloupnost, ktera vyhovuje stochastické diferenéni rovnici

Xe=(p1)roXpm1+ (p2)r 0 Xeo+ -+ (gp)r 0 Xy—p + Zt, (4.43)

kde ¢1,...,p, € [0,1] jsou konstanty.

Vzhledem k tomu, ze binomicky operator je specialni pripad zobecnéného van Har-
nova operatoru, plati pro proces INAR(p) vSechny vlastnosti odvozené pro proces
GINAR(p).

Proces INAR(p) je specialni ptipad procesu GINAR(p), kde plati a; = ¢;(1 — ¢;)
i =1,...,p, parametry «; jsou tedy nejmensi mozné (plyne z definiéniho oboru pro
zobecnény operator a toho, ze ¢; < 1 pro ¢ =1,...,p (dusledek nerovnosti (4.3)).

Vyhodou binomického operétoru je, ze ndhodné veli¢ina ¢ o X|X mé binomické
rozdéleni Bi(X, ¢), kde mtizeme jednoduse spocitat pravdépodobnostni rozdéleni pro
vsechna X € Nj,. V pripadé zobecnéného operatoru nemusi byt obecné spocitani

6Pro vzajemné nezéavislé slabé stacionarni posloupnosti X; a Y; se spektralnimi hustotami fx a
fy plati, Ze spektralni hustota jejich souctu je fxi+yv = fx + fy-
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pravdépodobnosti rozdéleni souc¢tu nahodnych veli¢in jednoduchou zalezitosti. Zna-
lost rozdéleni umoznuje pouziti naptiklad metody maximéalni vérohodnosti nebo metod

MCMC (viz. napiiklad [17]).
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Odhady parametru procesu
GINAR

V této casti se budeme zabyvat odhady parametrt o1, ..., @p, a1, ..., oy, f1z, 07 slabé
stacionarniho procesu GINAR(p) spliiujicim (4.1). Protoze slabé stacionarni procesy
jsou charakterizovany hlavné stfedni hodnotou p a autokovarianéni funkei R(h), budou
odhady g a R(h) hrat hlavni roli pfi odhadu parametrt procesu.

Predpokladejme, ze mame fadu X, ..., X, pozorovani slabé stacionarniho procesu
GINAR(p) s i.i.d. inovacemi, kde n je mnohem vétsi nez p.

5.1 Odhad stredni hodnoty procesu u

Ptirozenym odhadem stiedni hodnoty p je vybérovy priameér
_ 1 —
X, = E;Xt. (5.1)

Jak bylo dokézano, je slabé stacionarni proces GINAR(p) s i.i.d. inovacemi vzdy er-
godicky (podle stiedu). Proto plati X, R [L PrO n — 00.

Rozptyl priméru je Var[X,] = 51/T,1, =171 (1 — %) R(7),
kde X, = (X1,...,X,)", T, = Var[X,]| = (R(z' — j))mzl 7777 .

Také jsme dokazali, ze pokud existuje konstanta x < oo tak, Zze pro vSechna t € Z
plati E|X;|* < k, pak je asymptotické rozdéleni priméru normalni a plati

o as. ?— Qi + 02
X, ®N (u, 2oic . ZQ> . (5.2)
n(l—=232, @)

Vybérovy priumér ale neni nejlepsi nestranny linedrni odhad (NNLO nebo BLUE
z anglického best linear unbiased estimator) stfedni hodnoty p. Nejlepsim nestrannym
linedrnim odhadem primeéru je totiz odhad

fin = (121-‘7_11171)71121-‘;1)(” (5.3)

41
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s rozpylem Var[j,] = (1, T, '1,)7".

Nevyhodou tohoto odhadu je, Ze zavisi na neznamé matici I',,. Nahradime-li matici
I, jejim odhadem, ztrati odhad ji,, svoje pivodni dobré vlastnosti. Navic podle [4]
odhadem /i, asymptoticky moc neziskame, ani kdybychom matici I';, znali, protoze

pro velka n plati nVar(X,,) ~ nVar(fi,).

5.2 Odhad autokovarianci R(h) a autokorelaci r(h)

Doporucené odhady autokovarianci R(h) a autokorelaci r(h) slabé stacionarnich pro-
cesu jsou podle [4] pro 0 < h <n — 1 odhady

R = 13000 - %) (K- X (5.9
) R
ru(h) = 70) (5.5)

5.2.1 Asymptotické vlastnosti odhadu R, (h)

Pfipomenme, Ze slabé stacionarni proces GINAR(p) s i.i.d. inovacemi je mozné zapsat
jako kauzalni linearni proces (4.30), neboli

Xy =p+ chet,j, prot € Z,
5=0

kde e; jsou (nekorelované) martingalové diference a 77 |¢;| < oo.
Vyuzijeme nasledujici vétu.

Véta 5.1. Uvazujme proces X; = pu+ 72 cier—j, kde 372 |ej| < 00 a Ele| Fy 1] = 0.

1. Necht existuje n.v. X s E[X?] < oo takovd, Ze pro néjaké c € (0,00) a vsechna
t>1ax >0 plati
P(le)] > z) < ¢-P(|X]| > ). (5.6)

Pak X, N L.
Necht je navic splnéna podminka

1 n
lim — > "Ble}|Fi_1] = 0% >0, (5.7)
n—oo 1
t=1

pak ﬁn(h) N R(h) (tj. _ﬁn(h) je konzistentnim odhadem R(h)).

2. Pokud je proces {X,;} silné staciondrni, pak X, >y L.
Pokud navic plati podminka (5.7), pak R,(h) =2 R(h).
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Diikaz. Hall, Heyde [6, str. 184, Véta 6.6.].
]

Disledek 5.2. Pokud je pro slabé stacindrni proces GINAR(p) s i.i.d. inovacems
splnéna podminka (5.6), pak X, =% 1 a }A%n(h) L, R(h).

Diikaz. B :

Necht plati (5.6), potom podle véty 5.1 X,, =25 . Stadi tedy ovéfit podminku (5.7).
Podle véty 4.10 plati E[ef|F,_1] = >0, i X + 0%, tedy

% Z?:l E[eﬂft—l] = % 22:1 (Zf:l o Xy + U%) = Zle & (% Zz?:l Xt—i) + U%'

Podle [23, str. 185, podminka (3)] je pro posloupnost ndhodnych veli¢in Y,, podminka

ZP(|YR| > ¢) pro kazdé € > 0

n=1

postacujici podminkou pro Y, 290,
Protoze pro libovolné s € Z plati

- X, = E[X,]? )+
Sop(|T)>e) s Aah - MY e
=1 n=1

konverguji nahodné Vehcmy 0 %, - X; L );J", Koo L X”*i k nule skoro jisté.
Téchto nahodnych veli¢in je konecny pocet (celkem dvakrat i), proto i jejich soucet

konverguje skoro jisté k nule.

Protoze X, = 3" | X, SN 1, plati také X 3" | X, N wproi=1,...,p, nebot
I X =2 X+ X+ X+ X - X - X — = X
Zaroven tedy musi platit

—ZE |ft 1 i&i (%iXt_i>+U%Lj>iaiﬂ+0%203>o.

i=1 t=1 i=1

5.3 Parcialni autokorela¢ni funkce

Definice 5.3. Parcialni autokorelacni funkce slabé stacionarni posloupnosti {X;,t €
Z} je definovéna jako

[ r(k) prok=0ak=1,
a(k) o { COI‘I‘[Xl — Xl,X1+k — X1+k] pro k> 1. (58)

kde )?1 a X1+k jsou nejlepsi linearni predpovedi veli¢in X; a X, na zékladé veli¢in
Xo, .., Xy
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Pozndmka. Hodnota a(k) je parcialni korelacni koeficient mezi veli¢inami X; a Xj .y
pii pevném (Xo,..., X;)".

Véta 5.4. Pokud je R(0) >0 a R(t) — 0 pro t — oo, plati pro k > 1

_det(I)
o) = Ger(Ty)’

(5.9)
kde pronich k —1 sloupci matice I'y, je stejnych jako v matici 'y, a posledni sloupec je
nahrazen vektorem ~y,. Matice Ty, a vektor v, jsou definoviny v (4.10) a (4.11).

Diikaz. Praskova [18, str. 133, Véta 9.2] O

Pozndmka. Vzorec (5.9) se nezméni, kdyz misto matic 'y a I'; budeme uvazovat
matice prislusnych autokorelaci.

Odhad @, (k) parcidlnich autokorelaci a(k) dostaneme tak, ze v (5.9) nahradime I'
a v, za odhady T') a 5, (v T, a v, nahradime R(h) za R, (h), piip. r(h) za 7,(h)).

Protoze GINAR(p) je kauzalni AR(p) proces, plati pro jeho parcialni autokorela¢ni
funkei a(k) = 0 pro k > p [18, str. 132, Poznamka 9.2]. Bod useknuti parcialni auto-
korela¢ni funkce tedy mtze byt voditkem pfi urcovani fadu modelu p stejné jako je
tomu u AR(p) modeld.

5.4 Odhady ¢

5.4.1 Yule—Walkeruv odhad

Pfipomenime, Ze plati I'y¢ = 7, kde T',, o a v, jsou definovany v (4.10) a (4.11).
Tedy za regularity matice I', plati ¢ = I‘p’l v,- Yule-Walkertiv odhad parametru ¢
definujeme jako

~—1

eyw =T, 7, (5.10)

Protoze vektor f‘; ' 7, nemusi byt nezaporny, upravime odhad na
Pyw = max{Pyy, 0p}. (5.11)
Poznamka. Pro vektory a,b € R" definujme jejich maximum jako vektor maxim jed-

notlivych slozek, neboli max{a,b} := (max{a1, b}, ..., max{a,, b,}) .

5.4.2 Odhad metodou nejmensich ctverci

Jak bylo dokézano, splituje proces GINAR(p) stochastickou diferenéni rovnici
Xe=puz+ o1 Xe 1+ Xy o+ + 0, Xo ) + ey, (5.12)
neboli

Xi—p=p1( X1 — ) +pa( XKoo — p) + - + 0p(Xip — 1) + 64 (5.13)
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Pro pozorovani X, Xy, ..., X,, budeme na zakladé rovnice (5.13) uvazovat model
Xp+1 - )gn Xp - _’r_z Xp—l __)Zn T X1 — Xn ¥1 €p+1
Xpr2=Xn | | Xpr1—=Xn X=Xy X2 — Xn 2 N €p+2

X, — Xn Xn—1— Xn Xn—2 — Xn ce anp - Xn Pp €n
~— ————
Y yA 14 €

Odhad metodou nejmensich ¢tvercti definujeme jako
Pors =(2'2)'Z"y. (5.14)
Zaporné prvky opét opravime na

Pors = max{PpLg, 0y} (5.15)

Protoze matice Z neni deterministickd ale ndhodna, nejednda se o klasicky model li-
nearni regrese. Presto (viz dale) plati, Ze @y ¢ je konzistentnim odhadem parametru
p.

Podobnym zpiisobem bychom mohli sestrojit model na zakladé rovnice (5.12) a od-

hadovat parametr (17, ") ", ale ze simulaci plyne, Ze timto odhadem dostdvame horsi
odhady parametru ¢, nez kdyz proces nejdiive centrujeme uz odhadnutym priimeérem
X,.. Odhad @ 5 se také v praxi pouziva pii odhadovani necentrovanych AR procesti
nejcastéji.
Pozndmka. Nevyhodou vsech zminénych odhadd parametru ¢ je, ze pro odhadnuté
hodnoty neni zaruceno splnéni podminky (4.3), i kdyZ pro pivodni hodnoty tato pod-
minka splnéna je. Jak ale bude ukazano dale v simulacich, vychéazi odhady spis mensi,
nez je skutecna hodnota parametri.

5.4.3 Konzistence odhadu

Matici Z zapiSeme ve tvaru Z = (z(1), 2(2), - - -, 2(p))» kde z() = (Xpr1-is -+ s Xni) |-
Pak . .
Zm*1) - EF1)*p)
Z'Z = :

Pokud je splnéna podminka (5.6), dostaneme z konzistence odhadu R,,(h)

22 0) 1 < . P
= Z(ka—i — X0)(Xpyh—j — Xn) — R(i — j) piin— oo
n — p n — p 1
zz;)y 1 > = P

- X —i_Xn X —Xn R I ,
n—op n—p;( ptk ) pt+k ) — R(i) pfin— oo
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tedy pii n — oo

Z'Z zZ'
A Y ry, (5.16)
n—p n—p
Protoze I') a 7y, jsou matice a vektor konstant (viz (4.10) a (4.11)), plati
Z'Z\ ' z7y p
PorLs=(Z"Z2)'ZTy = 'y, = 5.17
$bors =(Z Z) Yy (n_p) o, o D= (5.17)
Podobné pro momentovy odhad plati
~ -1 < P -1
Pu = Pp FYp - Fp 7p = @ (518)

Protoze je vektor ¢ nezaporny, musi také platit @y, g =L, pap,y, R Pp.

5.5 Odhad 1y

Pro odhad st¥edni hodnoty inova¢niho procesu pz pouZijeme vztah (4.2), podle kterého
plati

pz=1—p1 === (1-1 ) (5.19)
Parametr iz odhadneme jako (@ je néktery z konzistentnich odhadi ¢)

p
ly = (1 — Z@) X, =(01-1,9)X,. (5.20)
i=1

5.6 Odhad o2

Protoze 02 = puy b, «; + 0%, plati podle (4.7)
07 = R(0) = p1R(1) — -~ — ¢, R(p) = R(0) — ¢, (5.21)

Parametr 62 tedy odhadneme jako

o;=Ra(0) '3

e

(5.22)

p*

5.7 Odhad «

Stiedni hodnota i procesu GINAR(p) na parametru a = (o, ..., ) nezavisi a au-
tokovarian¢ni funkce zavisi pouze na 7| o; = @' 1, v bodé h = 0 vztahem

RO0) =@ v, +pa'l,+ 0y =@y, + 0L

Z uvazovanych parametrii ovliviluji parametry o, ..., q, pouze svym souctem para-
metr 02 a naslednd také rozptyl procesu R(0). Parametry o2 a R(0) miZzeme odhadnout
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uz diive zminénymi odhady. Tato skute¢nost uz naznacuje urcité problémy pii hledani
odhadt parametru o, ktery ale nastésti vysledny proces ovliviiuje velmi malo.

Jednou z moznosti hledani aspon pfibliznych odhadt pro « je vyuziti nasledujicich
vztahl pro martingalové diference e;. Podle véty 4.10 ii) plati

p
Ele}| Fi1] = Z X i +oy a Ele]=o2 (5.23)
i=1
Definujme w; := e — E[e}|Fi_1] = €7 — 0% — >0, a;X;—;. Stejnym zptsobem jako
ve vété 4.10 se da dokazat, ze w; jsou nekorelované martingalové diference. Pro vSechna
t,s € Z tedy plati E[w;|F;—1] = 0 a E[w,w,] = 0 pro s # t.
Ode¢tenim 02 = pa'1, + 0% od rovnice €? = E[e?|F,_;] + w;, dostaneme

p p
el — o2 = EleZ|Fi1] — uZ&i — 05 +wy = Z i (Xy—i — ) + wy. (5.24)
i=1 i=1

Na zékladé vztahu (5.24) budeme uvazovat model

/\2 <
€p+1 — O, Xp — Xn Xp—l — Ap Xl — Xn (673] Wp+1
€p+2 — O, Xp+1 - Xn Xp - Xn tee X2 - Xn (6%) Wp+2
= . . . + . )
/6\% - 33 Xn—l - Xn Xn—2 - Xn T Xn—p - Xn Qp Wn
~ ———
v z o w

kde e, := Xy — > 7 & X;_iprot =p+1,...,n je odhad martingalovych diferenci e,
na zakladé nékterého z odhadi parametru . Déle budeme uvazovat @ = @ g-
Definujme nasledujici odhady parametru a:

oy = (Z2'2)'Z ", (5.25)
a = max{ao,0,}, (5.26)
a’ = max{ay, @ (1—p)}, (5.27)

kde @+ (1—3) = (11— B1),-... 5ol — )

V uvazovaném modelu se opét nejedné o klasicky model linearni regrese, protoze
matice Z je nahodna, dokonce vektor v je tvoren pouze odhadnutymi veli¢inami e,
(odhady jsou navic provedeny na zakladé stejného procesu X;). Rozptyl velic¢in w,
z (5.24) zévisi na tfetich a ¢tvrtych momentech X; a protoze predpokladame pouze
stacionaritu prvnich a druhych momenti, nemusi byt rozptyl w, ani rozptyl w; kon-
stantni.

Teoretickymi vlastnostmi téchto odhadt se nebudeme zabyvat, pouze v numerické
casti ukazeme na simulacich, jaké davaji vysledky.

Odhady @ a &* jsou ur¢itym vylepsenim odhadu &y. Odhad & totiz vyuziva in-
formaci o nezépornosti parametrt . Odhad & zas vyuZzivd minimélni hodnoty «
pii daném ¢ (viz definiéni obor zobecnéného operéatoru, kdyz vime, ze ¢; < 1). Tato
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informace je ale zkreslena tim, ze skute¢nou hodnotu ¢ nezname a nejdrive ji musime
odhadnout.

Proces GINAR je zobecnénim procesu INAR, zaloZzeném na binomickém operatoru.
Pro proces INAR plati o = ¢ * (1 — ¢¢) a ¢ o X|X mé binomické rozdéleni Bi(X, ¢)
se znamym vzorcem pro urceni pravdépodobnosti. Rozdéleni veli¢iny p(a) @ X|X je
plati, ze proces INAR(p) je specidlni ptipad procesu GINAR(p), kde jsou parametry
aq,. . . ,0; nejmensi mozné.

Vzhledem k jednoduchosti procesu INAR a toho, ze struktura tohoto procesu
vzniké Casto prirozené (napiiklad pii pozorovani nékterych systémi hromadné ob-

sluhy), budeme tomuto procesu davat prednost, pokud odhady parametri aq,.. .,
nebudou vyznamné velké.
Parametry «;,...,q, budeme povazovat za vyznamné velké, pokud bude pro od-

hady splnéna podminka
p p
doaze Yy Gll-a), (5.28)
i=1 i=1

kde ¢ je vhodna konstanta. Pti simulacich se nejvice osvédcilo 2 < ¢ < 3. Na zakladé
téchto tivah definujme finalni odhad parametru a = (ay,...,a,)" jako

6 { o’ = max{ag, p* (1 —p)}  pokud plati podminka (5.28), (5.29)

p*x(1—9) jinak.

Ukazuje se, ze tento odhad mé ze vSech uvazovanych odhadi nejlepsi vlastnosti.

5.8 Odhad o2

Na zékladé vztahu 02 = 0% + > 7| a; odhadneme 0% jako
3 p
6, =0, — X,y _as. (5.30)
i=1

Vzhledem k tomu, Ze odhady parametru a mohou byt velmi nepresné, miize se stat,
7e 02 vyjde zaporné.

Protoze odhady 5% a X,, maji mnohem lepsi vlastnosti nez &, bude vhodné v pii-
padé, kdy vyjde 6% < 0, odhady @; uméle zmensit na rozumnou hodnotu. V tomto
piipadé se nejcastéji stava, ze jedna slozka odhadu &g je oproti ostatnim slozkdm
nékolikanasobné vétsi.

P1i simulacich procesit GINAR druhého a tfetiho fadu se ukazalo, zZe slozky od-
hadu &g jsou vyrazné zéporné korelované (korela¢ni koeficienty se pohybovaly kolem
hodnoty -0.5). Proto je pfi upravé odhadt, kdy se jedna slozka zmensi, zaroveti dobré
ostatni slozky zvétsit (napfiklad nejvétsi slozku odhadu vydélit néjakou konstantou
vétsi nez jedna a ostatni slozky touto konstantou vynésobit).
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Numerické studie

V této kapitole budeme na zadkladé simulaci zkoumat vlastnosti odhadt parametrii
procesu GINAR uvedenych v minulé kapitole. Nejdfive se budeme zabyvat zptisobem
generovani procesu GINAR. Potom vyzkousime vlastnosti uvedenych odhadi parame-
trit na 1000 realizacich procestt INAR a GINAR s rtizné rozdélenymi inovacemi.
Necht # je odhad parametru # na zékladé pozorovani X, ..., X,,. Vlastnosti odhadu
budeme posuzovat podle stfedni ¢tvercové chyby (mean squared error) odhadu 6,

definované jako

MSE(8) = % 3 (5— 9)2 . (6.1)

Stfedni ¢tvercova chyba podle (6.1) je odhadem teoretické stfedni ¢tvercové chyby
definované jako E[f — 0], pro kterou plati

~ ~ ~ ~ 2
E[f - 0] = E[ - E[f]]" +2- E[f — E[f]] [E[f] - 0] + E[E[f] - 6] =
= B[0— E[]]” + (B[] - 0)” = Var[f] + (Bias[f)?
Bias[f] = E[f] — 6 je vychylenf odhadu .
Stredni ¢tvercova chyba tedy posuzuje kvalitu odhadu jak z hlediska rozptylu, tak
i z hlediska vychyleni odhadu. Pokud stredni ¢tvercova chyba pii n — oo konverguje

k nule, pak je odhad konzistentni, tedy plati § —— 6.
Misto MSE budeme u odhadd uvadét +MSE, kterd se da interpretovat jako od-
chylka odhadu (podobné jako odmocnina z rozptylu).

6.1 Generovani procesu GINAR(p)

Generovat pozorovani procesu GINAR(p) miZeme pomoci funkce simGINAR(phi,
alpha, z, mz, burn) uvedené v dodatku D. Kromé parametri phi a alpha jsou
dalsimi vstupnimi parametry této funkce vektor inovaci z tvofeny nezavislymi pozo-
rovanimi vygenerovanymi z néjakého celoc¢iselného nezaporného rozdéleni, skutecna
stfedni hodnota tohoto rozdéleni mz a parametr burn urcujici pocet vynechanych po-
zorovéani (viz nize). Vystupem je vektor vygenerovaného procesu x a teoreticka stiedni

49
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hodnota tohoto procesu mx.

Ke generovani procesu budeme pouzivat uz dfive zminénou funkci goper() také
uvedenou v dodatku D. K vygenerovani nového pozorovani procesu GINAR(p) je po-
tfeba znat p minulych hodnot. Pokud tyto hodnoty jesté nejsou k dispozici, nahradime
chybéjici pozorovani vygenerovanim hodnoty z Poissonova rozdéleni se stfedni hodno-
tou = pz/(1->_ ¢;) (= teoreticka stfedni hodnota procesu, mx). Nakonec vynechdme
nékolik prvnich pozorovani vygenerované fady (= burn), abychom snizili vliv tohoto
zacatku generovani procesu.

6.1.1 Inovace

Abychom zjistili, jaky vliv maji rizné rozdéleni inovaci {Z;}, budeme pouzivat tii
druhy rtiznych rozdéleni se stejnou stfedni hodnotou pz = 5.

1. Poissonovo rozdéleni Po(5):
Poissonovo rozdéleni ma stejnou stiedni hodnotu a rozptyl rovnou 5.

2. Negativné binomické rozdéleni NBi(1.667,0.25):
5 _

Parametry negativné binomického rozdéleni jsou r = 3 1,667 a p = 0,25.

Stredni hodnota tohoto rozdéleni je @ = 5 a rozptyl je % = 20.

3. Specialni rozdéleni:
Posledni rozdéleni bylo zvoleno tak, aby se vzhledem co nejvice lisilo od prvnich
dvou rozdé€leni. Definice rozdéleni je uvedena v nésledujici tabulce. Stfedni hod-
nota tohoto rozdéleni je 5 a rozpyl 31, 8.

k 0 1 2 3 4 5 13 ] 14 [ 15
P(Z=k)|0,19]0,16 | 0,15 | 0,12 | 0,09 | 0,04 | 0,02 | 0,09 | 0,14

Tato rozdéleni jsou znézornéna na obrazku 6.1. Detaily Poissonova a negativné bino-
mického rozdéleni jsou uvedena v dodatku A.

6.1.2 Ukazky procesiu

Na obrézcich 6.2(a) a 6.2(b) jsou ukazky vygenerovanych procesi INAR(2) a GI-
NAR(2) pfi pouziti zminénych rozdéleni inovaci a nésledujicich parametru.
Pro vSechny procesy byl pouzit stejny parametr ¢ = (‘Pl) = (0’45) a stfedni hod-

2 0,28
nota inovaci uz = 5. Skutecna stfedni hodnota vSech procest je tedy p = - 5 1Z—<pz =
75 = 18,519.

V procesu INAR plati o = (i;g:i;;) = (8:33{2). V procesu GINAR pouzijeme

_ (31 2 N 2 _ P2
a = (3).! Parametr o2 dopoditdme ze vatahu 02 = >0 | a; + 0%,

I P¥estoze je proces INAR specidlnim piipadem procesu GINAR, budeme déile pod pojmem GINAR
vzdy oznacovat proces, ktery neni zaroven INAR.
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Po(5), rozptyl =5
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Obrazek 6.1: Pouzita rozdéleni inovaci. VSechna rozdéleni maji stfedni hodnotu 5.

r(1) | »(2) | r(3) | r(4) | r(5) | r(6) | r(7) | r(8) | r(9) | r(10)
0,625 | 0,561 | 0,428 | 0,350 | 0,277 | 0,223 | 0,178 | 0,142 | 0,114 | 0,091
a(l) | a2) | aB3) | a4) | a(d) | a(6) | a(7) | a(8) | a(9) | a(10)
0,625 | 0,280 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000

Tabulka 6.1: Hodnoty autokorela¢ni funkce r(k) a parcidlni autokorela¢ni funkce a(k)
pro k=1,...,10.

Protoze maji vSechny uvazované procesy stejné parametry ¢; = 0,45 a @y = 0, 28,
musi mit také stejnou autokorelacni funkci vyhovujici pro A > 1 diferen¢ni rovnici

r(h) —p1r(h — 1) — @or(h —2) =0, (6.2)

s po¢atecnimi podminkami 7(0) = 1 ar(1)—p;—¢or(1) = 0. Charakteristicky polynom
rovnice (6.2) je

W(N) = A2 — oA — o = A2 —0,45- A — 0,28 = (A — 0,8)(\ + 0, 35)
s kofeny \; = 0,8 a Ay = —0, 35. Reseni rovnice (6.2) tedy musi byt tvaru
r(h) = A} + A} = ¢1-0,8" + ¢y - (—0,35)".

Z pocatecnich podminek dopocitame konstanty c; a cs:
r0)=c+c=1 = cu=1—-q



inovace: Po(5), delta = 0.53 inovace: Po(5), delta = -0.54
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Obrazek 6.2: Ukazky vygenerovanych procesi INAR a GINAR. Cervené je vyznacena, skutecna hodnota prameéru u, modre
je vyznacen odhad primeéru Xy na zékladé vygenerované realizace procesu , delta = Xo09 — -
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Obrazek 6.3: Histogramy vygenerovanych hodnot jedné realizace procesu o délce 200
pozorovani. Cervené je vyznacena skutecnd stfedni hodnota procesu p, modie je vy-
znacen prumeér Xog9 na zakladé vygenerované realizace procesu.

ru):q~Q8+@-@Q3®:cy1J5—Q35:ﬁ%;:gﬂgngOﬁ%
= =33=0,848 a 3=, =0152

Pro autokorelace tedy plati r(h) = 33 .0,8" + & - (=0,35)". Pro spocitani par-
cialnich autokorelaci pouzijeme vzorec (5.9) (matice I', a I'; nahradime maticemi
prislusnych autokorelaci). Hodnoty autokorela¢ni a parcidlni autokorela¢ni funkce pro
k=1,...,10 jsou uvedeny v tabulce 6.1.

Podle (4.14) dopo¢itame rozptyl procesu jako

o2 625
R(0) = ¢ =_—.02=1,781- 02 6.3
(0) 1— (1) — por(2) 351 ¢ %0 (6.3)

Hodnoty vSech parametri jsou uvedeny v tabulkach 6.2. Na obréazcich 6.2(a) a 6.2(b)
jsou vygenerované realizace o délce 200 pozorovani procest INAR a GINAR s rtzné
rozdélenymi inovacemi. Na obrazku 6.3 jsou histogramy téchto realizaci procesti.
Hlavni vizuélni rozdil mezi procesy INAR a GINAR je, ze zatimco hodnoty procesu
INAR lezi blizko kolem primeéru, je rozdéleni hodnot procesu GINAR hodné zesikmené
doprava (vétsina hodnot lezi nalevo od priaméru). Je to proto, ze proces GINAR ma
pri stejné rozdélenych inovacich obecné vétsi rozptyl plynouci z vétsi variability v ¢i-
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wo| 18,519 INAR | GINAR

tz | 5,000 o 0,2475 3,000

v | 0,450 9 0,2016 3,000

©s | 0,280 S a; | 0,4491 | 6,000
_ INAR GINAR
Hnovace |- 52 o2 | R(0) | /R(O)| o o? R(0) R(0)
Po 5,000 | 13,317 | 23,707 | 4,869 5,000 | 116,111 | 206,756 | 14,379
NBi 20,000 | 28,317 | 50,424 | 7,101 20,000 | 131,111 | 233,448 | 15,279
specialni | 31,800 | 40,117 | 71,436 | 8,452 31,800 | 142,911 | 254,466 | 15,952

Tabulka 6.2: Prehled skutec¢nych hodnot parametrii vygenerovanych procest.

tacich fadach (vétsi parametry «;). U procesu INAR jsou parametry «; pro dané ¢;
nejmensi mozné. Vzhledem k volbé a; = as = 3 v uvazovanych procesech GINAR
(nékolikandsobné vétsi nez v procesech INAR), je tento rozdil hodné zietelny.

U obou typt procest také dochazi ke zméné tvaru rozdéleni na vice zesikmené pii

zvétsovani rozptylu inovaci.

6.2 Odhady parametra pu, R(0), r(h) a a(h)

Protoze X, je nestranny odhad p, plati Var[X,,] = teor. MSE[X,]. Pomoci vztahu pro
rozptyl X,, tedy miZeme spocitat teoretickou MSE podle (4.24) jako

1 199
500 2 (1

1=—199

teor. MSE[XQOO] = R(O)

il
- ﬁ) r(i) = 0,0377 - R(0).

INAR GINAR
inovace | odhad Koo R(0) Ezoo 0) | Xono R(0) Ezoo (0)
Po primeér | 18,492 | 23,712 | 22,775 | 18,663 | 206,751 | 202,582
MSE | 0,935 4,629 2,867 83,461
NBi | pramér | 18,527 | 50,421 | 48,632 | 18,435 | 233,460 | 222,805
MSE | 1,379 11,185 | 2,947 91,548
spec. | prumér | 18,498 | 71,433 | 68,845 | 18,499 | 254,471 | 244,847
MSE | 1,667 13,272 | 3,113 96,383

Tabulka 6.3: Vlastnosti odhadu stfedni hodnoty © = 18, 518 a rozptylu R(0) na zakladé
simulaci (Cervené jsou uvedeny skutecné hodnoty). U vSech odhadi vychazi medidn
velmi blizko priméru, proto je uveden pouze primeér odhadi.
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r(1) r(2) r(3) a(1) a(2) a(3)

0,625 | 0,561 | 0,428 | 0,625 | 0,280 | 0,000

proces | inovace | odhad 7200(1) | T200(2) | T200(3) | G200(1) | G200(2) | @200(3)
INAR Po | pramér | 0,593 | 0,526 | 0,383 | 0,593 | 0,262 | -0,008
VvMSE | 0,084 | 0,085 | 0,105 | 0,084 | 0,068 | 0,070

NBi | pramér | 0,596 | 0,527 | 0,386 | 0,596 | 0,259 | -0,006

MSE | 0,083 | 0,089 | 0,108 | 0,083 | 0,074 | 0,072

spec. | pramér | 0,597 | 0,528 | 0,385 | 0,597 | 0,261 | -0,010

vMSE | 0,082 | 0,087 | 0,109 | 0,082 | 0,071 | 0,073

GINAR | Po | prameér [ 0,582 | 0,511 | 0,366 | 0,582 | 0,251 | -0,010
VvMSE | 0,104 | 0,112 | 0,132 | 0,104 | 0,090 | 0,086

NBi | pramér | 0,580 | 0,511 | 0,366 | 0,580 | 0,252 | -0,009

VvMSE | 0,104 | 0,108 | 0,128 | 0,104 | 0,088 | 0,085

spec. | pramér | 0,580 | 0,512 | 0,368 | 0,580 | 0,256 | -0,009

MSE | 0,103 | 0,109 | 0,126 | 0,103 | 0,086 | 0,076

Tabulka 6.4: Vlastnosti odhadu autokorelaci r(h) a parcidlnich autokorelaci a(h) na
zékladé simulaci (Cervené jsou uvedeny skutecné hodnoty). U vSech odhadt vychazi
median velmi blizko priméru, proto je uveden pouze primeér odhadu.

Tedy plati, Ze ¢tvercova chyba odhadu Xa v uvaZzovanych procesech je p¥imo
umérna rozptylu procesu R(0). Tomu odpovidaji i vysledky v tabulce 6.3, kde jsou
uvedeny vysledky simulaci pro odhady Xso a EQOO(O) na zakladé 1000 realizaci zmi-
nénych procest o délce 200 pozorovani. R

Priméry odhadfi Xy jsou blizko svym skuteénym hodnotam, odhad Rag(0) je
zaporné vychyleny a dava castéji mensi odhady, nez je skutecnd hodnota rozptylu
procesu. Protoze jsou oba tyto odhady ovlivnény skuteénym rozptylem R(0), zavisi
jejich ¢tvercova chyba jak na typu procesu (na parametrech «), tak i na rozdéleni
inovaci (na pz a 0%). V nasledujici tabulce jsou uvedeny priimérné pocty odhadi
mensich nez skuteéné hodnoty parametri (bez ohledu na rozdéleni inovaci).

% Ra00(0)
INAR | 50,4% | 61,7%
GINAR | 53.2% | 61,8%

Vlastnosti odhadii 7500 (h) & dago(h) pro h = 1,2, 3 jsou uvedeny v tabulce 6.4. VSech
6 procestt ma stejnou autokorelacni i parcialni autokorela¢ni funkci. Vsechny primeéry
odhadli jsou mensi nez skutecné hodnoty parametrti, odhady tedy maji zaporné vy-
chyleni. Je zajimavé, Ze toto vychyleni je vétsi u procest typu GINAR. V nasledujici
tabulce jsou uvedeny primérné pocty odhadt mensich nez je skutecna hodnota para-
metru v zavislosti na typu procesu v 1000 simulacich (bez ohledu na rozdéleni simulaci).
Ve vsSech pfipadech je ve vice nez 50% pripadt odhad parametru pod svoji skute¢nou
hodnotou, odhady tedy velikosti parametri r(h) a a(h) spiSe podcenuji.
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7200(1) | 7200(2) | T200(3) | @200(1) | @200(2) | @200(3)
INAR | 62,7% | 64,8% | 66,2% | 62,7% | 60,2% | 54,4%
GINAR | 66,8% | 68,7% | 70,3% | 66,8% | 63,0% | 55,0%

Primeér ani +/MSE odhad@ nejsou moc ovlivnény riznymi rozdélenimi inovaci, pro
vSechny procesy INAR a i pro vSechny procesy GINAR vychazi totiz velmi podobné.
Drobny rozdil je v presnosti odhadi mezi procesy typu INAR a GINAR, pro GINAR
vychazi u vSech odhadl trochu vétsi ¢tvercova chyba, coz je pravdépodobné zpiiso-
beno tim, ze uvazované procesy GINAR maji vétsi rozptyl a tedy dochazi k vétsim
nepiesnostem pfi odhadovani primeéru, ktery se v téchto odhadech vyskytuje.

Odhady parametru a(3) se pohybuji velmi blizko kolem nuly, jejich ¢tvercové chyby
jsou az na jednu vyjimku v porovnani s ostanimi parametry v tabulce nejmensi. Podle
parcialni autokorelacni funkce je tedy ve vétsiné pripadu identifikace druhého fadu
modelu velmi dobra.

6.3 Odhady parametrii ¢, 17 a 02

V tabulce 6.5 jsou uvedeny vlastnosti odhadit parametrii ¢, puz a o podle pouzitého
odhadu pro ¢ ( Yule-Walkeriv odhad (YW) = @y (5.11) nebo odhad metodou
nejmensich ¢tverct (OLS) = g (5.15)).

Oba dva odhady odhaduji parametr ¢ stejn€ kvalitné, priméry odhadt i MSE jsou
u vSech uvazovanych procesi pro YW i OLS odhad skoro stejné. Oba odhady maji
zaporné vychyleni, v nasledujici tabulce jsou uvedeny primeérné poc¢ty odhadt mensich
nez skuteéné hodnoty parametrii (bez ohledu na rozdéleni inovaci).

SZYW1 SZYWQ SEOLSl SEOLSQ
INAR | 55,6% | 60,2% | 55,6% | 57,7%
GINAR | 58,7% | 63,0% | 59,0% | 61,2%

Ve vsech piipadech je vice nez 50% odhadt pod svoji skute¢nou hodnotou, oba dva
odhady tedy velikosti parametri ¢; a @y spiSe podcenuji. Vychyleni odhadt, pocet
odhadt mensich nez je skuteéna hodnota parametri i MSE jsou opét vétsi u procesiu
typu GINAR. Jsou patrné i malé rozdily v zavislosti na rozdéleni inovaci.

U vsSech procesti nedoslo ani jednou v provedenych simulacich k tomu, Ze by né-
ktery odhadnuty parametr byl zaporny, ani se nestalo, ze by byl soucet odhadnutych
parametri ; vétsi nez jedna.

U odhadt parametrii iz a 02 je uz znatelny i rozdil podle pouzitych odhadd para-
metru ¢, pfi pouziti OLS odhadu maji odhady /iy a 52 (aZ na jednu vyjimku) mensi
¢tvercovou chybu. Odhad iz mé kladné vychyleni a 52 mé zaporné vychyleni, v na-
sledujici tabulce jsou uvedeny primérné poc¢ty odhadi mensich nez skutecné hodnoty
parametri (bez ohledu na rozdéleni inovaci).

Hzyw | PZors | Peyw Ocors

INAR | 31,9% | 34,1% | 56,2% | 56,7%
GINAR | 36,3% | 38,8% | 53,6% | 55,2%
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typ ¥1 ¥1 Hz
proces | inovace | odhadu | odhad | 0,450 | 0,280 | 5,000 o2 o2
\ o1 Do Lz
INAR Po YW | pramér | 0,438 | 0,262 | 5,548 | 13,250 | 13,317
VMSE | 0,071 | 0,068 | 1,268 | 1,451
OLS | pramér | 0,437 | 0,266 | 5,472 | 13,200 | 13,317
VMSE | 0,072 | 0,067 | 1,245 | 1,446
NBi YW | pramér | 0,441 | 0,259 | 5,532 | 28,100 | 28,317
MSE | 0,073 | 0,074 | 1,338 | 4,207
OLS | pramér | 0,441 | 0,264 | 5,456 | 27,992 | 28,317
MSE | 0,073 | 0,073 | 1,320 | 4,189
spec. YW | pramér | 0,441 | 0,261 | 5,508 | 39,789 | 40,117
VvMSE | 0,070 | 0,071 | 1,353 | 4,127
OLS | pramér | 0,440 | 0,265 | 5,441 | 39,651 | 40,117
VvMSE | 0,071 | 0,071 | 1,338 | 4,130
GINAR | Po YW | pramér | 0,436 | 0,251 | 5,752 | 116,816 | 116,111
VMSE | 0,087 | 0,090 | 1,546 | 34,055
OLS | pramér | 0,435 | 0,255 | 5,677 | 116,398 | 116,111
VMSE | 0,088 | 0,090 | 1,514 | 33,881
NBi YW | pramér | 0,434 | 0,252 | 5,681 | 128,855 | 131,111
MSE | 0,090 | 0,088 | 1,450 | 35,638
OLS | pramér | 0,434 | 0,256 | 5,618 | 128,447 | 131,111
VMSE | 0,092 | 0,088 | 1,434 | 35,537
spec. YW | pramér | 0,432 | 0,256 | 5,672 | 141,265 | 142,911
VMSE | 0,085 | 0,086 | 1,469 | 35,947
OLS | pramér | 0,431 | 0,260 | 5,600 | 140,775 | 142,911
MSE | 0,085 | 0,085 | 1,441 | 35,763

Tabulka 6.5: Vlastnosti odhadi parametri ¢, 117 a 0 na zakladé simulaci (Servené jsou
uvedeny skutené hodnoty). U vSech odhadi vychdzi median velmi blizko primeéru,

proto je uveden pouze primér odhadii.

Pouziti odhadd YW a OLS vede k velmi podobnym vysledkim (tento vysledek
odpovida tomu, ze oba dva odhady maji stejné asymptotické rozdéleni a jsou si struk-
turou velmi podobné, jak byl ukidzano v teoretické ¢asti o odhadech). Odhad OLS se
ale v nékterych situacich ukazuje o néco lep$i, proto budeme dale vzdy pro odhad
parametru ¢ pouzivat odhad @y g-
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6.4 Odhady parametri « a o7

V tabulce 6.6 jsou pro srovnani uvedeny primérné /MSE slozek odhadfi ayp, @ a o
definovanych v (5.25)-(5.27) a soucti slozek téchto parametri, tuéné jsou zvyraznény
nejmensi z téchto tfi hodnot. Modfe jsou uvedeny primérné /MSE slozek finalniho
odhadu & definovaného v (5.29), kde ¢ = 2, 5.

proces | inovace | Qg a o’ a Sdo | Yoa; | doar | Y
INAR | Po | 0360|0286 | 0,252 | 0,080 | 0.327 | 0,305 | 0,364 | 0,126
NBi 0,694 | 0,487 | 0,464 | 0,352 | 0,652 | 0,584 | 0,663 | 0,506
spec. 0,559 | 0,387 | 0,358 | 0,197 | 0,510 | 0,430 | 0,505 | 0,278
GINAR Po 2,317 | 2,131 | 2,102 | 2,105 | 2,335 | 2,287 | 2,274 | 2,287
NBi | 2279 | 2,127 | 2,097 | 2,099 | 2,410 | 2,353 | 2,335 | 2,344
spec. | 2,257 | 2,080 | 2,048 | 2,050 | 2,279 | 2,218 | 2,200 | 2,207

Tabulka 6.6: Primérné +/MSE pro ruzné odhady a a ) «; na zakladé simulaci.

Zajimavé je, ze v pripadé odhadt jednotlivych slozek ma u vSech uvazovanych pro-
cesti nejlepsi vlastnosti odhad &, kde jsou hodnoty odhadt &y upraveny s vyuZitim
odhadnuté minimélni hodnoty téchto parametri. Pokud je cilem odhad Y| «;, uka-
zuje se v piipadé procesu INAR lepsim odhadem ) 7 | &; nez 7 & (proto byl pravé
tento soucet pouzit v podmince (5.28)).

U vsech odhadt vychazi MSE sou¢tu mnohem mensi sou¢et MSE jednotlivych
slozek. Dtivodem je zaporna korelace mezi slozkami odhadi parametru a (v pfipadé
nekorelovanosti by platila rovnost). Korelace slozek ag; a djga odhadu @y jsou uvedeny
v nasledujici tabulce.

inovace | INAR | GINAR
Po -0,59 -0,57
NBi -0,57 -0,51
Spec. -0,60 -0,58

Odhad a méa v uvazovanych procesech typu INAR mnohem mensi vMSE nez
ostatni odhady, pfitom v procesech GINAR neni jeho v/ MSE o mnoho vétsi nez v MSE
odhadu &". Jeho dalsi vyhodou je, Ze pokud tomu data dostateéné odpovidaji, upied-
nostnuje jednodussi model INAR.

V nésledujici tabulce jsou uvedeny pocty pripadii, kdy byl proces na zakladé pod-
minky (5.28) s konstantou ¢ = 2,5 odhadnut jako INAR. Pfipomerime, Ze vysledky
jsou zalozeny na 1000 simulaci vSech procesti o délce 200 pozorovani.

inovace Po NBi | Spec.
INAR | 97,2% | 89,6% | 95,2%
GINAR | 1,L1% | 1,1% | 0,9%
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a1 Qg Z Q;
INAR 0.248 | 0.202 | 0.449
GINAR | 3.000 | 3.000 | 6.000

proces | inovace | odhad ay Qg S a; a2, o2 |02 <0
INAR Po pramér | 0,249 | 0,198 | 0,447 | 4,928
medisn | 0,246 | 0,195 | 0,436 | 5,122 | 5,000 | 1,4%
MSE | 0,081 | 0,079 | 0,126 | 2,602
NBi prameér | 0,339 | 0,266 | 0,605 | 16,750
medisn | 0,246 | 0,197 | 0,443 | 18,781 | 20,000 | 8,5%
VvMSE | 0,361 | 0,343 | 0,506 | 9,620
spec. | pramér | 0,280 | 0,216 | 0,496 | 30,496
medisn | 0,246 | 0,196 | 0,440 | 31,272 | 31,800 | 0%
VMSE | 0,205 | 0,188 | 0,278 | 6,024
GINAR Po pramér | 2,600 | 2,594 | 5,194 | 17,769
medidn | 2,243 | 2,287 | 4,902 | 19,529 | 5,000 | 24,7%
MSE | 2,107 | 2,103 | 2,287 | 36,479
NBi prameér | 2,550 | 2,635 | 5,185 | 30,788
medién | 2,271 | 2,301 | 4,870 | 32,291 | 20,000 | 12,6%
MSE | 2,007 | 2,191 | 2,344 | 33,982
spec. prameér | 2,558 | 2,561 | 5,118 | 44,433
medisn | 2,289 | 2,263 | 4,815 | 46,011 | 31,800 | 6,6%
MSE | 2,028 | 2,071 | 2,207 | 33,919

Tabulka 6.7: Vlastnosti odhadu parametri o a 0% na zdkladd simulaci (Cervené jsou
uvedeny skute¢né hodnoty).

Detailni vlastnosti vlastnosti odhadii parametri a (pouze pro odhad &) a o%

jsou uvedeny v tabulce 6.7. Na rozdil od ptfedchozich tabulek je zde uveden i median
odhadn, ktery je u odhad @; mnohem mensi nez primér.

Ptestoze jsme odhadem & podstatné vylepsili ¢tvercovou chybu odhadi (viz ta-
bulka 6.6), je vMSE pofad hodné vysokd a odhady jsou velmi nepiesné (vyjimkou je
proces INAR s Poissonovymi inovacemi, kde je v/ MSE mnohem mensi nez u ostatnich
procestl). Dokonce dochdzi pomérné ¢asto k tomu, Ze je odhad 5% mensi nez nula (viz
posledni sloupec tabulky 6.7).

Jak uZz bylo poznamendno v teoretické ¢asti odhadt, je parametry o a 0% tézké
odhadnout, protoZze proces ovliviiuji jen prenesené ptes o2 = 0% + p >+, o;. Pokud
bychom se na tyto procesy divali jako na AR procesy, je o> rozptyl bilého $umu. Pokud
vyjdou zéporné nebo i tézce intepretovatelné vysledky (napfiklad kdyz je jeden odhad
blizko nuly a druhy fadové jednotky nebo desitky), bude urcité lepsi za parametry o
a 0% zvolit néjaké rozumnéjsi hodnoty tak, aby platily vztahy 62 = 0% + p >+, @; a
0% > 0.
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6.5 Zavislost /MsE na poc¢tu pozorovani

Na obrazku 6.4 je zobrazena zavislost v/ MSE na poc¢tu pozorovani n. Hodnoty byly
ziskany tak, Ze pro rtizna n bylo vygenerovano 1000 realizaci? procesu GINAR s nega-
tivné binomickym rozdélenim inovaci. Kvili moznosti srovnani byly zachovany vSechny
parametry uvazované v predchozich simulacich. V grafech jsou ¢ervené zobrazeny hod-
noty pro délku procesu n = 200 pouzitou u predchozich simulaci. U vicerozmérnych
parametri jako ¢, a jsou uvazovany priumeéry v/ MSE jednotlivych slozek, u autokore-
laci a parcialnich autokorelaci jsou uvedeny primeéry /MSE odhadu funkci v bodech
h =1,2,3. Z graft je vidét, ze zavislost MSE na poc¢tu pozorovani n je u vSech od-
hadt klesajici. Tento pokles je velmi vyrazny do cca n = 1000, dale uz zvétseni poctu
pozorovani n nema na snizeni +MSE velky vliv.
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Obréazek 6.4: Zavislost v/MSE na po¢tu pozorovani n. Cervené jsou vyznaceny vysledky
pro n = 200.

2Pro n byly pouzity hodnoty 100, 200, 400, 600,. .., 5000, 5200.
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Analyza realnych dat

7.1 Popis dat

Pouzita data pochazeji ze specialni aplikace Ceské sporitelny slouzici pro sbér dat
o opera¢nim riziku!. Mezi opera¢ni riziko spadd velké mnozstvi riznych udalosti, jako
napiiklad rizné chyby zaméstnanci (Spatné vyplacend hotovost klientovi, penize po-
slané na jiny tcet), selhani ¢ vypadky systémii (i nefunkéni internet mize zpisobit
zavieni pobocky, kterd potom utrpi ztratu rovnou uslému zisku), podvody klienti,
zniceni bankomatu, prepadeni pobocky, soudni vylohy atd..

Kazdy zaméstanec, ktery se setkd s néjakou udalosti operacniho rizika, ma povin-
nost o této udalosti ve zminéné aplikaci vytvorit hlaSeni. V tomto hléseni je zaméstanec
povinen vyplnit vSechny pozadované tidaje a prilozit veskeré dokumenty, aby mohla
byt oddélenim operacniho rizika, které zaroven sleduje spravnost a kompletnost vypl-
nénych tdaji, vycislena piislusna ztrata. Nove zalozené hlaseni je v aplikaci evidovano
jako rozpracované do doby, nez je ve finalnim stavu se vSemi povinnymi prilohami pfi-
praveno na dalsi zpracovani. Doba od vytvofeni hlaseni do finalniho ulozeni k dalsimu
zpracovani trva nékdy i nékolik dni.

Poskytnuté data jsou z ¢asového rozmezi od 1.1.2006 do 2.7.2007 a tvoii je tabulka
s udaji: identifikacni ¢islo hlaseni, datum zmény stavu a identifikacni ¢islo stavu. Cilem
analyzy bude modelovat denni poc¢ty aktualné vytvarenych hlaseni, tj. poc¢ty hlaseni,
které se na konci dne nachazi ve stavu rozpracované. V této skupiné se objevi pouze
hlaseni, jejichz ptiprava zabere vice nez jeden den, vétsinou se tedy jedna o zavaz-
néjsi udalosti operacniho rizika, u kterych se dé i nasledné predpokladat vétsi casova
narocnost pri dalsim zpracovani.

Na obrazcich 7.1(a) a 7.1(b) jsou Cetnosti vytvareni novych hlaseni v zavislosti
na dni v tydnu. Na obrazku 7.1(a) jsou vSechna nové hlaseni ze sledovaného obdobi,
na obrazku 7.1(b) jsou pouze nova hlaSeni, jejichz piiprava zabrala vice nez jeden
den (tato hlaSeni se objevi v dalsi analyze). Na zakladé dat byla vytvofena casova

!Definice operac¢niho rizika v Ceské spofitelné (uvedena ve Vyroéni zpraveé 2006):
Operacéni riziko je riziko ztraty vlivem nepfiméfenosti ¢i selhani vnitinich procest, lidského faktoru
nebo systémil, ¢i riziko ztraty vlivem vnéjsich udalosti véetné rizika ztraty banky v disledku poruseni
¢i nenaplnéni pravni normy.
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celkem: 975 celkem: 289
200+
60 -
150 50
40
100+ 304
50 201
10
0 —_—— 0 ——
po ut st ct pa so ne po ut st ct pa so ne
(a) Vsechna hlageni. (b) Pouze hlaseni vytvarena

déle nez jeden den.

Obrazek 7.1: Cetnosti vytvafeni hlaSeni podle dne v tydnu v dobé od 1.1.2006 do
2.7.2007.

fada poc¢tl hlaseni v pracovnich dnech od 1.1.2006 do 2.7.2007, které se na konci dne
nachazi ve stavu rozpracované. Na modelovani této ¢asové fady se velmi dobfe hodi
proces INAR, pfip. GINAR, protoze se jedna o celociselnd nezaporné pozorovani, ktera
urcité zavisi na hodnotach z predchozich dni. Vyhodou této ¢asové rady je, ze miizeme
zaroven analyzovat také rozdéleni inova¢niho procesu tvoreného nové vytvorenymi
hlasenimi a vysledky porovnat s odhadnutymi parametry procesu GINAR. Vysledna
casova fada a jeji autokorela¢ni a parcialni autokorelac¢ni funkce jsou zobrazeny na

obr. 7.2.

7.2 Odhad parametrt procesu GINAR

Na zékladé tvaru parcidlni autokorelacni funkce useknuté v bodé 1 (viz. obr. 7.2)
budeme fadu modelovat procesem GINAR prvniho fadu (p = 1). Pro odhad pouzijeme
funkeci ginar.est(x, p, ¢) uvedenou v dodatku D (funkce byla naprogramovana na
zékladé predchozich vysledki). Vstupy této funkce jsou ¢asova fada x, f4d modelu p
a konstanta ¢ z odhadu parametru e (viz. (5.28)). Pro odhad pouzijeme ¢ = 2, 5.

Délka casové fady je n = 378 pozorovani. V nésledujici tabulce jsou uvedeny
odhadnuté hodnoty parametri.
X, oyw | Yors 52 R(0) iz o) 52, INAR

1,9418 | 0,6778 | 0,6783 | 1,5475 | 2,8643 | 0,6246 | 0,2182 | 1,1238 | ano
Protoze a = 0, 3243, dostaneme podle podminky (5.28):

& B 0, 3243
Zors(1— Pors)  0,6783 - (1—0,6783)
Pro ¢asovou fadu tedy muzeme pouzit jednodussi model INAR(1) tvaru
X, =0,67830 X, 1 + 7,
kde E[Z,] = 0,6246 a Var[Z,] = 1, 1238.

=1,4863 < ¢ = 2,5.
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Obrazek 7.2: Denni pocty hlaseni, které se na konci dne nachézi ve stavu rozpracované.

7.3 Rozdéleni inovaci

Budeme piedpokladat, ze inovace, neboli denni poéty (uvazujeme pouze pracovni dny)
noveé vytvorenych formulari, jejichz zpracovani trva déle nez jeden den, jsou nezavislé
stejné rozdélené ndhodné veli¢iny. Nasim cilem bude urcit rozdéleni inovaci.
Statistické vlastnosti inovaci:
Pocet pozorovani n = 378, prumér = 0, 7646, rozptyl = 1,0187 (Pro srovnani: odhad-
nuté parametry procesu GINAR jsou iz = 0,6246 a 63 = 1,1238).
Pozorované hodnoty:

hodnota | 0 1 2 3 |4
Cetnost [ 195|114 |43 |18 |6 |1 |1

Pro urc¢eni rozdéleni pouzijeme funkci goodfit(x, type, method) z R-knihovny
library(ved), ktera provadi testy dobré shody pro binomické, Poissonovo a negativné
binomické rozdéleni. U této funkce miizeme zvolit bud y3-testy dobré shody, nebo
testy zalozené na metodé maxnnalm vérohodnosti. Protoze v prlpade malého prumeru
nemusi byt aproximace y?-rozdélenim velmi dobrd (doporucuje se primér vétsi nez 5),
pouzijeme metodu maximalni vérohodnosti.
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> summary(gf.po <- goodfit(z, type="poisson", method="ML") )
Goodness-of-fit test for poisson distribution

X~2 df P(> X°2)
Likelihood Ratio 16.71912 5 0.005064484
> summary(gf.nbi <- goodfit(z, type="nbinomial", method="ML") )
Goodness-of-fit test for nbinomial distribution

X"2 df PO X°2)

Likelihood Ratio 1.567692 4 0.8145869
> gf .nbi$par
$size
[1] 2.300427
$prob
[1] 0.7505428

Na zékladé provedenych testti zamitame na hladiné 5% hypotézu, Ze inovace pochéa-
zeji z Poissonova rozdéleni (p-hodnota 0,005). Hypotézu, Ze inovace pochézeji z nega-
tivné binomického rozdéleni na hladiné 5% nemuzeme zamitnout (p-hodnota 0,815).
Odhadnuté parametry negativné binomického rozdéleni jsou r = 2,3004 (parametr
size) a p = 0,7505 (parametr prob) (viz dodatek A). Shoda pozorovani s Poissono-
vym a negativné binomickym rozdélenim je dobfe vidét na obréazcich 7.3(a) a 7.3(b),
kde jsou porovnany oc¢ekavané ¢etnosti pii uvazovaném rozdéleni (Cerveny graf) a po-
zorované Cetnosti (8edé obdélniky). Misto ¢etnosti jsou pro lepsi piehlednost uvazovany
odmocniny z ¢etnosti.

V piipadé pouziti y*-testu dobré shody (method="MinChisq") vychézi p-hodnota
v pripadé Poissonova rozdéleni 0,000 a v piipadé negativné binomického 0,937.
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(a) Poissonovo rozdéleni. (b) Negativné binomické rozdéleni.

Obrazek 7.3: Srovnani pozorovanych a o¢ekavanych ¢etnosti v pripadé daného rozdéleni
(hodnoty na ose y jsou odmocniny z ¢etnosti).
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Vektorové GINAR procesy

Pomoci zobecnénych maticovych operatorti mizeme definovat vicerozmérnou verzi pro-
cesu GINAR(p), proces VGINAR(p) (vector generalized integer autoregressive of order
p), jako posloupnost k-rozmérnych nezapornych celociselnych ndhodnych vektoru vy-
hovujicich rovnici

p
X, =) ®(A)eX, i+Z, teL, (8.1)
=1

kde ®4,...,®,,A;,...,A, jsou k X k matice nezdpornych konstant a ®, # O xx.

Indikator ¢t u zobecnéného maticového operatoru opét vyjadiuje predpoklad, ze
vSechny citaci fady vSech maticovych operatori jsou v novém case nové, nezavislé
na vsech ostatnich ¢itacich fadach operatori v soucasnosti, v minulosti a samoziejmé
1 v budoucnosti.

Proces {Z,} je inovacni proces tvofeny nekorelovanymi celo¢iselnymi nezdpornymi
k-rozmérnymi vektory s rozdélenim 7, nezavisly na X; 1, X; »,... a ndhodnych ope-
ratorech. Oznaéme p, = E[Z,;] > 0, a ¥, = Var[Z,] < oo

Necht YV, = (X/,..., X )T e Ng", W, :=(Z],0],...,0,)T e Ni a

. (A1) Py(A2) (I)p—l(Ap—l) (I)p(Ap)
I:(0kxk)  Oksr(Okxk) -+ Okxk(Okxk)  Okxr(Okxk)
P(Ae = Okxk(Okxk)  Tk(Okxr) -+ Oksr(Okxk) Okxk(Okxk) | e
Ok (Okxk) Orxrk(Okxrk) -+ Te(Opxk)  Okxr(Ogxk)

[\ J/
v~

matice kpxkp

Rovnici (8.1) mizeme zapsat jako kp-rozmérny proces VGINAR(1) (pfipomerime vztahy
Ik(Oka) e X =Xa 0k><k<0k><k) e X = Ok, viz. véta 37)

Yt = @(A)t [ ] Yt—l + Wt' (82)

'Pro vektory a, b € R* a > b znamena, e pro vSechny slozky vektort plati vztah a; > b; a aspon
pro jednu slozku je nerovnost ostra.
Oznaceni 3 < oo znamend, Zze matice 3 ma vSechny prvky konecné.
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Podobné jako v ptipadé vektorovych AR procesi (viz. [15, str.11]) i v pfipadé vekto-
rového procesu GINAR plati, ze vSechny vysledky stac¢i odvodit pro proces prvniho
fadu [13, str. 232]. Ptvodni rovnici (8.1) dostaneme z (8.2) vynasobenim obou stran
zleva matici (Ik, kak, c 70k><k)-

Déle budeme uvazovat proces (8.1) pro p = 1. Misto matic ®; a A; budeme psat
pouze P a A.

Véta 8.1. Necht je inovacni proces {Z;} v procesu VGINAR(1) tvoten i.i.d. celocisel-
nymi nezapornymi nahodnymi vektory s rozdélenim 7 a necht ma polynom det(I —®z)
vsechny koteny vne jednotkového kruhu. Potom existuje nezdporny celociselny silné sta-
ciondrni proces s konecnymi druhymi momenty spliujici X, = ®(A), e X, 1+ Z,;,t €
Z, pro ktery plati Cov(Xs, Z;) = 0 pro s < t (proces je kauzdlni). Tento proces je
urcen jednoznacné skoro jiste.

Dikaz. Latour [13, str. 236, Tvrzeni 3.1].

O
Pozndamka. Polynom det(AI — ®) je charakteristickym polynomem matice ®, kofeny
tohoto polynomu jsou vlastni ¢isla matice ®, oznacme je Ay, ..., A\;x. Kofeny polynomu
det(I — ®z) oznacme z1, ..., 2, plati |z;| > 1,7 =1,... k. Protoze det(I — ®z) =

2k det(%I — @), plati pro vlastni ¢isla matice ® vztahy \; = %, i=1,..., k. Z |z >1
dostéavame, ze |\;| < 1,i=1,... k.

8.1 Stredni hodnota a autokorelac¢ni funkce

Necht {X,,t € Z} je slabé stacionarni k-rozmérny proces VGINAR(1) s i.i.d. ino-
vacemi. Spocitame jeho stfedni hodnotu a autokovariancni funkci. Budeme pouzivat
tvrzeni véty 3.7.

Stfedni hodnota :

Protoze je proces {X;,t € Z} nezaporny, musi byt nezdporny také vektor stfedni
hodnoty p. Ziejmé

p=E[X,] =E[®(A), e Xi 1+ Z] = Pu+py
Tedy
(I —®)p=py. (8.3)

Hledani nezaporného vektoru g vyhovujicimu (8.3) spada do teorie feSeni soustav
tvaru
(pI — A)x =c, x >0, (8.4)

kde A je nezdporna ¢tvercovd matice, ¢ je nezaporny vektor a p € [0,00). Teorie
feSitelnosti téchto soustav je popsdna napiiklad v [25, str. 46-63].



KAPITOLA 8. VEKTOROVE GINAR PROCESY 67

Véta 8.2. Necht )\ je v absolutni hodnoté nejuétsi vlastni ¢islo nezdporné ctvercové
matice A (|\| = spektralni polomér matice A) a p = 1. Potom plati, Ze \ je nejuétsi
nezdporné cislo matice A. Ndsledujict podminky jsou ekvivalentni

i) A< 1
i) Soustava (8.4) je tesitelnd pro libovolny nezdporny vektor c.

iii) Ezistuje kladny vektor ¢ (tj. vsechny slozky c; jsou kladné), tak Ze je (8.4) Tesi-
telna.

iv) Matice (I — A) je nezdporné invertibilni (tj. je requldrni a prvky inverzni matice
jsou nezdporné) a plati

(I—A)" = iA”

Diikaz. Zimmermann [25, str. 58, Poznamka 9.6 (shrnuti pfedchozich vét pro p = 1)].
O

Vratme se k rovnici (8.3). Matice @ je nezaporna. Predpokladejme, Ze polynom
det(I —®z) m4 vSechny kofeny vné jednotkového kruhu. Potom podle véty 8.1 existuje
slabé stacionarni (dokonce striktné stacionarni) kauzalni proces VGINAR(1) a podle
poznamky za vétou 8.1 plati, Ze vSechna vlastni ¢isla matice ® jsou v absolutni hodnoté
mensi nez 1. Podle véty 8.2 tedy pro vSechny nezaporné pravé strany p, existuje
nezaporny vektor

p=1I-®) py, (8.5)
Autokovarianéni funkce:
R(h) := Cov[X,, X;_n] = E [(Xt ~B[X) (X — E[Xt_h])T] e R
Pouzitim vztahu p = ®p + p, dostavame z (8.1)
X, —p=(P(A)e X, 1 —Pu)+(Z,— py)
B[(X - w) (X —p)| =E[(@(4) 0 X, — p) (X0 — )| +
+ E [(Zt — 7)) (Xoon — M)T]
Cov[ Xy, Xo 1] = Cov[®(A), @ Xy 1, Xo_4] + Cov|Z, X ] (8.6)

Protoze zobecnéné operatory s indexem ¢ a nahodné vektory Z, jsou nezavislé na
vektorech X; 1, X, o,..., plati pro h > 0: Cov[Z;, X, 1] =0 a

COV[@(A)t L] Xt—17 Xt—h] = COV[@(A)t L] Xt—l; I(O) L] Xt—h] = @COV[Xt_l, Xt—h]-
Tedy dosazenim do (8.6) dostaneme pro i > 0

R(h) = ®R(h — 1) = ®"R(0). (8.7)
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Pro h = 0 plati (pro vektor v je diag(v) diagonéalni matice s diagonélou v)
COV[@(A)I‘/ [ ] thh Xt] = COV[@(A)t [ ] thh ¢<A)t [ J Xt,1 + Zt] =

— Var[®(A), e X, 1] = diag(Ap) + ®Var[X,_,|®" = diag(Ap) + PR(0)® "
Cov[Z;, X;] = Cov|Z,, ®(A), e X, 1+ Z,| = Var[Z,| =2,

Tedy
R(0) = diag(Ap) + PR(0)®" + X . (8.8)

Autokorela¢ni funkce ma stejny tvar jako autokorela¢ni funkce procesu VAR(1) (vek-
torovy autoregresni) s varianéni matici bilého Sumu rovnou X, := diag(Ap) + 3.
Stejnym zpusobem jako u VAR(1) v [15, str. 22] miZzeme psat

vec(R(0)) = vec(BR(0)® ") + vec(X,) = (& @ ®)vec(R(0)) + vec(Z,).
Pro rozptyl tedy plati
vec(R(0)) = (I}2 — @ @ @) 'vec(X.) = (I} — ® @ ®) 'vec(diag(Ap) + X7), (8.9)

kde definice a vlastnosti Kroneckerova souc¢inu ® a operatoru vec jsou uvedeny v do-
datku C.

Matice ® ® ® ma vlastni ¢isla rovny soucintim vlastnich ¢isel matice ®. Pokud
mé tedy polynom det(I — ®z) vSechny kofeny vné jednotkového kruhu, jsou vlastni

¢isla matice ® a tedy i matice ® @ ® v absolutni hodnoté mensi nez jedna a matice
I: — ® ® P je regularni, nebot det(I2 — ® @ ®) # 0.

8.2 VAR(1) reprezentace procesu VGINAR(1)

Uvazujme slabé staciondrni k-rozmérny proces VGINAR(1) {X;,t € Z} s i.i.d. ino-
vacemi. Podobné jako u procesu GINAR(p) mizeme dokazat, ze VGINAR(1) je k-
rozmérny VAR(1) (vektorovy autoregresni) proces.

E[Xt'ft_]_] = E [Q(A)t [ ] Xt—l ‘I‘ Ztlft—l] = (I’Xt—l + ”I’Z7 (810)

kde F; 1 := 0{X,; 1, X 9,...}. Definujme chybu pfedpovédi veli¢iny X, v ¢ase ¢ na
zékladé znamé minulosti F;_; jako (pfipomenime p, = pu — ®p)

e = X, —E[X,|Fi 1] = X, —®X, 1 —py = (X, — p) — B(X, 1 —p). (811)
Podobné jako ve vété 4.10 plati

Ele)|Fi-1] = E[E[X|F, 1] — ®X:1 —py] =0, Ele] =0,

Pro s <t
Elese, |F: 1] = ElesEle; |Fi_1]] = Ogxx, podobné pro t > s.

Pouzitim (8.8) a R(1) = ®R(0) dostaneme vztah pro rozptyl e;
Varle] = Eleel] = E[(X, — p) = ®(X11 — )] (X, — ) = B(X, 1 — )] =
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= R(0)-R(1)®" —®R(1)" + ®PR(0)®" = R(0) - PR(0)®' =
= diag(Ap) + X, = X..
Slabé stacionarni VGINAR(1) tedy vyhovuje rovnici VAR(1) procesu
(Xt — /.L) = q)(Xt—l — [J,) + ey, (812)
kde E[e;] = 0 a Var[e,] = diag(Ap) + Xz = X..

8.3 Proces GINAR(p) jako VGINAR(1)

Na proces GINAR(p) se muzeme divat jako na p-rozmérny proces VGINAR(1). S po-
uzitim diive zavedeného znacCeni dostaneme

Yt = (Xta s 7Xt—p+1)T S Nga Wt = (Zt? O;—_l)—r S Nz(;’

T T
¥ x o x
P = eR”? a2 A= € R,
( I, 1 0y ) ( 0p—1)xp >

Predpokladejme, ze Yy, t € Z je slabé stacionarni proces VGINAR(1) a Ze polynom
det(I —®2z) ma tedy vSechny kofeny vné jednotkového kruhu, nebo ekvivalentné ze ma
charakteristicky polynom det(AI — ®) vSechny kofeny nenulové a uvnitt jednotkového
kruhu.

A 0 -0
1 X -0
Necht Ay := ) . ) je k x k matice, pak det(A;) = Ak a
0 -~ —1 A
/\_(,01 _(QOQV"?@) —P2 _<g0k77go)
A — B = (q) PO SR P (6) A 7=
Op 1 p—1 Opfz p—2
= =N — 901)\;0 T— = Pp— 1A — Pp;
tedy det()\I ®) se rovna charakteristickému polynomu (4.15).
Podle véty 8.2 existuje nezdporny vektor g = (g, fia, ..., tp) " vyhovujici rovnici

(I —®)p = py, kde py = E[Wy] = (112,0,_,)". Tedy plati

L=wr —p2 -0 —ppa —pp i [z
1 1 ... 0 0 s 0
0 -1 .0 0 ps | =1 0 |. (8.13)
0 0o .- -1 1 Hp 0
Z poslednich p — 1 fadki (8.13) dostavame, ze musi platit g = pg = -+ = p, =: p.
Z prvni rovnice dostaneme (1 — ¢y — -+ — @,) it = fiz, tedy
Kz
/J, _=

L—gr— =gy
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Aby byl vektor p nezéporny, musi platit ;1 > 0. Tedy musi platit ¢ +--- + ¢, < 1,
coZ je uz diive uvazovana podminka stacionarity (4.3) procesu GINAR(p).

V dusledku 4.8 jsme dokazali, Ze splnéni podminky stacionarity (4.3) v procesu
GINAR(p) je postacujici podminkou pro to, aby mél polynom (4.15) vSechny kofeny
uvnit¥ jednotkového kruhu. Ted jsme pravé dokazali, ze podminka (4.3) je také pod-
minkou nutnou. Tvrzeni zformulujeme do néasledujici véty.

Vé&ta 8.3. Necht p; > 0 proi=1,...,p. Pak polynom p(\) = X\ — o X071 — ... —p,
ma vsechny koteny uvniti jednotkového kruhu (p(z) =0 = |z| < 1) prdvé tehdy, kdyz
plati o1 + -+ ¢, < 1.

Poznamka. Na zékladé vyse uvedeného jsme ukazali, ze z véty 8.1 o existenci silné
stacionarniho kauzalniho procesu VGINAR(1) s koneénymi druhymi momenty plyne
existence silné stacionarniho kauzalniho procesu VGINAR(p) s koneénymi druhymi
momenty (srov. s vétou 4.1).



Kapitola 9
Zaver

V této praci jsme nejdiive predstavili nékolik moznosti pro popis celociselnych casovych
fad, dale jsme se soustfedili na zobecnény nezaporny celociselny autoregresni proces
GINAR(p) a odhady jeho parametrii, nakonec jsme uvedli vektorovou verzi tohoto
procesu a ukazali souvislost mezi procesem GINAR(p) a VGINAR(1).

Hlavnim cilem této prace bylo shrnout a rozvinout dosavadni vysledky o procesu
GINAR, popsané zejména v ¢lancich [14] a [13], pfedstavit odhady parametri a na
zékladé simulaci vyzkouset jejich vlastnosti.

Ptinosem této prace je uceleny popis teorie zobecnénych nahodnych operatorti
véetné jejich maticovych verzi. V literatufe jsou naptiklad vztahy pro maticové na-
hodné operatory v mnohem mensi mife uvedeny pouze v [13]| a navic s nékolika tis-
kovymi chybami. Tyto operatory budou urcité hrat velkou roli pfi dalsim vyzkumu
vektorovych celociselnych procesi. Zaroven byl poprvé uvazovan defini¢ni obor zo-
becnéného operatoru a bylo dokézano, ze binomicky operator je vlastné zobecnény
operator a()e s a € [0,1] a minimalni hodnotou § = a(1 — «). Také byl pfedstaven
jeden z moznych postupii konstrukce zobecnéného nahodného operatoru pro vsechna
a a [ z definiéniho oboru zobecnéného operatoru. Na zakladé tohoto postupu byla
naprogramovana funkce v programu R, kterd je spolu s dal$imi funkcemi slouzicimi
pro simulaci a odhad parametri procesu GINAR(p) uvedenéd dodatku D.

Dale jsme se detailné vénovali vlastnostem procesu GINAR(p) a pomoci martinga-
lovych diferenci jsme ukazali, Ze proces GINAR(p) je vlastné AR(p) proces. Aplikaci
centralni limitni véty pro martingalové diference jsme dokéazali asymptotickou norma-
litu rozdéleni pruméru. Spektralni hustota procesu GINAR(p) ndm umoznila nahléd-
nout do stochastické struktury procesu GINAR(p), na ktery se mizeme divat jako
na soucet p + 1 nezavislych AR(p) procest se stejnymi autoregresnimi operatory, ale
riznymi rozptyly bilych Sumi.

Také jsme zkoumali teoretické asymptotické vlastnosti odhadt parametri p, pz,
@, 02 procesu GINAR(p) a vlastnosti odhadii autokorelaci a parcialnich autokorelaci.
Zéaroven zavedli metodu aspon piibliznych odhadti parametrt v a 0%, které proces
ovliviiuji jen velmi malo a odhady pro né se konstruuji hiife. Soucasti prace jsou
numerické studie téchto odhadii pro rtzné rozdélené inovace (vzhledem k stejnym
nahodnym operatortim tedy i pro rtizna marginalni rozdéleni). V téchto simulacich bylo
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ukazano, Ze vlastnosti odhadu (tj. velikost MSE) ovliviiuje nejvice rozptyl bilého Sumu
AR(p) reprezentace 2. Zaroven byly provedeny simulace, které ukazuji, 7ze s rostouci
velikosti vybéru klesda MSE u vsech uvazovanych odhadi.

Nakonec jsme se kratce vénovali teorii vektorovych nezapornych celociselnych pro-
cesi VGINAR. Ukéazali jsme, Ze podminka na existenci slabé stacionarniho procesu
VGINAR je ekvivalentni podmince na existenci nezaporného vektoru g spliujiciho
(I — ®)u = p,y, kde P resp. pu, je nezédporna matice resp. vektor. Diky tomuto
vztahu se ndm povedlo dokéazat, Ze podminka stacionarity procesu GINAR(p) je ekvi-
valentni podmince stacionarity odpovidajiciho procesu AR(p). Dusledkem toho je, ze
pro kazdy proces AR(p) s nezdpornymi autoregresnimi parametry existuje slabé sta-
cionarni proces GINAR(p) se stejnymi autoregresnimi parametry.

Na zavér tedy miizeme Tict, Ze uvazované autoregresni operatory poskytuji velmi
dobry aparat pro modelovani autoregresnich nezapornych celoc¢iselnych posloupnosti.
Vzhledem k jejich AR(p) (VAR(p)) reprezentaci je zaroven k dispozici spousta uz
vytvorenych programi, které se daji pouzit na analyzu téchto rad. Pouziti ndhodnych
operatorti umoznuje jednoduchou simulaci téchto c¢asovych rad.

Nevyhodou zminéné AR(p) (VAR(p)) reprezentace je fakt, ze bily Sum této re-
prezentace neni tvoren nezavislymi nahodnymi veli¢inami, ale pouze nekorelovanymi
martingalovymi diferencemi. Spousta teoretickych vysledkt pro klasické casové rady
je odvozena za predpokladu nezavislosti bilého sumu a je proto vzdy nutné peclivé
zvazit, zdali a za jakych predpokladt plati uvazované vysledky také pro bily Sum
martingalovych diferenci.



Dodatky

A Néktera diskrétni rozdéleni

Vlastnosti rtiznych rozdéleni jsou piehledné popsany napt. v Andél [3, str. 20-22].

Diskrétni rovnomeérné rozdéleni Ro({1,...,n})
neN 1
P(X=k)=—, k=l..n (A1)
n+1 n?—1 n—1
BlY) == Varlx] = T = Bx]
Pouziti rozdéleni Ro({1,...,n}) v ¢itaci fad¢ definuje operator “: ("21;1) ..
Alternativni rozdéleni Alt(p)
pel0,1]
P(X=1)=p, PX=0=1-p (A3)
ElX]=p  Var[X]=p(l —p) <E[X] (A4)
Pouziti rozdéleni Alt(p) v ¢itaci fadé definuje operator p(p(1 — p))e = po.
Binomické rozdéleni Bi(n, p)
neN, pel0,]1]
P(X = k) = (Z)pk(l—p)n_k, k=0,....n (A5)
BX]=np  Var[X] = np(1 — p) = BIX](1 - p) < E[X] (46)

Pouziti rozdéleni Bi(n, p) v ¢itaci fadé definuje operator np (np(1 — p)) e.
Bi(1, p) = Alt(p)
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Poissonovo rozdéleni Po()\)

A>0
k

P(X:k):%e—k, k=0,1,... (A7)
E[X]=X  Var[X] = \=E[X] (A8)

Pouziti rozdéleni Po()\) v ¢itaci fadé definuje operator A\(\)e.

Geometrické rozdéleni Ge(p)

pe(0,1)
P(X =k)=p(1-p)*, k=0,1,... (A9)
1-— 1-— ElX
EX]= —2  Var[x]= —L = EXT S Bix) (A10)
p p p
Pouziti rozdéleni Ge(p) v ¢itaci fadé definuje operator % (%) ..

Negativné binomické rozdéleni NBi(r, p)

r>0,pe(0,1)

P(X = k) = %pr(l—p)k, k=0,1,... (A11)
_r(l-p) iyl = L =p) _ EX]
ELX] = " Varlx] = T2 = 22 B (A12)

Pouziti rozdéleni NBi(r, p) v ¢itaci fadé definuje operator r(=p) ”(1—;?) ..
p

NBi(1,p) = Ge(p) ’

Hypergeometrické rozdéleni HGe(N, A, n)
NeN,AeNneN A<N,n<N

() =)

P(X =k) = oy max(0,A+n— N) <k <min(A,n) (A13)
E[X] = % (Al4)
Var[X] = ”A(foi ;)_(1\17 )_ )Y - é‘\;(iv 1; " _Ex]  (Al5)

nA

Pouziti rozdéleni HGe(N, A, n) v ¢itaci fadé definuje operator 5> (M>

NZ(N-1)
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B Vytvorujici funkce pravdépodobnosti

Vytvorujici funkce pravdépodobnosti (probability generating function, p.g.f.) celo¢i-
selné nezaporné nahodné veli¢iny X je definovana jako

Px(s):=Es* =) P(X =n)-s" (B1)
Plati .
Px(1)=) P(X=n)<1,

kde rovnost nastava, pokud P(X < oo) = 1 (fikdme, Ze X je vlastni nahodna veli¢ina).
Mocninné fada z (B1) je tedy konvergentni minimalné na jednotkovém kruhu (polomér
konvergence je vétsi nebo roven 1).

Véta B.1. Pro momenty vlastni nahodné celociselné nezaporné veliciny plati

1) E[X] = Pi(1) := lim Pl(s)

s—1—
2) k-ty faktoridini moment p*! .= E[X(X —1)... (X —k+1)] = P®(1)
3) Var[X] = P{(1) + P (1) — (P%(1))?, pokud P%(1) < oco.
Diikaz. Praskova, Lachout [19, str. 136, Véta A.1.] O

C Kroneckeruv soucin a operator vec()

Tato ¢ast byla prevzata z Liitkepohl [15, Dodatek A.11 a A.12], kde jsou uvedeny
odkazy na prislusné zdroje s dikazy tvrzeni.

Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou m x n a p x ¢ matice. Kroneckertiv souc¢in matic
A a B je definovan jako

CL11B cee alnB
AR B = : : matice mp X nq
amB - apmnB

Prehled pravidel pro pocitani s Kroneckerovym soucinem:
U vSech matic pfedpoklddame vhodnou dimenzi.

1. Obecné A® B # B ® A.

2. ( A®B)'=A"®B".

3. A (B+C)=A®B+A®C.
4. (A® B)(C® D) =(AC)® (BD).
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5. Pro A,B regularni: (A® B)' =A@ B~
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6. Pro A,B ¢tvercové: Necht A 4,A\p jsou vlastni ¢isla a v 4, v jsou piislusné vlastni
vektory popotradé matic A a B. Pak Ay \p je vlastni ¢islo a v4 ® v je prislusny

vlastni vektor matice A Q B.

7. Pro A e R™™ B € R"™": det(A ® B) = det(A)" det(B)™.

8. Pro A,B ¢tvercové: tr(A ® B) = tr(A)tr(B)  (tr(A) je stopa matice, neboli

soucet diagonaly matice A).

Necht A = (aq, ..., a,) je mxn matice se sloupci ay, . . . , a,. Operator vec je definovan
jako
a;
vec(A) = : . vektor mn x 1
a’n

Prehled pravidel pro pocitani s operatorem vec:
U vsech matic predpokladame vhodnou dimenzi.

1. vec(A + B) = vec(A) + vec(B)
2. vec(ABC) = (C" ® A)vec(B).
3. tr(AB) = vec(A")vec(B).

D R funkce a programy

Pro vypocty bylo pouZito programové prostiedi R [20].

Zobecnény operator

goper = function( x, alpha, beta ){

# zobecneny Steuteluv van Harnuv operator

# input: alpha je stredni hodnota velicin ve scitaci rade
# beta je rozptyl velicin ve scitaci rade

# output: res = vysledna realizace operatoru

# sim = realiza scitaci rady operatoru

A = floor(alpha); a = alpha - A; sim = NULL

if ( alpha<0 ) return("NA - not defined")

if ( beta < a*(1-a) ) return("NA - not defined")

if ( alpha==0 & beta!=0 ) return("NA - not defined")
if ( alpha==0 ) return( list( res = 0 , sim = 0) )

if ( x!=round(x) || x < 0 ) return("NA - not defined")

if ( beta==a*(1-a) ){sim = sample( c(A,A+1), x, replace=TRUE, c(l-a, a))}
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if ( beta>ax(1-a) ){
if ( a>0 ){
y = ceiling(atbeta/a); c = y-(atbeta/a)
pl = axc/(y-1)
p2 = (beta+a~2-a)/(y*(y-1))
sim = sample( c(A,A+1,A+y), x, replace=TRUE, c(1-pl-p2, pl, p2) )
} else {
y = ceiling(beta)
pl = beta/(y+1)
p2 = beta/(yx(y+1))
sim = sample( c(A-1,A,A+y), x, replace=TRUE, c(pl, 1-beta/y, p2) )
}
}
if ( beta>alpha ){
sim = (rnbinom(x, size=alpha~2/(beta-alpha), mu = alpha))
}
return( list( res = sum(sim) , sim = sim))

}

Binomicky operator

oper = function( x, alfa ){

# binomicky thinning

# input: alfa je stredni hodnota velicin ve scitaci rade
# output: vysledna realizace operatoru

if ( alfa<0 || alfa>1 ) return("NA - not defined")
if ( x'=round(x) || x < 0 ) return("NA - not defined")

rbinom(1l, size=x, prob = alfa)}

Simulace procesu GINAR(p)

simGINAR = function(phi, alpha, z, mz = mean(z), burn){
generovani procesu GINAR

# input: phi, alpha - parametry procesu

# =z - inovace, mz - stredni hodnota inovaci

# burn - pocatecni delka simulace

# output: x - simulace procesu
#
#

+H*

mx - teoreticky prumer procesu
burn - odseknuta cast

N = length(z)
p = length(phi) # stupen procesu
mx = mz/(1-sum(phi)) # prumer procesu
x = NULL
for (i in 1:N){
x[i]=0
for (j in 1:p){
# nacitani jen od zacatku casove rady
if (i-j>0) {
x[i] = x[i] + goper(x[i-jl,phil[j], alphal[j])$res
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} else {
x[i] = x[i] + goper(rpois(1l,mx),phil[jl, alphaljl)$res
}
}
x[i] = x[i] + z[il]
} # konec i
return( list( x = x[(1+burn):N], mx = mx, xburn = x[1:burn]) )

}

Odhad procesu GINAR(p)

ginar.est = function(x, p, c){
# odhad parametru procesu GINAR
# input: x casova rada, p rad modelu, c konstatna z odhadu alpha
# output: odhady vsech parametru
# kons = sum(alpha)/sum(phi*(1-phi)), konst < c¢ -> INAR=TRUE

n = length(x) # delka procesu
m = mean(x) # prumer
RR = drop(acf(x, plot=FALSE, type="cov")$act)
gamma = RR[1:p+1]
G = matrix(nrow = p, ncol=p)
for (i in 1:p){for (j in 1:p){ G[i,j]l = RR[abs(i-j)+1] }}
R = RR[1] # rozptyl
y = x[(p+1):n]
Z = NULL; for (i in 1:p){ Z = cbind(Z,x[(p+1):n-i]) }
D = drop(solve(t(Z-m)%*%(Z-m))%*%t (Z-m))
phi = pmax( drop(D%*%(y-m)), 0)
phi.YW = pmax( drop( solve(G)Y*%gamma ), O)
m* (1-sum(phi))
s2e = R - sum(phi*gamma)
rez = drop((y-m)-(Z-m)%*J%phi) "2
alf = pmax(drop(D%*%(rez-s2e)),0)
konst = sum(alf)/sum(phi*(1-phi))
if ( konst < ¢ ) { alpha = phi*(1-phi); inar = TRUE
} else { alpha = pmax(alf, phi*(1-phi)); inar = FALSE}
s2z = s2e - m*sum(alpha)

=]
N
I

return(list( length = n, mean.x = m, mean.z = mz,
phi.YW = phi.YW, phi.OLS=phi, alpha = alpha, alphaO = alf, is.inar = inar,
sigma2e = s2e, sigma2z = s2z, var = R, konst = konst))
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