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1 Uvod

V praxi se casto stava, ze regresory, jejichz vliv na odezvu nas zajimé, nemi-
Zeme nameérit presné. Misto nich miZzeme namérit jiné regresory, které jsou
s puvodnimi tzce spojeny. Napiiklad, kdybychom zkoumali vliv mnozZstvi
NO; ve vzduchu na vyskyt dychacich problému u déti, potiebovali bychom
zjistit celkové mnozstvi NOo, kterému je dité vystaveno, ¢ehoz nejsme schopni.
Mtzeme ale zméfit mnozstvi NO, v détském pokoji a kuchyni bytu, ve kte-
rém dité Zije. Protoze neméame k dispozici regresory bez chyby, jsme nuceni
nasi analyzu provadét s regresory méfenymi s chybou. Samoziejmé nas za-
jima vliv na odhady parametr modelu, dopad na hladinu a silu testi a tvar
regresni zavislosti.

Problematika modelt s regresory méfenymi s chybou je rozsahla a ma
prakticky vyznam. Zakladni poznatky o této oblasti statistiky jsou popsany
v knize Fuller [4]. Autor se zamé¥il na situaci, kdy regresory pochézeji z nor-
malniho rozdéleni. V knize Carroll a kol. [3] najdeme zobecnéni pro nelinearni
modely s regresory méfenymi s chybou. Autofi obou zminénych knih upo-
zornuji, ze pouha zaména regresorti mérenych bez chyby za regresory mérené
s chybou vede k vychylenym odhadim. Jejich cilem je ziskat nevychyleny
odhad piivodnich parametrti nepifimo pomoci modelu s regresory mérenymi
s chybou. To, ¢emu se ve svych publikacich nevénuji, je analyza tvaru regresni
zavislosti. Tuto mezeru by aspon z malé c¢asti méla zaplnit tato diplomova
prace.

Je rozdélena do sedmi kapitol. V tvodu je popsana zkoumané situace
a zavedeno pouzité znaceni. Teoreticka Cast zac¢ina druhou kapitolou, ktera
se zabyva otazkou splnéni, resp. nesplnéni predpokladi linearniho modelu pii
pouziti regresori mérenych s homoskedastickou chybou a vlivem nesplnéni
téchto predpokladii na metodu nejmensich ¢tverct.

Jadrem prace jsou kapitoly tfi az pét, které se vénuji tfem modelim,
a to aditivnimu modelu s jednim regresorem méfenym s chybou, ktera je
homoskedasticka, prip. heteroskedasticka, a multiplikativnimu modelu s ho-
moskedastickou chybou. Kazda z nich nejdfive popisuje analyzovany model
a potom se pro data pochazejici z linedrniho regresniho modelu s presnym
regresorem zabyva otazkou konzistence odhadu linearniho ¢lenu v linedrnim
regresnim modelu s regresorem méfrenym s chybou a otazkou nulovosti kva-
dratického clenu v kvadratickém regresnim modelu s regresorem meéfenym
s chybou. Tteti kapitola se navic vénuje otazce konzistence odhadi v linear-
nim modelu s vice regresory mefenymi s chybou.

V Sesté kapitole jsou popsany vysledky simulac¢ni studie t¥i modeld teo-
reticky analyzovanych v predchazejicich kapitolach. Vysledky celé prace jsou
shrnuty v zavéru.
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1.1 Znacdeni

Nejcastéji jsou nékteré regresory méfeny presné (napt. pohlavi, vek, vyska),
jiné jsou zatizeny chybou méfeni (napf. krevni tlak, hladina cholesterolu). Ty
regresory, které jsou méfrené presné, budeme oznacovat Z. Regresory, které
nemiizeme namérit presné, a tedy jsou nezjistitelné, budeme oznacovat X.
Misto nich pozorujeme veliciny W, které jsou v néjakém vztahu k veli¢indm
X. Tento vztah v praxi nezname. Parametry modelu, ktery zahrnuje odezvu
Y a regresory (X, Z) nemohou byt samoziejmé odhadovany ptimo. K od-
hadovani téchto parametrt jsme nuceni pouzit model, ktery zahrnuje odezvu
Y a regresory (W, Z).

Pro dalsi rozbor problému budeme povazovat regresory X a Z za ndhodné
velic¢iny, tedy budeme predpokladat, ze pochazeji z néjakého rozdéleni. Zkou-
mat budeme dva typy modeld, a to aditivni a multiplikativni model. Aditivni
model pro regresory mérené s chybou mizeme psat ve tvaru

W =X +u,
multiplikativni model analogicky ve tvaru
W =X -u.

Ptesny vztah mezi velicinami W a X nezname, proto neni znamé ani presné
rozdéleni ndhodné chyby u. Predpokladame ale, ze v aditivnim modelu plati,
ze E(u| X, Z) = 0. Podminény rozptyl w pfi danych hodnotéch regresori
X, Z uvazujeme bud konstantni nebo zévisly na hodnotéach regresori X.
V multiplikativnim modelu pfedpokladame, 7e E(u| X, Z) = 1 avar(u| X, Z)
je konstantni.



2 Zakladni teoretické uvahy

2.1 Splnéni predpokladu

Analyzu problému za¢neme prozkoumanim platnosti prepokladii linearniho
modelu. Linearnim modelem zde rozumime model

}/i:Xi//B—i_gia izla"‘?”?

Xy
kde Y = (Y1,...,Y,) je odezva, X = ( : ) regresni matice, B vektor
X,/
parametri a e = (e1,...,&,) chybamodelu. V tomto modeluproi =1,...,n
predpokladame

(A1) (Y;, X)) jsou nezavislé,

(A2) E(Y| X)) = X/B,

(A3) var(V;| X;) = o2,

coz vztazeno na chybu modelu € = (g4, ...,¢,) znamena, Ze
(A1) e,...,&, jsou navzijem nezavislé,

(A2) E(g| X;) =0,

(A3) var(g;] X;) = o2

Méjme data pochézejici z linedrniho regresniho modelu s jednim regreso-
rem, ktery miizeme zapsat ve tvaru

Y = 6o + 51.Xi + &, 1=1,...,n.

Predpokladejme, Ze pro tento model jsou splnény vyse uvedené predpoklady.
Regresory Xj,..., X, nejsou pozovatelné, proto misto nich pouzijeme re-
gresory Wy, ..., W,. Pro ¢« = 1,...,n zavisi rozdéleni regresoru W; pouze
na rozdéleni regresoru X; a chyby u,;. Pfedpokladejme, Ze trojice (X, &;, u;)
jsou nezavislé pro i = 1,...,n. Navic ¢; je nezavislé na X; a u; (tedy i na
W;) a u; je nezavislé na X;. Vidime, Za za téchto pfedpokladi jsou také
dvojice (Y;, W;) nezéavislé pro ¢ = 1,...,n. Podivejme se ted na E(Y;| W)
a var(Y;| W;). Dostavame

E(Y:|Wi) = E[(Bo + B1.Xi + )| Wil = Bo + 81 E(Xi| Wi) + E(ei| W3)
= fo + B E(Xi| W7), (2.1.1)
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var(Y;| W;) = var [(Bo + 31X + &) | Wi] = 37 var(X;| W;) + var(g;| W;)

= B7var(X;| W;) + vare;

= B2 var(X;| W;) + var [E(s;] X;)] + E [var(e;| X;)]

= BFvar(X;| W;) + o2 (2.1.2)
Déle potiebujeme vyjadfit E(X;|W;) a var(X;| W;). Necht obecné W; =
h(X;,u;), kde h : R? — R je funkce invertibilni v kazdé proménné, tj. pro
pevnou hodnotu w; lze vyjadiit X; jako funkci W; a naopak, pro pevnou
hodnotu X; lze vyjadrit u; jako funkci W;. Zavedme déle znaceni

fxw(z|w) pro podminénou hustotu regresoru X; pii daném regresoru W,
fx.w(z,w) pro sdruzenou hustotu regresort X; a W;,

fx(z) pro marginalni hustotu regresoru X;,

fw(w) pro marginalni hustotu regresoru W;,

fu(u) pro marginalni hustotu chyby w;.

Mizeme psat

E(X;| W, =w) = /:cfXW(a:\w) dz = /xMx,)w) dz

D
/ IR LR
fw(w)
— X; u XZ,U) D Xi7w )
= s B (X ) D ()
kde D,(z,w) je jakobidn zobrazeni 7 : R* — R?. Zobrazeni 7 je inverzi
k zobrazeni, které dvojici (z,u) pfitfazuje dvojici (z,h(z,u)). K vyjadfeni

fxw(z,w) jsme pouzili vétu o transformaci, viz Andél [1], strana 52 a 53.
Podobné dale

var(X;| W; = w) = E(X2|W; = w) — [E(X;|W; = w)]?
/ 2 frq (aw) da — [ECX| W; = w)]?
2fXW(I7w) _ T = w)l?
)

I @)D
/ I e — [ECX W = )]
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1 2 -1(X. w w
- E [X2/u(h™ (X, w)) D (X5, 0)]
1
12 (w)

7 {E[Xful (X w)) DL (X, w)]] 1

w

fR
Tedy
1
Jw (W3)
1
fw (W3)
1

R
V této praci budeme uvazovat dvé varianty funkce h, a to W; = h(X;, u;) =
X; +u; a Wy = h(X;,u;) = X; - u;. V prvnim pfipadé je |D,(z,w)| = 1, ve
druhém je |D,(z,w)| = |1|. Dosadime-li vyjddreni (2.1.3) do vyrazi (2.1.1)
a (2.1.2), dostavame

E(X:|W;) = E [ X fu(h™ (X5, W) D (X3, WH)]

var(X;| W) = E [ X7 fu(h™H (X, W;)) DA (X5, W) (2.1.3)

S{E[XA0 (X W) DL (X, W]}

E(Yz| W) 50 ""61 [Xzfu(hil(Xz;Wz))|DT(Xl=W1)H )

fW( i)

var(Y;| W;) = 37—~ [X2fu( (Xi;Wi))|DT(Xi7Wi)H

fw (Wz)

— B s {E (X, fu(h 1 (X0, W) D (X0, W] + 2.

£

fw(

Tyto vyrazy jsou natolik slomte, Ze muzeme Tici, ze predpoklady linearniho
modelu obecné splnény nejsou. Plati predpoklad, ze pro ¢ = 1,...,n jsou
dvojice (Y;, W;) nezéavislé, ale

- neexistuji By a By tak, aby E(Yi| Wi) = fo + iV,
— var(Y;| ;) neni konstantni.

Poznamenejme ale, Ze existuji specialni ptfipady, kdy tyto predpoklady jsou
splnény, napiiklad pro aditivni model W; = X; + wu;, kde X; ~ N(u,,02)
a Uy ~ N(0705)3 tedy W; ~ N(:uxagi + 0-13)’ plati

o2 o2
E(Yi| W) = 50+51{ o 2W+J§+UZM$}’
o2
var(Y;| W) = 51 + o2 + o2, (2.1.4)

Linearni regresni model pro data (Y;, W;) je v praxi pouzivan i pfesto, Ze
jeho predpoklady nejsou splnény, protoze presné regresory X; nejsou k dis-
pozici. Proto se budeme timto modelem dale zabyvat.
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2.2 Metoda nejmensich ¢tverca

V nasledujicich kapitolach budeme zkoumat chovani odhad@ metodou nejmen-
sich ¢tverct. Podivejme se tedy, jak funguje metoda nejmensich ¢tverct v li-
nearnim modelu, ve kterém nejsou splnény predpoklady (A2) a (A3).

Vime, ze odhad B metodou nejmensich ¢tverct ziskdme pomoci minima-
lizace vyrazu Y. ,(Y; — Vi/B)?, kde V;' znadi i-ty fadek regresni matice,
tedy

B = argmin Z(Y; —-V/B)%
-

MizZeme také psat

n

~

1
B3 = argmin - Z(K —-V/B)%
B i=1

Z obecné teorie konzistence M-odhadt (viz Huber [5], kapitola 6.2) plyne

n

-~

B = argmin % Z(Y Vi/B3)? LN argmln E(YY; — V/B)%
s i=1

Vyraz na pravé strané dale upravime a dostaneme

E(Y; — ViB)? = E([Y; — E(V;| V)] - [V/B — E(Yi| V;)))*

= E[Y; - E(Y| V)P + E[V/B - E(Vi| V)"

—2E([Yi —E(Yi| V)] [Vi'B — E(Yi| V3)])
—E[Y; —E(Y}| V)P +E[V/B - E(V}| V)],

protoze

E([Y; - E(Yi| V)] [Vi'B - E(Yi| V))]) =
= E{E([Y; - E(Y;| Vi)] [Vi'B — E(Y;| V3)] |
|

i)l
=E{[Vi'B — E(Yi| V)] E([Y; - E(Y;| V3)]
)]

Vi)t =
( Vi)t
=E{[Vi'B - E(Yi| V)] [E(Yi| Vi) — E(Yi| V3)

=0,

Tedy
B LR argmin E(Y; — V/B)% =
B

= E[Y; — E(Y;| V))]* + argmin E[V;/8 — E(Y;| V))]?.
B
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Miizeme tedy Tici, ze metoda nejmensich ¢tverctt dava nejlepsi priblizeni
k podminéné stiedni hodnoté E(Y;| V';) ve tvaru V;'3. Vyse uvedena tvaha
se neopird o splnéni predpokladt (A2) a (A3). Pokud plati E(Y;| V;) = Vi3,
pak metoda nejmensich ¢tverctt dava primo odhad podminéné stiedni hod-
noty E(Y;| V;). Nesplnéni predpokladu (A3) nemé na tento postup zadny vliv.
Pripadna heteroskedasticita chyby modelu zahrnujiciho regresory s chybou
se projevi pri testovani hypotéz. Prestoze v modelu s regresory Wy, ..., W,
méfenymi s chybou obecné E(Y;| W) # W3, metoda nejmensich ¢tvercii
stale odhaduje nejlepsi pribliZzeni tvaru W;'3 k nezndmé podminéné stfedni
hodnoté E(Y;| W), kterd ma komplikovany tvar.



3 Aditivni modely
s homoskedastickou chybou

V této kapitole se budeme vénovat situaci, kdy W = X + u a var(u| X) je
konstantni. Podivame se nejdiive na model s jednim regresorem a nasledné
na obecnéj$i model s vice regresory. Je obecné znamo, viz Carroll a kol. [3]
a Fuller [4], Ze odhad metodou nejmensich ¢tverct v linedrnim regresnim mo-
delu s regresory mérenymi s chybou neni konzistentnim odhadem parametri
linearniho regresniho modelu s regresory méfenymi presné. V uvedenych pu-
blikacich vSak ¢tenar nenajde diikazy téchto tvrzeni, proto jsou uvedeny zde.
Pro data pochazejici z linedrniho regresniho modelu s pfesnym regresorem se
navic budeme zabyvat otazkou nulovosti kvadratického ¢lenu v kvadratickéem
regresnim modelu s regresorem méfenym s chybou.

3.1 Model s jednim regresorem

3.1.1 Popis modelu

Meéjme ndhodné velic¢iny Y7, ..., Y, které se tidi linedrnim regresnim mode-
lem

Yi:ﬁo+ﬁ1Xi+5i; izl,...,n, (311)
kde X1,..., X, jsou nepozorované ndhodné regresory, 3y, 5, parametry mo-
deluacey,..., e, ndhodné chyby modelu. Misto veli¢in X7, ..., X, pozorujeme
nahodné veli¢iny W7, . .., W, u kterych predpokladame, ze W; = X, +u;, kde
Uy, - - -, Uy jsou ndhodné chyby regresoru. Pfedpokladame, ze proi =1,...,n
plati

trojice (Xj, €, u;) jsou nezavislé a stejné rozdélené,
— &; je nezavislé na X; a u;, u; je nezavislé na X;,
EX!<ocoaEX; =, varX; =02 >0,

~ Eg; =0, varg; = 02 > 0,

Eu} < oo aEw; =0, varu; = o2 > 0.

3.1.2 Konzistence odhadu
Mgjme data (V;, X;) pochazejici z modelu (3.1.1). Odhad 3 = (f, 31)’ para-

metru B = (0o, /1) metodou nejmensich ¢tvercl je dan vztahem
B =(X'X)"'XY,

12
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1 X,

kde X = < : ) aY = (Y1,...,Y,) . Vime, Ze tento odhad je nestrannym
ix,

a konzistentnim odhadem vektoru parametri (5o, 41)’, viz Andél [2], strana

194.

Jelikoz nepozorujeme regresory X;, pouzijeme model
Y, =05 + BiWi+¢€;, 1=1,...,n,

ve kterém obecné E(ef| W;) # 0 a var(e}| W;) neni konstantni. Odhad vektoru

parametri (g, 57) metodou nejmensich ¢tverci oznacme 3* = (Eg,ﬁ;‘)’ )
N 1 Wy

Vime, 7e 8* = (W'W) 'W'Y  kde W = ( Do ) Podivejme se, jak souvisi
iw,

parametr 37 s pivodnim parametrem (.
Véta 3.1. Odhad E{‘ konverguje v pravdépodobnosti k 3] = %ﬁl
Diikaz. Viz dikaz véty 3.6 na strané 20. [

o3

* v
S 1, tedy B < [, coz zna-
mend, ze smérnice regresni piimky je mensi nez smérnice v modelu (3.1.1).

Poznamka 3.2. Vsimnéme si, ze zlomek

Poznamka 3.3. Navic plati

2
< 2
— 5 * [cor(X;, Y7)]°.

2
oz + oz

[cor (Wi, Y;))* =

Tedy i korelacni koeficient mezi regresorem méfenym s chybou a odezvou je
mensi nez korela¢ni koeficient mezi ptivodnim regresorem a odezvou. Nasobici
koeficient je stejny jako ve vété 3.1.

3.1.3 Tvar regresni zavislosti

V predchézejicim oddilu jsme ukézali, ze Bf P, %ﬁl. Néas vsak zajima, zda
je model opravdu linearni. Data sice pochéazeji z modelu, ktery je v X line-
arni, ale my mame k dispozici pouze W. Zkoumejme, za jakyjch predpoklad
je model s regresorem mérenym s chybou linearni. Spokojime se se zkouma-
nim nulovosti kvadratického koeficientu v kvadratickém regresnim modelu
s regresorem meéfrenym s chybou.

Méjme data pochazejici z modelu (3.1.1). MuZeme také psat, Ze tato data
pochézeji z modelu

Yi = B0+ b X; + B X7 + ¢4, i=1,...,n,
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kde parametr 3, = 0. Odhad 3 = (BO,BI,BQ)’ parametru 3 = (o, £1,0)’
metodou nejmensich étverci je dan vztahem 3 = (X'X)"! XY, kde matice

1 X1 X3
X = (: Do ) aY = (Y1,...,Y,) . Vime, Ze tento odhad je nestrannym
1 X, X2
a konzistentnim odhadem vektoru parametra (o, 51,0)’.
Uvazujme model

Y, =65+ BWi+ BWi+er, i=1,...,n (3.1.2)

(pro néjz obecné nejsou splnény predpoklady linedrniho modelu). Ozna¢me

B* = (55, Bi*, E;)' odhad vektoru parametri (55, 57, 33)' metc;dou nejmensich
1 Wy Wi

Stvercii. Vime, 7e 3% = (WW)"'W'Y  kde W = < o > Zkoumejme
nyni chovani odhadu kvadratického parametru ;. L
Véta 3.4. Oznacime-li
a=EX}+302EX; +Eu,
b=EX}!+602EX?+4EX,Eul + Euf,
pak platt
% E(X; —EX,)® — 2%, Eud

R T "

2 . 2 .
9 9 a—EX EX,;,—02EX;
b— (EX2)? —202E X? — gt — (EXIEXAREX)

Dikaz. Zavedme znadeni

1 W, W2 1%

W=|[: : |=[:[VW=0WwWw),
1 W, W2 v,
1 X, X12 X/

X=|: : +|=[:]X'=00x,Xx7),
1 X, X2 X,/

Y =(V,....Y,)".
Vime, Ze podle slabého zakona velkych ¢isel (viz Stépan [6], strana 259) plati

-1
B = (%W’W) (%W’Y) LR (E ViVi,)il (EV,Y)

-1

1 EW, EW? EY,
= | EW, EW2 EW? EW,Y;
EW2 EW? EW}! EW?Y;

(3.1.3)
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Vypoctem jednotlivych prvki matic ze vztahu (3.1.3) dostavame

EW; = E[E(Wi|X;)] = E(E[(X; +w) [Xi]) = EX;,
(W21X:)] = E (E [(Xi +w)?| X))
(X7 + 2Xu; +uf) | X;]) =EX? + 02,
(W21X:)] = E (E [(Xi +w)*|X;])
(X7 +3X7u; + 3X;u? + ) | X))
= E[X} 4+ 3X,0. + E (4}]X;)]
=EX? +302EX; +Eu} =q,
EW; = E [E(W/[X,)] = E (E[(X: +u)*|xi))
= E (E[(X]' + 4X7u; + 6X70] + 4Xu] +uf) | X))
= E [X] 4+ 6X}0. +4X, E (v}|X;) + E (v} X;)]
=EX!+602EX? +4EX;Eu} +Eu} =1,
EW,Y; = E[E(W,;Y;|X;)] = E(E[(X; + w)(Bo + 51 Xi + €)| Xi])
[(Xi (B + 51.X;)] = EXGY,
EW?Y; = E [E(W?Y;|X,)] =E (E [(Xi + w)*(Bo + B1.Xi + &) X;])
=E[X7(Bo + 51 Xi) + 0o (Bo + 51.Xi)] =EX]Y; + 0L EY,.

—E
—E[E
~E(E
—E[E
—E(E

Dosazenim do (3.1.3) ziskame

N 1 EX, EX2+02\ " EY;
g2 EX, EX?+02 a E X.Y;
EX?+ 02 a b EX?Y; +02EY;
EY;
Oznadime X;" = (1, X;, X?) a vektor < EX;Y; ) jesté upravime nésle-
EX2Yi+olEY;
dujicim zptisobem
EY; EY; 0
EX,Y; =|EX)Y, | + 0
EX?ZY, +02EY; E X?Y; o2 EY;

[E(Y:] X)) ( 0
= E[E(Xz‘Yz'|Xz')] + 0
E[E(X7Yi| X)) o E[E(Y]

EX/3 0
= | EX, X8 | + 0
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1 0
X2 o2
1
=E X; (1, X;, X2)B
X2+ o2
1 E X; E X? Bo
- E X, EX? EX? 51

EX?+02 EX?+02EX;, EX!+02EX? 0

Dohromady dostavame

N 1 EX;, EX?+02\ "
g5 EX;, EXZ2+02 a X
EX?+02 a b
1 EX, E X2 Bo
x| EX E X2 E X3 B

EX2+02 EX3+02EX;, EXi+02EX2) \ 0

Po provedeni nékolika uprav na radky obou matic dostavame tvar

-1

i i O
@* LR 0 1 afEXl-UE%i(;a 2E X; y
53 0 0 c
o2 EX3-EX2EX, 0
X 0 o‘;%jU% Za%JrU% ﬁl y (314)
0 d * 0
kde
(a—EX?EX; - 02EX;)’
C:b_(EXE)z—QO—iEXZQ—O'i— i % w i ’
o2+ o2
O'g 3 2 0—5 . ;
02+ o2 (EX?-EXPEX)) - o2+ 02 (202EX; + Eu)

a symbolem * je oznacen sice nenulovy, ale pro dalsi vypocet nepodstatny
prvek. Pro odhad 35 plati

. agﬁaz (EX3 —EX2EX;) — %(zagEXﬁEug)
2—)

1-
b— (EX2)2 —202E X2 — o4 — (a-EX?EXi—02EX;)"

u To?
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S vyuzitim toho, 7e EX? — EX2EX; = E(X; —EX;)® + 202E X;, Citatel

zlomku jesté upravime na tvar

2 2

g o)

" _E(X;-EX,)’ - 2 Eul. 3.1.5
A tim dostavame tvrzeni véty. m

Dale se zabyvejme otazkou, kdy je parametr 35 nulovy. Vidime, ze pokud
% E (X; —EX;)° o Eu? = 0nebo 3; = 0, pak 33 = 0. Provedme dis-

2 2 ) 2
Gx+01L U.I(I+O-u

kuzi o tom, za jakych predpokladi je vyraz (3.1.5) nulovy. Predpokladame-li,
ze chyba regresoru u; pochézi z rozdéleni s nulovym 3. centralnim momentem

(napf. normélni rozdéleni), pak je vyraz 020:;02 E u3 nulovy. Pfiddme-li stejny
predpoklad o rozdeéleni regresoru X;, pak i vyraz agﬁag E(X; — EXi)3 bude

nulovy. Predpoklad symetrie rozdéleni chyby regresoru u; a regresoru X; je
tedy postacujici podminkou k tomu, aby parametr 3; byl rovny nule. Mezi
tato rozdéleni patii spolu s normalnim rozdélenim i rovnomérné rozdéleni na
intervalu (—a,a), a > 0, t-rozdéleni a dalsi.
Resenim rovnice
2 2

L E(X —EX) - =2 Eud=0

2 2 2 2 ?
Jx+au Uz+0u

g

dospéjeme k podmince

E(X,-EX;)’ Eu
E(X,-EX;)? Eu}

(3.1.6)

ktera je nutna a postacujici. Pokud tato podminka neni splnéna, odhad ko-
eficientu kvadratického ¢lenu v kvadratickém regresnim modelu s regresorem
méfenym s chybou bude konvergovat k nenulové hodnoté, prestoze presny
regresor ma linearni vztah k odezvé.

Véta 3.5. Pochdzeji-li data z modelu (3.1.1), ve kterém je 3 = 0, pak pro
odhad B = (5, B;. B3 plati

AR

Bi|l—= |0

% 0
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Diikaz. Analogicky jako dtikaz véty 3.4. Vztah (3.1.4) bude mit tvar

-1

B 1 EX; EX?+o02
~ _ 2 __0.2 .
gl S 1o 1 AR LR X
o 0 0 c
1 EX; EXi2 Bo
<o Fy |0
0 d g 0
Odtud vyplyva, ze
o2 EX3-EXZEX; ol=1o
o402 oz+ol N
a také
-1
L EX;  EXP+op 3o L ox %\ [fo Bo
01 a—EXi;f;;auEXi 0]l=10 1 « 0]=10],
0 0 e 0 00 ;/\0O 0

kde * znac¢i nenulové prvky, jejichz hodnotu nepotfebujeme znat. Tedy

I Bo
é 1o
B3 0

]

Mizeme Tici, ze pokud stfedni hodnota odezvy Y nezavisi na presnych re-
gresorech X, pak nezavisi ani na regresorech W mérenych s chybou. V tomto
pfipadé je 3; konzistentnim odhadem parametru (.
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3.2 Model s vice regresory

3.2.1 Popis modelu

Méjme nédhodné veliciny Yy, ..., Y, které se fidi linedrnim modelem
}/;:ﬁO‘FXi,,Bx‘i‘Zi/BZ"’Ei, 1= 1,...,”, (321)

kde X,..., X, jsou nepozorované nahodné regresory, Z1,..., 4, pozoro-

vané regresory, (o, 3., 3, parametry modelu a ¢4, ..., e, ndhodné chyby mo-

delu. Misto vektorti X, ..., X, pozorujeme vektory W, ..., W, u kterych

predpokladame, ze W,; = X, + u;, kde uq,...,u, jsou ndhodné chyby re-
gresoru. Predpokladame, ze pro i = 1,...,n plati

— Ctvefice (X, Z;, €, u;) jsou nezavislé a stejné rozdélené,

— &; a u; jsou nezavislé na X; a Z;, cov(u;, g;) = Xy,

~EX!<coaEX;,=p,,varX;,=3X,,, dilevarZ, =%,
a COV(XZ', Zz) = sz,

2
£

—Eg;=0,vare; =0
4 _ _
- Eu; <oocaBEu; =0, varu;, = 3,,.

Momenty uvazujeme po slozkach. Varian¢ni a kovarian¢ni matice predpokla-
dame regularni.

3.2.2 Konzistence odhadu

Méjme data (Y;, X;, Z;) pochéazejici z modelu (3.2.1). Odhad B = (ao, [/3\;7 B\Z/)/
vektoru parametrt (5o, 3., 3.) metodou nejmensich ¢tverci je dan vztahem

B =(X'X)'XY,

X 7t
nym a konzistentnim odhadem vektoru parametrt (5o, 3., 3.).
Pro data pochéazejici z modelu (3.2.1) pouzijeme model

V=B 4+ W, +8'Z,+¢, i=1,...,n,

ve kterém obecné E(¢f| W, Z;) # 0 avar(ef| W, Z;) neni konstantni. Oznac-

me 5* = (6, ~;/,5jl)’ odhad (3,8, 8%") metodou nejmensich ¢étverct.
B 1 WYz

Vime, 7e 8* = (W'W)"'W'Y  kde W = | : : > Podivejme se ted na
1 VVn/ Zn/

1 Xy Z/
kde X = ( R ) aY = (Y1,...,Y,) . Vime, Ze tento odhad je nestran-

konzistenci odhadu (B;f/, Bj/)’ )



3. ADITIVNI MODELY S HOMOSKEDASTICKOU CHYBOU 20

Véta 3.6. Plati

B\ P (Toat T T2\ [ (Zay 2o
)7\ =, = s.,) Tlo )

Diikaz. Nejdiive zavedme znaceni
1 W{ Z/ Vi Z{ Y1
1 W, Z] V. Z)] Y,

Vime, ze odhad metodou nejmensich ¢tverci je dan vztahem
~ _ 1 e
B =(W'W) 'wWy = <—W’W> (—W’Y) , kde
n n

1 S, vV % S ViZz'/> P (E V.V, E VZ-Z/)

1 !
EW W= (% 22;1 zZVy %2?21 VAV EZ)V,/ EZ,Z/

Lo %Z?:lvi}/; P (EV.Y;
n T (%2?21 zy;) " \EZY;)
podle slabého zakona velkych cisel. Tedy
= p (EVV/ EV,Z/\ ' (EVY,
p = (E A EZiZi’) (E ZZ-Y;) ' (322)
Vyjadiime postupné jednotlivé slozky vyrazu (3.2.2) a dostavame
;L 1 EW,
EW, = E[E(Wi| X, Z)] = E(E[(X, +w)| X, Z)) = EX,,
=E XzXZI + Euuy dale

./
EV,Z/ — (E ‘E}VZZ ) kde

EW.Z' =E[EW,Z/|X,, Z,)| =E(E[(X;+w,)Z/| X, Z;]) =EX;Z/

a nakonec
EY;
<E‘Z/§) = [ EW,Y; | .kde
i1 EZZY;

EW.,Y,=E [E(W,YH X, Zl)]
=E(E[(X; +w)(Bo+ B X+ B.Z;+¢;)| X, Z,])
=E[X:(6o+ B. X+ B.Z;) + E(wie;| X4, Z;)] = EX,Y; + X0
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Po dosazeni dostavame

-1

I 1 EX/ EZ/ EY, 0
B;‘ LN EX, EX,X/+X,. EX,Z/ EXLY, | + | 2w =
B: EZ, EZ X/ EZ,Z/ EZY; 0

1 EX/ EZ\ ' (/[EV 0

0 h I 3. Yy 0

Odtud je jiz vidét, ze
=~ —1
13; P El’l? + Zuu ZZUZ Eacy EU&
(5; “\ o=, . 5.,) Lo )

Vidime, zZe pokud jsou pfesné regresory Z korelované s regresory X, tj.
3. # 0, pak chyba méreni regresorit X vychyli nejen odhad vektoru para-
metra 3,, ale i odhad vektoru parametri 3,.

]



4 Aditivni model
s heteroskedastickou chybou

V této kapitole se budeme vénovat situaci, kdy W = X + u a podminény
rozptyl chyby regresortt w pii danych hodnotach regresortt X zavisi na hod-
notach regresort X. Pro data pochazejici z linearniho regresniho modelu
s presnymi regresory X se nejdiive budeme zabyvat otazkou konzistence od-
hadu metodou nejmensich ¢tvercl v linedrnim regresnim modelu s regresory
W méfenymi s chybou. Potom piejdeme k otazce nulovosti kvadratického
¢lenu v kvadratickém regresnim modelu s regresory W méfenymi s chybou
pouzitého opét pro data pochazejici z linedrniho regresniho modelu s pres-
nymi regresory X . Tento problém vyresime pouze v jednom konkrétnim pti-
padé, kdy podminény rozptyl w pii danych hodnotach regresortt X zavisi na
druhé mocniné hodnoty regresorti X.

4.1 Popis modelu

Méjme nahodné veli¢iny Y7, ..., Y, které se fidi linedrnim regresnim mode-
lem
Yi=pfo+5Xi+e, i=1...n, (4.1.1)

kde X1, ..., X, jsou nepozorované ndhodné regresory, 3y, 5, parametry mo-
deluacey,..., e, ndhodné chyby modelu. Misto veli¢in X7, ..., X, pozorujeme
nahodné veli¢iny W7y, ..., W, u kterych predpokladame, ze W; = X, +u;, kde
Uy, - - ., Uy jsou ndhodné chyby regresoru. Pfedpokladame, ze proi =1,...,n
plati, Ze trojice (Xj, €;, u;) jsou nezavislé a stejné rozdélené, ; je nezéavislé na
Xiau, EX} <ooaEX; = p,, varX; =02 >0,Ee; =0, varg; = 02 > 0,
Euf < oo a E(u;] X;) = 0. Navic

var(u;| X;) = o2 - f(X;) >0,
kde f: R — R* je funkce.

4.2 Konzistence odhadu

Méjme data (Y;, X;) pochézejici z modelu (4.1.1). Odhad 8 = (fy, 1)’ vek-
toru parametri 3 = (fy, 31)" metodou nejmensich ¢tverci je dan vztahem
8 = (X'X)'X'Y,
1 X1
kde X = ( : ) aY = (Y1,...,Y,) . Vime, Ze tento odhad je nestrannym
ix,
a konzistentnim odhadem vektoru parametra (5o, 51)’.

22
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Pro data pochéazejici z modelu (4.1.1) pouzijeme model
Yi=f +BiWi+e, i=1,...,n,

ve kterém obecné E(ef| W;) # 0 a var(e}| W;) neni konstantni. Odhad vektoru

parametri (g, 57) metodou nejmensich ¢tverci oznacme ,B (ﬁo, ﬁl)
1 W,

Vime, ze [3 (WW)'W'Y  kde W = ( Do ) Podivejme se, jak souvisi
iw,
parametr 57 s pivodnim parametrem (3.

Véta 4.1. Odhad Ef konverguje v pravdépodobnosti k 3] = ma;—éf(xi)ﬁl'

Diikaz. Pro odhad B* plati
Tk 1 / - 1 / P n—1
B =(-ww W'Y ) & (EV, V)T EVLY)
n n
1 EW,)\ '/ EY
_<Em wa) (EWM), (42.1)

1 Wy \ %4

kde W = ( : ) = ( ], Vi =(1,Wi) aY = (Y,...,Y,) . Konver-
1 W, \

gence v pravdépodobnosti vyplyva ze slabého zakona velkych ¢isel. Spocteme

ted jednotlivé slozky vyrazu (4.2.1). Postupné mame

EW, = E[E(W;|X,)] = E(E[(X; +w) |X)]) = EX;,

EW? =E[E(W?|X;)] =E (E[(Xi +w)*X;])
= E(E[(X7 + 2Xpu; + uf) | Xi]) = EX? + 0} E S (X)),
WiY; = E[E(WiYi|X5)] = E(E[(Xi 4 wi)(Bo + BuXi + £)|Xi])
=E[X;(6 + 5:1X))] = EX}Y.

To tedy znamena, ze

~p (1 E X; [ EY;

B — 2 2 .
Pokud ozna¢ime X' = (1, X;), pak

EY; /
(E Xiyi) =EX,Y; = E[E(X,Yi|X))] = E(X, X))
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(3)

A tedy

|

1 EX; - /
(EXi EX?+02E f(Xi)> E(X:X/)B
_ (1 EX; 1 EX 5
“\EX: EX?4+0lEf(X)) \EX, EX?

N EX, T1EXY (B
-~ \0 a2+ alEf(X) 0 o} B’

Odtud dostavame, ze

4.3 Tvar regresni zavislosti

V tomto oddilu se budeme zabyvat otazkou nulovosti kvadratického ¢lenu
v kvadratickém regresnim modelu s regresory Wy, ..., W,, méfenymi s chybou
pii pevné volbé funkce f(z) = x?. Mame var(u;| X;) = 02X? > 0 pro i =
1,...,n.

Méjme data pochazejici z modelu (4.1.1). MuZeme také psat, Ze tato data
pochézeji z modelu

}/;:50+ﬁ1Xi+ﬁ2Xi2—|—€i, 1=1,...,n,

kde parametr [, = 0. Odhad B = (50,51,32)’ vektoru parametrua 3 =
(B0, B1,0)" metodou nejmensich étverct je dan vztahem 3 = (X'X)"1X'Y,
1 X1 X2
kde matice X = ( Do > aY = (Y1,...,Y,) . Vime, Ze tento odhad je
1 X, X2
nestrannym a konzistentnim odhadem vektoru parametra (o, 41,0)".
Pro tato data pouzijeme model

Y=+ BiWi+ BWE e, i=1...n, (43.1)

pro néjz nejsou splnény predpoklady linedrniho modelu. Odhad vektoru pa-

rametra (53, 57, 05) metodou nejmensich ¢tverct ozna¢me B8* = (55, 51, 55)'
_ 1 Wy W

Vime, 7e 3* = (W'W)"'W'Y , kde W = ( Lo ) Zkoumejme ted cho-

1 W, W2

vani odhadu kvadratického parametru ;.
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Véta 4.2. Oznacdime-li

a=(1+30)EX] +Eu,
b= (1+60) EX;+4E (X,u]) + Euj,

pak platt
R EX? E(X'—EX‘)?’— o2 E 3
~. P % 02402 EXi2 ¢ ¢ o02+02 EX? u;
s — 05 =

a—(1+02) EX?EX;]’
b—[(1+ 02 EXZP — oA X e
2

arotexe [E(Xi — EX))* + 202 EX{] (0, EX? — 202)

g

+ 1

a—(1+02) EXZEX;]’
b—[(1+02) EXZ? - i EXPEX]

Dikaz. Zavedme znadeni

1 W, w2 vy

W=|[: : :|=[:[V=0WwWWw),
1 W, W2 v,
1 X, X12 X/

X=|: : |=[:1]X'=00Xx,X7),
1 X, X2 X,/

Y =(Yy,...,Y,).
Vime, ze podle slabého zdkona velkych c¢isel plati

-1

-1

1 EW, EW? EY;
= |EW, EW? EW? EW,Y; |. (4.3.2)
EW2 EW? EWA EW?2Y;

Vypoctem jednotlivych prvki matic ze vztahu (4.3.2) dostavame
EW: =E[E(W[X;)] = E(E[(Xi + w) [ Xi]) = EX;,

EW? =E [E(W71X:)] = E (B [(Xi+w)*|Xi])
=E(E[(X] +2Xu +u)) |X;]) =E (X7 +0.X}) = (1+0)) EX?,
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=E[E(W}X;)] =E (E[(Xi +w)*|Xi])
= E(E [(X] +3X7u; + 3Xuf +u?) | X;])
= E [X? 4 3X,00.X7 + E (uf].X))]
= (1+302)EX} +Eu} =a,
EW} = E [E (/X)) = E (E[(X: + w)'|Xi))
= E(E [(X] +4X7u; + 6 X7 + 4Xu) 4 uf) | X))
=E[X]! 4+ 6X70. X7 +4E (X} X;) + E (u]]| X))
= (1+602) EX} +4E (X;uf) + Euj = b,
= E[E(WiY;]X0)] = B (B [(Xi + wi)(Bo + B1.Xi + )| Xi])
= E[Xi(fo + 01 X3)] = EX;Y,
EW2Y; = E[E (W2Y;|X:)] = E (E [(X; +w)*(Bo + 1 X + )| Xi])
E[X7(Bo + 51 Xi) + 02 X7 (o + 51 Xi)] =EX]Y; + 0L EX}Y;
= (1+07) EX}Y,.

Dosazenim do (4.3.2) ziskame

-1

N 1 EX; (1+02)E X? EY;
g5 E X, (14 02)EX?2 a EX.Y,
(1+02)EX? a b (1+ 02)EX?Y;
EY;
Oznac¢ime X;' = (1, X;, X?) a vektor EXiY; jesté upravime néasle-
(1+02) EX2Y;
dujicim zptisobem
EY; EY; 0
EX.Y; = | EX)Y, | + 0
(1+ 0%)E X?Y; E X?Y; 02 E X?Y;
1 0
X? o2 X?
1
=E X; (1, X;, X2)3
(1+03) EX?
1 EX; EX? Bo
= EX; E X? EX? B

(14+02)EX? (1+0H)EX? (1+02)EX} 0
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Dohromady dostavame

-1

N 1 E X, (1+02)EX?
g5 EX; (1+02)EX? a X
(1+02)EX? a b
1 EX; EX? Bo
X E X, E X2 E X3 3

1+0)EX? (1+03)EX} (1+02)EX}! 0
Po provedeni nékolika tprav na fadky obou matic dostavame tvar

-1

I EX, (1+02)EX?
~s« P a—(1+02)EXZEX;
pr=1o 1 (10—;+a)3EX2 X
0 0 c
o2 EX.3_EX1.2EX1. 0
x|V U%+U§EX§ oé—i—o'gEinQ G|, (4.3.3)
0 d * 0

kde

1+02)EX2E X,
02+ 02 E X? ’
0.2

J§+U§EXE o= (

c=b-[(1+02)Ex?? - 1=

d=(1+0)) (EX] —EX7EX;) — 1+02) EX?EX;]
a symbolem * je oznacen sice nenulovy, ale pro dalsi vypocet nepodstatny
prvek. Vztah pro d jesté upravime. Pouzijeme

EX?—EX?EX, =E(X;, - EX;)®+202EX;
a provedenim nékolika uprav dostaneme tvar

o2 E X? o
d=—%*"" FX,—-EX;)? - ———2  _E¢}
T4 FEX? S e BT

0.2

_u 3 2 2 2 2
* 02+ 02 EX? [E(X; — EX)” + 20, EX,] (0, EX] — 207).
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Pro odhad 3; tedy dostavame

o2 E X2
~¢ P o02+02EX?
—

i b—[(1+402)EX?]

E(X; —EX,)® — % Eu}

o2+02 EX?
2 [a-(+o)EX2EX,]
B o2+02 EX?

% [E(X; — EX;)® + 202E X;] (02 E X2 — 202)

U
21 52 2
oztoi EX;

B

9 [o-(+o)EXPEX]

b— [(1+012L>EXz‘2] o2 102 EX2

]

Podivejme se nyni na vztah z véty 4.2. Odhad 5; bude konvergovat k nule,
pokud budou regresory X a chyby w pochéazet z rozdéleni ne nutné stejnych,
symetrickych kolem své nulové stfedni hodnoty. Tyto predpoklady se daji
jesté zeslabit. Misto nulové stfedni hodnoty staci, aby platilo, ze EX; =
—E(XTEQXP nebo (E X;)? = @ Tyto dvé podminky dostaneme Fesenim
rovnice ’

[E(X; —EX;)*+202EX;] (02 EX? — 202) = 0. (4.3.4)

Véta 4.3. Pochadzeji-li data z modelu (4.1.1), ve kterém je 51 = 0, pak pro
odhad B = (B, 5. s plati

o Bo
@? 1o
B3 0

Diikaz. Analogicky jako dtikaz véty 4.2. Vztah (4.3.3) bude mit tvar

-1

BS 1 EX; (1+06})EX?
~.| P a—(1402)EX2EX;
él =10 1 (U%Jra?%EXf X
53 0 0 c
2
1 Ei(i 3E XZ-2 Bo
o2 EX3—EX2EX;
x [0 o2+02 EX? o2+02EX? 0
0 d * 0
Odtud vyplyva, ze
2
1 E)z(i 3EXi2 Do Bo
o2 EX3-EX2EX; o
o2+02EX? o2+02 EX? 0 - 0
0 d * 0 0
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a také

—1
1 EX; (1+02)EX2 4

1
a—(1+02)EX2EX; o o b b
0 1 e =2 O]l=10 1 = 0]l=101],
T U i 1
0 0 c 0 00 < 0 0

kde * znac¢i nenulové prvky, jejichz hodnotu nepotiebujeme znat. Tedy

0 Bo
é Polo
B3 0

]

Muizeme opét Tici, ze pokud stfedni hodnota odezvy Y nezavisi na re-
gresorech X, pak nezavisi ani na regresorech W. I zde je 3; konzistentnim
odhadem parametru (.



5 Multiplikativni model
s homoskedastickou chybou

V této kapitole se budeme vénovat situaci, kdy W = X - u a podminény
rozptyl w pfi danych hodnotach regresoru X je konstantni. Pro data po-
chazejici z linedrniho regresniho modelu se podivame nejdiive na konzistenci
odhadu linearniho ¢lenu v linedrnim regresnim modelu s regresory W mé-
fenymi s chybou. Potom prejdeme k otazce nulovosti kvadratického ¢lenu
v kvadratickém regresnim modelu s regresory W méfrenymi s chybou pou-
zitého opét pro data pochazejici z linedrniho regresniho modelu s presnymi
regresory X.

5.1 Popis modelu

Méjme ndhodné veli¢iny Y7, ..., Y, které se tidi linedrnim regresnim mode-
lem

Y;ZBO‘FﬁlXi—FEi, izl,...,n, (511)
kde X1,..., X, jsou nepozorované ndhodné regresory, 3y, 5, parametry mo-
deluacey,..., e, ndhodné chyby modelu. Misto veli¢in X7, ..., X, pozorujeme
nahodné veliciny W7, ..., W, u kterych predpokladame, ze W; = X, - u;, kde
Uy, - . ., Uy jsou ndhodné chyby regresoru. Pfedpokladame, ze proi =1,...,n
plati

— trojice (Xj, &, u;) jsou nezavislé a stejné rozdélené,
— €; je nezavislé na X; a u;, u; je nezavislé na X,

- EX}! <o0aEX; = p,, varX; =02 >0,

~ Eg; =0, varg; = 02 > 0,

4 2
- Euf <ooaku; =1, varu; = o > 0.

5.2 Konzistence odhadu

Méjme data (Y7, X;) pochazejici z modelu (5.1.1). Odhad 3 = (5, ;) vek-

toru parametri 3 = (fy, #1)’ metodou nejmensich ¢tverci je dan vztahem
B =(X'X)'X'Y,

1X,

kde X = < Do ) aY = (Y1,...,Y,). Vime, Ze tento odhad je nestrannym

ix,

a konzistentnim odhadem vektoru parametra (5o, 51)’.

30
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Pro data pochazejici z modelu (5.1.1) pouzijeme model
Y; = 65 + BiWi + €}, i=1,...,n, (5.2.1)

ve kterém obecné E(ef| W;) # 0 a var(e}| W;) neni konstantni. Odhad vektoru

parametri (g, 57) metodou nejmensich ¢tverci oznacme ,B (ﬁo, ﬁl)
1 W,

Vime, ze [3 (WW)'W'Y  kde W = ( Do ) Podivejme se, jak souvisi
iw,
parametr 57 s pivodnim parametrem (3.

Véta 5.1. Odhad Ef konverguje v pravdépodobnosti k 3] = #ﬁx?ﬁl'

Dikaz. Pro odhad 5* podle slabého zakona velkych cisel plati

B*:(%W’W)l(— ) (EV.V/) HEVY))

-1
EY;
<EW EW?) (EWM)’ (522)

kde W = (1W1) = (Vl), Vi = (1,W;) aY = (Y1,...,Y,) . Nyni
iw, V!

spocitame jednotlivé slozky vyrazu (5.2.2). Postupné mame
EW; =E[E(Wi| X;)] =E[E
EW? =E[E(W?X)] = E (B [(Xi-w)’| Xi]) = E[X7 - E (u7] X))
=E[X?- (var (wi] X;) + [E (w;] X))*)] = (1 + 02) EXZ,
EWYZ—E[ (WiY3] X)) = E(E[(X; - wi)(Bo + B1Xs + )| Xi])
E[Xi(B + 51.Xi) E (ui] X;)] = EX;Y;.

(X, -w| X,)] = EX,,

To tedy znamena, ze
g2l EX; [ EY,
EX, (1+02)EX? EX)Y;)"
Pokud ozna¢ime X;' = (1, X;), pak

EY; '
(E Xm-) — EXY = E[E(X.Yi] X)] = E(X.X/)8.
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A tedy
~ -1
8 P 1 E‘XVZ ' Y
<~*) - (EX,- (1+ag)EX3) B(X.X:)B
1 E X, /1 EX, s

1 EX, )\ (1 EX) (%
0 o2+ o02EX? 0 o2 Bi)

2
~ P o

€T
1 2 2 261'
o2+ o02EX;

I
N\

Odtud dostavame, ze

5.3 Tvar regresni zavislosti

Méjme data pochézejici z modelu (5.1.1). Mizeme také psat, ze tato data
pochézeji z modelu

Vi= 0o+ Xi+ X7 +e, i=1,...,n, (5.3.1)

kde parametr §, = 0. Odhad [/3\ = (30,31,32)’ parametru 3 = (fy, 41,0)
metodou nejmensich &tverci je dan vztahem B = (X'X) ! XY, kde matice

1X: X3
X = ( Do ) aY = (Y1,...,Y,) . Vime, 7e tento odhad je nestrannym
1X, X2
a konzistentnim odhadem vektoru parametra (o, 51,0)’.
Pro tato data pouzijeme model

Y; = 65+ BiWi + BsW2 + €5, i=1,...,n, (5.3.2)

pro néjz nejsou splnény predpoklady linedrniho modelu. Odhad vektoru pa-
rametra (53, 57, #5) metodou nejmensich ¢tverct ozna¢me B8* = (55, 51, 55)'.
_ 1 W1 W
Vime, 7ze 3* = (W'W)"'W'Y  kde W = ( Do ) Zkoumejme ted cho-
1 W, W2
vani odhadu kvadratického parametru ;.
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Véta 5.2. Plati
(14 02)E(X; —EX,)® — % E(X3u)

02402 EXZ.2

~* P *
— =
b2 = b [E(X32u?)~(1402) EX2EX;]”
02+02 EXi2

(1—|—O'Z)O'§EXZ 2+WEX12
+ : - 2ﬁ1'

E(X3u3)— 02)EXZ2EX;
E (Xtud) — [(1 4+ 02) Ex2)? - [ECTu) (b Extex]

E(Xfuf) —[(1+ 02 EXPT —

Dikaz. Zavedme opét znaceni

1w, w2 1%,

W=|[: : = |=[:[VW=0WwWw),
1 W, W2 v,/
1 X, X2 X/

X=|: : = |=[:]X'=00Xx,X7),
1 X, X2 X,/

Y =(Vi,.... %)
Vime, Ze podle slabého zadkona velkych c¢isel plati

-1

-1

1 EW, E VVZ-2 EY;
= EW; EI/VZ.2 EVVZ«?’ EW,Y;
EW2 EW? EW}? EW?Y;
(5.3.3)
dostavame

Vypoctem jednotlivych prvki matic ze vztahu (5.3.3)
EW; =E[E(Wi| X;)] = E(E[(X; - uz)|X]) =EX
EW?=E E(Wi2|Xi)] = E(E[X u;)?| X; )

=E [X? - (var (u;] X;) + [E (wi] X3)]*)] = (1 + 02) EX?,

EW,Y; = E[E(W;Y;| X;)] = E(E[(X; - w;)(Bo + 51 Xi + )| Xi])
Xi(Bo + £1X3)] = EXGYS,

E(W2Y;| Xi)] = E (E[(X; - u)*(Bo + B X, + )| Xi])
E [X7 (8o + 01.X0) E(uf] Xi)] = E [ X7 (6o + 1.Xi) (1 + 07)]
= (1+02) EX?Y..

EWin—E
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Dosazenim do (5.3.3) ziskdme

-1

B 1 EX; (1+02)EX? EY;
g5 EX, (1+02)EX?  E(X2u?) E XY,
(1+02)EX? E(X3ud) E(Xu}) (1+02)EX?Y;
EY;
Ozna¢ime X;' = (1, X;, X?) a vektor E XY jesté upravime nasle-
g (1+02) EX2Y;
dujicim zptisobem
EY; EY; 0
E X,Y; =|EX)Y; | + 0
a+onExy;) \Exxvi) \oc2Exy
1 0
X? ol X?
1
—E X, (1, X, X2)8
(1+02)EX?
1 EX; EX? Bo
— EX, E X? EX} o)

(1+ 02)E X? (1+0)EX3 (1+U)EX4 0
Dohromady dostavame

-1

N 1 EX, (1+ 02)E X2
g5 E X, (1+02)EX2  E(XPud) x
(1+03)EX? E(XPud) E (X uf)
1 EX, E X2 Bo
x EX, E X2 E X3 By

(1+02)EX? (1—|—0)EX3 (1—|—0)EX4 0
Po provedeni nékolika tprav na fadky obou matic dostavame tvar

1 EX; (1+02)EX? -
5« P E X3 3 1407 EXQEXZ-
S )o%—(i-aﬁE))(.Q

0 0 c

x |0 = EXCEXEN | (5], (5.3.4)
0

o%—&—oﬁEXZZ O’%—‘,—O’%EXE

d *
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kde

[E(X3ud) — (1+02 )EX2EX]

:E(Xfu?) [(1+U)EX2} o2 + o2 E X2 ’

d=(1+0)) (EX] -EX’EX;) —
2
Oy 3,3 2
T EX [E(XPu}) — (1+0)) EX7EX]]
a symbolem * je oznacen sice nenulovy, ale pro dalsi vypocet nepodstatny
prvek. Vztah pro d jesté upravime. Pouzitim rovnosti

EX?—EX?EX, =E(X;, - EX;)®+202EX;
a provedenim nékolika uprav dostaneme tvar

0_2

1
2\ 2 2
+ (1400 EX; 2+ 2EX2EX
Pro odhad B; tedy dostavame

(1+02)E(X; —EX;)® — % E(X3u)

2+ 2EX2

3u3)—(1402)E X2 E X;|’
E (X#ut) — (14 02) E X2 — [0 {Jj; Elff EX4

>« P
*
2—>

+ 2ﬁ1'

3ud)— (1402 2 i
E(Xtul) — [(1+ 02) EXZ? - ot ’lﬁ; élffﬁ 29

]

Podivame-li se na vyraz ve vété 5.2, vSimneme si, ze pokud regresory
X pochazeji z rozdéleni symetrického kolem své stfedni hodnoty, pak je
viraz (1 + 02)E(X; — EX;)® = 0, protoZe Sikmost takového rozdéleni je
nulova. Pridame-li predpoklad nulové stiedni hodnoty tohoto rozdéleni, do-
staneme, ze i (1 + 02)o2EX; [2+ W EX?| = 0. Pak diky nez4vis-

losti chyby regresoru u; na hodnoté regresoru X; je #EEXQ E(X3u}) =

W EX?Eu} =0, protoze EX? = E(X,; — EX;)® =0. Za téchto pred-

pokladti tedy plati, ze 55 o
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Véta 5.3. Pochdzeji-li data z modelu (5.1.1), ve kterém je 5 = 0, pak pro
odhad B* = (B, 5. s plati

3 3
é L o0
B5 0

Diikaz. Analogicky jako dtikaz véty 5.2. Vztah (5.3.4) bude mit tvar
gf)k 1 EX; (1+02)EX? -1

g =|5]> o E(x3u3)~ (1402 EX?EX,
> 0

1 cZ+oZEX? X
2 0 c
1 EX; E X? Bo
o2 3_ 2 i
NV e Efé;gXE’;gX 0 ]. (5.35)
0 d * 0
Odtud vyplyva, ze
1 EX; EX? Bo Bo
o2 EX}-EXZ?EX; ol =10
o2+02EX? o2+02 EX? -
0 d * 0 0
a také
-1
bR ( 3(1)4_(03‘)5 Xi Bo 1 % % Bo Bo
E(X3u3)—(1+02) EX2EX; _ _
0 1 o2 +02 EX2 0]=101 T 0)1=1{0],
0 0 c 0 00 ¢/ \O 0

kde * znaci nenulové prvky, jejichz hodnotu nepotfebujeme znat. Tedy vy-
nasobenim matic dostavame

3 Bo
gf Plo
B3 0

]

MiiZzeme opét Tici, ze pokud stfedni hodnota odezvy Y nezavisi na pres-
nych regresorech X', pak nezévisi ani na regresorech W mérenych s chybou.
I zde je (3 konzistentnim odhadem parametru (.



6 Simulace

V této kapitole prozkouméame, jak se chyba regresoru projevuje v konkrétnich
praktickych situacich. Stejné jako v teoretické casti prace se budeme vénovat
aditivnimu modelu s homoskedastickou a heteroskedastickou chybou a mul-
tiplikativhimu modelu s homoskedastickou chybou. V téchto trech modelech
se podivame na nulovost odhadu kvadratického ¢lenu v kvadratickém regres-
nim modelu s regresory W mérenymi s chybou pouzitém pro data pochazejici
z linedrniho regresniho modelu s presnymi regresory X.

Data pro simulac¢ni studii byla generovana z modelu

}/i:ﬁo—i_ﬁlxi—i_gi’ Z.:17"'7nu

ve kterém bylo zvoleno Gy = 1 a §; = 10. Chyba modelu ¢4, ..., &, byla gene-
rovana ze standardniho normalniho rozdéleni N(0,1). Regresory Xj,..., X,
byly generovany ze spojitého rozdéleni. Pro jednotlivé modely byla pouzita
rizné rozdéleni regresori, kterd budou presné specifikovana nize. Rozsah dat
n byl pro celou studii zvolen 500. K regresorim Xji,..., X, byly pridany
chyby regresoru uy,...,u,, a to bud aditivnhé nebo multiplikativné. Chyby
regresoru uy, . . . , U, byly generovany ze spojitého rozdéleni, které se lisilo pro
jednotlivé modely. Takto byly ziskdny regresory Wi, ..., W, mérené s chy-
bami w4, ..., u,. Na téchto regresorech byla zalozena analyza dat, ktera byla
nagenerovana vyse uvedenym zptsobem.

Cela simulac¢ni studie byla provadéna programem R, verze 2.1.1. Pro ana-
Iyzu dat byly pouzity funkce 1m a anova. Pomoci funkce 1m byly ziskany
odhady metodou nejmensich ¢tvercti. Tyto odhady byly postupné pocitany
pro rizné hodnoty o, v rozmezi od 0 do 5. Pocet opakovani simulaci pro
kazdou hodnotu o, byl 1000. Takto vznikly jednotlivé simulac¢ni sady. Pri-
pad o, = 0 je specialni, protoze potom ve vSech uvazovanych modelech plati,
ze W; = X, skoro jisté, i« = 1,...,n. Tento pouze teoreticky pripad slouzi
k porovnavani. Funkce anova byla pouzita na F-test submodelt na 5% hla-
diné, nejcastéji na test kvadratického regresniho modelu proti linearnimu
regresnimu modelu, tedy na test vyznamnosti kvadratického ¢lenu. Pfi po-
uziti F-testu si vSak musime uvédomit, ze pokud v linedrnim modelu neni
splnén predpoklad homoskedasticity chyby modelu, neméame zaruc¢enou 5%
hladinu testu. Pfejdéme nyni k jednotlivym modeltim, které byly uvazovany
v teoretické ¢asti této prace.

37
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6.1 Aditivni model s homoskedastickou chybou

Zacneme nejjednoduchsim z téchto modelti, a to aditivnim modelem s jed-
nim regresorem a homoskedastickou chybou. Pro tento pripad byly regre-
sory Xi,..., X, generovany nejdiive z rozdéleni definovaného na celé re-
alné primce a symetrického kolem své stfedni hodnoty. Nema smysl uvazovat
rozdéleni regresoru s kone¢nym nosi¢em, protoze pridanim aditivni chyby
bychom se dostali mimo tento nosic¢. Jako reprezentant této t¥idy rozdéleni
bylo zvoleno normélni rozdéleni N(5,1). Nenulova stfedni hodnota byla pou-
Zita proto, abychom vidéli, ze v tomto modelu neni predpoklad nulové stfedni
hodnoty nutny k tomu, aby zlomek ve vété 3.4, viz strana 14, byl roven nule.
Regresory Xj, ..., X, byly také generovany z rozdéleni definovaného na celé
realné primce, ale nesymetrického kolem své stfedni hodnoty. Jako reprezen-
tant této tiidy rozdéleni bylo pouzito Gumbelovo rozdéleni Gum(c, d) s hus-

totou f(x):%exp{y}exp{_exp{y}}j

kde « je parametr polohy a d je disperzni parametr. Stfedni hodnota Gum-
belova rozdéleni je (a—~-9), kde v = —0,577216 je Eulerova konstanta. Jeho
rozptyl je @. Parametry « a § byly zvoleny tak, aby EX; =0 avarX; =1,
i=1,...,n, tedy @ = —0,577216 - %0 a § = O, K regresorim Xj,..., X,
byly pfi¢teny chyby wui,...,u,, ¢imz vznikly regresory Wi,..., W,. Chyby
uy, ..., u, byly generovany, podobné jako regresory, z normalniho (tedy sy-
metrického) rozdéleni N(0, 02) nebo z Gumbelova (tedy asymetrického) roz-
déleni Gum(ay,d,), kde parametry «, a d, byly zvoleny tak, aby Ew; = 0
avaru; =02, 1=1,...,n, tedy a, = —0,577216 - */76 cOy a0y = ‘/76 C Oy
Priméry odhadi B; parametru (35 z modelu (3.1.2), viz strana 14, poci-
tané z 1000 hodnot najdeme v tabulce 1 na strané 41. Prvni fadek tabulky od-
povida piipadu, kdy je rozptyl chyby regresoru o2 nulovy, tedy W; = X; skoro
jisté, i = 1,...,n, a slouzi k porovnani. V situaci, kdy regresory Xi,..., X,
i chyby regresoru uy, ..., u, pochazely ze symetrickych rozdéleni (viz druhy
sloupec tabulky), jsou hodnoty primért B; prakticky nulové (srovnej s pfipa-
dem o, = 0). V dalsich situacich, kdy bud regresory X3, ..., X,, nebo chyby
regresoru i, . .., u, pochazely z asymetrického rozdéleni (viz t¥eti az paty
sloupec tabulky) jsou praméry E; vyrazné nenulové ve srovnani s pripadem
o, = 0. Specialnim piipadem je situace, kdy regresory X1, ..., X, a chyby re-
gresoru ui, . . ., u, pochézely ze stejného rozdéleni, tj. z Gumbelova rozdéleni
s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem. Hodnota priméru (35
je v tomto ptipadé (viz zvyraznéné ¢islo ve étvrtém sloupci tabulky, v fadku
odpovidajicimu o, = 1) v absolutni hodnoté o dva f4dy mensi neZ ostatni
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hodnoty v daném sloupci (kromé prvni hodnoty) a od hodnoty v prvnim
rfadku se prakticky nelisi. Tato skutecnost je ve shodé s teoretickymi vy-
sledky, protoze v tomto pfipadé je splnéna podminka (3.1.6), viz strana 17.
Vsimnéme si také, ze v situaci, kdy regresory pochéazely z normalniho rozdé-
leni a chyby regresortt z Gumbelova rozdéleni (viz tieti sloupec) jsou vSechny
prameéry ﬁ; zaporné. Naopak v situaci, kdy regresory pochazely z Gumbelova
rozdéleni a chyby regresorti z norméalniho rozdéleni (viz ¢tvrty sloupec), jsou
vSechny priméry 55‘ kladné.

Na obrazcich 1 a 2 na strané 43 je pak znazornéna zavislost prameért
odhadi 3; na smérodatné odchylce chyby regresoru w. Na prvnim z téchto
grafi neni patrna zadna funkcéni zavislost, coz potvrzuje, ze tyto odhady
nejsou vyznamné nenulové. Na druhém grafu je funkéni zavislost zfejma, coz
potvrzuje, ze tyto odhady jsou vyznamné nenulové. Pro model, ve kterém
regresory Xi,..., X, pochédzely z Gumbelova rozdéleni a chyby regresoru
Uy, ..., U, z N(0,02), zndzoriiuje obrazek 3 na strané 44 rozdily mezi sku-
tecnou regresni zavislosti a regresnimi zavislostmi odhadnutymi pro nékteré
hodnoty o,. Je vidét, ze pro vetsi hodnoty o, je odlisnost vétsi.

V pripadé, kdy jak regresory Xi,...,X,, tak chyby regresoru uq,...,u,
pochézely z norméalnich rozdéleni (ne nutné se stejnymi parametry), ma chyba
modelu s regresory Wi, ..., W, konstantni rozptyl (viz vyjadfeni (2.1.4) na
strané 9). Mame tedy zarucenou 5% hladinu F-testu. Otestujeme hypotézu, ze
B35 = 0 proti oboustanné alternativeé. Na obrazku 4 na strané€ 44 je zndzornéna
zavislost chyby 1. druhu tohoto testu na smérodatné odchylce chyby regresoru
u. Hodnoty chyby 1. druhu se pohybuji od 3,5% do 6,4% a z grafu neni
patrnd funkéni zavislost. I tyto vysledky potvrzuji, Zze parametr 3; je nulovy.

6.2 Aditivni model s heteroskedastickou chybou

vvvvvv

s heteroskedastickou chybou. Pro tento model byly regresory Xi,..., X, ge-
nerovany z normalniho rozdéleni N(5,1) a N(0, 1), chyby regresoru wu; pro
i =1,...,n z rozdéleni N(0,02X?). Regresory Wy,..., W, byly opét po¢i-
tany podle vztahu W; = X; +u;, i =1,...,n.

Praméry odhadd ; parametru 35 z modelu (4.3.1), viz strana 24, jsou
uvedeny v tabulce 2 na strané 42. Prvni fadek opét odpovida ptipadu, kdy
je rozptyl chyby regresoru w nulovy, tedy plati, ze W; = X, skoro jisté,
i = 1,...,n, a slouzi k porovnavani. Vidime, Ze v pfipadé¢, kdy regresory
Xi,..., X, pochazely z N(5,1), jsou absolutni hodnoty prtiméra (35 nejdiive
o dva tady vétsi nez v pripadé o, = 0 a pak se postupné blizi k hodnoté

uvedené v prvnim fadku tabulky. Vyjimkou je okoli bodu \/Lrg = 0,28, ktery
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je Feenim rovnice (4.3.4), viz strana 28. V tomto bodé je hodnota priiméru 3;
v absolutni hodnoté fadové stejnd jako v piipadé o, = 0. VSimnéme si také,
ze primeéry (35 jsou pro mensi hodnoty o, zaporné a od hodnoty o, = 0,3 jsou
vSechny kladné. V piipadé, kdy regresory Xi, ..., X, pochazely z N(0, 1), se
absolutni hodnoty primeért 5;‘ lisi od hodnoty v prvnim radku maximalné
o fad a znaménka se stiidaji ndhodné.

Podivame-li se na obrazky 5 a 6 na strané 45, vidime, ze v pripadé, kdy
regresory Xi,..., X, pochazely z N(5,1), je patrnd funkéni zavislost pru-
meért B; na smérodatné odchylce chyby regresoru w, a v ptripadé, kdy regre-
sory Xi,...,X, pochéazely z N(0, 1), patrnd neni. Tyto vysledky potvrzuj,
ze pokud regresory X1, ..., X, pochazeji ze symetrického rozdéleni s nenu-
lovou stfedni hodnotou, potom je parametr 3; nenulovy a pokud regresory
Xq,..., X, pochazeji ze symetrického rozdéleni s nulovou stredni hodnotou,
potom (35 = 0.

Abychom ukazali, jak ovlivni heteroskedasticita chyby modelu (4.3.1), viz
strana 24, hladinu F-testu hypotézy (5 = 0 proti oboustranné alternative,
provedeme tento test pro model s regresory X7, ..., X,, pochazejici z N(0, 1).
Na obrazku 7 na strané 46 je znazornéna zavislost pravdépodobnosti chyby
1. druhu tohoto testu na smérodatné odchylce chyby regresoru w. Vidime, zZe
kromé piipadu o, = 0 je tato pravdépodobnost daleko vétsi nez 5 %.

6.3 Multiplikativni model s homoskedastickou chybou

Podivejme se ted na multiplikativni model s homoskedastickou chybou. Re-
gresory Xi,...,X, byly generovany z gamma rozdéleni Ga(1l,2) a chyby re-
gresoru Uy, . . . , U, z gamma rozdéleni Ga(é, é), kde parametry byly zvoleny
tak, aby platilo Eu; = 1,varu; = 02 proi = 1,...,n. Regresory Wi,..., W,
byly pocitany podle vztahu W; = X; -u;, i =1,....n B

V tabulce 3 na strané 42 jsou uvedeny priumeéry odhadt [3; parametru
B3 z modelu (5.3.2), viz strana 32. V prvnim fadku je uveden piipad, kdy
je rozptyl chyby regresoru w nulovy a tedy plati W; = X, skoro jisté pro
i = 1,...,n. Tuto skutecnost jsme vyuzili pro nasimulovani této situace,
ktera opet slouzi k porovnavani. Vidime, ze hodnoty primérta 62 jsou pro
mensi ale nenulové hodnoty o, v absolutni hodnoté o tii az ¢tyti rady vetsi
nez v pripadé o, = 0. Se zvétsujicim se o, se postupné tyto hodnoty ptiblizuji
hodnoté pro nulové . Velké hodnoty rozptylu se vSak v praxi nevyskytuji.
Vsimnéme si také, ze vSechny primeéry 35 jsou zaporné.

Podivejme se ted na graf 8 na strané 46, kde jsou zndzornény primeéry
odhadt 35 v zavislosti na smérodatné odchylce chyby regresoru w. Vidime
zietelnou funkéni zavislost, coz také potvrzuje nenulovost parametru ;.
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Tabulka 1: Primeéry odhadt B;‘ v aditivnim modelu s homoskedastickou chy-
bou s regresorem X s normalnim rozdélenim N(5, 1) a Gumbelovym rozdéle-
nim s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem a s chybou regre-

soru u s normalnim rozdélenim N(0, ¢2) a Gumbelovym rozdélenim s nulovou
stfedni hodnotou a rozptylem o

2

w*

pruméry odhadd [
o X ~N(5,1) X ~ Gum(a, )
u ~ N(0,02) | u ~ Gum(ay,d,) | w~ N(0,02) | u ~ Gum(ay,d,)

0 | —0,000041 —0,001794 0,000911 —0,000065
0,1 | —0,001835 —0,006562 0,039614 0,034295
0,2 | —0,002891 —0,038390 0,145054 0,113900
0,3| —0,000195 —0,120536 0,275102 0,198768
0,4 0,004575 —0,225159 0,421937 0,253203
0,5 | —0,001506 —0,343757 0,529064 0,257740
0,6 0,001726 -0,453121 0,608422 0,233036
0,7 —0,000768 —0,043314 0,654973 0,197791
0,8 0,000250 —0,079527 0,646230 0,123245
0,9 0,000468 —0,587618 0,626741 0,061646
1 0,005456 —0,584547 0,578824 —0,000791
2 0,002041 —0,267571 0,173200 —0,135100
3 —0,000272 —0,111735 0,052209 —0,075334
4 —0,000992 —0,052308 0,017395 —0,038737
5t —0,000511 —0,028548 0,008225 —0,022241
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Tabulka 2: Priméry odhadt B’Q" v aditivnim modelu s heteroskedastickou
chybou s regresorem X s rozdélenim N(5,1) a N(0,1)
u s rozdélenim N(0, 02 X?).

a s chybou regresoru

pruméry odhadi 3

Oy u ~ N(0,02X7?)
X ~N(5,1) | X ~N(0,1)
0 0,001541 0,000035
0,1 | —0,413564 | —0,002644
0,2 | —0,219337 | —0,002291
%ﬁ —0,004366 | —0,005219
0,3 0,044712 —0,003313
0,4 0,115873 0,003971
05| 0121121 0,003162
0,6 0,105111 0,001380
0,7 0,087992 —0,003383
0,8 0,073881 —0,001206
0,9 0,062115 0,004005
1 0,051620 | —0,000511
2 0,014729 0,001735
3 0,006710 | —0,001341
4 0,003798 0,000049
5 0,002410 0,000159

Tabulka 3: Primeéry odhad 5; v multiplikativnim modelu s homoskedas-
tickou chybou s regresorem X ~ Ga(l,2) a s chybou regresoru u s gama
rozdélenim s jednotkovou stfedni hodnotou a rozptylem o2

u

ou 0 0,1 0,2 0,3
priiméry odhadit 3 | —0,000080 | —0,083257 | —0,260293 | —0,358034
ou 0,4 0,5 0,6 0,7
priiméry odhadtt 35 | —0,386264 | —0,341688 | —0,285461 | —0,228093
Tu 0.8 0,9 1 2
priiméry odhadt 3 | —0,179143 | —0,137000 | —0,105711 | —0,015528
ou 3 4 5
priiméry odhadt 3 | —0,004168 | —0,001789 | —0,000778
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Obrazek 1: Zavislost priméru odhadi 5; na smérodatné odchylce chyby re-
gresoru u v aditivnim modelu s homoskedastickou chybou, kde X ~ N(5,1)
au ~ N(0,02).

7] RN — X~N(5,1), u~Gum
] K AN --- X~Gum, u~N(0,0?)
- / N X~Gum, u~Gum
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Obrazek 2: Zavislost priméru odhadu B;‘ na smérodatné odchylce chyby re-
gresoru v v aditivnim modelu s homoskedastickou chybou.
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Obrazek 3: Zavislost odezvy Y na hodnoté regresoru X, resp. W v aditiv-
nim modelu s homoskedastickou chybou. Regresor X ~ Gum(«, d) a chyba
regresoru u ~ N(0,02), kde o, je postupné 0,3, 1, 2.

pravdepodobnost chyby 1. druhu
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Obréazek 4: Zavislost pravdépodobnosti chyby 1. druhu na smérodatné od-
chylce chyby regresoru uw v aditivnim modelu s homoskedastickou chybou,

kde X ~ N(5,1) a u ~ N(0,52).
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Obrézek 5: Zavislost priméru odhadt B; na smérodatné odchylce chyby re-
gresoru u v aditivnim modelu s heteroskedastickou chybou, kde X ~ N(5,1)
au~ N(0,02X?).
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Obrazek 6: Zavislost priméru odhadt 35 na smérodatné odchylce chyby re-
gresoru v v aditivnim modelu s heteroskedastickou chybou, kde X ~ N(0, 1)
au~ N(0,02X?).
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Obrazek 7: Zavislost pravdépodobnosti chyby 1. druhu na smérodatné od-
chylce chyby regresoru u v aditivnim modelu s heteroskedastickou chybou,

kde X ~ N(0,1) a u ~ N(0,02X?).
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Obrazek 8: Zavislost priuméru odhadt 55‘ na smeérodatné odchylce chyby
regresoru uw v multiplikativnim modelu s homoskedastickou chybou, kde
X ~ Ga(1,2) a u mé gama rozdéleni s jednotkovou stfedni hodnotou a roz-
ptylem o2.



7 Zavér

Predmétem zkoumani této diplomové prace byly odhady metodou nejmensich
¢tverctt v modelech s regresory méfenymi s chybou. Cilem bylo poukazat na
vychyleni odhadi, které se miize objevit v analyze dat zalozené na regresorech
méfenych s chybou. Neslo o to najit v néjakém smyslu optimalni metodu, ale
prozkoumat chovani bézné pouzivané metody nejmensich ¢tverct. Pro jiné
metody, napf. robustni, by bylo nutné provést podobny rozbor.

V 1vodu teoretické casti je poukazano na to, ze chyba méreni regresortu
zpusobuje poruseni predpokladii linedrniho modelu. I pres poruseni téchto
predpokladii vSak metoda nejmensich ¢tvercti dava nejlepsi priblizeni k pod-
minéné stiedni hodnoté odezvy pii danych hodnotach pfesnych regresort,
a tedy ma smysl se dale odhady metodou nejmensich ¢tverci zabyvat.

Dalsi teoreticka i simulac¢ni analyza byla omezena na tii vybrané mo-
dely, a to aditivni model s homoskedastickou a heteroskedastickou chybou
a multiplikativni model s homoskedastickou chybou. Pro data pochazejici
z linedrniho regresniho modelu s presnymi regresory byla zkouména otazka
konzistence odhadu parametru u linearniho ¢lenu v linedrnim regresnim mo-
delu s regresory méfrenymi s chybou. Bylo dokazano, Ze tento odhad neni kon-
zistentnim odhadem linearniho ¢lenu v modelu s presnymi regresory a jeho
vychyleni zavisi na rozdéleni presnych regresorii a chyby regresorii. Dale byla
zkoumana otazka nulovosti parametru u kvadratického ¢lenu v kvadratickém
regresnim modelu s regresory méfenymi s chybou pouzitého opét pro data
pochéazejici z linedrniho regresniho modelu s presnymi regresory. Bylo uka-
zano, ze pouzitim regresorti mérenych s chybou dochézi velmi ¢asto ke zméné
tvaru odhadované regresni funkce (z pfimky se stava kfivka). Druh a veli-
kost zaktiveni se neda predpovédét bez znalosti rozdéleni piesnych regresorti
a chyby méfeni regresortl. Pokud ale pfesné regresory nemaji vliv na stfedni
hodnotu odezvy, pak chyba méfeni regresori nezptisobi vznik neexistujiciho
regresniho vztahu. Tyto teoretické vysledky potvrdila i simula¢ni studie.

Analyzu chovani odhad metodou nejmensich ¢tverci pro modely s re-
gresory méfenymi s chybou lze déle rozsitit na tfidu zobecnénych linearnich
modelid, to vSak jiz presahuje ramec této diplomové prace.
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