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Uvod

Cilem této prace je seznamit ¢tenate se zakladnimi pojmy z teorie markovskych
fetézcu, jez ma siroké uplatnéni v mnoha aplikacich, naptiklad ve finan¢éni mate-
matice nebo prirodnich védach.

Markovské tetézce jsou nahodné procesy, které splnuji urcitou podminku ne-
zavislosti na minulosti. Tato podminka se nazyva markovska vlastnost a presnéji
fikd, ze zndme-li stav procesu v Case to, nezavisi jeho budouci vyvoj (tj. v jakych
stavech bude v ¢asech t > () na jeho vyvoji v minulosti (tj. v jakych stavech byl
v casech t < t). Cas miize byt bud diskrétni (¢ € Ny) nebo spojity (¢ € T C R).
Také mnozina hodnot, kterych fetézec nabyva, muze byt diskrétni nebo spojita.
Existuji tedy celkem ¢tyti typy markovskych fetézcu, jejichz zakladni vlastnosti
a charakteristiky popiseme v nasledujich kapitolach.

V prvni kapitole se ¢tendr seznami s nejjednodussim typem markovskych
fetézcu — s tetézcem s diskrétnim casem a diskrétnimi stavy, kterymi se zabyva
[1]. Mezi tyto markovské fetézce patif napiiklad proces zaznamendavajici stav kon-
ta hrace hrajictho hazardni hru s dalsim hra¢em. Ptresnéji, hra¢ A ma na zacatku
kapital a, hrac¢ B kapital b. V kazdém kole zaplati porazeny vitézi jednu jednotku.
Hra konci v okamziku, kdy je jeden z hracu bez penéz. Veli¢ina odpovidajici sta-
vu konta hrace A je markovsky tetézec s diskrétnim casem a diskrétni mnozinou
stavu.

Druhd kapitola se vénuje také procesum s diskrétnimi stavy, ale se spojitym
casem, které jsou taktéz popsany v [1]. Piikladem takového markovského fetézce
jsou systémy hromadné obsluhy, ve kterych se muzeme zabyvat otazkou, kolik
prvka bude ve fronté néjakého systému (napiiklad, kolik lidi bude ¢ekat u po-
kladny). Predpokladdme-li, ze v intervalu (¢, ¢+ h) bude obslouzen jeden zékaznik
s pravdépodobnosti uh~+o(h) a ve stejném intervalu prijde do fronty dalsi zdkaznik
s pravdépodobnosti Ah+o(h), pak veliciny X; uddvajici pocet zakazniku ve fronté
tvotri markovsky tetézec.

Treti kapitola popisuje markovské fetézce se spojitymi stavy a s diskrétnim
casem. Tyto Tetézce se pouzivaji naptiklad pii generovani pseudonahodnych cisel
nebo pii numerickych vypoctech slozitych integralu tzv. metodou Monte Carlo,
které se vénuje text [3].

Ve ctvrté kapitole jsou popsany markovské procesy se spojitym ¢asem i spo-
jitymi stavy, kterym je vénovéna prednédska [4]. Takovym markovskym procesem
je napiiklad Brownuv pohyb.

V posledni kapitole jsou pak ziskané teoretické poznatky aplikovany na kon-
krétni priklady. Je ale otézka, zda jsou si jednotlivé typy Fetézcu néjakym zpuso-
bem podobné. Odpovéd se pokusime najit v zavéru, ve kterém porovname jednot-
livé definice markovské vlastnosti, vyjadreni Chapman-Kolmogorovovy rovnosti
a definice stacionarniho rozdéleni.



1. MR s diskrétni mnozinou
stavu a diskrétnim casem

Markovské tetézce jsou specidlnim piipadem nahodnych procesu, uvedeme zde
proto nejprve zakladni pojmy tykajici se ndhodnych procesu obecné.

Definice 1.1. Necht (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, T C R a X;,t € T,
jsou redlné ndhodné velic¢iny z (2, A, P). Pak ndhodny proces je soubor { X, t €
T'}. Prvky mnoziny T jsou casové okamziky, ve kterych fetézec pozorujeme. Pokud
T = Ny nebo T' = Z, pak tekneme, ze {X;,t € T} je proces s diskrétnim
éasem. Je-li T = [a,b], —00 < a < b < o0, pak {X;,t € T'} je ndhodny proces
se spojitym casem.

Definice 1.2. Necht {X;,t € T'} je ndhodny proces, S mnozina hodnot ndhodnych
velicin X;. Pak S se nazyvd mnozZina stavu a dvojice (5, €), kde £ je o-algebra
podmnozin S, se nazyva stavovy prostor procesu {X;,t € T'}.

1.1 Zakladni pojmy

Necht (€, A, P) je pravdépodobnostni prostor, {X,,n € Ny} ndhodny proces
nabyvajici celo¢iselnych hodnot, tj. S je ve tvaru {i € Z | In € Ny : P(X,, = 1) >
0}. Tedy S je bud konetna nebo spocetné nekoneénd a bez ijmy na obecnosti
budeme déle predpokladat, ze S = {0,1,..., N} nebo S = N.

Definice 1.3. Necht {X,,,n € Ny} je ndhodny proces, fekneme, Ze je markovsky
Tetézec, pokud splnuje

PXoi1=7 | Xn=0Xn1=tn1,...,X0=10p) =P(Xps1 =7 Xn=1) (1L1)

pro vSechna n € Ny a vSechna i, j, 49, ...,i,-1 € S takova, ze P(X,, =i, X,,_1 =
in-1,---,Xo =1p) > 0. Vztah (1.1) se nazyvd markovskd vlastnost.

Markovska vlastnost tedy iikd, ze pravdépodobnost toho, ze v ¢ase n+ 1 bude
fetézec ve stavu j, zavisi pouze na tom, kde se nachazi v case n. Pro zjednoduseni
budeme v této kapitole oznacovat markovsky tetézec {X,,

n € Nyo} pouze symbolem {X,,}.

Nyni zavedeme oznaceni pro podminéné pravdépodobnosti P(X,, = j |
X, = 1) asezndmime se s pojmem homogenity, nebot se budeme zabyvat pievazné
fetézci, které jsou homogenni.

Definice 1.4. Necht {X,} je markovsky fetézec. Budeme vzdy piedpokladat, ze
podminénd pravdépodobnost P(X,.,, = 7 | X, = i) je definovdna a nazveme
ji pravdépodobnosti prechodu ze stavu i v case n do stavu j v ¢ase n +m
(obecné budeme vyrazy tohoto typu nazyvat pravdépodobnosti prechodu m-
tého Tddu) a budeme ji znacit p;j(n,n + m).



Pokud P(X,1m = j | Xo, = 1) = P(X,, = 7 | Xo = 1), tedy pij(n,n +
m) = p;;(0,m), pak fikame, ze {X,,} je homogenni Tetézec. Vzhledem k tomu,
ze pro homogenni fetézec je podminénd pravdépodobnost P(X, .1 = j | X,, =
i) nezavisla na n, budeme pro homogenni fetézce pravdépodobnost prechodu
prvniho fadu znacit pouze p;;.

Pravdépodobnosti prechodu prvniho fadu muzeme usporadat do ctvercové
matice P = {p;;,7,j € S}, kterou nazveme matice pravdépodobnosti piecho-
du a pro kterou (z definice p;;) plati

1. pij > 0proVi,jeSs,

2. Y jesPiy = L.

Matice, ktera spliiuje 1. a 2. se nazyva stochasticka.

Definice 1.5. Pro homogenni markovsky tetézec {X,} definujeme pg»)) = 0;j,
pgj) = Dij» pglﬂ Y kes pgz)pkj, kde symbolem 4;; rozumime Kroneckerovo delta

(tedy 0;; =1 proi = j a d;; = 0 pro i # j). Matici {pgb),i,j € S} oznacime P,

7 definice p\™

;; blyne pro matici pravdépodobnosti prechodu vztah:

P =pr-D.p=p.POD =P n>1.

Jelikoz mocnina stochastické matice je opét stochastickd, jsou i matice P n >
1, stochastické.
Nésledujici véta tika, co vlastné vyse definované veli¢iny znamenaji.

Véta 1.6. Pro homogenni markovsky retézec {X,} s matici pravdépodobnosti
prechodu P plati P(Xpom =7 | Xp =14) = pgn) pro ¥Ym € Ny a Vn € Ny takové,
ze P(X,, =1i) > 0.

Diikaz. Pouzijeme indukci podle m. Necht m = 1, pak P(X,,y1 = j | X,, = i) =
Pij = pm) Necht tvrzeni plati pro m, pro m + 1 dostdvame

P(Xnimir = | Xo=1) =Y P(Xoimir = J, Xppm = k | X = 0)
kesS
= PXngmir = J | Xopm = b, Xy = )P (Xpym = k | Xp = 1) .
kesS

Z markovské vlastnosti plyne, ze P(X,imi1 = J | Xoom = £, X, = 1) =
P(Xoimi1 = J | Xoem = k). A protoze predpokladdame, ze je fetézec homo-
genni, tak P(X,1mi1 = J | Xowm = k) = P(X5 = 5 | Xo = k). Dostavame
tedy
P(XnerJrl =J ’ X, = Z Zpk]p ng v )
kes

coz jsme chtéli dokazat. O]



(n+1) _

Rovnost p;; 7 = Y kes pgz)pkj z definice 1.5 plati v obecnéjsim znéni:

Véta 1.7. Necht {X,,} je homogenni markovsky Fetézec, potom plati Chapman-
Kolmogorovova rovnost

Py = pip vmon e N (1.2)

keS
Diikaz. Vime, 7e P* = P tedy P"P" = P = P(m+%)_ Protoze pE;nJrn) je pr-
vek matice P(™*™) muizeme ho diky piedchozi tivaze vyjadrit jako > kes pgzl)p,(g),
coz jsme chtéli dokazat. O]

Nyni zavedeme dalsi dulezity pojem.

Definice 1.8. Nepodminéné pravdépodobnosti P(X,, = i),n € N oznacime p;(n)
a nazveme je absolutni pravdépodobnosti.

Pro n = 0 zna¢ime P(Xy = i) = p; a pravdépodobnostni vektor! p = {p;,i €
S} nazyvame poédteéni rozdélent tetézce { X, }.

Pozndamka. Absolutni pravdépodobnost v ¢ase n ziskdme nésledujicim vypoctem.

pi(n) =P(X, = j) =Y P(X, =4, Xo=k) =
kes

=2 P(Xo=K)P(Xs = | Xo =) =D per
keS keS

Tento vztah muzeme zapsat pomoci matice pravdépodobnosti prechodu ja-
ko p(n)" = p"P™ = pTP", kde p(n) = {p;(n),i € S} je vektor absolutnich
pravdépodobnosti.

Véta 1.9. Necht {X,,} je homogenni markovskyj retézec s pocdtecnim rozdélenim
p = {p;,7 € S} a matici pravdépodobnosti prechodu P. Pak pro konecné rozmérnd
rozdélent plati P(Xo = i9, X1 =11, .., Xn = in) = DigPigiy - - - Piny_1in -
Diikaz. Necht pro kazdé m < n plati P(Xy =i, ..., X, = i) > 0, pak muZzeme
psat
P(Xo =10, X1 =t1,..., X, =1,) =P(Xo=1ig)P(X1 =41 | Xo=0)...
P(Xn = | Xt =, Xo =01, Xo = 40) = DigPiniy -+ - Pinrin -
Necht existuje m < n takové, ze P(Xy = ig,..., X, = 4,,) = 0. Najdem
nejmensi takové a oznacime ho m*, tj. m* = min{m > 0 | P(X, = ig,..., X\ =
im) = 0}. Pak P(Xg =dg,..., Xins—1 = im+—1) > 0, muzeme tedy psat

pim*—ﬂm* = P(Xm* = Zm* XO = 7;0, e 7Xm*71 = Z.m*71>
P(XO - ’io, ce . ,Xm* - Zm*>

= . . =0.
P(Xo =00, Xpprol = Zm*71>

]

1(Sloupcovy) vektor a = {a;,j € S} spliujici a; > 0Vj € S a > jes @ = 1 se nazyvd
pravdépodobnostni vektor.




1.2 Klasifikace stavu

Jednotlivé stavy markovského tetézce lze klasifikovat podle nékolika kritérii. Na-
priklad podle pravdépodobnosti toho, jestli fetézec dany stav nékdy navstivi, a
pokud ano, jestli se do daného stavu vrati.

Definice 1.10. Necht {X,,} je markovsky fetézec, pak definujeme éas prvniho
ndvratu (resp. vstupu) do j predpisem? 7;(1) = inf{n > 0| X,, = j}.

Pokud P(Xy = j) = 1, pak 7; je cas prvniho navratu do j, pokud P(X, =
j) = 0 pak 7; je ¢as prvniho vstupu.

Pozndmka. Pro jednoduchost budeme v nasledujicim textu pouzivat znaceni P;(A)
= P(A | Xo = j), kde predokladdame, ze pocatecni rozdéleni je zvoleno tak, aby
P(Xy = j) > 0. Stiedni hodnotu pocitanou vzhledem k P; oznacime E;.

Pomoci ¢asu prvniho navratu muzeme popsat jednotlivé stavy retézce:

Definice 1.11. Necht {X,} je markovsky fetézec, j € S. Stav j se nazyvd
trvaly, pokud P;(7;(1) < co) = 1. Je-li P;(7;(1) = o0) > 0, pak se stav j nazyva
prechodnyj.

Trvalé stavy muzeme dale rozdélit podle stfedni hodnoty doby navratu.

Definice 1.12. Necht {X,} je markovsky fetézec a j € S trvaly stav. Rekneme,
ze j je nenulovy, jestlize p; = E;7;(1) < oo. Je-li p1; = oo, fekneme, ze stav j je
nulovy.

Je-li stav nenulovy, tak se fetézec dostane do stavu j v pruméru v kone¢ném
case. Pokud je ovSem nulovy, pak je predpokladand doba navratu nekonecno.
Pokud je S konecnd, pak jsou vSechny trvalé stavy nenulové (dukaz je mozné
najit v [1, str. 41]).

Definice 1.13. Necht {X,} je markovsky fetézec, j € S. Stav j se nazyva
absorpéni, pokud p;; = 1.

Definice 1.14. Definujme fi(;)) = 0, fig-n) = P(r;(1) =n), n > 1, a fi; =

Pi(1;(1) <o0) =307, Z-(jn). Vyraz fi(f) udava rozdéleni ¢asu n prvniho navratu.

Poznamka. 7 predchozi definice je ziejmé, ze stav j je trvaly pravé tehdy, kdyz
fj; = 1, a pfechodny préve tehdy, kdyz f;; < 1.
Véta 1.15. Necht Pj; je vytvorugici funkce® posloupnosti {pﬁ?)} a necht Fj; je

vytvorugici funkce {fj(jn)} Pak Pj;(s) = #ﬁ(s), 0<s<l.

2Tento predpis je pouze zkrdceny zdpis ndhodné veli¢iny definované 7;(1)(w) = inf{n > 0 |
Xn(w) =3}

3Necht {a,,n € Ng} je posloupnost realnych &fsel. Pokud pro néjaké sg > 0 plati, ze pro |s| <
s je A(s) = Y0, ans™ konvergentni, pak A(s) se nazyva vytvorugici funkei posloupnosti

{an}'



Dukaz. Plati:

s)zZp% —1+Z Z PO =1+ Fy(s) Py(s) -
n=0 n=1

[
Véta 1.16. Necht {X,,} je homogenni markovsky retézec, j € S. Pak j je trvaly
S>3, pg-”) =00 a j je prechodny < > >° pg-?) < 00.
Diikaz. Stav j je trvaly < > 7 ) =1 F;(1) =1« Pj;(l) = 0 &
ZZO opg? 0. O

Véta 1.17. Necht j € S je trvaly stav markovského Fetézee { X, }. Pak j je nulovy
& limy, e p(") =0.

Diikaz. Dukaz je uveden napft. v [1, str. 35]. O
Dalsi mozny pohled pro popisovani stavu fetézce je periodicita.

Definice 1.18. Necht {X,,} je markovsky fetézec, j € S. Ozna¢me d; = NSD(n >
1| pgf) > 0). Pokud d; > 1, pak se stav j nazyva periodicky s periodou d;.
Pokud d; = 1, pak se stav j nazyva neperiodicky.

Pozndmka. Je-li pj; > 0, pak d; = 1, tedy stav j je neperiodicky. Obracena
implikace ale neplati, i stav, pro ktery je p;; = 0, muze byt neperiodicky.

Definice 1.19. Necht { X, } je markovsky fetézec, i,j € S. Stav j je dosaZitelny
z 1 prave tehdy, kdyz dn € Ny : pl(-;”) > 0. Je-li pg;l) = 0 pro vsechna n € Ny, pak
stav j nent dosazitelny ze stavu i.

Definice 1.20. Mnozina C' C S je uwzaviend, pokud Vi € C' Vj € S\ C plati,
ze j neni dosazitelny z 7.

Definice 1.21. Necht {X,,} je homogenn{ markovsky fetézec s mnozinou stavi
S. Rekneme, ze A C S je merozlozitelnd, pokud neobsahuje zddnou vlastni
uzavienou podmnozinu (tj. pokud je kazdy stav v A dosazitelny z kazdého stavu
v A). Pokud je mnozina S uzaviend, pak fekneme, ze fetézec {X,} je neroz-
lozZitelny. Obsahuje-li S vlastni uzavienou podmnozinu, pak se fetézec nazyva
rozloZitelny.

Véta 1.22. Mnozina C C S je uzaviend < Vi€ C,j ¢ C : p;; = 0.

Diikaz. =: Necht C je uzaviena, pak zadny stav z S\ C neni dosazitelny z
zadného stavu z C'. Vyjadiime-li tuto definici pomoci pravdépodobnosti prechodu,
dostavame, ze pgl) =0proVie C,Vje S\ C aVnée Ny, tedy i pron =1.

<: Necht i € C,j ¢ C, pak p;; = 0. Chceme dokdzat, ze p@) = (0 pro Vn € Nj.

g
K dukazu pouzijeme matematickou indukci. Pro n = 0 a n = 1 tvrzeni ziejmé

plati. Predpokladejme, ze plati také pro n > 1. Z definice pg-wl) je

(n+1)
Dij szk D -
kesS



Je-li k € C, pak pr; = 0, nebot j ¢ C. Pokud k ¢ C, pak p\y) = 0 z indukéntho
(n+1)
=0. O

predpokladu. S¢itdme tedy pouze nuly a dostavdme p;;

1.3 Stacionarni rozdéleni

Definice 1.23. Necht {X,,} je homogenni markovsky fetézec s matici pravdépo-
dobnost{ prechodu P. Necht 7 = {r;,j € S} je pravdépodobnostni vektor na S.
Pokud m; = }°, g Tkpkj pro Vj € S, tj. @7 =« P, pak 7 nazyvéme vektorem
stactondrniho rozdélent.

Véta 1.24. Necht {X,} je nerozloZitelny homogenni markovskyj Fetézec s matici
pravdépodobnosti prechodu P. Pak plati ndsledujici turzend.

1. Pokud jsou vSechny stavy retézce prechodné nebo pokud jsou vsechny trvalé
nulové, pak staciondarni rozdéleni neexistuje.

2. Pokud jsou vsechny stavy trvalé nenulové, pak existuje prdvé jedno staci-
ondrni rozdélent.

3. Necht jsou vsechny stavy trvalé nenulové. Pokud jsou viechny stavy nepe-
riodické, pak m definované vztahem m; = lim,, o pgl) > 0 je vektor staci-
ondrniho rozdéleni. Pokud jsou vSechny stavy periodické, pak 7 definované
vztahem m; = limy, o % py- pl(f) je vektor staciondarniho rozdelend.

Diikaz. Dukaz ¢tenaf nalezne napt. v [1, str. 52]. [

Poznamka. V nerozlozitelném tetézci s konecnou mnozinou stavi staciondrni
rozdéleni vidy existuje, nebot jsou vechny jeho stavy trvalé nenulové (dikaz
je uveden v [1, str. 41]).



2. MR s diskrétni mnozinou
stavu a spojitym casem

2.1 Zakladni pojmy

Nejprve opét definujeme pojem markovského fetézce, tentokrat pro procesy se
spojitym ¢asem. Stéle pracujeme s pravdépodobnostnim prostorem (£2,.4,P) a
nahodnym procesem, ktery nabyva pouze celo¢iselnych hodnot, ovSsem v casech
t € [0,00). Ndhodné procesy, o kterych budeme hovorit, jsou tedy tvaru {X;,¢ >
0} a pojem markovskosti pro né definujeme takto:

Definice 2.1. Nahodny proces s diskrétni mnozinou stavu {X;,t > 0} je mar-
kovsky Tetézec se spojitym casem, pokud spliuje

P(Xe=J | Xs =14, Xy, =in,..., Xyy = ig) = P(Xy = j | Xs =1) (2.1)

pro vSechna 0 < tg < t; < --- < t, < s <t a vSechna i, j,ip,,ip_1,...,%0 € S
takova, ze P(Xs; = 4, X;, = 0, X¢, | = in-1,...,Xg, = Gp) > 0. Vztah (2.1) se
nazyva markovskd vlastnost.

Pro zjednoduseni budeme v této kapitole oznacovat markovské fetézce pouze
symbolem {X;} na misto {X;,t > 0}. Definujeme nyni dilezité pojmy analogické
predchozi kapitole:

Definice 2.2. Necht {X;} je markovsky fetézec, pak pro ¢t > s definujeme
pravdépodobnost prechodu ze stavu ¢ v case s do stavu j v ¢ase t predpisem
pij(S,t) = P(Xt :j ’ XS = Z)

Spliwuje-li fetézec Vs, t > 0 rovnost p;;(s,s +t) = p;;(0,t), pak se nazyvé
homogenni. Pro homogenni fetézec znacime p;;(t) = p;;(0,¢). Dale definujeme
pij(0) = 6;;. Absolutni pravdépodobnost v case t definujeme vztahem p;(t) =
P(X, = j).

Pozndmka. 7 pravdépodobnosti prechodu muzeme opét vytvorit matice, jednot-
livé pravdépodobnosti ovSem zavisi na case. Proto bude pro kazdé t > 0 vypadat
matice pravdépodobnosti pfechodu jinak a markovskému fetézci {X;} bude od-
povidat cely soubor stochastickych matic {P(t),t > 0}.

I pro homogenni fetézce se spojitym ¢asem plati rovnost (1.2), a to v nésledu-
jicim tvaru:

Véta 2.3. Necht {X;} je homogenni markovsky Tetézec, pak plati

pis(s+1) =Y pu(s)pr(t), i,j €S . (2.2)
keS

Vztah (2.2) se nazyva Chapman-Kolmogorovova rovnost.



Dukaz.

P(Xepr =3 | Xo=1) =) P(Xoeps = j, Xo = k | Xo =)
keS
=Y P(Xeu=j|Xo=kXo=0)P(X, =k | Xo=1) .
kesS

Diky homogenité a markovské vlastnosti je posledni vyraz roven ), ¢ pix(5)pi; (),
coz jsme chtéli dokézat. [l

2.2 DMatice intenzit a Kolmogorovovy diferen-
cialni rovnice

Pred uvedenim dalsich vlastnosti markovskych fetézcu definujeme pojmy pro
nédhodny proces {X;,t € T'}, kde T' C R, ktery nemusi mit markovskou vlastnost.
Radi bychom zajistili, aby nespocetny prunik (), {w | X¢(w) = j} byl ndhodny
jev, tedy abychom mohli poéitat pravdépodobnosti jevu [Vt € [a,b] : X; = j]. To
nam zajisti nasledujici definice.

Definice 2.4. Necht T' C R je interval a {X;,t € T} ndhodny proces. Pokud v
T existuje spocetna hustd podmnozina D a existuje-li jev A C €, pro ktery plati,
ze P(A) = 0 a ze pro kazdou uzavienou mnozinu C' C R a libovolny otevieny
interval I C Tje{w |Vt € IND : Xi(w) € C}\{w |Vt € INT : X;(w) € C'} C A.
Pak se proces {X;,t € T'} nazyvé separabilni.

Déle definujeme spojitost podle pravdépodobnosti neboli stochastickou spoji-
tost.

Definice 2.5. Necht {X,,t € T} je ndhodny proces a necht t, € T. Je-li Ve >
0 : limyy, P(| Xt — X4, | > €) = 0, pak fekneme, ze {X;,t € T'} je stochasticky
spojity v bodé t,. Ndhodny proces nazveme stochasticky spojitym, jestlize
je stochasticky spojity v kazdém bodé T'.

Se znalosti téchto pojmu muzeme vyslovit nasledujici dulezitou vétu.

Véta 2.6. Kazdy stochasticky spojity ndhodny proces md stochastickou verzi,

kterd je separabilnd.

Diikaz. Dukaz je uveden v [2]. O

Vratme se nyni k markovskym fetézciim a uvazujme homogenni markovsky
fetézec {X,} se spojitym casem, ktery navic splituje lim; o4 p;;(t) = 6;;. Z této
podminky spoleéné s predpokladem p;;(0) = ¢;; plyne, ze fetézec {X;} je sto-
chasticky spojity (dukaz ¢tendi nalezne napi. v [1, str. 73]). Z predchozi véty
dostdvame, ze existuje separabilni verze procesu {X;}. V nésledujicim textu bu-
deme uvazovat pravé tuto verzi, kterou (vzhledem k predpokladu lim; o4 p;;(t) =
d;7) umime vzdy najit.

Necht {X;} a {Y;} jsou ndhodné procesy. Pokud P(X; = Y;) = P({w | X;(w) = Y;(w)}) =1,
pak proces {Y;} nazveme stochastickou verzi procesu {X;}.
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Véta 2.7. Necht {X,} je Fetézec s vijse zminénymi vlastnostmi, pak Vi € S exis-
tuje (ne nutné koneénd) limy, o4 %ﬂh), kterou znacime q; a nazyvdme celkovd
intenzita stavu i.

Pro kazdéi,j € S, i # j, existuje limy, o4 p”}fh) , kterou znacime q;; a nazyvdame
intenzita prechodu ze stavu i do stavu j.

Ddle definujeme q;; = —q; a plati Vi € S : ZjeS ¢; <0, . Zi# ¢ij < q;.

Diikaz. Dukaz muze ¢tendf nalézt v [1, str. 74]. O

V nésledujicim textu budeme uvazovat pouze fetézce, pro které ¢; = > . 2 Qij-
Intenzity prechodu muzeme usporadat do matice nasledovneé:

Definice 2.8. Matice Q = {¢;;,,j € S} se nazyvad matice intenzit.

7 predpokladu rovnosti celkové intenzity a souc¢tu intenzit prechodu plyne, ze
soucet prvku v fadcich matice je nula, a z definice celkové intenzity plyne, ze na
diagondle jsou zédpornd ¢isla, pripadné nuly (Q tedy neni stochasticka).

Vztah mezi matici intenzit a maticemi pravdépodobnosti prechodu popisuji
Kolmogorovovy diferencialni rovnice.

Véta 2.9. Necht {X;} je markovsky Tetézec s matici intenzit Q a necht Vi € S
je ¢ < oo. Pak Vi,j € S jsou p;; diferencovatelné a plati Kolmogorovovy
retrospektivni diferencidlni rovnice P'(t) = QP(t), tedy:

pi;(t) = Z GirPri(t) = —qipi; (t) + Z QikPrj(t) -

kes ki

Pokud pJT(h) konverguji ke q;; stejnomérné v i, pak plati Kolmogorovovy pro-
spektivni diferencidlni rovnice P'(t) = P(t)Q, tedy:

pi;(t) = Zpik(t)ij = —pi(t)g; + sz‘k(t)ij :

kes ktj

Diikaz. Vychézi z (2.2) a je uveden v [1, str. 83]. O

2.3 Klasifikace stavu

Véta 2.10. Necht {X;} je homogenni markovsky retézec, i,j € S;i # 7 a 0 <
q; < 00. Pak pravdépodobnost, Ze Tetézec ze stavu 1 prejde nejprve do stavu j, je
rOUNa qq—J

Diikaz. Dukaz je uveden v [1, str. 78]. O

Definice 2.11. Necht {X;} je markovsky fetézec s matici intenzit Q, j € S.
Rekneme, 7Ze stav j je absorpéni, pokud ¢g; = 0. Je-li 0 < g; < oo, pak stav j
se nazyva stabilni. Je-li ¢; = 0o, tj. pokud pro Ve > 0 je P(Vt € [0,¢] : X} = j |
Xo = j) = 0, pak se stav j nazyva nestabilni (resp. prchavy).
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Pozndmka. Necht j je absorpéni stav markovského fetézce {X;}, pak vzhledem
k predpokladu ¢; = > itk Dk bude j-ty fadek matice Q nulovy.

Necht {X;} je homogenni markovsky fetézec. Necht pro ngjaké i € S plati
P(Xo =1) = 1. Pokud je ¢; > 0, pak fetézec setrvd v i po dobu, kterou oznacime
T;, poté prejde s pravdépodobnosti % do stavu j. Je-li ¢; > 0, fetézec setrva
ve stavu j po dobu 7} a poté s pravdépodobnosti %’“ prejde do stavu k. Pokud
je ¢; = 0, pak fetézec zustavd navzdy ve stavu j, tedy Tj = oo, stav j je tedy
absorpéni.

Necht J() = O, J = 1nf{t > 0 | Xt 7é X()}, Jy = 1nf{t > Jp | Xt 7é
Xnty ooy Jppr = inf{t > J, | Xy # X;,}. J, jsou okamziky?, ve kterych
dochézi ke zméné stavu tetézce. Doby mezi pfechody pak muzeme vyjadrit jako
S1=Jy, Sy =Jy— Jp (pokud je J; = oo, definujeme Sy = o0). Pro n > 1 je pak

Jn = p_1 Sk

Definice 2.12. Casem exploze nazveme nihodnou veli¢inu & = supJ, =
2211 Sk-

Definice 2.13. Necht {X;} je homogenni fetézec se stabilnimi stavy spliujici
pro Vi € S vztah P(§ = oo | Xo = i) = 1 se nazyva reguldrni. Pokud fetézec
neni regularni, pak se nazyva explozivni.

Definice 2.14. Pro markovsky fetézec {X;} definujeme éas prvniho ndvratu
(resp. prichodu) T;(1) predpisem T;(1) = inf{t > J;, X; = j}.

Definice 2.15. Nechf {X,} je markovsky fetézec, j € S. Rekneme, Ze stav j je
trvaly, pokud bud ¢; = 0 nebo ¢; > 0 a zdroveri P(7;(1) < oo | Xo = j) = 1.
Je-lig; > 0 a P(7;(1) =00 | Xg = j) > 0, pak stav j se nazyva prrechodny.

Definice 2.16. Necht {X;} je markovsky fetézec, j € S trvaly stav. Je-li ¢; > 0
a zaroven E(7;(1) | Xo = j) = oo, pak je stav j nulovy. Rekneme, ze j je
nenulovy, jestlize ¢; = 0 nebo plati-li ¢; > 0 a zéroven E(7;(1) | Xo = j) < oo.

Pozndmka. V markovskych fetézcich se spojitym ¢asem nedefinujeme periodické
stavy.

Nasledujici véta tika, jaka je pravdépodobnost toho, Ze fetézec v daném stavu
setrva alespon danou dobu.

Véta 2.17. Necht {X;} je homogenni markovsky retézec, pak plati, Ze P(Vt €
[s,s+h]: Xy =1i| X, =1i)=e"%" proVs >0 a pro Vh > 0.

Diikaz. Dukaz ctenar nalezne napiiklad v [1, str. 76]. O

Véta 2.18. Necht {X,} je homogenni markovsky retézec. Necht q; = 0, pak pro

Vt > 0 jep;;(t) = 1. Necht 0 < ¢; < 0o, potom doba setrvdni ve stavu j je ndhodnd

velicina s exponencidlnim rozdélenim se stredni hodnotou i (doba setrvani md
J

tedy hustotu f(t) = qje” %', t >0).

2Jedn4 se ve skuteénosti o ndhodné veli¢iny definované vztahy J,41(w) = inf{t > J,(w) |
Xt(w) 75 XJn(w)(w)}.
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Diikaz. Necht ¢; = 0, pak p;;(t) =P(X; =7 | Xo=7) > P(Vs € [0,¢] : X; =7 |
Xo=j)=e Wt =¢e"=1.

Necht 0 < ¢; < oo. Ozna¢me dobu setrvan{ v j symbolem T;. Pak plat{ [T} >
x] = [Vt € [0,2] : X = j], tudiz P(T; > 2 | Xo =j) = P(Vt € [0,2] : X4 = 7 |
Xo =j) = e %" Z toho plyne, ze P(T; <z | Xg =j) =1—e %", 2 >0, coz je
distribuc¢ni funkce exponencialniho rozdéleni. [l

Definice 2.19. Necht {X;} je markovsky retézec, i,7 € S. Rekneme, 7Ze stav j
je dosazitelny ze stavu i, pokud 3t > 0 takové, ze p;;(t) > 0. Je-li kazdy stav
dosazitelny z kazdého stavu, pak fekneme, ze fetézec {X;} je nerozloZitelny.

2.4 Stacionarni rozdéleni

Definice 2.20. Necht {X;} je homogenni markovsky fetézec. Necht 7 = {7;,j €
S} je pravdépodobnostni vektor na S. Potom 7 se nazyva staciondrni rozdéle-
n#, pokud pro V¢ > 0 plati w7 = w7 P(t).

Definice 2.21. Necht {X;} je homogenni markovsky retézec, a = (a;,j € S) je
pravdépobnostni vektor. Pokud lim;_, p;;(t) = a; pro vSechna i, j € S, pak a se
nazyva limitni rozdélent.

Véta 2.22. Necht v markovském retézei {X;} existuje limitni rozdélend, pak je
staciondrni.

Diikaz. Necht existuje limitni rozdélen{ {a;}, tedy existujf limity limy;_, pi;(t) = a;
aa; >0, ga; = 1. Checeme dokazat, 7e je stacionarni, tj. a; = >, s arpr; (1),
7 € S,t > 0. Zvolme pevné h > 0, pak z Chapman-Kolmogorovovy rovnosti je
pij(t +h) = s Pir(t)prj(h). Limitnim pfechodem pro ¢ — oo dostdvame

N N
a; = lim kezspz-ka)pkj(h) > ;tgn; pir(t)pr (h) = kZ_o QPR

Tedy a; > >, cqarprj(h) (v piipadé nekonecné S provedeme na obou strandch
limitn{ pfechod N — 00). Necht pro né&jaké j plati ostra nerovnost, pak

1= Zaj > ZZakpkj(h) = ZakZpkj(h) =1.

jes jES keS keS  jes
Dospéli jsme ke sporu a tudiz plati a; = >, ¢ axpr;(h). O]

Véta 2.23. Necht {X;} je regquldrni markovsky Fetézec, definujme posloupnost
nahodnych velicin {Y,,n € No} predpisem Yy = Xo, Y, = X, (4. Yo(w) =
X (W) ). Pak{Y,} je markovskyj Tetézec s diskrétnim casem a matici pravdépo-
dobnosti prechodu Q" = {q;;,i,j € S}, kde pro q¢; = 0 je ¢j; = d;; a pro ¢; > 0 je
4 = %, pokud i # j, a qj; = 0.

Pozndmka. Retézec {Y,.} definovany v ptredchozi vété se nazyva vnoreny dis-
krétni tetézec (nékdy téz skeleton).
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Pozndamka. Pro markovsky fetézec se spojitymi stavy a jeho vnoreny retézec plati

PXy=i) =) PYa=1i, Jo<t<Jop).

n=0

Pozndmka. Necht {X;} je markovsky Fetézec se spojitym casem a {Y,} vnoreny
fetézec. Pak j € S je trvaly v {X;} pravé tehdy, kdyz je trvaly v {Y,, }. Nemuzeme
ale tvrdit, ze stav, ktery je nenulovy ve vnoreném fetézci bude nenulovy také v

{Xi}.
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3. MR se spojitou mnozinou
stavi a diskrétnim casem

3.1 Zakladni pojmy

Definice 3.1. Necht (S, ) je meritelny prostor a necht funkce P : Sx & — [0,1]
splnuje

1. Vx € S je P(x,-) pravdépodobnostni mira na &,
2. VA e € je P(-,A) E-metitelna.
Pak P se nazyva markovské (resp. prechodové) jddro na (S,€).

Definice 3.2. Necht S je obecnd mnozina stavii, £ spoCetné generovana o-algebra
a p pravdépodobnostni mira na S. Rekneme, ze ndhodny proces {X,,} s obecnou
mnozinou stavu S je homogenni markovsky Tetézec s pocatetnim rozdélenim
p a piechodovym jadrem P, pokud plati

P(Xo € Ap, X1 € Ay,..., X, € A,) =

= /A . ./A P(Yn-1,An)P(Yn—2,dyn—_1) ... P(yo,dy1)p(dyo) (3.1)

pro v8echna n € Ny a pro vsechna Ag, Ay,..., A, € £.

Pozndmka. Necht {X,,} je homogenni markovsky fetézec s prechodovym jddrem
P. Pak pro kazdou omezenou mértitelnou funkci A na S a pro Vn € Ny plati

E(h(Xni1) | Xo -, Xo) = E(h(Xns1) | X,,) (3.2)

Definice 3.3. Necht P%(z, A) = §,(A), kde 4, je Diracova mira®. Definujeme
prechodové jadro n-tého vddu, n € N, indukénim vzorcem

Pz, A) = /SP(y,A)P”_l(w,dy) )

I pro fetézce s obecnou mnozinou stavu plati Chapman-Kolmogorovova
rovnost:

Véta 3.4. Necht {X,} je homogenni markovskyj retézec s obecnou mnoZinou
stavi. Pak plati

P (x, A) = / P™(x, A)P"(x,dy)
S
pro kazdé m,n € Nj.

ISymbol [ f(z)u(dz) je pouze jiny zpiisob zépisu [ f(z)du(x) = [ fdu .
2Diracova mira je definovédna ptedpisem d,(A4) =1 pro z € A, §,(A4) = 0 jinak.
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Diikaz. Dukaz je uveden v [3, str. 15]. O

Definice 3.5. Necht A € £, fekneme, 7e mnozina A je trvald, pokud pro Vz € A
plati E(na | Xo = x) = 00, kde na = > 7, 1ix,e4) je doba setrvdni v mnoziné
A. Je-li E(na | Xo = x) < 0o pro Vo € A, pak A se nazyva prechodnd.

Definice 3.6. Nechf {X,} je markovsky fetézec s markovskym jadrem P. Rekne-
me, ze mnozina A C &€ je absorpéni, pokud P(x, A) =1 pro Vz € A.

Definice 3.7. Markovky fetézec {X,,} je periodicky, pokud existuje ¢ € N, ¢ >
1, a pokud existuji po dvou disjunktni Ag, Ay,..., 4,1, 4, = Ay € & takové, ze
proVz € A;, i € {0,...,q— 1}, je P(z, A;y1) = 1. V opacném piipadé se nazyva
neperiodicky.

Definice 3.8. Ndhodnou veli¢cinu 74 = inf {n € N| X,, € A} nazyvdme dobou
proniho ndvratu do A.

Definice 3.9. Necht ¢ je pravdépodobnostni mira na £. Markovsky fetézec { X, }
je p-nerozlozitelny, pokud existuje n € N takové, ze P"(x, A) = 0 pro kazdé
r €S akazdé A € &, pro které p(A) > 0.

Poznamka. Ptedchozi definice je ekvivalentni definici pomoci doby prvniho navra-
tu: markovsky fetézec {X,} je p-nerozlozitelny pravé tehdy, kdyz P(74 < oo
Xo=z)=0proVz €S apro viechna A € &, pro které p(A) > 0.

3.2 Stacionarni rozdéleni

Necht P(z,-) je homogenni markovské jadro na méfitelném prostoru (5, E). Oz-
nacme P mnozinu pravdépodobnostnich mér na &.

Definice 3.10. Pro v € P definujeme P*(v) € P piedpisem (P*(v))(A) =
Jg P(x, A)dv(x).

Definice 3.11. Necht {X,} je markovsky fetézec, necht 7 je o-koneénd mira
na S. Potom 7 se nazyva invariantni mira, pokud m = P*(r). Kdyz je «

pravdépodobnostni mira, pak se nazyva staciondrni rozdéleni markovského
retézce.

Definice 3.12. Necht 7 je pravdépodobnostni mira na S, {X,} markovsky
fetézec. Rekneme, ze 7 je limitni rozdéleni markovského tetézce, pokud pro
m-s.v. x € S a pro vSechna A € &€ plati lim,, . P"(z, A) = m(A).

Véta 3.13. Necht {X,.} je markovsky retézec a necht 7 je jeho limitni rozdélend.
Pak 7 je staciondrni.

Diikaz. Necht A € &, pak plati

m(A) = lim P"(z,A) = lim [ P(y, A)P" '(z,dy)

n—o0 n—oo S

_ /S Py, A)r(dy) = (P*(m))(A) .
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4. MR se spojitou mnozZinou
stavu a spojitym casem

4.1 Pojmy z teorie pravdépodobnosti

Definice 4.1. Necht (92, A) je méiitelny prostor. Filtrace indexovand T' C R je
systém {F;,t € T} pod-o-algeber A, pro ktery plati

Fs C F, pokud s <t, s,teT.

Definice 4.2. Oznacme L(A) mnozinu vSech redlnych A-méfitelnych nahodnych
velicin, tj. L(A) = {X : (,A4) — (R, B)}. Proces {X;,t € T} je (F;)-adaptova-
ny, pokud X; € L(F,) pro kazdé t € T.

Definice 4.3. Necht (2, F,P) je pravdépodobnostni prostor a {F;} je filtrace v
(Q, F). Pak (Q, F,{F:},P) nazveme filtrovanym pravdépodobnostnim pro-
storem (resp. stochastickou bdzi).

Definice 4.4. Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor, 1 < p < oco. Symbo-
lem L,(2, A, P) znacime systém vsech ndhodnych veli¢in na (2, A, P), pro které
plati E| X [P < oco.

Definice 4.5. Necht X € L;(2,A,P) a necht B C A je o-algebra. Podminénd
stredni hodnota X vzhledem k B je ndhodnd velicina E(X | B), kterd spliuje

1. E(X | B) € Li(2,A,P),
2. [LE(X | B)dP = [, XdP pro viechna B € B.

Definice 4.6. Necht B C A je o-algebra a necht A € A, pak ndhodnou veli¢inu
P(A | B) = E(14 | B) nazveme podminénou pravdépodobnosti A pri 5.

Definice 4.7. Necht X je ndhodnd veli¢ina na prostoru (2, A, P), pak fekneme,
7e 0{X} = {XYB) | B € £} je o-algebra ndhodné veliciny X. Obecnéji
o{Xi [t €T} = o{Uer o{Xe} )

4.2 Zakladni pojmy

Necht (S, &) je méFitelny prostor. Ozna¢me b€ je prostor viech omezenych redl-
nych &-méritelnych funkei na S a ddle A mnozinu vSech usporadanych indexu,
tedy A = {(s,t) | s,t € R},s < t}.

Definice 4.8. Necht (2, F, {F;}, P) je filtrovany pravdépodobnostn{ prostor. Ne-
cht {X;,t > 0} je {F;}-adaptovany ndhodny proces s hodnotami v S. Ndhodny
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proces {X;,t > 0} ma {F;}-markovskou vlastnost, pokud pro kazdou A € A
a pro viechna (s,t) € A plati!

PX,€A|F)=P(X, € A|X,) .

Véta 4.9. Necht X je {F;}-adaptovany proces. Pak ndsledugici tvrzeni jsou ekvi-
valetni:

1. X ma {F}-markovskou vlastnost.
2. Vf ebE aV(s,t) € A plati
E(f(Xy) | Fo) = E(f(X0) [ X)-

3. ¥s>0aVB e o{X,|r>s} plati
P(B|F:) =P(B|X,).

4. ¥s>0 aV¥ne€bo{X, |r>s} plati
E(n| Fs) =E@ | Xs).

5.Vs>0aVBeo{X,|r>s}VCeFje
P(BNC | F,) =P(B|X,)P(C|X,).

Diikaz. Dukaz je uveden v [4, str. 3. O

Definice 4.10. Pro markovské jadro P definujeme pro kazdou f € b€ linedrni
operdtor Tp predpisem (Tpf)(x) = [, f(y)P(x,dy), = € S.

Pozndmka. Tp je omezeny pozitivni linearni operator s normou 1.

Definice 4.11. Necht P, ) jsou markovsk4 jadra, jejich sklddan{ definujeme pied-
pisem

<PmeAw:[;m%Aﬂ%%dw
prox €S, Aek.

Takto definované P(Q) je opét markovské jadro, ale PQ) neni nutné rovno )P
(tj. skladani markovskych jader neni komutativni).
Priklad 4.12. Necht S = [0,1],Q(z,-) = X (Lebesgueova mira na R) a P(z,-) =
0z. Pak
1

PO [0.4) = [ M) PGady) =5 [ aby =5

ale

QP 0.4) = [ by(l0. ) drxw =1

1

Wyraz P(X; € A | Xs) je definovan jako P(X; € A | o{Xs}).
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Definice 4.13. Piechodovd pravdépodobnost je systém markovskych jader
P ={P,;| (s,t) € A} splaujici Chapman-Kolmogorovovu rovnost

Py = PoyPuy, Vs <u <t s t,uecR". (4.1)
Pro prechodovou pravdépodobnost budeme uzivat také znaceni
P(s,z,t, A) = Ps4(z, A) .

Na P tedy muzeme nahlizet jako na funkci ¢ty proménnych. Chapman-
Kolmogorovovu rovnost pak muzeme zapsat ve tvaru

P(s,z,t,A) = / P(u,y,t, A)P(s,z,u,dy) Vs <u<t.
E

Ze vztahu (4.1) plyne, ze Pss = Pﬁs. To ale nutné neznamend, ze P je
neutralni prvek vzhledem ke skladani markovskych jader, tj. obecné pro x €
S,s > 0, neplati P(s,x,s,:) = 6,. Takovda x € S, pro kterd rovnost neplati,
se nazyvaji body vétveni. Ptechodové pravdépodobnosti, které naopak rovnost
spliuji, se nazyvaji normdlni. V dalsim textu predpoklddame, ze prechodové
pravdépodobnosti jsou normalni.

{Fi}-adaptovanému ndhodnému procesu { X, } je piitazena prrechodovd prav-
dépodobnost P, plati-li

V(s,t) e A:P(X; € A| Fy) = P(s, X, t,A) .

Z tohoto vztahu plyne P(X; € A | F,) = P(X; € A | X,), tedy proces {X;} ma
{F:}-markovskou vlastnost.

Definice 4.14 (Dynkin). Necht Vo € S je {z} € £ a necht P je prechodovd
pravdépodobnost na (S,&). Pak systém (Q, {F,4, (s,t) € A} A{Xe}, {Psz.s >
0,z € S}) je markovsky proces v S s prechodovou pravdépodobnosti P, pokud

1. V(s,t) € A je Fy4 o-algebrana Qa Fyy C F,, pro0 <g<s<t<r<oo,
2. Y(s,t) € A je X; Fsp-métitelnd ndhodna velicina,

3. Vs > 0,7 € S je Py, pravdépodobnostni mira na F, o = 0{U, Fer}
pro kterou plati P, .(Xs = 2) =1 a P, (X; € A | Fs,) = P(r, X,,t, A)
P, .-skoro jisté pro VA € € a r, s, t € R} takové, ze s <r < L.

Markovsky proces je cely soubor ndhodnych procesu, nikoli nahodny proces
ve smyslu predchazejicich kapitol.

Definice 4.15. Necht P je ptrechodové pravdépodobnost. P je homogenni,

pokud
P(s,z,t,A) = P(0,z,t — s, A)

proVx € S;Ae€ & (s,t) € A.
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Obvykle se pak pise P(0,z,t, A) = P(t,z, A) = P;(x, A) a Chapman-Kolmogo-
rovovu rovnost muzeme napsat ve tvaru P (x, A) = [ P(y, A)Ps(z, dy).

Definice 4.16. Homogenni markovsky proces je markovsky proces (£, { Fs+},
{Xi},{Ps.}) v méfitelném prostoru (S, ), pro ktery plati, ze

1. prechodova funkce P je homogenni,

2. pro kazdé t > 0 existuje zobrazeni 6, : 2 — ) takové, ze pro kazdé h > 0 a
pro viechny w € Q plati X, (6;(w)) = Xpin(w).

4.3 Stacionarni rozdéleni

Necht P;(z,-) je homogenni méfitelnd prechodova funkce na métitelném prostoru

(S, ).

Definice 4.17. Pro v € P se P} : P — P nazyva adjungovand markovskd
semigrupa.

Pozndmka. P} (v) je definovano stejnym predpisem jako v predchozi kapitole,
tedy (P (v))(A) = [4 Pi(z, A)dv ().

Definice 4.18. Mira u* € P se nazyva tnvariantni mirou vuci P, pravée
tehdy, kdyz pro vSechna ¢ > 0 plati pu* = P;u*.

Definice 4.19. Necht {X;,¢ > 0} je ndhodny proces na pravdépodobnostnim
prostoru (€, A, P) se spojitym ¢asem a stavovym prostorem S C R™. Necht z € S
a oznacme E, sttedni hodnotu vzhledem k pravdépodobnosti P( - | Xy = z). Proces
{Xi,t > 0} se nazyva fellerovsky, pokud pro kazdé t > 0 a kazdou spojitou
g € b€ je E,.(g(X;)) spojita funkce proménné .

Definice 4.20. Necht (Z,T) je topologicky prostor a ¥ necht je o-algebra, pro
kterou T C X. Necht M je mnoZina pravdépodobnostnich mér na ¥. Pak se M
nazyva tésnd, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje kompaktni podprostor K C 7
takovy, ze pro kazdou p € M je p(K) > 1 —e.

Véta 4.21 (Krylov—Bogoljubov). Necht stavovy prostor S C R™ je 4iplni me-
tricky podprostor. Necht {X;} je fellerovskyj markovsky proces a mecht existuje
alesponi jedno x takové, Ze mnozina mér {P;(x,-) | t > 0} je tésnd. Pak existuje
movartantni mira pu* € P.

Diikaz. Dukaz Ctenaf nalezne v [5, str. 21]. O

4.4 Semigrupy operatoru

Necht S je Banachuv prostor. Ozna¢me L£(S) mnozinu omezenych linedrnich
operatoru na S.
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Definice 4.22. Systém omezenych linedrnich operatoru {T'(¢),¢t € R{}, T(t) :
S — S, nazveme silné spojitou semigrupou (resp. Cy-semigrupou) s operaci
skladani na .S, pokud plati

1. T: Ry — L£(S) je homomorfismus, tj. T(0) =T a T(t +s) = T(t) o T(s)
pro Vt,s € RT,

2. limy_o4 ||T(t)x — z|| = 0 pro Vz € S.
Priklad 4.23. Necht S = R", definujeme T(t)z = ez, kde A € RV a A =

o tk,:!‘k. Pak plat{

1. efleAs = eAttAs — oAl+s) pebot pokud AB = BA, pak eAt8 = edeb,

k kx
2. [leMx — || = || 2232, Sl < 32 GlAIMz) — 0 pro ¢ — 0+

Tedy {T'(t)} je silné spojita semigrupa.

Pozndmbka. V predchozim pifkladé definovand ez je vlastné fesenim diferencidlni
rovnice y' = Ay s pocatecni podminkou y(0) = x.

Priklad 4.24. K {P;} (homogennimu systému pfechodovych pravdépodobnosti)
muzeme priradit systém operdtoru Pt = [o(y)Pi(z,dy), ¢ € bE. Na b€ lze
prirozené definovat normu vztahem ||g0|| = Sup,cg |p(x )|7 s niz se tento prostor
stava Banachovym prostorem a P; jsou omezené linearni funkcionaly. Je mozné
ukdazat, ze tento systém operatoru tvori silné spojitou semigrupu.

T(t)z—x

Definice 4.25. Necht A je operator definovany pfedpisem Ax = lim;_,q

%T(t)x\ o S€ nazyvéa infinitezimdlni generdtor semigrupy {7'(t)}. Necht
Dom(A) = {x € S| limy_,0+ M existuje v S}, pak A je linedrni zobrazeni z

Dom(A) do S. Silné spojita semlgrupa generovana operatorem A se casto znaci
At
et

Priklad 4.26. Pro markovsky fetézec s diskrétnimi stavy a se spojitym casem
odpovida semigrupé z piikladu 4.24 systém matic {P(t)}, které muzeme chépat
jako linedrnf operatory na R". Resenim Kolmogorovovy rovnice P'(t) = QP(t) s
pocatecni podminkou P(0) = I dostaneme P(t) = e?, tedy podle pifkladu 4.23
tvoii systém {P(¢)} silné spojitou semigrupu a Q je jeji infinitezimalni generdtor.
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5. Priklady

5.1 Hazardni hra dvou hracua

Uvazujme hazardni hru dvou hracu, A a B, kterd muze skonc¢it pouze vyhrou
jednoho z nich. Necht hréa¢ A mé v ¢ase 0 kapital a € N, hra¢ B kapitdl b = ¢ —a,
kde ¢ > a, ¢ € N je celkova suma, které je ve hie. Hrac, ktery prohraje, zaplati
vyherci jednu jednotku. Hra konéi v okamziku, kdy je jeden z hracu bez penéz.

Necht p € (0,1) znaci pravdépodobnost vyhry hrdce A a ¢ = 1 — p pravde-
podobnost vyhry hrace B. Definujeme ndhodnou velicinu X,, jako kapital hrace
A v case n. Plati tedy:

P(X():a):l
P(X1:a+1):p
P(Xi=a-1)=¢q.

Zajima nas, zda méa ndhodny proces {X,,n € Ny} markovskou vlastnost.
To zjistime spocitdnim podminénych pravdépodobmnosti P(X,.; = j | X, =
0, Xn1=tpn1,.-,Xo=a)aP(X,p1 =7 X,=1).

Definujeme pomocnou ndhodnou veli¢inu Y,,, kterd bude udavat zisk, resp.
ztratu, hrace A v n-tém kole, tj. Y, = £1. Velicinu X,, pak muzeme zapsat ve
tvaru: X, 11 = X, + Y11, pokud hra neskoncila uz v n-tém kole, tedy pokud
X, # 0 nebo X,, # c.

Ptredpokladejme, ze hra v ¢ase n neskoncila a pocitejme podminéné pravdé-
podobnosti:

P(Xn+1 :j ‘ X, = inn—l = in—lv"wXO = CL) =
= P(Xn+Yn+1 =J ’ Xy = ivXn—l = Z-n—la--w)(l] = (Z) =
= P(Yn+1 :j—’b | Xn :i;Xn—l :in_l,...,Xo = a) = P(Yn+1 :j—l) .
Posledni rovnost plyne z toho, ze Y, .1 je nezavisla na X, k < n. Druha strana
rovnosti:
P(Xn+1 =J | Xn:i) - P(Xn+yn+1 =7 | Xn:i) -
Pokud hra v ¢ase n skoncila, pak se fetézec v ¢asech k > n déle nevyviji. Nahodny

proces {X,,} mé tedy markovskou vlastnost a pravdépodobnosti prechodu vypa-
daji nasledovné:

p j=i+l
g =11
Pi=\1 joiz0j=i=c’
0 jinak

Matice pravdépodobnosti prechodu mé roznér (¢ + 1) x (¢ + 1) a vypada takto:
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qg 0 p 0 0
p— |V ¢

: 0O p O

0 . 0 ¢q O

0 0o 0 0 1

5.2 Poissonuv proces

Uvazujme udalosti, které prichazeji ndhodné v case a predpokladejme, ze pocty
udélosti v disjunktnich intervalech jsou nezavislé ndhodné veliciny. Pravdépo-
dobnost, ze béhem intervalu (¢,t + h| dojde k jedné udélosti, je Ah + o(h), k
vice nez jedné udilosti dojde s pravdépodobnosti o(h) a pravdépodobnost, ze
nenastane zadnd udalost, je 1 — Ah + o(h). Oznaéme Xy = 0 a X; pocet udélosti,
které nastanou v inervalu (0, ¢]. Plati

| | o(h) J>i+1
P(Xen = 7 | X, =) = py(h) = |
(Xopn =g [ Xo = 1) = pi;(h) 1—A+o(h) j=i
0 7 <1

Kdyz zndme pravdépodobnosti prechodu, muzeme spocitat intenzity — z defi-

nice je g;; = limy_ 04 p”T(h) V tomto ptipadé

A j=1+1
h—0+ h -\ j=i
0 7 <1

Matice intenzit tedy vypada néasledovné:

A A 0 0
0 =X A

Q=10 0o —x 2

Zkusme nyni najit absolutni pravdépodobnosti p;(t) = P(X; = j). K tomu
pouzijeme postup uvedeny v [1, str. 100]. Pfedpokladejme, ze P(Xy = 0) = 1,
pak pro j € S plati

pi(t) =P(X, =) = Z P(Xy =j | Xo=Fk)P(Xo=k) =p;(t) .
kes
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7 Kolmogorovovy retrospektivni rovnice pro j € S dostavame
pi;(t) = pj(t) = Zpik(t)ij = Zpk:(t)ij :
kes kes
Nasim cilem je tedy vyftesit rovnici
Pi(t) =Y () - (5.1)
kesS

Pouzijeme metodu vytvoiujici funkce. Necht II(s,t) je vytvoiujici funkce po-
sloupnosti {p;(t)}, tedy II(s,¢) = > oo, pr(t)s*. Pak

aH(S7t) o . / k
ot = ;pk@)s

Oll(s,t) B > o1
5 ;k’pk(s)s

Nejprve sestavime parcialni diferencidlni rovnice pro II s predpokladem, ze
pocéteéni podminky rovnice (5.1) jsou po(0) = 1 a p;(0) = 0 pro i # 0. Potom
pocdtecni podminka pro IT je II(s,0) = s¥ =1

Resfme soustavu rovnic

Po(t) = —Apo(t)
P (t) = =Api(t) + Apo(t)

P;(t) = —Ap;(t) + Apj-1(t)

Prvni rovnici vyndsobime &fslem s°, dalsi rovnici s' a tak dale, dostaneme sou-
stavu:

py(t)s” = —Apo(t)s”
P (t)s' = —Ap1(t)st + Apo(t)st

p;»(t)sj = —)\pj(t)sj + )\pj_l(t)Sj

Nyni vSechny rovnice secteme a dostaneme

Zp;(t)sk = -\ Zpk(t)sk + A Zpk,l(k)sk .
k=0 k=0 k=1
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Tedy

o1l
§7<S’t) = —Al(s,t) + AsIl(s, ?)
I
S (5:1) = =Al(s,1)(1 — 5)
n(i,t)%_?<s’t) ="Ml

Z toho plyne
II(s,t) = ce X179t

Z pocateéni podminky Il(s,0) = 1, dostavame ¢ = 1, tedy

H(S t) _ e—)\(l—s)t _ e—Ate)\st _ 6—/\t Z ()‘t)ksk
) k k! .
=0

Z definice II(s, t) dostavame

tedy

Zjistili jsme, Ze absolutni pravdépodobnosti P(X,, = k) maji Poissonovo rozdéleni.

5.3 Monte Carlo integrace

Monte Carlo integrace je metoda, ktera pomoci markovskych fetézcu resi nasledu-
jici problém. Méme numericky spocitat integrél [ h(x)f(z)dz, kde f(x) je husto-
ta néjaké ndhodné veli¢iny a h(z) je funkce. Nasim tikolem je tedy spocitat stFedni
hodnotu EA(X). Vytvoiime markovsky tetézec, jehoz staciondarni rozdéleni bu-
de mit hustotu f, tedy takovy tetézec, ktery po N krocich bude mit piiblizné
rozdéleni s hustotou f. Ze silného zakona velkych ¢isel dostaneme, ze pro n — oo

plati:
N+n

1
- > h(X) - /5 h(z)f(x)dz.

t=N+1

Musime ovSem pozadovat, aby byl fetézec geometricky ergodicky!, nebot X,
nejsou nutné nezavislé.

Definici geometrické ergodicity nalezne ctenat v [3, str. 17].
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Ne vzdy ale umime fetézec se stacionarnim rozdélenim f nasimulovat, proto se
nekdy pouziva tzv. itmportance sampling, ktery spociva v rozsiteni integrandu
funkei g(x), tj. integrél zapiseme ve tvaru

/Sh(x)%g(az)dm

Funkci g volime tak, abychom umeéli generovat proces s rozdélenim g a aby
platilo, ze f(z) > 0= g(x) > 0.
Pak ze silného zakona velkych ¢isel plyne, ze

5.4 Brovnuv pohyb

Véta 5.1. Necht S je tplny separabilni metricky prostor a necht P je prechodovd
pravdépodobnost na (S, B(S)). Pak pro kazdou pravdépodobnostni miru = na S a
pro kazdé s > 0 existuje pravdépodobnostni prostor (2, M, P) a proces { X;,t > s}
na 2 s hodnotami v S takovy, Ze P(Xs € B) = n(B) pro B € B(S) a P(X; € A|
o{ Xy, |u € [s,r]}) = P(r, X,,t, A) pro vsechna A € B(S) a vSechna s,r,t € R,
s<r<t.

Diikaz. Dukaz je uveden v [4, str. 13] O

Definujeme-li

Po(z, A) = 6:(A) ,

aprot >0

1 =)’
Pt(x’A>:\/2_7rt/Ae e

pak z predchozi véty plyne, ze existuje markovsky proces { B;} s touto prechodovou
pravdépodobnosti. Tato véta ovSsem nezarucuje spojitost procesu B;. Pridame-li
navic podminku spojitosti procesu, pak se {B;} nazyva Brownovym pohybem a
popisuje stejnojmenny fyzikalni déj.
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Zaver

V obecném procesu { X, }, at uz t a X; nabyvé diskrétnich nebo spojitych hodnot,
muzeme X; chdpat jako na nositele informace o tom, s jakou pravdépodobnosti se
systém v daném case nachazi v dané mnoziné stavu. V markovskych tetézcich nas
zajima predevsim pravdépodobnost P(X; € B | X; € A) (tj. pravdépodobnost,
Ze se systém, ktery byl v ¢ase s ve stavu lezicim v mnoziné A, bude v case t > s
nachdzet ve stavu z mnoziny B), jelikoz podminka markovskosti ndm zajistuje, ze
tato pravdépodobnost nezavisi na ¢asech mensich nez s. Nyni se pokusime ukazat,
ze definice markovskosti v jednotlivych pripadech (spojité a diskrétni stavy a ¢as)
jsou si v principu velmi podobné, pouze terminologie a znaceni se ponékud lisi.

Napisme si definici markovské vlastnosti pro fetézec s diskrétnimi stavy. Pro
diskrétni cas ma tvar

P(Xn+1 :j ‘ Xn - 7;,an1 = Z’nfl,...,Xo == 20) == P(Xn+1 :j ‘ Xn = Z) .
Pro spojity cas:
P(Xt:j|Xs:Z7th:Zn77Xt0:20):P(Xt:j|Xs:Z> .

Vidime tedy, ze definice jsou zcela analogické.
Pro tetézce se spojitym ¢asem a diskrétnimi stavy vyuzijeme vztah (3.2). pro
h = 1p a dostavame, ze

E(1p(Xni) | o{Xn, Xy Xo}) = E(Lp(Xoga) [ 0{X0n}) -

Po tpravé vyuzitim definice P(A | 0{X,}) a toho, ze 15(X,11) = lix, ,en):
dostavame

P(Xp1 € B| o{Xn, Xn1,...,Xo}) =P(Xps1 € B| o{X,}) . (%)

Jelikoz podminovani o{X,, X,,_1,...,Xo} v podstaté iika ,v zavislosti na hod-
notach X,,, X,,_1,..., X", je tento vyraz analogii definice z prvni kapitoly. Defi-
nice {F;}-markovské vlastnosti ze ¢tvrté kapitoly 1ik4, ze

P(X, € A| Fs) =P(X; € Al o{X,}),

coz je analogif vztahu (x), nebot Fy je zobecnénim o{ X, Xy, ..., Xy, }. Zesilenim
této definice je Dynkinova definice markovského procesu.

Poznamenejme, ze markovska vlastnost byla ve treti kapitole definovana vzta-
hem, ktery muzeme zapsat jako

P(Xo€ Ay, X1 € Ay,..., X, €A, =

/A /A P(yn—l,dyn)P(yn—%dyn—l) . --P(y07d91)0(dyo) .
0 n
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V diskrétnim piipadé je P(x,{y}) = psy a zvolime-li p({z}) = p,, dostaneme

P(Xo € Ap, X1 € Ay,.... X € A,) = Z Z Din—vinPin—zin-1 - - - Pioi1Pig »

74'0 GAO ’L'n EAn

coz je pro jednoduchym zobecnénim véty 1.9.

Nyni se pokusime najit souvislost mezi jednotlivymi vyjadienimi Chapman-
Kolmogorovovy rovnosti. Oznacme P(s, A,t, B) = P(X; € B | X € A). Uvazuj-
me homogenni markovsky tetézec s diskrétnimi stavy. Chapman-Kolmogorovovu
rovnost muzeme vyjadrit ve tvaru

P(0,A,s+t,B)=> P(0,A,s {z})P(s,{z},s +1,B)

z€eS

= P(0,A s, {z})P(0,{z},1,B) .

zeS

Pokud pravdépodobnosti ,,rozdélime® jesté po jednotlivych prvcich B, muzeme
psat

SR, A s+t 4y} = 30D PO, A5, 2P, {21 {u})

yeB z€S yeB

Oznac¢me jesté P(s,xz,t, B) = P(s,{x},t, B), pak muzeme psat

> PO,z s+t {y}) =D Y P(0,x,5,{z})P(0, 2,1, {y}) .

yeB zeS yeB

Ve znaceni prvni kapitoly je P(0,z,n,{y}) = pxy , a tedy Chapman-Kolmogo-
rovovu rovnost muzeme zapsat jako

2wy =2 ) pnyy

yeB z€S yeB

Pro homogenni markovsky tetézec se spojitym casem je P(0,x,s,{y}) =
Pay(s) a Chapman-Kolmogorovova rovnost tedy vypada takto:

pry S ‘l‘t Zszz pxy

yeB z€S yeB

Ptes spojitou mnozinu stavu jiz samoziejmé nemuzeme scitat, proto s P(0, A,
s, B) musime pracovat jinak. Nabizi se moznost pracovat s funkei P(s, z,t, B), ale
ne jiz ve smyslu predchozich odstavct, ale jako s urcitou ,,hustotou pravdépodob-
nosti“ (vzhledem k z), Ze se Fetézec ze stavu x v ¢ase s dostane do mnoziny B v
case t. Tuto funkci uz jsme ale presné ve stejném smyslu zavedli ve ¢tvrté kapitole
definici 4.13, kterd také presné charakterizuje podminky, které tato funkce musi
spliiovat. Ve skutecnosti je tento novy vyznam stejny jako doposud, nebot pro
diskrétni mnozinu stavu je hustota totéz co pravdépodobnost.

28



Pro homogenni fetézec se spojitou mnozinou stavu rikd Chapman-Kolmogoro-
vova rovnost, ze

P(0,z,s+t,B) :/P(s,z,s—l—t,B)P(O,s,x,dz) .
S

Tyto pravdépodobnosti jesté muzeme ,roztrhnout“ podle mnoziny B a danou
rovnost pak zapiseme jako

/P(O,x,s+t,dy)://P(s,z,s+t,dy)P(O,x,s,dz)
B sJB

://P(O,z’t,dy)P(O,x,S,dZ).
SJB

Muzeme si v§imnout, ze pii volbé miry P(0,z,t,-) jako v diskrétnim piipadé
primo dostaneme diskrétni verzi (integral podle diskrétni miry zapiSseme jako
sumu). Ve znaceni tfeti kapitoly je P(0,z,n, B) = P"(x, B) a Chapman-Kolmogo-
rovova rovnost ma tedy tvar

/B P dy) = /5 /B Pz, dy) P"(z, )

Ve spojitém case (tj. pfi znaceni ¢tvrté kapitoly) je P(0,x,t, B) = Pi(x, B) a
Chapman-Kolmogorovovu rovnost muzeme zapsat jako

/B Pyl dy) = / /B Pz, dy)P,(x, dz)

Na zavér porovnejme definice stacionarnich rozdéleni pro jednotlivé typy reté-
zcu. Uvazujme nejprve markovsky tetézec s diskrétni mnozinou stavi. Je-li i cas
diskrétni, pak je stacionarni rozdéleni w = {m;,7 € S} definovdno vztahem

nl =7'P. (%)

Tento vztah odpovida definici stacionarniho rozdéleni pro spojity cas, ktera
iiké, ze 7 je stacionarni rozdélelni, pokud pro kazdé t > 0 plati

ml =xTP(t) . (%)

Tyto zdanlivé odlisné definice jsou ve skutecnosti analogické, v diskrétnim
piipadé bychom mohli také pozadovat, aby w7 = w’P" pro kazdé n € N, ale to
plyne indukci z pozadavku w7 = w!P.

Je-li mnozina stavia markovského fetézce obecna, tak pro diskrétni ¢as defi-
nujeme stacionarni rozdéleni predpisem

m=P*(m)= / P(z, A)dn(z) ,
s
a analogicky pro fetézec se spojitym ¢asem je p stacionarni rozdéleni, pokud pro

kazdé t plati
p=F(n) .
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Ze spojitého pripadu prejdeme k diskrétnimu opét vhodnou volbou miry ,
a sice w({i}) = m;, a markovského jadra, které volime jako P(i,{j}) = pij, ¢imz

dostaneme
Ty = Z TiDij
ies
a pro Tetézce s diskrétnimi stavy a spojitym casem volime P;(i,{j}) = p;;(t) a
tedy
T = Z T Pij (t) .
€S

Posledni dvé rovnice jsou pouze piepisem rovnic (k%) a (k%) do slozek.
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