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Vedoućı bakalářské práce: Mgr. Josef Janák, Katedra pravděpodobnosti a mate-
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Úvod

Ćılem této práce je seznámit čtenáře se základńımi pojmy z teorie markovských
řetězc̊u, jež má široké uplatněńı v mnoha aplikaćıch, např́ıklad ve finančńı mate-
matice nebo př́ırodńıch vědách.

Markovské řetězce jsou náhodné procesy, které splňuj́ı určitou podmı́nku ne-
závislosti na minulosti. Tato podmı́nka se nazývá markovská vlastnost a přesněji
ř́ıká, že známe-li stav procesu v čase t0, nezáviśı jeho budoućı vývoj (tj. v jakých
stavech bude v časech t > t0) na jeho vývoji v minulosti (tj. v jakých stavech byl
v časech t < t0). Čas může být bud’ diskrétńı (t ∈ N0) nebo spojitý (t ∈ T ⊂ R).
Také množina hodnot, kterých řetězec nabývá, může být diskrétńı nebo spojitá.
Existuj́ı tedy celkem čtyři typy markovských řetězc̊u, jejichž základńı vlastnosti
a charakteristiky poṕı̌seme v následuj́ıch kapitolách.

V prvńı kapitole se čtenář seznámı́ s nejjednodušš́ım typem markovských
řetězc̊u – s řetězcem s diskrétńım časem a diskrétńımi stavy, kterými se zabývá
[1]. Mezi tyto markovské řetězce patř́ı např́ıklad proces zaznamenávaj́ıćı stav kon-
ta hráče hraj́ıćıho hazardńı hru s daľśım hráčem. Přesněji, hráč A má na začátku
kapitál a, hráč B kapitál b. V každém kole zaplat́ı poražený v́ıtězi jednu jednotku.
Hra konč́ı v okamžiku, kdy je jeden z hráč̊u bez peněz. Veličina odpov́ıdaj́ıćı sta-
vu konta hráče A je markovský řetězec s diskrétńım časem a diskrétńı množinou
stav̊u.

Druhá kapitola se věnuje také proces̊um s diskrétńımi stavy, ale se spojitým
časem, které jsou taktéž popsány v [1]. Př́ıkladem takového markovského řetězce
jsou systémy hromadné obsluhy, ve kterých se můžeme zabývat otázkou, kolik
prvk̊u bude ve frontě nějakého systému (např́ıklad, kolik lid́ı bude čekat u po-
kladny). Předpokládáme-li, že v intervalu (t, t+h) bude obsloužen jeden zákazńık
s pravděpodobnost́ı µh+o(h) a ve stejném intervalu přijde do fronty daľśı zákazńık
s pravděpodobnost́ı λh+o(h), pak veličiny Xt udávaj́ıćı počet zákazńık̊u ve frontě
tvoř́ı markovský řetězec.

Třet́ı kapitola popisuje markovské řetězce se spojitými stavy a s diskrétńım
časem. Tyto řetězce se použ́ıvaj́ı např́ıklad při generováńı pseudonáhodných č́ısel
nebo při numerických výpočtech složitých integrál̊u tzv. metodou Monte Carlo,
které se věnuje text [3].

Ve čtvrté kapitole jsou popsány markovské procesy se spojitým časem i spo-
jitými stavy, kterým je věnována přednáška [4]. Takovým markovským procesem
je např́ıklad Brown̊uv pohyb.

V posledńı kapitole jsou pak źıskané teoretické poznatky aplikovány na kon-
krétńı př́ıklady. Je ale otázka, zda jsou si jednotlivé typy řetězc̊u nějakým zp̊uso-
bem podobné. Odpověd’ se pokuśıme naj́ıt v závěru, ve kterém porovnáme jednot-
livé definice markovské vlastnosti, vyjádřeńı Chapman-Kolmogorovovy rovnosti
a definice stacionárńıho rozděleńı.
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1. MŘ s diskrétńı množinou
stav̊u a diskrétńım časem

Markovské řetězce jsou speciálńım př́ıpadem náhodných proces̊u, uvedeme zde
proto nejprve základńı pojmy týkaj́ıćı se náhodných proces̊u obecně.

Definice 1.1. Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor, T ⊂ R a Xt, t ∈ T ,
jsou reálné náhodné veličiny z (Ω,A,P). Pak náhodný proces je soubor {Xt, t ∈
T}. Prvky množiny T jsou časové okamžiky, ve kterých řetězec pozorujeme. Pokud
T = N0 nebo T = Z, pak řekneme, že {Xt, t ∈ T} je proces s diskrétńım

časem . Je-li T = [a, b], −∞ < a < b < ∞, pak {Xt, t ∈ T} je náhodný proces
se spojitým časem .

Definice 1.2. Necht’ {Xt, t ∈ T} je náhodný proces, S množina hodnot náhodných
veličin Xt. Pak S se nazývá množina stav̊u a dvojice (S, E), kde E je σ-algebra
podmnožin S, se nazývá stavový prostor procesu {Xt, t ∈ T}.

1.1 Základńı pojmy

Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor, {Xn, n ∈ N0} náhodný proces
nabývaj́ıćı celoč́ıselných hodnot, tj. S je ve tvaru {i ∈ Z | ∃n ∈ N0 : P (Xn = i) >
0}. Tedy S je bud’ konečná nebo spočetně nekonečná a bez újmy na obecnosti
budeme dále předpokládat, že S = {0, 1, . . . , N} nebo S = N0.

Definice 1.3. Necht’ {Xn, n ∈ N0} je náhodný proces, řekneme, že jemarkovský

řetězec, pokud splňuje

P(Xn+1 = j | Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P(Xn+1 = j | Xn = i) (1.1)

pro všechna n ∈ N0 a všechna i, j, i0, . . . , in−1 ∈ S taková, že P(Xn = i,Xn−1 =
in−1, . . . , X0 = i0) > 0. Vztah (1.1) se nazývá markovská vlastnost .

Markovská vlastnost tedy ř́ıká, že pravděpodobnost toho, že v čase n+1 bude
řetězec ve stavu j, záviśı pouze na tom, kde se nacháźı v čase n. Pro zjednodušeńı
budeme v této kapitole označovat markovský řetězec {Xn,
n ∈ N0} pouze symbolem {Xn}.

Nyńı zavedeme označeńı pro podmı́něné pravděpodobnosti P(Xn+m = j |
Xn = i) a seznámı́me se s pojmem homogenity, nebot’ se budeme zabývat převážně
řetězci, které jsou homogenńı.

Definice 1.4. Necht’ {Xn} je markovský řetězec. Budeme vždy předpokládat, že
podmı́něná pravděpodobnost P(Xn+m = j | Xn = i) je definována a nazveme
j́ı pravděpodobnost́ı přechodu ze stavu i v čase n do stavu j v čase n + m
(obecně budeme výrazy tohoto typu nazývat pravděpodobnost́ı přechodu m-

tého řádu) a budeme j́ı značit pij(n, n+m).
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Pokud P(Xn+m = j | Xn = i) = P(Xm = j | X0 = i), tedy pij(n, n +
m) = pij(0,m), pak ř́ıkáme, že {Xn} je homogenńı řetězec. Vzhledem k tomu,
že pro homogenńı řetězec je podmı́něná pravděpodobnost P(Xn+1 = j | Xn =
i) nezávislá na n, budeme pro homogenńı řetězce pravděpodobnost přechodu
prvńıho řádu značit pouze pij.

Pravděpodobnosti přechodu prvńıho řádu můžeme uspořádat do čtvercové
matice P = {pij, i, j ∈ S}, kterou nazvemematice pravděpodobnost́ı přecho-

du a pro kterou (z definice pij) plat́ı

1. pij ≥ 0 pro ∀i, j ∈ S,

2.
∑

j∈S pij = 1.

Matice, která splňuje 1. a 2. se nazývá stochastická.

Definice 1.5. Pro homogenńı markovský řetězec {Xn} definujeme p
(0)
ij = δij,

p
(1)
ij = pij, p

(n+1)
ij =

∑

k∈S p
(n)
ik pkj, kde symbolem δij rozumı́me Kroneckerovo delta

(tedy δij = 1 pro i = j a δij = 0 pro i 6= j). Matici {p(n)ij , i, j ∈ S} označ́ıme P(n).

Z definice p
(n)
ij plyne pro matici pravděpodobnost́ı přechodu vztah:

P(n) = P(n−1) ·P = P ·P(n−1) = Pn, n ≥ 1.

Jelikož mocnina stochastické matice je opět stochastická, jsou i matice P(n), n >
1, stochastické.

Následuj́ıćı věta ř́ıká, co vlastně výše definované veličiny znamenaj́ı.

Věta 1.6. Pro homogenńı markovský řetězec {Xn} s matićı pravděpodobnost́ı

přechodu P plat́ı P(Xn+m = j | Xn = i) = p
(m)
ij pro ∀m ∈ N0 a ∀n ∈ N0 takové,

že P (Xn = i) > 0.

D̊ukaz. Použijeme indukci podle m. Necht’ m = 1, pak P(Xn+1 = j | Xn = i) =

pij = p
(1)
ij . Necht’ tvrzeńı plat́ı pro m, pro m+ 1 dostáváme

P(Xn+m+1 = j | Xn = i) =
∑

k∈S

P(Xn+m+1 = j,Xn+m = k | Xn = i)

=
∑

k∈S

P(Xn+m+1 = j | Xn+m = k,Xn = i)P(Xn+m = k | Xn = i) .

Z markovské vlastnosti plyne, že P(Xn+m+1 = j | Xn+m = k,Xn = i) =
P(Xn+m+1 = j | Xn+m = k). A protože předpokládáme, že je řetězec homo-
genńı, tak P(Xn+m+1 = j | Xn+m = k) = P(X1 = j | X0 = k). Dostáváme
tedy

P(Xn+m+1 = j | Xn = i) =
∑

k∈S

pkjp
(m)
ik = p

(m+1)
ij ,

což jsme chtěli dokázat.
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Rovnost p
(n+1)
ij =

∑

k∈S p
(n)
ik pkj z definice 1.5 plat́ı v obecněǰśım zněńı:

Věta 1.7. Necht’ {Xn} je homogenńı markovský řetězec, potom plat́ı Chapman-

Kolmogorovova rovnost

p
(m+n)
ij =

∑

k∈S

p
(m)
ik p

(n)
kj , ∀m,n ∈ N0 . (1.2)

D̊ukaz. Vı́me, že Pn = P(n), tedy PmPn = Pm+n = P(m+n). Protože p
(m+n)
ij je pr-

vek matice P(m+n), můžeme ho d́ıky předchoźı úvaze vyjádřit jako
∑

k∈S p
(m)
ik p

(n)
kj ,

což jsme chtěli dokázat.

Nyńı zavedeme daľśı d̊uležitý pojem.

Definice 1.8. Nepodmı́něné pravděpodobnosti P(Xn = i), n ∈ N označ́ıme pi(n)
a nazveme je absolutńı pravděpodobnosti .

Pro n = 0 znač́ıme P(X0 = i) = pi a pravděpodobnostńı vektor1 p = {pi, i ∈
S} nazýváme počátečńı rozděleńı řetězce {Xn}.
Poznámka. Absolutńı pravděpodobnost v čase n źıskáme následuj́ıćım výpočtem.

pj(n) = P(Xn = j) =
∑

k∈S

P(Xn = j,X0 = k) =

=
∑

k∈S

P(X0 = k)P(Xn = j | X0 = k) =
∑

k∈S

pkp
(n)
kj .

Tento vztah můžeme zapsat pomoćı matice pravděpodobnost́ı přechodu ja-
ko p(n)T = pTP(n) = pTPn, kde p(n) = {pi(n), i ∈ S} je vektor absolutńıch
pravděpodobnost́ı.

Věta 1.9. Necht’ {Xn} je homogenńı markovský řetězec s počátečńım rozděleńım
p = {pj, j ∈ S} a matićı pravděpodobnost́ı přechodu P. Pak pro konečně rozměrná
rozděleńı plat́ı P(X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in) = pi0pi0i1 . . . pin−1in.

D̊ukaz. Necht’ pro každé m < n plat́ı P(X0 = i0, . . . , Xm = im) > 0, pak můžeme
psát

P(X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in) = P(X0 = i0)P(X1 = i1 | X0 = 0) . . .

. . .P(Xn = in | Xn−1 = in−1, . . . , X1 = i1, X0 = i0) = pi0pi0i1 . . . pin−1in .

Necht’ existuje m < n takové, že P(X0 = i0, . . . , Xm = im) = 0. Najdeme
nejmenš́ı takové a označ́ıme ho m∗, tj. m∗ = min{m ≥ 0 | P(X0 = i0, . . . , Xm =
im) = 0}. Pak P(X0 = i0, . . . , Xm∗−1 = im∗−1) > 0, můžeme tedy psát

pim∗
−1im∗

= P(Xm∗ = im∗ | X0 = i0, . . . , Xm∗−1 = im∗−1)

=
P(X0 = i0, . . . , Xm∗ = im∗)

P(X0 = i0, . . . , Xm∗−1 = im∗−1)
= 0 .

1(Sloupcový) vektor a = {aj , j ∈ S} splňuj́ıćı aj ≥ 0 ∀j ∈ S a
∑

j∈S aj = 1 se nazývá
pravděpodobnostńı vektor .
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1.2 Klasifikace stav̊u

Jednotlivé stavy markovského řetězce lze klasifikovat podle několika kritéríı. Na-
př́ıklad podle pravděpodobnosti toho, jestli řetězec daný stav někdy navšt́ıv́ı, a
pokud ano, jestli se do daného stavu vrát́ı.

Definice 1.10. Necht’ {Xn} je markovský řetězec, pak definujeme čas prvńıho

návratu (resp. vstupu) do j předpisem2 τj(1) = inf{n > 0 | Xn = j}.

Pokud P(X0 = j) = 1, pak τj je čas prvńıho návratu do j, pokud P(X0 =
j) = 0 pak τj je čas prvńıho vstupu.

Poznámka. Pro jednoduchost budeme v následuj́ıćım textu použ́ıvat značeńı Pj(A)
= P(A | X0 = j), kde předokládáme, že počátečńı rozděleńı je zvoleno tak, aby
P (X0 = j) > 0. Středńı hodnotu poč́ıtanou vzhledem k Pj označ́ıme Ej.

Pomoćı času prvńıho návratu můžeme popsat jednotlivé stavy řetězce:

Definice 1.11. Necht’ {Xn} je markovský řetězec, j ∈ S. Stav j se nazývá
trvalý , pokud Pj(τj(1) < ∞) = 1. Je-li Pj(τj(1) = ∞) > 0, pak se stav j nazývá
přechodný .

Trvalé stavy můžeme dále rozdělit podle středńı hodnoty doby návratu.

Definice 1.12. Necht’ {Xn} je markovský řetězec a j ∈ S trvalý stav. Řekneme,
že j je nenulový , jestliže µj = Ejτj(1) < ∞. Je-li µj = ∞, řekneme, že stav j je
nulový .

Je-li stav nenulový, tak se řetězec dostane do stavu j v pr̊uměru v konečném
čase. Pokud je ovšem nulový, pak je předpokládaná doba návratu nekonečno.
Pokud je S konečná, pak jsou všechny trvalé stavy nenulové (d̊ukaz je možné
naj́ıt v [1, str. 41]).

Definice 1.13. Necht’ {Xn} je markovský řetězec, j ∈ S. Stav j se nazývá
absorpčńı , pokud pjj = 1.

Definice 1.14. Definujme f
(0)
ij = 0, f

(n)
ij = Pi(τj(1) = n), n ≥ 1, a fij =

Pi(τj(1) < ∞) =
∑∞

n=1 f
(n)
ij . Výraz f

(n)
ij udává rozděleńı času n prvńıho návratu.

Poznámka. Z předchoźı definice je zřejmé, že stav j je trvalý právě tehdy, když
fjj = 1, a přechodný právě tehdy, když fjj < 1.

Věta 1.15. Necht’ Pjj je vytvořuj́ıćı funkce3 posloupnosti {p(n)jj } a necht’ Fjj je

vytvořuj́ıćı funkce {f (n)
jj }. Pak Pjj(s) =

1
1−Fjj(s)

, 0 ≤ s < 1.

2Tento předpis je pouze zkrácený zápis náhodné veličiny definované τj(1)(ω) = inf{n > 0 |
Xn(ω) = j}.

3Necht’ {an, n ∈ N0} je posloupnost reálných č́ısel. Pokud pro nějaké s0 > 0 plat́ı, že pro |s| <
s0 je A(s) =

∑
∞

n=0 ans
n konvergentńı, pak A(s) se nazývá vytvořuj́ıćı funkćı posloupnosti

{an}.
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D̊ukaz. Plat́ı:

Pjj(s) =
∞∑

n=0

p
(n)
jj s

n = 1 +
∞∑

n=1

sn
n∑

k=0

f
(k)
jj p

(n−k)
jj = 1 + Fjj(s)Pjj(s) .

Věta 1.16. Necht’ {Xn} je homogenńı markovský řetězec, j ∈ S. Pak j je trvalý

⇔ ∑∞

n=0 p
(n)
jj = ∞ a j je přechodný ⇔ ∑∞

n=0 p
(n)
jj < ∞.

D̊ukaz. Stav j je trvalý ⇔ ∑∞

n=1 f
(n)
jj = 1 ⇔ Fjj(1) = 1 ⇔ Pjj(1) = ∞ ⇔

∑∞

n=0 p
(n)
jj = ∞.

Věta 1.17. Necht’ j ∈ S je trvalý stav markovského řetězce {Xn}. Pak j je nulový
⇔ limn→∞ p

(n)
jj = 0.

D̊ukaz. Důkaz je uveden např. v [1, str. 35].

Daľśı možný pohled pro popisováńı stav̊u řetězce je periodicita.

Definice 1.18. Necht’ {Xn} je markovský řetězec, j ∈ S. Označme dj =NSD(n ≥
1 | p(n)jj > 0). Pokud dj > 1, pak se stav j nazývá periodický s periodou dj.
Pokud dj = 1, pak se stav j nazývá neperiodický .

Poznámka. Je-li pjj > 0, pak dj = 1, tedy stav j je neperiodický. Obrácená
implikace ale neplat́ı, i stav, pro který je pjj = 0, může být neperiodický.

Definice 1.19. Necht’ {Xn} je markovský řetězec, i, j ∈ S. Stav j je dosažitelný

z i právě tehdy, když ∃n ∈ N0 : p
(n)
ij > 0. Je-li p

(n)
ij = 0 pro všechna n ∈ N0, pak

stav j neńı dosažitelný ze stavu i.

Definice 1.20. Množina C ⊂ S je uzavřená , pokud ∀i ∈ C ∀j ∈ S \ C plat́ı,
že j neńı dosažitelný z i.

Definice 1.21. Necht’ {Xn} je homogenńı markovský řetězec s množinou stav̊u
S. Řekneme, že A ⊂ S je nerozložitelná , pokud neobsahuje žádnou vlastńı
uzavřenou podmnožinu (tj. pokud je každý stav v A dosažitelný z každého stavu
v A). Pokud je množina S uzavřená, pak řekneme, že řetězec {Xn} je neroz-

ložitelný . Obsahuje-li S vlastńı uzavřenou podmnožinu, pak se řetězec nazývá
rozložitelný .

Věta 1.22. Množina C ⊂ S je uzavřená ⇔ ∀i ∈ C, j /∈ C : pij = 0.

D̊ukaz. ⇒: Necht’ C je uzavřená, pak žádný stav z S \ C neńı dosažitelný z
žádného stavu z C. Vyjádř́ıme-li tuto definici pomoćı pravděpodobnost́ı přechodu,
dostáváme, že p

(n)
ij = 0 pro ∀i ∈ C, ∀j ∈ S \ C a ∀n ∈ N0, tedy i pro n = 1.

⇐: Necht’ i ∈ C, j /∈ C, pak pij = 0. Chceme dokázat, že p
(n)
ij = 0 pro ∀n ∈ N0.

K d̊ukazu použijeme matematickou indukci. Pro n = 0 a n = 1 tvrzeńı zřejmě
plat́ı. Předpokládejme, že plat́ı také pro n > 1. Z definice p

(n+1)
ij je

p
(n+1)
ij =

∑

k∈S

p
(n)
ik pkj .

7



Je-li k ∈ C, pak pkj = 0, nebot’ j /∈ C. Pokud k /∈ C, pak p
(n)
ik = 0 z indukčńıho

předpokladu. Sč́ıtáme tedy pouze nuly a dostáváme p
(n+1)
ij = 0.

1.3 Stacionárńı rozděleńı

Definice 1.23. Necht’ {Xn} je homogenńı markovský řetězec s matićı pravděpo-
dobnost́ı přechodu P. Necht’ π = {πj, j ∈ S} je pravděpodobnostńı vektor na S.
Pokud πj =

∑

k∈S πkpkj pro ∀j ∈ S, tj. πT = π
TP, pak π nazýváme vektorem

stacionárńıho rozděleńı .

Věta 1.24. Necht’ {Xn} je nerozložitelný homogenńı markovský řetězec s matićı
pravděpodobnost́ı přechodu P. Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

1. Pokud jsou všechny stavy řetězce přechodné nebo pokud jsou všechny trvalé
nulové, pak stacionárńı rozděleńı neexistuje.

2. Pokud jsou všechny stavy trvalé nenulové, pak existuje právě jedno staci-
onárńı rozděleńı.

3. Necht’ jsou všechny stavy trvalé nenulové. Pokud jsou všechny stavy nepe-
riodické, pak π definované vztahem πj = limn→∞ p

(n)
ij > 0 je vektor staci-

onárńıho rozděleńı. Pokud jsou všechny stavy periodické, pak π definované
vztahem πj = limn→∞

1
n

∑n

k=1 p
(k)
ij je vektor stacionárńıho rozděleńı.

D̊ukaz. Důkaz čtenář nalezne např. v [1, str. 52].

Poznámka. V nerozložitelném řetězci s konečnou množinou stav̊u stacionárńı
rozděleńı vždy existuje, nebot’ jsou všechny jeho stavy trvalé nenulové (d̊ukaz
je uveden v [1, str. 41]).
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2. MŘ s diskrétńı množinou
stav̊u a spojitým časem

2.1 Základńı pojmy

Nejprve opět definujeme pojem markovského řetězce, tentokrát pro procesy se
spojitým časem. Stále pracujeme s pravděpodobnostńım prostorem (Ω,A,P) a
náhodným procesem, který nabývá pouze celoč́ıselných hodnot, ovšem v časech
t ∈ [0,∞). Náhodné procesy, o kterých budeme hovořit, jsou tedy tvaru {Xt, t ≥
0} a pojem markovskosti pro ně definujeme takto:

Definice 2.1. Náhodný proces s diskrétńı množinou stav̊u {Xt, t ≥ 0} je mar-

kovský řetězec se spojitým časem , pokud splňuje

P(Xt = j | Xs = i,Xtn = in, . . . , Xt0 = i0) = P(Xt = j | Xs = i) (2.1)

pro všechna 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn < s < t a všechna i, j, in, in−1, . . . , i0 ∈ S
taková, že P(Xs = i,Xtn = in, Xtn−1 = in−1, . . . , Xt0 = i0) > 0. Vztah (2.1) se
nazývá markovská vlastnost .

Pro zjednodušeńı budeme v této kapitole označovat markovské řetězce pouze
symbolem {Xt} na mı́sto {Xt, t ≥ 0}. Definujeme nyńı d̊uležité pojmy analogické
předchoźı kapitole:

Definice 2.2. Necht’ {Xt} je markovský řetězec, pak pro t > s definujeme
pravděpodobnost přechodu ze stavu i v čase s do stavu j v čase t předpisem
pij(s, t) = P(Xt = j | Xs = i).

Splňuje-li řetězec ∀s, t ≥ 0 rovnost pij(s, s + t) = pij(0, t), pak se nazývá
homogenńı . Pro homogenńı řetězec znač́ıme pij(t) = pij(0, t). Dále definujeme
pij(0) = δij. Absolutńı pravděpodobnost v čase t definujeme vztahem pj(t) =
P(Xt = j).

Poznámka. Z pravděpodobnost́ı přechodu můžeme opět vytvořit matice, jednot-
livé pravděpodobnosti ovšem záviśı na čase. Proto bude pro každé t ≥ 0 vypadat
matice pravděpodobnost́ı přechodu jinak a markovskému řetězci {Xt} bude od-
pov́ıdat celý soubor stochastických matic {P(t), t ≥ 0}.

I pro homogenńı řetězce se spojitým časem plat́ı rovnost (1.2), a to v následu-
j́ıćım tvaru:

Věta 2.3. Necht’ {Xt} je homogenńı markovský řetězec, pak plat́ı

pij(s+ t) =
∑

k∈S

pik(s)pkj(t), i, j ∈ S . (2.2)

Vztah (2.2) se nazývá Chapman-Kolmogorovova rovnost.
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D̊ukaz.

P(Xs+t = j | X0 = i) =
∑

k∈S

P(Xs+t = j,Xs = k | X0 = i)

=
∑

k∈S

P(Xs+t = j | Xs = k,X0 = i)P(Xs = k | X0 = i) .

Dı́ky homogenitě a markovské vlastnosti je posledńı výraz roven
∑

k∈S pik(s)pkj(t),
což jsme chtěli dokázat.

2.2 Matice intenzit a Kolmogorovovy diferen-

ciálńı rovnice

Před uvedeńım daľśıch vlastnost́ı markovských řetězc̊u definujeme pojmy pro
náhodný proces {Xt, t ∈ T}, kde T ⊂ R, který nemuśı mı́t markovskou vlastnost.
Rádi bychom zajistili, aby nespočetný pr̊unik

⋂

a≤t≤b{ω | Xt(ω) = j} byl náhodný
jev, tedy abychom mohli poč́ıtat pravděpodobnosti jevu [∀t ∈ [a, b] : Xt = j]. To
nám zajist́ı následuj́ıćı definice.

Definice 2.4. Necht’ T ⊂ R je interval a {Xt, t ∈ T} náhodný proces. Pokud v
T existuje spočetná hustá podmnožina D a existuje-li jev Λ ⊂ Ω, pro který plat́ı,
že P (Λ) = 0 a že pro každou uzavřenou množinu C ⊂ R a libovolný otevřený
interval I ⊂ T je {ω | ∀t ∈ I∩D : Xt(ω) ∈ C}\{ω | ∀t ∈ I∩T : Xt(ω) ∈ C} ⊂ Λ.
Pak se proces {Xt, t ∈ T} nazývá separabilńı .

Dále definujeme spojitost podle pravděpodobnosti neboli stochastickou spoji-
tost.

Definice 2.5. Necht’ {Xt, t ∈ T} je náhodný proces a necht’ t0 ∈ T . Je-li ∀ε >
0 : limt→t0 P(|Xt −Xt0 | > ε) = 0, pak řekneme, že {Xt, t ∈ T} je stochasticky

spojitý v bodě t0. Náhodný proces nazveme stochasticky spojitým , jestliže
je stochasticky spojitý v každém bodě T .

Se znalost́ı těchto pojmů můžeme vyslovit následuj́ıćı d̊uležitou větu.

Věta 2.6. Každý stochasticky spojitý náhodný proces má stochastickou verzi1,
která je separabilńı.

D̊ukaz. Důkaz je uveden v [2].

Vrat’me se nyńı k markovským řetězc̊um a uvažujme homogenńı markovský
řetězec {Xt} se spojitým časem, který nav́ıc splňuje limt→0+ pij(t) = δij. Z této
podmı́nky společně s předpokladem pij(0) = δij plyne, že řetězec {Xt} je sto-
chasticky spojitý (d̊ukaz čtenář nalezne např. v [1, str. 73]). Z předchoźı věty
dostáváme, že existuje separabilńı verze procesu {Xt}. V následuj́ıćım textu bu-
deme uvažovat právě tuto verzi, kterou (vzhledem k předpokladu limt→0+ pij(t) =
δij) umı́me vždy naj́ıt.

1Necht’ {Xt} a {Yt} jsou náhodné procesy. Pokud P(Xt = Yt) = P({ω | Xt(ω) = Yt(ω)}) = 1,
pak proces {Yt} nazveme stochastickou verźı procesu {Xt}.
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Věta 2.7. Necht’ {Xt} je řetězec s výše zmı́něnými vlastnostmi, pak ∀i ∈ S exis-

tuje (ne nutně konečná) limh→0+
1−pii(h)

h
, kterou znač́ıme qi a nazýváme celková

intenzita stavu i.
Pro každé i, j ∈ S, i 6= j, existuje limh→0+

pij(h)

h
, kterou znač́ıme qij a nazýváme

intenzita přechodu ze stavu i do stavu j.
Dále definujeme qii = −qi a plat́ı ∀i ∈ S :

∑

j∈S qij ≤ 0, tj.
∑

i 6=j qij ≤ qi.

D̊ukaz. Důkaz může čtenář nalézt v [1, str. 74].

V následuj́ıćım textu budeme uvažovat pouze řetězce, pro které qi =
∑

i 6=j qij.
Intenzity přechodu můžeme uspořádat do matice následovně:

Definice 2.8. Matice Q = {qij, i, j ∈ S} se nazývá matice intenzit .

Z předpokladu rovnosti celkové intenzity a součtu intenzit přechodu plyne, že
součet prvk̊u v řádćıch matice je nula, a z definice celkové intenzity plyne, že na
diagonále jsou záporná č́ısla, př́ıpadně nuly (Q tedy neńı stochastická).

Vztah mezi matićı intenzit a maticemi pravděpodobnost́ı přechodu popisuj́ı
Kolmogorovovy diferenciálńı rovnice.

Věta 2.9. Necht’ {Xt} je markovský řetězec s matićı intenzit Q a necht’ ∀i ∈ S
je qi < ∞. Pak ∀i, j ∈ S jsou pij diferencovatelné a plat́ı Kolmogorovovy

retrospektivńı diferenciálńı rovnice P′(t) = QP(t), tedy:

p′ij(t) =
∑

k∈S

qikpkj(t) = −qipij(t) +
∑

k 6=i

qikpkj(t) .

Pokud
pij(h)

h
konverguj́ı ke qij stejnoměrně v i, pak plat́ı Kolmogorovovy pro-

spektivńı diferenciálńı rovnice P′(t) = P(t)Q, tedy:

p′ij(t) =
∑

k∈S

pik(t)qkj = −pij(t)qj +
∑

k 6=j

pik(t)qkj .

D̊ukaz. Vycháźı z (2.2) a je uveden v [1, str. 83].

2.3 Klasifikace stav̊u

Věta 2.10. Necht’ {Xt} je homogenńı markovský řetězec, i, j ∈ S, i 6= j a 0 <
qi < ∞. Pak pravděpodobnost, že řetězec ze stavu i přejde nejprve do stavu j, je
rovna

qij
qi
.

D̊ukaz. Důkaz je uveden v [1, str. 78].

Definice 2.11. Necht’ {Xt} je markovský řetězec s matićı intenzit Q, j ∈ S.
Řekneme, že stav j je absorpčńı , pokud qj = 0 . Je-li 0 < qj < ∞, pak stav j
se nazývá stabilńı . Je-li qj = ∞, tj. pokud pro ∀ε > 0 je P(∀t ∈ [0, ε] : Xt = j |
X0 = j) = 0, pak se stav j nazývá nestabilńı (resp. prchavý).
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Poznámka. Necht’ j je absorpčńı stav markovského řetězce {Xt}, pak vzhledem
k předpokladu qj =

∑

j 6=k qjk, bude j-tý řádek matice Q nulový.

Necht’ {Xt} je homogenńı markovský řetězec. Necht’ pro nějaké i ∈ S plat́ı
P(X0 = i) = 1. Pokud je qi > 0, pak řetězec setrvá v i po dobu, kterou označ́ıme
Ti, poté přejde s pravděpodobnost́ı

qij
qi

do stavu j. Je-li qj > 0, řetězec setrvá

ve stavu j po dobu Tj a poté s pravděpodobnost́ı
qjk
qj

přejde do stavu k. Pokud

je qj = 0, pak řetězec z̊ustavá navždy ve stavu j, tedy Tj = ∞, stav j je tedy
absorpčńı.

Necht’ J0 = 0, J1 = inf{t > 0 | Xt 6= X0}, J2 = inf{t > J1 | Xt 6=
XJ1}, . . . , Jn+1 = inf{t > Jn | Xt 6= XJn}. Jn jsou okamžiky2, ve kterých
docháźı ke změně stavu řetězce. Doby mezi přechody pak můžeme vyjádřit jako
S1 = J1, S2 = J2 − J1 (pokud je J1 = ∞, definujeme S2 = ∞). Pro n ≥ 1 je pak
Jn =

∑n

k=1 Sk.

Definice 2.12. Časem exploze nazveme náhodnou veličinu ξ = sup Jn =
∑∞

k=1 Sk.

Definice 2.13. Necht’ {Xt} je homogenńı řetězec se stabilńımi stavy splňuj́ıćı
pro ∀i ∈ S vztah P(ξ = ∞ | X0 = i) = 1 se nazývá regulárńı . Pokud řetězec
neńı regulárńı, pak se nazývá explozivńı .

Definice 2.14. Pro markovský řetězec {Xt} definujeme čas prvńıho návratu

(resp. př́ıchodu) Tj(1) předpisem Tj(1) = inf{t ≥ J1, Xt = j}.

Definice 2.15. Necht’ {Xt} je markovský řetězec, j ∈ S. Řekneme, že stav j je
trvalý , pokud bud’ qj = 0 nebo qj > 0 a zároveň P(Tj(1) < ∞ | X0 = j) = 1.
Je-li qj > 0 a P (Tj(1) = ∞ | X0 = j) > 0, pak stav j se nazývá přechodný .

Definice 2.16. Necht’ {Xt} je markovský řetězec, j ∈ S trvalý stav. Je-li qj > 0
a zároveň E(Tj(1) | X0 = j) = ∞, pak je stav j nulový . Řekneme, že j je
nenulový , jestliže qj = 0 nebo plat́ı-li qj > 0 a zároveň E(Tj(1) | X0 = j) < ∞.

Poznámka. V markovských řetězćıch se spojitým časem nedefinujeme periodické
stavy.

Následuj́ıćı věta ř́ıká, jaká je pravděpodobnost toho, že řetězec v daném stavu
setrvá alespoň danou dobu.

Věta 2.17. Necht’ {Xt} je homogenńı markovský řetězec, pak plat́ı, že P(∀t ∈
[s, s+ h] : Xt = i | Xs = i) = e−qih pro ∀s ≥ 0 a pro ∀h > 0.

D̊ukaz. Důkaz čtenář nalezne např́ıklad v [1, str. 76].

Věta 2.18. Necht’ {Xt} je homogenńı markovský řetězec. Necht’ qj = 0, pak pro
∀t ≥ 0 je pjj(t) = 1. Necht’ 0 < qj < ∞, potom doba setrváńı ve stavu j je náhodná
veličina s exponenciálńım rozděleńım se středńı hodnotou 1

qj
(doba setrváńı má

tedy hustotu f(t) = qje
−qjt, t ≥ 0).

2Jedná se ve skutečnosti o náhodné veličiny definované vztahy Jn+1(ω) = inf{t > Jn(ω) |
Xt(ω) 6= XJn(ω)(ω)}.
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D̊ukaz. Necht’ qj = 0, pak pjj(t) = P(Xt = j | X0 = j) ≥ P(∀s ∈ [0, t] : Xs = j |
X0 = j) = e−qjt = e0 = 1.

Necht’ 0 < qj < ∞. Označme dobu setrváńı v j symbolem Tj. Pak plat́ı [Tj >
x] = [∀t ∈ [0, x] : Xt = j], tud́ıž P(Tj > x | X0 = j) = P(∀t ∈ [0, x] : Xt = j |
X0 = j) = e−qjx. Z toho plyne, že P(Tj ≤ x | X0 = j) = 1 − e−qjx, x ≥ 0, což je
distribučńı funkce exponenciálńıho rozděleńı.

Definice 2.19. Necht’ {Xt} je markovský řetězec, i, j ∈ S. Řekneme, že stav j
je dosažitelný ze stavu i, pokud ∃t > 0 takové, že pij(t) > 0. Je-li každý stav
dosažitelný z každého stavu, pak řekneme, že řetězec {Xt} je nerozložitelný .

2.4 Stacionárńı rozděleńı

Definice 2.20. Necht’ {Xt} je homogenńı markovský řetězec. Necht’ π = {πj, j ∈
S} je pravděpodobnostńı vektor na S. Potom π se nazývá stacionárńı rozděle-

ńı , pokud pro ∀t ≥ 0 plat́ı πT = π
TP(t).

Definice 2.21. Necht’ {Xt} je homogenńı markovský řetězec, a = (aj, j ∈ S) je
pravděpobnostńı vektor. Pokud limt→∞ pij(t) = aj pro všechna i, j ∈ S, pak a se
nazývá limitńı rozděleńı .

Věta 2.22. Necht’ v markovském řetězci {Xt} existuje limitńı rozděleńı, pak je
stacionárńı.

D̊ukaz. Necht’ existuje limitńı rozděleńı {aj}, tedy existuj́ı limity limt→∞ pij(t) = aj
a aj ≥ 0,

∑

j∈S aj = 1. Chceme dokázat, že je stacionárńı, tj. aj =
∑

k∈S akpkj(t),
j ∈ S, t ≥ 0. Zvolme pevné h ≥ 0, pak z Chapman-Kolmogorovovy rovnosti je
pij(t+ h) =

∑

k∈S pik(t)pkj(h). Limitńım přechodem pro t → ∞ dostáváme

aj = lim
t→∞

∑

k∈S

pik(t)pkj(h) ≥
N∑

k=0

lim
t→∞

pik(t)pkj(h) =
N∑

k=0

akpkj(h) .

Tedy aj ≥ ∑

k∈S akpkj(h) (v př́ıpadě nekonečné S provedeme na obou stranách
limitńı přechod N → ∞). Necht’ pro nějaké j plat́ı ostrá nerovnost, pak

1 =
∑

j∈S

aj >
∑

j∈S

∑

k∈S

akpkj(h) =
∑

k∈S

ak
∑

j∈S

pkj(h) = 1 .

Dospěli jsme ke sporu a tud́ıž plat́ı aj =
∑

k∈S akpkj(h).

Věta 2.23. Necht’ {Xt} je regulárńı markovský řetězec, definujme posloupnost
náhodných veličin {Yn, n ∈ N0} předpisem Y0 = X0, Yn = XJn (tj. Yn(ω) =
XJn(ω)(ω)). Pak {Yn} je markovský řetězec s diskrétńım časem a matićı pravděpo-
dobnost́ı přechodu Q∗ = {q∗ij, i, j ∈ S}, kde pro qi = 0 je q∗ij = δij a pro qi > 0 je
q∗ij =

qij
qi
, pokud i 6= j, a q∗jj = 0.

Poznámka. Řetězec {Yn} definovaný v předchoźı větě se nazývá vnořený dis-

krétńı řetězec (někdy též skeleton).
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Poznámka. Pro markovský řetězec se spojitými stavy a jeho vnořený řetězec plat́ı

P(Xt = i) =
∞∑

n=0

P(Yn = i, Jn ≤ t < Jn+1) .

Poznámka. Necht’ {Xt} je markovský řetězec se spojitým časem a {Yn} vnořený
řetězec. Pak j ∈ S je trvalý v {Xt} právě tehdy, když je trvalý v {Yn}. Nemůžeme
ale tvrdit, že stav, který je nenulový ve vnořeném řetězci bude nenulový také v
{Xt}.

14



3. MŘ se spojitou množinou
stav̊u a diskrétńım časem

3.1 Základńı pojmy

Definice 3.1. Necht’ (S, E) je meřitelný prostor a necht’ funkce P : S×E → [0, 1]
splňuje

1. ∀x ∈ S je P (x, ·) pravděpodobnostńı mı́ra na E ,

2. ∀A ∈ E je P (·, A) E-měřitelná.

Pak P se nazývá markovské (resp. přechodové) jádro na (S, E).

Definice 3.2. Necht’ S je obecná množina stav̊u, E spočetně generovaná σ-algebra
a ρ pravděpodobnostńı mı́ra na S. Řekneme, že náhodný proces {Xn} s obecnou
množinou stav̊u S je homogenńı markovský řetězec s počátečńım rozděleńım
ρ a přechodovým jádrem P , pokud plat́ı1

P(X0 ∈ A0, X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An) =

=

∫

A0

. . .

∫

An−1

P (yn−1, An)P (yn−2, dyn−1) . . . P (y0, dy1)ρ(dy0) (3.1)

pro všechna n ∈ N0 a pro všechna A0, A1, . . . , An ∈ E .

Poznámka. Necht’ {Xn} je homogenńı markovský řetězec s přechodovým jádrem
P . Pak pro každou omezenou měřitelnou funkci h na S a pro ∀n ∈ N0 plat́ı

E(h(Xn+1) | Xn, . . . , X0) = E(h(Xn+1) | Xn) . (3.2)

Definice 3.3. Necht’ P 0(x,A) = δx(A), kde δx je Diracova mı́ra2. Definujeme
přechodové jádro n-tého řádu , n ∈ N, indukčńım vzorcem

P n(x,A) =

∫

S

P (y, A)P n−1(x, dy) .

I pro řetězce s obecnou množinou stav̊u plat́ı Chapman-Kolmogorovova

rovnost :

Věta 3.4. Necht’ {Xn} je homogenńı markovský řetězec s obecnou množinou
stav̊u. Pak plat́ı

P n+m(x,A) =

∫

S

Pm(x,A)P n(x, dy)

pro každé m,n ∈ N0.

1Symbol
∫
f(x)µ(dx) je pouze jiný zp̊usob zápisu

∫
f(x)dµ(x) =

∫
fdµ .

2Diracova mı́ra je definována předpisem δx(A) = 1 pro x ∈ A, δx(A) = 0 jinak.
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D̊ukaz. Důkaz je uveden v [3, str. 15].

Definice 3.5. Necht’ A ∈ E , řekneme, že množina A je trvalá , pokud pro ∀x ∈ A
plat́ı E(ηA | X0 = x) = ∞, kde ηA =

∑∞

n=1 1[Xn∈A] je doba setrváńı v množině
A. Je-li E(ηA | X0 = x) < ∞ pro ∀x ∈ A, pak A se nazývá přechodná .

Definice 3.6. Necht’ {Xn} je markovský řetězec s markovským jádrem P . Řekne-
me, že množina A ⊂ E je absorpčńı , pokud P (x,A) = 1 pro ∀x ∈ A.

Definice 3.7. Markovký řetězec {Xn} je periodický , pokud existuje q ∈ N, q >
1, a pokud existuj́ı po dvou disjunktńı A0, A1, . . . , Aq−1, Aq = A0 ∈ E takové, že
pro ∀x ∈ Ai, i ∈ {0, . . . , q− 1}, je P (x,Ai+1) = 1. V opačném př́ıpadě se nazývá
neperiodický .

Definice 3.8. Náhodnou veličinu τA = inf {n ∈ N | Xn ∈ A} nazýváme dobou

prvńıho návratu do A.

Definice 3.9. Necht’ ϕ je pravděpodobnostńı mı́ra na E . Markovský řetězec {Xn}
je ϕ-nerozložitelný , pokud existuje n ∈ N takové, že P n(x,A) = 0 pro každé
x ∈ S a každé A ∈ E , pro které ϕ(A) > 0.

Poznámka. Předchoźı definice je ekvivalentńı definici pomoćı doby prvńıho návra-
tu: markovský řetězec {Xn} je ϕ-nerozložitelný právě tehdy, když P(τA < ∞ |
X0 = x) = 0 pro ∀x ∈ S a pro všechna A ∈ E , pro které ϕ(A) > 0.

3.2 Stacionárńı rozděleńı

Necht’ P (x, ·) je homogenńı markovské jádro na měřitelném prostoru (S, E). Oz-
načme P množinu pravděpodobnostńıch měr na E .
Definice 3.10. Pro ν ∈ P definujeme P ∗(ν) ∈ P předpisem (P ∗(ν))(A) =
∫

S
P (x,A)dν(x).

Definice 3.11. Necht’ {Xn} je markovský řetězec, necht’ π je σ-konečná mı́ra
na S. Potom π se nazývá invariantńı mı́ra , pokud π = P ∗(π). Když je π
pravděpodobnostńı mı́ra, pak se nazývá stacionárńı rozděleńı markovského
řetězce.

Definice 3.12. Necht’ π je pravděpodobnostńı mı́ra na S, {Xn} markovský
řetězec. Řekneme, že π je limitńı rozděleńı markovského řetězce, pokud pro
π-s.v. x ∈ S a pro všechna A ∈ E plat́ı limn→∞ P n(x,A) = π(A).

Věta 3.13. Necht’ {Xn} je markovský řetězec a necht’ π je jeho limitńı rozděleńı.
Pak π je stacionárńı.

D̊ukaz. Necht’ A ∈ E , pak plat́ı

π(A) = lim
n→∞

P n(x,A) = lim
n→∞

∫

S

P (y, A)P n−1(x, dy)

=

∫

S

P (y, A)π(dy) = (P ∗(π))(A) .
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4. MŘ se spojitou množinou
stav̊u a spojitým časem

4.1 Pojmy z teorie pravděpodobnosti

Definice 4.1. Necht’ (Ω,A) je měřitelný prostor. Filtrace indexovaná T ⊆ R je
systém {Ft, t ∈ T} pod-σ-algeber A, pro který plat́ı

Fs ⊆ Ft, pokud s ≤ t, s, t ∈ T .

Definice 4.2. Označme L(A) množinu všech reálných A-měřitelných náhodných
veličin, tj. L(A) = {X : (Ω,A) → (R,B)}. Proces {Xt, t ∈ T} je (Ft)-adaptova-
ný , pokud Xt ∈ L(Ft) pro každé t ∈ T .

Definice 4.3. Necht’ (Ω,F ,P) je pravděpodobnostńı prostor a {Ft} je filtrace v
(Ω,F). Pak (Ω,F , {Ft},P) nazveme filtrovaným pravděpodobnostńım pro-

storem (resp. stochastickou báźı).

Definice 4.4. Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor, 1 ≤ p < ∞. Symbo-
lem Lp(Ω,A,P) znač́ıme systém všech náhodných veličin na (Ω,A,P), pro které
plat́ı E|X|p < ∞.

Definice 4.5. Necht’ X ∈ L1(Ω,A,P) a necht’ B ⊂ A je σ-algebra. Podmı́něná

středńı hodnota X vzhledem k B je náhodná veličina E(X | B), která splňuje

1. E(X | B) ∈ L1(Ω,A,P),

2.
∫

B
E(X | B)dP =

∫

B
XdP pro všechna B ∈ B.

Definice 4.6. Necht’ B ⊂ A je σ-algebra a necht’ A ∈ A, pak náhodnou veličinu
P(A | B) = E(1A | B) nazveme podmı́něnou pravděpodobnost́ı A při B.

Definice 4.7. Necht’ X je náhodná veličina na prostoru (Ω,A,P), pak řekneme,
že σ{X} = {X−1(B) | B ∈ E} je σ-algebra náhodné veličiny X. Obecněji
σ{Xt | t ∈ T} = σ{⋃t∈T σ{Xt}}.

4.2 Základńı pojmy

Necht’ (S, E) je měřitelný prostor. Označme bE je prostor všech omezených reál-
ných E-měřitelných funkćı na S a dále ∆ množinu všech uspořádaných index̊u,
tedy ∆ = {(s, t) | s, t ∈ R

+
0 , s ≤ t}.

Definice 4.8. Necht’ (Ω,F , {Ft},P) je filtrovaný pravděpodobnostńı prostor. Ne-
cht’ {Xt, t ≥ 0} je {Ft}-adaptovaný náhodný proces s hodnotami v S. Náhodný
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proces {Xt, t ≥ 0} má {Ft}-markovskou vlastnost , pokud pro každou A ∈ A
a pro všechna (s, t) ∈ ∆ plat́ı1

P(Xt ∈ A | Fs) = P(Xt ∈ A | Xs) .

Věta 4.9. Necht’ X je {Ft}-adaptovaný proces. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvi-
valetńı:

1. X má {Ft}-markovskou vlastnost.

2. ∀f ∈ bE a ∀(s, t) ∈ ∆ plat́ı

E(f(Xt) | Fs) = E(f(Xt) | Xs) .

3. ∀s ≥ 0 a ∀B ∈ σ{Xr | r ≥ s} plat́ı

P(B | Fs) = P(B | Xs) .

4. ∀s ≥ 0 a ∀η ∈ bσ{Xr | r ≥ s} plat́ı

E(η | Fs) = E(η | Xs) .

5. ∀s ≥ 0 a ∀B ∈ σ{Xr | r ≥ s} ∀C ∈ Fs je

P(B ∩ C | Fs) = P(B | Xs)P(C | Xs) .

D̊ukaz. Důkaz je uveden v [4, str. 3].

Definice 4.10. Pro markovské jádro P definujeme pro každou f ∈ bE lineárńı

operátor TP předpisem (TPf)(x) =
∫

E
f(y)P (x, dy), x ∈ S.

Poznámka. TP je omezený pozitivńı lineárńı operátor s normou 1.

Definice 4.11. Necht’ P,Q jsou markovská jádra, jejich skládáńı definujeme před-
pisem

(PQ)(x,A) =

∫

E

Q(y, A)P (x, dy)

pro x ∈ S, A ∈ E .
Takto definované PQ je opět markovské jádro, ale PQ neńı nutně rovno QP

(tj. skládáńı markovských jader neńı komutativńı).

Př́ıklad 4.12. Necht’ S = [0, 1], Q(x, ·) = λ (Lebesgueova mı́ra na R) a P (x, ·) =
δx

2
. Pak

PQ(x, [0, 1
2
]) =

∫ 1

0

λ([0, 1
2
])P (x, dy) =

1

2

∫ 1

0

dδ y

2
=

1

2
,

ale

QP (x, [0, 1
2
]) =

∫ 1

0

δ y

2
([0, 1

2
])

︸ ︷︷ ︸

1

dλ(y) = 1 .

1Výraz P(Xt ∈ A | Xs) je definován jako P(Xt ∈ A | σ{Xs}).
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Definice 4.13. Přechodová pravděpodobnost je systém markovských jader
P = {Ps,t | (s, t) ∈ ∆} splňuj́ıćı Chapman-Kolmogorovovu rovnost

Ps,t = Ps,uPu,t, ∀s ≤ u ≤ t, s, t, u ∈ R
+ . (4.1)

Pro přechodovou pravděpodobnost budeme už́ıvat také značeńı

P (s, x, t, A) = Ps,t(x,A) .

Na P tedy můžeme nahĺıžet jako na funkci čtyř proměnných. Chapman-
Kolmogorovovu rovnost pak můžeme zapsat ve tvaru

P (s, x, t, A) =

∫

E

P (u, y, t, A)P (s, x, u, dy) , ∀s ≤ u ≤ t .

Ze vztahu (4.1) plyne, že Ps,s = P 2
s,s. To ale nutně neznamená, že Ps,s je

neutrálńı prvek vzhledem ke skládáńı markovských jader, tj. obecně pro x ∈
S, s ≥ 0, neplat́ı P (s, x, s, ·) = δx. Taková x ∈ S, pro která rovnost neplat́ı,
se nazývaj́ı body větveńı . Přechodové pravděpodobnosti, které naopak rovnost
splňuj́ı, se nazývaj́ı normálńı . V daľśım textu předpokládáme, že přechodové
pravděpodobnosti jsou normálńı.

{Ft}-adaptovanému náhodnému procesu {Xt} je přǐrazena přechodová prav-

děpodobnost P , plat́ı-li

∀(s, t) ∈ ∆ : P(Xt ∈ A | Fs) = P (s,Xs, t, A) .

Z tohoto vztahu plyne P(Xt ∈ A | Fs) = P(Xt ∈ A | Xs), tedy proces {Xt} má
{Ft}-markovskou vlastnost.

Definice 4.14 (Dynkin). Necht’ ∀x ∈ S je {x} ∈ E a necht’ P je přechodová
pravděpodobnost na (S, E). Pak systém (Ω, {Fs,t, (s, t) ∈ ∆}, {Xt}, {Ps,x, s ≥
0, x ∈ S}) je markovský proces v S s přechodovou pravděpodobnost́ı P , pokud

1. ∀(s, t) ∈ ∆ je Fs,t σ-algebra na Ω a Fs,t ⊂ Fq,r pro 0 ≤ q ≤ s ≤ t ≤ r < ∞,

2. ∀(s, t) ∈ ∆ je Xt Fs,t-měřitelná náhodná veličina,

3. ∀s ≥ 0, x ∈ S je Ps,x pravděpodobnostńı mı́ra na Fs,∞ = σ{
⋃

t≥s Fs,t},
pro kterou plat́ı Ps,x(Xs = x) = 1 a Ps,x(Xt ∈ A | Fs,r) = P (r,Xr, t, A)
Ps,x-skoro jistě pro ∀A ∈ E a r, s, t ∈ R

+
0 takové, že s ≤ r < t.

Markovský proces je celý soubor náhodných proces̊u, nikoli náhodný proces
ve smyslu předcházej́ıćıch kapitol.

Definice 4.15. Necht’ P je přechodová pravděpodobnost. P je homogenńı ,
pokud

P (s, x, t, A) = P (0, x, t− s, A)

pro ∀x ∈ S,A ∈ E , (s, t) ∈ ∆.
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Obvykle se pak ṕı̌se P (0, x, t, A) = P (t, x, A) = Pt(x,A) a Chapman-Kolmogo-
rovovu rovnost můžeme napsat ve tvaru Pt+s(x,A) =

∫

S
Pt(y, A)Ps(x, dy).

Definice 4.16. Homogenńı markovský proces je markovský proces (Ω, {Fs,t},
{Xt}, {Ps,x}) v měřitelném prostoru (S, E), pro který plat́ı, že

1. přechodová funkce P je homogenńı,

2. pro každé t ≥ 0 existuje zobrazeńı θt : Ω → Ω takové, že pro každé h ≥ 0 a
pro všechny ω ∈ Ω plat́ı Xh

(
θt(ω)

)
= Xt+h(ω).

4.3 Stacionárńı rozděleńı

Necht’ Pt(x, ·) je homogenńı měřitelná přechodová funkce na měřitelném prostoru
(S, E).

Definice 4.17. Pro ν ∈ P se P ∗
t : P → P nazývá adjungovaná markovská

semigrupa .

Poznámka. P ∗
t (ν) je definováno stejným předpisem jako v předchoźı kapitole,

tedy (P ∗
t (ν))(A) =

∫

S
Pt(x,A)dν(x).

Definice 4.18. Mı́ra µ∗ ∈ P se nazývá invariantńı mı́rou v̊uči Pt právě
tehdy, když pro všechna t ≥ 0 plat́ı µ∗ = P ∗

t µ
∗.

Definice 4.19. Necht’ {Xt, t ≥ 0} je náhodný proces na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A,P) se spojitým časem a stavovým prostorem S ⊆ R

n. Necht’ x ∈ S
a označme Ex středńı hodnotu vzhledem k pravděpodobnosti P( · |X0 = x). Proces
{Xt, t ≥ 0} se nazývá fellerovský , pokud pro každé t ≥ 0 a každou spojitou
g ∈ bE je Ex(g(Xt)) spojitá funkce proměnné x.

Definice 4.20. Necht’ (Z, T ) je topologický prostor a Σ necht’ je σ-algebra, pro
kterou T ⊆ Σ. Necht’ M je množina pravděpodobnostńıch měr na Σ. Pak se M
nazývá těsná , pokud pro každé ε > 0 existuje kompaktńı podprostor K ⊆ Z
takový, že pro každou µ ∈ M je µ(K) > 1− ε.

Věta 4.21 (Krylov–Bogoljubov). Necht’ stavový prostor S ⊆ R
n je úplný me-

trický podprostor. Necht’ {Xt} je fellerovský markovský proces a necht’ existuje
alespoň jedno x takové, že množina měr {Pt(x, ·) | t ≥ 0} je těsná. Pak existuje
invariantńı mı́ra µ∗ ∈ P.

D̊ukaz. Důkaz čtenář nalezne v [5, str. 21].

4.4 Semigrupy operátor̊u

Necht’ S je Banach̊uv prostor. Označme L(S) množinu omezených lineárńıch
operátor̊u na S.
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Definice 4.22. Systém omezených lineárńıch operátor̊u {T (t), t ∈ R
+
0 }, T (t) :

S → S, nazveme silně spojitou semigrupou (resp. C0-semigrupou) s operaćı
skládáńı na S, pokud plat́ı

1. T : R+
0 → L(S) je homomorfismus, tj. T (0) = I a T (t + s) = T (t) ◦ T (s)

pro ∀t, s ∈ R
+,

2. limt→0+ ‖T (t)x− x‖ = 0 pro ∀x ∈ S.

Př́ıklad 4.23. Necht’ S = R
n, definujeme T (t)x = eAtx, kde A ∈ R

n×n a eAt =
∑∞

k=0
tkAk

k!
. Pak plat́ı

1. eAteAs = eAt+As = eA(t+s), nebot’ pokud AB = BA, pak eA+B = eAeB,

2. ‖eAtx− x‖ = ‖∑∞

k=1
tkAkx

k!
‖ ≤ ∑

tk

k!
‖A‖k‖x‖ → 0 pro t → 0+.

Tedy {T (t)} je silně spojitá semigrupa.

Poznámka. V předchoźım př́ıkladě definovaná eAtx je vlastně řešeńım diferenciálńı
rovnice y′ = Ay s počátečńı podmı́nkou y(0) = x.

Př́ıklad 4.24. K {Pt} (homogenńımu systému přechodových pravděpodobnost́ı)
můžeme přǐradit systém operátor̊u P̂t(ϕ) =

∫
ϕ(y)Pt(x, dy), ϕ ∈ bE . Na bE lze

přirozeně definovat normu vztahem ‖ϕ‖ = supx∈S |ϕ(x)|, s ńıž se tento prostor

stává Banachovým prostorem a P̂t jsou omezené lineárńı funkcionály. Je možné
ukázat, že tento systém operátor̊u tvoř́ı silně spojitou semigrupu.

Definice 4.25. Necht’A je operátor definovaný předpisemAx = limt→0+
T (t)x−x

t
=

d+

dt
T (t)x|t=0 se nazývá infinitezimálńı generátor semigrupy {T (t)}. Necht’

Dom(A) = {x ∈ S | limt→0+
T (t)x−x

t
existuje v S}, pak A je lineárńı zobrazeńı z

Dom(A) do S. Silně spojitá semigrupa generovaná operátorem A se často znač́ı
eAt.

Př́ıklad 4.26. Pro markovský řetězec s diskrétńımi stavy a se spojitým časem
odpov́ıdá semigrupě z př́ıkladu 4.24 systém matic {P(t)}, které můžeme chápat
jako lineárńı operátory na R

n. Řešeńım Kolmogorovovy rovnice P′(t) = QP(t) s
počátečńı podmı́nkou P(0) = I dostaneme P(t) = eQt, tedy podle př́ıkladu 4.23
tvoř́ı systém {P(t)} silně spojitou semigrupu a Q je jej́ı infinitezimálńı generátor.
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5. Př́ıklady

5.1 Hazardńı hra dvou hráč̊u

Uvažujme hazardńı hru dvou hráč̊u, A a B, která může skončit pouze výhrou
jednoho z nich. Necht’ hráč A má v čase 0 kapitál a ∈ N, hráč B kapitál b = c−a,
kde c > a, c ∈ N je celková suma, které je ve hře. Hráč, který prohraje, zaplat́ı
výherci jednu jednotku. Hra konč́ı v okamžiku, kdy je jeden z hráč̊u bez peněz.

Necht’ p ∈ (0, 1) znač́ı pravděpodobnost výhry hráče A a q = 1 − p pravdě-
podobnost výhry hráče B. Definujeme náhodnou veličinu Xn jako kapitál hráče
A v čase n. Plat́ı tedy:

P(X0 = a) = 1

P(X1 = a+ 1) = p

P(X1 = a− 1) = q .

Zaj́ımá nás, zda má náhodný proces {Xn, n ∈ N0} markovskou vlastnost.
To zjist́ıme spoč́ıtáńım podmı́něných pravděpodobnost́ı P(Xn+1 = j | Xn =
i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = a) a P(Xn+1 = j | Xn = i) .

Definujeme pomocnou náhodnou veličinu Yn, která bude udávat zisk, resp.
ztrátu, hráče A v n-tém kole, tj. Yn = ±1. Veličinu Xn pak můžeme zapsat ve
tvaru: Xn+1 = Xn + Yn+1, pokud hra neskončila už v n-tém kole, tedy pokud
Xn 6= 0 nebo Xn 6= c.

Předpokládejme, že hra v čase n neskončila a poč́ıtejme podmı́něné pravdě-
podobnosti:

P(Xn+1 = j | Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = a) =

= P(Xn + Yn+1 = j | Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = a) =

= P(Yn+1 = j − i | Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = a) = P(Yn+1 = j − i) .

Posledńı rovnost plyne z toho, že Yn+1 je nezávislá na Xk, k ≤ n. Druhá strana
rovnosti:

P(Xn+1 = j | Xn = i) = P(Xn + Yn+1 = j | Xn = i) =

= P(Yn+1 = j − i | Xn = i) = P(Yn+1 = j − i) .

Pokud hra v čase n skončila, pak se řetězec v časech k ≥ n dále nevyv́ıj́ı. Náhodný
proces {Xn} má tedy markovskou vlastnost a pravděpodobnosti přechodu vypa-
daj́ı následovně:

pij =







p j = i+ 1

q j = i− 1

1 j = i = 0, j = i = c

0 jinak

.

Matice pravděpodobnosti přechodu má rozněr (c+ 1)× (c+ 1) a vypadá takto:
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P =












1 0 0 . . . . . . 0
q 0 p 0 . . . 0

0 q
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . 0 p 0
0 . . . 0 q 0 p
0 . . . 0 0 0 1












.

5.2 Poisson̊uv proces

Uvažujme události, které přicházej́ı náhodně v čase a předpokládejme, že počty
událost́ı v disjunktńıch intervalech jsou nezávislé náhodné veličiny. Pravděpo-
dobnost, že během intervalu (t, t + h] dojde k jedné události, je λh + o(h), k
v́ıce než jedné události dojde s pravděpodobnost́ı o(h) a pravděpodobnost, že
nenastane žádná událost, je 1− λh+ o(h). Označme X0 = 0 a Xt počet událost́ı,
které nastanou v inervalu (0, t]. Plat́ı

P(Xt+h = j | Xt = i) = pij(h) =







λh+ o(h) j = i+ 1

o(h) j > i+ 1

1− λh+ o(h) j = i

0 j < i

.

Když známe pravděpodobnosti přechodu, můžeme spoč́ıtat intenzity – z defi-
nice je qij = limh→0+

pij(h)

h
. V tomto př́ıpadě

lim
h→0+

pij(h)

h
=







λ j = i+ 1

0 j > i+ 1

−λ j = i

0 j < i

.

Matice intenzit tedy vypadá následovně:

Q =








−λ λ 0 0 . . .
0 −λ λ 0 . . .

0 0 −λ λ
. . .

...
. . . . . . . . . . . .








.

Zkusme nyńı naj́ıt absolutńı pravděpodobnosti pj(t) = P(Xt = j). K tomu
použijeme postup uvedený v [1, str. 100]. Předpokládejme, že P(X0 = 0) = 1,
pak pro j ∈ S plat́ı

pj(t) = P(Xt = j) =
∑

k∈S

P(Xt = j | X0 = k)P(X0 = k) = pij(t) .

23



Z Kolmogorovovy retrospektivńı rovnice pro j ∈ S dostáváme

p′ij(t) = p′j(t) =
∑

k∈S

pik(t)qkj =
∑

k∈S

pk(t)qkj .

Naš́ım ćılem je tedy vyřešit rovnici

p′j(t) =
∑

k∈S

pk(t)qkj . (5.1)

Použijeme metodu vytvořuj́ıćı funkce. Necht’ Π(s, t) je vytvořuj́ıćı funkce po-
sloupnosti {pj(t)}, tedy Π(s, t) =

∑∞

k=0 pk(t)s
k. Pak

∂Π(s, t)

∂t
=

∞∑

k=0

p′k(t)s
k

∂Π(s, t)

∂s
=

∞∑

k=1

kpk(s)s
k−1 .

Nejprve sestav́ıme parciálńı diferenciálńı rovnice pro Π s předpokladem, že
počátečńı podmı́nky rovnice (5.1) jsou p0(0) = 1 a pi(0) = 0 pro i 6= 0. Potom
počátečńı podmı́nka pro Π je Π(s, 0) = s0 = 1

Řeš́ıme soustavu rovnic

p′0(t) = −λp0(t)

p′1(t) = −λp1(t) + λp0(t)

...

p′j(t) = −λpj(t) + λpj−1(t)

...

Prvńı rovnici vynásob́ıme č́ıslem s0, daľśı rovnici s1 a tak dále, dostaneme sou-
stavu:

p′0(t)s
0 = −λp0(t)s

0

p′1(t)s
1 = −λp1(t)s

1 + λp0(t)s
1

...

p′j(t)s
j = −λpj(t)s

j + λpj−1(t)s
j

...

Nyńı všechny rovnice sečteme a dostaneme

∞∑

k=0

p′k(t)s
k = −λ

∞∑

k=0

pk(t)s
k + λ

∞∑

k=1

pk−1(k)s
k .
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Tedy

∂Π

∂t
(s, t) = −λΠ(s, t) + λsΠ(s, t)

∂Π

∂t
(s, t) = −λΠ(s, t)(1− s)

1

Π(s, t)

∂Π

∂t
(s, t) = −λ(1− s) .

Z toho plyne
Π(s, t) = ce−λ(1−s)t .

Z počátečńı podmı́nky Π(s, 0) = 1, dostáváme c = 1, tedy

Π(s, t) = e−λ(1−s)t = e−λteλst = e−λt

∞∑

k=0

(λt)k

k!
sk .

Z definice Π(s, t) dostáváme

e−λt

∞∑

k=0

(λt)k

k!
sk =

∞∑

k=0

pk(t)s
k ,

tedy

pk(t) =
e−λt(λt)k

k!
.

Zjistili jsme, že absolutńı pravděpodobnosti P(Xn = k) maj́ı Poissonovo rozděleńı.

5.3 Monte Carlo integrace

Monte Carlo integrace je metoda, která pomoćı markovských řetězc̊u řeš́ı následu-
j́ıćı problém. Máme numericky spoč́ıtat integrál

∫

S
h(x)f(x)dx, kde f(x) je husto-

ta nějaké náhodné veličiny a h(x) je funkce. Naš́ım úkolem je tedy spoč́ıtat středńı
hodnotu Eh(X). Vytvoř́ıme markovský řetězec, jehož stacionárńı rozděleńı bu-
de mı́t hustotu f , tedy takový řetězec, který po N kroćıch bude mı́t přibližně
rozděleńı s hustotou f . Ze silného zákona velkých č́ısel dostaneme, že pro n → ∞
plat́ı:

1

n

N+n∑

t=N+1

h(Xt) →
∫

S

h(x)f(x)dx.

Muśıme ovšem požadovat, aby byl řetězec geometricky ergodický1, nebot’ Xt

nejsou nutně nezávislé.

1Definici geometrické ergodicity nalezne čtenář v [3, str. 17].
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Ne vždy ale umı́me řetězec se stacionárńım rozděleńım f nasimulovat, proto se
někdy použ́ıvá tzv. importance sampling , který spoč́ıvá v rozš́ı̌reńı integrandu
funkćı g(x), tj. integrál zaṕı̌seme ve tvaru

∫

S

h(x)
f(x)

g(x)
g(x)dx .

Funkci g voĺıme tak, abychom uměli generovat proces s rozděleńım g a aby
platilo, že f(x) > 0 ⇒ g(x) > 0.

Pak ze silného zákona velkých č́ısel plyne, že

1

n

N+n∑

t=N+1

h(Xt)
f(Xt)

g(Xt)
→

∫

S

h(x)
f(x)

g(x)
g(x)dx .

5.4 Brovn̊uv pohyb

Věta 5.1. Necht’ S je úplný separabilńı metrický prostor a necht’ P je přechodová
pravděpodobnost na (S,B(S)). Pak pro každou pravděpodobnostńı mı́ru π na S a
pro každé s > 0 existuje pravděpodobnostńı prostor (Ω,M, P ) a proces {Xt, t ≥ s}
na Ω s hodnotami v S takový, že P(Xs ∈ B) = π(B) pro B ∈ B(S) a P (Xt ∈ A |
σ{Xu | u ∈ [s, r]}) = P (r,Xr, t, A) pro všechna A ∈ B(S) a všechna s, r, t ∈ R

+,
s ≤ r < t.

D̊ukaz. Důkaz je uveden v [4, str. 13]

Definujeme-li
P0(x,A) = δx(A) ,

a pro t > 0

Pt(x,A) =
1√
2πt

∫

A

e
−(y−x)2

2t dy ,

pak z předchoźı věty plyne, že existuje markovský proces {Bt} s touto přechodovou
pravděpodobnost́ı. Tato věta ovšem nezaručuje spojitost procesu Bt. Přidáme-li
nav́ıc podmı́nku spojitosti procesu, pak se {Bt} nazývá Brownovým pohybem a
popisuje stejnojmenný fyzikálńı děj.
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Závěr

V obecném procesu {Xt}, at’ už t a Xt nabývá diskrétńıch nebo spojitých hodnot,
můžeme Xt chápat jako na nositele informace o tom, s jakou pravděpodobnost́ı se
systém v daném čase nacháźı v dané množině stav̊u. V markovských řetězćıch nás
zaj́ımá předevš́ım pravděpodobnost P(Xt ∈ B | Xs ∈ A) (tj. pravděpodobnost,
že se systém, který byl v čase s ve stavu lež́ıćım v množině A, bude v čase t > s
nacházet ve stavu z množiny B), jelikož podmı́nka markovskosti nám zajǐst’uje, že
tato pravděpodobnost nezáviśı na časech menš́ıch než s. Nyńı se pokuśıme ukázat,
že definice markovskosti v jednotlivých př́ıpadech (spojité a diskrétńı stavy a čas)
jsou si v principu velmi podobné, pouze terminologie a značeńı se poněkud lǐśı.

Napǐsme si definici markovské vlastnosti pro řetězec s diskrétńımi stavy. Pro
diskrétńı čas má tvar

P(Xn+1 = j | Xn = i,Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) = P(Xn+1 = j | Xn = i) .

Pro spojitý čas:

P(Xt = j | Xs = i,Xtn = in, . . . , Xt0 = i0) = P(Xt = j | Xs = i) .

Vid́ıme tedy, že definice jsou zcela analogické.
Pro řetězce se spojitým časem a diskrétńımi stavy využijeme vztah (3.2). pro

h = 1B a dostáváme, že

E(1B(Xn+1) | σ{Xn, Xn−1, . . . , X0}) = E(1B(Xn+1) | σ{Xn}) .

Po úpravě využit́ım definice P(A | σ{Xn}) a toho, že 1B(Xn+1) = 1[Xn+1∈B],
dostáváme

P(Xn+1 ∈ B | σ{Xn, Xn−1, . . . , X0}) = P(Xn+1 ∈ B | σ{Xn}) . (∗)

Jelikož podmiňováńı σ{Xn, Xn−1, . . . , X0} v podstatě ř́ıká
”
v závislosti na hod-

notách Xn, Xn−1, . . . , X0“, je tento výraz analogíı definice z prvńı kapitoly. Defi-
nice {Ft}-markovské vlastnosti ze čtvrté kapitoly ř́ıká, že

P (Xt ∈ A | Fs) = P (Xt ∈ A | σ{Xs}) ,

což je analogíı vztahu (∗), nebot’ Fs je zobecněńım σ{Xs, Xtn , . . . , Xt0}. Ześıleńım
této definice je Dynkinova definice markovského procesu.

Poznamenejme, že markovská vlastnost byla ve třet́ı kapitole definována vzta-
hem, který můžeme zapsat jako

P(X0 ∈ A0, X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An) =
∫

A0

. . .

∫

An

P (yn−1, dyn)P (yn−2, dyn−1) . . . P (y0, dy1)ρ(dy0) .
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V diskrétńım př́ıpadě je P (x, {y}) = pxy a zvoĺıme-li ρ({x}) = px, dostaneme

P(X0 ∈ A0, X1 ∈ A1, . . . , Xn ∈ An) =
∑

i0∈A0

· · ·
∑

in∈An

pin−1inpin−2in−1 . . . pi0i1pi0 ,

což je pro jednoduchým zobecněńım věty 1.9.
Nyńı se pokuśıme naj́ıt souvislost mezi jednotlivými vyjádřeńımi Chapman-

Kolmogorovovy rovnosti. Označme P(s, A, t, B) = P(Xt ∈ B | Xs ∈ A). Uvažuj-
me homogenńı markovský řetězec s diskrétńımi stavy. Chapman-Kolmogorovovu
rovnost můžeme vyjádřit ve tvaru

P(0, A, s+ t, B) =
∑

z∈S

P(0, A, s, {z})P(s, {z}, s+ t, B)

=
∑

z∈S

P(0, A, s, {z})P(0, {z}, t, B) .

Pokud pravděpodobnosti
”
rozděĺıme“ ještě po jednotlivých prvćıch B, můžeme

psát

∑

y∈B

P(0, A, s+ t, {y}) =
∑

z∈S

∑

y∈B

P(0, A, s, {z})P(0, {z}, t, {y}) .

Označme ještě P (s, x, t, B) = P(s, {x}, t, B), pak můžeme psát

∑

y∈B

P (0, x, s+ t, {y}) =
∑

z∈S

∑

y∈B

P (0, x, s, {z})P (0, z, t, {y}) .

Ve značeńı prvńı kapitoly je P (0, x, n, {y}) = p
(n)
xy , a tedy Chapman-Kolmogo-

rovovu rovnost můžeme zapsat jako

∑

y∈B

p(n+m)
xy =

∑

z∈S

∑

y∈B

p(n)xz p
(m)
zy .

Pro homogenńı markovský řetězec se spojitým časem je P (0, x, s, {y}) =
pxy(s) a Chapman-Kolmogorovova rovnost tedy vypadá takto:

∑

y∈B

pxy(s+ t) =
∑

z∈S

∑

y∈B

pxz(s)pxy(t) .

Přes spojitou množinu stav̊u již samozřejmě nemůžeme sč́ıtat, proto s P(0, A,
s, B) muśıme pracovat jinak. Nab́ıźı se možnost pracovat s funkćı P (s, x, t, B), ale
ne již ve smyslu předchoźıch odstavc̊u, ale jako s určitou

”
hustotou pravděpodob-

nosti“ (vzhledem k x), že se řetězec ze stavu x v čase s dostane do množiny B v
čase t. Tuto funkci už jsme ale přesně ve stejném smyslu zavedli ve čtvrté kapitole
definićı 4.13, která také přesně charakterizuje podmı́nky, které tato funkce muśı
splňovat. Ve skutečnosti je tento nový význam stejný jako doposud, nebot’ pro
diskrétńı množinu stav̊u je hustota totéž co pravděpodobnost.
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Pro homogenńı řetězec se spojitou množinou stav̊u ř́ıká Chapman-Kolmogoro-
vova rovnost, že

P (0, x, s+ t, B) =

∫

S

P (s, z, s+ t, B)P (0, s, x, dz) .

Tyto pravděpodobnosti ještě můžeme
”
roztrhnout“ podle množiny B a danou

rovnost pak zaṕı̌seme jako
∫

B

P (0, x, s+ t, dy) =

∫

S

∫

B

P (s, z, s+ t, dy)P (0, x, s, dz)

=

∫

S

∫

B

P (0, z, t, dy)P (0, x, s, dz) .

Můžeme si všimnout, že při volbě mı́ry P (0, x, t, ·) jako v diskrétńım př́ıpadě
př́ımo dostaneme diskrétńı verzi (integrál podle diskrétńı mı́ry zaṕı̌seme jako
sumu). Ve značeńı třet́ı kapitoly je P (0, x, n, B) = P n(x,B) a Chapman-Kolmogo-
rovova rovnost má tedy tvar

∫

B

P n+m(x, dy) =

∫

S

∫

B

Pm(z, dy)P n(x, dz) .

Ve spojitém čase (tj. při značeńı čtvrté kapitoly) je P (0, x, t, B) = Pt(x,B) a
Chapman-Kolmogorovovu rovnost můžeme zapsat jako

∫

B

Ps+t(x, dy) =

∫

S

∫

B

Pt(z, dy)Ps(x, dz) .

Na závěr porovnejme definice stacionárńıch rozděleńı pro jednotlivé typy řetě-
zc̊u. Uvažujme nejprve markovský řetězec s diskrétńı množinou stav̊u. Je-li i čas
diskrétńı, pak je stacionárńı rozděleńı π = {πi, i ∈ S} definováno vztahem

π
T = π

TP . (∗∗)

Tento vztah odpov́ıdá definici stacionárńıho rozděleńı pro spojitý čas, která
ř́ıká, že π je stacionárńı rozdělelńı, pokud pro každé t ≥ 0 plat́ı

π
T = π

TP(t) . (∗∗∗)

Tyto zdánlivě odlǐsné definice jsou ve skutečnosti analogické, v diskrétńım
př́ıpadě bychom mohli také požadovat, aby π

T = π
TPn pro každé n ∈ N, ale to

plyne indukćı z požadavku π
T = π

TP.
Je-li množina stav̊u markovského řetězce obecná, tak pro diskrétńı čas defi-

nujeme stacionárńı rozděleńı předpisem

π = P ∗(π) =

∫

S

P (x,A)dπ(x) ,

a analogicky pro řetězec se spojitým časem je µ stacionárńı rozděleńı, pokud pro
každé t plat́ı

µ = P ∗
t (µ) .
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Ze spojitého př́ıpadu přejdeme k diskrétńımu opět vhodnou volbou mı́ry π,
a sice π({i}) = πi, a markovského jádra, které voĺıme jako P (i, {j}) = pij, č́ımž
dostaneme

πj =
∑

i∈S

πipij

a pro řetězce s diskrétńımi stavy a spojitým časem voĺıme Pt(i, {j}) = pij(t) a
tedy

πj =
∑

i∈S

πipij(t) .

Posledńı dvě rovnice jsou pouze přepisem rovnic (∗∗) a (∗∗∗) do složek.
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