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Uvod

V této diplomové praci se budeme zabyvat tilohou matematického programovani,
ve které budeme chtit maximalizovat funkci F(z) vzhledem k podminkim na
proménnou z vyjadienych jako g(z,t) < 0 pro vSechna ¢ z néjaké mnoziny B.
Timto matematickym modelem se zabyva mnoho teoretickych i praktickych praci,
ve kterych nalezneme navrhy na rizné matematické vlastnosti funkci F' a g a pro
mnozinu B.

Pojem semi-infinitni programovani predstavuje pripad, kdy z je tvoreno ko-
ne¢né mnoha proménnymi, zatimco B je nekone¢nd mnozina - v mnoha aplikacich
se muze jednat napiiklad o omezenou a uzavienou mnozinu. Dostavame tak ko-
ne¢né mnoho proménnych a nekone¢né mnoho podminek. Piehled o teorii semi-
infinitniho programovani lze nalézt naptiklad v téchto ¢lancich 2], [5], [32], [35],
[41]. Hettich a Kortanek [12] popsali dualitu v p¥ipadé konvexniho programovani.
Na konjugovanou dualitu je zaméfeny ¢lanek [36]. Semi-infinitni programovani
ma Sirokou $kalu vyuziti. Jednotlivé ptiklady lze najit v [6], [12], [26], [42].

V této préaci se budeme vénovat financéni aplikaci, a to konkrétné vybéru
optimélniho portfolia. Zaklady teorie portfolia pochazi od H. Markowitze [27].
Ve svém modelu mimo jiné predpokladal, ze se vSichni investofi chovaji stejné.
Jestlize v takovém pripadé nalezneme optimalni portfolio, potom je optimalni
pro vSechny investory. Zakladnimi informacemi pro nalezeni optimélniho portfo-
lia jsou v Markowitzové modelu oc¢ekdvany vynos a rozptyl. Pfedpoklad stejného
chovani investoru je ovsem hodné zjednodusujici, proto se budeme vénovat mode-
lim pracujicim se stochastickou dominanci, konkrétné se stochastickou dominanci
druhého fadu. V takovémto modelu méa kazdy investor vlastni uzitkovou funkci,
ktera vyjadiuje jeho preference. Optimalni portfolio nemusi byt uréeno jednoznac-
né, proto se zavadi pojem eficientniho portfolia. Modely stochastické dominance
se zabyvali napiiklad Hadar a Russel [8] nebo Hanoch a Levy [9]. V ¢lancich [37] a
[30] byl ukézan vztah mezi stochastickou dominanci druhého ¥adu a mirou rizika
CVaR. Kritéria pro testovani eficience portfolia predstavili Levy 25|, Post [33],
Kuosmanen [22] a Kopa [16].

V 1. kapitole budeme popisovat podminky optimality prvniho a druhého radu
pro semi-infinitni programovani. Také zde predvedeme diskretizaci tlohy semi-
infinitniho programovéni a jeji lokalni redukci na kone¢ny problém.

Ve 2. kapitole se zaméiime na dualitu v lineArnim semi-infinitnim programo-
vani, nebot dualita se v praxi pii feSeni tloh linedrniho semi-infinitniho progra-
movani ¢asto vyuziva. V této kapitole dale vysvétlime pojmy perfektni duality a
neperfektni duality.

3. kapitola se bude vénovat aplikaci semi-infinitniho programovani na eficienci
portfolia. Uvedeme zde nejprve tilohu pro diskrétni pripad. V posledni podkapitole
popiSeme také spojity pripad za predpokladu normalniho, studentova a obecného
eliptického rozdéleni.

Posledni kapitolu vénujeme praktické tloze. Vyuzijeme zde tilohy semi-infinitniho
programovani odvozené ve 3. kapitole. Za aktiva jsme zvolili ceské akcie a index
PX. Nejprve budeme predpokladat, ze vynosy akcii maji diskrétni rozdéleni. Poté
budeme hledat eficientni portfolio za predpokladu libovolného eliptického rozdé-
leni.



1. Podminky optimality

V této kapitole se budeme zabyvat pfedev§im podminkami optimality prvniho
a druhého tadu. V prvni ¢asti popiSeme podminky optimality prvniho fadu. Ve
druhé ¢asti se budeme zabyvat diskretizaci tlohy semi-infinitnitho programova-
ni. Vysledky druhé c¢asti poté pouzijeme pro formulovani podminek optimality
druhého 1adu ve tieti ¢asti kapitoly.

1.1 Podminky optimality prvniho radu

V této kapitole budeme nas problém znacit nasledovné:

v(P) = max{F(2)|z € Z}
Z = {z|g(z,t) <0,t € B} C R", (1.1)

kde B € R™ je kompaktni mnozina parametru a funkce F' a g jsou spojité diferen-
covatelné vzhledem k z po fadé na R" a R™ x R™. Necht z € Z, pak definujeme

E(2):={t € Blg(z,t) = 0} = {#|l € L}, (1.2)
mnozinu parametru ¢t takovych, pro které jsou omezeni aktivni. Mnozina L je
mnozina indext, pro které # € E(Z). Jestlize z* je optimalni fegeni (1.1), pak
nemiize existovat £ takoveé, ze [12]

¢'F >0, ¢ <0, lelL, (1.3)
kde pro strucnost F, = %, 9. = %Z’F). Podminka (1.3) muZe byt inter-

pretovana jako postacujici podminka pro to, aby £ bylo pfipustny smér. Smér £
budeme nazyvat pripustny, jestlize existuje hladky oblouk mitici ze z* s te¢nou
€. Podminka (1.3) se da nasledovné zesilit [12].

Lemma 1.1. Nechl z* € Z je optimdlni pro (1.1). Pak neezxistuje £ takové, Ze
&R >0, ¢l <0, lel
Dikaz: viz [12]
Definice 1.2. Rekneme, Ze mnoZina A C R"™ je
i) konvexni, jestlize pro kazdé dva body x,y € A a 0 < X < 1 plati
) k , jestliz kazdé dva bod Aa0< <1 plati
A+ (1 =Ny € A,
1) kuZel (s vrcholem v pocdtku), jestlize 0 € A a pro kaZdij bod s € A a o >
i) kuzel hol fatku), jestlize 0 € A kazdy bod A 0
jeas € A,
(111) konvexni kuZel, jestlize je kuZel a zdroven konverni mnoZina.

K ziskani Kuhn-Tuckerovy podminky pouzijeme nésledujici verzi Farkasova
lemmatu.



Lemma 1.3. Necht je mnozina S C R" libovolnd a necht co(S) znaci konverni
kuzel generovanyg mmnozinou S. Pak pro kazdé v € R"™ plati prdvé jedna z ndsledu-
gicich moznosti:

(i) v € cl(co(S)),
(ii) existuje & takové, Ze ETv > 0 a zdrover £Ts <0 pro s € S.
Dikaz: viz [12]

Véta (Kuhn-Tuckerova podminka) 1.4. Necht z* € Z je optimdlni pro (1.1)
a necht plati €Tg. <0, 1€ L. Potom existuje M C L, |M| < oo ap >0,l€ L
takove, Ze

F. = Zﬂlgi- (1.4)

leM

Dikaz: viz [12]

1.2 Diskretizace a lokadlni redukce na kone¢ny pro-
blém

V této kapitole se budeme zabyvat problémem popisu nebo alespon aproximace
pripustné mnoziny

Z ={zlg(#,t) <0,t € B} (1.5)

nasi ilohy semi-infinitniho programovani (1.1) pomoci pouze kone¢né mnoha ome-
zeni. Zvolime B C B, |B| < 0o a nahradime Z pomoci

Z(B) = {z|g(z,t) <0,t € B} (1.6)
a budeme uvazovat aproximaci

P(B) = max{F(z)|z € Z(B)}. (1.7)
B je obvykle nazyvano miizkou. B
V tomto kontextu vyvstava otazka, zda existuje podmnozina B mnoziny B,
pro kterou maji (1.7) a (1.1) stejnou mnozinu optimalnich feseni. Obecné je od-
povéd zaporna, coz je vidét na nasledujicim piikladu:

Priklad 1.5. max{—y |0 <z <1,—(z —t)* —y < 0,t € [0,1]}.

Pokud na tento piiklad budeme koukat z pohledu ulohy (1.1), pak nejvice omezugici
podminka nastane, kdyZ r = t. ProtoZe x 1 t maji stejng obor hodnot, tak je
mazximum této ilohy rovno 0.

Pokud se oviem na tento piiklad podivime z pohledu ilohy (1.7), pak B je konecnd
mnoZina, tudiz existuje ¥ € [0,1] takové, Ze T # t, t € B. Nyni upravme nerovnici
—(x —t)? —y <0 do tvaru (x — t)?> > —y. Levd strana nerovnice je vétsi nez 0,
proto dostaneme vZdy Teseni vétsi nez 0.



Véta 1.6. Viloze (1.1) predpoklidejme, Ze B je kompaktni, F' je konkdvni, g(z,t)
je konvexni vzhledem k z (F a g(z,t) jsou konecné na R") a v(P) je konecné.
Necht plati nasledujici podminka Slaterova typu: pro kaZdou mnoZinu n + 1 bodi
to,...,t, € B existuje z takové, Ze g(z,t;) < 0, 1 = 0,...,n. Potom existuje
T, ={t1,...,t,} C B takové, e

(i) v(P) = v(P(Ty)),

(11) existuji multiplikatory p; >0, 1 =0,...,n takové, Ze

v(P) = sup {F(z) — Z,uig(z,fmz € R”} :

Dikaz: viz [12]

Predesla véta je okamzitym dusledkem obecnéjsitho vysledku, ktery prezentoval

Borwein [4]. Poznamenejme, Ze (ii) je v podstaté vysledek konvexni duality v semi-

infinitnim programovani. Mnozina 7, nebude nikdy explicitné zndmaé, piestoze

budeme védét, ze existuje. Obvykle se jedné o vysledek numerického feseni tlohy.
Necht

d(B) = max min|[t — 7]
teB teB
je obvykla mira pro hustotu B C B. Necht B™ je posloupnost kone¢nych pod-
mnozin s d(B™) — 0. Plati, ze hromadné body feseni 2™ wlohy (P(B™)) fesi
tlohu (1.1)7 Obecné musime opét odpovédét, ze ne. [12]. Avsak v linearnim pii-
padé uz to plati.

Véta 1.7. UvaZujme linedrni vlohu (1.1), ve které F(z) = c'z, g(z,t) = a(t) 2 —
b(t). Predpoklidejme, Ze viechny mnoZiny {z|a(t)"z — b(t) < 0,t € B,c'z > 0}
jsou omezené. Potom pro kazdé € > 0 existuje o, > 0 takové, Ze pro kaZdou
mnoZinu B C B, d(B) < 0. mdme p¥ipad (P(B)), ktery je Fesitelny a pro kazdé

jeho feseni z*(B) existuje Fesend z*(P) tlohy (P) takové, Ze ||2*(B)—z*(P)|| < e.

Dikaz: viz [12]

Nyni se zaméiime na druhy pristup, ve kterém budeme potiebovat urcité
predpoklady pro okoli bodu z € Z. Mnozinu Z chceme ekvivalentné popsat po-
moci kone¢né mnoziny omezeni. Déle budeme uvazovat néasledujici parametrickou
optimaliza¢ni tlohu:

O(z) = max{g(z,t),t € B}. (1.8)

Je ziejmé, 7e z € Z je ekvivalentni s O(z) < 0. Navic pro z* € Z jsou body
t' € E(2),1 € L optimAlni feseni tlohy (1.8). Pfedpoklddejme, Ze plati nasledujici:

Piredpoklad 1.8. Necht E(z) = {t',...,t"} je konecnd mnoZina, pak eristuje
okoli U« bodu z*, okoli Up bodu ' a spojité zobrazeni u' : U,- — Up (B takové,
ze

(i) ul(z*)=¢,1=1,...,r,



(ii) pro kazdé » € Uy al = 1,...,r je ul(z) jediné lokdini veSent tilohy (1.8)
v Up () B.

Lemma 1.9. Necht je ddno z* € Z a necht plati prredpoklad 1.8, potom existuje

okoli U bodu z* takové, Ze pro kazdé z € U mdme z € Z tehdy a jen tehdy, kdyz

[12]
G'(2) = g(z,u'(2)) <0, 1=1,...,r

Nyni definujeme lokalné redukovanou tlohu:

Preq(2) = max{F(2)|G'(2) < 0,1 =1,...,r,z € U}. (1.9)
Véta 1.10. Necht U je okoli bodu z* € Z jako v lemmatu 1.9, pak je bod Z € U
lokdlné optimdlni pro ilohu (1.1) tehdy a jen tehdy, pokud je optimdlni pro tlohu
(1.9) [12].

Lze dokazat, Ze pro linearni tilohu (1.1) jsou funkce GYz),l=1,...,r konvex-
ni v U [13]. Av8ak diky predpokladu 1.8 mizeme (alespon lokalné) popsat piipust-
nou mnozinu kone¢nym poctem konvexnich omezeni. Tato omezeni jsou nicméné
definované pouze implicitné jakozto FeSeni parametrické optimizac¢ni tlohy. Toto
ukazuje obtiznost formulovani dané linearni semi-infinitni lohy jako obyc¢ejnou
tlohu konvexniho programovani. Véta 1.10 je vSak prostiedek, jak prenést teorii
a metody kone¢ného programovani na semi-infinitni programovani [12].

Nyni budeme studovat pripady, které nam poskytnou vice informaci o funkcich
u'(2), G'(2).

Definice 1.11. Necht G C R™ je oteviend mnoZina, f je funkce z R™ do R, pak
rekneme, Ze f je tiidy CP, p > 1, jestlize f md na G spojité parcidlni derivace
Fddu p. Ddle budeme znacit f € C?(G).
Piedpoklad 1.12. Predpoklidejme, Ze mnozina B C R™ je kompaktni a Ze
B = {t[h'(t) < 0,5 € M},

kde M| < oo, W € C*(R™) a j € M. Necht navic v kazdém bod¢ mnoZiny B
plati omezugici podminka linedrni nezdvislosti: pro kaZdé t € B jsou vektory

(D). 5 € M= {ilK'() = 0)
linedrné nezdvislé.

Poznamenejme, ze dale muze byt predpoklad 1.12 vynechan. AvsSak v apli-
kacich je mnozina B ¢asto definovana s ohledem na ptedpoklad 1.12 [12], proto

jsme pro zjednoduseni tento predpoklad zvolili. Diky tomuto popisu mnoziny B
dostaneme okamzité nasledujici vysledek [12].

Lemma 1.13. Necht je dano z* € R", predpoklidejme, Ze plati predpoklad 1.12.
Pro kazdé t' € E(2) z (1.2) definujeme

M' = {j|W (") = 0}
a Lagrangeovu funkci ilohy (1.8) vzhledem k t':
Lt al) =g(",t) = Y bW (1),
jeM!
Potom existuji jednoznacné urcené multiplikatory o‘cé- > 0 takové, Ze
oL

oy
oy (t',a') =0.



1.3 Podminky optimality druhého radu

Predpoklad 1.14. Necht g € C?(R™ x R™), plati predpoklad 1.12 pro kazdé
¢ E(2) a plati ndsledujici postacugici podminky druhého Fdadu pro &, které je
ostrgm lokdlnim maximem dlohy (1.8):

Ba—ﬁtl(fl, al) je negativné definitni na tecném prostoru

T = {n|a§nThg’(ﬂ) =0,7 € M'}. (1.10)

Definice 1.15. éekneme, Ze 1iloha (1.1) spliiuje podminky silné komplementarity,
jestlize plati, Ze bud g(z,t) =0 a u > 0, nebo g(z,t) <0 a p =0 pro Vt € B, kde
I je mezdapornd mira na B.

Piedpoklad 1.16. Necht navic k piedpokladu 1.14 plati pro viechna t € F(Z)
podminky silné komplementarity (1.15).

Nyni muzeme zformulovat nasledujici vétu:

Véta 1.17. (a) Predpokladejme, Ze plati predpoklad 1.16, pak piedpoklad 1.8 plati
se spojité diferencovatelngmi funkcemi T' : U, — Up (| B. Navic ezistuje spojité
diferencovatelnd funkce o! : U,- — R takovd, Ze piedpoklad 1.16 plati pro viechny
trojice z, u'(2), o!(2), 2z € U,-. Derivace funkci 88—7: =ul(2) a %—‘f = al(z) jsou
jednoznacné urcené vztahem

l ul 2,1
PL (o) HIT Qo 9 (2,4l
=— (1.11)
l
(H(E)T 0 9ol 0
kde ' l
Hf(tl) = (h{(tl))jeMz e RM<IM (1.12)

(b) Omezeni G'(z) = g(z,u'(2)) redukované dlohy jsou dvakrdt spojité dife-
rencovatelné na U« a jsou ddny vztahy
!
T = D) (1.13)

0?G! 0%g! out, 0L ou!
90 = 2L - 2o L w2

Dikaz ¢asti (a) uziva vétu o implicitni funkei, rovnice (1.13) a (1.14) jsou odvozené
ze vztahu (1.11) [12].

Nejleh¢i cesta k ziskani podminek optimality druhého fadu pro nasi dlohu
semi-infinitniho programovani (1.1) je predpokladani platnosti predpokladu 1.16
a aplikovani zndmych podminek optimality z kone¢ného programovani na redu-
kovanou tlohu (1.9) s dvakrat spojité diferencovatelnymi omezenimi G'(2).

Definice 1.18. Necht 1 je funkce s definicnim oborem D,. Nosicem funkce p
budeme nazyvat podmnozinu definicniho oboru D, na které je funkce p nenulovd.
Takovou mnoZinu budeme naddle znacit supp(p).

Definice 1.19. Necht B je podmnoZina R™. Necht M (B) znaci prostor viech

nezdporngch borelovskyjch mér na mnoziné B. Pak RSFB) ={p € M*(B)|supp(p)
je koneénd}.



Na zdkladé podminek pro koneéné programovani odvozenych v [10] byla do-
kazana nasledujici véta v [11].

Veéta 1.20. Necht plati predpoklad 1.16 pro z* € Z. Potom plati ndsledujici

(a) (nutnd podminka) Jestlize z* Tesi ulohu (1.1), potom pro kazdé & € KC,
K= {§|§_>og <0l€L}

existui 110(€) > 0, p(€) € RY, sup(u(€)) € E()[(10(€), u(€)) # (0,0)]

takovd, Ze pro

L(z, o, pty t) = poF(z Zulg z,th) (1.15)

plati oL
O (= ml€),n(€). 1) = 0 (1.16)
(&) = €52 (). n(E).DE (1.17)
YOI E o) <0 (119

(b) (postacujici podminka) Pokud pro kazdé & € K existuji 110(&) a p(€) jako
v (a) s (1.16) a pro € # 0 plati q(§) < 0, potom z* je ostré lokdlni FeSeni
ilohy (1.1) (t.j. emistuje okoli U bodu z* takové, Ze pro z € U(\Z plati
F(z) < F(z%)).

(¢) (silnd postacugici podminka) Cast (b) je specidlné splnéna, pokud

- jSOU L [ € L linedrné nezdvislé,

- exzstuyz (jednoznacné uréené) p; > 0 takové, Ze Kuhn-Tuckerova pod-
minka (1.16) plati pro po(§) =1 a p(§) = u,

- q(&) <0 plati (pro po(§) =1 a p(&) = p) pro vsechna & € T,

ang

Vyse zminéné dva vyrazy pro ¢(&) si zaslouzi interpretaci. Prvni vyraz, §T Le
je vyraz pro podminku druhého fadu, kterou bychom ziskali pro diskrétni ulohu
(P(E)) definovanou v (1.7) [12]|. Druhy vyraz,

4 2L
5(6) = ;m@)(w 5 (6), (1.19)
zohledhuje semi-infinitivni strukturu, nebot je generovan posunem aktivnich ome-
zenf u!(z) jako7zto funkce z [12|. Proto budeme nadale s(£) nazyvat vyraz posunu.
Tento termin se poprvé objevil v [44]. Nasledujici piiklad ukazuje vyznam tohoto
vyrazu v podminkach optimality.



Priklad 1.21. Uvazujyme tilohu mazimalizace

F(z) = (2+5)?2*+2 (1.20)
g(z,t) = 2tz +2m—t2<0, tel-1,1.

Pfipustnd mnozina Z je popsana jako g(z,t) < 0. Je zfejmé, ze z* = [0,0] je
lokalni teSeni s
E(z") ={0}.

e {(§)eer)

Pro zjisténi hodnot 10(€) a p1(§) spocitame vyraz (1.16):

Ziskame

oL
o 22110(8) — 2tp1(§) = 0
oL
9 2p0(§)22 + 10p0(8) — pa(§) =0
2

Jestlize dosadime za z; = 0, 2o = 0 at = 0, vyjde nam, 7e po(§) = 1 a (&) = 10.
Tudiz pro £ € K dostavame

0*L
gTﬁ = 25%’ S(§> - _205%7 q(§> = _18537

coz podle véty 1.20 znamené, Ze z* = 0 je skute¢né ostré lokalni feSeni [12].
2
Poznamenejme, ze §T27§ = 2£? je pozitivné definitni na K. To znamena, Ze
pokud by v podmince druhého fadu byl pouzit pouze tento vyraz, pak by

e postacujici podminka nemohla nikdy platit,
e nutni podminka mohla byt pouze trivialni (ﬁT%ﬁ < 0 pro £ =0).

Nyni se podivame na to, ze ve vyrazu s(£) v (1.19) se vyuziva pouze derivace
ve sméru

Dt'(z%,€).

Existence této derivace je zajiSténa predpokladem 1.14. Tudiz se zda, ze pro
derivovani podminky druhého rfadu by mohlo stacit nahradit predpoklad 1.16
predpokladem 1.14 a vyraz flzf pomoci Dt!(z*, £). Potiz oviem je, Ze pro omezujici
funkce G'(2) = g(z,u'(2)) v tloze (1.9) nebudeme mit spojité druhé derivace, ale
jen existenci druhych derivaci ve sméru [45].



2. Dualita v semi-infinitivnim
programovani

Nyni se zaméfime na problém duality. Nebot se velmi ¢asto v aplikacich vyuzi-
va linearniho semi-infinitniho programovani, budeme se v této kapitole vénovat
dualité v linearni tloze semi-infinitnitho programovani.

2.1 Zakladni dualni tloha v prostoru konecénych
rad

Nejdiive je potfeba definovat primarni ulohu. Necht B je libovolna podmnozina
R™, necht je dano zobrazeni a : B — R", funkce b : B — R a vektor ¢ € R".
Potom je priméarni tlohou nalézt v(P) = sup {c'z|z € Z7}, kde Z¥ = {z €
R"|a” (t)z < b(t) pro viechna t € B}.

V obecném piipadé je nutné, aby bud B byla kompaktni mnozina, anebo a,
b byly spojité [12].

V piipadg, Ze mame koneénou mnozinu B = {ty,...,t,}, spo¢iva dualni aloha
(D) v ur€eni infima ze Y ,_, b(t;)p(t;) na mnoziné nezapornych multiplikitora
p(ts), kde ¢ =320 a(ti)u(t:). [12]

Analogicky muzeme definovat dudlni ilohu na prostoru kone¢nych fad néasle-
dovng. Nalézt v(D) = inf { [, b(t)du(t) | € ZP}, kde ZP = {u € RY)| [, a(t)du(t)
= c}. [12]

Po jednoduchém vypoctu zjistime, ze pro u € ZP a z € ZP plati

s < / b()du(t).
B
V tomto piipadé je u(t) diskrétni mira, proto lze predeslou rovnost zapsat ve

tvaru
"z <) T b(t)ult).
teB
Z toho vyplyva, ze v(P) < v(D) a v(P) < Y, .5b(t)u(t) pro kazdé p € ZP.
Dualni ulohu D mizeme interpretovat néasledovné: minimizovat horni hranici
> ien b(H)u(t) pro v(P) na mnoziné ZP. [12] Hlavni otazkou v teorii duality je,
zda miZze byt tato horni hranice nalezena ostie, tedy zda v(P) = v(D).
V dalsi ¢asti kapitoly budou hrat dilezitou roli nasledujici kuzely:

M, = co({a(t)|t € B}) (2.1)
= {w=Y atu®)lue RV} C R

My1 = co ({( Zg)) ) It € B}> c R, (2.2)

(i) ZP # & jen tehdy, kdyz c € M,

Lemma 2.1.
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(i) v(D) =v(Dg), kde (D¢) je "geometricky dudl”, t.j.

(De): ope) = inf {al (G ) € b |,

Diikaz: viz [12]

Tato pozorovani poukazuji na blizky vztah semi-infinitntho programovani k
teorii momenti a poskytuji moznost k zachazeni s dulezitou tridou aplikaci v semi-
infinitnim programovani. Dale piredpokladejme, ze plati nasledujici predpoklad.

Piedpoklad 2.2. Mnozina B je kompaktni, a, b jsou spojité na B.

Jestlize plati predpoklad (2.2), pak dostaneme s pomoci Rogosinského véty
[38] nasledujici reprezentaci kuzeli M, a M, ;.

Lemma 2.3. Piedpoklidejme, Ze plati predpoklad (2.2). Pak plati

My = {w= [ ) autolne s},

s = fu= [(3)) wowerr @) ey

Diukaz: viz [12]
Nyni mizeme zformulovat duélni tilohu na prostoru mér:

(D) : v(Dy) = inf {/Bb(t) du(t)|p € ZDM}
AT {u € M*(B)| /Ba(t) du(t) = C}.

Poznamenejme, 7e zatimco v tloze (D) jsme uvazovali pouze diskrétni miry,
v tloze (Dy) uz toto omezeni neni. Lemma (2.1) a lemma (2.3) nam davaji
néasledujici lemma.

Lemma 2.4. Piedpoklidejme, Ze plati predpoklad (2.2). Potom
(i) v(Dg) = v(Dn) = v(D),

(i1) kazdé Feseni p* ilohy (D) tesi ulohu (Dyy) a jestlize je (Dyy) Fesitelnd, pak
existuje p* € RSFB) C M*(B), které iesi (D) i (Dy).

Na zakladé lemmatu (2.4) sta¢i ve vét§iné aplikaci uvazovat pouze dual (D)
na prostoru kone¢nych tad.

2.2 Superkonzistentni pripad pro primarni nebo
dualni alohu

Tuto kapitolu zaéneme postacujici podminkou pro v(P) = v(D).

Definice 2.5. Necht M C R™. Rekneme, Ze int(M) je wnitiek mnoziny M,

jestlize int(M) je nejuétsi otevirend mnozina, kterou mnoZina M obsahuje.
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Véta 2.6.
(i) Predpoklidejme, Ze v(D) je konecné a c € int(M,). Potom v(D) = v(P).

(i1) Predpokladejme, Ze v(P) je konecnd a M,y je uzaviend mnoZina. Potom
v(D) =v(P) a (D) je Feditelnd.

Diukaz: viz [12] )
Poznamenejme, Ze véta 2.6(ii) nam dava v(Dg) = v(P) (pro konecnou v(P)),
kde tloha D¢ je alternativni geometricky dual:

(Dg) : Nalézt v(Dg) = inf {d| < cCZ ) € cl(Mn+1)}
Podminka ¢ € int(M,) zesiluje pozadavek, aby (D) bylo konzistentni, tedy

ce M,.

Definice 2.7. (D) budeme nazjvat superkonzistentni, jestlize ¢ € int(M,,).

Diky superkonzistenci ziskavame urcitou stabilitu: Jestlize predpoklad 2.2 pla-
ti, mizeme trochu zménit "data"a, b, ¢, aniz bychom ztratili superconzistenci nebo
silnou dualitu v(P) = v(D). Podobné zesileni konzistence plati také v pfipadé, 7e
M, 11 je uzavieny. [12]

Definice 2.8. (P) budeme nazgvat superkonzistentni, jestlize plati piredpoklad 2.2
a jestlize existuje z* € ZT takové, Ze a (t)z* < b(t).

Superkonzistence je opét stabilni v tom smyslu, ze plati i v pripadé malych
perturbaci "dat"a, b, c.

Lemma 2.9. Piedpoklidejme, Ze plati predpoklad 2.2. Jestlize je iloha (P) su-
perkonzistentni, pak M, .1 je uzavieny.

Dikaz: viz [12]
Z tohoto lemmatu vyplyva nésledujici symetricky vysledek pro dualni ulohy
(P) a (D).

Vé&ta 2.10. Necht plati predpoklad 2.2. Jestlize nékterd z loh (P) nebo (D) je
konecnd a superkonzistentni, potom druhd je Fesitelnd a plati v(P) = v(D).

Nésledujici véta 2.12 ukazuje, ze implikace superkonzistence mezi ilohami (P)
a (D) je naprosto symetricka.

Definice 2.11. P-droviiové mnoZiny a D-idroviiové mnoZiny (na drovni k) jsou
po Tadé definované

Ls(ZF e,k) = {z€ Z%|c"2 > K},

Le(2Pbr) = {ne 2’|y b(tut) <k},

Pro dané Z C X, kde X je normovany prostor, definujeme kuzel O (Z)
nasledovné

Of(Z)={de X|z+Xd € Z pro kazdé € Z,\ > 0}.
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Véta 2.12.

(a) Jestlize (P) je konzistentni, pak je ekvivalentni

(a1) vSechny P-iroviiové mnoZziny jsou omezeneé,

(a2) existuje € > 0 takové, Ze pro kaZdé cy, ||c — c1|| < €, mdme
sup{ctz|z € Z"} < oo,

(a3) OF(Ls(ZF,c,k)) = {0} pro viechny tirovné k,

(ay) (D) je superkonzistentni.

(b) Jestlize (D) je konzistentni, pak je ekvivalentni

(b1) vSechny D-tiroviiové mnoZiny jsou omezené (tedy pro libovolné k exis-
tuje p. takové, Ze supy|u(t)| < p. < oo pro vsechna p € L<(ZP, ¢, k)),

(ba) existuje € > 0 takové, Ze pro kaZdé by, ||b— b1||eo < € mdme
inf{>° bi(pt)|p € 2P} > —oo,

(bs) Ot (L<(ZP,b,k)) = {0} pro viechny tirovné k,

(by) (P) je superkonzistentni.
Dikaz: viz [12]
Poznamenejme, ze (a;) implikuje kompaktnost p-uroviiovych mnoZin. [12]
Piiklad 2.13. Pro mnoZinu indexii B vybereme elipsu v R? ndsledovné

B = {t|2(t; — 0,5)*+t3 =0,5}.
Pro
F(z)=2 a ZFV={z|2(ty— 1)) <1 —1ty,(t;,t,) € B} C R

mdme tlohu
v(P) = sup{z|z € Z'}.

V tomto pripadée md dudlni iloha tvar

v(D) = mf{Zu — ()| ZD}

teB
z° = {u € RP|D "t — t1)u(t) = 1} :
teB

Lze ukdzat, ze Z¥ = [0,2], pFicem? z* = 2 je primdrni feseni a v(P) = 2. E(2)

obsahuje pouze bod t = . Pro z € (0,2) dostdvame

WINOw [

Z(t2-t1)<1—t1, tGB,
coZ dokazuje primdrni superkonzistenci. Jestlize uZijeme vétu 2.10 pro (D) ziskd-

me v(P) = v(D) = 2. Nyni lze snadno dopocitat optimdini miru i z podminky
komplementarity, podle niZ musi platit
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a tudiz vychdzi

| 3, jestlize t =1,
ult) = { 0, jinak.

2.3 Perfektni dualita

Obecné jsou (P) a (D) v perfektni dualité, pravé kdyz (i) v(P) = v(D) (i v

piipadé nekoneénych hodnot) nebo (i) v(P) = —oo a v(D) = oo. V kone¢ném

linedrnim programovani jsou (P) i (D) feSitelné, jestlize je hodnota v(P) nebo

v(D) kone¢na. V semi-infinitnim programovani toto neplati. Nicméné podle véty

2.6(ii) je uzavienost M, dostate¢na pro perfektni dualitu a fesitelnost pro (D).
Jestlize budeme misto M,, 1 uvazovat kuzel

MH, 1 = co(Myy1 U{eni1}),

kde e,41 = (0,...,0,1)T € R""! je mozna mnohem lep$i analyza. MiiZeme vypo-
zorovat, ze M H, | je uzavieny, jestlize je uzavieny M, 1, ale opa¢na implikace

uz neplati. Napiiklad pro My = co{(—t%t)T|t € [0, 1]} neni hrani¢ni bod ( (1] )
0 .

v Ms, tedy My neni uzavieny. Ale s < 1 ) v rozsiteném kuzelu M Hs vidime, ze

M H, je uzavieny.

Definice 2.14. Rekneme, Ze mnoziny vektori {a’li € I} a {a’|j € J} jsou
pozitivné ekvivalentni, jestlize

co({a'li € I}) = co({d’|j € J}). (2.5)

Poznamenejme, Ze vyraz (2.5) nidm ¥ika, Ze libovolné a’, respektive a’ je nezépor-
nou kombinaci {a’|j € J}, respektive {a'|i € I}.

Véta 2.15. Jestlize je (P) konzistentni, pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni.

(i) Pro libovolné ¢ € R"™ jsou (P) a (D) v perfektni dualité a (D) je fesitelnd,
pokud v(D) je konecné.

(ii)) MH, je uzavieny.

(i1i) MnoZina koeficienti

md pozitivné ekvivalentni mnoZinu.

Diukaz: viz [4]

14



Véta 2.16. Predpoklidejme, Ze mnoZina vektori {a',i € I} spliuje podminku
a‘wg > 0 pro kazdé i € I a vektor zg. Potom je kuZel co({a',i € I}) uzavieny,
prave kdyz md mnoZina {a',i € I} pozitivné ekvivalentni mnozinu {a’|j € J},
pro kterou plati a’ # 0 pro kazdé j € J a kterd je kompaktns.

V nésledujicim piikladu si ukdZeme, Ze podminka (i) ve vété 2.15 miZe byt po-
rusena, jestlize M H, 1 neni uzavieny.

P¥iklad 2.17. Necht B = [0,1] a ZF = {z|(-t)z < t*,t € B} = {z]z > 0}.
Pro ¢ € R, ¢ > 0 dostdavame v(P) = v(D) = oo, zatimco pro ¢ < 0 mdme
v(P) = v(D) = 0. Tudiz mdame perfektni dualitu, ale protoZe (D) neni feSitelnd
pro ¢ > 0, vidime, Ze podminka (i) neni splnéna.

Jina postacujici podminka pro perfektni dualitu, ale tentokrat zarucujici pri-
méarni (P) FeSitelnost v piipadé, ze v(P) je konefné, je pro konvexni kuzel

Ot (L=(Z",¢,0)) = {z|la(t)'2 <0 prot € B,c'z > 0}. (2.6)

Tento kuzel musi byt pfimkou nebo degenerovanou piimkou popsanou v bodé
(a3) ve véte 2.12.

2.4 Neperfektni dualita v linedrnim semi-infinitnim
programovani

V kone¢ném linearnim programovani piedstavil Charnes rozsiteni nearchimédov-
ského komutativniho télesa do matematického programovani. Ziskal tak "kom-
pletni regularizaci"paru priméarni/duélni tlohy, takze jsou oba problémy Fesitelné
se stejnou hodnotou tucelové funkce [14], to jest piipad perfektni duality s Fe-
sitelnosti. Konstrukce obsahuje pomocné proménné a pridani dalSich omezeni.
VySetfovanim priméarniho a dudlniho feSeni kompletné regularizované tlohy mii-
zeme zjistit, kterd ze ¢tyr navzajem se vylucujicich a zcela pokryvajicich zpusobiu
duality nastava pro puvodni par tloh kone¢ného linedrniho programovani (P) a
(D):

(pfipustna, piipustné)

(pfipustna a neomezené, nepiipustna)
(nepfipustné, pfipustna a neomezena)
(nepiipustna, nepfipustnd)

Tyto ¢tyti moznosti lze vyjadrit také tak, ze primarni a dualni iloha maji bud
obé piipustné feSeni, nebo ma jedna z nich pripustné neomezené feseni a druha
nemé piipustné feseni nebo nema pripustné reseni ani jedna z tloh.

V linearnim semi-infinitnim programovani musi byt zpiisoby duality rozsifeny.
Jak je uvedeno v |7] existuje nyni 11 navzajem se vylu¢ujicich a zcela pokryva-
jicich zpusobi, které mohou nastat z piipadné moznych 121. Stéle je otevienou
otazkou, zda existuje kompletni regularizace linearntho semi-infinitnitho progra-
movani, kterd by charakterizovala pripustné zpusoby duality.

Teorie klasifikace byla rozsifena na konvexni tilohy na linearnich topologickych
prostorech majicich vlastnosti Hahn-Banachova rozsifeni, viz [15], [18], [19].

15



Potieba vice zpusobu duality ma pfi¢inu v "dudlni mezere", kterd vyvstava,
kdyz se lisi hodnoty primarni a duélni ulohy. Pfipad duélni mezery ilustrujeme
na piikladé od W. W. E. Wetterlinga. Piiklad obsahuje nekonvexni polynom
¢tvrtého radu, jenz ma infimum nula.

Piiklad 2.18. Pro redlny parametr y definujeme ndsledugici funkci:
flti,to,y) = (tita — D2+ (L—y)ts  prot = (ti,ts) € R* (2.7)

Pak inf{ f(t1,t2,y)|t € R*} = 0 kdykoliv y < 1. Polynom o dvou proméngch
(2.7) nds vede k problému sedlové hodnoty, kde vnitini minimalizace je globdlni
minimalizaci funkce f(ty,t2,y):

sup{G(y)|ly € R}, kde
G(y) = inf{f(ts,t2,y)|t € R}

definuje konkduvni funkci na R danou predpisem
G(y) = {0 pokud y < 1 nebo — oo jinak}.
Ekuvivalentni vloha semi-infinitniho programovdni je

v(P) = supz, 21,22 € R za podminek
21+ 2ty < (tita—1)* 413 prot € R (2.8)

Poznamenejme, Ze v obou pripadech (P) ve své podstaté zahrnuje dvou-dimenziondlni
vnittni minimalizaci, pokud zo < 1. Z toho okamZité vypljvd, Ze v(P) = 0. (P)
md dudl

v(D) = inf Z{(tltg — )2 + 3} pu(ts, ta) pro p € RS_RQ) za podminek
S Bultit) =0 a Y pltt)=1 (29)

Vidime, Ze dudlni iloha omezila minimalizaci funkce f(t1,t2,0) na jedno-dimenziondlni
podprostor to = 0 s ndslednym ndristem hodnoty funkce na 1, konkrétné v(D) = 1.

Tento ptiklad ukazuje, ze dudlni mezera muze nastat v pripadé, ze dualni iloha
omezi vice-dimenzionalni problém na méné-dimenzionalni.

Jedna z moznosti, jak vyloucit dudlni mezeru, je rozsitit rozsah proménnych
v linearni tloze s nerovnostmi. Misto abychom vyzadovali (zy, z2) jakozto reél-
na Cisla, pripustime (21, 22) na usporadaném rozgiteni reélnych ¢isel, naptiklad
polynomy v neurcitych proménnych. V tomto rozsiteni nebude potieba zavadét
déleni. Jako piiklad mize poslouzit néasledujici definice:

Definice 2.19. Necht R[O)] oznacuje polynomicky okruh sestdvagici z polynomi s
nezndmou © konecéného stupné s redlngmi koeficienty. Nearchimédovské uspord-
dani vychdzi z poZadavku r < © pro vechna r € R. Polynom p(©) = Zli:O 0" je
kladny (zaporny), jestlize koeficient nejuyssi mocniny © s nenuloviym koeficientem
je kladny (zdapornyg).
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Nyni mizeme ukézat pouziti R[©] na odstranéni dualni mezery ve Wetterlin-
gové piikladé. Nejdiive piepiseme (P) vzhledem k rozsifenym proménnym:

v(Pe) = supt, TER, 2(0),2(0)¢€ R[O] za podminek
T—2(0) < 0
21(0) + 2(0)t5 < (tity — 1)® + 15 pro viechna t € R?.

Pii vypoctu (Pg) zjistime, ze je Fesitelnd a v(Pg) = 1, napiiklad pro 7" = 1 je
2i(©)=1a z(0) = —-06.

Je zajimavé, Ze feSeni pomoci ©-polynomu (viz vySe) poskytuje algebraic-
ké prostiedky pro vyjadfeni omezenych pripustnych feseni pivodnich linearnich
nerovnosti v realnych proménnych. Toto diilezité propojeni provedeme po pied-
staveni myslenky asymptotické konzistence pro primérni i duélni alohu. [12]

Definice 2.20. Rekneme, Ze iloha (P) je asymptoticky pripustnd, kdyZ kazdy
konecényj subsystém z a(t)Tz < b(t), pro kazdé t € B, je piipustny. Posloupnost
konecnych Fad {u™}, nazjvdme asymptoticky piipustnou pro ilohu (D), kdyz

kazdé ,u(") >0a
lim Z a(t)u™(t) = c.

Uloha (D) je asymptoticky konzistentni, jestlize md asymptoticky piipustné fese-
ni.

V nésledujici vété ukazeme vztah mezi asymptotickou konzistenci (P) a ©-
polynomialnim feSenim.

Vé&ta 2.21. Predpoklidejme, Ze (P) je asymptoticky konzistentni. Potom (P) md
pripustny bod z(©) € (R[O])", kde kaZdd slozka z;(©), i = 1,...,n je polynom
stupné nejuyse n s nezndmou ©.

Dikaz: viz [12]

Kone¢ny systém z € R", 2z > k, —kzy + 20 > 0,...,—kz,_1 + 2, > 0 pro
k=1,2,..., ukazuje, 7Ze budou nutné polynomy plného stupné n. [12]

Hlavni aplikaci véty 2.21 je konstrukce asymptotického rozsiteni (Pg) tlohy
(P), jak jiz bylo znazornéno v piikladé vyse:

v(Po) = sup7, T€R,20)e(R[O])", zapodminek
T—c"2(0)<0 a a(t)'2(©) <b(t) prote B.

Poznamenejme, 7ze 7 musi byt redlné, takze supremum pocitime pouze na redl-
nych ¢islech. P¥ipustnym feSenim jsou dvojice (7,2(0)) € R x (R[O])™.

Véta 2.22. Ulohy (Pe) a (D) jsou v perfektni dualité.

Dikaz: viz [12]

Ve vété 2.12 jsme vidéli, ze za podminky OF (L (2%, ¢, k)) = {0} dostavame
dobrou stabilitu. Jestlize tuto podminku zna¢né zesilime na O*(Z”) = {0}, tedy
z = 0 kdykoliv a(t)Tz < 0 pro kazdé t € B, pak lze ukazat, Ze (Po) je konzistentnf,
praveé kdyz je konzistentni (P), a v tomto p¥ipadé v(Pg) = v(P). Predpoklad, ze
(P) je konzistentni, nezavisi na vektoru c. [12]

Nyni si ukdzeme dilezity vysledek o nekonzistetntnim systému lineadrnich ne-
rovnosti. ktery je vSak asymptoticky konzistentni.
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Véta 2.23. Necht je z € R*, a(t)Tz < b(t) pro t € B nekonzistentni, ale je
asymptoticky konzistentni. Pak existuje ¢ € R™ takové, Ze pro libovolné kladné celé
¢islo n existuje konecnd podmnoZina B, mnoZiny B takovd, Ze pro a(t)Tz < b(t),
t € B, plati ¢z < —n.

Dikaz: viz [1]
Vektory ¢ ve vété 2.23 se nazyvaji vektory sestupu (diky minimalizaci spojené
s duélni ulohou (D)). Obecné je mnozina vektori sestupu konvexni kuzel neob-

sahujici nulu, ktery je obsazen v kuzelu M, a ktery obsahuje relativni vnitiek
kuzelu M, [12]

Priklad 2.24. Pro predstavu mnoZiny vektori sestupu zde uvedeme ndsledujici
priklad systému linedrnich nerovnosti. Tento systém predstavuje hypograf konkdv-
ni funkce log(z1) pro z; > 0:

1
—Zlg + 29 < log(t) —1  pro viechna t > 0.

Pridejme k tomuto systému jesté nerovnost zy < 0. Viysledny systém je nyni
nekonzistentni, ale libovolny subsystém je konzistentni. V tomto prFipade vypadd
kuzel M, pro n = 2 ndsledovné

() =po(0),

tedy My = {(z1,22)|za > 0}\{(21,0)|z1 < 0}. Nyni toto ovérime pro libovolné
¢1 € R acy>0, (c1,c2) je vektor sestupu.

Necht je ddno libovolné prirozené cislo n, pak ezistuje € > 0 takové, Ze (i)
ea(log(e) —1) < —n a (i) ¢1 + 2co > 0. Uvazujme subsystém dvou nerovnosti pro
t=e€:

Z1
—_+22
€

IN

log(e) — 1,
0.

IN

21

Vyndsobenim proni rovnice hodnotou ca, druhé rovnice vjrazem ci + < a jejich
sectenim dostaneme nerovnosti

C121 + C229 < CQ( lOg(G) — 1) < —n.

Toto ukazuje, Ze mnoZina vektori sestupu md tvar {(w1,v2)|r2 > 0}.
Drive jsme zmitiovali perturbovanou tilohu (Dg) lohy (D), konkrétné

v(Dg) = infw, w€R za podminek
c
( w ) € Cl(Mn+1)

. . T . o c ..
Nez abychom vsak uvaZovali ndhodné cesty v M, .1 konvergujici k ( w )’ staci

ndsledovat smér urceny vektory sestupu pro cdstecné homogenizovany systém, jako
je nasledugici:
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a(t)'z + z,01b(t) < 0 pro viechna t € B,
ZTL+1 S 07
2t zppw <L

kde w € R je pevné dang parametr. [12] Ulohu (ljg) muzZeme nyni prepsat pomoct
smeéru sestupu ndsledugicim zpisobem:

v(D) = infw  za podminekw € R a

( v ) € R" xR,  které splriugi

Un+1

pro libovolné € > 0 existuje p € RSFB) takové, Ze
datut) =c+ev a D b(B)u(t) < w + evyp.
Pripustné body jsou nynit trojice

w
()

Un+1

lezici v R x R™ x R. Vzhledem k naSemu zkoumdni vektori sestupu vijse je pod-

vektor
‘/ p— ( v >
Un+1

pripustného bodu vektorem sestupu. Ulohy (P) a (D) jsou tedy v perfektni dualité.

[12]
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3. Aplikace semi-infinitniho
programovani na eficienci portfolia

V této kapitole se zaméiime na praktickou aplikaci semi-infinitniho programovéani.
Kazdy investor ma k dispozici urc¢itou mnozinu investi¢nich prilezitosti, pricemz
vynosy jednotlivych investic jsou ndhodné veli¢iny. K porovnéni jednotlivych in-
vestic je vhodna metoda maximalizace o¢ekdvaného uzitku predstavena v J. von
Neumann a O. Morgenstern [29]. Dle této metody lze preference investoru repre-
zentovat uzitkovou funkeci.

Definice 3.1. Rekneme, Ze u je uZitkovd funkee, jestlize je neklesajici, spojitd a
je definovana na néjakém intervalu I C R. [34]

Uzitkovou funkci obvykle nezname, proto nelze spocitat ocekavany uzitek a in-
vestice podle oc¢ekavaného uzitku seradit. Mame v8ak ¢aste¢nou informaci o uzit-
kové funkci a je mozné tedy alespon ¢astecné usporadat investice. Proto budeme
pracovat se stochastickou dominanci, kterd vychazi z ¢astecné znalosti uzitkoveé
funkce a ddva nam caste¢né uspotradani.

3.1 StochastickdA dominance

Definice 3.2. [3/] Necht u je uZitkovd funkce definovand na intervalu I C R
a W je soucasny majetek investora. UvaZujme pTipustnou investicni prileZitost
reprezentovanou ndhodnou velicinou X s rozdélenim P, t. j. stredni hodnoty
FEu(W + X) a EX jsou konecné. Jestlize pro kaZdou hodnotu investorova ma-
jetku W a kazZdou pripustnou ndhodnou investici X plati:

Eu(W + X) < u(W + EX) rekneme, Ze je investor averzni k riziku,
Eu(W + X) = u(W + EX) rekneme, Ze je investor neutrdlni k riziku,
Eu(W +X) > uw(W + EX) Fekneme, Ze investor vyhleddvd riziko.

V této praci se zaméfime na investory, ktefi jsou bud averzni k riziku nebo
rizikové neutralni. Charakterizovat je budeme pomoci neklesajici konkavni uzit-
kové funkce uw € U. Nyni si zavedeme pojem stochastické dominance druhého
fadu a eficienci nahodné veliciny. [24]

Definice 3.3. Necht' X1 a Xs jsou dvé ndhodné veliciny s distribucnimi funkcemi
Fi(z), a Fy(z). Rekneme, Ze X, dominuje Xy vzhledem k stochastické dominanci
druhého tddu, neboli X1 »gssp Xa, pokud plati

Eplu(X) - EFQU(X) Z 0

pro kaZdou uZitkovou funkciw € U, pro kterou stredni hodnoty Eru(X) a Epu(X)
existugi, a pokud pro alespon jednu uZitkovou funkci uw € U je nerovnost splnéna
ostre.

Definice 3.4. Necht A je uvazovand mnoZina ndhodniyjch velicin. Rekneme Ze,
ndhodnd velicina Xs € A je SSD neeficientni, jestlize existuje ndhodnd velidina
Xy € A takova, Ze X1 =ssp Xo. V opacném pripadé tekneme, Ze Xs je SSD
eficientny.
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Pokud si vezmeme jako piiklad ndhodné veli¢iny vynos investice, pak investici
zahrneme do eficientni mnoziny, pokud neexistuje jiné investice, ktera by ji domi-
novala. Eficientni mnozinu tedy tvoii takové investice, které nejsou dominovany
zadnou jinou investici. Naopak neeficientni mnozina zahrnuje investice, pro které
existuje alespon jedna dal$i investice z eficientni mnoziny, které je dominuje. Do-
chazi tak k rozdéleni mnoziny vSech investic na dvé navzajem disjunktni mnoziny,
pti¢emz plati, ze kazda investice je bud eficientni nebo neeficientni. [28|

3.2 Diskrétni pripad

V této podkapitole se zaméirime na piipad, kdy maji vynosy v8ech aktiv v portfoliu
diskrétni rozdéleni. Existuje nékolik riznych zpiisobi testovani eficience portfolia
pfi stochastické dominanci. Post [33] popsal algoritmus, ktery pracuje s primarni
tlohou a vede na tlohu linedrniho programovani. Jiny piistup predstavili Rusz-
czynski a Vanderbei v ¢lanku [39], v tomto piipadé se jednd o parametrickou
linearni ulohu.

Avsak zde se budeme vénovat testu vyuzivajicimu vztah mezi stochastickou
dominanci druhého fadu a podminénou hodnotou v riziku (CVaR) [30]. Tento test
byl piedstaven v Kopa a Chovanec [17]. Vysledkem testu je dominujici portfolio,
které je zaroven eficientni ve smyslu stochastické dominance druhého radu.

Necht X je ndhodné veli¢ina popisujici vynos aktiva. Potom Y piredstavuje
ndhodnou ztratu, jestlize Y = —X. Dale budeme predpokladat, ze £Y < oo.

Definice 3.5. Necht'Y je ndhodnd veli¢ina s distribucni funkci Fy (y) a « € (0,1).
Potom hodnotu v riziku (VaR) definujeme jako a-kvantil distribucni funkce Fy (y):

VaR,(Y) = FS 9 (a)

Definice 3.6. Necht'Y je ndhodnd veli¢ina s distribucéni funkci Fy (y) a « € (0,1).
Potom podminénou hodnotu v riziku (CVaR) definujeme jako FeSeni optimizacni
ulohy:

1
CVaR,(Y) = min {a + 1

a€ER —

E[Y—a]+}, (3.1)
kde [z]T = max(z,0).

Definici CVaR jsme pievzali z [31]. Regeni tlohy (3.1) vidy existuje a jednim
z feseni je VaR,(Y). [31] Uryasev a Rockafellar [43] ukazali, ze CVaR lze také
definovat jako podminénou sti¥edni hodnotu:

CVaR,(Y) = E(Y]Y > VaR,(Y)).

Lze ukazat, ze plati nasledujici ekvivalence [17]:

X ~SSD X, & CVaRa(Yl) < CVaRaO/Q>

Nadéle budeme predpokladat, 7e ndhodnd veli¢ina Y je diskrétni ndhodna
veli¢ina a muZe nabyvat hodnot 3',¢t = 1,...,T se stejnymi pravdépodobnostmi.
Nyni muzeme psat [17]
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T
1
CVaR,(Y) = mina+ ——
aRo(Y) = mina (l—a)T;w
st. wy =2 Yy—a
Wt Z 0.
Véta 3.7. Necht r= (ry,...,r5)T 2naci viinosy N aktiv a necht T znaci stejné

pravdépodobné scéndre. Vinos aktiv pro rizné scéndre budeme znacit

X=1 1]
2T
kde =t = (f,...,2Y) je t-ty Fddek matice X. Necht X = (A1,..., n)T je vektor
vah. Potom je mmnoZina piipustnijch portfolz'z A={Xxe RV1ITXA N\, > 0,n =
1,...,N}. Testované portfolio je 7 = (11,...,75)". Necht T ={0,%,.... =} a
ar € I'. Potom uvazZujme tulohu

D*(T) = max ZDk (3.2)

CVaR,, (—rTT) — by, — Emax(—rTA —b,,0) > Dp,k=0,...,T—1
Dy > 0,k=0,....T—1

A € A

1—0(;€

Jestlize je D*(1) > 0, potom T je SSD neeficientni a rTA* =gsp rTT. Jestlize
D*(1T) =0, potom T je SSD eficientnd.

Dikaz: viz [17]
Uloha 3.2 se da piepsat na tlohu linedrniho programovani nasledujicim zpi-
sobem [17]:

D*(T) _Dk,g\liaz:}gjwk;l)k (3.3)

s. t.

1 T

CVaR it (—r7'7) — by — AENT Z > D k=1,....T

T t=1
wh > —aTA—bytk=1,...,T
wh > 0,t,k=1,...,T
D, > 0,k=1,....,T
A € A
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3.3 Spojity pripad

V této podkapitole budeme predpokladat, ze vynosy maji spojité rozdéleni. Bu-
deme vychézet z tlohy ve tvaru:

&(T) = maxd(A, 1) (3.4)
s.t. CVaRy(—rTA) < CVaR.(—rT7), Vae[0,1]
A e A

3.3.1 Dualita

Nejdiive si ukdzeme, jak vypada dudlni dloha k priméarni dloze (3.4). K tomu
budeme potiebovat Lagrangeovu funkci, kterd mé nésledujici tvar:

L\, p) =dX\, 1)+ /0 ( CVaRa(—7"A) — CVaRu(—r"7)) du(e),  (3.5)

kde p jsou nezaporné miry na intervalu [0, 1]. Jestlize si nyni tlohu (3.4) piepiSeme
pomoci Lagrangeovy funkce (3.5), ziskdme tlohu ve tvaru [40]:

minsup L(, p) (3.7)

120 xeA

3.3.2 Normalni rozdéleni

V pripadé, Ze sdruzené rozdéleni vynosu jednotlivych aktiv je vicerozmérné nor-
maélni rozdéleni N(u, ), je rozdéleni celého portfolia s vahami A jednorozmérné
normélni N(AT g, ATXN). Navic pro varianéni matici plati: V' = X. CVaR ma za
predpokladu X ~ N(0, 1) tvar [21]

CVaR,(X) = %,

kde q, = @~ !(«) piicemz @ () znaci distribucni funkei rozdéleni N (0, 1). Déle si
vyjadifme ztratu Y ~ N(=ATp, AT ) za pomoci X ~ N(0,1):

YV = -ATpu+ VATV X. (3.9)

Nyni jiz miuZeme za pomoci (3.8) a (3.9) vyjadiit

(3.8)

_a
CVaR,(Y) = —ATp + eXp{—Q} ATV A (3.10)
(1 —a)Vv2rm

Po dosazeni vyrazu (3.10) do nas$i tlohy (3.4) ziskdme tlohu
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£(T) = maxd(\, 1) (3.11)
s. t.

T exp{—%} T T exp{—%} VTV r
A p+——m=VAVA < —17p+——=V7rTVr
H 1 N H (1 —a)V2r

Lemma 3.8. Uloha (3.11) je ekvivalnetni s ilohou

() = maxd(\ T) (3.12)
st. N > T
AVA < Vs
A € A

Dikaz. Necht plati

e p———
ATt — L 2 Ny < T L 2]

(1-a)vor (1_@\/%@,\7@6 0, 1].

2
ATp < —7Tp, neboli ATy > 7T p. Nyni si upravime nerovnici do tvaru:

Potom pro a — 04 plati, Ze g, — —00, a tedy exp{—ﬁ} — 0. Tudiz mame

ATp(l - o) ATV A < TTp(l-a) VTIVT

+ < + ,Va € 10, 1].
exp{—%} V2m exp{—%} V2n
Pro o — 1_ chceme ukdzat, Ze plati
-«
—~ — 0. (3.13)

Vidime, Ze ¢itatel i jmenovatel zlomku v (3.13) jde k nule, pokud o — 1_. Pou-
zZijeme tedy L’ Hopitalovo pravidlo:

-1

. .
— exp {—%“} dadl,

(3.14)

K wvyjddrent ¢/, pouZijeme vétu o derivaci inverzni funkce, nebot g, = ®1(a). Po

krdtkém vypoctu vyjde
1
/

Go = 3(ga)’

kde ¢(x) znaci hustotu rozdéleni N(0,1). Po dosazeni do (3.14) a rozepsdni ¢(qq)
vyjde
1

V21gs
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Tento vyraz jiZ zreymé jde k nule pro a — 1_. Nyni tedy dostdvdme nerovnost
ANVaA< 7TV r.

Druhou tmplikaci dokdzZeme sporem. Necht plati

TT[J,
TV r.

)\Tp, >
My <

Pak nemize platit

% a2
exp q — exp{ —2&
—)\T/l/ + #; V ATVA > —TTH + %in ’TTVT,\V/OK S [0, 1],
— ™ — ™

nebot st miZeme tuto nerovnost upravit do tvaru

a2

AT+ 7T+ %\/va %\/T > 0,Ya € [0, 1],

(7T — ATp) + (elxp{a;_a} (\/ ATV A \/TTVT> > 0,Va € [0,1].

Dosli jsme ke sporu, nebot podle predpokladii jsou obé zdvorky nekladné a vijraz
o{-4)
(1 —a)Vv2rm

nabyvd pro « € [0, 1] hodnoty v intervalu [0, co.

Poznamenejme, ze z tvaru podminek v tloze (3.12) je vidét, ze vhodna volba
funkce d(X, 1) je

dX7) = Np—1Tp]+[7TVr - ATV

nebot feSeni tlohy A* je potom SSD eficientni portfolio.

3.3.3 Studentovo rozdéleni

Studentovo rozdéleni nalezi do t¥idy eliptickych rozdéleni a je definovano nasle-
dujicim zpusobem [20]

Definice 3.9. Rekneme, e vektor X = {Xy,... ,Xp}T md p-rozmeérné studento-
vo rozdeleni s v stupni volnosti, vektorem stiednich hodnot p a korelacni matici
R (a odpovidajici kovariancni matici X2), jestlize md hustotu

)= 2 e R e . (319
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Jestlize je sdruzené rozdéleni vynosu jednotlivych aktiv vicerozmérné studentovo
rozdéleni s parametry p, v, 3, potom ma celé portfolio s vahami A jednorozmeérné
studentovo rozdéleni s parametry ATp, v, ATSA. Za predpokladu studentova
rozdéleni s alespoii t¥emi stupni volnosti ma CVaR nasledujici tvar [21]

reshyr (i Ee) T
T —a -2y @10

kde tiw znaci a-kvantil studentova rozdéleni s v stupni volnosti.
Po dosazeni vyrazu (3.16) do ulohy (3.4) ziskame tlohu ve tvaru

CVaR,(Y) = -ATp +

&(T) = maxd(A, T) (3.17)

regtvr (145 )
520 a)(2

VATYSA <

s. t. ATy +

,u;l
reghve (1)
M50 0-a(-2vr
AeA.

VTTET Va€[0,1],

<—tip+

Lemma 3.10. Uloha (3.17) je ekvivalentni s tilohou

() = maxd(\, 1) (3.18)
st. ANu > 7T
AT < 7Ter
A e A

Dikaz. Necht plati

v—1

PV (1+52) °
T - —2va =

v—1

Lz - a)(y —2)y Vritr vVaelo]

v—1
y N vzl
Potom pro o — 04 plati, Zet,, — —oo, a tudiz (1 + taTv> 2 0. Ziskali jsme
tak podminku —XTp < —1Tp, neboli XTp > 7% . Nyni si prepiseme nerovnici
do tvaru:

_ru—0) F(%”_f) VTITET Va € [0,1).
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Potrebujeme ukdzat, Ze pro o — 1_ plati:

(1-a) — 0.

2\
(1+5)

Vidime, Ze ¢itatel i jmenovatel zlomku v (3.19) jde k nule, pokud o — 1_. Pou-
zZijeme tedy L’Hopitalovo pravidlo:

(3.19)

—1
. (3.20)

(1)t

K wvyjddreni t,, , pouZijeme vétu o derivaci inverzni funkce, nebot t,,, = U1(a),
pricemz V(x) znaci distribuéni funkci studentova rozdéleni s v stupni volnosti.
Po krdtkém vygpoctu vyjde

kde

v+1

znaci hustotu studentova rozdéleni s v stupni volnosti. Po dosazeni do (3.20) a
rozepsdani Y (t,,) vyjde
Gw
”%ﬂ/umfa,y‘
Tento vyraz jiZ zreymé jde k nule pro o — 1_. Nyni tedy dostdvdme nerovnost
MNva<+Tvr.

Druhou tmplikaci dokdzZeme sporem. Necht plati

Pak nemize platit

v—1

e (ie) ¥
MM —aw-2ye o el

nebot’ st miZeme tuto nerovnost upravit do tvaru

> —TTu +

_v—1

M0 —2vr

v—1

TENA—aw =2 20 Vel
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71;7—1

PV (1+ 5 ) _ i
F(”T*Q)(l—a)(y—2 AN = VTTET) >0 Vael0,1].

(T —ATp) +

Dosli jsme ke sporu, nebot podle predpokladi jsou obé zavorky nekladné a vijraz

nabyvd pro a € [0,1] a v > 2 hodnoty v intervalu [0, 0o].

Poznamenejme, Ze z tvaru podminek v tloze (3.18) je vidét, Ze vhodna volba
funkce d(X, T) je stejné jako v piipadé normalniho rozdéleni

dA,7) = Np—7"p]+ 7757 — ATEA,

nebot feSeni tlohy A* je potom SSD eficientni portfolio.

3.3.4 Obecné eliptické rozdéleni

Normélni i studentovo rozdéleni patii do tiidy eliptickych rozdéleni. V této pod-
kapitole se proto pokusime odvodit tvar tlohy (3.4) pro obecné eliptické rozdéleni.
K tomu budeme potiebovat nejprve definici a nékteré vlastnosti eliptickych roz-
déleni, které lze nalézt v ¢lanku [23].

Definice 3.11. Rekneme, Ze vektor X md mnohorozmérné eliptické rozdeélent,
X ~ Ey(p, X,7), pokud lze jeho charakteristickou funkci vyjdadrit jako:

ox(t) =exp{it' p}y ( tTZt)

pro néjaky vektor p € RP, pozitivné definitni matici X € RP*P a funkciy: R — R.
Funkce v musi byt volena tak, aby funkce @x splniovala poZadavky kladené na
charakteristickou funkci.

V nasledujici vété si uvedeme dilezitou vlastnost eliptickych rozdéleni.

Véta 3.12. Necht X md mnohorozmeérné eliptické rozdéleni E,(pn,X,v), A €
R**P b e R°. Potom plati:

AX + b~ E\(Ap+ b, AXAT ).

Jestlize ma portfolio aktiv mnohorozmérné eliptické rozdéleni E,(m, 3, 1), potom
podle predchozi véty mé portfolio s vahami A jednorozmérné eliptické rozdéle-
ni Ey(ATp, ATYX, ). Proto se budeme nadale zabyvat pouze jednorozmérnym
eliptickym rozdélenim.
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Véta 3.13. Necht X ~ Ey(u,02,1) a necht g(x) je nezdpornd funkce na intervalu
[0, 00) spliiujici

/ x_%g(x)dx < 00.
0

Pak hustota ndahodné veliciny X mda tvar

fx(x) = gg (% (x = ”)2) ,

kde c je normalizacni konstanta ve tvaru

I'(3)
(27)2 [;7 2" 2g(w)dz”

a funkce g(x) se nazjvd generdtor hustoty. Jestlize navic budeme piedpoklddat, Ze

/Ooog(x)dzv < 00, (3.21)

potom existuje stredni hodnota EX a plati EX = p.

ProtoZe je pro néas nadale dulezity generator hustoty g(x), budeme dale po-
uzivat nasledujici znaceni pro X majici jednorozmérné eliptické rozdéleni: X ~
Ei(p, 0% g).

Véta 3.14. Necht X ~ Ei(u,0%,9) a g(x) splituje podminky z predeslé véty,
potom funkci

G(x) = c/ g(u)du
0
nazveme generdtor distribucni funkce.

Jestlize plati podminka (3.21), potom je G(00) < 0o a oznaéime si G(z) = G(c0)—
G(z).

Nyni jiz muzeme zformulovat vétu, ve které uvedeme tvar CVaRu pro jedno-
rozmérné eliptické rozdéleni.

Véta 3.15. Necht X ~ Ei(u, 02, 9), g(x) spliuje podminky z véty (3.13), véetné
podminky (3.21), G(x) je generdtor distribuéni funkce, a € [0, 1]. Potom plati

CVaRy(X) = pu+ (o,

kde C lze vyjadrit nasledugicim vijrazem

—
kde
_ Qo — [
2o =
g

Zbyva uz jen odvodit tvar tlohy (3.4) pro ztratovou ndhodnou veli¢inu Y.
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Lemma 3.16. Necht X ~ Ey(ATpu, ATS\, g) a Y = —X. Necht ddle g(z) spliiuje
podminky z véty (3.13), véetné podminky (3.21), G(x) je generdtor distribucni
funkce, a € [0,1]. Potom je tloha

£(7) = maxd(A, T) (3.22)
s.t. = AT+ VATEXN < —7Tpu+ VTV T Va € 0,1],
A e A

ekvivalentni s wlohou

Iy
—~
s‘
~—
I

max d(\, T) (3.23)
™
'er

A.

>
S
N/
>
m IN IV

Dikaz. Necht plati

QAT+ VATEA S 7T+ ¢VTTVT VYa € )0,1].

Potom pro oo — 04 plati, Ze q,, — —00, a tudiz

c=<SB8) _1 (Gog -0 (1)) =0

11—« o

kde o je rozptyl standardniho eliptického rozdéleni (casto nazgvaného sférické
rozdélent). Ziskali jsme tak podminku —ATp < —7Tp, neboli AT > 77 . Nyni
st prepiseme nerovnici do tvaru:

T

_\T _
)\C B V/aTsa < TC R/ oy

Potrebujeme ukdzat, Ze pro o — 1_ plati:

1 (1—a)

—=——=0. (3.24)

¢ 3G (343)
Vidime, Ze citatel i jmenovatel zlomku v (3.24) jde k nule, pokud o — 1_, ne-
bot qo — 00 a G (3¢2) = G(oo) — G (3¢2) — 0. PouZijeme tedy L’Hopitalovo
pravidlo:

-1
3¢ 9(38) 4o a

K wvyjddient ¢!, pouZijeme vétu o derivaci inverzni funkce, nebot q, = F~(a),
pricemZ F(z) znaci distribucni funkei eliptického rozdéleni. Po krdtkém vygpoctu
vyjde

(3.25)

G = Flga)

faa) = gg (%ﬁ)
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znaci hustotu eliptického rozdéleni. Po dosazeni do (3.25) a rozepsdani f(q,) vyjde

c9(3aa) 1

€9(342) ta Qo
Tento vyraz jiZ zrejmé jde k nule pro a — 1_. Nyni tedy dostdvdme nerovnost

MNva<+Tvr.

Druhou tmplikaci dokdzeme sporem. Necht plati

T

Tyr.

Xy

> T
ATy < 7

Pak nemize platit

AT+ VTS > —7Tp+ V1TV r, (3.26)

nebot si miZeme tuto nerovnost upravit do tvaru

AN+ 7T+ CVATEX = VTTV T > 0 (3.27)

(T = ATp) + C(VATEX = V7TV T) > 0 (3.28)
Dosli jsme ke sporu, nebot podle predpokladi jsou obé zdavorky nekladné a vijraz

_ 29 (G=)

11—«

¢

Y

nabgyvd pro a € [0, 1] hodnoty v intervalu [0, oo], nebot plati podminka nezdpornosti

funkce g(x).

Poznamenejme, 7e 7 tvaru podminek v tloze (3.23) je vidét, ze vhodna volba
funkce d(X, T) je, stejné jako v piipadé normélniho a studentova rozdéleni,

dA, 1) = ATp—7Tp]+ 7757 — ATZX],

nebot feSeni tlohy A* je potom SSD eficientni portfolio.
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4. Aplikace na portfolio ¢eskych
akcii

V této kapitole predvedeme aplikaci semi-infinitnitho programovani na portfolio

Ceskych akcii. Vybirali jsme akcie, které se nachazeji ve SPADu (Systém pro

podporu trhu akecii a dluhopisii) na Burze cennych papiri Praha. V sou¢asnosti

SPAD predstavuje 15 spole¢nosti. Z téchto spole¢nosti jsme vybrali 9 spole¢nosti,

pro které jsou dostupné data ve sledovaném obdobi od 1.4.2007 do 31.3.2012.
Vybrané spolec¢nosti jsou:

e CETV
o CEZ
e Erste Bank
e Komer¢ni banka
e ORCO
e Pegas Nonwovens
e Philip Morris CR
e Telefonica O2 CR
e Unipetrol
Pocitali jsme s tydennimi a mési¢nimi relativnimi vynosy:

P — P
P
kde Ry1 je relativni vynos v Case t + 1, P, je cena akcie v Case t. U spolecnosti

CEZ, Erste Bank, Komeréni banka, ORCO Pegas Nonwovens, Philip Morris CR,
Telefonica O2 CR a Unipetrol jsme data dale upravili o vyplacené dividendy D;:

Rt+1 =

Py — Po+ Dy

2 )
Pomoci scénarového a spojitého pristupu ovérime, zda je portfolio slozené pouze z
indexu PX eficientni ve smyslu SSD dominance. Pokud neni, ziskdme jako vedlejsi
produkt portfolio, které index PX dominuje ve smyslu SSD.

Ry =

4.1 Testovani dat

V tabulce 4.1 uvadime nékteré vlastnosti tydennich dat, se kterymi budeme dale
pracovat. V tabulce 4.2 uvadime stejné tidaje i pro mési¢ni vynosy.

Tydenni data vynosi mohou vykazovat ¢asovou korelovanost. Proto jsme pro-
vedli testovani casové nekorelovanosti. K testovani jsme pouzili skupinu nasledu-
jicich testu [3]:
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Aktivum Primér Sm. odch. Max Min  Sikmost Spicatost
CETV -0.0056 0.0945 0.4123 -0.3913  -0.0816 7.5640
CEZ 0.0010 0.0393 0.2144 -0.2290 -0.2864 12.1100
Erste Bank -0.0018 0.0754 0.2854 -0.3270  -0.0232 6.9030
Komer¢ni banka 0.0024 0.0525 0.1834 -0.2033  -0.1888 6.2190
ORCO -0.0096 0.0890 0.3499 -0.4388  -0.1471 8.0090
Pegas Nonwovens | -0.0001 0.0389 0.1224 -0.3054 -1.6150 17.6100
Philip Morris CR 0.0034 0.0358 0.1219 -0.1248 0.0744 4.6910
Telefonica O2 CR | 0.0010 0.0266 0.0996 -0.1800 -0.6708 12.4800
Unipetrol 0.0002 0.0491 0.2250 -0.2668  -0.2538 9.3240
PX -0.0013 0.0407 0.1685 -0.2625 -0.6920 10.9900

Tabulka 4.1: Tabulka ukazujici hodnoty deskriptivnich dat pro tydenni vynosy

Aktivum Primér Sm. odch. Max Min Sikmost Spicatost
CETV -0.0170 0.2327 0.9058 -0.5771  0.8199 6.2470
CEZ 0.0023 0.0695 0.1530 -0.2453  -0.6369 4.9140
Erste Bank -0.0084 0.1535 0.5491 -0.4166  0.5109 5.2230
Komer¢ni banka 0.0089 0.0994 0.3034 -0.3267 -0.3804 6.2490
ORCO -0.0391 0.1938 0.6828 -0.5579  0.5794 5.7420
Pegas Nonwovens | -0.0006 0.1019 0.3680 -0.3178  0.2016 6.7870
Philip Morris CR | 0.0135 0.0832 0.3006 -0.2052  0.5014 4.7130
Telefonica O2 CR | 0.0018 0.0437 0.1502 -0.1262  0.3459 4.7830
Unipetrol -0.0007 0.0863 0.2531 -0.2460  0.1195 4.1020
PX -0.0070 0.0817 0.1866 -0.2713  -0.4769 4.6470

Tabulka 4.2: Tabulka ukazujici hodnoty deskriptivnich dat pro meési¢ni vynosy
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Aktivum T. zallna T. zalnma T. zal.na T. zalna Med.
znam. dif. b. zvratu Ken. koef. Sp. koef. test
CETV 0.66863 0.49178 0.33961 0.37829  0.80371
CEZ 0.23827 0.23767 0.39423 0.38463  0.38434
Erste Bank 0.83054 0.43205 0.83921 0.67848  0.70928
Komerc¢ni banka, 0.28459 0.04408 0.95813 0.88186  0.53435
ORCO 0.39197 0.21958 0.27897 0.20488  0.26337
Pegas Nonwovens 0.16339 0.88266 0.37320 0.33791  0.38434
Philip Morris CR 1.00000 0.73104 0.30029 0.21759  0.21396
Telefénica O2 CR 0.19912 0.00596 0.81930 0.77765  0.21040
Unipetrol 0.83054 0.09500 0.72918 0.64635  0.17162
PX 0.16339 0.13994 0.80169 0.99220  0.70928

Tabulka 4.3: Tabulka p-hodnot jednotlivych testii nekorelovanosti pro tydenni
vynosy jednotlivych akcii a indexu PX

e test zalozeny na znaménkéch diferenci,

test zalozeny na bodech zvratu,

test zalozeny na Kendalové koeficientu,

test zalozeny na Spearmanové koeficientu,
e medianovy test.

K vypoc¢tu jsme pouzili program TestRand, jehoz autorem je Mgr. Tom4s
Hanzak. PouZita testova hladina je 95% a v tabulce vidy uvadime vysledné p-
hodnoty. Nulova hypotéza ¢asové nekorelovanosti se zamit4 na hladiné 0.05. Vy-
sledky téchto testi pro tydenni vynosy jsou v tabulce 4.3. Pro mési¢ni vynosy
jsou vysledky testiu v tabulce 4.4. Z vysledku je vidét, ze v ptipadé tydennich
vynostu neprosel test zalozeny na bodu zvratu u dvou akcii. To znamené, Ze tyto
akcie mohou vykazovat néjakou periodickou slozku, avsak pro jednoduchost to
v této praci zanedbame. V piipadé mési¢nich vynosi je mensi nez 0.05 jedna p-
hodnota u medianového testu, coz znamené, Ze u vynosiu této akcie mize nastavat
autoregresni zavislost. Pro jednoduchost ovSem toto zjiSténi opét zanedbame.

Déle jsme testovali, zda maji vynosy norméalni rozdéleni, nebo studentovo
rozdéleni s jednim az ¢tyfmi stupni volnosti. Pro testovani jsme vyuzili pro-
gram Mathematica a v ném zabudovany Kolmogoriv - Smirnoviv test. Program
Mathematica z dat automaticky odstranuje duplicitni hodnoty. Vynosy nemaji
testované rozdéleni, pokud je p-hodnota nizsi néz 0.05, nebot testovani jsme pro-
vadeéli na hladiné 95%. Pro vSechny akcie vysly ve vSech piipadech p-hodnoty
mensi nez 107%. Z toho vyplyva, Ze vynosy nemaji ani norméalni, ani studentovo
rozdéleni.

4.2 Scénarovy pristup pro tydenni vynosy
Nejdiive budeme piedpokladat, ze vynosy maji diskrétni rozdéleni. V tomto pii-

padé mame celkem 260 scénéaii v obdobi od 1.4.2007 do 31.3.2012. V kapitole
3 jsme piedstavili vhodnou optimaliza¢ni ulohu (3.3). Data vstupujici do ulohy
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Aktivum T.zallna T.zalna T.zal.na T.zal.na Med.

znam. dif. b. zvratu Ken. koef. Sp. koef. test

CETV 0.65472 0.34677 0.66128 0.72444  0.79105
CEZ 0.37109 1.00000 0.51737 0.54821  0.28924
Erste Bank 0.07364 0.75381 0.91148 0.82804  0.18526
Komercni banka 0.37109 0.53050 0.49230 0.67403  0.79105
ORCO 0.65472 0.53050 0.28645 0.17644  1.00000
Pegas Nonwovens 0.65472 0.75381 0.35649 1.00000  0.42670

Philip Morris CR 1.00000 0.20966 0.12435 0.08692  0.03404
Telefonica O2 CR 0.37109 1.00000 0.47597 0.45836  0.42670
Unipetrol 0.65472 0.11685 0.89077 0.97230  0.79105
PX 0.82160 0.09151 0.98394 0.95944  0.42670

Tabulka 4.4: Tabulka p-hodnot jednotlivych testii nekorelovanosti pro mési¢ni
vynosy jednotlivych akcii a indexu PX

(3.3) predstavuje matice relativnich vynosu akcii a indexu PX, které je tak vlast-
né desatym aktivem, a CVaR vynost indexu PX. Matice vynosii ma rozmeéry
260 x 10. Hodnoty CVaRu se napo¢itavaji podle nasledujiciho lemma.[17]

Lemma 4.1. Necht'Y je ndahodnd velicina s diskrétnim rozdélenim, kterd nabyjvd

seéndreyt, t =1,...,T. Oznacme y* k-tou nejmensi hodnotu scéndri y*, ..., y",
tudiz plati yM < ... <y, Pak pro o € [£ ] o £ 1 plati
1 T
CVaR(Y) = gt 4 e 37 (1 — 00,
(1—a)T i;ﬂ

kde , k=1,....,T -1 a CVaRy(Y) =y

V nagem piipadé je T = 260, nebot musi byt shodné s poctem scénaii. Uloha
(3.3) je ulohou linearniho programovani. K jejimu vypoc¢tu jsme vyuzili program
GAMS. Zjistili jsme, 7Ze portfolio slozené pouze z indexu PX je neeficientni. Port-
folio dominujici index PX ve smyslu SSD ma nésledujici slozeni (spole¢nost; vaha
v portfoliu):

e CETV; 0

e CEZ;0.119

e Erste Bank; 0

e Komerc¢ni banka; 0

e ORCO; 0

e Pegas Nonwovens; 0.002
e Philip Morris (VJR; 0.256
e Telefonica O2 CR; 0.622

e Unipetrol; 0
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Hodnota PX DP

Primérny vynos | -0.0013  0.0016
Pramérny CVaR | 0.0376 0.0195
1. CVaR 0.0013 -0.0016
2. CVaR 0.0020 -0.0012
3. CVaR 0.0026  -0.0009
4. CVaR 0.0031  -0.0006
5. CVaR 0.0035 -0.0004
6. CVaR 0.0038 -0.0002
7. CVaR 0.0042  0.0000
8. CVaR 0.0045  0.0002
9. CVaR 0.0048  0.0004
10. CVaR 0.0051  0.0006
11. CVaR 0.0054  0.0008
12. CVaR 0.0057  0.0009
13. CVaR 0.0059  0.0011

Tabulka 4.5: Tabulka porovnava vybrané hodnoty tydennich vynosi indexu PX
a vynosit dominujiciho portfolia (DP) ve smyslu SSD za piedpokladu diskrétniho
rozdéleni; k-ty CVaR je napocitany pro a = % podle lemmatu 4.1

V tabulce 4.5 uvadime porovnéani prumérnych vynosi, prumérného CVaRu a prv-
nich 13 hodnot CVaRu napocitavaného podle lemmatu 4.1. Vybrali jsme prvnich
13 hodnot CVaRu, nebot se jedna o hodnoty CVaRu pro a < 0.05. Z tabulky je
patrné, ze dominujici portfolio ma vyssi vynos a zaroven nizsi riziko ve smyslu
CVaRu.

Dale jsme vynosy upravili o vynos bezrizikového aktiva. Za bezrizikové akti-
vum jsme vybrali sazbu PRIBOR. Protoze jsme nalezli data pouze k mési¢nim
vynosium, upravili jsme je na tydenni pomoci vztahu (i kdyz v nékterych piipa-
dech neni tento vztah zcela piesny)

it:4<(1+z’m)i—1>,

kde i; pfedstavuje tydenni sazbu PRIBORu a %, mési¢ni sazbu PRIBORu. Vy-
pocitali jsme nadvynosy akcii a nadvynos indexu PX. Matici nadvynosu jsme
roz§itili o sloupecek nul pfedstavujici nadvynos PRIBORu. CVaR referen¢niho
portfolia (indexu PX) jsme pocitali opét podle lemmatu 4.1. T v tomto p¥ipa-
dé je portfolio slozené pouze z indexu PX neeficientni. Lepsi strategie ve smyslu
SSD dominance je investovat do PRIBORu, nebot nadvynosy indexu PX maji
zapornou stiedni hodnotu.

4.3 Scénarovy pristup pro mési¢ni vynosy

V této kapitole budeme opét predpokléadat, ze vynosy maji diskrétni rozdélent,
ale zamétfime se na mési¢ni vynosy. V tomto piipadé mame celkem 59 scénéiu v
obdobi od 1.4.2007 do 31.3.2012. I nyni budeme zkoumat eficienci vynost indexu
PX. Vypocet je analogicky jako v predeslé kapitole. Matice vynosi méa rozmér
59x 10 a T = 59. Po vypoctu v programu GAMS jsme zjistili, ze portfolio slozené
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Hodnota PX DP

Primérny vynos | -0.0070 0.0038
Pramérny CVaR | 0.0797  0.0074
1. CVaR 0.0070  -0.0038
2. CVaR 0.0103 -0.0014
3. CVaR 0.0136  0.0004
4. CVaR 0.0168  0.0019
5. CVaR 0.0191  0.0032
6. CVaR 0.0211  0.0043
7. CVaR 0.0228  0.0054
8. CVaR 0.0245  0.0064
9. CVaR 0.0262  0.0074
10. CVaR 0.0278  0.0083
11. CVaR 0.0294  0.0092
12. CVaR 0.0311  0.0101
13. CVaR 0.0327  0.0110

Tabulka 4.6: Tabulka porovnava vybrané hodnoty mési¢nich vynosi indexu PX
a vynosit dominujiciho portfolia (DP) ve smyslu SSD za piedpokladu diskrétniho
rozdéleni; k-ty CVaR je napocitany pro a = % podle lemmatu 4.1

pouze z indexu PX je neeficientni. Portfolio dominujici index PX ve smyslu SSD
ma nasledujici slozeni (spole¢nost; vaha v portfoliu):

e CETV; 0

e CEZ; 0

e Erste Bank; 0

o Komer¢ni banka; 0

e ORCO; 0

e Pegas Nonwovens; ()

e Philip Morris CR; 0.192

e Telefonica O2 CR; 0.721

e Unipetrol; 0.087

V tabulce 4.6 uvadime porovnéani prumérnych vynosi, prumérného CVaRu a prv-
nich 13 hodnot CVaRu napocitavaného podle lemmatu 4.1. Z tabulky je patrné,
ze dominujici portfolio ma vySsi vynos a zaroven nizsi riziko ve smyslu CVaRu i
pro meésicni vynosy.

Dale jsme vynosy upravili o vynos bezrizikového aktiva. Za bezrizikové akti-
vum jsme vybrali i pro mési¢ni vynosy sazbu PRIBOR. Nadvynosy indexu PX
maji opét zapornou stiedni hodnotu, proto také v tomto piipadeé je portfolio slo-
zené pouze z indexu PX neeficientni a lepsi strategie ve smyslu SSD dominance
je investovat do PRIBORu.
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4.4 Spojity pristup pro tydenni vynosy

Nyni budeme ptredpokladat, ze vynosy maji spojité rozdéleni. Podle zjisténi v
kapitole 3 vede predpoklad normalniho, studentova i obecného eliptického roz-
déleni vzdy na tlohu nelinearni optimalizace (3.12), ktera se ovSem lisi v matici
V. Pro ruzné eliptickd rozdéleni se piislusna matice ziska z odhadnuté matice
pienasobenim konstantou [21]. Nebot je uloha (3.12) invariantni vici vynasobeni
konstantou, vyjde shodné feseni pro predpoklad libovolného eliptického rozdéleni.

V pripadé predpokladu libovolného eliptického rozdéleni vynosti odhadneme z
dat stfedni hodnotu p primérem hodnot a varian¢ni matici V' vybérovym rozpty-
lem. Vyslednou nelinedrni optimaliza¢ni tlohu fesime opét v programu GAMS.
V tomto ptipadé vychazi, ze portfolio slozené pouze z indexu PX je neeficientni.
Portfolio dominujici index PX ve smyslu SSD ma nasledujici sloZeni (spole¢nost;
vaha v portfoliu):

e CETV; 0

o CEZ; 0

e Erste Bank; 0

e Komerc¢ni banka; 0.068
e ORCO; 0

e Pegas Nonwovens; 0

e Philip Morris GR; 0.932
e Telefonica O2 CR; 0

e Unipetrol; 0

V tabulce 4.7 uvadime porovnani prumérnych vynosu, primérného CVaRu a prv-
nich 13 hodnot CVaRu napocitavaného podle lemmatu 4.1. Z tabulky je patrné,
ze dominujici portfolio mé pro tydenni vynosy i za predpokladu jakéhokoliv elip-
tického rozdéleni vyssi vynos a zaroven nizsi riziko ve smyslu CVaRu.

Nyni budeme opét uvazovat moznost investovani do bezrizikového aktiva, kte-
ré bude opét predstavovat sazba PRIBOR. Stejné jako v piipadé diskrétniho
rozdéleni si nejdiive napoc¢itame nadvynosy akcii i indexu PX. Portfolio slozené
pouze z indexu PX je i v tomto pfipadé neeficientni. Lepsi strategie ve smyslu SSD
dominance je investovat do PRIBORu, nebot vynosy indexu PX maji zapornou
stfedni hodnotu.

4.5 Spojity pristup pro meési¢ni vynosy

Budeme predpokladat, ze mési¢ni vynosy maji libovolné eliptické rozdéleni. Po-
stup je analogicky jako v kapitole pro tydenni vynosy. Portfolio slozené pouze z
indexu PX je i tentokrat neeficientni. Portfolio dominujici index PX ve smyslu
SSD ma nésledujici sloZeni (spole¢nost; vaha v portfoliu):
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Hodnota PX DP

Primérny vynos | -0.0013  0.0033
Pramérny CVaR | 0.0376  0.0274
1. CVaR 0.0013 -0.0033
2. CVaR 0.0020  -0.0028
3. CVaR 0.0026 -0.0024
4. CVaR 0.0031  -0.0020
5. CVaR 0.0035 -0.0017
6. CVaR 0.0038 -0.0013
7. CVaR 0.0042  -0.0010
8. CVaR 0.0045 -0.0006
9. CVaR 0.0048  -0.0003
10. CvVaR 0.0051  0.0000
11. CVaR 0.0054  0.0003
12. CVaR 0.0057  0.0006
13. CVaR 0.0059  0.0008

Tabulka 4.7: Tabulka porovnava vybrané hodnoty tydennich vynosi indexu PX
a vynosi dominujiciho portfolia (DP) ve smyslu SSD za pfedpokladu normélniho
rozdéleni; k-ty CVaR je napocitany pro a = % podle lemmatu 4.1

e CETV; 0

o CEZ; 0

e LErste Bank; 0

e Komer¢ni banka; 0.201
e ORCO; 0

e Pegas Nonwovens; 0

e Philip Morris CR; 0.799
e Telefonica O2 CR; 0

e Unipetrol; 0

Je vidét, ze dominujici portfolio se sklada ze stejnych akcii jako v pripadé ty-
dennich vynosi. Rozdil je pouze v zastoupeni jednotlivych akcii v portfoliu. V
tabulce 4.8 uvadime porovnani prumeérnych vynosu, prumérného CVaRu a prv-
nich 13 hodnot CVaRu napocitavaného podle lemmatu 4.1. Z tabulky je patrné, ze
stejné jako v predeslych pripadech mé& dominujici portfolio vyssi vynos a zaroven
nizsi riziko ve smyslu CVaRu.

Nyni budeme opét uvazovat moznost investovani do bezrizikového aktiva, kte-
ré bude opét predstavovat sazba PRIBOR. Portfolio slozené pouze z indexu PX
jeiv tomto piipadé neeficientni, nebot mé zapornou stedni hodnotu nadvynosi.
Lepsi strategii ve smyslu SSD dominance je investovat do PRIBORu.
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Hodnota PX DP

Primérny vynos | -0.0070 0.0126
Pramérny CVaR | 0.0797 0.0112
1. CVaR 0.0070 -0.0126
2. CVaR 0.0103  -0.0085
3. CVaR 0.0136  -0.0058
4. CVaR 0.0168 -0.0033
5. CVaR 0.0191 -0.0007
6. CVaR 0.0211  0.0018
7. CVaR 0.0228  0.0041
8. CVaR 0.0245  0.0060
9. CVaR 0.0262  0.0081
10. CvVaR 0.0278  0.0097
11. CVaR 0.0294  0.0113
12. CVaR 0.0311  0.0129
13. CVaR 0.0327  0.0143

Tabulka 4.8: Tabulka porovnava vybrané hodnoty mési¢nich vynosi indexu PX a
vynosi dominujiciho portfolia (DP) ve smyslu SSD za predpokladu normélniho
rozdéleni; k-ty CVaR je napocitany pro a = % podle lemmatu 4.1

4.6 Porovnani pristupi

Z vysledki je patrné, ze volba diskrétniho rozdéleni vede na tlohu lineadrniho pro-
gramovani. Velikost tlohy je zavisla pfedev§im na poctu scénait. S rostoucim po-
¢tem scénaru ovSem roste pocet omezeni fadové druhou mocninou pocétu scénait.
V piipadé predpokladu spojitého rozdéleni je vysledna tiloha nelinearni. Avsak ve-
likost tlohy zavisi pouze na poc¢tu akcii v portfoliu, proto je vysledna tloha daleko
menstho rozsahu. Z vysledku je vidét, ze index PX je za predpokladu diskrétniho
i jakéhokoliv eliptického rozdéleni neeficientni. Avsak v piipadé, Ze neuvazujeme
moznost investovani do bezrizikového aktiva, 1isi se vysledné dominujici portfolio.
Tudiz zde jiz zavisi, zda zvolime predpoklad jakéhokoliv eliptického nebo diskrét-
niho rozdéleni. V pripadé, Ze mame moznost investovani do bezrizikového aktiva,
je toto bezrizikové aktivum dominujicim za obou piedpokladi.
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Zaver

V této préaci jsme se vénovali semi-infinitnimu programovani. V prvnich dvou
kapitolach jsme prezentovali nékteré teoretické poznatky o podminkach optimality
prvniho a druhého #adu a dualité v linearnim semi-infinitnim programovani.

Ve treti kapitole nejdiive zavadime pojem stochastické dominance druhého
fadu a eficience portfolia. Poté uvadime aplikaci semi-infinitniho programovani na
eficienci portfolia ve smyslu stochastické dominance druhého fadu. Za miru rizika
jsme zvolili CVaR, nebot je konzistentni se stochastickou dominanci druhého
adu. Ulohu jsme odvodili pro predpoklad diskrétniho, normalniho, studentova a
obecného eliptického rozdéleni. V diskrétnim piipadé je vysledkem linearni iloha.
Za predpokladu normalniho, studentova a obecného eliptického rozdéleni vychazi
vzdy nelinearni tlohy semi-infinitniho programovéni. Tyto tlohy se lisi pouze ve
varian¢ni matici. AvSak tento rozdil nemé vliv na vysledné feSeni, nebot se matice
lis1 jen prenasobenim konstantou.

Pro velky pocet scénéait je linedrni tloha v pripadé diskrétniho rozdéleni velmi
rozsahla, konkrétné roste s druhou mocninou scénait, proto je k jejimu feSeni
potieba specialni program. V této diplomové praci jsme zvolili program GAMS.
V pripadé predpokladu eliptického rozdéleni je vysledna tiloha nelinearni, ale jeji
velikost zavisi pouze na poc¢tu akcii v portfoliu.

V posledni kapitole jsme ukézali aplikaci odvozenych tloh na testovani efici-
ence indexu PX vzhledem k SSD kritériu. Nejdiive jsme testovali eficienci indexu
PX pro tydenni a mési¢ni vynosy. Vzdy vyslo, zZe index PX je neeficientni ve
smyslu stochastické dominance druhého fadu a pti feSeni tlohy jsme dostali jako
vedlejsi produkt dominujici portfolio slozené z ¢eskych akcii. Dale jsme testovali
eficienci indexu PX za predpokladu eliptického rozdéleni. I za tohoto predpokladu
je vysledkem neeficience indexu PX, ale nalezené dominujici portfolio se lisi od
dominujiciho portfolia za predpokladu diskrétniho rozdéleni. Jesté je tieba po-
znamenat, ze test na normalitu a studentovo rozdéleni s jednim az ¢tyimi stupni
volnosti vynosu indexu PX a ¢eskych akcii nulovou hypotézu zamitl. Vybér pred-
pokladu libovolného eliptického nebo diskrétniho rozdéleni vynost mé tedy vliv
na vysledek. Také se ukézalo, ze portfolio dominujici za predpokladu diskrétniho
rozdéleni vynosi neni eficientni za predpokladu jakéhokoliv eliptického rozdéleni
vynosu a naopak.

Provedli jsme také testovani eficience indexu PX za ptedpokladu, Ze je mozné
investovat do bezrizikového aktiva, v nasem piipadé byla za bezrizikové akti-
vum zvolena sazba PRIBOR. Nebot mél index PX zapornou st¥edni hodnotu
nadvynosi, a to jak pro tydenni tak i pro mési¢ni nadvynosy, vyslo shodné pro
diskrétni i eliptické rozdéleni nadvynosi podle o¢ekdvani, Ze je neeficientni a Ze
lepsi strategii ve smyslu stochastické dominance druhého fadu je investice pouze
do bezrizikového aktiva.
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Seznam pouzitych zkratek a
oznaceni

SIP znaci semi-infinitni programovani

LP znadi linedrni programovani

NLP znaci nelinearni programovani

cl(A) uzavér mnoziny A

co(A) konvexni kuzel generovany mnozinou A

f € C™"(R™) znamené, 7e f je funkce na R™ a je n-krat spojité diferencovatelna
int(A) vnitFek mnoziny A

VaR,(X) zna¢i hodnotu v riziku ndhodné veli¢iny X na hladiné 1 — «
CVaR,(X) zna¢i podminénou hodnotu v riziku ndhodné veli¢iny X na hlading
-«

SSD znaéi stochastickou dominanci druhého fadu
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Priloha A - Obsah prilozeného CD

Na prilozeném disku lze najit nasledujici obsah:
e Text diplomové prace ve formatu PDF.

e Pouzitda data obsahujici tydenni a mési¢ni vynosy indexu PX, vybranych
Ceskych akcii a mési¢ni vynosy sazby PRIBOR.

e Skripty k vypoc¢tum v programu Mathematica a GAMS.
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