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Úvod

V této diplomové práci se budeme zabývat úlohou matematického programování,
ve které budeme chtít maximalizovat funkci F (z) vzhledem k podmínkám na
prom¥nnou z vyjád°ených jako g(z, t) ≤ 0 pro v²echna t z n¥jaké mnoºiny B.
Tímto matematickým modelem se zabývá mnoho teoretických i praktických prací,
ve kterých nalezneme návrhy na r·zné matematické vlastnosti funkcí F a g a pro
mnoºinu B.

Pojem semi-in�nitní programování p°edstavuje p°ípad, kdy z je tvo°eno ko-
ne£n¥ mnoha prom¥nnými, zatímco B je nekone£ná mnoºina - v mnoha aplikacích
se m·ºe jednat nap°íklad o omezenou a uzav°enou mnoºinu. Dostáváme tak ko-
ne£n¥ mnoho prom¥nných a nekone£n¥ mnoho podmínek. P°ehled o teorii semi-
in�nitního programování lze nalézt nap°íklad v t¥chto £láncích [2], [5], [32], [35],
[41]. Hettich a Kortanek [12] popsali dualitu v p°ípad¥ konvexního programování.
Na konjugovanou dualitu je zam¥°ený £lánek [36]. Semi-in�nitní programování
má ²irokou ²kálu vyuºití. Jednotlivé p°íklady lze najít v [6], [12], [26], [42].

V této práci se budeme v¥novat �nan£ní aplikaci, a to konkrétn¥ výb¥ru
optimálního portfolia. Základy teorie portfolia pochází od H. Markowitze [27].
Ve svém modelu mimo jiné p°edpokládal, ºe se v²ichni investo°i chovají stejn¥.
Jestliºe v takovém p°ípad¥ nalezneme optimální portfolio, potom je optimální
pro v²echny investory. Základními informacemi pro nalezení optimálního portfo-
lia jsou v Markowitzov¥ modelu o£ekávaný výnos a rozptyl. P°edpoklad stejného
chování investor· je ov²em hodn¥ zjednodu²ující, proto se budeme v¥novat mode-
l·m pracujícím se stochastickou dominancí, konkrétn¥ se stochastickou dominancí
druhého °ádu. V takovémto modelu má kaºdý investor vlastní uºitkovou funkci,
která vyjad°uje jeho preference. Optimální portfolio nemusí být ur£eno jednozna£-
n¥, proto se zavádí pojem e�cientního portfolia. Modely stochastické dominance
se zabývali nap°íklad Hadar a Russel [8] nebo Hanoch a Levy [9]. V £láncích [37] a
[30] byl ukázán vztah mezi stochastickou dominancí druhého °ádu a mírou rizika
CVaR. Kritéria pro testování e�cience portfolia p°edstavili Levy [25], Post [33],
Kuosmanen [22] a Kopa [16].

V 1. kapitole budeme popisovat podmínky optimality prvního a druhého °ádu
pro semi-in�nitní programování. Také zde p°edvedeme diskretizaci úlohy semi-
in�nitního programování a její lokální redukci na kone£ný problém.

Ve 2. kapitole se zam¥°íme na dualitu v lineárním semi-in�nitním programo-
vání, nebo´ dualita se v praxi p°i °e²ení úloh lineárního semi-in�nitního progra-
mování £asto vyuºívá. V této kapitole dále vysv¥tlíme pojmy perfektní duality a
neperfektní duality.

3. kapitola se bude v¥novat aplikaci semi-in�nitního programování na e�cienci
portfolia. Uvedeme zde nejprve úlohu pro diskrétní p°ípad. V poslední podkapitole
popí²eme také spojitý p°ípad za p°edpokladu normálního, studentova a obecného
eliptického rozd¥lení.

Poslední kapitolu v¥nujeme praktické úloze. Vyuºijeme zde úlohy semi-in�nitního
programování odvozené ve 3. kapitole. Za aktiva jsme zvolili £eské akcie a index
PX. Nejprve budeme p°edpokládat, ºe výnosy akcií mají diskrétní rozd¥lení. Poté
budeme hledat e�cientní portfolio za p°edpokladu libovolného eliptického rozd¥-
lení.
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1. Podmínky optimality

V této kapitole se budeme zabývat p°edev²ím podmínkami optimality prvního
a druhého °ádu. V první £ásti popí²eme podmínky optimality prvního °ádu. Ve
druhé £ásti se budeme zabývat diskretizací úlohy semi-in�nitního programová-
ní. Výsledky druhé £ásti poté pouºijeme pro formulování podmínek optimality
druhého °ádu ve t°etí £ásti kapitoly.

1.1 Podmínky optimality prvního °ádu

V této kapitole budeme ná² problém zna£it následovn¥:

v(P ) = max{F (z)|z ∈ Z}
Z = {z|g(z, t) ≤ 0, t ∈ B} ⊂ Rn, (1.1)

kde B ∈ Rm je kompaktní mnoºina parametr· a funkce F a g jsou spojit¥ diferen-
covatelné vzhledem k z po °ad¥ na Rn a Rn ×Rm. Nech´ z̄ ∈ Z, pak de�nujeme

E(z̄) := {t ∈ B|g(z̄, t) = 0} = {t̄l|l ∈ L}, (1.2)

mnoºinu parametr· t takových, pro které jsou omezení aktivní. Mnoºina L je
mnoºina index·, pro které t̄l ∈ E(z̄). Jestliºe z∗ je optimální °e²ení (1.1), pak
nem·ºe existovat ξ takové, ºe [12]

ξTFz > 0, ξTglz < 0, l ∈ L, (1.3)

kde pro stru£nost Fz = ∂F (z∗)
∂z

, glz = ∂g(z∗,t̄l)
∂z

. Podmínka (1.3) m·ºe být inter-
pretována jako posta£ující podmínka pro to, aby ξ bylo p°ípustný sm¥r. Sm¥r ξ
budeme nazývat p°ípustný, jestliºe existuje hladký oblouk mí°ící ze z∗ s te£nou
ξ. Podmínka (1.3) se dá následovn¥ zesílit [12].

Lemma 1.1. Nech´ z∗ ∈ Z je optimální pro (1.1). Pak neexistuje ξ takové, ºe

ξTFz > 0, ξTglz ≤ 0, l ∈ L.

D·kaz: viz [12]

De�nice 1.2. �ekneme, ºe mnoºina A ⊂ Rn je

(i) konvexní, jestliºe pro kaºdé dva body x, y ∈ A a 0 < λ < 1 platí

λx+ (1− λ)y ∈ A,

(ii) kuºel (s vrcholem v po£átku), jestliºe 0 ∈ A a pro kaºdý bod s ∈ A a α > 0
je αs ∈ A,

(iii) konvexní kuºel, jestliºe je kuºel a zárove¬ konvexní mnoºina.

K získání Kuhn-Tuckerovy podmínky pouºijeme následující verzi Farkasova
lemmatu.
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Lemma 1.3. Nech´ je mnoºina S ⊂ Rn libovolná a nech´ co(S) zna£í konvexní
kuºel generovaný mnoºinou S. Pak pro kaºdé v ∈ Rn platí práv¥ jedna z následu-
jících moºností:

(i) v ∈ cl(co(S)),

(ii) existuje ξ takové, ºe ξTv > 0 a zárove¬ ξT s ≤ 0 pro s ∈ S.

D·kaz: viz [12]

V¥ta (Kuhn-Tuckerova podmínka) 1.4. Nech´ z∗ ∈ Z je optimální pro (1.1)
a nech´ platí ξTglz < 0, l ∈ L. Potom existuje M ⊂ L, |M | <∞ a µl > 0, l ∈ L
takové, ºe

Fz =
∑
l∈M

µlg
l
z. (1.4)

D·kaz: viz [12]

1.2 Diskretizace a lokální redukce na kone£ný pro-
blém

V této kapitole se budeme zabývat problémem popisu nebo alespo¬ aproximace
p°ípustné mnoºiny

Z = {z|g(z, t) ≤ 0, t ∈ B} (1.5)

na²í úlohy semi-in�nitního programování (1.1) pomocí pouze kone£n¥ mnoha ome-
zení. Zvolíme B̄ ⊂ B, |B̄| <∞ a nahradíme Z pomocí

Z(B̄) = {z|g(z, t) ≤ 0, t ∈ B̄} (1.6)

a budeme uvaºovat aproximaci

P (B̄) = max{F (z)|z ∈ Z(B̄)}. (1.7)

B̄ je obvykle nazýváno m°íºkou.
V tomto kontextu vyvstává otázka, zda existuje podmnoºina B̄ mnoºiny B,

pro kterou mají (1.7) a (1.1) stejnou mnoºinu optimálních °e²ení. Obecn¥ je od-
pov¥¤ záporná, coº je vid¥t na následujícím p°íkladu:

P°íklad 1.5. max{−y | 0 ≤ x ≤ 1,−(x− t)2 − y ≤ 0, t ∈ [0, 1]}.
Pokud na tento p°íklad budeme koukat z pohledu úlohy (1.1), pak nejvíce omezující
podmínka nastane, kdyº x = t. Protoºe x i t mají stejný obor hodnot, tak je
maximum této úlohy rovno 0.
Pokud se ov²em na tento p°íklad podíváme z pohledu úlohy (1.7), pak B̄ je kone£ná
mnoºina, tudíº existuje x̃ ∈ [0, 1] takové, ºe x̃ ̸= t, t ∈ B̄. Nyní upravme nerovnici
−(x − t)2 − y ≤ 0 do tvaru (x − t)2 ≥ −y. Levá strana nerovnice je v¥t²í neº 0,
proto dostaneme vºdy °e²ení v¥t²í neº 0.
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V¥ta 1.6. V úloze (1.1) p°edpokládejme, ºe B je kompaktní, F je konkávní, g(z, t)
je konvexní vzhledem k z (F a g(z, t) jsou kone£né na Rn) a v(P ) je kone£né.
Nech´ platí následující podmínka Slaterova typu: pro kaºdou mnoºinu n + 1 bod·
t0, . . . , tn ∈ B existuje z takové, ºe g(z, ti) < 0, i = 0, . . . , n. Potom existuje
Tn = {t̃1, . . . , t̃n} ⊂ B takové, ºe

(i) v(P ) = v(P (Tn)),

(ii) existují multiplikátory µi ≥ 0, i = 0, . . . , n takové, ºe

v(P ) = sup

{
F (z)−

n∑
i=1

µig(z, t̃i)|z ∈ Rn

}
.

D·kaz: viz [12]
P°ede²lá v¥ta je okamºitým d·sledkem obecn¥j²ího výsledku, který prezentoval
Borwein [4]. Poznamenejme, ºe (ii) je v podstat¥ výsledek konvexní duality v semi-
in�nitním programování. Mnoºina Tn nebude nikdy explicitn¥ známá, p°estoºe
budeme v¥d¥t, ºe existuje. Obvykle se jedná o výsledek numerického °e²ení úlohy.

Nech´

d(B̄) = max
t∈B

min
t̄∈B̄

||t− t̄||

je obvyklá míra pro hustotu B̄ ⊂ B. Nech´ B̄(n) je posloupnost kone£ných pod-
mnoºin s d(B̄(n)) → 0. Platí, ºe hromadné body °e²ení z̄(n) úlohy (P (B̄(n))) °e²í
úlohu (1.1)? Obecn¥ musíme op¥t odpov¥d¥t, ºe ne. [12]. Av²ak v lineárním p°í-
pad¥ uº to platí.

V¥ta 1.7. Uvaºujme lineární úlohu (1.1), ve které F (z) = cT z, g(z, t) = a(t)T z−
b(t). P°edpokládejme, ºe v²echny mnoºiny {z|a(t)T z − b(t) ≤ 0, t ∈ B, cT z ≥ 0}
jsou omezené. Potom pro kaºdé ϵ > 0 existuje δϵ > 0 takové, ºe pro kaºdou
mnoºinu B̄ ⊂ B, d(B̄) < δϵ máme p°ípad (P (B̄)), který je °e²itelný a pro kaºdé
jeho °e²ení z∗(B̄) existuje °e²ení z∗(P ) úlohy (P ) takové, ºe ||z∗(B̄)−z∗(P )|| < ϵ.

D·kaz: viz [12]
Nyní se zam¥°íme na druhý p°ístup, ve kterém budeme pot°ebovat ur£ité

p°edpoklady pro okolí bodu z ∈ Z. Mnoºinu Z chceme ekvivalentn¥ popsat po-
mocí kone£né mnoºiny omezení. Dále budeme uvaºovat následující parametrickou
optimaliza£ní úlohu:

O(z) = max{g(z, t), t ∈ B}. (1.8)

Je z°ejmé, ºe z ∈ Z je ekvivalentní s O(z) ≤ 0. Navíc pro z∗ ∈ Z jsou body
t̄l ∈ E(z̄), l ∈ L optimální °e²ení úlohy (1.8). P°edpokládejme, ºe platí následující:

P°edpoklad 1.8. Nech´ E(z̄) = {t̄1, . . . , t̄r} je kone£ná mnoºina, pak existuje
okolí Uz∗ bodu z∗, okolí Ut̄l bodu t̄l a spojité zobrazení ul : Uz∗ → Ut̄l

∩
B takové,

ºe

(i) ul(z∗) = t̄l, l = 1, . . . , r,
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(ii) pro kaºdé z ∈ Uz∗ a l = 1, . . . , r je ul(z) jediné lokální °e²ení úlohy (1.8)
v Ut̄l

∩
B.

Lemma 1.9. Nech´ je dáno z∗ ∈ Z a nech´ platí p°edpoklad 1.8, potom existuje
okolí Ū bodu z∗ takové, ºe pro kaºdé z ∈ Ū máme z ∈ Z tehdy a jen tehdy, kdyº
[12]

Gl(z) = g(z, ul(z)) ≤ 0, l = 1, . . . , r.

Nyní de�nujeme lokáln¥ redukovanou úlohu:

Pred(z̄) = max{F (z)|Gl(z) ≤ 0, l = 1, . . . , r, z ∈ Ū}. (1.9)

V¥ta 1.10. Nech´ Ū je okolí bodu z∗ ∈ Z jako v lemmatu 1.9, pak je bod z̃ ∈ Ū
lokáln¥ optimální pro úlohu (1.1) tehdy a jen tehdy, pokud je optimální pro úlohu
(1.9) [12].

Lze dokázat, ºe pro lineární úlohu (1.1) jsou funkce Gl(z), l = 1, . . . , r, konvex-
ní v Ū [13]. Av²ak díky p°edpokladu 1.8 m·ºeme (alespo¬ lokáln¥) popsat p°ípust-
nou mnoºinu kone£ným po£tem konvexních omezení. Tato omezení jsou nicmén¥
de�novaná pouze implicitn¥ jakoºto °e²ení parametrické optimiza£ní úlohy. Toto
ukazuje obtíºnost formulování dané lineární semi-in�nitní úlohy jako oby£ejnou
úlohu konvexního programování. V¥ta 1.10 je v²ak prost°edek, jak p°enést teorii
a metody kone£ného programování na semi-in�nitní programování [12].

Nyní budeme studovat p°ípady, které nám poskytnou více informací o funkcích
ul(z), Gl(z).

De�nice 1.11. Nech´ G ⊂ Rm je otev°ená mnoºina, f je funkce z Rm do R, pak
°ekneme, ºe f je t°ídy Cp, p ≥ 1, jestliºe f má na G spojité parciální derivace
°ádu p. Dále budeme zna£it f ∈ Cp(G).

P°edpoklad 1.12. P°edpokládejme, ºe mnoºina B ⊂ Rm je kompaktní a ºe

B = {t|hj(t) ≤ 0, j ∈M},
kde |M | < ∞, hj ∈ C2(Rm) a j ∈ M . Nech´ navíc v kaºdém bod¥ mnoºiny B
platí omezující podmínka lineární nezávislosti: pro kaºdé t ∈ B jsou vektory

hjt(t), j ∈Mt = {i|hi(t) = 0}
lineárn¥ nezávislé.

Poznamenejme, ºe dále m·ºe být p°edpoklad 1.12 vynechán. Av²ak v apli-
kacích je mnoºina B £asto de�nována s ohledem na p°edpoklad 1.12 [12], proto
jsme pro zjednodu²ení tento p°edpoklad zvolili. Díky tomuto popisu mnoºiny B
dostaneme okamºit¥ následující výsledek [12].

Lemma 1.13. Nech´ je dáno z∗ ∈ Rn, p°edpokládejme, ºe platí p°edpoklad 1.12.
Pro kaºdé t̄l ∈ E(z̄) z (1.2) de�nujeme

M l = {j|hj(t̄l) = 0}
a Lagrangeovu funkci úlohy (1.8) vzhledem k t̄l:

Ll(t, αl) = g(z∗, t)−
∑
j∈M l

αl
jh

j(t).

Potom existují jednozna£n¥ ur£ené multiplikátory ᾱl
j ≥ 0 takové, ºe

∂Ll

∂t
(t̄l, ᾱl) = 0.
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1.3 Podmínky optimality druhého °ádu

P°edpoklad 1.14. Nech´ g ∈ C2(Rn × Rm), platí p°edpoklad 1.12 pro kaºdé
t̄l ∈ E(z̄) a platí následující posta£ující podmínky druhého °ádu pro t̄l, které je
ostrým lokálním maximem úlohy (1.8):

∂Ll

∂t
(t̄l, ᾱl) je negativn¥ de�nitní na te£ném prostoru

T l = {η|ᾱl
jη

Thjt(t̄
l) = 0, j ∈M l}. (1.10)

De�nice 1.15. �ekneme, ºe úloha (1.1) spl¬uje podmínky silné komplementarity,
jestliºe platí, ºe bu¤ g(z, t) = 0 a µ > 0, nebo g(z, t) < 0 a µ = 0 pro ∀t ∈ B, kde
µ je nezáporná míra na B.

P°edpoklad 1.16. Nech´ navíc k p°edpokladu 1.14 platí pro v²echna t̄ ∈ E(z̄)
podmínky silné komplementarity (1.15).

Nyní m·ºeme zformulovat následující v¥tu:

V¥ta 1.17. (a) P°edpokládejme, ºe platí p°edpoklad 1.16, pak p°edpoklad 1.8 platí
se spojit¥ diferencovatelnými funkcemi T l : Uz∗ → Ut̄l

∩
B. Navíc existuje spojit¥

diferencovatelná funkce αl : Uz∗ → R taková, ºe p°edpoklad 1.16 platí pro v²echny
trojice z, ul(z), αl(z), z ∈ Uz∗. Derivace funkcí ∂T l

∂z
= ul(z) a ∂αl

∂z
= αl(z) jsou

jednozna£n¥ ur£ené vztahem ∂2Ll

∂t2
(tl, αl) H l

t(t
l)

(H l
t(t

l))T 0

 ∂ul

∂z

∂αl

∂z

 = −

 ∂2gl

∂t∂z
(z, ul)

0

 (1.11)

kde
H l

t(t
l) = (hjt(t

l))j∈M l ∈ Rm×|M l|. (1.12)

(b) Omezení Gl(z) = g(z, ul(z)) redukované úlohy jsou dvakrát spojit¥ dife-
rencovatelné na Uz∗ a jsou dány vztahy

∂Gl

∂z
(z) =

∂g

∂z
(z, ul(z)) (1.13)

∂2Gl

∂z2
(z) =

∂2gl

∂z2
(z, ul(z))− (

∂ul

∂z
(z))T

∂2Ll

∂t2
(ul(z), αl(z))

∂ul

∂z
(z) (1.14)

D·kaz £ásti (a) uºívá v¥tu o implicitní funkci, rovnice (1.13) a (1.14) jsou odvozené
ze vztahu (1.11) [12].

Nejleh£í cesta k získání podmínek optimality druhého °ádu pro na²i úlohu
semi-in�nitního programování (1.1) je p°edpokládání platnosti p°edpokladu 1.16
a aplikování známých podmínek optimality z kone£ného programování na redu-
kovanou úlohu (1.9) s dvakrát spojit¥ diferencovatelnými omezeními Gl(z).

De�nice 1.18. Nech´ µ je funkce s de�ni£ním oborem Dµ. Nosi£em funkce µ
budeme nazývat podmnoºinu de�ni£ního oboru Dµ, na které je funkce µ nenulová.
Takovou mnoºinu budeme nadále zna£it supp(µ).

De�nice 1.19. Nech´ B je podmnoºina Rm. Nech´ M+(B) zna£í prostor v²ech
nezáporných borelovských m¥r na mnoºin¥ B. Pak R(B)

+ = {µ ∈ M+(B)|supp(µ)
je kone£ná}.
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Na základ¥ podmínek pro kone£né programování odvozených v [10] byla do-
kázána následující v¥ta v [11].

V¥ta 1.20. Nech´ platí p°edpoklad 1.16 pro z∗ ∈ Z. Potom platí následující

(a) (nutná podmínka) Jestliºe z∗ °e²í úlohu (1.1), potom pro kaºdé ξ ∈ K,

K = {ξ|ξT ∂F
∂z

≥ 0, ξT
∂gl

∂z
≤ 0, l ∈ L},

existují µ0(ξ) ≥ 0, µ(ξ) ∈ R
(B)
+ , sup(µ(ξ)) ∈ E(z̄)[(µ0(ξ), µ(ξ)) ̸= (0, 0)]

taková, ºe pro
L(z, µ0, µ, t) = µ0F (z)−

∑
l∈L

µlg(z, t
l) (1.15)

platí
∂L

∂z
(z∗, µ0(ξ), µ(ξ), t̄) = 0 (1.16)

a

q(ξ) = ξT
∂2L

∂z2
(z∗, µ0(ξ), µ(ξ), t̄)ξ (1.17)

+
∑
l∈L

µl(ξ)(t̄
l
zξ)

T ∂
2Ll

∂t2
(t̄l, α(z∗))(t̄lzξ) ≤ 0. (1.18)

(b) (posta£ující podmínka) Pokud pro kaºdé ξ ∈ K existují µ0(ξ) a µ(ξ) jako
v (a) s (1.16) a pro ξ ̸= 0 platí q(ξ) < 0, potom z∗ je ostré lokální °e²ení
úlohy (1.1) (t.j. existuje okolí Ū bodu z∗ takové, ºe pro z ∈ Ū

∩
Z platí

F (z) < F (z∗)).

(c) (silná posta£ující podmínka) �ást (b) je speciáln¥ spln¥na, pokud

- jsou ∂gl

∂z
, l ∈ L lineárn¥ nezávislé,

- existují (jednozna£n¥ ur£ené) µl ≥ 0 takové, ºe Kuhn-Tuckerova pod-
mínka (1.16) platí pro µ0(ξ) = 1 a µ(ξ) = µ,

- q(ξ) < 0 platí (pro µ0(ξ) = 1 a µ(ξ) = µ) pro v²echna ξ ∈ T ,

T = {ξ|µl(
∂gl

∂z

T

ξ = 0, l ∈ L}.

Vý²e zmín¥né dva výrazy pro q(ξ) si zaslouºí interpretaci. První výraz, ξT ∂2L
∂z2

ξ,
je výraz pro podmínku druhého °ádu, kterou bychom získali pro diskrétní úlohu
(P (Ē)) de�novanou v (1.7) [12]. Druhý výraz,

s(ξ) =
∑
l∈L

µl(ξ)(t̄
l
zξ)

T ∂
2Ll

∂t2
(t̄lzξ), (1.19)

zohled¬uje semi-in�nitivní strukturu, nebo´ je generován posunem aktivních ome-
zení ul(z) jakoºto funkce z [12]. Proto budeme nadále s(ξ) nazývat výraz posunu.
Tento termín se poprvé objevil v [44]. Následující p°íklad ukazuje význam tohoto
výrazu v podmínkách optimality.
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P°íklad 1.21. Uvaºujme úlohu maximalizace

F (z) = (z2 + 5)2 + z21 (1.20)
g(z, t) = 2tz1 + z2 − t2 ≤ 0, t ∈ [−1, 1].

P°ípustná mnoºina Z je popsána jako g(z, t) ≤ 0. Je z°ejmé, ºe z∗ = [0, 0] je
lokální °e²ení s

E(z∗) = {0}.

Získáme

K =

{(
ξ1
0

)
|ξ1 ∈ R

}
.

Pro zji²t¥ní hodnot µ0(ξ) a µ1(ξ) spo£ítáme výraz (1.16):

∂L

∂z1
= 2z1µ0(ξ)− 2tµ1(ξ) = 0

∂L

∂z2
= 2µ0(ξ)z2 + 10µ0(ξ)− µ1(ξ) = 0

Jestliºe dosadíme za z1 = 0, z2 = 0 a t = 0, vyjde nám, ºe µ0(ξ) = 1 a µ1(ξ) = 10.
Tudíº pro ξ ∈ K dostáváme

ξT
∂2L

∂z2
ξ = 2ξ21 , s(ξ) = −20ξ21 , q(ξ) = −18ξ21 ,

coº podle v¥ty 1.20 znamená, ºe z∗ = 0 je skute£né ostré lokální °e²ení [12].
Poznamenejme, ºe ξT ∂2L

∂z2
ξ = 2ξ21 je pozitivn¥ de�nitní na K. To znamená, ºe

pokud by v podmínce druhého °ádu byl pouºit pouze tento výraz, pak by

• posta£ující podmínka nemohla nikdy platit,

• nutná podmínka mohla být pouze triviální (ξT ∂2L
∂z2

ξ ≤ 0 pro ξ = 0).

Nyní se podíváme na to, ºe ve výrazu s(ξ) v (1.19) se vyuºívá pouze derivace
ve sm¥ru

Dtl(z∗, ξ).

Existence této derivace je zaji²t¥na p°edpokladem 1.14. Tudíº se zdá, ºe pro
derivování podmínky druhého °ádu by mohlo sta£it nahradit p°edpoklad 1.16
p°edpokladem 1.14 a výraz t̄lzξ pomocíDtl(z∗, ξ). Potíºí ov²em je, ºe pro omezující
funkce Gl(z) = g(z, ul(z)) v úloze (1.9) nebudeme mít spojité druhé derivace, ale
jen existenci druhých derivací ve sm¥ru [45].
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2. Dualita v semi-in�nitivním
programování

Nyní se zam¥°íme na problém duality. Nebo´ se velmi £asto v aplikacích vyuºí-
vá lineárního semi-in�nitního programování, budeme se v této kapitole v¥novat
dualit¥ v lineární úloze semi-in�nitního programování.

2.1 Základní duální úloha v prostoru kone£ných
°ad

Nejd°íve je pot°eba de�novat primární úlohu. Nech´ B je libovolná podmnoºina
Rm, nech´ je dáno zobrazení a : B → Rn, funkce b : B → R a vektor c ∈ Rn.
Potom je primární úlohou nalézt v(P ) = sup {cT z|z ∈ ZP}, kde ZP = {z ∈
Rn|aT (t)z ≤ b(t) pro v²echna t ∈ B}.

V obecném p°ípad¥ je nutné, aby bu¤ B byla kompaktní mnoºina, anebo a,
b byly spojité [12].

V p°ípad¥, ºe máme kone£nou mnoºinu B = {t1, . . . , tr}, spo£ívá duální úloha
(D) v ur£ení in�ma ze

∑r
i=1 b(ti)µ(ti) na mnoºin¥ nezáporných multiplikátor·

µ(ti), kde c =
∑r

i=1 a(ti)µ(ti). [12]
Analogicky m·ºeme de�novat duální úlohu na prostoru kone£ných °ad násle-

dovn¥. Nalézt v(D) = inf {
∫
B
b(t)dµ(t)|µ ∈ ZD}, kde ZD = {µ ∈ R

(B)
+ |

∫
B
a(t)dµ(t)

= c}. [12]
Po jednoduchém výpo£tu zjistíme, ºe pro µ ∈ ZD a z ∈ ZP platí

cT z ≤
∫
B

b(t)dµ(t).

V tomto p°ípad¥ je µ(t) diskrétní míra, proto lze p°ede²lou rovnost zapsat ve
tvaru

cT z ≤
∑
t∈B

b(t)µ(t).

Z toho vyplývá, ºe v(P ) ≤ v(D) a v(P ) ≤
∑

t∈B b(t)µ(t) pro kaºdé µ ∈ ZD.
Duální úlohu D m·ºeme interpretovat následovn¥: minimizovat horní hranici∑

t∈B b(t)µ(t) pro v(P ) na mnoºin¥ ZD. [12] Hlavní otázkou v teorii duality je,
zda m·ºe být tato horní hranice nalezena ost°e, tedy zda v(P ) = v(D).

V dal²í £ásti kapitoly budou hrát d·leºitou roli následující kuºely:

Mn = co({a(t)|t ∈ B}) (2.1)

= {w =
∑
t∈B

a(t)µ(t)|µ ∈ R
(B)
+ } ⊂ R

Mn+1 = co

({(
a(t)
b(t)

)
|t ∈ B

})
⊂ Rn+1. (2.2)

Lemma 2.1.

(i) ZD ̸= � jen tehdy, kdyº c ∈Mn,
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(ii) v(D) = v(DG), kde (DG) je "geometrický duál", t.j.

(DG) : v(DG) = inf
{
d|
(
c
d

)
∈Mn+1

}
.

D·kaz: viz [12]
Tato pozorování poukazují na blízký vztah semi-in�nitního programování k

teorii moment· a poskytují moºnost k zacházení s d·leºitou t°ídou aplikací v semi-
in�nitním programování. Dále p°edpokládejme, ºe platí následující p°edpoklad.

P°edpoklad 2.2. Mnoºina B je kompaktní, a, b jsou spojité na B.

Jestliºe platí p°edpoklad (2.2), pak dostaneme s pomocí Rogosinského v¥ty
[38] následující reprezentaci kuºel· Mn a Mn+1.

Lemma 2.3. P°edpokládejme, ºe platí p°edpoklad (2.2). Pak platí

Mn =

{
w =

∫
B

a(t) dµ(t)|µ ∈M+(B)

}
,

Mn+1 =

{
w =

∫
B

(
a(t)
b(t)

)
dµ(t)|µ ∈M+(B)

}
. (2.3)

D·kaz: viz [12]
Nyní m·ºeme zformulovat duální úlohu na prostoru m¥r:

(DM) : v(DM) = inf
{∫

B

b(t) dµ(t)|µ ∈ ZDM

}
ZDM =

{
µ ∈M+(B)|

∫
B

a(t) dµ(t) = c

}
.

Poznamenejme, ºe zatímco v úloze (D) jsme uvaºovali pouze diskrétní míry,
v úloze (DM) uº toto omezení není. Lemma (2.1) a lemma (2.3) nám dávají
následující lemma.

Lemma 2.4. P°edpokládejme, ºe platí p°edpoklad (2.2). Potom

(i) v(DG) = v(DM) = v(D),

(ii) kaºdé °e²ení µ∗ úlohy (D) °e²í úlohu (DM) a jestliºe je (DM) °e²itelná, pak
existuje µ∗ ∈ R

(B)
+ ⊂M+(B), které °e²í (D) i (DM).

Na základ¥ lemmatu (2.4) sta£í ve v¥t²in¥ aplikací uvaºovat pouze duál (D)
na prostoru kone£ných °ad.

2.2 Superkonzistentní p°ípad pro primární nebo
duální úlohu

Tuto kapitolu za£neme posta£ující podmínkou pro v(P ) = v(D).

De�nice 2.5. Nech´ M ⊂ Rm. �ekneme, ºe int(M) je vnit°ek mnoºiny M ,
jestliºe int(M) je nejv¥t²í otev°ená mnoºina, kterou mnoºina M obsahuje.
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V¥ta 2.6.

(i) P°edpokládejme, ºe v(D) je kone£né a c ∈ int(Mn). Potom v(D) = v(P ).

(ii) P°edpokládejme, ºe v(P ) je kone£ná a Mn+1 je uzav°ená mnoºina. Potom
v(D) = v(P ) a (D) je °e²itelná.

D·kaz: viz [12]
Poznamenejme, ºe v¥ta 2.6(ii) nám dává v(D̃G) = v(P ) (pro kone£nou v(P )),

kde úloha D̃G je alternativní geometrický duál:

(D̃G) : Nalézt v(D̃G) = inf
{
d|
(
c
d

)
∈ cl(Mn+1)

}
Podmínka c ∈ int(Mn) zesiluje poºadavek, aby (D) bylo konzistentní, tedy

c ∈Mn.

De�nice 2.7. (D) budeme nazývat superkonzistentní, jestliºe c ∈ int(Mn).

Díky superkonzistenci získáváme ur£itou stabilitu: Jestliºe p°edpoklad 2.2 pla-
tí, m·ºeme trochu zm¥nit "data"a, b, c, aniº bychom ztratili superconzistenci nebo
silnou dualitu v(P ) = v(D). Podobné zesílení konzistence platí také v p°ípad¥, ºe
Mn+1 je uzav°ený. [12]

De�nice 2.8. (P ) budeme nazývat superkonzistentní, jestliºe platí p°edpoklad 2.2
a jestliºe existuje z∗ ∈ ZP takové, ºe aT (t)z∗ ≤ b(t).

Superkonzistence je op¥t stabilní v tom smyslu, ºe platí i v p°ípad¥ malých
perturbací "dat"a, b, c.

Lemma 2.9. P°edpokládejme, ºe platí p°edpoklad 2.2. Jestliºe je úloha (P ) su-
perkonzistentní, pak Mn+1 je uzav°ený.

D·kaz: viz [12]
Z tohoto lemmatu vyplývá následující symetrický výsledek pro duální úlohy

(P ) a (D).

V¥ta 2.10. Nech´ platí p°edpoklad 2.2. Jestliºe n¥která z úloh (P ) nebo (D) je
kone£ná a superkonzistentní, potom druhá je °e²itelná a platí v(P ) = v(D).

Následující v¥ta 2.12 ukazuje, ºe implikace superkonzistence mezi úlohami (P )
a (D) je naprosto symetrická.

De�nice 2.11. P-úrov¬ové mnoºiny a D-úrov¬ové mnoºiny (na úrovni κ) jsou
po °ad¥ de�nované

L≥(Z
P , c, κ) = {z ∈ ZP |cT z ≥ κ},

L≤(Z
D, b, κ) =

{
µ ∈ ZD|

∑
b(t)µ(t) ≤ κ

}
,

Pro dané Z ⊂ X, kde X je normovaný prostor, de�nujeme kuºel O+(Z)
následovn¥

O+(Z) = {d ∈ X|z + λd ∈ Z pro kaºdé ∈ Z, λ ≥ 0}.
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V¥ta 2.12.

(a) Jestliºe (P ) je konzistentní, pak je ekvivalentní

(a1) v²echny P-úrov¬ové mnoºiny jsou omezené,

(a2) existuje ϵ > 0 takové, ºe pro kaºdé c1, ||c− c1|| < ϵ, máme
sup{cT1 z|z ∈ ZP} <∞,

(a3) O+(L≥(Z
P , c, κ)) = {0} pro v²echny úrovn¥ κ,

(a4) (D) je superkonzistentní.

(b) Jestliºe (D) je konzistentní, pak je ekvivalentní

(b1) v²echny D-úrov¬ové mnoºiny jsou omezené (tedy pro libovolné κ exis-
tuje ρκ takové, ºe supt|µ(t)| ≤ ρκ <∞ pro v²echna µ ∈ L≤(Z

D, c, κ)),

(b2) existuje ϵ > 0 takové, ºe pro kaºdé b1, ||b− b1||∞ < ϵ máme
inf
{∑

b1(t)µ(t)|µ ∈ ZD
}
> −∞,

(b3) O+(L≤(Z
D, b, κ)) = {0} pro v²echny úrovn¥ κ,

(b4) (P ) je superkonzistentní.

D·kaz: viz [12]
Poznamenejme, ºe (a1) implikuje kompaktnost p-úrov¬ových mnoºin. [12]

P°íklad 2.13. Pro mnoºinu index· B vybereme elipsu v R2 následovn¥

B = {t|2(t1 − 0, 5)2 + t22 = 0, 5}.

Pro
F (z) = z a ZP = {z|z(t2 − t1) ≤ 1− t1, (t1, t2) ∈ B} ⊂ R

máme úlohu
v(P ) = sup{z|z ∈ ZP}.

V tomto p°ípad¥ má duální úloha tvar

v(D) = inf

{∑
t∈B

(1− t1)µ(t)|µ ∈ ZD

}

ZD =

{
µ ∈ R

(B)
+ |

∑
t∈B

(t2 − t1)µ(t) = 1

}
.

Lze ukázat, ºe ZP = [0, 2], p°i£emº z∗ = 2 je primární °e²ení a v(P ) = 2. E(z̄)

obsahuje pouze bod t̄ =
(

1
3
2
3

)
. Pro z ∈ (0, 2) dostáváme

z(t2 − t1) < 1− t1, t ∈ B,

coº dokazuje primární superkonzistenci. Jestliºe uºijeme v¥tu 2.10 pro (D) získá-
me v(P ) = v(D) = 2. Nyní lze snadno dopo£ítat optimální míru µ̄ z podmínky
komplementarity, podle níº musí platit
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∑
t∈B

(t2 − t1)µ(t)− 1 = 0,

a tudíº vychází

¯µ(t) =

{
3, jestliºe t = t̄,
0, jinak.

(2.4)

2.3 Perfektní dualita

Obecn¥ jsou (P ) a (D) v perfektní dualit¥, práv¥ kdyº (i) v(P ) = v(D) (i v
p°ípad¥ nekone£ných hodnot) nebo (ii) v(P ) = −∞ a v(D) = ∞. V kone£ném
lineárním programování jsou (P ) i (D) °e²itelné, jestliºe je hodnota v(P ) nebo
v(D) kone£ná. V semi-in�nitním programování toto neplatí. Nicmén¥ podle v¥ty
2.6(ii) je uzav°enost Mn+1 dostate£ná pro perfektní dualitu a °e²itelnost pro (D).

Jestliºe budeme místo Mn+1 uvaºovat kuºel

MHn+1 = co(Mn+1 ∪ {en+1}),

kde en+1 = (0, . . . , 0, 1)T ∈ Rn+1, je moºná mnohem lep²í analýza. M·ºeme vypo-
zorovat, ºe MHn+1 je uzav°ený, jestliºe je uzav°ený Mn+1, ale opa£ná implikace

uº neplatí. Nap°íklad pro M2 = co{(−t2, t)T |t ∈ [0, 1]} není hrani£ní bod
(

0
1

)
v M2, tedy M2 není uzav°ený. Ale s

(
0
1

)
v roz²í°eném kuºelu MH2 vidíme, ºe

MH2 je uzav°ený.

De�nice 2.14. �ekneme, ºe mnoºiny vektor· {ai|i ∈ I} a {aj|j ∈ J} jsou
pozitivn¥ ekvivalentní, jestliºe

co({ai|i ∈ I}) = co({aj|j ∈ J}). (2.5)

Poznamenejme, ºe výraz (2.5) nám °íká, ºe libovolné ai, respektive aj je nezápor-
nou kombinací {aj|j ∈ J}, respektive {ai|i ∈ I}.

V¥ta 2.15. Jestliºe je (P ) konzistentní, pak následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(i) Pro libovolné c ∈ Rn jsou (P ) a (D) v perfektní dualit¥ a (D) je °e²itelná,
pokud v(D) je kone£né.

(ii) MHn+1 je uzav°ený.

(iii) Mnoºina koe�cient· {(
a(t)
b(t)

)
|t ∈ B

}
má pozitivn¥ ekvivalentní mnoºinu.

D·kaz: viz [4]
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V¥ta 2.16. P°edpokládejme, ºe mnoºina vektor· {ai, i ∈ I} spl¬uje podmínku
aix0 > 0 pro kaºdé i ∈ I a vektor x0. Potom je kuºel co({ai, i ∈ I}) uzav°ený,
práv¥ kdyº má mnoºina {ai, i ∈ I} pozitivn¥ ekvivalentní mnoºinu {aj|j ∈ J},
pro kterou platí aj ̸= 0 pro kaºdé j ∈ J a která je kompaktní.

V následujícím p°íkladu si ukáºeme, ºe podmínka (i) ve v¥t¥ 2.15 m·ºe být po-
ru²ena, jestliºe MHn+1 není uzav°ený.

P°íklad 2.17. Nech´ B = [0, 1] a ZP = {z|(−t)z ≤ t2, t ∈ B} = {z|z ≥ 0}.
Pro c ∈ R, c > 0 dostáváme v(P ) = v(D) = ∞, zatímco pro c ≤ 0 máme
v(P ) = v(D) = 0. Tudíº máme perfektní dualitu, ale protoºe (D) není °e²itelná
pro c > 0, vidíme, ºe podmínka (i) není spln¥na.

Jiná posta£ující podmínka pro perfektní dualitu, ale tentokrát zaru£ující pri-
mární (P ) °e²itelnost v p°ípad¥, ºe v(P ) je kone£né, je pro konvexní kuºel

O+(L≥(Z
P , c, 0)) = {z|a(t)T z ≤ 0 pro t ∈ B, cT z ≥ 0}. (2.6)

Tento kuºel musí být p°ímkou nebo degenerovanou p°ímkou popsanou v bod¥
(a3) ve v¥t¥ 2.12.

2.4 Neperfektní dualita v lineárním semi-in�nitním
programování

V kone£ném lineárním programování p°edstavil Charnes roz²í°ení nearchimédov-
ského komutativního t¥lesa do matematického programování. Získal tak "kom-
pletní regularizaci"páru primární/duální úlohy, takºe jsou oba problémy °e²itelné
se stejnou hodnotou ú£elové funkce [14], to jest p°ípad perfektní duality s °e-
²itelností. Konstrukce obsahuje pomocné prom¥nné a p°idání dal²ích omezení.
Vy²et°ováním primárního a duálního °e²ení kompletn¥ regularizované úlohy m·-
ºeme zjistit, která ze £ty° navzájem se vylu£ujících a zcela pokrývajících zp·sob·
duality nastává pro p·vodní pár úloh kone£ného lineárního programování (P ) a
(D):

(p°ípustná, p°ípustná)
(p°ípustná a neomezená, nep°ípustná)
(nep°ípustná, p°ípustná a neomezená)
(nep°ípustná, nep°ípustná)

Tyto £ty°i moºnosti lze vyjád°it také tak, ºe primární a duální úloha mají bu¤
ob¥ p°ípustné °e²ení, nebo má jedna z nich p°ípustné neomezené °e²ení a druhá
nemá p°ípustné °e²ení nebo nemá p°ípustné °e²ení ani jedna z úloh.

V lineárním semi-in�nitním programování musí být zp·soby duality roz²í°eny.
Jak je uvedeno v [7] existuje nyní 11 navzájem se vylu£ujících a zcela pokrýva-
jících zp·sob·, které mohou nastat z p°ípadn¥ moºných 121. Stále je otev°enou
otázkou, zda existuje kompletní regularizace lineárního semi-in�nitního progra-
mování, která by charakterizovala p°ípustné zp·soby duality.

Teorie klasi�kace byla roz²í°ena na konvexní úlohy na lineárních topologických
prostorech majících vlastnosti Hahn-Banachova roz²í°ení, viz [15], [18], [19].
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Pot°eba více zp·sob· duality má p°í£inu v "duální meze°e", která vyvstává,
kdyº se li²í hodnoty primární a duální úlohy. P°ípad duální mezery ilustrujeme
na p°íklad¥ od W. W. E. Wetterlinga. P°íklad obsahuje nekonvexní polynom
£tvrtého °ádu, jenº má in�mum nula.

P°íklad 2.18. Pro reálný parametr y de�nujeme následující funkci:

f(t1, t2, y) = (t1t2 − 1)2 + (1− y)t22 pro t = (t1, t2) ∈ R2. (2.7)

Pak inf{f(t1, t2, y)|t ∈ R2} = 0 kdykoliv y ≤ 1. Polynom o dvou prom¥ných
(2.7) nás vede k problému sedlové hodnoty, kde vnit°ní minimalizace je globální
minimalizací funkce f(t1, t2, y):

sup{G(y)|y ∈ R}, kde
G(y) = inf{f(t1, t2, y)|t ∈ R2}

de�nuje konkávní funkci na R danou p°edpisem

G(y) = {0 pokud y ≤ 1 nebo −∞ jinak}.

Ekvivalentní úloha semi-in�nitního programování je

v(P ) = sup z1, z1, z2 ∈ R za podmínek
z1 + z2t

2
2 ≤ (t1t2 − 1)2 + t22 pro t ∈ R2. (2.8)

Poznamenejme, ºe v obou p°ípadech (P ) ve své podstat¥ zahrnuje dvou-dimenzionální
vnit°ní minimalizaci, pokud z2 < 1. Z toho okamºit¥ vyplývá, ºe v(P ) = 0. (P )
má duál

v(D) = inf
∑

{(t1t2 − 1)2 + t22}µ(t1, t2) pro µ ∈ R
(R2)
+ za podmínek∑

t22µ(t1, t2) = 0 a
∑

µ(t1, t2) = 1. (2.9)

Vidíme, ºe duální úloha omezila minimalizaci funkce f(t1, t2, 0) na jedno-dimenzionální
podprostor t2 = 0 s následným nár·stem hodnoty funkce na 1, konkrétn¥ v(D) = 1.

Tento p°íklad ukazuje, ºe duální mezera m·ºe nastat v p°ípad¥, ºe duální úloha
omezí více-dimenzionální problém na mén¥-dimenzionální.

Jedna z moºností, jak vylou£it duální mezeru, je roz²í°it rozsah prom¥nných
v lineární úloze s nerovnostmi. Místo abychom vyºadovali (z1, z2) jakoºto reál-
ná £ísla, p°ipustíme (z1, z2) na uspo°ádaném roz²í°ení reálných £ísel, nap°íklad
polynomy v neur£itých prom¥nných. V tomto roz²í°ení nebude pot°eba zavád¥t
d¥lení. Jako p°íklad m·ºe poslouºit následující de�nice:

De�nice 2.19. Nech´ R[Θ] ozna£uje polynomický okruh sestávající z polynom· s
neznámou Θ kone£ného stupn¥ s reálnými koe�cienty. Nearchimédovské uspo°á-
dání vychází z poºadavku r < Θ pro v²echna r ∈ R. Polynom p(Θ) =

∑l
i=0 riΘ

i je
kladný (záporný), jestliºe koe�cient nejvy²²í mocniny Θ s nenulovým koe�cientem
je kladný (záporný).
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Nyní m·ºeme ukázat pouºití R[Θ] na odstran¥ní duální mezery ve Wetterlin-
gov¥ p°íklad¥. Nejd°íve p°epí²eme (P ) vzhledem k roz²í°eným prom¥nným:

v(PΘ) = sup τ, τ ∈ R, z1(Θ), z2(Θ) ∈ R[Θ] za podmínek
τ − z1(Θ) ≤ 0

z1(Θ) + z2(Θ)t22 ≤ (t1t2 − 1)2 + t22 pro v²echna t ∈ R2.

P°i výpo£tu (PΘ) zjistíme, ºe je °e²itelná a v(PΘ) = 1, nap°íklad pro τ ∗ = 1 je
z∗1(Θ) = 1 a z∗2(Θ) = −Θ.

Je zajímavé, ºe °e²ení pomocí Θ-polynom· (viz vý²e) poskytuje algebraic-
ké prost°edky pro vyjád°ení omezených p°ípustných °e²ení p·vodních lineárních
nerovností v reálných prom¥nných. Toto d·leºité propojení provedeme po p°ed-
stavení my²lenky asymptotické konzistence pro primární i duální úlohu. [12]

De�nice 2.20. �ekneme, ºe úloha (P ) je asymptoticky p°ípustná, kdyº kaºdý
kone£ný subsystém z a(t)T z ≤ b(t), pro kaºdé t ∈ B, je p°ípustný. Posloupnost
kone£ných °ad {µ(n)}n nazýváme asymptoticky p°ípustnou pro úlohu (D), kdyº
kaºdé µ(n) ≥ 0 a

lim
n

∑
a(t)µ(n)(t) = c.

Úloha (D) je asymptoticky konzistentní, jestliºe má asymptoticky p°ípustné °e²e-
ní.

V následující v¥t¥ ukáºeme vztah mezi asymptotickou konzistencí (P ) a Θ-
polynomiálním °e²ením.

V¥ta 2.21. P°edpokládejme, ºe (P ) je asymptoticky konzistentní. Potom (P ) má
p°ípustný bod z(Θ) ∈ (R[Θ])n, kde kaºdá sloºka zi(Θ), i = 1, . . . , n je polynom
stupn¥ nejvý²e n s neznámou Θ.

D·kaz: viz [12]
Kone£ný systém z ∈ Rn, z1 ≥ k, −kz1 + z2 ≥ 0, . . . ,−kzn−1 + zn ≥ 0 pro

k = 1, 2, . . ., ukazuje, ºe budou nutné polynomy plného stupn¥ n. [12]
Hlavní aplikací v¥ty 2.21 je konstrukce asymptotického roz²í°ení (PΘ) úlohy

(P ), jak jiº bylo znázorn¥no v p°íklad¥ vý²e:

v(PΘ) = sup τ, τ ∈ R, z(Θ) ∈ (R[Θ])n, za podmínek

τ − cT z(Θ) ≤ 0 a a(t)T z(Θ) ≤ b(t) pro t ∈ B.

Poznamenejme, ºe τ musí být reálné, takºe supremum po£ítáme pouze na reál-
ných £íslech. P°ípustným °e²ením jsou dvojice (τ, z(Θ)) ∈ R× (R[Θ])n.

V¥ta 2.22. Úlohy (PΘ) a (D) jsou v perfektní dualit¥.

D·kaz: viz [12]
Ve v¥t¥ 2.12 jsme vid¥li, ºe za podmínky O+(L≥(Z

P , c, κ)) = {0} dostáváme
dobrou stabilitu. Jestliºe tuto podmínku zna£n¥ zesílíme na O+(ZP ) = {0}, tedy
z = 0 kdykoliv a(t)T z ≤ 0 pro kaºdé t ∈ B, pak lze ukázat, ºe (PΘ) je konzistentní,
práv¥ kdyº je konzistentní (P ), a v tomto p°ípad¥ v(PΘ) = v(P ). P°edpoklad, ºe
(P ) je konzistentní, nezávisí na vektoru c. [12]

Nyní si ukáºeme d·leºitý výsledek o nekonzistetntním systému lineárních ne-
rovností. který je v²ak asymptoticky konzistentní.
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V¥ta 2.23. Nech´ je z ∈ Rn, a(t)T z ≤ b(t) pro t ∈ B nekonzistentní, ale je
asymptoticky konzistentní. Pak existuje c ∈ Rn takové, ºe pro libovolné kladné celé
£íslo n existuje kone£ná podmnoºina Bn mnoºiny B taková, ºe pro a(t)T z ≤ b(t),
t ∈ Bn platí cT z ≤ −n.

D·kaz: viz [1]
Vektory c ve v¥t¥ 2.23 se nazývají vektory sestupu (díky minimalizaci spojené
s duální úlohou (D)). Obecn¥ je mnoºina vektor· sestupu konvexní kuºel neob-
sahující nulu, který je obsaºen v kuºelu Mn a který obsahuje relativní vnit°ek
kuºelu Mn. [12]

P°íklad 2.24. Pro p°edstavu mnoºiny vektor· sestupu zde uvedeme následující
p°íklad systému lineárních nerovností. Tento systém p°edstavuje hypograf konkáv-
ní funkce log(z1) pro z1 > 0:

−z1
1

t
+ z2 ≤ log(t)− 1 pro v²echna t > 0.

P°idejme k tomuto systému je²t¥ nerovnost z1 ≤ 0. Výsledný systém je nyní
nekonzistentní, ale libovolný subsystém je konzistentní. V tomto p°ípad¥ vypadá
kuºel Mn pro n = 2 následovn¥

co

({(
−1

t

1

)
|t > 0

}
∪
(

1
0

))
,

tedy M2 = {(x1, x2)|x2 ≥ 0}\{(x1, 0)|x1 < 0}. Nyní toto ov¥°íme pro libovolné
c1 ∈ R a c2 > 0, (c1, c2) je vektor sestupu.

Nech´ je dáno libovolné p°irozené £íslo n, pak existuje ϵ > 0 takové, ºe (i)
c2(log(ϵ)− 1) < −n a (ii) c1 + 1

ϵ
c2 > 0. Uvaºujme subsystém dvou nerovností pro

t = ϵ:

− z1
ϵ
+ z2 ≤ log(ϵ)− 1,

z1 ≤ 0.

Vynásobením první rovnice hodnotou c2, druhé rovnice výrazem c1 +
c2
ϵ
a jejich

se£tením dostaneme nerovnosti

c1z1 + c2z2 ≤ c2( log(ϵ)− 1) ≤ −n.

Toto ukazuje, ºe mnoºina vektor· sestupu má tvar {(x1, x2)|x2 > 0}.
D°íve jsme zmi¬ovali perturbovanou úlohu (D̃G) úlohy (D), konkrétn¥

v(D̃G) = inf w, w ∈ R za podmínek(
c
w

)
∈ cl(Mn+1)

Neº abychom v²ak uvaºovali náhodné cesty v Mn+1 konvergující k
(

c
w

)
, sta£í

následovat sm¥r ur£ený vektory sestupu pro £áste£n¥ homogenizovaný systém, jako
je následující:
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a(t)T z + zn+1b(t) ≤ 0 pro v²echna t ∈ B,

zn+1 ≤ 0,

cT z + zn+1w ≤ 1,

kde w ∈ R je pevn¥ daný parametr. [12] Úlohu (D̃G) m·ºeme nyní p°epsat pomocí
sm¥ru sestupu následujícím zp·sobem:

v(D̃) = inf w za podmínek w ∈ R a(
v

vn+1

)
∈ Rn ×R, které spl¬ují

pro libovolné ϵ > 0 existuje µ ∈ R
(B)
+ takové, ºe∑

a(t)µ(t) = c+ ϵv a
∑

b(t)µ(t) ≤ w + ϵvn+1.

P°ípustné body jsou nyní trojice  w
v

vn+1


leºící v R × Rn × R. Vzhledem k na²emu zkoumání vektor· sestupu vý²e je pod-
vektor

V =

(
v

vn+1

)
p°ípustného bodu vektorem sestupu. Úlohy (P ) a (D) jsou tedy v perfektní dualit¥.
[12]
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3. Aplikace semi-in�nitního
programování na e�cienci portfolia

V této kapitole se zam¥°íme na praktickou aplikaci semi-in�nitního programování.
Kaºdý investor má k dispozici ur£itou mnoºinu investi£ních p°íleºitostí, p°i£emº
výnosy jednotlivých investic jsou náhodné veli£iny. K porovnání jednotlivých in-
vestic je vhodná metoda maximalizace o£ekávaného uºitku p°edstavená v J. von
Neumann a O. Morgenstern [29]. Dle této metody lze preference investor· repre-
zentovat uºitkovou funkcí.

De�nice 3.1. �ekneme, ºe u je uºitková funkce, jestliºe je neklesající, spojitá a
je de�nována na n¥jakém intervalu I ⊂ R. [34]

Uºitkovou funkci obvykle neznáme, proto nelze spo£ítat o£ekávaný uºitek a in-
vestice podle o£ekávaného uºitku se°adit. Máme v²ak £áste£nou informaci o uºit-
kové funkci a je moºné tedy alespo¬ £áste£n¥ uspo°ádat investice. Proto budeme
pracovat se stochastickou dominancí, která vychází z £áste£né znalosti uºitkové
funkce a dává nám £áste£né uspo°ádání.

3.1 Stochastická dominance

De�nice 3.2. [34] Nech´ u je uºitková funkce de�novaná na intervalu I ⊂ R
a W je sou£asný majetek investora. Uvaºujme p°ípustnou investi£ní p°íleºitost
reprezentovanou náhodnou veli£inou X s rozd¥lením P , t. j. st°ední hodnoty
Eu(W + X) a EX jsou kone£né. Jestliºe pro kaºdou hodnotu investorova ma-
jetku W a kaºdou p°ípustnou náhodnou investici X platí:

Eu(W +X) < u(W + EX) °ekneme, ºe je investor averzní k riziku,
Eu(W +X) = u(W + EX) °ekneme, ºe je investor neutrální k riziku,
Eu(W +X) > u(W + EX) °ekneme, ºe investor vyhledává riziko.

V této práci se zam¥°íme na investory, kte°í jsou bu¤ averzní k riziku nebo
rizikov¥ neutrální. Charakterizovat je budeme pomocí neklesající konkávní uºit-
kové funkce u ∈ U . Nyní si zavedeme pojem stochastické dominance druhého
°ádu a e�cienci náhodné veli£iny. [24]

De�nice 3.3. Nech´ X1 a X2 jsou dv¥ náhodné veli£iny s distribu£ními funkcemi
F1(x), a F2(x). �ekneme, ºe X1 dominuje X2 vzhledem k stochastické dominanci
druhého °ádu, neboli X1 ≻SSD X2, pokud platí

EF1u(X)− EF2u(X) ≥ 0

pro kaºdou uºitkovou funkci u ∈ U , pro kterou st°ední hodnoty EF1u(X) a EF2u(X)
existují, a pokud pro alespo¬ jednu uºitkovou funkci u ∈ U je nerovnost spln¥na
ost°e.

De�nice 3.4. Nech´ Λ je uvaºovaná mnoºina náhodných veli£in. �ekneme ºe,
náhodná veli£ina X2 ∈ Λ je SSD nee�cientní, jestliºe existuje náhodná veli£ina
X1 ∈ Λ taková, ºe X1 ≻SSD X2. V opa£ném p°ípad¥ °ekneme, ºe X2 je SSD
e�cientní.
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Pokud si vezmeme jako p°íklad náhodné veli£iny výnos investice, pak investici
zahrneme do e�cientní mnoºiny, pokud neexistuje jiná investice, která by ji domi-
novala. E�cientní mnoºinu tedy tvo°í takové investice, které nejsou dominovány
ºádnou jinou investicí. Naopak nee�cientní mnoºina zahrnuje investice, pro které
existuje alespo¬ jedna dal²í investice z e�cientní mnoºiny, která je dominuje. Do-
chází tak k rozd¥lení mnoºiny v²ech investic na dv¥ navzájem disjunktní mnoºiny,
p°i£emº platí, ºe kaºdá investice je bu¤ e�cientní nebo nee�cientní. [28]

3.2 Diskrétní p°ípad

V této podkapitole se zam¥°íme na p°ípad, kdy mají výnosy v²ech aktiv v portfoliu
diskrétní rozd¥lení. Existuje n¥kolik r·zných zp·sob· testování e�cience portfolia
p°i stochastické dominanci. Post [33] popsal algoritmus, který pracuje s primární
úlohou a vede na úlohu lineárního programování. Jiný p°ístup p°edstavili Rusz-
czynski a Vanderbei v £lánku [39], v tomto p°ípad¥ se jedná o parametrickou
lineární úlohu.

Av²ak zde se budeme v¥novat testu vyuºívajícímu vztah mezi stochastickou
dominancí druhého °ádu a podmín¥nou hodnotou v riziku (CVaR) [30]. Tento test
byl p°edstaven v Kopa a Chovanec [17]. Výsledkem testu je dominující portfolio,
které je zárove¬ e�cientní ve smyslu stochastické dominance druhého °ádu.

Nech´ X je náhodná veli£ina popisující výnos aktiva. Potom Y p°edstavuje
náhodnou ztrátu, jestliºe Y = −X. Dále budeme p°edpokládat, ºe EY <∞.

De�nice 3.5. Nech´ Y je náhodná veli£ina s distribu£ní funkcí FY (y) a α ∈ (0, 1).
Potom hodnotu v riziku (VaR) de�nujeme jako α-kvantil distribu£ní funkce FY (y):

VaRα(Y ) = F
(−1)
Y (α)

De�nice 3.6. Nech´ Y je náhodná veli£ina s distribu£ní funkcí FY (y) a α ∈ (0, 1).
Potom podmín¥nou hodnotu v riziku (CVaR) de�nujeme jako °e²ení optimiza£ní
úlohy:

CVaRα(Y ) = min
a∈R

{
a+

1

1− α
E[Y − a]+

}
, (3.1)

kde [x]+ = max(x, 0).

De�nici CVaR jsme p°evzali z [31]. �e²ení úlohy (3.1) vºdy existuje a jedním
z °e²ení je V aRα(Y ). [31] Uryasev a Rockafellar [43] ukázali, ºe CVaR lze také
de�novat jako podmín¥nou st°ední hodnotu:

CVaRα(Y ) = E(Y |Y > V aRα(Y )).

Lze ukázat, ºe platí následující ekvivalence [17]:

X1 ≽SSD X2 ⇔ CVaRα(Y1) ≤ CVaRα(Y2)

Nadále budeme p°edpokládat, ºe náhodná veli£ina Y je diskrétní náhodná
veli£ina a m·ºe nabývat hodnot yt, t = 1, . . . , T se stejnými pravd¥podobnostmi.
Nyní m·ºeme psát [17]
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CVaRα(Y ) = min
a,wt

a+
1

(1− α)T

T∑
t=1

wt

s.t. wt ≥ yt − a

wt ≥ 0.

V¥ta 3.7. Nech´ r = (r1, . . . , rN)
T zna£í výnosy N aktiv a nech´ T zna£í stejn¥

pravd¥podobné scéná°e. Výnos aktiv pro r·zné scéná°e budeme zna£it

X =

 x1

...
xT

 ,

kde xt = (xt1, . . . , x
t
N) je t-tý °ádek matice X. Nech´ λ = (λ1, . . . , λN)

T je vektor
vah. Potom je mnoºina p°ípustných portfolií Λ = {λ ∈ RN |1Tλ, λn ≥ 0, n =
1, . . . , N}. Testované portfolio je τ = (τ1, . . . , τN)

T . Nech´ Γ = {0, 1
T
, . . . , T−1

T
} a

αk ∈ Γ. Potom uvaºujme úlohu

D∗(τ ) = max
Dk,λn,bk

T−1∑
k=0

Dk (3.2)

s. t.

CVaRαk
(−rTτ )− bk −

1

1− αk

Emax(−rTλ− bk, 0) ≥ Dk, k = 0, . . . , T − 1

Dk ≥ 0, k = 0, . . . , T − 1

λ ∈ Λ.

Jestliºe je D∗(τ ) > 0, potom τ je SSD nee�cientní a rTλ∗ ≻SSD rTτ . Jestliºe
D∗(τ ) = 0, potom τ je SSD e�cientní.

D·kaz: viz [17]
Úloha 3.2 se dá p°epsat na úlohu lineárního programování následujícím zp·-

sobem [17]:

D∗(τ ) = max
Dk,λn,bk,w

t
k

T∑
k=1

Dk (3.3)

s. t.

CVaR k−1
T
(−rTτ )− bk −

1

(1− k−1
T

)T

T∑
t=1

wt
k ≥ Dk, k = 1, . . . , T

wt
k ≥ −xTλ− bk, t, k = 1, . . . , T

wt
k ≥ 0, t, k = 1, . . . , T

Dk ≥ 0, k = 1, . . . , T

λ ∈ Λ.
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3.3 Spojitý p°ípad

V této podkapitole budeme p°edpokládat, ºe výnosy mají spojité rozd¥lení. Bu-
deme vycházet z úlohy ve tvaru:

ξ(τ ) = max d(λ, τ ) (3.4)
s.t. CVaRα(−rTλ) ≤ CVaRα(−rTτ ), ∀α ∈ [0, 1]

λ ∈ Λ.

3.3.1 Dualita

Nejd°íve si ukáºeme, jak vypadá duální úloha k primární úloze (3.4). K tomu
budeme pot°ebovat Lagrangeovu funkci, která má následující tvar:

L(λ, µ) = d(λ, τ ) +

∫ 1

0

(
CVaRα(−rTλ)− CVaRα(−rTτ )

)
dµ(α), (3.5)

kde µ jsou nezáporné míry na intervalu [0, 1]. Jestliºe si nyní úlohu (3.4) p°epí²eme
pomocí Lagrangeovy funkce (3.5), získáme úlohu ve tvaru [40]:

max
λ∈Λ

inf
µ≥0

L(λ, µ) (3.6)

K úloze v tomto tvaru jiº lze najít duální úlohu:

min
µ≥0

sup
λ∈Λ

L(λ, µ) (3.7)

3.3.2 Normální rozd¥lení

V p°ípad¥, ºe sdruºené rozd¥lení výnos· jednotlivých aktiv je vícerozm¥rné nor-
mální rozd¥lení N(µ,Σ), je rozd¥lení celého portfolia s vahami λ jednorozm¥rné
normální N(λTµ, λTΣλ). Navíc pro varian£ní matici platí: V = Σ. CVaR má za
p°edpokladu X ∼ N(0, 1) tvar [21]

CVaRα(X) =
exp

{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π
, (3.8)

kde qα = Φ−1(α) p°i£emº Φ(x) zna£í distribu£ní funkci rozd¥lení N(0, 1). Dále si
vyjád°íme ztrátu Y ∼ N(−λTµ, λTΣλ) za pomoci X ∼ N(0, 1):

Y = −λTµ+
√
λTV λ X. (3.9)

Nyní jiº m·ºeme za pomoci (3.8) a (3.9) vyjád°it

CVaRα(Y ) = −λTµ+
exp

{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

√
λTV λ. (3.10)

Po dosazení výrazu (3.10) do na²í úlohy (3.4) získáme úlohu
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ξ(τ ) = max d(λ, τ ) (3.11)
s. t.

−λTµ+
exp

{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

√
λTV λ ≤ −τTµ+

exp
{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

√
τ TV τ

∀α ∈ [0, 1],

λ ∈ Λ.

Lemma 3.8. Úloha (3.11) je ekvivalnetní s úlohou

ξ(τ ) = max d(λ, τ ) (3.12)
s.t. λTµ ≥ τTµ

λTV λ ≤ τ TV τ

λ ∈ Λ.

D·kaz. Nech´ platí

−λTµ+
exp

{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

√
λTV λ ≤ −τTµ+

exp
{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

√
τ TV τ ,∀α ∈ [0, 1].

Potom pro α → 0+ platí, ºe qα → −∞, a tedy exp
{
− q2α

2

}
→ 0. Tudíº máme

−λTµ ≤ −τTµ, neboli λTµ ≥ τTµ. Nyní si upravíme nerovnici do tvaru:

−λTµ(1− α)

exp
{
− q2α

2

} +

√
λTV λ√
2π

≤ −τTµ(1− α)

exp
{
− q2α

2

} +

√
τ TV τ√
2π

,∀α ∈ [0, 1].

Pro α→ 1− chceme ukázat, ºe platí

1− α

exp
{
− q2α

2

} → 0. (3.13)

Vidíme, ºe £itatel i jmenovatel zlomku v (3.13) jde k nule, pokud α → 1−. Pou-
ºijeme tedy L'Hopitalovo pravidlo:

−1

− exp
{
− q2α

2

}
qαq′α

. (3.14)

K vyjád°ení q′α pouºijeme v¥tu o derivaci inverzní funkce, nebo´ qα = Φ−1(α). Po
krátkém výpo£tu vyjde

q′α =
1

ϕ(qα)
,

kde ϕ(x) zna£í hustotu rozd¥lení N(0, 1). Po dosazení do (3.14) a rozepsání ϕ(qα)
vyjde

1√
2πqα

.
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Tento výraz jiº z°ejm¥ jde k nule pro α → 1−. Nyní tedy dostáváme nerovnost
λTV λ ≤ τ TV τ .

Druhou implikaci dokáºeme sporem. Nech´ platí

λTµ ≥ τTµ

λTV λ ≤ τ TV τ .

Pak nem·ºe platit

−λTµ+
exp

{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

√
λTV λ > −τTµ+

exp
{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

√
τ TV τ ,∀α ∈ [0, 1],

nebo´ si m·ºeme tuto nerovnost upravit do tvaru

−λTµ+ τTµ+
exp

{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

√
λTV λ−

exp
{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

√
τ TV τ > 0, ∀α ∈ [0, 1],

(τTµ− λTµ) +
exp

{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

(√
λTV λ−

√
τ TV τ

)
> 0, ∀α ∈ [0, 1].

Do²li jsme ke sporu, nebo´ podle p°edpoklad· jsou ob¥ závorky nekladné a výraz

exp
{
− q2α

2

}
(1− α)

√
2π

nabývá pro α ∈ [0, 1] hodnoty v intervalu [0,∞].

Poznamenejme, ºe z tvaru podmínek v úloze (3.12) je vid¥t, ºe vhodná volba
funkce d(λ, τ ) je

d(λ, τ ) = [λTµ− τTµ] + [τTV τ − λTV λ],

nebo´ °e²ení úlohy λ∗ je potom SSD e�cientní portfolio.

3.3.3 Studentovo rozd¥lení

Studentovo rozd¥lení náleºí do t°ídy eliptických rozd¥lení a je de�nováno násle-
dujícím zp·sobem [20]

De�nice 3.9. �ekneme, ºe vektor X = {X1, . . . , Xp}T má p-rozm¥rné studento-
vo rozd¥lení s ν stupni volnosti, vektorem st°edních hodnot µ a korela£ní maticí
R (a odpovídající kovarian£ní maticí Σ), jestliºe má hustotu

f(x) =
Γ(ν+p

2
)

(πν)
p
2Γ(ν

2
)|R| 12

[
1 +

1

ν
(x− µ)TR−1(x− µ)

]− ν+p
2

. (3.15)
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Jestliºe je sdruºené rozd¥lení výnos· jednotlivých aktiv vícerozm¥rné studentovo
rozd¥lení s parametry µ, ν, Σ, potom má celé portfolio s vahami λ jednorozm¥rné
studentovo rozd¥lení s parametry λTµ, ν, λTΣλ. Za p°edpokladu studentova
rozd¥lení s alespo¬ t°emi stupni volnosti má CVaR následující tvar [21]

CVaRα(Y ) = −λTµ+
Γ(ν−1

2
)
√
ν
(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

Γ(ν−2
2
)(1− α)(ν − 2)

√
π

√
λTΣλ, (3.16)

kde t2α,ν zna£í α-kvantil studentova rozd¥lení s ν stupni volnosti.
Po dosazení výrazu (3.16) do úlohy (3.4) získáme úlohu ve tvaru

ξ(τ ) = max d(λ, τ ) (3.17)

s. t. −λTµ+
Γ( ν−1

2
)
√
ν

(
1+

t2α,ν
ν

)− ν−1
2

Γ( ν−2
2

)(1−α)(ν−2)
√
π

√
λTΣλ ≤

≤ −τTµ+
Γ( ν−1

2
)
√
ν

(
1+

t2α,ν
ν

)− ν−1
2

Γ( ν−2
2

)(1−α)(ν−2)
√
π

√
τ TΣτ ∀α ∈ [0, 1],

λ ∈ Λ.

Lemma 3.10. Úloha (3.17) je ekvivalentní s úlohou

ξ(τ ) = max d(λ, τ ) (3.18)
s.t. λTµ ≥ τTµ

λTΣλ ≤ τ TΣτ

λ ∈ Λ.

D·kaz. Nech´ platí

−λTµ+
Γ(ν−1

2
)
√
ν
(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

Γ(ν−2
2
)(1− α)(ν − 2)

√
π

√
λTΣλ ≤

≤ −τTµ+
Γ(ν−1

2
)
√
ν
(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

Γ(ν−2
2
)(1− α)(ν − 2)

√
π

√
τ TΣτ ∀α ∈ [0, 1].

Potom pro α→ 0+ platí, ºe tα,ν → −∞, a tudíº
(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2 → 0. Získali jsme

tak podmínku −λTµ ≤ −τTµ, neboli λTµ ≥ τTµ. Nyní si p°epí²eme nerovnici
do tvaru:

− λTµ(1− α)(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

+
Γ(ν−1

2
)
√
ν

Γ(ν−2
2
)(ν − 2)

√
π

√
λTΣλ ≤

≤ − τTµ(1− α)(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

+
Γ(ν−1

2
)
√
ν

Γ(ν−2
2
)(ν − 2)

√
π

√
τ TΣτ ∀α ∈ [0, 1].
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Pot°ebujeme ukázat, ºe pro α→ 1− platí:

(1− α)(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

→ 0. (3.19)

Vidíme, ºe £itatel i jmenovatel zlomku v (3.19) jde k nule, pokud α → 1−. Pou-
ºijeme tedy L'Hopitalovo pravidlo:

−1

ν−1
ν

(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν+1
2
tα,ν t′α,ν

. (3.20)

K vyjád°ení t′α,ν pouºijeme v¥tu o derivaci inverzní funkce, nebo´ tα,ν = Ψ−1(α),
p°i£emº Ψ(x) zna£í distribu£ní funkci studentova rozd¥lení s ν stupni volnosti.
Po krátkém výpo£tu vyjde

t′α,ν =
1

ψ(tα,ν)
,

kde

ψ(x) =
Γ(ν+1

2
)

Γ(ν
2
)
√
νπ

(
1 +

x2

ν

)− ν+1
2

zna£í hustotu studentova rozd¥lení s ν stupni volnosti. Po dosazení do (3.20) a
rozepsání ψ(tα,ν) vyjde

Γ(ν+1
2
)

ν−1
ν

√
νπtα,ν

.

Tento výraz jiº z°ejm¥ jde k nule pro α → 1−. Nyní tedy dostáváme nerovnost
λTV λ ≤ τ TV τ .

Druhou implikaci dokáºeme sporem. Nech´ platí

λTµ ≥ τTµ

λTΣλ ≤ τ TΣτ .

Pak nem·ºe platit

−λTµ+
Γ(ν−1

2
)
√
ν
(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

Γ(ν−2
2
)(1− α)(ν − 2)

√
π

√
λTΣλ >

> −τTµ+
Γ(ν−1

2
)
√
ν
(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

Γ(ν−2
2
)(1− α)(ν − 2)

√
π

√
τ TΣτ ∀α ∈ [0, 1],

nebo´ si m·ºeme tuto nerovnost upravit do tvaru

−λTµ+ τTµ+
Γ(ν−1

2
)
√
ν
(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

Γ(ν−2
2
)(1− α)(ν − 2)

√
π

√
λTΣλ−

−
Γ(ν−1

2
)
√
ν
(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

Γ(ν−2
2
)(1− α)(ν − 2)

√
π

√
τ TΣτ > 0 ∀α ∈ [0, 1],
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(τTµ− λTµ) +
Γ(ν−1

2
)
√
ν
(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

Γ(ν−2
2
)(1− α)(ν − 2)

√
π
(
√
λTΣλ−

√
τ TΣτ ) > 0 ∀α ∈ [0, 1].

Do²li jsme ke sporu, nebo´ podle p°edpoklad· jsou ob¥ závorky nekladné a výraz

Γ(ν−1
2
)
√
ν
(
1 +

t2α,ν

ν

)− ν−1
2

Γ(ν−2
2
)(1− α)(ν − 2)

√
π

nabývá pro α ∈ [0, 1] a ν > 2 hodnoty v intervalu [0,∞].

Poznamenejme, ºe z tvaru podmínek v úloze (3.18) je vid¥t, ºe vhodná volba
funkce d(λ, τ ) je stejn¥ jako v p°ípad¥ normálního rozd¥lení

d(λ, τ ) = [λTµ− τTµ] + [τTΣτ − λTΣλ],

nebo´ °e²ení úlohy λ∗ je potom SSD e�cientní portfolio.

3.3.4 Obecné eliptické rozd¥lení

Normální i studentovo rozd¥lení pat°í do t°ídy eliptických rozd¥lení. V této pod-
kapitole se proto pokusíme odvodit tvar úlohy (3.4) pro obecné eliptické rozd¥lení.
K tomu budeme pot°ebovat nejprve de�nici a n¥které vlastnosti eliptických roz-
d¥lení, které lze nalézt v £lánku [23].

De�nice 3.11. �ekneme, ºe vektor X má mnohorozm¥rné eliptické rozd¥lení,
X ∼ Ep(µ,Σ, ψ), pokud lze jeho charakteristickou funkci vyjád°it jako:

φX(t) = exp
{
itTµ

}
ψ

(
1

2
tTΣt

)
,

pro n¥jaký vektor µ ∈ Rp, pozitivn¥ de�nitní matici Σ ∈ Rp×p a funkci ψ: R → R.
Funkce ψ musí být volena tak, aby funkce φX spl¬ovala poºadavky kladené na
charakteristickou funkci.

V následující v¥t¥ si uvedeme d·leºitou vlastnost eliptických rozd¥lení.

V¥ta 3.12. Nech´ X má mnohorozm¥rné eliptické rozd¥lení Ep(µ,Σ, ψ), A ∈
Rs×p, b ∈ Rs. Potom platí:

AX + b ∼ E1(Aµ+ b, AΣAT , ψ).

Jestliºe má portfolio aktiv mnohorozm¥rné eliptické rozd¥lení Ep(µ,Σ, ψ), potom
podle p°edchozí v¥ty má portfolio s vahami λ jednorozm¥rné eliptické rozd¥le-
ní E1(λ

Tµ,λTΣλ, ψ). Proto se budeme nadále zabývat pouze jednorozm¥rným
eliptickým rozd¥lením.
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V¥ta 3.13. Nech´ X ∼ E1(µ, σ
2, ψ) a nech´ g(x) je nezáporná funkce na intervalu

[0,∞) spl¬ující ∫ ∞

0

x−
1
2 g(x)dx <∞.

Pak hustota náhodné veli£iny X má tvar

fX(x) =
c

σ
g

(
1

2

(
x− µ

σ

)2
)
,

kde c je normaliza£ní konstanta ve tvaru

c =
Γ(1

2
)

(2π)
1
2

∫∞
0
x−

1
2 g(x)dx

,

a funkce g(x) se nazývá generátor hustoty. Jestliºe navíc budeme p°edpokládat, ºe∫ ∞

0

g(x)dx <∞, (3.21)

potom existuje st°ední hodnota EX a platí EX = µ.

Protoºe je pro nás nadále d·leºitý generátor hustoty g(x), budeme dále po-
uºívat následující zna£ení pro X mající jednorozm¥rné eliptické rozd¥lení: X ∼
E1(µ, σ

2, g).

V¥ta 3.14. Nech´ X ∼ E1(µ, σ
2, g) a g(x) spl¬uje podmínky z p°ede²lé v¥ty,

potom funkci

G(x) = c

∫ ∞

0

g(u)du

nazveme generátor distribu£ní funkce.

Jestliºe platí podmínka (3.21), potom jeG(∞) <∞ a ozna£íme si Ḡ(x) = G(∞)−
G(x).

Nyní jiº m·ºeme zformulovat v¥tu, ve které uvedeme tvar CVaRu pro jedno-
rozm¥rné eliptické rozd¥lení.

V¥ta 3.15. Nech´ X ∼ E1(µ, σ
2, g), g(x) spl¬uje podmínky z v¥ty (3.13), v£etn¥

podmínky (3.21), G(x) je generátor distribu£ní funkce, α ∈ [0, 1]. Potom platí

CV aRα(X) = µ+ ζσ2,

kde ζ lze vyjád°it následujícím výrazem

ζ =
1
σ
Ḡ
(
1
2
z2α
)

1− α
,

kde
zα =

qα − µ

σ
.

Zbývá uº jen odvodit tvar úlohy (3.4) pro ztrátovou náhodnou veli£inu Y .
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Lemma 3.16. Nech´ X ∼ E1(λ
Tµ,λTΣλ, g) a Y = −X. Nech´ dále g(x) spl¬uje

podmínky z v¥ty (3.13), v£etn¥ podmínky (3.21), G(x) je generátor distribu£ní
funkce, α ∈ [0, 1]. Potom je úloha

ξ(τ ) = max d(λ, τ ) (3.22)

s. t. − λTµ+ ζ
√

λTΣλ ≤ −τTµ+ ζ
√
τ TV τ ∀α ∈ [0, 1],

λ ∈ Λ

ekvivalentní s úlohou

ξ(τ ) = max d(λ, τ ) (3.23)
s.t. λTµ ≥ τTµ

λTΣλ ≤ τ TΣτ

λ ∈ Λ.

D·kaz. Nech´ platí

−λTµ+ ζ
√
λTΣλ ≤ −τTµ+ ζ

√
τ TV τ ∀α ∈ [0, 1].

Potom pro α→ 0+ platí, ºe qα → −∞, a tudíº

ζ =
1
σ
Ḡ
(
1
2
q2α
)

1− α
=

1

σ

(
G(∞)−G

(
1

2
q2α

))
= 0,

kde σ je rozptyl standardního eliptického rozd¥lení (£asto nazývaného sférické
rozd¥lení). Získali jsme tak podmínku −λTµ ≤ −τTµ, neboli λTµ ≥ τTµ. Nyní
si p°epí²eme nerovnici do tvaru:

−λTµ

ζ
+
√
λTΣλ ≤ −τTµ

ζ
+
√
τ TV τ .

Pot°ebujeme ukázat, ºe pro α→ 1− platí:

1

ζ
=

(1− α)
1
σ
Ḡ
(
1
2
q2α
) → 0. (3.24)

Vidíme, ºe £itatel i jmenovatel zlomku v (3.24) jde k nule, pokud α → 1−, ne-
bo´ qα → ∞ a Ḡ

(
1
2
q2α
)
= G(∞) − G

(
1
2
q2α
)
→ 0. Pouºijeme tedy L'Hopitalovo

pravidlo:
−1

1
σ
c g
(
1
2
q2α
)
qα q′α

. (3.25)

K vyjád°ení q′α pouºijeme v¥tu o derivaci inverzní funkce, nebo´ qα = F−1(α),
p°i£emº F (x) zna£í distribu£ní funkci eliptického rozd¥lení. Po krátkém výpo£tu
vyjde

q′α =
1

f(qα)
,

kde

f(qα) =
c

σ
g

(
1

2
q2α

)
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zna£í hustotu eliptického rozd¥lení. Po dosazení do (3.25) a rozepsání f(qα) vyjde

c
σ
g
(
1
2
q2α
)

c
σ
g
(
1
2
q2α
)
qα

=
1

qα
.

Tento výraz jiº z°ejm¥ jde k nule pro α → 1−. Nyní tedy dostáváme nerovnost
λTV λ ≤ τ TV τ .

Druhou implikaci dokáºeme sporem. Nech´ platí

λTµ ≥ τTµ

λTΣλ ≤ τ TΣτ .

Pak nem·ºe platit

− λTµ+ ζ
√
λTΣλ > −τTµ+ ζ

√
τ TV τ , (3.26)

nebo´ si m·ºeme tuto nerovnost upravit do tvaru

− λTµ+ τTµ+ ζ
√

λTΣλ− ζ
√
τ TV τ > 0 (3.27)

(τTµ− λTµ) + ζ(
√

λTΣλ−
√
τ TV τ ) > 0 (3.28)

Do²li jsme ke sporu, nebo´ podle p°edpoklad· jsou ob¥ závorky nekladné a výraz

ζ =
1
σ
Ḡ
(
1
2
z2α
)

1− α
,

nabývá pro α ∈ [0, 1] hodnoty v intervalu [0,∞], nebo´ platí podmínka nezápornosti
funkce g(x).

Poznamenejme, ºe z tvaru podmínek v úloze (3.23) je vid¥t, ºe vhodná volba
funkce d(λ, τ ) je, stejn¥ jako v p°ípad¥ normálního a studentova rozd¥lení,

d(λ, τ ) = [λTµ− τTµ] + [τTΣτ − λTΣλ],

nebo´ °e²ení úlohy λ∗ je potom SSD e�cientní portfolio.
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4. Aplikace na portfolio £eských
akcií

V této kapitole p°edvedeme aplikaci semi-in�nitního programování na portfolio
£eských akcií. Vybírali jsme akcie, které se nacházejí ve SPADu (Systém pro
podporu trhu akcií a dluhopis·) na Burze cenných papír· Praha. V sou£asnosti
SPAD p°edstavuje 15 spole£ností. Z t¥chto spole£ností jsme vybrali 9 spole£ností,
pro které jsou dostupná data ve sledovaném období od 1.4.2007 do 31.3.2012.

Vybrané spole£nosti jsou:

• CETV

• �EZ

• Erste Bank

• Komer£ní banka

• ORCO

• Pegas Nonwovens

• Philip Morris �R

• Telefónica O2 CR

• Unipetrol

Po£ítali jsme s týdenními a m¥sí£ními relativními výnosy:

Rt+1 =
Pt+1 − Pt

Pt

,

kde Rt+1 je relativní výnos v £ase t + 1, Pt je cena akcie v £ase t. U spole£ností
�EZ, Erste Bank, Komer£ní banka, ORCO, Pegas Nonwovens, Philip Morris �R,
Telefónica O2 CR a Unipetrol jsme data dále upravili o vyplacené dividendy Dt:

Rt+1 =
Pt+1 − Pt +Dt+1

Pt

.

Pomocí scéná°ového a spojitého p°ístupu ov¥°íme, zda je portfolio sloºené pouze z
indexu PX e�cientní ve smyslu SSD dominance. Pokud není, získáme jako vedlej²í
produkt portfolio, které index PX dominuje ve smyslu SSD.

4.1 Testování dat

V tabulce 4.1 uvádíme n¥které vlastnosti týdenních dat, se kterými budeme dále
pracovat. V tabulce 4.2 uvádíme stejné údaje i pro m¥sí£ní výnosy.

Týdenní data výnos· mohou vykazovat £asovou korelovanost. Proto jsme pro-
vedli testování £asové nekorelovanosti. K testování jsme pouºili skupinu následu-
jících test· [3]:
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Aktivum Pr·m¥r Sm. odch. Max Min �ikmost �pi£atost
CETV -0.0056 0.0945 0.4123 -0.3913 -0.0816 7.5640
�EZ 0.0010 0.0393 0.2144 -0.2290 -0.2864 12.1100
Erste Bank -0.0018 0.0754 0.2854 -0.3270 -0.0232 6.9030
Komer£ní banka 0.0024 0.0525 0.1834 -0.2033 -0.1888 6.2190
ORCO -0.0096 0.0890 0.3499 -0.4388 -0.1471 8.0090
Pegas Nonwovens -0.0001 0.0389 0.1224 -0.3054 -1.6150 17.6100
Philip Morris �R 0.0034 0.0358 0.1219 -0.1248 0.0744 4.6910
Telefónica O2 CR 0.0010 0.0266 0.0996 -0.1800 -0.6708 12.4800
Unipetrol 0.0002 0.0491 0.2250 -0.2668 -0.2538 9.3240
PX -0.0013 0.0407 0.1685 -0.2625 -0.6920 10.9900

Tabulka 4.1: Tabulka ukazující hodnoty deskriptivních dat pro týdenní výnosy

Aktivum Pr·m¥r Sm. odch. Max Min �ikmost �pi£atost
CETV -0.0170 0.2327 0.9058 -0.5771 0.8199 6.2470
�EZ 0.0023 0.0695 0.1530 -0.2453 -0.6369 4.9140
Erste Bank -0.0084 0.1535 0.5491 -0.4166 0.5109 5.2230
Komer£ní banka 0.0089 0.0994 0.3034 -0.3267 -0.3804 6.2490
ORCO -0.0391 0.1938 0.6828 -0.5579 0.5794 5.7420
Pegas Nonwovens -0.0006 0.1019 0.3680 -0.3178 0.2016 6.7870
Philip Morris �R 0.0135 0.0832 0.3006 -0.2052 0.5014 4.7130
Telefónica O2 CR 0.0018 0.0437 0.1502 -0.1262 0.3459 4.7830
Unipetrol -0.0007 0.0863 0.2531 -0.2460 0.1195 4.1020
PX -0.0070 0.0817 0.1866 -0.2713 -0.4769 4.6470

Tabulka 4.2: Tabulka ukazující hodnoty deskriptivních dat pro m¥sí£ní výnosy
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Aktivum T. zal.na T. zal.na T. zal.na T. zal.na Med.

znam. dif. b. zvratu Ken. koef. Sp. koef. test
CETV 0.66863 0.49178 0.33961 0.37829 0.80371
�EZ 0.23827 0.23767 0.39423 0.38463 0.38434
Erste Bank 0.83054 0.43205 0.83921 0.67848 0.70928
Komer£ní banka 0.28459 0.04408 0.95813 0.88186 0.53435
ORCO 0.39197 0.21958 0.27897 0.20488 0.26337
Pegas Nonwovens 0.16339 0.88266 0.37320 0.33791 0.38434
Philip Morris �R 1.00000 0.73104 0.30029 0.21759 0.21396
Telefónica O2 CR 0.19912 0.00596 0.81930 0.77765 0.21040
Unipetrol 0.83054 0.09500 0.72918 0.64635 0.17162
PX 0.16339 0.13994 0.80169 0.99220 0.70928

Tabulka 4.3: Tabulka p-hodnot jednotlivých test· nekorelovanosti pro týdenní
výnosy jednotlivých akcií a indexu PX

• test zaloºený na znaménkách diferencí,

• test zaloºený na bodech zvratu,

• test zaloºený na Kendalov¥ koe�cientu,

• test zaloºený na Spearmanov¥ koe�cientu,

• mediánový test.

K výpo£tu jsme pouºili program TestRand, jehoº autorem je Mgr. Tomá²
Hanzák. Pouºitá testová hladina je 95% a v tabulce vºdy uvádíme výsledné p-
hodnoty. Nulová hypotéza £asové nekorelovanosti se zamítá na hladin¥ 0.05. Vý-
sledky t¥chto test· pro týdenní výnosy jsou v tabulce 4.3. Pro m¥sí£ní výnosy
jsou výsledky test· v tabulce 4.4. Z výsledk· je vid¥t, ºe v p°ípad¥ týdenních
výnos· nepro²el test zaloºený na bodu zvratu u dvou akcií. To znamená, ºe tyto
akcie mohou vykazovat n¥jakou periodickou sloºku, av²ak pro jednoduchost to
v této práci zanedbáme. V p°ípad¥ m¥sí£ních výnos· je men²í neº 0.05 jedna p-
hodnota u mediánového testu, coº znamená, ºe u výnos· této akcie m·ºe nastávat
autoregresní závislost. Pro jednoduchost ov²em toto zji²t¥ní op¥t zanedbáme.

Dále jsme testovali, zda mají výnosy normální rozd¥lení, nebo studentovo
rozd¥lení s jedním aº £ty°mi stupni volnosti. Pro testování jsme vyuºili pro-
gram Mathematica a v n¥m zabudovaný Kolmogor·v - Smirnov·v test. Program
Mathematica z dat automaticky odstra¬uje duplicitní hodnoty. Výnosy nemají
testované rozd¥lení, pokud je p-hodnota niº²í n¥º 0.05, nebo´ testování jsme pro-
vád¥li na hladin¥ 95%. Pro v²echny akcie vy²ly ve v²ech p°ípadech p-hodnoty
men²í neº 10−4. Z toho vyplývá, ºe výnosy nemají ani normální, ani studentovo
rozd¥lení.

4.2 Scéná°ový p°ístup pro týdenní výnosy

Nejd°íve budeme p°edpokládat, ºe výnosy mají diskrétní rozd¥lení. V tomto p°í-
pad¥ máme celkem 260 scéná°· v období od 1.4.2007 do 31.3.2012. V kapitole
3 jsme p°edstavili vhodnou optimaliza£ní úlohu (3.3). Data vstupující do úlohy
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Aktivum T. zal.na T. zal.na T. zal.na T. zal.na Med.

znam. dif. b. zvratu Ken. koef. Sp. koef. test
CETV 0.65472 0.34677 0.66128 0.72444 0.79105
�EZ 0.37109 1.00000 0.51737 0.54821 0.28924
Erste Bank 0.07364 0.75381 0.91148 0.82804 0.18526
Komer£ní banka 0.37109 0.53050 0.49230 0.67403 0.79105
ORCO 0.65472 0.53050 0.28645 0.17644 1.00000
Pegas Nonwovens 0.65472 0.75381 0.35649 1.00000 0.42670
Philip Morris �R 1.00000 0.20966 0.12435 0.08692 0.03404
Telefónica O2 CR 0.37109 1.00000 0.47597 0.45836 0.42670
Unipetrol 0.65472 0.11685 0.89077 0.97230 0.79105
PX 0.82160 0.09151 0.98394 0.95944 0.42670

Tabulka 4.4: Tabulka p-hodnot jednotlivých test· nekorelovanosti pro m¥sí£ní
výnosy jednotlivých akcií a indexu PX

(3.3) p°edstavuje matice relativních výnos· akcií a indexu PX, které je tak vlast-
n¥ desátým aktivem, a CVaR výnos· indexu PX. Matice výnos· má rozm¥ry
260× 10. Hodnoty CVaRu se napo£ítávají podle následujícího lemma.[17]

Lemma 4.1. Nech´ Y je náhodná veli£ina s diskrétním rozd¥lením, která nabývá
scéná°e yt, t = 1, . . . , T . Ozna£me y[k] k-tou nejmen²í hodnotu scéná°· y1, . . . , yT ,
tudíº platí y[1] ≤ . . . ≤ y[T ]. Pak pro α ∈

[
k
T
, k+1

T

]
, α ̸= 1 platí

CV aRα(Y ) = y[k+1] +
1

(1− α)T

T∑
i=k+1

(y[i] − y[k+1]),

kde , k = 1, . . . , T − 1 a CV aR1(Y ) = y[T ].

V na²em p°ípad¥ je T = 260, nebo´ musí být shodné s po£tem scéná°·. Úloha
(3.3) je úlohou lineárního programování. K jejímu výpo£tu jsme vyuºili program
GAMS. Zjistili jsme, ºe portfolio sloºené pouze z indexu PX je nee�cientní. Port-
folio dominující index PX ve smyslu SSD má následující sloºení (spole£nost; váha
v portfoliu):

• CETV; 0

• �EZ; 0.119

• Erste Bank; 0

• Komer£ní banka; 0

• ORCO; 0

• Pegas Nonwovens; 0.002

• Philip Morris �R; 0.256

• Telefónica O2 CR; 0.622

• Unipetrol; 0
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Hodnota PX DP
Pr·m¥rný výnos -0.0013 0.0016
Pr·m¥rný CVaR 0.0376 0.0195
1. CVaR 0.0013 -0.0016
2. CVaR 0.0020 -0.0012
3. CVaR 0.0026 -0.0009
4. CVaR 0.0031 -0.0006
5. CVaR 0.0035 -0.0004
6. CVaR 0.0038 -0.0002
7. CVaR 0.0042 0.0000
8. CVaR 0.0045 0.0002
9. CVaR 0.0048 0.0004
10. CVaR 0.0051 0.0006
11. CVaR 0.0054 0.0008
12. CVaR 0.0057 0.0009
13. CVaR 0.0059 0.0011

Tabulka 4.5: Tabulka porovnává vybrané hodnoty týdenních výnos· indexu PX
a výnos· dominujícího portfolia (DP) ve smyslu SSD za p°edpokladu diskrétního
rozd¥lení; k-tý CVaR je napo£ítaný pro α = k

T
podle lemmatu 4.1

V tabulce 4.5 uvádíme porovnání pr·m¥rných výnos·, pr·m¥rného CVaRu a prv-
ních 13 hodnot CVaRu napo£ítávaného podle lemmatu 4.1. Vybrali jsme prvních
13 hodnot CVaRu, nebo´ se jedná o hodnoty CVaRu pro α ≤ 0.05. Z tabulky je
patrné, ºe dominující portfolio má vy²²í výnos a zárove¬ niº²í riziko ve smyslu
CVaRu.

Dále jsme výnosy upravili o výnos bezrizikového aktiva. Za bezrizikové akti-
vum jsme vybrali sazbu PRIBOR. Protoºe jsme nalezli data pouze k m¥sí£ním
výnos·m, upravili jsme je na týdenní pomocí vztahu (i kdyº v n¥kterých p°ípa-
dech není tento vztah zcela p°esný)

it = 4
(
(1 + im)

1
4 − 1

)
,

kde it p°edstavuje týdenní sazbu PRIBORu a im m¥sí£ní sazbu PRIBORu. Vy-
po£ítali jsme nadvýnosy akcií a nadvýnos indexu PX. Matici nadvýnos· jsme
roz²í°ili o sloupe£ek nul p°edstavující nadvýnos PRIBORu. CVaR referen£ního
portfolia (indexu PX) jsme po£ítali op¥t podle lemmatu 4.1. I v tomto p°ípa-
d¥ je portfolio sloºené pouze z indexu PX nee�cientní. Lep²í strategie ve smyslu
SSD dominance je investovat do PRIBORu, nebo´ nadvýnosy indexu PX mají
zápornou st°ední hodnotu.

4.3 Scéná°ový p°ístup pro m¥sí£ní výnosy

V této kapitole budeme op¥t p°edpokládat, ºe výnosy mají diskrétní rozd¥lení,
ale zam¥°íme se na m¥sí£ní výnosy. V tomto p°ípad¥ máme celkem 59 scéná°· v
období od 1.4.2007 do 31.3.2012. I nyní budeme zkoumat e�cienci výnos· indexu
PX. Výpo£et je analogický jako v p°ede²lé kapitole. Matice výnos· má rozm¥r
59×10 a T = 59. Po výpo£tu v programu GAMS jsme zjistili, ºe portfolio sloºené
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Hodnota PX DP
Pr·m¥rný výnos -0.0070 0.0038
Pr·m¥rný CVaR 0.0797 0.0074
1. CVaR 0.0070 -0.0038
2. CVaR 0.0103 -0.0014
3. CVaR 0.0136 0.0004
4. CVaR 0.0168 0.0019
5. CVaR 0.0191 0.0032
6. CVaR 0.0211 0.0043
7. CVaR 0.0228 0.0054
8. CVaR 0.0245 0.0064
9. CVaR 0.0262 0.0074
10. CVaR 0.0278 0.0083
11. CVaR 0.0294 0.0092
12. CVaR 0.0311 0.0101
13. CVaR 0.0327 0.0110

Tabulka 4.6: Tabulka porovnává vybrané hodnoty m¥sí£ních výnos· indexu PX
a výnos· dominujícího portfolia (DP) ve smyslu SSD za p°edpokladu diskrétního
rozd¥lení; k-tý CVaR je napo£ítaný pro α = k

T
podle lemmatu 4.1

pouze z indexu PX je nee�cientní. Portfolio dominující index PX ve smyslu SSD
má následující sloºení (spole£nost; váha v portfoliu):

• CETV; 0

• �EZ; 0

• Erste Bank; 0

• Komer£ní banka; 0

• ORCO; 0

• Pegas Nonwovens; 0

• Philip Morris �R; 0.192

• Telefónica O2 CR; 0.721

• Unipetrol; 0.087

V tabulce 4.6 uvádíme porovnání pr·m¥rných výnos·, pr·m¥rného CVaRu a prv-
ních 13 hodnot CVaRu napo£ítávaného podle lemmatu 4.1. Z tabulky je patrné,
ºe dominující portfolio má vy²²í výnos a zárove¬ niº²í riziko ve smyslu CVaRu i
pro m¥sí£ní výnosy.

Dále jsme výnosy upravili o výnos bezrizikového aktiva. Za bezrizikové akti-
vum jsme vybrali i pro m¥sí£ní výnosy sazbu PRIBOR. Nadvýnosy indexu PX
mají op¥t zápornou st°ední hodnotu, proto také v tomto p°ípad¥ je portfolio slo-
ºené pouze z indexu PX nee�cientní a lep²í strategie ve smyslu SSD dominance
je investovat do PRIBORu.
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4.4 Spojitý p°ístup pro týdenní výnosy

Nyní budeme p°edpokládat, ºe výnosy mají spojité rozd¥lení. Podle zji²t¥ní v
kapitole 3 vede p°edpoklad normálního, studentova i obecného eliptického roz-
d¥lení vºdy na úlohu nelineární optimalizace (3.12), která se ov²em li²í v matici
V . Pro r·zná eliptická rozd¥lení se p°íslu²ná matice získá z odhadnuté matice
p°enásobením konstantou [21]. Nebo´ je úloha (3.12) invariantní v·£i vynásobení
konstantou, vyjde shodné °e²ení pro p°edpoklad libovolného eliptického rozd¥lení.

V p°ípad¥ p°edpokladu libovolného eliptického rozd¥lení výnos· odhadneme z
dat st°ední hodnotu µ pr·m¥rem hodnot a varian£ní matici V výb¥rovým rozpty-
lem. Výslednou nelineární optimaliza£ní úlohu °e²íme op¥t v programu GAMS.
V tomto p°ípad¥ vychází, ºe portfolio sloºené pouze z indexu PX je nee�cientní.
Portfolio dominující index PX ve smyslu SSD má následující sloºení (spole£nost;
váha v portfoliu):

• CETV; 0

• �EZ; 0

• Erste Bank; 0

• Komer£ní banka; 0.068

• ORCO; 0

• Pegas Nonwovens; 0

• Philip Morris �R; 0.932

• Telefónica O2 CR; 0

• Unipetrol; 0

V tabulce 4.7 uvádíme porovnání pr·m¥rných výnos·, pr·m¥rného CVaRu a prv-
ních 13 hodnot CVaRu napo£ítávaného podle lemmatu 4.1. Z tabulky je patrné,
ºe dominující portfolio má pro týdenní výnosy i za p°edpokladu jakéhokoliv elip-
tického rozd¥lení vy²²í výnos a zárove¬ niº²í riziko ve smyslu CVaRu.

Nyní budeme op¥t uvaºovat moºnost investování do bezrizikového aktiva, kte-
ré bude op¥t p°edstavovat sazba PRIBOR. Stejn¥ jako v p°ípad¥ diskrétního
rozd¥lení si nejd°íve napo£ítáme nadvýnosy akcií i indexu PX. Portfolio sloºené
pouze z indexu PX je i v tomto p°ípad¥ nee�cientní. Lep²í strategie ve smyslu SSD
dominance je investovat do PRIBORu, nebo´ výnosy indexu PX mají zápornou
st°ední hodnotu.

4.5 Spojitý p°ístup pro m¥sí£ní výnosy

Budeme p°edpokládat, ºe m¥sí£ní výnosy mají libovolné eliptické rozd¥lení. Po-
stup je analogický jako v kapitole pro týdenní výnosy. Portfolio sloºené pouze z
indexu PX je i tentokrát nee�cientní. Portfolio dominující index PX ve smyslu
SSD má následující sloºení (spole£nost; váha v portfoliu):
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Hodnota PX DP
Pr·m¥rný výnos -0.0013 0.0033
Pr·m¥rný CVaR 0.0376 0.0274
1. CVaR 0.0013 -0.0033
2. CVaR 0.0020 -0.0028
3. CVaR 0.0026 -0.0024
4. CVaR 0.0031 -0.0020
5. CVaR 0.0035 -0.0017
6. CVaR 0.0038 -0.0013
7. CVaR 0.0042 -0.0010
8. CVaR 0.0045 -0.0006
9. CVaR 0.0048 -0.0003
10. CVaR 0.0051 0.0000
11. CVaR 0.0054 0.0003
12. CVaR 0.0057 0.0006
13. CVaR 0.0059 0.0008

Tabulka 4.7: Tabulka porovnává vybrané hodnoty týdenních výnos· indexu PX
a výnos· dominujícího portfolia (DP) ve smyslu SSD za p°edpokladu normálního
rozd¥lení; k-tý CVaR je napo£ítaný pro α = k

T
podle lemmatu 4.1

• CETV; 0

• �EZ; 0

• Erste Bank; 0

• Komer£ní banka; 0.201

• ORCO; 0

• Pegas Nonwovens; 0

• Philip Morris �R; 0.799

• Telefónica O2 CR; 0

• Unipetrol; 0

Je vid¥t, ºe dominující portfolio se skládá ze stejných akcií jako v p°ípad¥ tý-
denních výnos·. Rozdíl je pouze v zastoupení jednotlivých akcií v portfoliu. V
tabulce 4.8 uvádíme porovnání pr·m¥rných výnos·, pr·m¥rného CVaRu a prv-
ních 13 hodnot CVaRu napo£ítávaného podle lemmatu 4.1. Z tabulky je patrné, ºe
stejn¥ jako v p°ede²lých p°ípadech má dominující portfolio vy²²í výnos a zárove¬
niº²í riziko ve smyslu CVaRu.

Nyní budeme op¥t uvaºovat moºnost investování do bezrizikového aktiva, kte-
ré bude op¥t p°edstavovat sazba PRIBOR. Portfolio sloºené pouze z indexu PX
je i v tomto p°ípad¥ nee�cientní, nebo´ má zápornou st°ední hodnotu nadvýnos·.
Lep²í strategií ve smyslu SSD dominance je investovat do PRIBORu.
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Hodnota PX DP
Pr·m¥rný výnos -0.0070 0.0126
Pr·m¥rný CVaR 0.0797 0.0112
1. CVaR 0.0070 -0.0126
2. CVaR 0.0103 -0.0085
3. CVaR 0.0136 -0.0058
4. CVaR 0.0168 -0.0033
5. CVaR 0.0191 -0.0007
6. CVaR 0.0211 0.0018
7. CVaR 0.0228 0.0041
8. CVaR 0.0245 0.0060
9. CVaR 0.0262 0.0081
10. CVaR 0.0278 0.0097
11. CVaR 0.0294 0.0113
12. CVaR 0.0311 0.0129
13. CVaR 0.0327 0.0143

Tabulka 4.8: Tabulka porovnává vybrané hodnoty m¥sí£ních výnos· indexu PX a
výnos· dominujícího portfolia (DP) ve smyslu SSD za p°edpokladu normálního
rozd¥lení; k-tý CVaR je napo£ítaný pro α = k

T
podle lemmatu 4.1

4.6 Porovnání p°ístup·

Z výsledk· je patrné, ºe volba diskrétního rozd¥lení vede na úlohu lineárního pro-
gramování. Velikost úlohy je závislá p°edev²ím na po£tu scéná°·. S rostoucím po-
£tem scéná°· ov²em roste po£et omezení °ádov¥ druhou mocninou po£tu scéná°·.
V p°ípad¥ p°edpokladu spojitého rozd¥lení je výsledná úloha nelineární. Av²ak ve-
likost úlohy závisí pouze na po£tu akcií v portfoliu, proto je výsledná úloha daleko
men²ího rozsahu. Z výsledk· je vid¥t, ºe index PX je za p°edpokladu diskrétního
i jakéhokoliv eliptického rozd¥lení nee�cientní. Av²ak v p°ípad¥, ºe neuvaºujeme
moºnost investování do bezrizikového aktiva, li²í se výsledné dominující portfolio.
Tudíº zde jiº závisí, zda zvolíme p°edpoklad jakéhokoliv eliptického nebo diskrét-
ního rozd¥lení. V p°ípad¥, ºe máme moºnost investování do bezrizikového aktiva,
je toto bezrizikové aktivum dominujícím za obou p°edpoklad·.
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Záv¥r

V této práci jsme se v¥novali semi-in�nitnímu programování. V prvních dvou
kapitolách jsme prezentovali n¥které teoretické poznatky o podmínkách optimality
prvního a druhého °ádu a dualit¥ v lineárním semi-in�nitním programování.

Ve t°etí kapitole nejd°íve zavádíme pojem stochastické dominance druhého
°ádu a e�cience portfolia. Poté uvádíme aplikaci semi-in�nitního programování na
e�cienci portfolia ve smyslu stochastické dominance druhého °ádu. Za míru rizika
jsme zvolili CVaR, nebo´ je konzistentní se stochastickou dominancí druhého
°ádu. Úlohu jsme odvodili pro p°edpoklad diskrétního, normálního, studentova a
obecného eliptického rozd¥lení. V diskrétním p°ípad¥ je výsledkem lineární úloha.
Za p°edpokladu normálního, studentova a obecného eliptického rozd¥lení vychází
vºdy nelineární úlohy semi-in�nitního programování. Tyto úlohy se li²í pouze ve
varian£ní matici. Av²ak tento rozdíl nemá vliv na výsledné °e²ení, nebo´ se matice
li²í jen p°enásobením konstantou.

Pro velký po£et scéná°· je lineární úloha v p°ípad¥ diskrétního rozd¥lení velmi
rozsáhlá, konkrétn¥ roste s druhou mocninou scéná°·, proto je k jejímu °e²ení
pot°eba speciální program. V této diplomové práci jsme zvolili program GAMS.
V p°ípad¥ p°edpokladu eliptického rozd¥lení je výsledná úloha nelineární, ale její
velikost závisí pouze na po£tu akcií v portfoliu.

V poslední kapitole jsme ukázali aplikaci odvozených úloh na testování e�ci-
ence indexu PX vzhledem k SSD kritériu. Nejd°íve jsme testovali e�cienci indexu
PX pro týdenní a m¥sí£ní výnosy. Vºdy vy²lo, ºe index PX je nee�cientní ve
smyslu stochastické dominance druhého °ádu a p°i °e²ení úlohy jsme dostali jako
vedlej²í produkt dominující portfolio sloºené z £eských akcií. Dále jsme testovali
e�cienci indexu PX za p°edpokladu eliptického rozd¥lení. I za tohoto p°edpokladu
je výsledkem nee�cience indexu PX, ale nalezené dominující portfolio se li²í od
dominujícího portfolia za p°edpokladu diskrétního rozd¥lení. Je²t¥ je t°eba po-
znamenat, ºe test na normalitu a studentovo rozd¥lení s jedním aº £ty°mi stupni
volnosti výnos· indexu PX a £eských akcií nulovou hypotézu zamítl. Výb¥r p°ed-
pokladu libovolného eliptického nebo diskrétního rozd¥lení výnos· má tedy vliv
na výsledek. Také se ukázalo, ºe portfolio dominující za p°edpokladu diskrétního
rozd¥lení výnos· není e�cientní za p°edpokladu jakéhokoliv eliptického rozd¥lení
výnos· a naopak.

Provedli jsme také testování e�cience indexu PX za p°edpokladu, ºe je moºné
investovat do bezrizikového aktiva, v na²em p°ípad¥ byla za bezrizikové akti-
vum zvolena sazba PRIBOR. Nebo´ m¥l index PX zápornou st°ední hodnotu
nadvýnos·, a to jak pro týdenní tak i pro m¥sí£ní nadvýnosy, vy²lo shodn¥ pro
diskrétní i eliptické rozd¥lení nadvýnos· podle o£ekávání, ºe je nee�cientní a ºe
lep²í strategií ve smyslu stochastické dominance druhého °ádu je investice pouze
do bezrizikového aktiva.

41



Literatura

[1] Blair Ch. E.: A note on in�nite systems of linear inequalities. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 48: 150�154, 1974.

[2] Bonnans J. F., Shapiro A.: Perturbation Analysis of Optimization Problems.
Springer-Verlag, 2000.

[3] Cipra T.: Finan£ní ekonometrie. Ekopress, 2008.

[4] Fiacco A. V., Kortanek K. O.: Semi-In�nite Programming and Applications.
Springer-Verlag, 1983.

[5] Glasho� K., Gustafson S. A.: Linear Optimization and Approximation.
Springer-Verlag, 1983.

[6] Goberna M. A., López M. A.: Linear semi-in�nite programming theory: An
updated survey. Eur. J. Oper. Res., 143: 390�405, 2002.

[7] Gustafson S. A., Kortanek K. O., Rom W.: Non-chebyshevian moment pro-
blems. SIAM Journal on Numerical Analysis, 7: 335�342, 1970.

[8] Hadar J., Russell W. R.: Rules for ordering uncertain prospects. American
Economic Review, 59: 25�34, 1969.

[9] Hanoch G., Levy H.: The e�ciency analysis of choices involving risk. Review
of Economic Studies, 36: 335�346, 1969.

[10] Hettich R., Jongen H. T.: On �rst and second order conditions for local
optima for optiomization problems in �nite dimensions. Methods Oper. Res.,
23: 82�97, 1977.

[11] Hettich R., Jongen H. T.: Semi-in�nite programming: conditions of opti-
mality and aplications. Lecture Notes Control and Inform. Sci., 7: 262�280,
1978.

[12] Hettich R., Kortanek O.: Semi-in�nite programming: theory, methods and
applications. SIAM Review, 35(3): 380�429, 1993.

[13] Hettich R., Zencke P.: Numerische Methoden der Approximation und semi-
in�niten Optimierung. Teubner Studienbücher Mathematik, 1982.

[14] Charnes A., Cooper W. W.: The strong minkowski - farkas - weyl theorem
for vector spaces over ordered �elds. Proceedings of the National Academy
of Sciences of the USA, 44: 914�916, 1958.

[15] Kallinda C., Williams A. C.: Linear programming in re�exive spaces. SIAM
review� 13: 350�376, 1971.

[16] Kopa M.: Utility functions in portfolio optimization. Dizerta£ní práce,KPMS
MFF UK, 2006.

42



[17] Kopa M., Chovanec P.: A second-order stochastic dominance portfolio e�-
ciency measure. Kybernetika, 44: 243�258, 2008.

[18] Kortanek K. O.: Classifying convex extremum problems over linear topo-
logies having separation properties. Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 46: 725�755, 1974.

[19] Kortanek K. O.: Extended abstract of classifying convex extremum problems.
Zentralblatt f. Math., 283: 491�496, 1975.

[20] Kotz S., Nadarajah S.: Multivariate t Distributions and Their Applications.
Cambridge University Press� 2004.

[21] Kozmík V.: E�cience portfolií p°i spojitém rozd¥lení výnos·. Diplomová
práce, KPMS MFF UK, 2010.

[22] Kuosmanen T.: E�cient diversi�cation according to stochastic dominance
criteria. Management Science, 50: 1390�1406, 2004.

[23] Landsman Z., Valdes E.: Tail conditional expectations for elliptical distribu-
tions. North American Actuarial Journal, 7: 55�71, 2003.

[24] Levy H.: Stochastic dominance: Investment decision making under uncerta-
inty. Springer Science, 2006.

[25] Levy H., Hanoch G.: Relative e�ectiveness of e�ciency criteria for portfolio
selection. Journal of Financial and Quantitative Analysis, 1: 63�76, 1970.

[26] López M. A., Still G.: Semi-in�nite programming. Eur. J. Oper. Res., 180:
491�518, 2007.

[27] Markowitz H. M.: Portfolio selection. Journal of Finance, 7: 77�91, 1952.

[28] Mikulka J.: Stochastická dominance vy²²ích °ád·. Diplomová práce, KPMS
MFF UK, 2011.

[29] Neumann J., Morgenstern O.: Theory of Games and Economic Behavior.
Princeton University Press, 1953.

[30] Ogryczak W., Ruszczynski A.: Dual stochastic dominance and related mean-
risk models. SIAM J. Optim., 13: 60�78, 2002.

[31] P�ug Ch. G.: Some remarks on the value-at-risk and the conditional value-
at-risk. In: Probabilistic Constrained Optimization: Methodology and Appli-
cations. Kluwer Academic Publishers, 2000.

[32] Polak E.: Optimization, Algorithms and Consistent Approximations. Sprin-
ger, 1997.

[33] Post T.: Empirical tests for stochastic dominance e�ciency. J. Finance, 58:
1905�1932, 2003.

[34] Pratt J. W.: Risk aversion in the small and in the large. Econometrica, 32:
122�136, 1964.

43



[35] Reemtsen R., Rückmann J. J.: Semi-In�nite Programming. Kluwer, 1998.

[36] Rockafellar R. T.: Conjugate Duality and Optimization; Regional Conferen-
ce Series in Applied Mathematics. Regional Conference Series in Applied
Mathematics, SIAM, 1974.

[37] Rockafellar R. T., Uryasev S. Optimization of conditional value-at-risk. Jour-
nal of Risk, 2: 21�41, 2000.

[38] Rogosinski W. W.: Moments of non-negative mass. Proceedings of the Royal
Society of London A, 245: 1�27, 1958.

[39] Ruszczynski A., Vanderbei R. J.: Frontiers of stochastically nondominated
portfolios. Econometrica, 71: 1287�1297, 2003.

[40] Shapiro A.: Semi-in�nite programming, duality, discretization and optimality
conditions. Optimization, 58: 133�161, 2009.

[41] Stein O.: Bi-level Strategies in Semi-in�nite Programming. Kluwer, 2003.

[42] Vázqueza G. F., Rückmann J. J., Stein O., Still G.: Generalized semi-in�nite
programming: A tutorial. J. Comput. Appl. Math., 217: 394�419, 2008.

[43] Uryasev S., Rockafellar R. T.: Conditional value-at-risk for general loss
distributions. J. Banking Finance, 26: 1443�1471, 2002.

[44] Wetterling W.: De�nitheitsbedingungen für relative extrema bei
optimierungs- und aproximationsaufgaben. Numer. Math., 15: 122�136, 1970.

[45] Jongen H. T., Zwier G., Wetterling W.: On su�cient condition for local
optimality in semi-in�nite programming. Math. Operationsforch. Statist.,
18: 165�178, 1987.

44



Seznam pouºitých zkratek a
ozna£ení

SIP zna£í semi-in�nitní programování
LP zna£í lineární programování
NLP zna£í nelineární programování
cl(A) uzáv¥r mnoºiny A
co(A) konvexní kuºel generovaný mnoºinou A
f ∈ Cn(Rm) znamená, ºe f je funkce na Rm a je n-krát spojit¥ diferencovatelná
int(A) vnit°ek mnoºiny A
VaRα(X) zna£í hodnotu v riziku náhodné veli£iny X na hladin¥ 1− α
CVaRα(X) zna£í podmín¥nou hodnotu v riziku náhodné veli£iny X na hladin¥
1− α
SSD zna£í stochastickou dominanci druhého °ádu
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P°íloha A - Obsah p°iloºeného CD

Na p°iloºeném disku lze najít následující obsah:

• Text diplomové práce ve formátu PDF.

• Pouºitá data obsahující týdenní a m¥sí£ní výnosy indexu PX, vybraných
£eských akcií a m¥sí£ní výnosy sazby PRIBOR.

• Skripty k výpo£t·m v programu Mathematica a GAMS.
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