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Skalického: Efektivńı aritmetika eliptických křivek nad

konečnými tělesy

Práce má tři části. Polovina práce (kapitola 1) je věnována úvodu
do teorie eliptických křivek. Kapitola 2 (7 stran) seznamuje s r̊uznými
metodami reprezentace bod̊u projektivńıch eliptických křivek. Daľśıch
12 stran (kapitola 3) je věnováno Edwardsovým křivkám. Závěrečné
čtyři strany jsou věnovány tabulkám měřeńı rychlosti a úvahám, proč
Edwardsovy křivky (a eliptické křivky v̊ubec) nejsou v praxi využ́ıvány
tak, jak by odpov́ıdalo jejich efektivitě. Z textu práce je zcela ne-
jasné zda tabulky uvedené v závěru jsou odněkud přejaté nebo jsou
výsledkem měřeńı, které autor provedl. Zadáńı práce naznačuje, že k
implementaci doj́ıt mělo. Práce se však od zadáńı výrazně odchýlila – o
řešeńı problému diskrétńıho logaritmu v práci zmı́nka neńı bud’ v̊ubec,
nebo je tak marginálńı, že jsem ji přehlédl.

Práce je napsána, s výjimkou některých mı́st třet́ı kapitoly, co se
týče srozumitelnosti výjimečně dobře. Angličtina je téměř až vybraná.
Formálńıch chyb je málo, byt’ zcela ojedinělé také nejsou (co se týče
angličtiny tak tu a tam je špatně třet́ı osoba jednotného č́ısla, typicky
exist mı́sto exists). Co se týče zvyklost́ı typických v odborném textu,
tak je to snad jedině mylné uživáńı malého ṕısmena v referenćıch (pro-
position 1.1 mı́sto Proposition 1.1 atd.) a použ́ıváńı respectively na
všech mı́stech výskytu v závorce uváděných alternativ (ṕı̌se se jen u
posledńıho výskytu a v př́ıpadě umı́stěńı alternativ do závorek se i zde
posledńı dobou sṕı̌se vypoušt́ı).

K prvńı kapitole lze vznést jako obecnou výhradu, že nejde za rámec
standardńıho kursu. Nevid́ım to jako chybu, že je uvedena – konec-
konc̊u to neńı úplně snadná látka. Těžko ale zde spatřovat nějaký
př́ınos. Nav́ıc při zběžném listováńı lze mı́t pocit, že látka je kompletně
vyložena. A ono to tak neńı – tu a tam je odkaz na exterńı referenci.
Bylo by bývalo lepš́ı třeba jen menš́ı okruh předložit v úplné formě a
zbytek uvést bez d̊ukaz̊u s odkazem na literaturu.

Prvńı kapitola neńı bez věcných nedostatk̊u, většinou formálńıch: Na
straně 4 nahoře je naprosto nesmyslná definice K̃. Zavedené značeńı ho-
mogenńıch souřadnic je v́ıcekrát porušeno (na straně 4 dole, v poznámce
1.1.8 a asi i jinde). Definice f ∗ je závislá na indexu i, pracuje se s ńı od
definice 1.1.9 jakoby i bylo pevné (což odpov́ıdá standardńımu použit́ı,
muśı se to ale deklarovat). V definici 1.2.2 by mělo j́ıt o diskrétńı va-
luačńı okruh. Valuace vP (x) jsou použity bez toho, že by byly defi-
novány. Podobně chyb́ı definice deg(P ) a Princ(F/K). Uvedeńı tvrzeńı
1.2.6 bez komentáře může vzbudit dojem, že jde o d̊usledek Rieman-
novy věty. Na straně 7 dole by dvakrát mělo být w(x, y) v kontextu
w(x, y) = 0. V d̊ukazu tvrzeńı 1.2.9 chyb́ı na počátku vysvětleńı, proč
je dimenze L(P ) kladná. Na straně 12 je podivná formulace “over K̄
even”. V lemmatu 1.4.11 má být opakovaně vα(l), nikoliv jen vα. Toto

1



2

lemma a dvě následuj́ıćı je uvedeno bez d̊ukazu. To samo o sobě ne-
vad́ı, chyb́ı ale vysvětluj́ıćı komentář, proč tomu tak je. V druhém řádku
d̊ukazu 1.4.15 je použita špatná operace. V tvrzeńı 1.4.17 nejsou uve-
deny všechny předpoklady.

Navzdory uvedeným nedostatk̊um však považuji zpracováńı kapitoly
1 za uspokojivé.

Kapitola 2 ukazuje, jak lze výpočet zdvojováńı a sč́ıtáńı urychlit,
jsou-li použity souřadnice projektivńı, Jacobiho a Chudnovských. Uv́ıtal
bych podrobněǰśı výklad, který by vzal v úvahu kontext nějakého nad-
ř́ızeného algoritmu, ve kterém ke sč́ıtáńı docháźı, a vyložil v takovém
kontextu, jak dalece se vyskytuj́ı př́ıpady Z = 1 a jak dalece má cenu
využivat cache v př́ıpadě souřadnice Chudnovských. Použit́ı cache je
podle mého soudu v textu kapitoly 2 vysvětleno nejasně.

Jádro práce se zdá být v kapitole 3. Edwardsovy křivky určitě stoj́ı
za podrobné zpracováńı. Text kapitoly p̊usob́ı zpočátku jako kvalitńı,
při bližš́ım rozboru se ale ukáže, že neńı plně promyšlen a je ne zcela
dobře strukturován. Nebyl jsem např́ıklad spokojen s Větou 3.1.5. Už
jej́ı zněńı je formálně nesprávné, protože předpoklad o charakteristice
tělesa by měl být jasně uveden v textu věty. To ale takový problém
neńı. Sṕı̌se mi vad́ı, že d̊ukaz nebyl rozložen do v́ıce oddělených krok̊u.
V d̊ukazu se totiž jedná o něco trochu jiného než je ve zněńı. Ukazuje se,
že y2 = f(x), kde deg(f) = 4, je možné lineárně lomenou transformaćı
převést do tvaru y2 = (x−φ)(x+1)x(x−1) a odsud źıskat tvar Edward-
sovy křivky. Jako speciálńı př́ıpad se pak v závěru vylož́ı, že polynomy
stupně tři se daj́ı převést na polynomy stupně čtyři. Smutné je, že diplo-
mant si zřejmě nevšiml, že uvedenou transformaci lze obrátit a źıskat
polynom stupně tři. (Jde o tvar (y/x2)2 = (1−φx−1)(1+x−1)(1−x−1).)
Kdyby si toho všiml, mohl dokázat větš́ı část tvrzeńı 3.1.2 a mohl by
se na exterńı zdroj odkázat jenom pro př́ıpad v́ıcenásobných kořen̊u
(což ostatně také neńı těžké ošetřit př́ımo). Výklad má ještě daľśı ne-
dostatek v tom, že invertibilita lomené lineárńı transformace neńı do-
statečně okomentována a čtenář se nedozv́ı, jak jej́ım použit́ım bude
naplněn požadavek ekvivalence. Nav́ıc v̊ubec neńı komentováno, proč
je podmı́nka nenulovosti AD − BC při zvolené transformaci splněna.

Zněńı Věty 3.1.2 asi nebude správně. Odkaz ve mne vzbuzuje po-
chybnosti. Zdroj [13] jsem nestudoval, takže nevylučuji, že opravdu
je tvrzeńı dokázáno v kapitole “Some quadratic problems”. Prośım o
komentář během obhajoby.

Bylo by bylo lepš́ı tvrzeńı o Edwardsových křivkách dokázat rovnou
pro zobecněný tvar. Poznámka 3.1.9 vyžaduje v ”if and only if” formě
vysvětleńı (k tomu by bylo třeba propojit definici ekvivalence s trans-
formacemi Weierstrassovy rovnice v kapitole 1 – je chyba, že se tak
nestalo).

Závěr d̊ukazu tvrzeńı 3.1.10 ukazuje na určitou ned̊uslednost při
přej́ımáńı textu z p̊uvodńıho zdroje. Pokud se pohybujeme ve formálńım
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rámci algebraických funkčńıch těles, nejsou přece úvahy o výjimečných
bodech potřeba. To, že v textu z̊ustaly, vzbuzuje pochybnost o mı́̌re
porozuměńı autora zpracovávané látce.

Nepř́ılǐs dobře p̊usob́ı také to, že vazba mezi Edwardsovými křivkami
a eliptickými křivkami je zmı́něna jakoby mimochodem v d̊ukazu Věty
3.2.5. V této části je také nejasné, proč neńı použito znaménko ⊕.

Použit́ı stopy v závěrečné části kapitoly tři bez komentáře je sporné
– neńı to tak triviálńı, aby se v textu typu diplomové práce neob-
jevil podrobněǰśı výklad. Použit́ı alfanumerického znaku pro velikost
množiny bez vysvětleńı jenom umocňuje celkový dojem, že třet́ı kapi-
tola, zejména jej́ı závěr, byly psány v rychlosti a bez pečlivého rozmyšle-
ńı. To je velká škoda.

Práce je na hranici toho, aby byla uznána jako diplomová. Svou kva-
litou sama o sobě by si přijet́ı jako práce diplomová zasluhovala, byt’

i tak by šlo o práci slabou. Vysvětleńı, proč se zpracováńı významně
odchýlilo od zadáńı jsem v práci nenašel. Lze doufat, že během obha-
joby budou sděleny dostatečně přesvědčivé d̊uvody, proč se tak stalo.

V Praze 12. zář́ı 2012

Aleš Drápal


