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Abstrakt

Nazev prace: Webova aplikace pro vyuku goniometrickych funkci, rovnic a nerovnic
Autor: Mati§ Kepic

Katedra: Katedra didaktiky matematiky

Vedouci diplomové prace: RNDr. Jarmila Robova, CSc.

e-mail vedouciho: robova@karlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: Diplomova praca je venovana goniometrickym funkciam, rovniciam a nerovniciam,
pricom déraz je kladeny na goniometrické rovnice a nerovnice. Tato préca slUzi ako vyukovy
materid pre ziakov a uCitelov strednych Skél. Praca obsahuje teoretickl Cast, kde su
vysvetlené zékladné poznatky o goniometrickych, cyklometrickych, hyperbolickych a
hyperolometrickych funkciach a tiez o goniometrickych rovniciach a nerovniciach. Prakticka
Cast’ obsahuje vzorové rieSené priklady aulohy urcené k precviCovaniu. Préca ma formu
webove stranky, obsahuje interaktivne prvky (napr. krokované rieSenia, testy s vyberom
z viacerych moznosti, aplety vytvorené pomocou programu GeoGebra).

KTucove slova: goniometrické funkcie, goniometricke rovnice, goniometrické nerovnice

Abstract

Title: Web application for teaching of trigonometric functions, equations and inequalities
Author: Matus Kepic

Department: Department of Mathematics Education

Supervisor: RNDr. Jarmila Robova, CSc.

Supervisor's e-mail address: robova@karlin.mff.cuni.cz

Abstract: The thesis is devoted to trigonometric functions, equations and inequalities, the
focus is on goniometrical equations and inequalities. This work serves as a teaching material
for students and teachers of secondary schools. The work contains a theoretical part, which
explains the basic knowledge of trigonometric, inverse trigonometric, hyperbolic and
hyperbolometric functions and also of goniometrical equations and inequalities. The practical
part contains the solved examples and tasks assigned to practicing. The work has a form of a
web application, contains interactive elements (for example step-by-step solution, multiple
choice tests, applets created by GeoGebra).
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Uvod
Hlavnym cielom diplomove préce je vytvorenie interaktivng webove stranky, ktora
sa bude zaoberat’ vyukou goniometrickych rovnic a nerovnic na strednej Skole. Praca je taktiez

z Cadti rozSirena o zakladné poznatky z goniometrickych, cyklometrickych, hyperbolickych a
hyperbolometrickych funkcii.

Na internete mézeme ngjst’ velké mnozstvo webovych stranok, ktoré sa zaoberajl
vyukou goniometrickych rovnic. Naopak goniometrickym nerovniciam sa venuje len vel'mi
malo internetovych aplikécii, preto verim, Ze tato webova stranka bude mat’ svoje dostatocné
vyuzitie. Na strednej Skole sa prebergju hlavne goniometrické rovnice a nerovnice, a taktiez
goniometrické funkcie. UCivo zamerané na cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické
funkcie je Casto rozSirujucim ufivom a mdZme sa snim stretnut’ a2 v matematickych

seminaroch vo vyssich rocnikoch.

Cela praca je rozdelena na dve hlavné Casti: zhodnotenie existujucich webovych
aplikacii zaobergjucich sa vyukou goniometrickych rovnic anerovnic avlastné webové
strénky. Samotnd internetova stranka je €lenena na teoreticku a prakticku Cast. V teoreticke
Casti si zopakované hlavné poznatky z goniometrickych funkcii, ako sthrn zakladnych
vlastnosti goniometrickych funkcii, goniometrickych vzorcov, ktoré pouzivame pri rieSeni
goniometrickych rovnic a nerovnic. Tieto znalosti s0 nutnou podmienkou k spravnemu
pochopeniu rieSenia goniometrickych rovnic a nerovnic. SUCastou teoretickgl Casti sU g
rozsirujuce informéacie o cyklometrickych, hyperbolickych a hyperbolometrickych funkciach.
V teoretickg Casti sa méZzme stretndt’ s velkym mnozstvom apletov vytvorenych pomocou

programu GeoGebra.

Prakticka Cast’ je venovand samotnym prikladom a dloham uréenym k precvi¢ovaniu,
ktoré st obohatené o krokované rieSenie. Z dévodu rozsiahlejSel prace som v tomto texte
rozobral vzdy len prva ulohu, ostatné Ulohy s dostupné na internete. Déraz je kladeny na
rieSené priklady, metddy rieSenia prikladov v sividosti s vlastnostami goniometrickych
funkcii. Kapitola venovana testom obsahuje dlohy, ktoré duzia k precvicovaniu ziskanych
vedomosti. D6raz je kladeny hlavne na z&kladné vlastnosti goniometrickych funkcii, funkéné

hodnoty a grafy goniometrickych a dalSich funkcii.



Ako Student ucitel'stva matematiky mam vel'mi blizko k tejto téme a g to bol jeden z
hlavnhych motivov preCo som s vybral tdto tému. Dufam, Ze tato préca bude pre Ziakov
prinosna a pomézZe im k pochopeniu rieSenia goniometrickych rovnic a nerovnic.

Diplomova préca je priamo tlaCena z webove stranky. Samotny formét a vysledna

tlaCena podoba diplomovej prace odpovedainternetove stranke.

Webova aplikéacia je vol'ne dostupna na adrese:

http://www.kar lin.mff.cuni.cz/~kepim6am/dp/gon_rovnice_nerovnice/



Hodnotenie existujtcich webovych stranok

V tgjto Casti diplomovej préce som sa venova n§gdeniu réznych internetovych strénok,
ktoré sa venuju vyuke goniometrickych rovnic anerovnic. Hlavnym cielom pri skimani
jednotlivych internetovych stranok bolo ukazat, €i ich mdZzeme zallenit do vyuky, Ci su
vhodnym vyukovym materidlom pre Studentov strednych $ko6l. Celkové hodnotenie existujucich
webovych stranok pozostava z dvoch Casti. V prveg Casti som sa pokusil o slovné hodnotenie
jednotlivych stranok. Zarovenn okrem slovného hodnotenia obsahuju vZzdy ndhl'ad na webovu
stranku + adresu. V druhg Casti je priehladna tabulka, v ktorgl si jednotlivé stranky Ciselne
ohodnotené podl'a niekol’kych hladisiek. Déraz bol kladeny na odbornu sprévnost’, interaktivitu,
priehladnost’, funkCénost’ a design.

Jednotlivé stranky

1. http://maths.cz/clanky/goniometricke-rovnice.html

T&o stranka obsahuje struény prehl'ad
rieSenia goniometrickych rovnic. Z mdjho
pohl'adu mi prijde tato stranka ako nie vel'mi

vhodny vyukovy material pre Studentov.

Celkovo obsahuje 7 vyriesenych prikladov,

ritervalu <0*, 360's, popd v pEarvals o, e W fekover pripadé By stedla edpovad'z-cn, 1305,

Mestode to v tomta Sdnku reni je do-paru-fcﬂo zigkane wyslzdiy kontrelovat zl-tcus'.]-\olf' prl éom J mnotl IVé ri avenl a prl’kl wov a’J

St rovnid Zns-v3, Hej

1comometrdiol rko ana crung ¢

velmi strutné abez predchadzajdcich
e e, ZNAIOStE 0 goniometrickych rovniciach sa
Student bude len vel'mi tazko orientovat.
Taktiez po grafickg strdnke mi prijde dan&
s internetova stranka vel'mi nepriehladna Na

druhgj strane kladne hodnotim moznost’

otestovania s svojich znalosti



3.

z goniometrickych rovnic. Co sa tyka goniometrickych nerovnic, tak tie sa mi v ramci

tgito internetove stranky nepodarilo ngst, ato nie len goniometrické nerovnice, ae

obecne ucivo tykajUce sa nerovnic.

http://matematika-
issnp.xf.cz/otazky_pdf/7.Goniometrie% 20a% 20trigonometrie.pdf

7. Gonivmetric 3 rigonometric
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Tieto stranky boli  vytvorené pre
Studentov maturitného rocnika oboru
elektrotechnika  aoboru mechanik
elektronik. M&Zeme tu ngst velké
mnozstvo prikladov uréenych
k opakovaniu, ktoré obsahuju rieSenie.
SlcCastou stranky avSak nie s vzorové
rieSené priklady, preto je této stranka
vhodna pre Studentov, ktori uz danu
l&tku ovladaju a svoje vedomosti si chel
precviCit na dasich  prikladoch.

Bohuzial’ sicast'ou tejto zbierky uloh nie

sU goniometrické nerovnice, ¢o je zregjme spdsobené vzdelavacimi osnovami danegj Skoly.

Po grafickeg stranke st priklady pisané vel'mi priehl'adne. Zaverom teda hodnotim danu

strénku pozitivne. UrCite ju ocenia nie len Studenti, ale g uCitelia, kedZe tu mézu ngjst’

dalSie mnoZstvo prikladov.

http://www.matweb.cz/goniometricke-rovnice
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Podla (vodného textu sa jednao
internetovd ucebnicu matematiky pre
z&ladné, stredné a vysoké Skoly.
Strdnka obsahuje priehl'adné menu
vlavg Casti. Kapitola venovana
goniometrickych rovniciam obsahuje
vZzdy ukéZkovo vyrieSeny priklad, ktory

je  doprevadzany  zrozumitelnym



4.

komentérom, ktory ocenia g dlabsi Ziaci. SUCastou kazdého ukézkového prikladu je
priklad urCeny k precviCovaniu, ktorého sUCastou je krokované rieSenie, ktoré sa
zobrazuje po kliknuti na prislusné tlacidlo. Priklady si pisané vel'mi zrozumitel'nym
textom, graficky od seba oddelené, takze danu stranku hodnotim pozitivne, i ked' by som
urCite ako Ziak uvita vacSie mnozstvo vzorovo vyrieSsenych prikladov. Negativne avsak
hodnotim fakt, Ze ani na tejto stranke nengjdeme kapitolu venovani goniometrickym
nerovniciam, ¢im neméZzeme danu stranku povaZzovat' za online ucebnicu matematiky
uréenu pre stredné, ba dokonca pre vysoké Skoly ako autor spomina v Gvode webove)

stranky.

http://www.e-matematika.cz/str edni-skoly/
¥ Jedna sa o matematicky web, ktory
Jak iesit jednoduché goniometricke rovnice
ponmcij:dnntkové klguinil:e s cosx pog(ytuje éiroky wrt' ment

Hakizime (2 40) vEwchny rmatarisly & lo sekoe e wabe w-materalks oz

matematickych duzieb amateridov.

V ramci kapitol venovanym

| goniometrickym rovniciam tu

Zadani moézeme ngst vzorovo vyrieSené
Beg v nrecdn 3 radnjoh Sisal rovric

corx =22 zekladné  goniometrické  rovnice.
Tk Bohuzial' zlozitejSie goniometrické

ni e dradrota funkee #ra. Proos
1 plu jrdnit
JEETRE

rovnice tu nengdeme, kedzZe tie sU

2. krak

poskytované len v ramci douCovania

beazine Aadraty me zedinl

wen e Matemetiky,  ktoré je  spoplatnené.

otz Samotné rieSenia zékladnych

- A goniometrickych rovnic si graficky

vel'mi nézorné av zaCiatkoch pomézu kaZzdému zaujemcovi o0 znalost' rieSenia
zakladnych goniometrickych rovnic. SuCastou stranky je g ukéZka pisomne prace
z goniometrickych rovnic, ktora obsahuje rieSenia zadanych prikladov, ae bez slovného
popisu. Dalsie zadania pisomnych préac st bez riesenia, riesenie je uréené len pre
predplatitelov. Podkapitolu venovanu goniometrickych nerovniciam sa mi nepodarilo

ngjst’.

11



5. http://artemis.osu.czZmmmat/maintxt.htm

Jednd sa o multimediany kurz
vysseg
sucastou ktorého je &g kapitola

aplikovanej matematiky,
venovana repetitoriu stredoskolskej
matematiky, v ktorg sa nachadza
podkapitola venovana
goniometrickym rovniciam a
nerovniciam. Jg slCastou je avSak
len z&ladnych
goniometrickych rovnic a nerovnic.

Kladne hodnotim krétke zhrtnutie

ukdZzka rieSenia

z&kladnych definic goniometrickych

rovnic, nerovnic v Gvode kapitoly. Ziaci tu moézu ngjst’ zrozumitelnym spdsobom napisané

metody rieSenia goniometrickych rovnic a nerovnic doprevadzané rieSenym prikladom. Po

grafickg stranke je dana internetova stranka priehladna a ako pomécka pre rychle a

efektivne zopakovanie nie len stredoSkolskych vedomosti vel'mi vhodn&

6. http://ismuni.cz/th/106509/prif b/H.Kotulkova.pdf

Priklad 4.1, Reste v B poniometrickon roviici

sinx + sin 2w + sinfr — | +cosr + cos2r.

Resent

Pro vypodet pouzijeme vatal (via matematicke tabalky):

sing + siny = 2sin *3% cos 7}¥
o+ 3z R
B

2sin 27 cos(—x) + sin 2

2sin s + sin 2

2. 2sinzcos®
s ar(d sina cos o+ 2sine — 2eose — 1)
cosz[2sinx(2eosz + 1) — (2eosz + 1))

cosx[(2cosz + 1){2smx — L)

T 2sinTeosT — 20080 T — COSE =

14 cosx 4+ cos 2
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1+(‘051’-+(‘052I—51n_2‘
0
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0
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x + 2km,; 3" 2k}

COsE = C'=I»IL=g—kﬁ
2
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e 3 05 G Mygr T eNny

Zaner: Muozinon resent je K — Ugcg] %W-F kw3 - F.“.T,%wr - Ekﬁ‘%fr . Qi‘r,%fr{
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Jednd sa o bakaarsku précu
venovanl sa tématike rieSenia
zloZitejSich  rovnic a nerovnic.

Svojim obsahom je vhodna hlavne
pre Studentov pripravujdcich sa na
maturitu, popripade ako priprava k
prijimatkam  na vysoké Skoly.
Kapitola venovana goniometrickym
rovniciam a nerovniciam obsahuje
prehl'ad zékladnych definic a zoznam
zékladnych

vztahov medzi



goniometrickymi funkciami. Stranka obsahuje jeden vzorovo vyrieSeny priklad na goniometricku

rovnicu a 6 prikladov urCenych k precviCeniu goniometrickych rovnic a nerovnic. Vzorovo

vyrieSeny priklad na goniometrick( nerovnicu tu, ale nengjdeme. Taktiez grafické znazornenie

rieSeniatu nengjdeme ato z dévodu obmedzeného rozsahu bakal arskej préce.

7. http://www.oskole.sk/?id_cat=50& clanok=18198

L 1] F =

- =

hovorl, 2e visledny uhol bude v Il & 1 Kyadrante

= Pl Dhoe
11T+ kT

takze Clovek sav nich dobre orientuje.

Té&o internetova strénka je urena pre
vsetkych Ziakov zékladnych a strednych
Skol. Jednotlivé materialy k danym
kapitoldm prispievgu samotni ucitelia
Kapitola venovana goniometrickym
rovniciam a nerovniciam obsahuje v
Gvode zakladny teoreticky prehlad,
moznosti  rieSenia, typy jednotlivych
goniometrickych rovnic. Ku kaZzdému
typu je uvedeny jeden rieSeny priklad,
avSak bez grafického vyznaCenia.

Taktiez tu nengjdeme Ulohy urCené k

precviCovaniu, ¢o je urCite Skoda. RieSenie goniometrickych nerovnic je vel'mi pekne
nazorne vysvetlené pomocou jednotkove kruznice a grafu prislusnych goniometrickych

funkcii. Po grafickg stranke su jednotlivé rieSenia prikladov vel'mi pekne vyznatene,



8. http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Zaklady_matematiky/K apitola3.pdf

_ - Jednd sa o projekt spolufinancovany

Priklad 3.7.2, Reste rovnici cos{lﬁg}:—l. Stanym  rozpottom R a Europskym
socialnym fondom. Jeho hlavhym ciel'om
ReSent:  Zvolime substituci ]x—%:{r_pakrm‘ﬂjcebuderen'am wse=-1. je spracovanie Studijnych materidlov z
¢~ 7 Je pak feSeni v zakladuim mtervalu < 0, 27 > matematiky & inych - prirodovednych
predmetov. Tieto materidy by mali

Y+ =g42k1 umoznit’ Studentom samostatne Studovat’ a
b
y minimalizovat’ tak kontakt s ucitel'om.
=24 ke Kapi ' jometricky
§ apitola  venovana  goniometrickym
5 rovniciam obsahuje z UGvodu strucny
v=—+kr,keZ, jsouviechna feseni. . . . o
12 vyklad z&kladnych teoretickych

predpokladov, rozne typy goniometrickych rovnic, ktoré si doprevadzané vzorovym
rieSenim, avSak bez grafického podkladu. Jedna sa o Cisto algebraické rieSenie
goniometrickych rovnic. Jednotlivé rieSenia su graficky vel'mi priehl'adné, zrozumitelné.
RieSeny priklad na goniometrické nerovnice ngdeme v Casti venovanel sa nerovniciam.
Samotnému rieSeniu prikladu avSak chyba slovny popis. Na konci kapitoly sa nachadzaju

priklady urCené k precviceniu s rieSenim.

9. http://www.realisticky.cz/ucebnice/01% 20M atematika/04% 20Goniometrie/03% 20G
oniometrick% C3% A9% 20r ovnice% 20a% 20vzor ce/01% 20Goniometrick% C3% A9
% 20r ovnice% 20! .pdf

Jedna sa  odektronickl  ucebnicu

PR 2 Vyies rovuiel vosx = —%.
o = ; o vytvorent ucitefom matematiky afyziky.
Hledéme viechna v= R, pro na7 plati cos v = , = fonz nmime {pomoci jednotovg
Ll'u;:u-;‘:ne'?-;; grafn odpovidajict imkee). . Stl’énky &.,l pisané Vel’mi priehl’adl‘le,
/_“L\ lahko sa ¢lovek v nich orientuje.
/:Y | E(‘I‘-lé‘zkuje vidér, e felenim jsou tietinove . s . ,
/ : /“f\ \\ aur s i/le V kapitole zaobergjucej sa vyukou
| [Ns Bl ziktsiisai: 3n 7. goniometrickych ~ rovnic  anerovnic
! h / N I ] Ax - S «
N / L SR mobzeme n§st’ prakticky vSetko, o sa
V4 /
Thi— |
/ v

Dodatek: Priklad je samozie jme mozne fesit 1 pomoct grafi fankes. Necldvam stodenty, zby
pouzivali ibovolron metodu. ktera jum vwhovuje.



tyka vyuky dang témy. Priklady s vzorovo vyrieSené, obsahuju slovny komentér,

grafické znazornenia rieSeni pomocou grafu goniometrickych funkcii ajednotkove)

kruznice. Stranka je vel'mi vhodna g pre sucasnych ucitel'ov, kedZe jednotlivé priklady

obsahuju pedagogické poznamky, v ktorych ngdeme postreny pana ulitela, ktoré
zaznamena pri vyuke daného tématu. SUCast'ou tychto strénok su & priklady urené

k precviCeniu latky, avSak jedna sa len o priklady, ktoré si rieSené poCas hodiny

matematiky, takze ich rieSenie je ukryté priamo v lekcii. Celkovo hodnotim danu stranku

vel'mi pozitivne amyslim si, Ze je to idedlna elektonické ucebnica nie len pre Ziakov, de

g ucitelov.

10. http://www.priklady.eu/sk/Riesene-priklady-matematika/Goniometricke-

rovnice/lL inearne-rovnice.ale

Linearne goniometrickeé rovnice
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Jedna sa opriklady pre Studentov,
ktoré im maju poméct’ pri precvicovani
nadobudnutych znalosti pri  hodinach
matematiky. Je to zbierka velkého
mnozstva  prikladov,  ktoré  sU
doprevadzané rieSenim. V kapitole
venovang goniometrickym rovniciam
sa nachadzaju priklady na precvicenie
lineérnych akvadratickych
goniometrickych rovnic. Priklady su
graficky velmi pekne spracované,
obsahuju riesenie, aviak bez blizSieho
slovného popisu, ¢Ci  grafického

znazornenia pomocou jednotkovel kruznice alebo grafu prislusnych goniometrickych

funkcii. Bohuzial’ priklady na goniometrické nerovnice v tejto zbierke prikladov

nenjdeme. Tato stranku teda doporocujem hlavne pre Studentov s urCitym
matematickym z&kladom, ktori hl'adagju dalSie priklady pre zdokonalenie svojich znal osti.



11. http://www.sosmath.com/algebr a/solve/sol veQ/solvtrig.html

ﬂ Anglickd stranka, na ktor§ moézeme
SOLVING TRIGONOMETRIC EQUATIONS P . , , R
najst’ paru rieSenych prikladov tykajucich

sa goniometrickych rovnic. Ri€Senia

Salve for & in the following equations. Click an W 5
L2sing-1=0  Soluion jednotlivych prikladov si vel'mi nézorné
2. 2sin3xr—-1=0 Solufion . s . . , .
L e W azrozumitelné. Po grafickg stranke je
4 juantz—1o0  Soluien tato stranka velmi pekne upravena,
Z cotxcosia = 2cotx Haolution ’ w ’ . ’
S e e v prikladoch sa Clovek velmi Ilahko
7 2sin?2 4 3c08 -3 =0 Solusion orientuje.  RieSenia  goniometrickych

8 2cos(3x—1)=0 Solution

rovnic tu, ae nenjdeme, taktiez

2. dtan (I) +3=10 Holution . ., . X i . ,
! jednotlivé  rieSenia  goniometrickych
10, sec’x — 2tane = 4 Solution
L lsine | coss rovnic nie su doprevadzané grafickym
| cosx 1+ sin Selution
e znazornenim. KaZzdopadne je to dalSia

internetova strana, kde moézeme ngst vzorovo rieSené priklady tykaucich sa

goniometrickych rovnic.

Zrovnavaciatabul'ka

V nasledujlceg tabulke som sa pokusil o subjektivne Ciselné zhodnotenie jednotlivych
internetovych stranok, ktoré boli prezentované vyssie. Stranky som hodnotil bodovou stupnicou
od 1 do 5, pricom 1 znamena najlepSie hodnotenie a5 najhorsie. V pripade, Ze dané kriteridne
hlradisko sa neda posudit, tak je v tabulke uvedeny znak - . V samotnom hodnoteni strdnok som
sa zameral na tieto hladiska: odborna spravnost, didaktickd stranka, funkZnost, design,
interaktivita, pritomnost’ prikladov na precviCovanie apritomnost prikladov venovanych
k precviCeniu goniometrickych nerovnic. V zavere tabul'ky je vZdy uvedené celkové hodnotenie

dang stranky z mdjho subjektivneho pohl'adu.



Odt,)orna, D|c,jakt|cka Funkcnost’ | Design | Interaktivita Prlklagy na Prlklad_y ha
sprévnost’ | stranka precvicenie | nerovnice

http://maths.cz/clanky/goniometricke-rovnice.html

r | s | 2 |8 - | - 1 - |4

http://matematika-issnp.xf.cz/otazky pdf/7.Goniometrie% 20a% 20trigonometrie.pdf

r - - 127 - 1 | - |3

http://www.matweb.cz/goniometricke-rovnice

1 | s | 2 |2 | 2 | 2 | - |2

http://www.e-matematika.cz/stredni-skoly/

r | s | 2 |+ ] - | 2 | - |3

http://artemis.osu.czzmmmat/maintxt.htm

1 | 2 | 2 |1 ] - | - | 2 |2

http://ismuni.cz/th/106509/prif b/H.K otulkova.pdf

L | o2 | - ] - ]2 | 2 |2

http://www.oskole.sk/?id_cat=50& clanok=18198

1 | o 0 - Jr - ] - ] 2 |2

http://www.studopory.vsb.cz/studijnimaterialy/Zaklady _matematiky/K apitola3.pdf

L | o 0 - 1t - ] 1 | 2 |12

http://www.realisticky.cz/kapitola.php?id=47

L | 01 0 or fr ] - | 2 | 1 |1

http://www.priklady.eu/sk/Riesene-priklady-matematika/Goniometricke-rovnice/l inearne-
rovniceale

1 | 8 | 1 |1 1 | 1 | - |2

http://www.sosmath.com/algebr a/solve/solvel/solvtrig.html

1 | 2 | 2 |2 ] 2 | o+ | - |2
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Vlastné webové stranky

Vlastné weboveé stranky sa zaobergju tématom o goniometricych rovniciach anerovniciach.

Tématicky st rozdelené do niekolkych z&kladnych kapitol:

Uvod

Tedria

Zakladné rovnice
ZlozitejSie rovnice
Zakladné nerovnice
ZlozZitejSie nerovnice
Testy

Literatara

Register

Sicastou webove aplikacie si interaktivne prvky v réznegj podobe. Ci uz vo forme

hypertextovych odkazov, krokovanych rieSeni alebo vo forme apletov, ktoré su vytvorené

v programe GeoGebra.

Samotna webova aplikacia je vol'ne dostupna na adrese:

http://www.kar lin.mff.cuni.cz/~kepim6am/dp/gon_rovnice_nerovnice/
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Pouzitie stranky

Tato webova stranka obsahuje obsah umiestneny v menu na lavom okraji, ktory je suCastou kazdej Casti. Praca je
¢lenena na teoretickl a prakticki €ast. Sucastou préace su interaktivne prvky v réznej podobe:

- formou odkazov, ktoré su podc¢iarknuté, napriklad odkaz na goniometrické vzorce ,

- formou krokovanych rieSeni, ktoré sa objavuju pri Glohach ur€enych k precvi€ovaniu:

LJ kliknutim na dané tla¢itko sa nam zobrazi prvy alebo dalSi krok rieSenia ulohy,
E kliknutim na dané tlaCitko zobrazime celé rieSenie Glohy,

éj kliknutim na dané tlacitko skryjeme vSetky odkryté kroky rieSenia ulohy.

- a v testoch, ktoré su urene k precviCovaniu ziskanych znalosti.

Sucastou tychto webowych stranok su aplety, ktoré s vytvorené programom GeoGebra. K ich spravnemu zobrazeniu
je nutné mat v pocita¢i nainStalovant Javu a v priehlada¢i povoleny JavaScript. Pre zapis matematickych vyrazov je
pouzita technologia jsMath.

V pripade problémov s nacitanim apletov alebo matematickych vyrazov doporu¢ujem obnovenie stranky (reload).

Pre navrat na zaCiatok kapitoly doporucujem pouzivat klavesu Home.
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Zoznam pouzitych symbolov a znaciek

Oznacenie
Z

R

a<b
a<b
a>b
azb
acA adA
ANB
AUB

U A

keZ

pAq
pva
p=q
p<=q

Popis oznacenia
mnozina vSetkych celych cisel
mnozina vSetkych realnych Cisel
Cislo a je menSie ako €islo b
Cislo a je menSie alebo rovné ako ¢islo b
Cislo a je vacsie ako Cislo b
Cislo a je vacsie alebo rovné ako €islo b
a je prvkom mnoziny A, a nie je prvkom mnoziny A
prienik mnozin A, B
zjednotenie mnozin A, B

zjednotenie vsetkych mnozin A, kde k € Z

prazdna mnozina

konjunkcia, p a zaroven q
disjunkcia, p alebo q

p implikuje g, z p plynie g

p je ekvivalentné s g, p prave ked q

absolutna hodnota ¢isla x

20



Teoria

V tejto kapitole si uvedieme prehlad zakladnych wvlastnosti goniometrickych funkcii a vztahov medzi nimi, taktiez sa
moézme dozvediet =zakladné tabulkové hodnoty goniometrickych funkcii a uvedieme si zakladné definicie
goniometrickych rovnic a goniometrickych nerovnic.

Sucastou teoretickej Casti su aj zakladné informacie o cyklometrickych, hyperbolickych a hyperbolometrickych
funkciach.
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Goniometrické funkcie

Zéakladné vlastnosti goniometrickych funkcii

V tabulke je uvedeny prehlad zékladnych viastnosti goniometrickych funkcii, ktoré vyuzivame pri rieSeni prikladow.
Hodnoty argumentov uvadzame vacSinou v oblUkovej miere.

Goniometricka .
i snx CosX tgx cotgx
funkcia
Defini¢ny obor R R U-7+kn ,+k Uk ;(k+2D)x)
kezZ k Z

Obor
funkénych -1,1) | (-1,1 R R
hodn6t
NajmenSia

J_ . 27 27 ™ it
periéda

Grafy goniometrickych a dalSich funkcii

Poznamka

Grafy funkcii st zobrazené na intervale < —2x; 27 > .

Sinus

V nasledujucom obrazku sa mézme pozriet na obecny graf funkcie sinus.

-3ni2 - -T2 1] 2 anf2

flx) = sin(x)

Graf funkcie y = SinX nazyvame sinusoida.

Zo sinusoidy mézme precitat’ jej zakladné vlastnosti a porovnat’ ich tak s tabulkou uvedenou na zaciatku tejto
kapitoly.

Funkcia f(X) = a-sin(b-x+c) + d.

Takato funkcia sa nazyva harmonicka. V tomto aplete pomocou posuvnikov m6Zzme menit zakladné hodnoty
parametrov a. b, c.d.
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Je dolezité si vSimnut ako sa meni samotny graf pri réznych zmenach parametrov.
Kosinus
V nasledujicom obrazku sa mézme pozriet na obecny graf funkcie kosinus.
fle) = cos(x)
! T ¥
- -T2 m™ anf2

Graf funkcie Y = COSX nazyvame kosinusoida.

Z kosinusoidy mdzme precitat’ zakladné vlastnosti funkcie kosinus a porovnat ich tak s tabulkou uvedenou na

zaCiatku tejto kapitoly.

Funkcia f(X) = a-cos(b - x + c) + d.

Takato funkcia sa nazyva harmonickd. V tomto aplete pomocou posuvnikov mdézme menit zakladné hodnoty

parametrov a,b,c.d.
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Opat je dolezité si vSimnut' spravanie grafu funkcie pri roznych zmenach parametrov.

Tangens

V nasledujicom obrazku sa mézme pozriet na obecny graf funkcie tangens.

flx) = tan(x)

(5]

o

T
-3ni2 -T2

Funkcia f(X) =a-tg(b-x+c)+d.

T
anR2

V tomto aplete pomocou posuvnikov méZzme menit’ zakladné hodnoty parametrov a. b. c. d.

V pripade, Ze parametre a=1,b=1,c =0,d = 0 dostavame obecny graf funkcie tangens. Pri tychto apletoch je
délezité si vSimnut chovanie funkcie pri zmenéach jednotlivych parametrov. Napriklad v Specialnom pripade, kde
koeficient pri parametre b je nulovy, dostavame kon3tantnd funkciu.
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Kotangens

Obecny graf funkcie kotangens je znazorneny na nasledujicom obrazku.

flae) = tan(x)

3

Funkcia f(X) =a - cotg (b -x+c) +d.

V tomto aplete pomocou posuvnikov méZzme menit’ zakladné hodnoty parametrov a. b, c, d.

V pripade, ze parametre a=1,b=1,c=0,d = 0 dostavame obecny graf funkcie kotangens. Pri tychto apletoch je
dolezité si vSimnut chovanie funkcie pri zmenéach jednotlivych parametrov. Napriklad v Specialnom pripade, kde
koeficient pri parametre b je nulovy, dostavame kon3tantnd funkciu.

H ) -
\ i) = Leot(1a) I\' b \\ LE"\I En
\\" 1 cot (1 \\\ 1] \\ \\\
\'\_3 - \-\%\ o : "\,\‘\nﬁa3 ] \gm
K\ N o \\\. \\\
\ \ : \
\ \ \ \
| \- |

Prehlad zakladnych tabulkovych hodnét

Il Fl 3

0 6 T 3 2 7 2 2

0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°

snx| o | L | 2| 3| 0 1| o
2 | 2 | 2

cosx | 1 | B 2| Y | o | 1| o 1
2 | 2 | 2

tgx | O 33 1 3| * 0 * 0

cotgx | * 3| 1 33 0 * 0 *
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Poznamka

Symbol * znamend, Ze pre dané x nie je funkcia definovana.
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Vzorce pre goniometrické funkcie

Zéakladné vztahy medzi goniometrickymi funkciami rovnakého argumentu

Veta
Pre kazdé X € R plati: SN’ X+ cos? x = 1

Pre kazdé redine X # k3 ;K € Z, plati: tgx- cotgx = 1

Goniometrické funkcie dvojndsobného argumentu

Veta
Pre kazdé X € R plati: SiN2x = 2SiNXCOSX
Pre kazdé X € R plati: COS2X = cOS* X — Sin® X

Pre kaZdé redlne X # (2k + 1)4 . X % (2k + 1)%: k € Z plati: tg2x = 1_2:gzxx

Goniometrické funkcie suctu a rozdielu argumentov

Veta

Pre kazdé dve redlne ¢isla x a y plati:

sin(x +y) = snxcosy + cosxsiny

sin(x—y) = SNxcosy — cosxsiny

CoS(X +Y) = cOSXCosy — sinxsny

COS(X — ) = COSXCOSY +sinxsiny

Pre kazdé dve reélne Cisla, kde

XF (K+1)Z. y7 (Kk+ 17, x+y= (k+1F, tgx gy 1 k& Z

. __tgx+t
plati: tg(x+y) = 1_% x-?gyy

Pre kazdé dve redlne Cisla, kde X —y % (2k + 1)%, tgx- tgy % -1 ke Z plati:

_a __tax-tgy
tg(x-y) = 1+tgxtgy

Vzorce pre sUCet a rozdiel hodndt funkcii sinus a kosinus

27



Veta

Pre kazdé dve reédlne cisla x ay plati:
. . . X+ X—

snx+sny = an% cos7y

XHY g XY

sinx-sny = 2cos >

N

+ —
COSX + COosy = 2msL2ymsL2y

. +y . —
msx—msy=—29nL2ysnL2y

Goniometrické funkcie poloviny argumentu

Veta

Pre kazdé X € R plati: sin’—2< = wl—c_gsx
Pre kazdé X € R plati: COS)—Z( = w]_i—c_(z)sx

Pre kazdé redine &islo X = (2k + 1)r k € Z, plati: tg );:: V%X

Poznamka

VSetky dokazy tychto zakladnych vzorcovn mézme najst v diplomovej préci
Goniometrie _a trigonometrie.

28



Goniometrické rovnice

Priklad

Definice

Goniometrickymi rovnicami nazyvame rovnice, ktoré okrem konStant obsahuju
neznamu x alebo vyrazy s neznamou x ako argumenty jednej alebo niekolkych

goniometrickych funkcii.

sn2x+cosf x - tgx = 1

Priklad

cosx =-1

Definice

Zakladnu goniometrickl rovnicu s neznamou x nazyvame rovnicou typu g(x)=Kk,
kde g je goniometricka funkcia a k je realne ¢islo.

Poznamka

Vzhladom ku periodicnosti goniometrickych funkcii mé& kazda zakladna
goniometricka rovnica bud nekone&ne mnoho riedeni (v pripade, Ze X € R), alebo
rieSenim je prdzdna mnozina. Na obmedzenom intervale méa kazda zakladna
goniometrick& rovnica konecny pocet rieSeni, alebo rieSenim je prazdna mnozina.
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Goniometrické nerovnice

Definice

Goniometrickymi nerovnicami nazyvame nerovnice, ktoré okrem konStant

obsahuji neznamu x alebo wyrazy s neznamou x ako argumenty jednej alebo

niekolkych goniometrickych funkcii.

Priklad

cos? X — SN’ x < tgx+ 1
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Cyklometrické funkcie

Jednéd sa o funkcie arcsinX (&itame arkussinus), aCCOSX (&itame arkuskosinus), actgx (¢itame arkustangens),
arccotg X (Citame arkuskotangens), ktoré su inverzné k funkciam goniometrickym.

Poznamka

BlizSie informéacie o inverznej funkcii m6Zzme njst’ v diplomovej praci Funkce.

Funkcie arkussinus a arkuskosinus

Definice
Inverzna funkcia k funkcii sinus, ktora je definovana na intervale < —g;zz' > sa
nazyva arkussinus, zapisujeme Y =acsnXx. Pricom plati X =8ny. kde
L =~ B

2=2Y= 3
Poznamka

Na inych intervalov, kde je X prostd, sa funkcia arkussinus nedefinuje.

Definice

Inverzna funkcia k funkcii kosinus, ktora je definovana na intervale < O; 7 > sa
nazyva arkuskosinus, zapisujeme Y = aCCOSX. Pricom plati X = COSy. kde

O<y=m

Poznamka

Na inych intervalov, kde je X prostd, sa funkcia arkuskosinus nedefinuje.

Zéakladné vlastnosti cyklometrickych funkcii arkussinus a arkuskosinus

V nasledujicej tabulke si mézme vSimnut vlastnosti goniometrickych funkcii (s ohrani¢enym definicnym oborom) a k
nim inverznym cyklometrickym funkciam.

Funkcia sinx arcsinx COSX arccosx
Definicnyobor| <=7, 7 >| «-1;1> <0 7> <-11>
Obor
funk&nych <Ll>|<-%53> <-51> <0 7>
hodndot

, , funkcia je funkcia je funkciaje funkciaje
Monoténnost ) , L. ..

rastlica rastlica klesajuca klesajuca

Funkcie arkustangens a arkuskotangens

Definice
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Inverzna funkcia k funkcii tangens, ktora je definovana pre kazdé X € R sa nazyva
arkustangens, zapisujeme Yy = actgX. Pricom plati X = tgy. kde —’—2 <y ‘—2

Poznamka

Na inych intervalov, kde je X prostd, sa funkcia arkustangens nedefinuje.

Definice

Inverzna funkcia k funkcii kotangens, ktora je definovana pre kazdé X € R sa
nazyva arkuskotangens, zapisujeme Y = &CCOtgX. Pricom plati X = cotgy. kde
O<y<m

Poznamka

Na inych intervalov, kde je X prostd, sa funkcia arkuskotangens nedefinuje.

Zéakladné vlastnosti

V nasledujicej t

cyklometrickych funkcii arkustangens a arkuskotangens

abulke si m6zme vSimnut vlastnosti goniometrickych funkcii (s ohrani¢enym definiénym oborom) a k

nim inverznym cyklometrickym funkciam.

Funkcia tgx actgx cotgx arccotg x
Defini¢ny obor | (=3, 3 R ©; #n) R
Obor
funkénych R (=3 %) R O; w)
hodndt

B funkcia je funkcia je L » funkcia je
Monoténnost’ ) ; funkcia je klesajuca B

rastica rastica klesajuca

Grafy cyklometrickych a dalSich funkcii

Poznamka

Grafy cyklometrickych funkcii st vytvorené pomocou programu GeoGebra, kde sa
pouZiva iné znagenie cyklometrickych funkcii. Preto napriklad funkcia arcsinX sa v
GeoGebre znagi ako asinxX.

Arkussinus

V nasledujiacom

obrazku sa mézme pozriet na obecny graf funkcie arkus sinus.
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urd

-T2 |

(x) = asin(z)

Funkcia f(X) =a-arcsin (b- X+ c) +d.

Poznamka

Grafy cyklometrickych funkcii su zobrazované pomocou apletu. V jednotlivych
apletoch je mozné pomocou posuvnikov menit zakladné hodnoty parametrov
a. b, c.d. Je délezité si vSimat prave tieto zmeny a uvedomit si, ako vplyva kazdy

parameter na danu funkciu.

a: | =
b=
™
1 I
{f.
7
o
ol
. . . . — : > T . : : . .
<] 5 4 3 2 1 S 4] 1 2 3 4 o 5]
Fd
I//
I 'z |
fla) = 1 asinfl x)
)

Arkuskosinus

V nasledujicom obrazku sa mézme pozriet na obecny graf funkcie arkuskosinus.

flx) = acos(x)

-T2 |
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Funkcia f(X) = a-arccos (b - x + ¢) +d.

a—1 c+0
()= 1 aos(l ) t *
’{ { L~ gL
ﬂ?ﬁ 5 )
k2
.\I.
\
T . . T g t . . .
& 5 4 3 0 1 E 4 5
-2
]
Arkustangens
Obecny graf funkcie arkustangens je znazorneny na nasledujicom obrazku.
Ys Ys l_d l3 I2 l1 l2 14 l5 ISI
flz) = atan(x)
Funkcia f(X) = a-arctg (b-x+c) +d.
a—1 c+0
L~ {fn
™
s L —
i
T T T T T Y -// T T T T
& -5 4 B / 0 1 3 4 5
2%
-
1 -2 |
fiz) =11 atan {1 =)
=TT

Arkuskotangens

Obecny graf funkcie arkuskotangens je zndzorneny na nasledujicom obrazku.
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flz) =

— atan(x)

[SAE

-T2 |

Funkcia f(X) = a - arccotg (b~ X+ c) +d.

e —-—-________H a: 1 r.:tl =
P b=l E=C
- 0 ‘ ™ 2 @
flx) 1= 1 I:E — atarn 1 A) r':bA‘_
\.
\‘\
\H‘""-__‘“_
SO R
0
T i T4 T Tz T 0 i T2 i T4 ‘s g
-2
|

Veta

Pre cyklometrické funkcie plati:
4 — inl — @ 4 — @ i — — _ -
acsin0=0, acdnj=%, acsnl=73 acin(-1)=-%

i) l1_= — - .
3. accosz =3, accosl=0. accos(-1) = =

actg0=0, acdgl=7;

accotg0=3. accotgl=7.

Poznamka

Dokaz tejto vety je trivialny, vychadza z vlastnosti inverznych funkcii. Napriklad
acsinl= 7. lebosin3 = 1. Podobne postupujeme v ostatnych pripadoch.
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Hyperbolické funkcie

Definice

Funkcia SinhX (&itame hyperbolicky sinus), coshX (&itame hyperbolicky kosinus),
tghx (Citame hyperbolicky tangens) su pre kazdé realne X definované takto:

e—e* __sinhx

e +e™
2 e*+e* "~ cosh x*

snhx= €87 coshx = tghx =

Pre X % 0 je funkcia cotghX (Eitame hyperbolicky kotangens) definovana vztahom

_e+eX _ 1

cotghx = e-e* T tghx”

Zakladné vlastnosti hyperbolickych funkcii

V tabulke je uvedeny prehlad zakladnych vlastnosti hyperbolickych funkcii.

Hyperbolicka .
P ) sinhx coshx tghx cotgh x
funkcia
Defini¢ny
R R R -00.0 0.
obor (=20.0) 1.0, 00)
Obor
funk&nych R (1,00) (-1.1) (oo -1) L(1,00)
hodnot
rastica na
intervale
rastica | {0,00) a . -
B L rastica na klesajuca na
Monotonnost’ | ha celom | klesajlica .
celom R |intervale(— oo, 0) L. (0, 0¢)
R na
intervale
(moc, 0)
Veta

Pre hyperbolické funkcie plati:
1. sinh x, cotgh x a tgh X st neparne funkcie.

2. cosh x je parna funkcia.

Poznamka

V dbkaze tychto viet vyuzivame vlastnost parnej funkcie:
f) =f(=x).

alebo neparnej funkcie:

f(-x) = ~f(-X).
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Grafy hyperbolickych funkcii a dalSich funkcii

Poznamka

Grafy hyperbolickych funkcii st vytvorené pomocou programu GeoGebra, kde sa

pouziva iné znagenie hyperbolickych funkcii. Preto napriklad funkcia tghX sa v
GeoGebre znati ako tanh .

Hyperbolicky sinus

V nasledujucom obrazku sa mézme pozriet na obecny graf funkcie hyperbolicky sinus.

Funkcia f(X) = a-

flx) [=

sinh ()

sinhx(b-x+c) +d.

Poznamka

Grafy funkcii s zobrazované pomocou apletu. V jednotlivych apletoch je mozné
pomocou posuvnikov menit zakladné hodnoty parametrov a h ¢ da vdimnut si tak
spravanie funkcii pri réznych zmenéch.

V tomto aplete pomocou posuvnikov mdZme menit zakladné hodnoty parametrov a, b, ¢, d.

-

@

nw
)

"
i
[ ]

B

T osinhit e

Hyperbolicky kosinus

Obecny graf funkcie hyperbolicky kosinus.
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cosh (x)

1] 3
7 S = | L2 = 0 Y l2 4 6
-1
_2-
Funkcia f(X) = a-coshx(b-x+c) +d.
V tomto aplete pomocou posuvnikov mdzme menit zékladné hodnoty parametrov a. b, c. d.
| y a1 t-0 £
\ flo) = 1|each(l &} f ® L
b : b= git
X 1 / . .
N v
AN A
\s___"l__'__/
T T T T T 0 T T T T 7
G 3 -4 3 Z 1] 1 3 i< 5}
-1
i}
.3_
Hyperbolicky tangens
Obecny graf funkcie hyperbolicky tangens.
2
1
T T T T T T g T T T -
-6 5 -4 -3 -2 -1 1 2 4

f(x) = tanh(x)

Funkcia f(X) =a-tghx(b-x+c) +d.

V tomto aplete pomocou posuvnikov méZme menit zakladné hodnoty parametrova .b ¢ d.
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5]

Ax) — 1 tanhil x)

Hyperbolicky kotangens

Obecny graf funkcie hyperbolicky kotangens.

T T T T T T

-6 -5 -4 -3 -2 -1
flx) = coth(zx)

Funkcia f(X) = a-cotghx(b-x+c) +d.

V tomto aplete pomocou posuvnikov mézme menit’

zakladné hodnoty parametrov a. b, c. d.

5]

fa) = 1 coth(l o)

o Lo
b= gt
L L
T T T
3 4 o
T T —
4 5 6
21 c+a
o Lo
b= gt
L L
T T T
3 4 o

Veta

Pre hyperbolické funkcie plati:

cosh®x - sinh’x = 1 (x € R),
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iy = 1
1-tgh*x COShZX(XER)'

2y_q1= 1
cotgh* x -1 sinhzx(x?(o)'

Poznamka

Dbkaz tejto vety plynie zo zékladnej definicie hyperbolickych funkcii. Postupnou
Upravou dostavame pozadované vysledky.
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Hyperbolometrické funkcie

SG to funkcie Yy =aginhx (¢itame argument hyperbolického sinusu), Yy =argcoshx (Citame argument
hyperbolického kosinusu), Y = agtghX (Citame argument hyperbolického tangensu), Yy = argcotghX (Gitame
argument hyperbolického kotangensu), ktoré st inverzné k hyperbolickym funkciam.

Definice

Funkcia Y = argainh X je inverzna k funkcii X = Sinhy; je definovana na R . Teda:
Ak X je redlne &islo, potom Yy = agsinhX je to jednoznatne urcené &islo Y, pre
ktoré Sihhy = X.

Definice

Funkcia Y = argcosh X je inverzna k funkcii X = coOshX uvaZovanej len na intervale

< 0.+0oc ); je definovand pre kazdé X z < —-1,+0c). Teda: Ak
intervalu

1<X < oo , potom Yy = SrgCOShX je to jednoznacne urcené ¢&islo Y z intervalu

< 0.+oc ) pre ktoré coshy = x

Definice

Funkcia Yy = agtghX je inverzna k funkcii X =tghy; je definovana pre kazdé X z
intervalu (—1,1). Teda: Ak =1 < X < 1, potom Yy =agtghX je to jednoznacne
uréené &islo Y. pre ktoré tghy = X.

Definice

Funkcia Y = argcotgh X je inverzna k funkcii X = cotghy; je definovana pre kazdé X,
pre ktoré X > 1. Teda: Ak X > 1, potom Yy = agootghX je to jednoznagne
uréené ¢islo Y. pre ktoré cotghy = X.

Zéakladné vlastnosti hyperbolometrickych funkcif

V tabulke je uvedeny prehlad z&kladnych vlastnosti hyperbolometrickych funkcii.

Hyperbolometricka

funkcia argsinhx | argeoshx | argighx argeotgh x
Defini¢ny obor R (1_,-_,0] (-1.2) (00 -1 L(1,00)
Obor  funkénych \ _

hodnét R (0,00) R (=20.0) L(0,)

rastica rastica

rastdca -
) , na na klesajucana
Monoténnost nacelom | . . )
mterg’el}e intervale lntervale(—.x., 0) L (0 i x)
R .
(1 (-1.1)

Grafy hyperbolometrickych funkcii a dalSich funkcii
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Poznamka

Grafy hyperbolometrickych funkcii st vytvorené pomocou programu GeoGebra, kde
sa pouziva iné zna¢enie hyperbolometrickych funkcii. Preto napriklad funkcia

argtgh X sa v GeoGebre znati ako aanhX.

Argument hyperbolického sinusu

V nasledujicom obrazku sa mézme pozriet na obecny graf funkcie argument hyperbolického sinusu.

flr) = asinh(z)

Funkcia f(X) = a-argsinh x(b - x+c) + d.

Poznamka

Grafy funkcii s zobrazované pomocou apletu. V jednotlivych apletoch je mozné
pomocou posuvnikov menit' zékladné hodnoty parametrov g, h C d a vdimnut' si tak

spravanie funkcii pri réznych zmenéch.

V tomto aplete pomocou posuvnikov méZzme menit' zakladné hodnoty parametrov a. b, c, d.

- S, c+0
b= g "
4 > = it
//
e
14 P
¥
o
s
o rd
i "5 T4 T Tz 1 Ao i T2 i T4 "5
7
7
_./'/ 1
/
//
_,--""// 2
I
f{z} = asich{1 =) A

Argument hyperbolického kosinusu

V nasledujucom obrazku sa m6zme pozriet na obecny graf funkcie argument hyperbolického kosinusu.

42



T T T T T T 0
6 5 4 -3 2 1 0
-1
_2-
Funkcia f(X) = a-argcosh x(b - x +¢) + d.
2 £ 0 .
- —
b= =T,
I
.-//
P
.I_
T T T T T T 0 T T T T T
] -5 -4 -3 2 B 0 1 fle)2= 1 acah([]=? 5
-1
2
.3_

Argument hyperbolického tangensu

V nasledujucom obrazku sa mézme pozriet na obecny graf funkcie argument hyperbolického tangensu.

2]

1

0
T T T T T T T T T T T T 7
6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6

A

-.2-

flz) = atanh(z)

Funkcia f(X) = a - argtgh x(b - x + ¢) + d.
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Argument hyperbolického kotangensu

V nasledujucom obrazku sa mézme pozriet na obecny graf funkcie argument hyperbolického

T T T T T

-6 -5 -4 -3 -2

f(z) = (coth(z))™

Funkcia f(X) = a - argcotgh x(b - x + ¢) +d.

o =)
kotangensu.
—
&
C-1 £
b=
T .




Zakladné goniometrické rovnice

RieSenie zakladnych goniometrickych rovnic je viditelné priamo z grafov goniometrickych funkcii a z
tabulkovych hodndt, ako si to mbéZzeme pozriet na Uvodnych vzorovo vyrieSenych prikladoch v ramci tejto
kapitoly. Ulohy venované zakladnym goniometrickym rovniciam s doprevadzané rieSenim, popripade
navodmi, ktoré sa zobrazia po kliknuti na prislusny priklad.

Poznamka

Argument X predstavuje velkost uhla, mdézme vysledok vyjadrit tiez v obllkovej
alebo v stuphiovej miere, napriklad 71 = 180°,

45



Priklady

Priklad 1
Riete goniometrickd rovnicu s neznamou X € R:
sn(x) =1
RieSenie

RieSenie je vidiet priamo z grafu funkcie sinus:

~_ " _inf o i

Pri pohlade na graf funkcie sinus je vidiet, ze pre X = —%w;x = —;‘.ﬂ' je na danom intervale (—2?1'; 2-;.—),
funkcia Sinx = 1.

Wuzitim periody 27 dostavame mnozinu rieseni K = { .... -277.'. ——237.',—;?1',—2711—3?1‘. 4] -
MnoZinu rieSeni budeme zapisovat struénejsim zapisom K = U
keZ

Z+ 2k} .

]
Nk

Priklad 2
Riete goniometrickli nerovnicu s neznamou X € R:
cog(x) =0
RieSenie

Pri rieSeni vyuZijeme graf funkcie kosinus a zistime, v ktorych hodnotach kosinus nadobida hodnoty O.

. e e
™ // ™ P
.9 > 0.5 . -

-2, 832 = .22 . wa/ 2
-6 N -4 -3 2 R i
\ b % e
. il -0.5 g e
o, o " : e
e -10 ~—

Pri pohlade na graf funkcie kosinus je vidiet, Zze pre X = —%?r.x = ——é?r.x =

Nl

m.X= —3:'.' je na danom
intervale (—27T;2:.*r) funkcia cosX = 0. Wuzitim periodicnosti funkcie kosinus, podobne ako v prvom
priklade, dostavame rieSenie rovnice v tvare

K= [J{5 +kn}.

keZ

Priklad 3

Rieste goniometrickdl rovnicu s neznamou X € R a wysledok zapiste v stupfiovej miere:
i =1

sn(x) =3

RieSenie

RieSenie tejto Ulohy je opat viditelné priamo z grafu funkcie sinus a z tabulkovych hodnét funkcie sinus:
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.

7 : e
! s /T 1N . e

L I S L Y . L g

E -4 \ -2 - 2 S 4 6"
~$1as TN E o swE ’

Plati, ze pre X € {(0; 12;1-} je rieSenim X; = %37.', pre X € (—;n‘_ ) je rieSenim X, = %7.'.
Funkcia kosinus je periodicka s periédou 27, obecné rieSenie je teda

K= k[_j {Z + 2k 55" + 2k} a vysledok v stupiiovej miere je
€z

K= J{30°+k-360°%150° + k - 360°} .
kez
Priklad 4

Rieste goniometrickil rovnicu s neznamou X € R:

cos(x) =0,9850

Poznamka

Funkcné hodnoty uvadzame na 4 desatinné miesta.

RieSenie

Pouzitim kalkulaCky alebo matematickych tabuliek pre kosinus uhla v oblukove] miere dostavame

riesenie X; = 0. 7130+ 2kw a X, = 6.110 0+ 2Kk, kde k € Z.

Pouzitim  matematickych  tabuliek kosinusu uhla v stupfiovej miere dostdvame rieSenia

X; =9°56 + k- 360° a X, = 360° — 9°56 + k - 360° = 350°4 + k - 360°

Vysledné rieSenie zapiSeme vtvare K = | J{ 9°56 + k - 360°; 350°4 + k - 360° } .
keZ
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Ulohy
Rieste rovnice s neznamou t € R:

1.snt=-1

RieSenie

e Wuzijeme graf funkcie sinus:

B 10 s
| . "__,.-—-"— '-._\
/’/ " asfp 7 5
™ . N
=4 ; -T2 ; ; - 2m
- _4 5 2 ‘ N b 5~
\\\\ X A0AF o ! e
\\"\_ i e oo ‘\-.‘_‘_\H ] /’,/
g e

¢ Z grafu a z tabulkovych hodnét plynie, Ze riesenim je mnozina K = L {23—" + 2k} .

keZ
2. cost = 3
RieSenie
3.tgt=33
RieSenie
4. cotgt=1
RieSenie

5 Zcosé—l _ 4cos;+1 = —-1- cost

RieSenie

6. Rieste rovnicu s neznamou t a vysledok zapiSte v stupfiovej miere s presnostou na minaty: cost = 0,242 5
RieSenie
7. Riete rovnicu s nezndmou t na intervale {0; 2

.) a vysledok zapiSte v oblukovej miere s presnostou na dve
desatinné miesta: Sint =0.987 6

RieSenie
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ZlozitejSie goniometrické rovnice

V tejto kapitole sa budeme venovat zlozitejSim goniometrickym rovniciam. Pomocou jednoduchych metod sa
naucime vyrieSit' jednotlivé typy zloZitejSich goniometrickych rovnic. Kazda Cast obsahuje vzorovo vyrieSené
priklady a v zavere jednotlivych kapitol m6zme najst Glohy urCené k precviCovaniu, ktoré su doprevadzané
krokovanym rieSenim.
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Substiticia na zakladny typ

Pomocou jednoduchej substiticie Y = X+ | alebo ¥ = X - | prevedieme zloZitejSiu goniometricki rovnicu typu
g(x+1) =k alebo g(x-1) =k, kde g je goniometricka funkcia s neznamou X a |.K su redne &isla, na
zékladny typ goniometrickych rovnic g(y) = k.

Priklad 1
Rieste goniometrickil rovnicu s neznamou X € R:
sin2x=-3
RieSenie

Zavedieme pomocnu substitdciu Y = 2X a dostaneme rovnicu Siny = -1

s 10 e

\ P
L SE s ; 5 117/ 27
» b 7 ¥

Nl

Z grafu je vidiet, Ze pre y = %?‘T; —gi‘T; _%TT; —%.?r je na intervale (=27r; 27r) funkcia Siny = -
Wuzitim periodi¢nosti funkcie sinus dostavame rieSenia:

A ZE?T+2k7r;kC Zay, :%?r+2k7r;kc Z

Vratime sa k substitlcii a postupnou Upravou dostavame:

y, = %?r + 2k

2% = Ln+ 2k )12

X, = 1%;7 + ko ;K € Z (Prvé rieSenie.)

Y, 161?T + 2knm
2= gn+Kn /2
X, = %7.‘ + k. ;K € Z (Druhé riesenie.)

Vysledné riesenie méZme zapisat v tvare K = U{fzﬁr + k; %Q‘T +krl.
keZ

Priklad 2
Riete goniometrickd rovnicu s neznamou X € R:
tg(dx-3) =1
Plati podmienka: 4X— 3% (2k + 1)im; k € Z.
X 72 +KkZ.
Zavedieme pomocnd substitdciu Y = (4X — 3) a dostaneme rovnicu:

tgy=1
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| A ;
[ [: - [+ [+
[ [ 4| [ 2
| s | o [« [
|,'I i .'I L I|lI : ,|'II .
/ Eoak b Jiit
i L .r"f i B .f'f ] g !
S ;/T L AT 1 #,/T ! T
L.d—‘—'—H—I—%‘—“—I—‘—‘—‘—‘/—-"—‘J—“—I—‘—#ﬁL'—‘—H—‘—‘—L.J
Somp - ',4/‘ s f," I ;2// sal ,-/f{
30 foal Cf t
1 [ i
5 S S |
i iR | |
| B |
3 | -sf |

Z grafu a zo zékladnych tabulkovych hodn6t funkcie tangens plynie, Ze pre y = 171::‘? + k7w je funkcia
tgy =1

Vratime sa spét k substitlcii a postupnou Upravou dostavame:

y= 711?1' + k

dx-3=jm+kr/+3

4x=3n+kr+3 /4

- 1 34 ka
X=utaty

1

Vysledné rieSenie mdézme zapisat v tvare K = || {é'n + %k?r +731] :
kez
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Substiticia na zakladny typ
Ulohy
Rieste rovnice s neznamou t € R:
1.cos3t=1
RieSenie
« Zavedieme substitGciu y = 3t.
ecosy=1

e VWuzijeme graf funkcie kosinus:

H ™. /'/ \\\ :
' \\ oSk R :
1
8 : : i j i H
2n6 S -4 ) 2 4
3 _osb ™,
B i F 0.3 L -
S -1nk —

« Z grafu a z tabulkovych hodnét funkcie kosinus plynie, 2e y = 0+ 2k k € Z.
e Vratime sa k substiticii a postupnou dpravou dostavame 3t = 2kzr/: 3
ot = %Trk

* Vyslednym rieSenim je mnozina K = | J{ g‘ + ki)
keZ

2. V2cog(4n +2t) = -1

RieSenie

3. cos(4n +3)-V3=0

RieSenie
q R - \.'5
4.9n(2t-4) =+
RieSenie
5. +1)=-1
tg(1+1) 5
RieSenie
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Substitticia na kvadraticku rovnicu

Pomocou dalSiej jednoduchej substitlicie prevedieme zlozitejSiu goniometrickd
goniometrickG  funkciu, v druhej alebo vo Stvrtej mocnine, na kvadratick( rovnicu. Pri tomto type UGloh casto

vyuZivame goniometrické vzorce.

Priklad 1

Rieste goniometrickdl rovnicu s neznamou X € R:
2cos’x - cosx—-1=0

RieSenie

Zavedieme substiticiu Y = COSX.

Plati: 2y -y-1=0

Wpocitame diskriminant kvadratickej rovnice ax?+bx+c=0 pomocou znamého vzorca:

D =b?-4ac

V naSom pripade:

D=(-12-4-2 (-1

D=9

Urcime rieSenie kvadratickej rovnice pomocou vzorca
Y12 =__b':23"§ Yo =

Cizey, =Ly, =—3.

rovnicu,

ktora obsahuje

-

Vratime sa k substitlcii Yy = COSX
Plati cosx, =1, cize X; = 0+ 2k
Dalej COSX, = —%, takze X, = % + 2k7r; §+ 2k (vidno z grafu).

. . _ .2 .4
RieSenie zapiseme v tvare K = k[_%{Zkf::, smt 2K, Sut k) .
(3

Priklad 2

Rieste goniometrickdl rovnicu s neznamou X & R:
2cos” x - 3=3snx

RieSenie

2(1-sn®X) - 3-3sinx = 0 (wuzili sme z&kladny vzorec COS° X + Sin’x = 1.)

28n’x+3snx+1=0
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Zavedieme substiticiu a = SINX.
Plati: 2% +3a+1=0.

VWpocitame diskriminant kvadratickej rovnice a ur€ime rieSenia rovnice podobne ako v predchadzajucom

priklade.
D=3-4-2-1
D=1

RieSenia kvadratickej rovnice teda su:

. T —— — 1.4 =_1
=",  tizea = La,=

2
— 10p e
> %“‘HH E - "B
/ " E .
i o osp %
y : -Sgs |, -2 ~%f6 : : ™ e, 3ap 1/,
g -4 TH— - 2 o4 i | &
Al | L0 | [ 1
T A - L
-\‘H. i g F Lo [ e
e Lok S I -

Vratime sa k substitGcii & = SihX

V prvom pripade dostavame Sina, = -1 =>a, = %?T + 2Kk
V prvom pripade je Sna, = ——; =a, =¢mt 2KT; 161?T + 2Kk

(RieSenie je vidiet z grafu a z tabulkowych hodn6t, postupujeme podobne ako v prikladoch
predchadzajucej kapitoly.)

Vysledné rieenie zapiseme v tvare K = | | {32"' + 2km; %r: + 2k, 16171 + 2k} .
keZ
Priklad 3
Rieste goniometrickil rovnicu s neznamou X € R:
tg? X + 3cotg? X = 4
RieSenie

sinx

_ cosX
cosx & cotgx =

Pouzijeme vzorce tgX = snx’

2 2
sn X+3C(,)SZX:4
cos® X sin? x

Aby vyrazy v rovnici boli definované, musi platit podmienka:
3 = . qn?
oS X 70 = X735 +ku; SIN" X 70 = X 7k
Upravime rovnicu do najjednoduchSieho tvaru s vyuZzitim spoloného menovatela:
sin®* x +3cos’ x = 4cos” xsin’ x
sin*x+3cos’ x = 4005? X(1 - c0s° X) (Wuzili sme zakladny vzorec cos” X +sin®x = 1))
sin*x+3c0s’ x = 4008’ x - 4cos’ x (Plati, ze sin® x = (sin )2 = (1 - cos” X)2)

(1-cos® x)2 + 7cos* x - 4cos? x = 0
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1-2cos”x+cos'x+7cos'x-4cos’x =0
8cos'x-6cox+1=0

Zavedieme substiticiu COS” X = t a dostaneme:
8t2-6t+1=0

WrieSime kvadratickd rovnicu (vypocitame diskriminant a urc¢ime korene kvadratickej rovnice, vzorce pre
vypocet diskriminantu a korefiov kvadratickej rovnice st uvedené v prvom priklade tejto kapitoly).

D=(-62-4-8-1
D=4
RieSenia kvadratickej rovnice teda su:

t 6+2 «.
1.2 2.

s — 1.+ —
8,clzetl——z,tz—

Nl

Vratime sa k substitlcii COS° X = ta po dosadeni za t dostaneme:

=1
cos’ x, =4
= 10+ ——
s e :
e A osf ™, A
2 -5z 38/, o A L34 s P
5 = = v -2 k) =4 SN2 7 g
— _1okF - S

Z grafu a vyuZitim periodicnosti funkcie kosinus dostavame korefi pre X;:

1 V2 _ ey = 3 Ll — X 4 KX
'iTZ'r‘-Xl— +ku,X2—4J+kﬂ—4+k2‘kCZ

:
== -
v2

-1
o5’ x, =3 = cosx,

V druhom pripade dostavame pre X, :

cos’ x, =4

T /'LD___""“ T

.‘\\ ,/' ‘\‘\\ ~
T, P E LK T
L AN s /) T smp
M San \ T N [ /&) [2] 7 / i3 g 2R
J“\ /L ¢ J\\ /’L
\\_ - o '\hq_____//

-1 — 1 —
0’ X, =1 = cosX, = +4 = x, =

+ka;x, = 2 +ka ke Z

Vysledné rieSenie zapiseme v tvare K = | | {%7: +Ks; %7: + kat; —g?i +km).

keZ
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Substitticia na kvadratickl rovnicu
Ulohy
Rieste rovnice s neznamou t € R:

1.2sin’t+3cost =0

RieSenie

« 2(1-cos’t) + 3cost = 0 (Pouzivame vzorce uvedené v &asti goniometrické vzorce. )

« 2008 t-300st-2=0

e Zavedieme substiticiu: COSt =Yy

e 2y? -3y - 2 =0 (Wpotitame diskriminant kvadratickej rovnice a urime rieSenia rovnice, postupujeme ako
vo vzorowych prikladoch kapitoly.)

e D=25

* Y127 34"5 =Y1=2Y,= ‘%

Vratime sa k substiticii COSt =y a po dosadeni za y dostavame:

costy =2=t el

=-1
. COStZ =3
& 10 =
— = =, 2
(/
. 7 ost \\ i
: _ags3 agn 23 gn3 :
—2n_g =4 r2, g 4 g
; p . ' ,.'
\x __/’/ \‘\M_ e
R — _10f -

cost, = ——é =1, = %?T + 2kr; %:rr + 2kt

* Vysledné rieSenie napiseme v tvare: K = | | {%1’: + 2k‘1':;%11 + 2kr] .
keZ

2. 2sirt-co’t—4sint+2=0

RieSenie

3. 2sn*t+snt-1=0

RieSenie

4. tgt + cotgt = 2

RieSenie

5.28inttgt+4cost-5=0

RieSenie
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Dvojnasobny argument

Pri tomto type Uloh vyuzivame vzorce pre dvojnasobny uhol, taktiez sa predpoklada znalost predchadzajucich

typov uloh.

Priklad 1
Rieste goniometrickil rovnicu s neznamou X € R:
cosx+sn2x=0
RieSenie

cosX +2snxXcosX = 0 (PouZili sme vzorec SIN2X = 2SN XCOSX .)

cosX(1+2sinx) = 0 (Wtknuli sme pred zéatvorku vyraz obsahujuci funkciu kosinus.)

Wuzijeme vlastnost, kedy sa sucin rovna nule (aspon, ked jeden cinitel je rovny nule). Odkial plynie:

cosX(1+2sinX) =0« cosx=0v(1+2sinx) =0

Prvd moznost:

cosx=0
S /_.l- " e
™ - ™, el
-, i 05 5
\ ra
-27 =7 Tz w2, . Sg@/ 2%
-5 -4 -2 2 T / 8
3 : Vg -0 -\\\ ,/
e, o - ’
e S -18 s
Z grafu a z tabulkowych hodnét funkcie kosinus plynie, ze C0SX =0 =>Xx=Z +kw k € Z.
Druhd moznost:
1+2snx=0
Upravou dostavame SiNX = —12
e e =S 10 S
/// \\\ DS E //,f \

: e g b , Tajh 1158, 2

-in_g _4 T e i 2 o it
\.:. J.n/ 4 Lg/'
TR 7 S A
— 10k THR

4 grafu a z tabulkovych hodn6t funkcie kosinus plynie,
sinx=-1 =>x={a+2km an+2%kr ke Z

Vysledné riesenie zapiseme v tvare: K = | J{3 +ka; {m + 2kar; T + 2kr) .
k=Z
Priklad 2
Riete goniometrickd rovnicu s neznamou X € R:
sn2xcosx+sn®x =1

RieSenie
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2sinxcosxcosx = 1 - sin® X (Pouzili sme vzorec SiN2X = 2SiNX COSX.)

2sinxcos’ x = cos’ (Poutili sme vzorec Sin® X + Cos° X = 1.)

cos? x(2sinx-1) =0

Wuzijeme vlastnost, kedy sa sucin rovna nule (aspon, ked jeden cinitel je rovny nule).

cos® x(2sinx-1) =0 <> cos’ x =0 v 2sinx-1=0

Prva moznost’:

cos?x =0
cosx =0
__H""-_ _-J"l- 2 -“"-._‘ -—'f__
B 05 i g
\ 2
-27 SE2 ) }g \g,:_z\ .3 E,fz/ 27
- -4 -2 T &
\\\ o -0 i d
3 i " P
e 10 Ay

Z grafu a z tabulkowych hodnét funkcie kosinus plynie, ze C0SX =0 =>Xx= 2 +kw k € Z.

Druh& moznost’
2snx-1=0

Upravou dostavame SiNX = %

# B b
S o, : P AN i
E 4 \ -2 / 4 5"
“$1age e \\ s e smE ; P
‘H"‘-.\_\____ - S \H"--..._____(_//
Z grafu a z tabulkovych hodnét funkcie kosinus plynie, Ze SINX = % = X= gt 2K; %'ﬁ + 2k k € Z.

Wsledné riesenie zapiseme v tvare: K = | J{3 +ka; Z + 2kai; 27 + 2k )

Priklad 3

k=Z

Riete goniometrickd rovnicu s neznamou X € R:

29n2x—-2cos2x =2
RieSenie

4sinxcosx - 2(cos” X — SN’ X) = 2
cos2x = cos” X — Sin® X.)

49NX00SX — 2Co& X + 2sin’x = 2

(Pouili

sme

vzorce SiN2X = 2SN X Cos X

4sinxcosx — 2008 X + 2(1 - cos’ X) = 2 (Pouzili sme vzorec Sin® X + cos® X = 1.)

4sinxcosx-4cof x+2-2=0

4cosx(sinx—cosx) =0
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WuZzijeme vilastnost, kedy sa sucin rovna nule (aspon, ked jeden cinitel je rovny nule).
4cosx(sinx—cosx) =0 <> 4cosx =0Vsnx-cosx =0

Prvd moZnost:

4cosx=0

Upravou dostavame, Ze cosx = 0.

__-""'w.\ '_/"L Ty .—"f__
i o o 0s ., //‘
™ /- ' B e
-2, Rt L -T2 w2, - 2
e
-5 S 4 L "3 T P 5
\ i o
. / -035 & b
e ~ e e
o . 10 b o

Z grafu a z tabulkovych hodnét funkcie kosinus plynie, ze C0SX =0 =>Xx= Z +km k € Z.
Druh&d moznost:
snx-cosx=0

Po Uprave dostavame:

SiNX = COSX
— — o . — —
o ~ - - . -
/'f’:‘ \\ 7 ,f: N -
iy ™, % # 05 i o
AN 7 S ™ /
_%ﬂ.l & ? 1 _33!{4 1 / & .\ 1 3 5;%:4 - d 1 1 2r
_g ¢ % a4 2 4 &
% g 405 Mg Nl o
e b 4 o o L
"‘-—~..,____ __-__.—J ‘-\,________,_.-’ _10 ‘\-h____ _ _F_/ \1___“__ __-"J

Z grafu plynie, Ze SINX = COSX => X =4 +kw k € Z.

Vysledné riesenie zapiseme v tvare: K = | J{5 +kr; 4 +kr} .
kez
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Dvojnasobny argument
Ulohy
Rieste rovnice s neznamou t € R:

1.snt+sn2t=0

RieSenie

« Sint+2sintcost = 0 (Pouzivame vzorce pre dvojnasobny argument.)

e sint(1+ 2cost) =0 (Wuzijeme viastnost, kedy sa sG&in rovna nule (aspol, ked jeden &initel je rovny
nule.))

sint(1+2cost) =0 < sint=0v 1+2cost=0

e Prvd moznost: sint=0

= 10 = e
-~ . - -
e e D.SE o \\\
! g £ T 2z
—el_g -4 -2 /- 2 4
R /6.5 ™ /)§
b 2t - ™ b
ot ~. -
— -10 —

e snt; =0 =t; =0+ks kK € Z (Wuzitim grafu a tabulkowych hodnét funkcie sinus.)
¢ Druha moznost: 1+ 2cost =0

« cost, =1
__h_““"\.\ .-—1"0___"-&\. i =
RN 7 ost by ///
: g3 g g g3 .
i -4 2, N2 4. 5 2
% - 8- ' &
P // \‘\_ el
P “1nk = oo

o costy, =1 = t, = 27 + 2k, 37 + 2km

Vysledné rieSenie napiSeme vtvare: K = [ { Ka; 23;1 + 2k7:;%7: +2kr]) .
keZ

2. =1 = cos2t — cost

RieSenie

3. dn*t-cos*t = cos® 2t

RieSenie

4. (1+cos2t) sint = 4cos’ t

RieSenie

5.1-c0s2t =sn2tsint

RieSenie
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Sucet a rozdiel goniometrickych funkcii, suctové vzorce

Pri tomto type Uloh vyuzivame vzorce pre (sucet a rozdiel goniometrickych funkcii, suctové vzorce). Zaroven sa
predpoklada znalost’ predchadzajucich typov tloh.

Priklad 1
Rieste goniometrickil rovnicu s neznamou X € R:
sin(5x + 45°) = sinx
RieSenie

sin(5x +45°) — sinx = 0 (Wuzijleme 3 = 90° = 45° = 2

INE

SXHIH+X . OX+I-X

2.c0s 5 sin 5 = O (Pouzili sme vzorec pre SINX —48iny.)

ox+% . 4x+Z
A G4 =
2.C0s 5 sn 5 0

WuZijeme vilastnost, kedy sa sucin rovna nule (aspon, ked jeden cinitel je rovny nule).

Ex+4 . Ax+d 6x+7 . Ax+y
2008s—49N—4 =0 2008524 =0vsn—=%=0
2 2 2 2
Prva moznost’:
EX+=
2cos 4=0
2
Po Uprave dostaneme:
Ex+Z
cos .4=0
2
Zavedieme substitlciu:
6x+y _
2
cosy =0
—_ LB e
\‘\\ ,/" s 2 . /,,’
b p . .
-27 _3{;2 ) | w2 \g,;Z\ ) 3%@/ 27
-6 -4 -2 2 T / g
\\\ o -03 W &
o - o
e S -18 s

Z grafu a z tabulkovych hodnét funkcie kosinus plynie, Zze COSYy =0 =y = E_ +km k € Z.
Vratime sa k substittcii a upravime rovnicu:

Ex+Z

7 :*2_'+k'.ri

6X+ % =z + 2Ka

X, =4 +k§ Kk & Z (Prvé riesenie prikladu.)

ool

Druh& moznost’

. Ax+D
sn 2——0
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Zavedieme substitlciu:

Priklad 2

X+ _

2 - y
sny=0

. 1.0 e
k> ™~ e e
/ - 0.5 / .
gz # . 27
5 =i e 5 ; 5 E\\ 4 &
e <05 S W
B s i 5
~ " _1p : S
Z grafu a z tabulkovych hodnét funkcie sinus plynie, 2e Shy =0 =y = kr k € Z.
Vratime sa k substitlcii a upravime rovnicu:
Ax+Z
4 = kn

2
4x+ 2 = 2Kka
X, = 1% + k;,‘ K € Z (Druhé riesenie prikladu.)

, P - — T m. 15, i
Vysledné riesenie zapiseme v tvare K = [ J{Z +k3; 2a + K7} .
keZ

Rieste goniometrickd rovnicu s neznamou X € R:
- C0S3X = COS 7X
RieSenie
cos7x+cos3x =0
2005—7)2'@(005@ = 0 (Pouzili sme vzorec pre COSX + COSY.)
2cos5xcos2x =0
WuZzijeme viastnost, kedy sa sucin rovna nule (aspon, ked jeden cinitel je rovny nule).
200s5xc0s2x = 0 < cosS5x =0 v oos2x =0
Prvd moZnost:
cos5x =0
Zavedieme substitaciu:
5x =y
cosy =0

— B —

. ,f DS "\.\\ /f/'
- s

2w, = P .}g \x,:_z\ _amr 2

-& -4 -2 2 " &

\\ / -0 o) ,/
e P S -
SH— o .

62



Z grafu a z tabulkovych hodnét funkcie kosinus plynie, Zze COSy =0 =y = % +km k € Z.
Vratime sa k substitlcii a upravime rovnicu:

5x = % + Kk

X, = 1—?6 + k’—} kK € Z (Prvé rieSenie prikladu.)
Druh& moZnost:

cos2x =0

Zavedieme substitaciu:

=y

cosy =0

—'“a_\‘ ""-LQ‘E-_H"“ /!f__
8 " as o e
\ d
—2m, Sxir T w2, ; 3m/ 2r
L% v
-6 . -4 =2 2 T 4 &
= aE

. Pt
- -

Z grafu a z tabulkowych hodnét funkcie kosinus plynie, ze c0Sy =0 =y = Z+kmw k € Z.

Vratime sa k substittcii a upravime rovnicu:

2X:%+kw

X, = % + k%, k € Z (Druhé riesenie prikladu.)

Vysledné rieSenie zapiSeme v tvare K = kUZ{ﬁ +kE; Z+k3) .
£

Priklad 3

Rieste goniometrickdl rovnicu s neznamou X € R:
s

sn (x+Z) = SCOS(X—E\'!

( 4) 4)

RieSenie

s
sinxcos% + cosxsin% =5 (cosxcos% + sinxsini"{j (Pouzili sme vzorce pre

sn(x +y). cos(x +y).)

—‘ZLE snx+ Jg COSX = 5i£—5(cosx+ sinx) (Pouzili sme tabulkové hodnoty funkcie (sinus a kosinus).)
V2(sinx + 00sX) = 5¥2(c0sX + SinX)

0 = 542 (cosx + sinx) - *2(sinx + cos )

0= 4*2(cosx + SinX)

2\/§(cosx +snx)=0

Wuzijeme vlastnost, kedy sa sucin rovna nule (aspon, ked jeden cinitel je rovny nule).
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2v/2(cosx +sinx) = 0 <> sinx + cosx = 0
RieSime teda rovnicu:
snx+cosx=0

SINX = — COSX

ST TN S ey I R S
5
// ™ ™ ns P //u( .
_am - A —fh P i R I Im
1 1
i 1 ' » L —t
-6 4 % -2 ' 2 H
o Y ) Nhin i ¥ Smpd - /9/
- . u P .
__,-/ ‘a,________,.-- ‘“x__i_ __f/’/ il s

Z grafu oboch funkcii sinus a kosinus plynie:
X= %?r + ko k € Z (wuzivame periodicnost goniometrickych funkcif.)

Vysledné rieSenie zapiSeme v tvare K = U{?’; + k) .
keZ
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Sucet a rozdiel goniometrickych funkcii, suctové vzorce
Ulohy
Rieste rovnice s neznamou t € R:

1. cog(4t + 60°) = cost

RieSenie

e CcOS(4t + 60°) —cost =0

. =l . o__
e« —29N 4+60"+t an 4t+gO t = 0 (Pouzivame vzorce uvedené v casti.)
. St+% . 3t+% - .
e =2dn 23 sn 23 =0 (Wuzijeme 5 = 90" — 60" = 3.
. St+z | 3t+% . St+Z . 3t+L
e Prvd moznost: —2Sn —23 sin —23 =0« dn —23 =0wvsdn —23 =0 Wuzijeme vlastnost, kedy sa
sucin rovna nule (aspon, ked jeden cinitel je rovny nule).
L 5t
e Prva moznost: SN 2 =
e Zavedieme substittciu 2 =Y a ziskame rovnicu:
e siny=0
L 10 e
- i 3
// ~, 0.5 7o \\\
5 h \gg / i\ 2
=g -4 : -2 / 2 4 /
\\\ /,16_5 '\\ //ﬁ
\-.x_ﬁ__ = i g

e SNy =0 =y =Kg k € Zwratime sa k substitdcii a upravime rovnicu.

5t+%
3=k
. = Km
2 2 1
] tlz—skﬂ_TS?L_;kFZ B
L 3t
* Druhd moznost: SN 5 = 0
e Zavedieme substitGciu 2 =Y a ziskame rovnicu:
« siny=0
— 10 —
- - o %
P L osf 7 M
. g il 2
- g 4 R -z / 2 g B2
\\\ /,16_5 '\\ //
ay 3 ¥
SN Sy

¢« SNy =0 ==y = kg k € Z vratime sa k substiticii a upravime rovnicu.

3145 _
© oy Tk

otZZ%kﬁ——éh‘;kFZ

« Wsledné riesenie napiseme v tvare: K = | J{ Zkn = 7 3kn — 37 .
kez

2.—sn2t=sn10t

RieSenie

3.sin (t+3) oos (t+7) =4

RieSenie

65



4.§n (t+45° +sin (t-45") =2

RieSenie

5.(g(t+35)tgt-3)=1

RieSenie
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Goniometrické nerovnice

V tejto Casti sa budeme zaoberat' rieSenim goniometrickych nerovnic. Priklady sU opat obohatené vzorovym
rieSenim a Ulohy urene k precviovaniu su doprevadzané rieSenim po krokoch zobrazujucich sa po kliknuti na
prislusna ikonu. Pri rieSeni goniometrickych nerovnic vyuzivame znalosti ziskane z rieSenia goniometrickych
rovnic, rieSenie je Casto viditelné priamo z grafu danych funkcii alebo z jednotkovej kruznice, taktiez vyuzivame
zaékladné tabulkové hodnoty goniometrickych funkcii.

Poznamka

BlizSie informacie o jednotkovej kruznici mdéZzme najst v diplomovej praci

Goniometrie a trigonometrie.
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Zakladné goniometrické nerovnice

RieSenie zakladnych goniometrickych nerovnic je viditelné priamo z grafov goniometrickych funkcii, ako si to
méZzme pozriet na Gvodnych vzorovo rieSenych prikladoch. Kapitola obsahuje aj Glohy uréené k precvi¢ovaniu,
ktoré su obohatené krokovanym rieSenim. Pri rieSeni zakladnych goniometrickych nerovnic sa predpoklada
znalost' rieSenia goniometrickych rovnic, linearnych a kvadratickych nerovnic.

Priklad 1
Rieste goniometrickl nerovnicu s neznamou X € R:
1
COSX = 3
RieSenie
Na tomto priklade si ukdzeme dve rézne metody ako rieSit goniometrickl nerovnicu.
Prva metéda:

V prvom pripade rieSenie ur¢ime pomocou jednotkovej kruznice.

L e

Z jednotkovej kruznice je vidiet, Ze dana goniometrickd nerovnica nadobuda rieSenie v prvom a v Stvrtom
kvadrante. Cast jednotkovej kruZnice znéazornena c&ervenou farbou uruje rieSenie danej goniometricke;
nerovnice.

Vysledné rieSenie mézme zapisat' v tvare:

K =k U (5 +2kn; 20+ 3 + 2kpr) = (-5 + 2kn; & + 2Kk ) wuzivame  podobne  ako  pri
€z
goniometrickych rovniciach periodi€nost’ funkcie kosinus, plati —g + 27 =§3?."

Druh& metéda:

V druhom pripade rieSenie ur¢ime pomocou grafu funkcie kosinus.

2w -5E3 4 _z -3 w3 2 4 sA3 6w
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Priklad 2

Riete goniometrickli nerovnicu s neznamou X € R:

tgx<‘/T5

RieSenie

Aby vyrazy v nerovnici boli definované, musi platit podmienka X 7’(2k + 1)%; keZ

Z jednotkovej kruznice je vidiet, Ze rieSenim je mnozina

K= U (—é—"‘+ k:r:;'—g +Kksr), . pricom plati, Ze v bode —-’5‘ funkcia tangens nie je definovana, preto
kez

pouzijeme okrahlu zatvorku, naopak bod ‘—g patri do rieSenia, plynie zo zadania, preto pouzijeme uhlovu

zatvorku.

Priklad 3
Rieste goniometrickl nerovnicu s neznamou X € R:
0<cotgx < V3
RieSenie

Aby vyrazy v nerovnici boli definované, musi platit podmienka X = (kar; k € Z.

Wuzitim grafu a periodicnosti funkcie kotangens dostavame vysledok, ktory zapiSeme v tvare
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K= J2+2km z+2kx).
kez
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Ulohy

Rieste rovnice s neznamou t € R:

1.sint<%

RieSenie

* VWyuzitim jednotkovej kruZnice dostavame rieSenie, ktoré zapiSeme v tvare:

K= |J@n+2Km 20+ 5 +2kn) = Uy Ga+ 2k S + 2Kkir).
keZ

2. 2v/3cost = 3

RieSenie

3. cotgt < 1

RieSenie

4.3V3tgt-320

RieSenie

5. cost < cos “71

RieSenie
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ZlozitejSie goniometrické nerovnice

Pri rieSeni zlozitejSich goniometrickych nerovnic vyuzivame znalosti, ktoré sme ziskali pri rieSeni
goniometrickych rovnic a zakladnych goniometrickych nerovnic. Postupnou Upravou prevedieme zlozitejSiu
goniometrickl  nerovnicu na zakladny typ goniometrickych nerovnic. Kapitola obsahuje vzorové wvyrieSene
priklady a taktiez aj tlohy urené k precviCovaniu, ktoré si obohatené rieSenim.
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Priklady

Priklad 1
Riete goniometrickli nerovnicu s neznamou X € R:
sn2x <3
RieSenie
Zavedieme pomocni substiticiu Yy = 2X.
sny <3

Situaciu zobrazime na jednotkovej kruZznici:

WuZzitim jednotkovej kruznice dostavame rieSenie:
y e {%.ri + 2Ky 24 + st 2k":r> = (%ﬂ + 2Ku; 12 w+ 2k‘?r>
vratime sa k subtitticii Y = 2X, odkial plynie, Ze 2X € {%r;; + 2Kai; 1—637; +2krr).
Upravou dostavame X € {fzr;: + ka; 11327:+ k';rr) kez
Vysledné rieSenie zapiSeme v tvare K = | J (1527; + kar; ﬁ"" + k'fr).
keZ
Priklad 2
Rieste goniometrickG nerovnicu s neznamou X € R:
tgx >tg3
RieSenie
Aby vyrazy v nerovnici boli definované, musi platit podmienka X = (2K + 1)%1 ke Z
tgx| = \/_3 (Pouzili sme tabulkovi hodnotu funkcie tangens uveden( v casti.)
Z definicie absolutnej hodnoty vyplyva:
tgx < -v3Vvigx > V3

(BlizSie informéacie o absolitnej hodnote mdzme najst v bakalarskej praci Zakladné poznatky z

matematiky na strednej Skole.)
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_;/ an3 / -3 / 2n73 / E

R Ry G T e 2/ daps ! j{/{-

oy

WuZzitim grafu funkcie a periodiCnosti funkcie tangens dostavame rieSenie:

X€ (-5 +km -5 +ka) U (2 +kn; 5 +knr) ke Z

Vysledné rieSenie zapiseme v tvare K = kpz { (=% +ka; =% + k) L (5 +ka; 5 +Kar) }
Priklad 3

Riete goniometrickli nerovnicu s neznamou X € R:

sinx > cosx

RieSenie

Wuzijeme graf funkcie sinus a kosinus:

.
m L ; o ;
_g -t -4 il wfE 4 i
1 05 1
-10

Cast grafu vyznadena &ervenou farbou zahffia rieSenie danej nerovnice. Je vidiet, Ze rieSenim pri vyuZiti

periédy 27 je mnozina K = | (; + 2Kt; %ﬁ + 2k‘?r]
kezZ

Priklad 4
Rieste goniometricki nerovnicu s neznamou X € (0; 27):
cos2x+s8nx <1
RieSenie
005’ X — Sin® X+ SinX < 1 (Pouzili sme vzorec COS2X = COS® X — SIN° X.)
(1-sin’X) —sin® X+ sinx < 1 (Pouzili sme vzorec COs” X + Sin° X = 1.)
1-2sn’x+snx < 1
-2sin’ x+sinx < 0
snx(-2snx+ 1) < 0 (Wuzijeme viastnost, kedy je stgin dvoch &isel mensi ako nula.)

snx(-2snx+1) <« 0 < (snx < 0A-29nx+1 >0) v(dnx >0A-2snx+1 < 0)
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RieSenie sa nam rozdeli na dva pripady.
Prvd moZnost:

snx<0A-29nx+1>0

snx <0

Z jednotkovej kruznice plynie, ze Sinx < 0 = K;; = (m; 2n).
-29nx+1>0

i i1
smx<2

Z jednotkovej kruznice plynie, ze Snx < 3 => Ky, = (0; %) LU (2a; 27 -
Ky =Ky MKy,

K, = (m;2m)

Druha moZnost:
snx>0A-2snx+1<0

snx>0
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Z jednotkovej kruznice plynie, ze SnX >0 = K,; = (0; m).
-29nx+1<0

i i1
smx>2

i i Sni ie. e § -~ 4 = (=5
Z jednotkovej kruznice plynie, ze INX == il K22 66"
K, =Ky MKy,

— (-5
K = (6'?3,

K =K, UK, (Celkové rie3enie je zjednotenim dvoch Ciastkovych.)

Vysledné rieSenie zapiSeme v tvare K = (g;g'n""\’, U ('n; 2?1: .

Priklad 5
Rieste goniometrickl nerovnicu s neznamou X & R:
-2sn”x+500sx+4 >0
RieSenie
-2(1 - cos’ X) + 5cosx + 4 > 0 (Poutili sme vzorec C0s° X + sin’ X = 1.)
2c05° x+5c0sx+2 > 0

Zavedieme substitliciu COSX = a
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2a® +5a+ 2 > 0 (Urgime diskriminant a korene odpovedajlcej kvadratickej rovnice.)
D=5-4.2.2=9
RieSenia kvadratickej rovnice teda su:

a,, = ;;3, tizea, = 38, =2

Najdené korene vyuzijeme k tomu, aby sme kvadraticky troj€len v nerovnici rozlozili na sucin.

2 (a+2) - (@+2) = 0 (vatime sa k substitucii COSX = a)

Y
7
(2cosx + 1)(cosx + 2) > 0 (Wuzijeme viastnost, kedy je st&in dvoch &isel vacsi ako nula.)

(2cosx +1)(cosx+2) = 0« (2cosx+1 =0 ncosx+2>0) v (2cosx+1 <0 Ancosx+2<0)
RieSenie sa nam rozdeli na dva pripady.

Prvd moZnost:

2c0sx+1>0ANAcosx+2=0

1

COSX > =2 A COSX = —2, odkial plynie, Ze COSX > —3

Situaciu si znazornime na jednotkovej kruZznici.

Wuzitim jednotkovej kruznice, periodi€nosti funkcie kosinus, plati —%'n+2?r =§47r, dostavame rieSenie,

ktoré zapiseme v tvare K = | (& + 2kar; 57 + k).
kez

Druh& moZnost:

2c0sx+1<0Acosx+2<0

COSX < —2 A\ C0SX < -2, odkial plynie, Ze COSX < —2

CoSX < —2 => X € ([ (Plynie z oboru funk&nych hodnét funkcie kosinus.)

Odkial plynie, Ze mnozina korefiov je prazdna, ¢o matematicky zapiSeme ako K2 =
K =K, LK, (Celkové rie3enie je zjednotenim dvoch Ciastkovych.)

Vysledné riesenie zapiseme v tvare K = | J (—237: + 2k, %’n + 2k'7r> .
keZ
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Ulohy

Rieste nerovnice s neznamou t € R:
I \'E

1. COS(3t 2, >

RieSenie

* Zavedieme substiticiu y = 3t — 7.

. cosy > 2

* Z jednotkovej kruznice je vidiet, Ze rieSenim jey € (—— + 2k, 4 S+2kn) ke Z
e Vratime sa k substitucii y = 3t —

_ (7 +2
3t e (7 +2km; 37 + 2kn) —nt 1 + 5k

¢ Vysledné rieSenie zapiSeme v tvare K U (
keZ

2. snt| < co %

RieSenie

3. tgt > cotgt

RieSenie

4.9n2t < cost

RieSenie

5. cos’t+3sint-3< 0

RieSenie
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Testy

Tato kapitola je venovana testom, ktoré sluzia k zopakovaniu uciva preberaného v predchadzajicich
kapitolach. Testy su doprevadzané vysledkom, ktory sa zobrazi po kliknuti na dand moznost.

Jednotlivé kapitoly sU rozdelené podla typu funkcii na goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a
hyperbolometrické funkcie. Dbéraz pri testovani je kladeny na zékladné viastnosti funkcii, funkéné hodnoty,
grafy funkcii a rieSenie goniometrickych rovnic a nerovnic.
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Goniometrické funkcie
Uloha 1

Prirad’ spravnu funkénd hodnotu:

A c D E

B F
V3 V3 V. — 1 i
5 = 5 1 0 5 1 V'3

Nl

a) SinE6
b) 0051'4
c) tg%

d) cotg 3

3u
e) sin 2

f) COSg
9) tgm
h) ootg .

Znova

Uloha 2

Urgi rie3enie danej rovnice s neznamou X & R:
a)oosx = -1

K= {0+2kn)

kezZ
K= U {- 7+ 2knr}
kez
oK=J{- m2kn}
keZ
b)sinx = %3

K = U { &+ 2kn 2n+ 2k}
°K = U { 5+ 2kn Fu+ 2k}

kez )
K=} {4‘m'+2k::i 42’::1 + 2k }
kez
otgx=1
K= J{2kn)}
keZ
K= {F+kn)
ke Z
K= UL grkn)
keZ
dycotgx = -1
U { §n+ 2}
= LJ {- 7+km}
kezZ
K= U{ 7+kr]
keZ
Uloha 3

Zisti akému zadaniu odpoveda ¢ervenou farbou vyznacené rieSenie na jednotkovej kruznici.
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a)

snx <0
ocosX > 0
200SX < 0

c)

cosx = 1
tgx =1
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cotgx = 1

Uloha 4

Rozhodni, Ci dané tvrdenie je pravdivé:

w1 )
a) 9N 6 -3 ano nie
b) Funkcia sinus je pre X € R nepérna. ano nie
¢) Funkcia tangens je pre X € R neohrani¢ena. ano nie
d) Funkcia kotangens je pre X € R rastica na celom definicnom obore. ano nie
e) Funkcia kosinus je pre X € R neohrani¢ena. ano nie
f) c0s180° = -1 ano  nie
9)tg5 =0 ano  nie
_ snx .
h) cotgx = cos X ano  nie
Znova
Uloha 5
Zisti predpis funkcie, ktora je vykreslena na obrazku!
a)
2_
T T T 9 T T T >
-3m/2 - -T2 2 g 3m/2
_2_
oy =2snx-1
oy =2cosx -1
Oy = 2c0SX
b)
2_
1)
\ 0 \ ;
- T T T T T T L
-3m/2 - -2 2 i1 3nf2
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oy = si.nx -3
oy=|snx-1
oy = snx-3
c)

_2_
oy = cos(X +%)
oy = cos(x +%))
oy = cos(x+ 3)
d)
2_

oy =cos(x+%) -1
cy=cos(x+3) -1
y=cos(x+3)-1

e)
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0

/ a1 T L2 7 T2 L a2 "
-1

oy =2tgx-1

oy=tgx-1

oy = 2tgx

f)
1 -

312 i 2 0 2 Tn ani2

-]
_2-

oy =tg(x+3)

cy=tg(x+3)+1
oy=tg(x+3)+1

9)
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e

a1 - il a2

-2
oy =1 - cotgx
oy = 2 - cotgx
Oy = cotgX
h)
2— \/ \/
1—
T T 0 T *
i T L2 0 T2 = 312
.1_
_2_
oy = ocotgx-1
oy = cotgx+1
oy =2 cotgx—1
Uloha 6

Zisti, ktory graf odpoveda zadanému predpisu funkcie!
a)

f() = sinx+ &
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2] 2]

1] % 1

0

3m2 - -mi2 0 w2 m an/2 <32 - -mi2 0 w2 m 3m/2
-1 -1
2 | 2 |
|
2

b)

f(x) = 2c0sx + §

w

T b T T ki T . g T T T ¥ L4 T ks T T T . T T T
_3v 2 |0 "\7 3mi2 Bm2 w2 | o w2 T sm2
-1 -1

T
12 m am/2

c)
f(x) = 3tgx+1
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Cyklometrické funkcie
Uloha 1

Prirad’ spravnu funkénd hodnotu:

A B c

fid

I
2 2

- ool

a) arctgl

b) arcsin — 1
c) arcsin%
1

d) arccos
e) arccotg O

“f) arctg O o o
“ h) accos -1 ¢

Onova

Uloha 2

oAl

Zisti predpis funkcie, ktora je vykreslena na obrazku!

a)

/2 |

5

3 5] =

-T1/2 |

oy = —acsinx +1
Oy = —accosx +1
Oy = arccosx + 1

b)
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/2 |

>

»

0
0 V1 i
-T1/2 |
oy =actgx—1
oy =acgx+1
Oy = 2actgx + 1
c)
2|
\ )
T -3 T -2 T -1 \ 1 1
-T1/2 |

oy =Zacsinx - 1
Oy =Jarccosx - 1
Oy =arccosx — 1

d)
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= 2 =

oy =actgx-1
oy = 2arccotgx — 2
oy = 2actgx — 2

Uloha 3

-T/2 |

Zisti, ktory graf odpoveda zadanému predpisu funkcie!

a)

f(X) = 2arcsinx

ud ud
w2 w2
0 0
1 0 2 -1 7 1 2 3
-T2 | '%
/o
TT_
/2|
T T T
-1
-T2 |
\

b)

f(x) = arccosx — 1
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c)
f(x) = —2arctgx

/2 |

/2 |
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d)

f(x) = arccotgx — 1

mJ
\
0
1 o 1 2 3
-T2 |
s

2
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Hyperbolické funkcie

Uloha 1

Zisti predpis funkcie, ktora je vykreslend na obrazku!

a)

3 ] =

oy =sinhx-1
oy=2snhx-1
Oy =2dnhx -2

b)

oy =coshx-1
Oy = 2coshx - 2
Oy =coshx -2

c)
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-3 -2 -1 0 1 2

oy =tghx-1
oy =2tghx-1
Oy = 2tghx

d)

-3 %) -1 0 1 2

oy = |cotghx +1
oy = |cotghx — 1
Oy = |cotghx

Uloha 2
Zisti, ktory graf odpoveda zadanému predpisu funkcie!
a)

f(x) =sinhx+1
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/2 |

-m/2 |

2 |

-2 |

-T2 |

b)

f(x) = —coshx+2

N

/2 |

-1 1]

2|

/2|

-T2 |

-T2 |
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c)
f(x) = tghx

w2

/2 |

/2|
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Hyperbolometrické funkcie
Uloha 1

Zisti predpis funkcie, ktora je vykreslend na obrazku!

a)
2]
1
0
1-1 0 i
-1
oy =aginhx+1
oy = argsinh x
oy = 2argsinh x
b)
2_
1
0
-3 -2 -1 0 1
-1“
Oy = argcosh X
Oy = 2argcosh X
Oy = 2argcosh x -1
c)
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-3 -2
Oy = agighx +1
oy = agghx +1
oy = largtgh x|
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Zaver

Hlavnym ciel'om tejto préce bolo vytvorenie internetove stranky, ktora sa bude zaoberat’
vyukou goniometrickych rovnic a nerovnic. SUcast'ou tejto prace je g strucna charakteristika
goniometrickych a dasich funkcii, ktorych znalost' je nutnou podmienkou k spravnemu
pochopeniu rieSenia goniometrickych rovnic a nerovnic. Na teoretickll Cast’ je viazana
prakticka Cast, ktor4 obsahuje vel'ké mnozstvo prikladov, €i uZz vzorovo rieSenych aebo
zobrazovanych pomocou krokov. Svoje nadobudnuté vedomosti ss mdZze Studenti preverit’ v
interaktivnych testoch s réznou podobou. Tato webova aplikacia je volne dostupna na
internete, preto verim, Ze préave v dnedngj dobe bude Ziakmi a ucitel'mi dostatone vyuZivana.

Vdakateto praci sa mi podarilo pochopit’ okrem zakladnych didaktickych veci g princip
programovania webovych stranok. Verim tomu, Ze této ziskana dovednost’ mi bude uzitotné aj

v mojg buduce pedagogickej praxi.
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Nakladanie s préacou

Slhlasim s vystavenim svojg préce na webovych strénkach Katedry didaktiky matematiky
MFF UK v Prahe. Dalg sthlasim s jg neskor$imi Gpravami za (¢elom jg zapojenia do
Struktiry matematického portdu, ktory vznikne z tegto a podobnych bakalarskych a
diplomovych préci. Portd vytvori a bude spravovat prave a jedine Katedra didaktiky

matematiky MFF UK, ¢i osoba fiou poverena.

Mat(g Kepic
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