Posudek diplomové prace “Gradient models”
posluchace Marka Bernata

12. zar{ 2012

Modely Gibbsova stavu na d-rozmérné miizi (d > 2) s Hamiltonidnem typu

H)= Y (@i— )+ Y Ulw)
li—jl=1 i

tedy Dirichletova forma (“gradientni” ¢len) plus jednoédsticovy energeticky ¢len
typu potencidlni “jamy” U(z;) (s dvéma ¢i vice lokdlnimi minimy) jsou jednim
z nejdulezitéjsich a nejjednodussich, zékladnich objektt které studuje matemat-
ickd statisticka fyzika a také kvantova teorie pole. Velka pozornost byla vénovana
zkouméni fazovych pfechodu v téchto modelech s pouzitim riuznych postupu.
Jednou z nejvyznaénéjsich technik v tomto sméru je (od dob fundamentédlnich
¢ldnkt Simona, Frohlicha, Spencera a dalsich v 70. letech) takzvand metoda
“reflection positivity”, které je vénovana i predlozena prace.

V podstaté jde o pozorovani, ze zrcadlovéa symetrie interakci daného mod-
elu, plus jejich rozlozitelnost, pro kazdou nadrovinu typu iy = const, k =1,...d
na interakce hornfho poloprostoru plus interakce dolnfho poloprostoru (fakticky
pozadavek interakce pouze nejblizsich sousedi v daném modelu) umoznuje na
piislusné Gibbsové pravdépodobnosti zkonstruovat jistou vyznacnou bilinedrni,
positivné definitni formu. Ta je tvaru “stfedni hodnota 0F. G ” kde O F oznacuje
zrcadlovy obraz funkce F, zrcadli se podél zvolené nadroviny miizky a obé funkce
F,G jsou méfitelné stejné zvolenym poloprostorem (feknéme tim hornim) dané
reflexe. Vicendsobné pouziti (podle ruznych rovin reflexe) Cauchyovy nerovnosti
pak umoznuje ziskat, provedeme li to Sikovné, tzv. chessboard estimates coz
jsou pomérné silné odhady malosti pravdépodobnosti stiednich hodnot i kom-
plikovanych funkci od konfiguraci. Myslenka je v tom ta, ze zminéna Cauchyho
nerovnost jakoby “zhomogenizuje” postupnym zrcadlenim jednotlivé tiseky dané
konfigurace, “rozplemeni” je na soustavu prostoroveé jiz stejnorodych konfiguraci
resp. udélosti, jejichz matematické ocekavani se pak efektivné spocte (odhadne)
riznymi metodami; zde naptiklad Fourierovou transformaci.

Nehledé na nectnosti dané metody - neni schopna pracovat s perturbacemi a
vyzaduje symetrii potencidlnich jam (ten druhy pozadavek nemd nic spole¢ného
se zabezpetenim samotné reflection positivity, viz pozn. nize) je to stéle asi
nejsilnéjsi, co se numerickych pozadavku na model tyce, technicky prostiedek



zkoumani fazovych pfechodu s dvéma symetricky polozenymi jamami. Pozn.
Pro nesymetrické pripady metoda reflection positivity nefunguje, tam je nutno
pouzit konkurenéni metody rozvoju, a na né navazujici Pirogov Sinaiovy teorie.
V metodé reflection positivity se pracuje piimo s pravépodobnostmi ruznych
udalosti, ne s jejich “vahami” v parti¢ni funkci, naopak P.S. teorie pracuje
zasadné s nenormalizovanymi “vahami”, kteryzto postup ddva moznost pra-
covat i s komplexnimi Hamiltoniany, a rozsifovat dosazené vysledky i pro malé
perturbace, coz metoda reflection positivity z principu neumoznuje.

Pro praci s témito potencidly se dale velmi hodi dalsi technicky prostiedek,
totiz vyjadieni exp(—U(z;) “gaussovou transformaci” (pozn. tenhle ndzev nenf
standardni, evokuje jakousi analogii Fourierovy/Laplaceovy transformace, kde
zakladnimi kameny nejsou oby¢ejné exponenciély ale gaussovy kiivky) tedy v
zékladnim piikladeé vyjddien{ exp(—U(x;) jako superpozice dvou gaussovskych
funkei. To vlastné odpovida zavedeni dalsi diskretni proménné (“nového spinu”)
s hodnotami +. Pfi hodnoté plus pracujeme (v daném bodé mfize) s pravou
gaussovskou jamou, pii hodnoté minus s levou. Tim se - za cenu trochu kom-
plikovangjsi (zvlasté pro netrividln{ hraniéni podminky) interpretace nového
rozsifeného modelu dostavame do oblasti prace s ¢isté gaussovskymi modely.

Uvedend prace aplikuje zminéné, diive jiz vyvinuté postupy pro modely s
jamami potencidlu U(xz;) na pfipad ¢isté gradientnich modeli, tedy bez jed-
nospinového potencialu zato s nekonvexni, parovou interakei kterd je gaussovskou
transformaci dvou delta funkei: exp(—U(z; — z;) je zde uvazovéna jako soucet
dvou gaussovskych funkei stejného tvaru, v proménné (z; — x;). Z technickych
davodu je ptridana jesté dalsi, dosti tedy uméld podminka na “silnou vazbu s
ob-sousednim spinem” (ve vzdélenosti 2). Takovato podminka stéle zachovéva
reflekéni positivitu a zajisti, aby mnozina zékladnich stavi nebyla nepiehledné
slozité struktury. Stfedni hodnoty obou uvazovanych gaussovych funkci jsou
zde symetricky rozlozeny kolem nuly. Ukazuje se, ze prislusny rozsiteny model
(ktery je gaussovsky, ovéem tedy za cenu toho, ze do vypoé¢tu partiéni sumy
vstupuje sumace pfes dalsi hodnotu diskretniho spinu +) je reflekéné posi-
tivni. To vede k otdzce efektivniho odhadu pravdépodobnosti “rozsemenénych
udélosti”. Tahleta otazka je technickym jadrem predlozené prace, autor v ni
pouziva metody diskrétni Fourierovy transformace k vypoctu volné energie
“rozsemenéné udélosti” rozsiteného modelu. Vypocet je proveden detailné pro
dvojrozmérnou miizku, jsou rozebrany vSechny mozné lokdlni konfigurace, ve
vyssich dimenzich by byl analogicky vypocet velmi komplikovany a lze tam
provést pouze hrubsi odhady. Tato ¢dst diplomky je puvodnim vysledkem au-
tora prace a dle mého nézoru si zasluhuje publikaci. Nésleduje dalsi krok téhle
metody, tedy vyuziti zminénych “chessboard” odhadu k ovétreni tzv. Peierlsovy
podminky pro (vhodné definované v rozsireném modelu) kontury rozsifeného
modelu. Zde se navazuje - a to je jiz standardni postup - na diive provedené
chessboard estimates “rozsemenénych” konturu.

Zbytek préace tvoii strucné, ale dobfe napsané dodatky na téma Gibbsovy
modely v nekoneéném objemu (tedy ptislusné matematické pojmy pro termody-
namickou limitu; veskera tvrda prace se ovSem v téchto i jinych zkoumanich déla
na koneéném toru libovolného rozmeéru), algebraickd topologie (moznd az prilis



elegantné obecné pojatd kapitolka vzhledem k pouzivanym aplikacim), grafy
(a jejich probfhani cestami), elementy teorie abstraktnich pravdépodobnostnich
jader, elementy teorie representaci (hlavné s aplikacemi na diskrétni Fourierovu
transformaci). Prace je velmi dobfe napsand, dosti struéné tedy, tu a tam by
Ctenaf asi uvital dopliujici poznamku ¢i ideu dukazu - pfi odkazu na klicovou
Veétu 2.9 napifklad. Nasgel jsem nékolik preklept (misto rovnosti mé byt nerovnost
v (2.3), nejasnd zminka o veli¢iné b uprostied strany 12, ne vzdy dokonalé formu-
lace, je li fe¢ o “+ symetrii”, nepfesné znéjici vyrok o absenci fazovych prechodu
v gaussovskych modelech (mini se bud dvojdimensionalni p¥ipad, nebo néjaka
specidlnéjsi formulace s podminkou hodnoty spinu nula v pocdtku) které ale
neméni mé celkové presvédceni, ze se jednd o velmi kvalitni diplomovou praci.
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