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Uvod

Diplomova prace je vénovana ergodické teorii markovskych procest. Jejim zakladem je Sunyachova véta,
ptivodné dokédzand v [12], jez pojedndva o existenci a jednoznacnosti invariantni miry markovského jadra
na uplném separabilnim metrickém prostoru opatieném borelovskou o-algebrou. Je-li linearni operator na
méritelnych omezenych realnych funkcich pfifazeny markovskému jadru kontraktivni na prostoru lipschit-
zovskych funkci a miry odpovidajici markovskému jadru maji koneény moment, existuje jedind invariantni
mira markovského jadra a rozdéleni markovského procesu s libovolnym pocatecnim rozdélenim k ni slabé
konverguje. Zde predvedeny dtikaz je snadno srozumitelny, nebot je prostym uZitim Banachovy véty o
pevném bodu v prostoru mér opatfeném Wassersteinovou metrikou, kvili ¢emuz je zaroven zarucena ge-
ometricka rychlost konvergence k invariantni mife. Pivodni Sunyachova prace moznost takového dikazu
zminuje jen velmi vagné a skuteény dtikaz, ktery obsahuje, je podstatné tézsi na pochopeni.

Disledkem Sunyachovy véty je jeji analogie pro semigrupu markovskych jader, pomoci které lze se-
strojit podminky na koeficienty autonomni stochastické diferencialni rovnice, pfi jejichZ platnosti existuje
pravé jedina invariantni mira. Opét plati, Ze rozdéleni feseni rovnice s libovolné zvolenym bodem jako
pocatecni podminkou konverguje slabé k invariantni mite.

Silné€jsi vysledek dostaneme, pokud je markovské jadro silné fellerovské. Je ukazano, ze slaba konver-
gence rozdéleni markovského procesu ziskana ze Sunyachovy véty je konvergenci mér v totalni variaci
za dodatecéného predpokladu silné fellerovskosti. Dalsimi slabymi pfedpoklady lze zachovat geometrickou
rychlost konvergence mér v totalni variaci.

Silna fellerovskost markovského jadra se v nékterych ptipadech ovéfuje slozité, proto je vhodné na-
lézt jeji charakterizaci nebo alesponi postacujici podminky. Vychodiskem je pojem absolutni méfitelnosti
markovského jadra, to jest existence miry zvané baze, vzhledem ke které jsou vSechny miry odpovida-
jici markovskému jadru absolutné spojité. Absolutni méfitelnost je slabsi nez silna fellerovskost, avsak v
mnoha aplikacich, naptiklad ve stochastické analyze, se absolutné méfitelna fellerovska markovska jadra,
kterd nejsou silné fellerovskd, takika neobjevuji. René Schilling a Jiang Wang v preprintu [10] ukézali,
ze absolutné méritelné fellerovské markovské jadro v euklidovském prostoru s lokalné omezenou hustotou
je silné fellerovské. Povsimli jsme si, Ze jejich pfistup lze podstatné zjednodusit a zaroven zobecnit pro
jiné prostory, pokud je uzita charakterizace silné fellerovskosti v feéi stejné o-aditivity mér odpovidajicich
markovskému jaddru zminénd v ¢lanku [7]. Vyjasni se, ze zdsadni neni lokalni omezenost hustot, ale jejich
stejnomérna integrovatelnost. Vyrazné zjednodusit se podafilo i Schillingtiv a Wangtv dikaz véty fikajici,
ze fellerovské markovské jadro omezené zobrazujici Orlicztiv prostor do L™ je silné fellerovské. Bohuzel,
pokus o popis silné fellerovskych jader pomoci jejich baze nebyl tspesny, a tak naptiklad problém, zda
existuje absolutné méftitelné fellerovské jadro na [0,1] s bazi tvofenou Lebesgueovou mirou, které neni
silné fellerovské, zistava otevieny.

Prace je usporadana nésledujicim zptisobem. V prvni kapitole jsou shrnuty vysledky o topologiich v
prostorech mér a o markovskych jadrech véetné popisu jejich fellerovskosti, silné fellerovskosti a ultra
fellerovskosti. Druhé kapitola obsahuje znéni a dtkaz Sunyachovy véty, jejiho dusledku pro semigrupy
markovskych jader a jeji vyuziti v tvrzeni o existenci a jednoznacnosti invariantni miry stochastické
diferencialni rovnice. Dale obsahuje podkapitolu vénujici se rozsifeni Sunyachovy véty pro konvergenci mér
v totalni variaci. Tteti kapitola se vénuje popisu silné fellerovskosti markovskych jader. Nejprve obsahuje
jednoduse ovéritelnou, avSak neprili§ vycerpavajici postacujici podminku, ktera je nasledné zpfesnéna na
charakterizaci. Nakonec je zaveden Orlicztiv prostor a dalsi postacujici podminka na silnou fellerovskost.



1 Prupravné vysledky o mirach a markovskych jadrech

V celém dalsim textu bude (F,d) oznacovat Gplny separabilni metricky prostor a £ o-algebru jeho bo-
relovskych podmnozin. (F, £) je prostorem, na kterém jsou definovana v8echna déle uvazovana markovska
jadra, a tedy je také prostorem hodnot jim pfislusnych ndhodnych procest.

1.1 Konvergence mér

V nésledujicim budeme uvazovat ¢tyfi druhy konvergence mér na prostoru (E, &), konkrétné slabou
konvergenci, bodovou konvergenci, konvergenci v totdlni variaci a konvergenci ve Wassersteinové metrice.
V této sekci jsou vSechny postupné zavedeny.

1.1.1 Slaba konvergence

Ozna¢me Cy(E) prostor spojitych omezenych redlnych funkei definovanych na E.

Definice 1.1. Nechf {x,},, cn Je posloupnost konecnych mér na £. Rekneme, Ze tato posloupnost konver-
guje slabé k mife p na &£, pokud plati

nlggo/Efdun = /Efdu
pro kazdou f € Cy(E).

Lemma 1.2. Necht j1 a v jsou konecné miry na £, A € £ je oteviend, W(E\ A) = v(E'\ A) =0 a pro
kazdou f € Cy(E), nulovou na E\ A, plati

/E fdu = [E fdv,

potom je p = v.

Diikaz. Ozna¢me
M= (B € & u(B) = v(B)}

a U C & systém otevienych mnozin v F. Cilem je ukazat, ze £ = M. Nejdiive dokazme U C M, to jest,
ze pro kazdou B € £ otevienou plati u(B) = v(B). Stadi vSak ukazat, Ze u(B N A) = v(B N A), nebot

w(B) = p(BNA)+pu(BN(E\A))=pu(BNA), protoze 0 < (BN (E\ A)) < p(E\ A) =0,
a stejné tak pro v. Pro kazdé n € N bud
frn(z) =min {1, ndist(z, E\ (BN A))},
potom, je-li x € E'\ A, je také x € E\ (BN A), a tedy f,(z) = 0. Dale také plati f,, € Co(E), 0 < f, <

Ipna <1laf, 7 Ipna, z ¢ehoZ s pomoci véty o monoténni nebo majorizované konvergenci plyne

(BN A) = / Ipnadp = lim / fodp = lim [ fodv = / Ipnady = v(B N A).

Skutecné tedy plati U C M.

Systém M je Dynkintv, proto je také §(M) = M, kde §(M) znaéi prinik vSech Dynkinovych systémi
obsahujicich M. Déle z Dynkinova lemmatu o (/) = §(U), nebot U je uzavien na koneéné primiky. Celkové
plati £ = o) = o6(UU) C 6(M) = M, &imz je dikaz dokoncen, nebot M C £ jisté plati. O

Dusledek 1.3. Slabd limita mér je uréena jednoznacne.

Diikaz. Necht {j,}, y je posloupnost mér na £ a p a v jsou miry na &, pro néz plati j,, — p slabé a
iy, — v slabé, potom z jednoznac¢nosti limity posloupnosti redlnych ¢isel pro kazdou f € Cp(FE) plati

/E fdp= lim /E Fdpn = /E fdv.

Podle lemmatu 1.2 je p = v, v jeho predpokladech totiz stac¢i volit A = F. O



1.1.2 Bodova konvergence

Oznac¢me b€ prostor vSech omezenych méfitelnych redlnych funkei definovanych na E. Plati nasledujici
jednoduché pozorovani.

Poznamka 1.4. Necht f € b€ a

|flloo = sup,cp |f(x)], potom (bE,|-||.) je Banachiv prostor.

Diikaz. Jisté plati, ze |||, je norma na b€. Bud {f,}, .y C bE cauchyovskd vzhledem k |-||_, potom
pro € > 0 existuje ng € N takové, ze ||f, — fmll, < € kdykoliv m,n > ng. Pro kazdé = € E definujme
f(z) = limy, 00 fm(z), potom pro n > ng plati

£~ flle = sup [fale) = Hm_ fn(e)| = sup tim |fu(x) ~ finle)
<l sup sup (@) — fyn(@)] = limsup | — finllc <

m—oo xzeE

a tedy || fn — fllo — 0. Zbyvéa ukazat platnost f € b€. K tomu si vSak staci uvédomit, ze bodova limita
méfitelnych funkei je méritelnd funkce a déale pro n > ng

[flloe € fn = Flloo + falloo < €+ [[fnlloe < o0
protoze f, € bE. O

Definice 1.5. Rekneme, Ze posloupnost mér {tn},en na € konverguje v topologii bodové konvergence
Ts na prostoru mér k mife p, pokud pro kazdou A € & plati pu,(A) — u(A).

Lemma 1.6. Jsou-li p a pn, n € N, konecné miry na &, plati p, — p v s prdve tehdy, kdyz je pro
kaZdou f € bE splnéno

lim fd,un—/fd,u.
E

n—oo

Dikaz. Necht p, — p v 7 a f € bE. Bez Gjmy na obecnosti bud f > 0, potom existuje posloupnost
{fx}pen C OE jednoduchych funkei takova, ze f,  f stejnomérné na E. Zaroven plati

/Efkdun*/Efdun

protoze {fi,(E)}, oy je konvergentni, a tedy omezend, posloupnost ¢isel. Funkce fi, k € N, jsou tvaru

lim sup
k—00 neN

o B _ . B _
—JEEOiEE/E”f’“ flloo dptn itelgun(E)klggollfk flle =0, (1)

Nk
fk = ZOK}{:,'LIA;CJ, Ak‘,i S 5, O, Z 0’
i=1
takze plati
lim [ fdp, = lim lim fkdun = hm lim fkdﬂn
"o JE n—00 k—0o — 00 N—>00

= lim lim Zak it (Aks) = hm Zak ilb(Ag.i)

k— o0 n—00

:lm/mw /Ma

pfi¢emz zaména limity a integralu je mozna diky vété o monoténni konvergenci a zdména limit je disledkem
Mooreovy-Osgoodovy véty, jejiz pfedpoklad je ovéfen vztahem (1).

Necht naopak plati
hm/ﬁ%i/ﬁﬂ

pro kazdou f € b€. Bud A € £ libovolnd, potom I4 € b€, a tedy

lim p,(A) = lim [ Iadu, 7/ Tadp = p(A).
E

n—oo n—oo E



Dusledek 1.7. Konverguje-li posloupnost konecnych meér v g, potom konverguje slabé a md tutéz limitu.
Dikaz. Plati Cp(E) C bE, takze staci pouzit lemma 1.6 a definici slabé konvergence mér. O
Lemma 1.8. Necht p je mira na €& a A € € a € > 0 jsou libovolné, potom plati ndsledugict.

(i) Ezistuje G € £ oteviend takovd, Ze A C G a u(G\ A) < e.

(i) Existuje F' € £ uzaviend takovd, e F C A a p(A\ F) < e.
Dikaz. Viz [9], kapitola II, véta 1.2. O

Lemma 1.9. Bud {ji,},cy posloupnost konecnych mér na E. Pokud pro miru pn na £ a vsechny B € £
otevrené plati

lim p,(B) = u(B),

n—oo

potom je fy, — b U TS.

Diikaz. Jedna se o disledek véty 4.1. v [1], pro ndzornost je vSak uveden elementarni dikaz.
Je-li F € £ uzaviend, plati také lim,,_,cc pin (F) = p(F). Mnozina E \ F je oteviend, a tedy

lim i (F) = lim pn(E) — lim 1, (E\ F) = a(E) — p(E\ F) = u(F).
n—00 n—00 n—00
Necht A € £ je libovolna a € > 0, potom podle lemmatu 1.8 existuji G € £ oteviend a F € £ uzaviend
takové, ze u(G'\ A) < 5 a pu(A\ F) < §. To také znamend, ze
€

1(G) — W(F)| = p(G\ F) = (G \ A) + p(A\ F) < £+ = = (2)

[\

Plati
u(F) < p(A) < w(G) a pn(F) < pn(A) < pa(G), n €N, 3)

takze také limitnim pfechodem pro n — oo

u(F) < limint g, (A) < limsup r(4) < u(G)

n—0oo n—oo o
a s vyuzitim (2) je
lim sup g, (A) — liminf p, (A)| < |u(G) — p(F)| < e.
n—oo n—0o0

Protoze € bylo libovolné, existuje lim,_, oo pin(A). Z odhadi (2) a (3) je jasné, Ze lim,_,o0 tin(A) = u(A),
takze p, — p v 7s. O

Definice 1.10. Systém mér {jin,a € A} na £ se nazyva stejné o-aditivni, pokud pro kazdou { Ay}, C €
takovou, ze Ay \, 0, to jest (,cyAn =0 a A1 D Ay D ..., plati sup,¢ 4 fta(Ar) = 0 pro k — oo.

Lemma 1.11. Systém mér {pq, o € A} na & je ts-relativné sekvencidlné kompaktni pravé tehdy, kdyz je
stejné o-aditivni.

Diikaz. Viz [5], véta 2.6. O

1.1.3 Konvergence v totalni variaci

Oznacme ca(€) prostor koneénych znaménkovych mér na &. Pro u € ca(€) bud

Il ZSUP{‘/EfdM‘,fEb&Iflloo < 1}7 (4)

potom plati nasledujici pozorovani.

Lemma 1.12. ||-|| definovand vzorcem (4) je norma na ca(€) a prostor ca(€) lze isometricky vnotit do
bE*, to jest do dudlniho prostoru k b€.
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Diikaz. Nejprve sestrojime vnofeni ca(€) do bE*, poté ukdzeme, ze vzhledem k nému odpovida ||-|| dudlni
normé na b€*, a tedy, Ze vnoreni je isometrie.
Bud tedy T : ca(€) — bE* takové, ze
T:u— L, kde L:f|—>/ fdu pro f € bE.
E

Skutecné L € bE*, protozZe je ziejmé linearni a plati

IL]

sup {|L()], f € bE, | fll < 1) — Sup{‘/Efdu‘ FebEfl < 1} (5)

= sw{| [~ [ fa| s el <1
E E
sup { || fll oo [+ (B) + 5~ (B)|, f € &, || flloo < 1} = || (B) < o0
Pro pu,v € ca(€), u # v existuje A € & spliwjici u(A) # v(A), z éehoz plyne, Ze T je prosté, protoze

T()(0a) = [ Tadi=p(A) # (4) = [ Tadw = T@w)(L)

1T (Wl = 1L = Sup{ /Efdu f e |l < 1} = ull,

z ¢ehoz plyne, Ze ||-|| je norma na ca(€) a T je isometrie. O

IN

Ukézali jsme, ze T je vnofeni ca(€) do bE*.
Podle (5) je

D& se ukazat, ze prostor (ca(€),||]|) je Banachtuv. Nésledujici poznamka ukazuje, Ze normu ||-|| 1ze
nazyvat normou totalni variace, protoze je ekvivalentni s variaci miry.

Poznamka 1.13. Pro kaZdou u € ca(E) plati

sup |p(A)] < |ull < 2sup [u(A)
A€ Aec€&

1l (B) < ] < lul (B)

Je-li navie p(E) = 0, plati |u]| = || (E) = 2sup s [1(A)].

Diikaz. Plati
/ IAdM‘ < sup{‘/ fdu
E E

Necht (P, N) je Hahntiv rozklad E podle p, potom je
|l (B) = p™(E) + = (E) = u(P) + |u(N)| < 2212; lu(A)| .

sup |u(A)| = sup
Ae& Ae&

FebE Nl < 1} e

Déle v (5) bylo ukdzano, 7Ze ||u|| < |u| (E). VSechny dokazované nerovnosti z vyse uvedeného vyplyvaji.
Necht plati u(E) = 0, zbyva ukdzat 2sup sc¢ [(A)] < ||pl]-

2 sup |u(A)| QSup{/IAdu‘,AEE}
Ae& E
2o {| [ sau] s ever =001, <1)
E
/fdu‘,febé’,fzo, 1l s2}
E

{

| [
{
{

IN

= sup

VeIl < 1}

= su

e

/Efdu+M(E)‘ ;f € bga”f”oo = 1}

= sup

/Efdu‘ FEBE NSl < 1} — ..

11



Dusledek 1.14. Necht i a pin, n € N jsou koneéné miry na €. Pokud ||p, — ]| = 0, potom také p, — u
v Ty 1 slabé.

Diikaz. Necht A € £, potom

lim 1, (A) = p(A)] < Tim sup [pn(A) = p(A)] < lim ||, — pl| = 0.

n—oo n—oo A€
Tvrzeni o slabé konvergenci je dokazano v dusledku 1.7. O

1.1.4 Konvergence ve Wassersteinové metrice

Ozna¢me P(€) mnozinu pravdépodobnostnich mér na £ a déle jeji podmnozinu

Pi(€) = {u € P(€), existuje zg € E,/Ed(xo,y)u(dy) < oo} )

Bud C%!(E) prostor redlnych lipschitzovskych funkci definovanych na E, to jest takovych f : E — R,

které splnuji
[f(z) = f(w)]
d(z,y)

potom plati néasledujici jednoduché pozorovani.

Lip(f)Zsup{ ,x7y€E,x7éy}<oo,

Poznamka 1.15. Pro u € Pi(€) plati CO(E) C L (p).

Diikaz. Bud f € COY(E) a xg € F takové, ze [, d(xo,y)u(dy) < oo, potom

/E fldp < /E (17 (o) — F(0)| + 1/ (wo)]) (dy) < Lip(/) [E d(zo,y)u(dy) + | f(z0)| < 0.

Ddsledek 1.16.
Pi(€) = {u € P(€), pro viechna z € E,/ d(z,y)p(dy) < oo}
E

Diikaz. Staci si uvédomit, Ze pro f : y +— d(z,y) plati f € COY(E). O

Koneéné bud pro p,v € Pi(€)

W1(M7V)=sup{‘/Efdu—/Efdv

W, v) = inf {[EXE d(z, y)dr(z, y), 7 € TI(x, y)} ,

,fec (B), Lip(f) < 1}

a dale

kde II(p, v) je mnozina vSech sdruzenych rozdéleni, jejichz marginalni rozdéleni jsou p a v, to jest
M(p,v) ={r e P(ERE),u(A) =7(A,E),v(A) =n(E,A),Ae&}.

Uvédomme si, ze W, je dobfe definovano, nebot

/EXEd(x,y)dw(:c,y) < /EXEd(:c,z)dw(:c,y)Jr/ d(z, y)dn(z, y)

ExXE

/ d(z, z)p(dz) +/ d(z,y)v(dy) < occ.
B B

W se nazyva Wassersteinova metrika. Ze je skuteéné metrikou, ukazuje nasledujici véta, ktera ji zaroven
ztotoziiuje s Wi. Déle pak bude feceno, ze pfislusny metricky prostor je tplny. Dikazy téchto tvrzeni vsak
nejsou elementarni a proto nebudou zahrnuty.
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Véta 1.17. Wy a Wy jsou metriky na P1(E) a pro viechny pu,v € P1(€) plati
Wi(p,v) = Wi(p,v).
Diikaz. Viz [2], véta 11.8.2. a lemma 11.8.3. O
Véta 1.18. (P1(E),W1), a tedy i (P1(E),W1), je dplny metricky prostor.
Diikaz. Viz [13], véta 6.8. O

Lemma 1.19. Konverguje-li posloupnost mér z P1(E) ve Wassersteinové metrice, pak konverguje i slabé
a md tutéz limitu.

Diikaz. Necht p,v € P1(€) a

ﬂ(u,l/)sup{‘/Efdu/Efdv

Ziejmé plati S(u, v) < Wi (u,v), takze je-li Wi (pin, 1) — 0, je i B(pn, 1) — 0. Véta 11.3.3. v [2] vSak Fika,
Ze 8 je metrika na P (&) metrizujici slabou konvergenci. O

,fe@%EMfuﬁmmngl}

Priklad 1.20. Konvergence ve Wassersteinové metrice nezaruc¢uje bodovou konvergenci, tedy ani konver-
genci v totalni variaci. Bud E =R, pu, =1, n € N a u = dp, potom

Wi (pin, p) = sup{‘f <%) - f(0)

,f € CP(R), Lip(f) < 1} < - =0,

n

ale
1n({0}) =0 7/ 1 = n({0}).

Podobné konvergence v totalni variaci, tedy ani bodova konvergence, nezarucuji, Ze plati i konvergence
ve Wassersteinové metrice. Bud opét F = R, p,, = ”T_léo + %571, n € Na pu = §p, potom

o =l =sup { | 170 = 2500

2
Jewlflosif<2 oo

ale pro f : z +— x je f € C%}(R), Lip(f) = 1, a tedy plati

lﬂm%ﬂﬁlﬁo

>
Wl(,u'nvﬂ) =1n

1.2 Markovska jadra

Definice 1.21. Zobrazeni K : E x £ — [0, 1] se nazyva markovskym jadrem na &, pokud plati nésledujici
podminky.

(i) Pro kazdé A € € je K(-, A) méfitelnd funkce na E.
(ii) Pro kazdé x € E je K(x,-) pravdépodobnostni mira na &.

Kazdému markovskému jadru K na & je pfirozené piifazen operdtor K na b€ (k nedorozuménim
plynoucim ze shodného znaceni nebude dochazet) tvaru

/f K(x,dy) pro € E a f €bE. (6)

Poznamka 1.22. K je linedrni a spojity operdtor na b€.

Diikaz. Necht f € b€, bez Gjmy na obecnosti f > 0, ukdzeme, ze K f € bE. Existuje posloupnost { fx},cn C
b€ jednoduchych funkei splitujici fr, 7 f, kde prokazdé k € Nje fr = Y0 apila, , proog,; >0, Ap; € E.
Potom s vyuzitim véty o monoténni konvergenci plati

/f K(x,dy) = /Eklgrolofk() (z,dy) = hm/fk K(x,dy) = hm Za;” (x, Ak.q)
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a protoze K (-, A) je méfitelnd pro vSechna A € &, je K f limitou méfitelnych funkci, tedy je méfitelnd.
Dale plati

1K fllo = sup / f(y)K(x,dy)‘ < |[fllo sup K(z, E) = || f|l
zelE |JE zel

z ¢ehoz plyne, ze K je operator na b€ a ze K je také spojity. Linearita je disledkem linearity Lebesgueova
integralu. a

Podobné jako pro omezené méfitelné funkce urcuje markovské jadro K na £ operator K* na prostoru
ca(€). K* je definovany nésledovné.

K*u(A) :/ K(y,A)u(dy) pro peca(é) a Ae€&.
E
Ve specidlnim pfipadé p = K(x, ) zavadime znadeni
K(l)(:ca A) = K(Za A)v K(n)(xa A) =K~ (K(n_l)(xv )) (A)v

kden € N,z € Ea A € £ Z lemmatu 1.25 plyne, ze K™ lze zavést také ekvivalentni definici jako
KM (z,A) = K (K" V(- A)) (z).

Poznamka 1.23. Pro kazdou p € P(£) je K*p € P(€) a pro kazdé n € N je K™ markovké jddro na &.

Diikaz. K*u je pravdépodobnostni mira, protoze

K () = /E Ky, 0)u(dy) = /E 0pu(dy) =0,

Ku(E) = [ K. Dyutay) = [ 1n(ay) =1

a pro posloupnost {4}, .y C € disjunktnich mnozin je s vyuzitim Fubiniho véty

K*p <U An) = /EK (y U An) p(dy) = Z/EK(%An)u(dy) =Y K*u(Ay).

neN neN neN neN

Pro A € € je ztejmé K (-, A) méfitelna, nebot K () = K. Necht je tedy K™ markovské jadro pro
néjaké n € N, potom

KO ) = 1 (KO0) () = [ K KO, dy) = KO () 0

a protoze K (™ je markovské jadro, dostavame z definice operatoru K™ platnost K("+1)(~, A)yebs. O

Poznamka 1.24. Necht K je markovské jadro na &, f € bE a u € P(E), potom plati

[t utan = [ ki@, ”)
Diikaz. Necht f € b€, bez jmy na obecnosti f > 0, potom existuje posloupnost {fx},cy C b€ jednodu-

chych funkei spliujici f 7 f, pficemz pro kazdé k € N je fi, tvaru fr = Y5, akila,,;, kde ag; >0 a
Ay, € E. Plati

/ Fe @)K (- dy) 7 / F@)K (- dy), (8)
E FE

protoze pro kazdé k € N je fr < fit+1, a tedy pro vSechna z €

/E Fe()K (2 dy) < [E fem (K (2 dy).

Dtisledkem (8) a véty o monoténni konvergenci je

k—o0

in [ [ frGau = [ [ roredue) = [ ko),
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Plati vsak

[ f@E @) = Jim [ G@K ) = lim Yok uA)
E —oo J g k~>ooi:0
ng
= dm Y [E K (=, Api)u(dz)

takze je pozadovana rovnost dokazana. O

Vzéjemny vztah operdtori K a K* v (7) je dilezity napiiklad proto, Ze umoziiuje snadnym zpusobem
dokazat nasledujici velmi uzite¢né lemma.

Lemma 1.25 (Chapmanova-Kolmogorovova rovnost). Necht K je markovské jadro na &£, f € b€, pu €
P(E) a m,n €N, potom plati

Ktm) p — () <K<m> f)
K otm)s, () (Kw)*u) .
Dikaz. Nejprve indukei dokdzeme prvni vztah. Necht n € N a « € E, potom je
K05 = [ jk @) = [ 6K (K00) @)
- /EKf(y)K<" (z,dy) = K™ (K 1)f) (),

takZe rovnost plati pro m = 1 a vSechna n € N. Necht tedy plati pro néjaké m € N a vSechna n € N,
potom

KmtD) p pe(nt) ( m>f) K™ (Ku) (K<m>f)) = K™ (K<m+1>f),

¢imz je ukazan i indukéni krok a tvrzeni je pravdivé pro vSechna m,n € N.
Daéle necht A € &, dtisledkem pravé dokézané rovnosti je

KO u(4) = /EK(“’“)(:E,A)u(d:E) = /EK () a (@) ()

/ K™ (2, A)K™* y(da) = K (KW*u) (A).
E

Dusledek 1.26. Necht K je markouvské jadro na &€, f € bE, u € P(E) an €N, potom plati
KWf=K"f a K™ u=(K")"u

kde K(* je operdtor odvozeny z markovského jidra K™ a (K*)" je n-td mocnina operdtoru K*.

Definice 1.27. Rekneme, Ze {Pt}tZO je semigrupa markovskych jader na £, pokud plati nasledujici.

(i) Pro kazdé ¢t > 0 je P, markovské jadro na &.
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(ii) Je splnéna Chapmanova-Kolmogorovova rovnost, to jest pro kazdé € E, A € £ a s,t > 0 je
Prra(e, ) = [ Py, A)Pi(o.dy),
E

Poznamka 1.28. Je-li {P;},., semigrupa markovskych jader, plati analogie lemmatu 1.25, to jest pro
fFebE, neP(E) as,t>0je
PtJrS.f:Pt(PSf)

Diikaz. Necht A € £ a x € E, podle definice plati

Pt+sIA(x) = Pt+s($,A) = /EPS(y,A)Pt(:c,dy)
— B(P(~A) @) = P (PL) (a).

Rovnost Piysf = P (Psf), kde f € b€, je tedy pravdiva pro f = I4. Standardnim postupem pfejdeme
k platnosti pro jednoduché funkce a poté pro libovolné méfitelné a omezené. Dukaz P, o = Py (P)u)
dostaneme, opakujeme-li postup v diikazu lemmatu 1.25. O

1.2.1 Fellerovska, silné fellerovska a ultra fellerovska markovska jadra

A7 dosud jsme k zaddnému vysledku o markovskych jadrech nepotiebovali metrickou strukturu F,
stadilo, aby (E,&) byl libovolny méfitelny prostor. Situace se zméni v nasledujici definici, ve které je
potiebnd alespon topologie, aby bylo moZné hovotit o spojitosti funkci na E. Déale vSak opét predpokladame
metrizovatelnost, separabilitu a tplnost.

Definice 1.29. Necht K je markovské jadro na £. K se nazjva
(i) fellerovské, pokud pro kazdou f € Cy(FE) plati K f € Cp(E),
(ii) silné fellerovské, pokud pro kazdou f € b€ plati K f € Cy(E),
(iii) ultra fellerovské, pokud je zobrazeni E — (P(€), ||]]), x — K(z,-), spojité.

Semigrupa markovskych jader {P;},., na £ se nazyva fellerovska (silné fellerovska, ultra fellerovska),
pokud P, je fellerovské (silné fellerovské, ultra fellerovské) markovské jadro pro kazdé ¢ > 0.

Lemma 1.30. Markovské jidro K je silné fellerovské prdvé tehdy, kdyz K(-,A) € Cp(E) pro kaZdou
Aek.

Dikaz. Pokud je K silné fellerovské, je také K (-, A) € Cp(E) pro kazdé A € &, coz lze ziskat specilni
volbou f = I4. Necht tedy plati K(-,A) € Cy(E) pro kazdou A € £ a {z,},y C E je konvergentni
posloupnost takova, ze x,, — . Potom K (z,,, A) — (:co, A) pro kazdou A € &, coz znamend K (zp, ) —
K(xg,-) v 7s. Podle lemmatu 1.6 je pro kazdou f € b

tim Kf(r,) = lm [ f0)K @y = /f K (20, dy) = K f(0),

n—oo n—oo
tedy Kf € Cy(E). O

Lemma 1.31. Markovské jadro K na & je silné fellerovské prdavé tehdy, kdyz K je fellerovské a pro kazZdou
kompakini mnoZinu L € £ je {K(x,-),x € L} stejné o-aditivni.

Diikaz. Necht K je fellerovské a {K(z,-),z € L} je stejné o-aditivni pro kazdou L € £ kompaktni. Bud
{Zn}, ey C E konvergentni takovd, ze x,, — xo, potom je {x,}, .yU{zo} kompaktni a podle lemmatu 1.11
existuje p mira na & takové, ze K (x,,,A) = u(A) pro vSechny A € £ a néjakou vybranou podposloupnost
{Zn, }ren- Odtud vyuzitim lemmatu 1.6 pro kazdou f € b€ dostavame

Jim K () = lim [ f()K (e, dy /f@ (9)

%OOE

16



Protoze K je fellerovské, je také pro kazdou f € Cp(E)

i K (o) = K (o0) = [ F0)K (o, ) (10)

Dtisledkem (9), (10) a lemmatu 1.2 pro A = E je u = K(xo, ), tedy pro f € b€ plati

[E fdu = [E F () K (20, dy) = K f(x0)

a podle (9) a poznamky 3.7 je K silné fellerovské.

Pro dikaz obracené implikace predpokladejme silnou fellerovskost K. Ziejmé K je také fellerovské.
Bud {z,}, .y C E spliujici z,, — o, podle lemmatu 1.30 je K(x,,A) — K(xo,A) pro kazdou A € &,
coz znamend, ze mnozina {K (z,,-),n € N} je Tg-relativné sekvencialné kompaktni. Disledkem lemmatu
1.11 je stejné o-aditivita mnoziny {K(z,,),n € NU{0}}, ¢imzZ je tvrzeni dokdzdno pro specidlni piipad
L ={xn}, ey U{zo}. Necht je L € £ libovolnad kompaktni a { K(z,-),z € L} neni stejné o-aditivni, takze
pro né&jakou posloupnost A \, 0 plati

lim sup K (z, Ax) #0

k—o0 x€EL

Existuji tedy € > 0, vybrana podposloupnost {Ag, },cy a {71},cny C L takové, ze K(x;, Ay,) > €. Z kom-
paktnosti L ale plyne existence vybranych podposloupnosti {xln}neN, Ty, —> To & {Akl" }neN

K(wy,, Ar,,) > €, coz ale znamena, ze {K(x1,,-),n € NU{0}} neni stejné o-aditivni, ¢imz je tvrzeni
sporem dokazéno. O

spliujicich

Necht F je podmnozina mnoziny redlnych funkci na E. Pfipomeiime, ze F se nazyva stejné spo-
jitd v & € E, pokud pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové, ze kdykoliv je d(z,y) < ¢, je také
sup{|f(z) — f(y)|, f € F} < e. Déle F se nazyva stejné spojita, pokud je pro kazdé = € E stejné spojita
v x. Pomoci stejné spojitosti lze charakterizovat ultra fellerovska markovska jadra.

Lemma 1.32. Markovské jadro K na £ je ultra fellerovské pravé tehdy, kdyZ {Kf,f € b&, | f|l. <1}
je stejné omezend a stejné spojitd mnozina. Specidlné plati, Ze ultra fellerovské markovské jdadro je silné
fellerovske.

Dikaz. Necht z,y € E, potom je

1K)~ K. )| = sup{\/ PR - [ fOR.)] s el <1}
= sup{|Kf(z) - Kf(y)|,f bl |fllo <1},
takze ze spojitosti x — (K (z,-),|||) plyne stejna spojitost {K f, f € b€, || f|, < 1} a obracené. Stejna
omezenost téhoz je ziejma. O

Lemma 1.33. Necht K a L jsou silné fellerovskd markovskd jadra na £, potom markovské jidro N na &
definované jako
N(z,)=K*(L(z,:)) pro z€FE

je ultra fellerovské. Specidlné K™ pro n > 2 je ultra fellerovské a kazdd silné fellerovskd semigrupa
markovskych jader na & je ultra fellerovska.

Diikaz. Viz [11], disledek 5. O
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2 Invariantni miry markovskych jader

Nékteré poznatky této sekce, zejména lemma 2.3 a véta 2.4, jsou inspirovany prednaskou Markovské
procesy na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy v Praze.

Definice 2.1. Necht K je markovské jadro na £ a p € P(£), potom se p nazyvé invariantni mirou K,
pokud plati K*p = p.

Definice 2.2. Semigrupa markovskych jader {P;},., na £ se nazyva méfitelnd, pokud je pro kazdou
A € € zobrazeni (t,z) — P;(x, A) méfitelné vzhledem k B(R,) ® &.

Lemma 2.3. Necht K je markovské jidro na € a u je jeho invariantni mira, potom je také p invariantni
mira markovského jddra K™ pro viechna n € N. Ddle necht {P;},~, je méritelnd semigrupa markovskych
jader na &€ a existuji to > 0 a mira v na € takové, Ze v je invariantni mira Py, potom p definovand jako

1 [t
w(A) = t_/ Piv(A)ds pro A€ & (11)
0 Jo

je invariantni mira Py pro kazdé t > 0.

Diikaz. Podle dusledku 1.26 plati
K" = (K" = p.

Déle ukazme, ze p definovand vztahem (11) je invariantni pro P, kde ¢ > 0. Ovéfit platnost u € P(E)
je s pomoci Fubiniho véty snadné. Podobnym zptisobem jako v dikazu poznadmky 1.24 se da ukazat

[ st = [ [ swpivaas

pro libovolnou f € b€. Poditejme tedy

* * 1 tO *
rua) = [ e = [ powea -+ [ [ Bowpivas
E E 0Jo JE
1 to 1 to 1 t+to
= — / IA(y) P} v(dy)ds = —/ Py v(A)ds = —/ Piv(A)ds
toJo JE to Jo to Ju
1 to 1 t+to 1 t
= — Plv(A)ds+ — Plv(A)ds — — / Prv(A)ds
to Jo 0 Jt to Jo
1/ 1
= u(A)+ —/ P} (Piv) (A)ds — —/ Prv(A)ds
t() 0 0 t() 0
= p4),
¢imz jsme ovérili, ze p je invariantni mira P;. O

2.1 Sunyachova véta. Konvergence k invariantni mife ve Wassersteinové me-
trice

Véta 2.4 (Sunyach). Necht K je markouvské jadro na &, které spliiuje ndsledugici podminky.
(1) Ezistuje o € E takové, %e K(x9,-) € P1(£).

(2) Euzistuje 6 < 1 takové, Ze pro viechny f € C;"' (E) = COY(E) NbE plati Kf € Cp'(E) a Lip(K f) <
OLip(f).

Potom plati ddle uvedend tvrzeni.
(i) Ezistuje jedind mira pn na &, kterd je invariantni pro K. Navic je p € P1(E).
(i) Funkce ¢ definovand jako
o(z) = /Ed(x,y)K(:c,dy) pro z€FE

spliiuje ¢ € COH(E).
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(i11) Pro kazdé v € P1(E) a k € N plati

W (KO,p) < 19k9/ odv.
- E

(i) Pro kazdou p € P(E) plati K"*p — p slabé.

Dikaz. Nejprve ukazme, ze pfedpoklad (1) plati pro vSechna = € E,| to jest pro kazdé x € F je K(x,-) €
P1(€). Bud z € E libovolné pevné, potom podle (1) existuje ¢ < oo splijici [}, d(z,y) K (zo,dy) < c. Plati

[Ed(&y)K(I,dy) < [Ed(z y) K (z, dy) — /dzy xo,dy‘ /dzy xo,dy)‘
< lm /E(kz/\d(z,y))K(x,dy)—/ (k;/\d(z,y))K(xo,dy)‘-i-c
= [ (K (kAd(z,)) (2) = K (kAd(z) (zo0)] + ¢
< kl;rrgo Lip (K (kA d(z,-))) d(z,z0) + ¢
< kl;rrgo OLip (k A d(z,-)) d(x,x0) +
< Bd(x,x0) + ¢ < 00,

coZ znamend, Ze K(z,-) € P1(E).

Dale plati, Ze piedpoklad (2) je splnén pro kazdou f € C%1(E). Bud f € C%!(FE), podle poznamky
1.15 je f € LY(K(x,)), takze K f je redln4 funkce na E. Bez jmy na obecnosti uvazujme f > 0, potom
je

[Kf(z) = Kfy)l = lm [K{EAF()) () - KEAFC))G)
Jim Lip (K (kA f())) d(z,y)
—00
lim OLip (kA f(+)) d(z,y)
k—o0
OLip (f) d(z,y),

IN A

IN

tedy K f € C%Y(E) a Lip(K f) < 0Lip(f).
Lipschitzovskost ¢ dostavame z nasledujicich odhadi pro x,y € E.

K (d(y,")) ()]

K(d(y, ) (@) + K (d(y, ) () — K (d(y,-)) (v)]
) —d(y,-)) (z)| + Lip (K (d(y, ")) d(z,y)

K (ld(z,-) = d(y,-)|) (x) + 8d(z, y)

K (d(z,y)) () + 0d(z,y)
(1+6)d(z,y).

/Ede*y:/Edey

je splnéna kdykoliv f € CO(E) a v € P1(£), jak lze opét ukizat s pomoci véty o monoténni konvergenci
pro funkce fr = kA f 7 f. Disledkem je K*v € P1(€) kdykoliv v € P1(£), protoze pro z € E plati
K(d(z,")) € C%Y(E), a tedy

!
=

lp(z) — ©(y)|

VAN VAN VAN VAN

I
<
<

Rovnost

/dzyKde /K Jv(dy) <

V P1(€) existuje préavé jeden pevny bod K*, protoze K* je kontrakce vzhledem k Wassersteinové
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metrice, v niz je P1(€) plny. Budte v,y € P1(E), potom
Wi (K*'v, K*v) = sup{ / fdK*v f/ FAK*~
E E

= sup{/EdeV—/Ede’y

< sup{/Efdy—/Efdv‘,fECO’l(E),Lip(f)g@}

= OSup{‘/Efdz//Efd'y

= Wi(v,y).

,f € CO(E),Lip(f) < 1}

,fec (B),Lip(f) < 1}

,f € CON(E),Lip(f) < 1}

Jedinou invariantni miru K z P;(€) ozna¢me p. Podle znéni Banachovy véty pro kazdé k € Na v € P1(€)

plati .
() = () <17

Ukazme, ze Wy (K*v,v) < [, ¢dv. Bud f € C%'(E), Lip(f) < 1, potom

/Ede*y—/Efdl/ /Edeu—/Efdy /E/Ef(y)K(x,dy)y(dx)_/Ef(x)y(dx)
/E/E(f(y)_f(x))K(I,dy)u(dx)

/E/E|f(y)*f(:c)lK(:c,dy)l,(dx)
/E /E d(z,y) K (z, dy)v(dz)
- /E o(z)v(dz),

Wi (K*v,v).

IN

IN

takze z definice W1 skutec¢né dostaneme pozadovanou nerovnost. Celkové tedy plati pro kazdou v € P4 (€)
a kazdé k € N odhad

ek
(k)= <
Wi (K v, ,u) <71 g /Eapdu, (12)

z &ehoi plyne K ®)*y — ;i ve Wassersteinové metrice, a tedy i slabé.
Bud z € E, dusledkem specidlni volby v = 4, v odhadu (12) je W1 (K(k)(x,~),u) — 0, a tedy
K®)(z,.) — u slabg, coz znamena

lim K(k)f(x) = lim f(y)K(k)(ac,dy) :/ fdu
k—o0 k—oo J g E

pro kazdou f € Cy(E). Pak ale K(®)*p — 1 slabé, protoze

. (k)* , — 3 (k) —
lim /Ede P /Efdu‘ klggo}/EK fdp /Efdu‘
= lim /E (K(’“)f(:c)— /E fdu> p(dz)
— 0

pro vSechny f € Cp(E), coz plyne z véty o majorizované konvergenci, a tedy plati (iv).

Nakonec dokazeme, Ze neexistuje jind invariantni mira p € P(€) pro K. Je-li totiz p invariantni mira
pro K, plati K®*p = p pro kazdé k € N a zaroveni K(®)*p — 11 slab&. Z jednoznacnosti slabé limity tim
ziskdvame p = p. Mira p je tedy jedinou invariantni mirou K. O

Véta 2.5. Necht { P}, je méritelnd semigrupa markovskych jader na £ a existuje to > 0, pro které jsou
splnény ndsledugici podminky.

(1) Ezistuje xo € E takové, Ze Py (xo,-) € P1(£).
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(2) Euistuje 0 < 1 takové, Ze pro viechny f € Cy''(E) plati Py f € C)'(E) a Lip(Py, f) < OLip(f).

(3) Ezistuje M < oo takové, Ze pro kaidou f € Cp'(E) a kazdé 0 < s < to je P.f € CP'(E) a
Lip(Ps f) < MLip(f).

Potom plati ddle uvedend tvrzeni.
(i) Ezistuje jedina mira p na &, kterd je invariantni pro P; pro kazdé t > 0. Navic je p € P1(E).

(i) Funkce ¢ definovand jako

o(x) :/Ed(ac,y)PtO(x,dy) pro z € FE

spliuje ¢ € COH(E).
(i) Pro kazdé v € P1(E) at >0 plati

log 0 M
Wi (P} <e o ——— dv.
1(Pfv,p) <e 0 9(179)/E<PV

(iv) Pro kazdou p € P(E) plati Pfp — u slabé.

Diikaz. Podle véty 2.4 vime, Ze existuje jedinad invariantni mira p markovského jadra P;, a navic je
€ P1(€). Lemma 2.3 zaruuje existenci invariantni miry p pro P, t > 0. Je vSak p = p, protoze P, mé
jedinou invariantni miru p. Dale vime, Ze pro kazdé v € P1(€) a k € N plati odhad

91@
Wi ((P) ) < 15 [ o

Poznamenejme, Ze pro vSechna ¢t > 0 je splnéno P;v € P1(€). To lze snadno ukdzat z predpokladu (3),
jehoz platnost pro kazdou f € C%1(FE) lze ukazat jako v diikazu véty 2.4, specialni volbou f = d(z,-) pro
z € E. Existuji k € NU{0} a 0 < s <t takové, Ze t = kto + s. Potom plati

Wi (Pfv,p) = sup{ /EfdPt*u—/Efdu‘ ,fecHE),Lip(f) < 1}

= sw{| [ sari, o [ sari. g e o) tivg <1}

- sup{ | psari- [ Psfdu‘,fGCO’l(E),Lip(f)S1}

< Msup{

/fd(P;))’“y/fdu‘,fecovl(E),Lip(f)g}
E E
= uwi ((P)" vn)

< M‘gk/ d
V.
= 1-6),%

Plati vsak

t—s t—tg e_t%
0F =07 <0 =—w—o
- 0
takze je

log 6| M
Wy (P} <e T —/— dv.
1( tV7/'[/)—e 0 9(179)/E()0V

Slaba konvergence P;*p — p pro p € P(E) se ukaze stejnym zpisobem jako ve vété 2.4, jejimz diisledkem
je i lipschitzovskost ¢.
O

21



2.2 Uziti Sunyachovy véty v teorii stochastickych diferencialnich rovnic
Bud (Q, F, {]:t}tzo ,IP) stochasticka baze splitujici obvyklé podminky a necht W znaé¢i n-dimenzionalni

. . y . m n 3
Fi-Wienertiv proces. Ozna¢me M, x,, prostor matic typu m x n s normou || A|| = (21:1 2 i1 a%) =

Tr (A’A), kde Tr(A) znaéi stopu A € M, x,. Dale uvazujme lipschitzovské funkce b : R™ — R™,
o :R™ — M,,«n a stochastickou diferencialni rovnici

Pro kazdé x € R™ existuje pravé jedno feseni X* = { X7}, rovnice (13) s poc¢atecni podminkou X§ = z.
Prot >0,z € R™ a A € B(R™) definujme B

Py(z, A) = P(X] € A), (14)
potom se da ukazat, ze {Pt}tZO tvofi semigrupu markovskych jader na B(R™).
Véta 2.6. Necht existuje w > 0 takové, Ze pro koeficienty rovnice (13) plati
2 : m
2( — y,b(x) = b(y)) + o (@) —o(W)|* < —wllz — y|* kdykoliv z,y € R™, (15)
potom jsou pro semigrupu markovskych jader definovanou vztahem (14) splnény predpoklady véty 2.5.

Diikaz. Piedpoklad (1) véty 2.5 je splnén, protoze pro kazdé x € R™ plati

/ Iyl Pz, dy) = B(1X3] < /B IXFIP < e/1+ [l < .
Rm
Dale bud f € Cg’l(E), z,y € R™ at >0, potom

(2)Pi(x,dz) — (2)Pi(y,dz)
]R'm. R’"L

= [Ef(XY) = Ef(XY)]

|Pif(x) = Pif(y) =

< BIf(X?) - f(X])| < Lip(f)E | X} — X/|| < Lip()\/ E | X7 — X!|*. (16)
Vyraz (16) lze odhadnout néasledujicim postupem. Definujeme-li Y; = (X[, X/)’, potom Y = {Y; },5, Fesi
rovnici x7) x2) -
[ b(XY o(XF
= (i Jor+ (oG ) am

s podatedni podminkou Yy = (z,y). Dale bud V : R2™ — R takova, ze V((u,v)") = |lu—v|* pro
u,v € R™. Potom V € C%(R*™) a plati

() =207,
er((0)=2 (4 7))

kde I € M,,xm je jednotkova matice a DV a D?V znaéi prvni a druhou Fréchetovu derivaci V. Uzitim
Itéovy formule pro vicerozmérné spojité semimartingaly dostaneme

i -xtP = le-uf+s [ {2 (G238 (050)))
((06) (4 7))
v [ (572 (o) Yan, )

pri¢emz stfedni hodnota stochastického integralu v rovnici (17) je nulova pro kazdé ¢t > 0, coz lze ukazat
pomoci nasledujiciho odhadu pro € R™, A € M, xp, kde A; znaéi j-ty sloupec A.

n

2" Al® = [1(Gz, Av), s G AP =D, A5)7 < D 2l 114517 = =) 11A]1,
j=1

j=1
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a tedy prot > 0 je

E/o <§—§y )(Zﬁi‘éi) ds = E/;WXEX;:’)’(U(X:)a(Xg))st

t
< E/Wﬁ>XMWdX®fdme®
0
t
SLMW?/M$XW®
0
< Lip(0)*E sup || X7 - XY||*
0<s<t
< allz—yl* < oo,

odkud plyne, Ze stochasticky integral v (17) je Lo-martingal na [0,¢]. Podle (17) tedy vime

t
BlIXf - X!|° = ||w7y||2+E/ {2(X7 - XV, 6(X7) — b(XY))
0

FTr ((0(X3) — 0(X2)) (0(X7) — o(X2)) Jds

lz = yII* +E/O {2(X7 = XV, b(XT) = (X)) + [|o(XZ) — o(XY)|* }ds

IN

wamF+A—wﬁwX§fXﬂF®~

Oznadime-li nyni ¢ : R, — R FeSeni obycejné diferencialni rovnice ¢/ (t) = —wip(t), 1(0) = ||z — y||*, které
je tvaru ¥(t) = e~ ||z — y||?, plati podle srovnavaci véty

2 —w 2
E|Xy = X/|I" <) =e "z -yl

S vyuzitim (16) nakonec ziskdvame

|Pf(x) = Pif(y)] < e 2 Lip(f) ||z =y,

odkud jiz snadno plyne platnost pfedpoklada (2) a (3) véty 2.5. O

2.3 Konvergence k invariantni mire v normé totalni variace

Lemma 2.7. Budte i € P(E) a {pin},cy C P(E) takové, Ze pn — p slabé. Ddle bud F mnoZina stejné
omezenych a stejné spojitych redlnych funkci na E, potom plati

nan;osup{‘/]Efdun/]Efdu‘,fef}O.

Diikaz. Viz [2], disledek 11.3.4. O

Disledek 2.8. Budte p € P(E) a {pn}, ey C P(E) takove, Ze j, — p slabé. Potom, je-li K ultra
fellerovské markovské jadro na &, plati || K*pu, — K*pl| — 0.

Diikaz. Necht K je ultra fellerovské. Ozna¢me F = {K f, f € b&, | f||,, < 1}. Podle lemmatu 1.32 je stejné
omezena a stejné spojita. S vyuzitim lemmatu 2.7 dostavame

|K* o, — K* || = sup{/de*un—/de*M 7f€b85||f|oo§1}
E E
s {| [ Ksaun— [ wsanl. s eoein <1}
E E
= sup{/gdun/gdu‘,ge}'}ﬂo.
E E
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Véta 2.9. Plati nasledujici tvrzend.

(i) Bud K silné fellerovské markovské jdadro na € a u € P(E) jeho invariantni mira. Necht v € P(E) a
KM™*y — i slabé, potom ||K(”)*1/ — /LH — 0.

(11) Bud {P,},~, silné fellerovskd semigrupa markovskych jader na £ a p € P(E) invariantni mira P
pro kazdé t > 0. Necht v € P(E) a Pfv — u slabé, potom | Pfv — ul|| — 0.

Diikaz. (i) : Podle lemmatu 1.33 je K®* ultra fellerovské. Disledkem 2.8 tedy je

n—oo n oo

lim HKW*V - “H — lim HK<2>* (K<”*2>*y) _ K@,
—

‘:o.

(#7) : Podle lemmatu 1.33 je { P },~, ultra fellerovska semigrupa. Zbytek se ukaze opét pomoci dusledku
2.8. - a

Ukézali jsme, Ze pii silné fellerovskosti K respektive {P;},., konverguje {K (”)*V}neN respektive
{P{v},~, v totalni variaci pravé tehdy, kdyz konverguje slabé. Pro rychlost konvergence ale nemusi pla-
tit stejné horni odhady. Dale je ukdzana podminka na geometrickou respektive exponencidlni rychlost
konvergence v normé totalni variace.

Véta 2.10. Bud K markovské jadro na & a u € P(E) jeho invariantni mira. Necht jsou splnény ndsledugici
podminky.

(i) Ezistuje T' < oo takové, Ze pro kaZdou f € b€ a z,y € E plati
|Kf(z) = Kf(y)] <Tfllo d(z, ).

(ii) Ezistujiy: E — R a0 <1 takové, Ze pro kaZdé x € E,n€Na f € Cl?’l(E) plati
K05~ [ fau] < orLin(ryia).
E
Potom pro n > 2 a kazdou v € P(E) takovou, Ze v € L*(v), je

HK(n)*l/ - ”H < e’HF/ Wdv.
E

Dikaz. Bud f € b€ an > 2, potom je

/Ede(”)*u—/Efd,u‘ =

/EK<"—1> (Kf)dz/—/Edeu‘

< [ g @ - [ K vao)
E E
< 0" Lip( ) [ v
E
< 0 [ v
E
odkud z definice normy totalni variace plyne pozadované tvrzeni. O

Véta 2.11. Bud {P;},~, semigrupa markovskych jader na € a p € P(E) invariantni mira P, pro kaZdé
t > 0. Necht jsou splnény ndsledugjici podminky.

(i) Ezistuji ' < oo a T > 0 takové, Ze pro kaZdou f € b€ a x,y € E plati
[Prf(z) = Prfy)l <T|fll d(z,y).

(i) Existuji ¢ : E — R a -y > 0 takové, Ze pro kaZdé t € E, t >0 a f € Cg’l(E) plati

Pt - [ fdu‘ < e Lip(f)¥(a).
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Potom pro t > 0 a kazdou v € P(E) spliugici ¢ € L (v) je

P = < T [ v

Dikaz. Bud f € b€ at > 0, potom je

/EfdP;iHV—/Efd,u‘

[Ept (PTf)du—/EPdeu‘

J

efvtLip(PTf)/Ewdy

IN

v(dx)

P, (Prf) (z) — /E Prfdu

IN

IN

T £, / b,
E

odkud opét z definice normy totalni variace plyne pozadované tvrzeni. O
Poznamka 2.12. (1) Pfedpoklad (i) ve vétdch 2.10 a 2.11 jiZ zaruéuje ultra fellerovskost K a Pr.
(2) Piedpoklad (ii) ve vétdch 2.10 a 2.11 je splnén za pfedpokladi Sunyachovy véty.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme pouze pro markovské jadro K. Pro semigrupu { P}, se provede analogicky.

(1) : Necht z,y € E, potom
sup{ |t - [ 1K@

sup {|K f(z) — Kf(y)|, f € b, [|fllo <1}
sup {T' || fll . d(z, ), f € bE, || fll o <1}
= Td(z,y),

1K () = K(y, )l

e If s1}

IN

takze E — (P(E),|I]l),  — K(z,-), je spojité a K je ultra fellerovské.
(2) : Oznacme g = TH)%’ potom g € Cg’l(E) a Lip(g) < 1. Pro z € E an € N podle Sunyachovy véty
plati

‘K(’”f(w) - /E fdu‘

/E F(0) K™*5,(dy) — /E fdu‘

— Lip(f) } [ ot K05, - gdu}
E E
< Lip(f)W (K<”>*5z,u)
< i .
< Loip(ne)
Staci tedy volit ¢ = 155. O
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3 Postacujici podminky pro silnou fellerovskost markovskych ja-
der

Definice 3.1. Markovské jadro K na £ se nazyva absolutné méritelné, pokud existuje o-kone¢na mira u
na & takova, ze K(x,-) < p pro kazdé x € E. V takovém pfipadé se p nazyvd bdzi K ak: Ex E — R

takova, ze k(z,-) = %‘f’—') pro x € E, hustotou K.
Lemma 3.2. Silné fellerovské markovské jadro je absolutné méritelne.

Diikaz. Bud K silné fellerovské markovské jadro na £ a {2}, C E spocetna a hustd mnozina. Polozme
B = D ken ﬂ%l, potom g je bazi K, coz lze dokdzat sporem. Necht tedy u(A) = 0 pro A € € a
existuje z9 € E takové, ze K(z9,4) > 0. K(-,A) = KI4 je podle pfedpokladu spojitd, tudiz existuje
U € & oteviené okoli 2 tak, ze K(x,A) > 0 pro kazdé x € U. Vime ale, Ze existuje zx, € U, tedy také
K(zg,, A) > 0, coz je spor. O

Piiklad 3.3. Viz [8]. Absolutné métitelné fellerovské markovské jadro nemusi byt silné fellerovské. Tako-
vym piikladem je jddro K na prostoru [0, 1] s obvyklou metrikou.

f( z =0,
Kf(z)= {12f0 (z—y)fly)dy 0<z<1.

K je jisté absolutné méritelné, pricemz bazi tvori dg + A. Fellerovskost K plyne z nasledujicich odhad.
Necht nejprve f € Cy ([0,1]) a0 < 21 < x2 < 1, potom

2

i) - 55wl = |5 [T [ e - i
2 (7 2 [T
< |5 [ @-nwa-5 [ (:vly)f(y)dy‘
+ % Oxl(wl—wz dy——/ T2 —Y y)dy‘
2
2 x1
< |(1-2) 3 [ -nioa] + |5 [T -mrw)
0
+ —/ (2 —y )dy‘
< UA11= 2]+ Sl - ool + Ul or = a2 0 pro a1 — a2
2

a tedy je K f spojita na intervalu (0, 1]. Je ale spojitd i v 0, nebof pro 0 < x <1 je

2 /0 @ — ) fy)dy — F(0)] =

x2

Kf() ~ Kf(O) = = R OREO)Y

< sup |f(y)— f(0)] = 0 prox — 0.
y€(0,x)

Markovské jadro K neni ale silné fellerovské, protoze K1y = Itoy ¢ Cp ([0, 1]).

Véta 3.4. Necht K je fellerovské a absolutné méritelné markovské jddro na € s bdzi i a hustotou k. Je-li
w konecénd a k omezend, je K silné fellerovske.

Diikaz. Bud L C E kompaktni a {Ag}, . C & takova, ze Ay N\, 0, potom

lim sup |K(z, Ax)| = lim sup

k—o0 ze 1, k—oo zep,

/A f@(%y)u(dy)‘ < lim Bp(Ax) =0,

kde 8 < oo je libovolné takové, Ze k(z,y) < 8 pro vSechna x,y € E. Nyni sta¢i pouzit lemma 1.31. O

Pfedchozi tvrzeni se d4 podstatnym zptisobem zesilit, coz je dale ukazano v sekci 3.1 ve vété 3.11 nebo
v sekci 3.2 ve vété 3.21.
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3.1 Charakterizace silné fellerovskosti pomoci hustot

Definice 3.5. Necht p je mira na &, potom se mnozina F C L!(11) naz§va stejnomérné intagrovatelna,
pokud je omezend v L (1) a pro libovolné € > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazdou A € & plati implikace

(A) <6 = supser [, fdu <e.

Lemma 3.6. Bud K markovské jadro na £ s bdzi i a hustotou k, potom je-li pro kaZdou kompakini L € £
mnozina {K(x,),x € L} stejné o-aditivni, je také mnoZina {k(x,-),x € L} stejnomérné integrovatelnd.
Je-li navic u konecnd, plati i obrdcené turzend.

Diikaz. Podle dusledku IV.8.11 v [3] plati prvni éast lemmatu. K dikazu druhé ¢asti predpoklddejme,
ze {Ap}peny C € spliuje Ap N\, 0, potom kvili konecnosti p splituje také pu(Ax) — 0, a tedy podle
definice stejnomérné integrovatelnosti pro kazdé e > 0 existuje ng € N takové, ze pro libovolné n > ng je
SUpP,cr, fAn k(z, y)pu(dy) < €, coz také znamend, ze {K(z,-),x € L} je stejné o-aditivni. O

Véta 3.11 ukazuje, ze tvrzeni pfedchoziho lemmatu lze pro fellerovska jadra obratit i bez nutnosti
pfedpokladu konecnosti baze u. V jejim dikazu bude pouzita zobecnéné verze Heineho charakterizace
spojitosti funkce na metrickém prostoru, ktera ma nasledujici znéni.

Poznamka 3.7. Plati, Ze f : E — R je spojitd v xg € E pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou konvergentni
posloupnost {xn}, .y C E, xn — 20, existuje vybrand podposloupnost {xn, }, o spliugict f(zn, ) — f(xo)-

Dikaz. Nutnd podminka pro spojitost f v xg plyne z ptivodni Heineho véty, nebot jestlize kazda po-
sloupnost {z,} Zn — g, spliiuje f(x,) — f(zo), pak sta¢i za vybranou podposloupnost zvolit opét
{x” }nEN‘

Pro dtkaz obracené implikace pfedpoklddejme, ze f neni spojitd v xg, tedy existuje ¢ > 0 takové,
ze pro kazdé § > 0 lze nalézt « € B(xo,d) splijici |f(x) — f(zo)] > €. Necht tedy pro kazdé n € N
je an € B(wo, L) takové, Ze |f(zn) — f(zo)| > €. Pak jisté kazdd vybrana podposloupnost {zn, },cy
posloupnosti {2, },, .y spliuje opét |f(zn,) — f(x0)| > €, a tedy f(zn,) = f(20). O

neN?

Definice 3.8. Mira p na &£ se nazyva lokalné konecna, pokud pro kazdé = € E existuje U € £ oteviena
takovd, ze x € U a pu(U) < oo.

Lemma 3.9. Bud p lokdlné konecnd mira na £, potom ezistuje posloupnost {Bj}jeN C & otevrengch
omezengjch mnozin takovd, Ze pro kazdé j € N je u(B;) < oo, Bj C Bji1, UjeN B; =FE.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze je-li U € £ neprazdna a otevrend, existuje posloupnost otevienych mnozin
{Vi}pen C € takovd, ze pro kazdé k € N je Vi, C Viy1 a Upey Ve = U. Bud 29 € U a f funkce na E

definovana predpisem
dist(y, X \ U)

~ dist(y, X \ U) + d(y, z0)

f)

Déle necht V, = {ac eX, f(z)> ﬁ} pro k € N. Protoze je f € C(E) a V = f~1 (klﬁ,oo), je Vi
oteviend pro kazdé k € N. Bud {z,}, .y C Vi, 2 — 2’ € Vi, potom f(z,,) > k%_l pro kazdé n € N a také
flxn,) — f(2'), proto plati f(z') > klﬁ, coZ znamena, ze Vi C {:c €E f(x)> ﬁ}, odkud jiz plyne
Vi C Viky1 pro vSechna k € N, nebot

Vi c {x € B, f(z) > %H} s [k%loo) cf (k%zoo) Vi,

Vlastnost (J, .y Vi = U je také splnéna, protoze pro libovolné x' € U je f(2') > 0, a tedy existuje k € N
takové, ze f(z') > klﬁ, tudiz i 2’ € V.
Bud nyni {z,}, .y C E hustd mnozina. Kviili lokdlni konecnosti y1 a separabilité £ existuji {U,}, oy C
& oteviené a omezené spliujici u(U,) < oo a |J,cyUn = E. Podle predchoziho vSak pro kazdou Uy,
existuje posloupnost otevienych mnoZin {ank}kEN C &, pro kterou je m C Vakr1 @ Ugen Vak = Un.
Polozme _
j
B; = Va,

n=1



a jelikoz Vi, x C Up, je u(Vu k) < 00, Bj je omezend a také u(Bj) < oo pro viechna j € N. Vlastnost
Bj C Bj+1 je splnéna, nebot

j+1
B;  |J Vo € | Vo = B
n=1 n=1

Nakonec sta¢i ukdzat platnost UjeN B; = E. Bud z € E, pak existuje n € N takové, ze © € Uy, a tedy
také existuje k € N takové, 7e 2 € V,, . Plati ale V,,, € Ul_, Vi; = Bj, kde j > max {n, k}. O

Lemma 3.10. Necht K je fellerovské absolutné mévitelné jdadro s hustotou k vzhledem k bdzi i, kde u je
lokdlné konecnd. Ddle bud L € £ kompaktni, potom je ndsledujici ekvivalentnd.

(i) {k(z,-),z € L} je stejnomérné integrovatelnd v prostoru L (u).

(i) Pro kaZdou B € & otevienou a omezenou spliujici p1(B) < oo je {Ig(-)k(z,-),z € L} stejnomérné
integrovatelnd v prostoru L*(p).

iii) Existuje posloupnos i}.en C & oteviengch omezengch mnoZin takovd, Ze pro kazdé j € N je

1) Existug l t {Bj}jen C € otevienyjch jch Zin takovd, Z kazdé j € N j
w(Bj) < oo, Bj C Bjy1, UjenBj = E a {Ip,(")k(z,-),x € L} je stejnomérné integrovatelnd v
prostoru L' ().

w) Ezxistuje posloupnost {B,}._ C &€ otevrenych omezenych mnozin takovd, Ze pro kazdé j € N je
JJjeN
w(Bj) < oo, B; C Bji1, UjenBj = E a {Ip,(")k(z,-),x € L} je stejnomérné integrovatelnd v
prostoru L' ().

Diikaz. (i) = (i1) : Vime, Ze pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, ze plati-li pro néjakou A € € u(A4) < 4,
pak pro ni plati také sup,; [, (2, y)u(dy) < e. Zaroven ale pro B € £ otevienou a omezenou spliujici
u(B) < oo plati

sup /A T () (z i(dy) < sup /A () u(dy) < e,

takze je {Ig(-)k(z,"),z € L} stejnomérné integrovatelnd.

(i4) = (iv) : Existence posloupnosti { B} } . je ukdzdna v lemmatu 3.9 a stejnomérn4 integrovatelnost
{Ip,(")k(z,"),x € L} je predpoklédéna ve (i).

(iv) = (i) : Je-li pro kazdé j € N splnéno B; C Bji1, je i B; C Bji1. Ostatni vlastnosti jsou
predpokladany.

(¢i1) = (i) : Prvnim cilem je ukazat platnost KIp, € Cy(E) pro kazdé j € N. Bud tedy j prozatim
pevné a pro kazdé n € N bud

pr(dy) = I, (y) K (s, dy),

pro libovolnou pevné zvolenou konvergentni posloupnost {In}neN C E. Ozna¢me lim,,_,o T, = 2g. Po-
sloupnost {pn}, oy je stejné o-aditivni, nebot pro {Ax}, .y C € takovou, ze Ay, \, 0, plati

lim sup pu(Ay) = lim sup / I, (4)K (n, dy) = lim sup / I, (9)(n, y)a(dy) = O,
Apg AkﬁBj

k—00 neN k—00 neN k—00 neN

protoze 1(ArNB;) — 0 prok — oo a {Ip, (-)k(zn,),n € N} je stejnomérné integrovatelna. Podle lemmatu
1.11 je tedy {pn },cy zaroven Ts-relativné sekvencialné kompaktni, a tedy existuji vybrana podposloupnost
{Zn, }ren @ mira po na € takové, Ze pro libovolnou f € b€ je

i K(f1,)(on) = Jim [ ), K @nyody) = i [ fdpu, = [ fdpo (19)
k—o00 k—oco J g k—oo J g E
Bud déle f € Cy(E) nulova na E'\ B;. Plati f = fIp;, a tedy kviili fellerovskosti K plati také
Jim K (78, @) = i [ £0)n, (K (@) = [ )T, (0)K 20, (19)
—00 k—o0 E E
Nyni z (18) a (19) dostavame, ze pro kazdou f € Cy(E) nulovou na E \ B; je

/Efdpo:/Ef(y)IBj(y)K(:Eo,dy)-
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Diisledkem lemmatu 1.2 je, ze
pO(dy) = IB]' (y)K(an dy)7 (20)
nebot po(E \ Bj) = 0, coz lze ziskat dosazenim f = I\, do vztahu (18), a

| 1,0 K (a0 dy) = K (z0,0) =
E\B,
¢imz jsou ovéfeny vSechny jeho predpoklady. Rovnosti (18) a (20) nyni pro f € b€ dohromady dévaji

Jim K (f1p,)(n,) = /E fdpo = /E FW)Is, (y) K (wo,dy) = K(fIp;)(xo)

a specialné pro f = I je K(Ip,)(xn,) = K(Ip,)(x0), takze K (Ip;) € Cy(E) podle poznamky 3.7.

Nyni z vlastnosti K (Ip;) € Cy(E) plyne K(Ip\p,) = Ir — K(Ip,) € Cy(E). Déle K(Ig\p,) “\ 0, nebot
Ip\p;, 0 a Ip\p, <1, takze jde o disledek véty o majorizované konvergenci. Podle Diniho véty pro
kazdou kompaktni mnozinu L € £ plati

lim sup K (Ip\p,)(z) = 0. (21)

J—00 gL

Bud € > 0 libovolné, pak podle vyrazu (21) existuje j € N velké tak, ze

sup K (I 5, )(z) = sup /E Ip s, (), y)p(dy) <

€
z€L z€L 2

Zarovell pro tato j a e existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé A € &, pro néz je pu(A) < 94, je také
sup,er [4 I8, (W)E(z, y)u(dy) < §. Plati tedy

sup /A k(z,y)u(dy) < sup /A IBj(y)ff(w,y)u(dyHileuL) /A I\, (y)k(x, y)u(dy)

< sup /A I, (y) (. y)u(dy) + sup /E I, (), y)u(dy)

€L rzeL
< £
Sl ¢
2 2 ’
coZ znamend, ze mnozina {k(z,),x € L} je stejnomérné integrovatelna. O

Véta 3.11. Bud K fellerovské absolutné mévitelné jadro s lokdlné koneénou bdzi v a hustotou k. Plati,
%e K je silné fellerovské prdvé tehdy, kdyz je mnozina {k(x,-),z € L} stejnomérné integrovatelnd v L*(u)
pro kazdou L € £ kompakini.

Poznamka 3.12. Predpoklad stejnomérné integrovatelnosti {k(x, ),z € L} ve vété lze nahradit libovolnou
ekvivalentni podminkou z lemmatu 3.10.

Diikaz véty 3.11. Dokazme nejdiive silnou fellerovskost K. Podle lemmatu 3.10 je stejnomérnd integro-
vatelnost {r(z,-),x € L} ekvivalentni s existenci posloupnosti otevienych mnoZin {B;},  C &, kde
pro kazdé j € N plati u(B;) < oo, B; C Bji1, {IBJ.(~)I€(:L', d,x € L} je stejnomérné integrovatelnd a
Ujen Bj = E. Stejné jako v ¢asti (iii) = (i) tohoto lemmatu je mozné ukdzat, ze K(fIp;) € Co(E) pro
kazdé j € N a libovolnou f € b€ a také pro libovolnou L € £ kompaktni

lim sup K(Ig\B,)(x) = 0. (22)

J 70 el

Necht € > 0 a {z,}, .y C E je takovd, Ze x, — xo, potom podle (22) existuje j € N dost velké, aby
SUPy,enu{o} K(Ip\B,)(zn) < €. Plati

K f(zn) — Kf(z0)l < |Kf(xn)— K(f15,)(@n)| + |K(fIp,)(@n) — K(fI5;)(z0)]

|K (f1p,)(z0) — K f(z0)|

LI E (e, ) (@0)| + | K (fI,) (@) = K(fIs,)(@0)| + [ I | K (I\5,)(x0)|
@fll+1)e

NN+
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pro vSechna n > ng, kde ng € N, jehoz existence je diisledkem spojitosti K(fIBj), je takové, ze plati
|K(fI5,)(#n,) — K(fIp,)(z0)| < €. Ukézali jsme, Ze K f € Cy(E) pro libovolnou f € b&, tedy K je silné
fellerovské.

Bud naopak K silné fellerovské, potom pro libovolnou L € £ kompaktni je podle lemmatu 1.31 mnozina
{K(z,-),z € L} stejné o-aditivni. To vSak podle lemmatu 3.6 znamen4, ze {x(x,-),z € L} je stejnomérné
integrovatelna. O

Poznamka 3.13. Necht K je markovské jidro na £ a k je jeho hustota, potom je {k(z,-),x € L} stej-
nomérné integrovatelnd pro kaidou L € £ kompakini prdvé tehdy, kdyz je {k(zn,-),n € N} stejnomérné
integrovatelnd pro kazdou {x,}, . C E konvergentni.

Diikaz. Necht je {x(z,-),r € L} stejnomérné integrovatelnd pro kazdou L € £ kompaktni a {x, }, .y bud
konvergentni posloupnost s limitou xo. Protoze je {x,, },,cyU{Z0} kompaktni, je také {x(z,,-),n € NU{0}}
stejnomérné integrovatelna a taktéz jeji podmnozina {k(z,,-),n € N}.

Pro dikaz obracené implikace predpokladejme, Ze existuje L € & kompaktni, pro kterou mnozina
{k(z,-),z € L} neni stejnomérné integrovatelnd, to jest existuje e > 0 takové, ze pro kazdé ¢ > 0 existuje
A € & splhijici p(A) < 6 a [, k(z,y)u(dy) > € pro néjaké x € L. Pro § = L tedy naleznéme A, €
E,m(A,) < £ awx, € L, pro které fAn K(Tn, y)u(dy) > € Je {zn},cny C L, a tedy existuje vybrana
podposloupnost {z,, },cy takovd, ze x,, — o € L. Mnozina {x(xn,, ),k € N} ale jisté neni stejnomérné
integrovatelna. O

Dusledek 3.14. Bud K fellerovské absolutné méritelné markovské jddro s lokdiné konecénou bdzi p a
hustotou k. Ddle bud pro kaZdou L € £ kompaktni a pro kaZdou B € £ omezenou k omezend na L x B,
potom K je silné fellerovske.

Dikaz. Podle lemmatu 3.9 existuje posloupnost {B;} jen C & otevienych a omezenych mnozin takové, ze
pro kazdé j € N je Bj C Bjt1, u(B;) < 00 a J;cy Bj = E. Podle pfedpokladu je x omezend na L x B,
a tedy je {IBJ. ()k(z, ),z € L} stejnomérné integrovatelna. Z véty 3.11 a lemmatu 3.10, ¢asti (i) < (iv),
plyne silné fellerovskost K. O

Pro specialni pfipad E = R™ byl pfedchozi disledek dokdzan téz v [10].

3.2 Orliczuv prostor a postacujici podminka pro silnou fellerovskost

Definice 3.15. Funkce @ : [0,00) — [0, 00) se nazyva orliczovskd, pokud plati nasledujici.
(i) ®(0) =0 a ®(u) > 0 pro n&jaké u > 0.
(ii) @ je neklesajici a konvexni.

Poznamka 3.16. Pro orliczovskou funkci @ plati lim,_, o, ®(z) = oo.

Diikaz. Bud ®(u) > 0 a f(z) = #x, potom pro x > u plati ®(x) > f(x). Je-li totiz ®(z) < f(x), pak
pro A = ¥ plati

AB(z) + (1 — N)®(0) = AB(z) < Mf(z) = %—x = B(u) = DAz + (1 — \)0),

coz je spor s konvexitou ®. Je tedy lim, oo @(z) > lim, o f(x) = 00. O

Definice 3.17. Nechf ® je orliczovskd funkce, f : F — R je méfitelnd a p je mira na &£, oznacme

Ma(f) = /E B(| f[)dp.

Orliczovym prostorem nazyvame
L®(p) = {[f]7f : E — R méfitelnd, existujea >0 Mg (i) < oo} ,
a

kde [f] ozna¢uje mnozinu funkeci, které jsou métitelné a p-skoro vsude rovné f.
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Véta 3.18. Bud ® orliczovskd funkce a
11/lls =inf {a> 0,0 (2) <1,9€ (1]} pro 7] € L*(n).

potom je |||l morma na L®(u) a (L® (), | |ls) je Banachiv prostor.
Diikaz. Viz [4], véta 2.1.11, ¢ast (a). O
Déle zapisem f € L®(u) budeme minit [f] € L (1) a definujeme || f||g = ||[f]ll5-

Poznamka 3.19. Specidlni volbou ®(u) = uP pro p > 1 dostaneme L*(u) = LP(u) a |||l = IRIFPIPE
protoze pro f € L®(u) je

, Vi . 1, .
|ﬂ¢=M{a>mé(;— dp<1p=infya>0—|flode < 1o =1l

Lemma 3.20. Necht ® je orliczovskd funkce, f € L®(u) a fn € L*(u) pron € N, potom || fn — fllg — 0
prdavé tehdy, kdyz Me(k(fn. — f)) — 0 pro kazdé k > 0.

Diikaz. Viz [4], tvrzeni 2.1.10, ¢ast (5). O

Véta 3.21. Necht K je fellerovské markovské jadro na £ a existuje lokdlné konecnd mira p na & takovd,
Ze pro kaZdou L € € kompakini existuji c, < oo a orliczovskd funkce @ splriujici

LK flloo < crllflle (23)
pro vsechny f € Cp(E) N LE (). Potom K je silné fellerovskeé.

Diikaz. Necht G € £ je oteviend a u(G) < oco. UkdZzeme, ze K(-,G) € Cy(E). Pro n € N definujme
fn S Cb(E) jako
frn(x) =min {1, ndist(z, E\ G)}, (24)

potom je 0 < f,, < Iz a f,, = Ig na E. Kvili tomu, Ze ® je neklesajici, plati také ®(f,,) < ®(Is), a tedy
je pro kazdé n € N

MﬂMéMdm:/

[ ac) = [ #0an=s0u(6) < .

G
z ¢ehoz plyne f, € L®(u) a Ig € L®(u). Protoze Ic — f, — 0 na E, je ®(k(Ig — fa)) — 0 pro kazdé
k > 0. Podle véty o majorizované konvergenci s majorantou ®(k)Ig je

lim Mo (k(Ig — f)) = lim @Wb—ﬁmmzégﬁ¢Wh—ﬁmm=m

n—oo n—oo E

tedy disledkem lemmatu 3.20 je ||[I¢ — fnll — 0, z EehoZ plyne cauchyovskost { fn},,cy v prostoru L®(u).
Podle ptedpokladu (23) pro m,n € N plati

sup K fn(2) = K fm(z)| = MK (frn = fm)lloo < cLllfn = fmlls - (25)

Dale z fellerovskosti K plyne K f,, € Cp(E) pro kazdé n € N, a tedy disledkem (25) je, zZe {Kf"\L}neN
je cauchyovskd v Cy(L). To znamend, Ze existuje h € Cy(L), pro kterou plati K f,; — h stejnomérné
na L. Zaroven vsak také plati K f,, - KIg = K(-,G), coZ plyne z véty o monoténni nebo majorizované
konvergenci. Z jednoznacnosti limity tudiz plyne h = K (-, G)|, a tedy K (-, G)|;, € Co(L). Bud {z,},cy C
E konvergentni takovd, Ze x,, — o, potom volbou L = {x,,}, .y U{z0} dostavame K (x,, G) — K (o, G),
coz znamend, ze K(-,G) € Cy(E).

Necht {B;},cy C € je posloupnost otevienych mnozin a pro kazdé j € N plati pu(B;) < oo, Bj C Bjy1
a B; /* E. Existence této posloupnosti je dokdzéna v lemmatu 3.9. Pro j € N definujme funkce h; € Cy(E)
predpisem

dist(z, B;)
dist(z, B;) + dist(x, E \ Bj11)’

hj(z)
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potom h; N\, 0, Kh; N\, 0a K(-,E\ Bj1) = Klp\p,,, < Kh;. Z fellerovskosti K je pro kazdé j € N
splnéno Kh; € Cy(E), a tedy podle Diniho véty plati pro kazdou L € £ kompaktni

lim sup K(z,E \ B;) = 0.

J 70 el

Bud nyni B € £ libovolna oteviend, ¢ > 0 a j € N pevné takové, ze sup,; K(z, E\ Bj) < §. Déle
bud {z,},cy C E, 2n — x0. Protoze plati (BN Bj) < oo, existuje podle diive ukazaného no € N takové,
ze pro kazdé n > ng je |K(x,, BN Bj) — K(x9, BN B;)| < 5. To ale znamena, Ze pro n > ng je

|K (20, B) — K (20, B)| < |K (20, BN B;) — K(z0, BN B;)| +2 sup K(zn, E\ Bj) < = +25 =¢,
neNU{0} 2 4

tedy K(zn, B) = K(z9,B) a K(-, B) € Cp(F). Podle lemmatu 1.9 dostaneme K (-, A) € Cy(F) pro kazdou
A€ &, atedy K je silné fellerovské. O

Priklad 3.22. Bud K silné fellerovské, u baze K a ®(u) = u, potom podminka (23) nemusi byt splnéna.
Takovym piikladem je jaddro K na prostoru [0,1) s bézi tvofenou Lebesgueovou mirou A a hustotou s
definovanou nasledovné.

1i1-2 0<y<a?

k(0,y)=1 apro 0 <z <1 je n(:c,y){l_x 2 <y<l.

Nejprve ukazme, ze K je silné fellerovské. Bud tedy f € b€ a 0 < x1 < x2 < 1, potom plati

/If f() (I% — a3 — Iil + :E1> A(dy)

W) (21— 22) A(dy)

|K f(z2) — Kf(x1)] =

| rtenn) - n(xl,y»A(dy)} <

/;2 f(y) <~T1 — 22+ x%) A(dy)

1

o e | L 1
[ 1w <y>\5zzx—l+z1

+ +

IN

+

1
o0t |l (2 - o
T2
1
+/2 |f ()| A(dy) |1 — 2] — 0, pokud |zg — x1]| — 0,
z3

¢imz je ukazéno, ze K f je spojitd na (0,1). Je spojita také v 0, nebot pro x > 0 je

[ 1w (2 -+)

2||f|‘oo‘fﬂ*ﬂ?3‘ — 0, pokud z — 0.

K@)~ KAO = | [ st - Dxaw)| < +| [ 10 o)

IN

1

Pominka (23) z véty 3.21 ale pro K a orliczovskou funkci ®(u) = u neni splnéna. Bud 0 < § < 3,

ukazeme, Ze pro kazdé ¢ < oo existuje f. € Cy([0,1)) N L*(N\) splitujici

[ To.81 K fell o > ellfell gy -

Necht 0 < z. < § je takové, ze plati
1 31—z, _ 3¢

—t > — 26
T + 2 2 (26)
a funkce f. je definovana jako
l,% 0<y< acf,
fely) = —&+3 wi<y<2al,
0 222 <y < 1.

Pro takovou f. plati f. € Cp([0,1)) N L(N) a

1 2t q 223 2 1 3
iy = [ fonan = [" @+ [ (<L B)aan =145 -3

N 2
c c
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Daéle také

ki) = [ st = [ 5 (2 e ) v+ / (- %+ 5 ) a0

¢imz s pomoci (26) dostavame
[T K fel| = sup Kfe(x) > K fe(ze) > el fell g -
0<z<s

Poznamka 3.23. Za predpokladi véty 3.21 také plati, Ze za bdzi K lze vzit miru p.

Dikaz. Bud pro otevienou G € &, u(G) < oo, posloupnost funkei {f,} definovéna predpisem (24),

potom je proz € E

neN

K(2,G) = Kla(x) = lim Kfu(@) < lm e fullg = cx Lol (27)
Posledni rovnost v (27) je platna, protoze ||Ig — fnlls — 0, jak je ukdzano v dikazu véty 3.21.

Bud nyni A € & spliujici pu(A) = 0, potom podle lemmatu 1.8 existuje pro kazdé n € N oteviend
G, € &, pro niz plati A C G, a u(G,) < 27". Déle také plati

inf{a>0,/<b<£)du§1}:inf{a>0,/ ¢<l)du§1}
E a Gr a

1 1
inf{a >0, u(Gp)® (—) dp < 1} < inf{a >0, <—> < 2"} — 0 pro n — oo.
a a

e lle

Dusledkem (27) je
K(z,A) < K(2,Gn) <z lllg,llg =0,

a tedy plati K (z,-) < p. O

Poznamka 3.24. Pravdivost véty 3.21 zistane zachovana, uvaZujeme-li platnost podminky (23) pouze
pro

(i) f € Ck(E) = {f € C,(E),supt(f) je kompaktni} a E lokdlné kompakini, to jest pro kaZdé x € E
existuji U € € oteviend a K € € kompakini spliujici x € U C K.

(ii) f € C2(E) = C*(E)NCx(E) a E = R™.

Diikaz. Nejprve ukazme, ze pro f € Cx (E) plati f € L®(u). Bud tedy f € Cx(E), potom existuje L € £
kompaktni takova, ze f(x) = 0 pro kazdé x € E \ L a protoze je f spojitd, je také |f| < ¢ pro né&jaké
¢ > 0. p je lokdlné kone¢nd, a tedy pro kazdé = € L existuje U, € £ oteviend takova, ze u(U,) < oo.
Zéroven {U,} . tvoli oteviené pokryti L, z néhoz lze kviili kompaktnosti L vybrat kone¢né podpokryti

{Usys---, Uz }. Je tedy
k

k
p(L) < p (U Uzl-> <2 nlU,) < o0,

Celkoveé plati

/E B(|fl)dp = / (| fl)d + /E |, PO < BT <o

coz znamené f € L®(p).

Pokracovani dtikazu (i) a (ii) je analogické jako diikaz véty 3.21, jen s jinak definovanymi aproximac¢nimi
funkcemi fj v rovnici (24), které musi pro G € £ otevienou, u(G) < oo, splitovat 0 < fi, < Ig, fr = Ic a
fx € Ck(E) resp. fr € CR(E).

(@) : E je lokalné kompaktni, a tedy pro kazdé = € G existuji U, € & oteviend a L, € £ kompaktni
takové, ze v € U, C L,. Zéroven {U,}, . tvoil oteviené pokryti G, takze ze separability E existuje
vybrané spocetné podpokryti {Uy, },o- Plati

Gc|JU, c L,

keN keN
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Oznacme

G ={z € G, dist(z, E\G) > €}, (28)
potom je G™¢ C G a G~ je uzaviena. Dale pro k € N oznac¢me
k 1
Vk = U Lah mG*ﬁa
i=1
potom je Vi kompaktni, Vi C Vg1, Vi CGa Vi ' G. Pron € Naz € E definujme
frn(x) =min {1, ndist(z, E\ V,,)}.

Pro z € G z otevienosti G existuji ng € N a § > 0 takové, Ze pro v8echna n > ng plati B(z,d) C V,,. Tedy
dist(xz, E\'V,,) > 0 a pron > ng je

frn(x) =min {1,ndist(z, E\ V;,)} > min {1,né} — 1.
Zaroven dist(z, E\ V,,) < dist(z, E \ Vy11), takze
fn(z) = min {1, ndist(z, E\ V,)} <min{1, (n + 1) dist(z, B\ Vo41)} = fnt1(x).

Celkové mame 0 < f,, < fni1 < Ig, fn — Ig asupt(f,) C V,,, coZ znamend f, € Cx(FE).
(#) : Necht G C R"™ je oteviend. Pro k € N jsou mnoziny Vj, definované jako

Vi = [~k k"NG*

kompaktni a V}, * G, kde pro € > 0 je G~ definovana v (28). Budte pro k € N

e

1
Lk = Vk = {x S Rn, dlSt(I,Vk) < E} CcG

a 1 : R" — R funkce sestrojené v pifloze A. Plati @1 € CF(R"), supt(p1) = {zeR" |z <1} a

1
k

Jan © 1 dX = 1. Definujme aproximacni funkce fi, k € N, pfedpisem
fk(3017---730n)=/ e1(yr,- - yn) L, (1 + 21, Y0+ Tn)dyr - dyn. (29)
{v3+. . +y2<}}
Je-li (w1, ...,2,) € Vi, plati

fe(ze, .. xn) = ©01(y1y -, yn)dyr ... dy, = 1,

1
/{yf+“‘+yi<;1c} *
protoze dist(Vi,R™ \ Lg) > % Podobné fi(z1,...,z,) = 0, pokud (x1,...,x,) ¢ G. Zbyva ukéizat, Ze
fr € CE(R™). To vSak plyne z faktu, Ze parcialni derivace libovolného Fadu funkce ¢ 1 je spojité, presnéji
tvaru (30) (viz pfiloha A), tedy lze zaménit poradi derivace a integrace. O
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Piilohy
A:

Bud ¢ : R® — R definovéna predpisem

1

— er(EL - @n) p(xla"'amn) <07
Tly...yTp) =
pln ) {0 p(x1,...,z,) >0,

kde p(z1,...,2n) = 23 + ...+ 22 — 1. Indukei ukdzeme, ze ¢ € C5°(R"). Pfedpokladejme, ze

oN q(z1,...,xy) 1
— (T, ..., Tp) = < €PE1wn) 30
A ...8m7]¥”§0( ! n) pr(x1,. .., Ty (30)

prop(zy...,xn,) <0, N=Ni+...+ Ny, k>0a

d

d
_ ) o J1 J
q(z1,...,xy) = g Qjy g1 T,

Jj1=0 Jn=0

I
—
o
e
I
o

kde d € Naaj, .., € R. Je-li N = 0, vztah (30) plati, sta¢i totiz uvazovat q(z1,...,2z,)
Pro 1 <4 < n po derivovani (30) vychdzi

0 <q(m1,...,:ﬂn) ew) B <£iq(ﬂv1,...,xn)kaiq(ml,...,mn)> 1

Or; \pF(x1,...,zp) pF(x1, ... Tp) PPy, ... o)
pEr2(zy, .,
coz je opét funkce tvaru (30) pro néjaké jiné koeficienty k > 0, q(z1,...,z,) a d € N. Pomoci L’Hospitalova
pravidla se da ukazat, ze plati
Q(xla"'amn) ﬁ
& ~er@an) — 0, pokud p(r1,...,2,) = 0,
pr(z1,. .., xy

takze ¢ ma spojité parcialni derivace vSech fada. Dusledkem je ¢ € CZ(R™).
Pro ¢ > 0 funkce ¢, : R” — R definovana pfedpisem

AS)

1 Ln
PRI

T oo (B m) dn . da,

spliiuje @, € C32(R™), supt(pc) = {z € R™, [|lz|| < €} a [, pedX = 1.

Pe(@1, ..., @n)
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Znaceni

Cy(E) 8
bE 9

/1l 9
ca(€) 10
[l 10
P(E) 12
P1(8) 12
COY(E) 12
Lip(f) 12
Wi(p,v) 12
K* 14
K™ 14
cYN(E) 18
[l All 22
Tr(A) 22
Mo (f) 22
L*(u) 30

[ fllg 31
Cx(E) 33
C¥(E) 33

37



