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Abstrakt: V této praci se vénujeme bodovym procesiim a jejich vyznamu v po-
jistné matematice. Pomoci shlukovych a kétovanych bodovych procesii lze popsat
model, ktery uvazuje doby vzniku pojistné udalosti a doby a vysky prislusnych
uhrad. Zkoumame dva konkrétni modely, které lze pouzit na vypocet predikce
budoucich plateb a pocti plateb za pojistné udalosti, které jiz nastaly. Prvnim
modelem je chain ladder v podobé Mackova modelu, u kterého ukazujeme odhady
vyvojovych faktorti, rozptylu a jejich vlastnosti. Urc¢ujeme predikci o jeden a vice
krokt, na jejim zakladé pak vypocitavame predikci rezervy. Kratce se také ve-
nujeme asymptotickym vlastnostem. Druhy model je Poissoniiv shlukovy model,
kde nejdrive definujeme tento model a veli¢iny, které do ného vstupuji. Posléze se
vénujeme predikci o jeden a vice krokil. Zajimé nas taky predikce pti specifickych
rozdélenich pro nékteré nahodné veliciny modelu. Na zavér aplikujeme obé meto-
dy predikce na simulovana data a porovname jejich primérné relativni absolutni
chyby.
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Abstract: In the present work we study point processes and their importance in
insurance mathematics. With the help of cluster and marked point processes we
can describe a model that considers times of claim occurence and times and hei-
ghts of corresponding payments. We study two specific models which can be used
to predict how much money is needed for claims which happened. The first model
is chain ladder in the form of Mack’s model. For this model we show chain ladder
estimators of development factors, estimates of their variance and their proper-
ties. We try to find one-step ahead prediction and multi-step ahead prediction,
which we use for calculating prediction of reserves. We shortly review asymptotic
properties of the estimators in Mack’s model. The second model is the Poisson
cluster model. Firstly we define this model and the variables entering the model.
Then we devote attention to one-step ahead and multi-step ahead prediction. We
also study prediction when some variables have specific distributions. Finally, we
use both methods of prediction on simulated data and compare their average
relative absolute errors.
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Uvod

Kazda nezivotni pojistovna pottebuje drzet urcité mnozstvi finan¢nich prostredki
na skody, které jiz nastaly, ale dosud nebyly nahlaseny nebo jiz byly nahlaseny,
ale dosud nebyly zlikvidovany. Proto je pro kazdou takovouto spolecnost vel-
mi dtlezité, aby byla schopna realisticky odhadnout vysi takovychto prostredki.
V této préaci se budeme zabyvat metodami, pomoci kterych mizeme odhadnout,
jaky objem financnich prostredkt bude jesté zapotfebi na likvidaci jiz nastalych
pojistnych udalosti.

Nejznaméjsi a v praxi pravdépodobné nejpouzivanéjsi metodou dnesni doby
v nezivotnich pojistovnach je chain ladder, konkrétné metoda zalozend na sto-
chastickém Mackové modelu, ktery byl poprvé prezentovan v [3]. Avsak existuji
i jiné metody, jejichz pomoci 1ze ziskat podobné vysledky. Nas konkrétné bude
zajimat nedédvno vydany ¢lanek [2] pojednavajici o Poissonové shlukovém modelu.
V této praci budeme studovat oba modely a pokusime se porovnat jejich vyhody
a nevyhody.

S kazdou vzniklou pojistnou udalosti je spojen shluk plateb, které pojistovna
v budoucnu vyplati pojisténému. Proto je prirozené tuto situaci modelovat pomo-
ci shlukovych bodovych procest. Jelikoz néas zajimaji i vySe jednotlivych plateb,
vyuzijeme kétované bodové procesy. Tento obecny pristup pokryva jak Macktv
model, tak Poissontiv shlukovy model.

V prvni kapitole se zamérime na bodové procesy. Uvedeme zakladni definice,
ve kterych vysvétlime, co to je bodovy proces, Poissontiv bodovy proces, shlukové
bodové procesy, kdétované bodové procesy a také si nastinime pouziti bodovych
procesu v pojistné matematice.

Ve druhé kapitole se podivame na model chain ladderu, Mackiv model a je-
ho zakladni vlastnosti jako napriklad asymptotické chovani ¢i momenty odhadt.
Odvodime odhady vyvojovych faktort, rozptylu a jejich vlastnosti. Rekneme si,
jak se da vytvaret predikce vyse pojistnych plnéni na zakladé jiz znamych dat
o jeden a vice kroki. Na zakladé této predikce zkonstruujeme predikci rezervy
na pojistna plnéni a urcime jeji relativni absolutni chybu. Na zaveér této kapitoly
budeme demonstrovat zminéné postupy na realnych datech.

Treti kapitola je vénovana Poissonovu shlukovému modelu, na jehoz zékladé
se daji také provadét predikce budoucich tthrnti poc¢tti plateb a thrnii plateb za jiz
nastalé pojistné udalosti. Nejdiive vysveétlime strukturu tohoto modelu. Ukazeme,
jak vypadaji jednokrokové a vicekrokové predikce. Posléze se zamérime na pre-
dikce pro urcita rozdéleni. Na zavér této kapitoly fekneme néco o asymptotickém
chovani predikce.

V posledni, ¢tvrté, kapitole provedeme simulaci dat a aplikaci téchto dvou
zminénych metod vypoctu predikce. Porovname je podle jejich primérnych rela-
tivnich absolutnich chyb a shrneme vysledky, ke kterym dojdeme.



1. Bodové procesy

V této kapitole se budeme vénovat zédkladim z teorie bodovych procesii. Budeme
vychézet hlavné z knihy [6], v podkapitoldch[1.3 a 1.4/ vyuzijeme také skripta [7].

1.1 Zakladni definice

Definice 1.1.1. (Pravdépodobnostni prostor)

Trojici (2, F,P) nazveme pravdépodobnostnim prostorem, jestlize Q2 je ne-
prdazdna mnozina, F je o-algebra podmnozin mnoziny 2 a P je pravdépodobnostni
mira na F.

Necht E je borelovskd podmnozina konecné dimenzionalniho euklidovského
prostoru R? a je vybavena o-algebrou & = B(FE) borelovskych mnoZin z E. Le-
besgueovu miru mnoziny A € £ budeme znacit |A| = Leb(A). Dale zavedeme
Diracovu miru e, v x € E:

1 ro =z €A,

Uvazujme posloupnost (X;) ndhodnych vektori v E a pro A € £ definujme

Aeé.

N(A) = #{i > 1: X; € A},

tj. N(A) sc¢itd pocet X; spadajicich do A. Znamena to, ze N(A) = N(A,w)
je ndhodné pro danou mnozinu A a pro pevné w € Q definuje N(-,w) Citac
miru na o-algebte £ takovou, ze jeji atomy jsou X;. Mira N, kterd mize byt
zapsana ve tvaru N = Y5 €x,, je bodovy proces, pokud posloupnost (X;) d-
dimenzionalnich ndhodnych vektort je takova, ze s pravdépodobnosti 1 libovolna
kompaktni mnozina K € & obsahuje pouze koneény pocet bodia X;. Pak, pro
skoro vSechna w € (1,

N(A,w) =Y exwm(A), AcE,

i>1

definuje bodovou miru na &.
Obecné pro danou posloupnost (z;);>1 v E,

m(A) => e, (A)=#{i>1:2,€ A}, A€€,

i>1

definuje ¢itaci miru na &, kterd se nazyva bodovd mira, jestlize m(K) < oo pro
vsechny kompaktni mnoziny K € £. Toto znamena, ze zadna kompaktni mnozina
K nesmi obsahovat nekoneéné mnoho bodu z;. Necht M, (E) je prostor vsech bo-
dovych mér na E vybaveny nejmensi o-algebrou M, (E), ktera obsahuje vSechny
mnoziny tvaru

Unyp = {m € M,(E) : m(A) = k} (1.1)

pro A€ & ak € NU{0, 00}, tj. je to nejmensi o-algebra zarucujici, Ze zobrazeni
m +— m(A) je méfitelné pro libovolné A € £.



Predpoklddejme, ze m = 3_,5; €5, je bodova mira na E. Necht (y;) je podpo-
sloupnost (z;) obsahujici vzajemné rizné hodnoty x; (bez opakovani). Definujme
multiplicitu y; jako n; = #{j > 1 : y; = x;}. Pak mlZeme psat m = Y_;5, niey,.
Jestlize n; = 1 pro vsechna 7, pak m se nazyva jednoduchd bodova mira. Prostor
vSech jednoduchych bodovych mér na E oznacme M (FE).

Definice 1.1.2. (Bodovy proces)

Bodovyj proces N se stavovym prostorem E je méritelné zobrazeni z (0, F, P)
do (M,(E), M,(E)). Rekneme, Ze bodovyj proces N je jednoduchy, jestlize nabijvd
hodnot z My(E) s pravdépodobnosti 1. Bodovy proces je konecny, pokud N(E) <
00 8.J.

Jinymi slovy, bodovy proces N je nahodny element, ktery nabyva bodové miry
jako hodnoty: pro kazdé w € € je hodnota m(-) = N(+,w) bodova mira. Specidlné
plati, ze N(K) < oo pro kompaktni mnoziny K € £. V kontextu ¢itaci miry je
prirozené, ze N(A) muze také nabyvat hodnotu oo pro nekompaktni mnoziny A.

Jestlize realizace bodového procesu N jsou jednoduché bodové miry s prav-
dépodobnosti 1, pak N je jednoduchy bodovy proces. Bodovy proces N s repre-
zentaci N = 37,5, ex, pro posloupnost nahodnych vektorit X; s hodnotami v E
je jednoduchy, jestlize vSechny body X;, ¢ = 1,2,... jsou navzajem rtzné s prav-
dépodobnosti 1.

Dalsi vysledek dava ospravedlnéni skutecnosti, ze miizeme interpretovat bo-
dovy proces N jako soubor (N(A))ace ndhodnych velicin N(A) s hodnotami
v{0,1,...,00}.

Lemma 1.1.3. (Bodovy proces jako soubor ndhodnych citacich velicin)

Zobrazeni N z (0, F,P) do (M,(E), M,(E)) je bodovy proces na E prive
tehdy, kdyz pro kazdé A € € je N(A) ndhodnd velicina s hodnotami v NU{0, oo}
takovd, ze N(A) < oo s.j., pokud A je kompaktni.

Diikaz. Necht N je bodovy proces na E. Z definice bodového procesu plyne, ze
zobrazeni N : (Q, F,P) — (M,(E), M,(E)) je méfitelné. Pro danou borelovskou
mnozinu A € £ uvazujme zobrazeni f4 : (My(E), My(E)) — (NU{0, 00}, B(NU
{0,00})) dané predpisem fa(m) = m(A). Toto zobrazeni je méfitelné, coz plyne
ze skutecnosti, ze o-algebra M, (E) je generovana mnozinami (1.1)). Slozené zob-
razeni N(A,w) = fa(N(-,w)) je pak také méfitelné, a proto N(A) je ndhodna
veli¢ina, a z definice bodového procesu vime, ze N(A) je konecné pro kompaktni
A.

Nyni dokazeme opa¢nou implikaci. Necht N(A) je soubor ndhodnych veli¢in
s hodnotami v NU{0, 00} a N(A) < oo, pokud A je kompaktni. Pak vzor mnoziny
Uaj pii zobrazeni N je N™'(Uay) = {w € Q : N(A,w) = k}, coz je vzor mnoZiny
{k} prizobrazeni N(A), a proto je prvkem F. Zjistili jsme, ze N~! (U4 ) € F pro
kazdé A € € a k € NU{0, oo}. Protoze systém mnozin (Ua ) generuje o-algebru
M, (E), je N bodovy proces. O

Definice 1.1.4. (Mira intenzity)
Necht N je bodovyj proces na E. Jeho miru intenzity definujeme jako pu(A) =
EN(A) pro A € €.



Priklad 1. (Proces obnovy definuje jednoduchy bodovy proces)
Uvazugme proces obnovy (T;), tj. T; jsou body z ndhodné prochdazky s nezdvis-
lymi, stejne rozdelenymi, kladnymsi kroky velikosti Y;:

Ze silného zakonu velkych cisel vyplyva, Ze T; T oo s.j. pro i — 00, a proto
realizace (T;(w)) posloupnosti (T;) nemaji konecny pocet bodi s pravdépodobnosti
1. Proto nahodnda velicina

N(A) = igTi(A) =#{ieN:T, € A}

je konecnd s.j. pro kaZdou omezenou borelovskou podmnoZinu A prostoru hodnot
E = (0,00). Protoze Y; =T, —T;,_1 > 0 s.j., vsechny body T; jsou vzdjemné rizné
s pravdépodobnosti 1, a proto N je jednoduchy bodovy proces.

Priklad 2. (SloZeny bodovy proces)

Necht ;51 €1, je jednoduchy bodovy proces na (0,00). Predpokladame, Ze (Z;)
je posloupnost nezdavislych, stejne rozdélenych, kladngjch nahodngch velicin, nezd-
vislych na (T;). Nahodny proces definovany vztahem

S(t) =) Ziljpy(Ti), t=0, (1.2)

i>1

vyjadruge whrn nahodnych priristku Z;, které nastaly do casu t v nahodnych oka-
mzicich T;. Nasledujici nahodné veliciny definuji bodovy proces s prostorem hodnot
E = (0,00)%:

N(A) = ZE(Ti,Zi)(A) =#{i>1:(T;, Z;) € A}.

i>1

Protoze (T;) jsou vzdajemné rizné, jsou také dvojice (T;, Z;) vzdjemné rizné a N
je jednoduchy bodovy proces.

1.2 Poissontiv bodovy proces

Poissontiv proces, nebo taky jinak nazyvana Poissonova ndhodna mira, predsta-
jako limita ,,binomického bodového procesu®, tj. bodového procesu s nezavisle
rozmisténymi body.

Pripomenme, ze mira p na F je Radonova mira, jestlize je koneéna na kom-
paktnich mnozinach A € £.

Definice 1.2.1. (Poissoniv proces)

Necht i1 je Radonova mira na E. Bodovy proces N se nazjvd Poissoniv proces
nebo Poissonova ndhodnd mira s mirou intenzity p (zapisujeme PRM(1) z ang-
lického Poisson random measure), jestlize jsou splnény ndsledujici dvé podminky:

1. Ndhodnd velicina N(A) md Poissonovo rozdéleni s parametrem pu(A) pro
libovolné A € £.



2. Ndhodné veliciny N(A;),..., N(A,,) jsou vzdjemné nezavislé pro libovolné
po dvou disjunktni mnoZiny Ay, ..., Ap € E am € N,

Pro mnoziny A, pro které pu(A) = s, kde s € {0,000}, budeme pouzivat kon-
venci, ze N(A) = s s.j. Toto je v souladu se vztahem Y L s pro A — s, kde Yy
je ndhodné veli¢ina s Poissonovym rozdélenim s parametrem A a s € {0, 0c}.

Mira intenzity Poissonova procesu N spliuje EN(A) = wp(A) pro vsechny
A € €. 7 definice PRM vyplyva, Ze mira intenzity p urcuje rozdéleni N. Toto je
podobné faktu, ze Poissonovo rozdéleni je dano stfedni hodnotou.

Radonova vlastnost pro miru intenzity g nam zarucuje, ze pro kazdou kom-
paktni mnozinu K € & plati EN(K) = pu(K) < oo, a proto N(K) < o0 s.j., coz
bylo pozadovano v definici bodového procesu.

Poissontv proces N s kone¢nou mirou intenzity p, tj. u(FE) < 0o, ma repre-
zentaci:

N(A) = ih(&‘)» A€g,

kde (X;) je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych vektort s hod-
notami v £/, nezavisla na nahodné veliciné 7, ktera ma Poissonovo rozdéleni s pa-
rametrem u(E), a X; maji spoletné rozdéleni

pix e =M 4ee

Priklad 3. (Homogenni Poissoniv proces na primce)

Uvazujme Poissoniv proces N na stavovém prostoru E = [0,00) s mirou in-
tenzity A Leb pro néjaké A > 0, kde Leb znaci Lebesqueovu miru na E. Definujme
ndhodny proces N(t) = N([0,t]), t > 0. Tento proces md staciondrni priristky,
protoze pro kaZdé 0 < a < b < oo a h > 0 plati, Ze N(a + h,b+ h| md Poisso-
novo rozdéleni s parametrem A(b — a). Navic pro 0 =ty < t; < ... < t;;, < ©
gsou mnoziny (t;—1,t;], i =1,...,m po dvou disjunktni, tudiz prirustky N (t;_1,t;],
i =1,...,m jsou vzdjemné nezdvislé. Jelikoz EN(0) = EN({0}) = A|0] = 0,
dostavame N(0) = 0 s.j. Predpokldddme-li jesté, Ze s pravdépodobnosti jedna jsou
trajektorie (N(t,w))i>o procesu N zprava spojité pro t > 0 a maji limity zleva
pro t > 0, pak dostdvame vlastnosti homogenniho Poissonova procesu (N (t))e>o
s intenzitou A\ > 0. Z tohoto divodu mizZeme nazgvat Poissoniv proces na [0, 00)

s mirou intenzity A Leb homogennim Poissonovym procesem na stavovém prostoru
0, 00).

Motivovani predchozim prikladem mutzeme definovat homogenni Poissontiuv
proces nebo homogenni PRM na borelovském stavovém prostoru £ C R? jako
Poissontiv proces s mirou intenzity A Leb(- N E), ¢islo A > 0 se nazyva intenzita.

Obecnéji, jestlize mira intenzity p Poissonova procesu je absolutné spojita
vzhledem k Lebesgueové mife, tj. existuje nezdporna funkce A(-) takova, ze

;W@:/A@m% Ac€,
A
pak A(-) je funkce intenzity Poissonova procesu.

Priklad 4. (ZizZeni Poissonova procesu na mensi stavovy prostor je opét Pois-
soniv proces)



Uvazujme Poissonuv proces N na stavovém prostoru E s mirou intenzity p
a necht E' € £ je meéritelnd podmnozina E. Definuyme bodovy proces

N'(A) = N(A), Ae& =B

Pak z definice Poissonova procesu na E plyne, Ze N'(A) md Poissonovo rozdélent
s parametrem (A) pro A € £ a N'(Ay),..., N'(A) jsou nezdvislé pro po dvou
disjunktni mnozZiny A1, ..., A, z E'. To znamend, Ze restrikce N' z N na bore-
lovskou mnozinu E' C E je znovu Poissonuv proces s mirou intenzity ', kterd je
restrikei p na E'.

1.3 Shlukové bodové procesy

Definice 1.3.1. (Shlukovy bodovy proces)

Necht jsou dany (na jednom pravdépodobnostnim prostoru) bodovy proces Ng
(tzv. rodicovsky proces) a konecné bodové procesy N, (tzv. dceriné procesy) na E,
x € E. Potom bodovy proces dany vztahem

N(A) = /Nx(A)NR (dr), A€,

je shlukovy bodovy proces na E. Jsou-li shluky N, navzdjem nezdvislé a nezdvislé
na Ng, nazyvdme N procesem s nezdvislymi shluky.

Poznamka 1.3.2. Shlukovy bodovy proces tedy znamenda, Ze kazdy bod rodicov-
ského procesu generuje konecny shluk bodui.

Definice 1.3.3. (Poissontiv shlukovy bodovy proces)
Shlukovy bodovy proces s nezdvislymi shluky takovy, Ze rodicovsky proces Ng
je Poissonuv bodovy proces na E, se nazyva Poissoniv shlukovy bodovy proces.

Pro z € R? oznacme ¢, operator posunuti na M,(E):
(t.m)(A)=m(A—2z2), A€,
kde A—z={y—z:y € A} je posunuti mnoziny A o vektor —z.

Definice 1.3.4. (Neymaniv-Scottové bodovy proces)

Necht N je Poissonuv shlukovy bodovy proces. Pokud centrované shluky t_, N,
jsou stejné rozdélené, nazyva se N Neymanuv-Scottové bodovy proces. JestliZe
navic jsou t_, N, konecné Poissonovy bodové procesy, pak mluvime o Neymanove-
Scottové Poissonoveé procesu.

1.4 Koétované bodové procesy

Definice 1.4.1. (Kotovany bodovy proces) Necht N = 3,5 €x, je jednoduchy
bodovy proces na E a (Z;) je posloupnost nahodnych elementi s hodnotami v mé-
ritelném prostoru (Ey, Enr). Kotovany bodovy proces s prostorem kot Eyy definu-
jeme jako

NM = Zg(XhZi)'

i>1



Koétovany bodovy proces N, jsme obdrzeli tak, Ze jsme kazdému bodu procesu
N pritadili uréitou dodate¢nou hodnotu (tzv. kétu).

Slozeny bodovy proces z prikladu 2/1ze chapat jako kétovany bodovy proces,
kdy kéty jsou prirustky Z; nastavajici v ¢asech T;. Prostor két je M = (0, 00).

Kazdy shlukovy bodovy proces je generovany kétovanym bodovym procesem,
kde prostor kot je tvoreny konecnymi bodovymi mirami. Konkrétné

NM = ZE(th—Xiin)a (13)

i>1
kde Nr = 37,51 €x, je rodicovsky proces a Ny, jsou dcefiné procesy.

Definice 1.4.2. (Nezdvisle kétovany bodovy proces)

Rekneme, Ze Ny = doi>1E(xX:,2,) Je nezavisle kotovany bodovy proces, jestlize
posloupnost kot (Z;) je posloupnost nezavislych, stejné rozdélengch ndhodnijch
elementii v Ky a je nezdvisld na bodovém procesu N = 3751 €x;.

Nezavisle kétovany bodovy proces (1.3) takovy, ze N = 37,5 €x, je Poissoniv
proces, generuje Neymanuv-Scottové bodovy proces.

1.5 Bodové procesy v pojistné matematice

Jednim z mnoha obort, kde maji bodové procesy uplatnéni, je pojistnd matema-
tika. Napriklad na casy nahlaSeni pojistnych uddalosti lze nahlizet jako na reali-
zaci bodového procesu na E = (0,00). S kazdou pojistnou udalosti je spojeno
pojistné plnéni. To nas prirozené vede ke slozenému bodovému procesu z prikla-
du 2l Proces S(t) definovany vztahem (1.2) se obvykle nazyva proces celkovych
pojistnijch ndroki (v anglictiné: total claim process). V podpodkapitole1.5.1 uve-
deme numericky rekurzivni postup pro vypocet rozdéleni ndhodné veli¢iny S(¥)
v pripadé, ze velikosti skod nabyvaji diskrétnich hodnot. V této praci se zaméru-
jeme na pripady, kdy kazda pojistna udalost spousti proud plateb od pojistitele
k pojisténému. To lze modelovat pomoci shlukovych bodovych procesi jak bude
vysvétleno v podpodkapitole [1.5.2.

1.5.1 Panjerova rekurzivni formule

V této casti odvodime metodu pro urceni rozdéleni tthrnu skod, ktery je dan
vztahem (1.2). Budeme uvazovat, ze t > 0 je pevné, tj. studujeme nadhodnou
veli¢inu S(t) a ne nahodny proces (S(t)),,. Potlacime zavislost S(t) na t a piSeme

S = S(t). Tedy
N

i=1
kde nahodna velicina N oznacuje pocet pojistnych udalosti 7T; do casu t a je
nezavisla na (Z;). Déle piseme

So=0, S,=21+---+Z%Z,, neN,

pro proces nahodnych ¢astecnych souc¢tu (ndhodné prochéazka) generovanych sko-
dami velikosti Z;.



Distribu¢ni funkce S je dana vyrazem
P(S<z)=E[P(S<z|N)]=> P(S,<z)P(N=n), z>0.
n=0

Z tohoto tvaru vidime, ze ihrn skod S ma komplikovanou strukturu, proto k pres-
nému urceni rozdéleni S pouzijeme numerickou metodu, ktera se vétsinou nazyva
Pangjerova rekurzivni formule.

Zacneme se zakladnimi predpoklady:

(P1) Velikosti skod Z; nabyvaji hodnot v Ny.

(P2) Pocet skod N mé rozdéleni typu

b
Qn:P(N:n):<a+ﬁ>Qn—1> n €N
pro néjaké a,b € R.

Podminka (P2) se nazyva (a,b)-podminka, respektive rozdéleni spliujici tuto
podminku tvori (a, b)-tridu.
Tri standardni rozdéleni splnuji (a, b)-podminku:

1. Poissonovo rozdéleni s intenzitou A, Pois(A), kde a =0, b=\ > 0. V tomto
pripadé obdrzime tzv. (a,b)-oblast

Rpois = {(a,b) :a=10,b>0}.

2. Binomické rozdeleni Bin(n, p), kde a = —75& < 0, b = —a(n +1),n € No.

V tomto pripadé obdrzime (a, b)-oblast
Rpin = {(a,b) :a < 0,b=—a(n + 1) pro n&jaké n € Ny} .

3. Negativné binomické rozdéleni s parametry (p,v):

—1
qn:<y+:z )”V(l—p)", neNy, pe(0,1), v>0,

kde 0 <a=1—-p<1,b=(1-p)(r—1)aa+b>0.V tomto pripadé
obdrzime (a, b)-oblast
Ryegrin = {(a,b) : 0 <a <1l,a+b>0}.
Tyto tii rozdéleni jsou jediné rozdéleni na Ny splnujici (a, b)-podminku.
Nyni formulujeme Panjerovu rekurzivni formuli jako vétu.

Véta 1.5.1. (Panjerova rekurzivni formule)
Predpokladejme podminky (P1) a (P2) pro rozdéleni Z; a N. Pak pravdépo-
dobnosti p, = P(S = n) mizou byt spocitany rekurzivné ndsledujicim zpiusobem:

] 9o, jestlize P(Z; = 0) =0,
=1 EP(Z = 0)Y jinak,
1 " bi
n = — P Z = ) n—isy N
Y 1—aP(21=0)“<a+n> (4= 8)pns €



Poznamka 1.5.2. ProtoZe parametr a je nutné mensi nez 1, vsechny vzorce p,
jsou dobre definovany.

Diikaz. Zacneme s
po=P(N=0)+P(S=0,N >0).
Posledné jmenovany vztah se rovna qo, jestlize P(Z; = 0) = 0. Jinak plati
po=q+ > P(Z1=0,...,Z; = 0)P(N =)
i=1
— 0+ Y [P(Z = O PN = 4)
=E[P(Z, = O)]N

Nyni se vratme k ptipadu p,, n € N. Véta o tplné pravdépodobnosti a (a,b)-
podminka vedou k nasledujicimu vyrazu

oo oo b
=1 =1
Poznamenejme, ze

bz bz
E(a—i——l !
n

Si=n|=E|a+—=—
n) (a Zl+"'+Zi

b
:a—f-—,, (15)
2

protoze diky tomu, ze X; jsou nezavislé, stejné rozdélené, plati

S; ¢ Zy, Al
1=F( =S, :§ E( = A il -
(SZ- SZ) =1 <SZ ) (SZ S>

=1)-;

Pozorujeme, ze

bz
E<a+ .
n

WE

bk

(
<a—|— ) Zi= kS~ Zi = n— k)
]

0

Il
WE

P(S; =n)

Zl = k’)P(SZ_l =n — k’)
“r ) P(Si=n) '

Dosadime-li (1.5) a (1.6) do (1.4) a prehodime-li poradi sc¢itani, dostaneme:

i
o

(1.6)

||
A
_|_
|®‘
-
~
)—U
Il
=
s,
N
|
3
|
=z
=



Na zavér obdrzime
n bk
pn = aP(Z1 =0)p, + Z a+ o P(Zy = k)pn,
k=1

coz dava konecny vysledek pro p,. O

1.5.2 Shlukovy model

Budeme uvazovat shlukovy bodovy proces na E = (0, 00) takovy, ze rodi¢ovsky
proces Ng = 37,51 €1, je jednoduchy a dcefiné procesy jsou tvoreny udalostmi Tj;
nasledujicimi po piislusném rodicovském bodé T;. Cas T} interpretujeme jako ¢as
vzniku pojistné udalosti a body dcefiného procesu Tj; jako cas j-té platby i-té
udélosti. U kazdé platby nas jesté zajima jeji vyse, kterou budeme znacit pomoci
Xij~

Definice 1.5.3. (Obecny shlukovy model)
Necht Ng = ;51 €1, je jednoduchiyj bodovy proces na (0,00). Proi > 1 poloZme

J
E]:E+2Kka jzla"'aKia
k=1

kde (Yir)r>1 je posloupnost kladnijch nahodnych velicin a K; je kladnd celociselnd
ndhodnd veli¢ina. Necht (X;;,) je systém kladngch ndhodnych velicin, i > 1, k > 1.
Casoviym okamZikim T; priradime ndhodné elementy

Zi = ((Yir)k>1, (Xig)e>1, KG), 1> 1,
které nabyvaji hodnoty v mnoZiné
Eyn = (0,00) x (0,00)* x N,
kde (0,00)> oznacugje prostor posloupnosti s kladnymi proky:
(0,00)% = {(z)kz1 - 21 € (0,00)}.

Dostavame kotovany bodovy proces

Ny = ZE(TmZi) (1.7)

i>1
se stavovym prostorem (0,00) X Ey.

Diky této definici je proces plateb i-té udélosti popsan dvojicemi (7;;, X;;),
j=1,..., K;. Uddlost 7 se vyporadava v case Tk, = T; + Z,f;l Yir odpovidajici
castkou Z,ﬁl Xk

Na obrazku jednotlivé tadky znazornuji pojistnou udalost a k ni prislus-
nou posloupnost plateb. Doba vzniku pojistné udalosti je znazornéna prvni teckou
a nasledujici tecky jsou jiz okamziky jednotlivych plateb od pojistitele k pojis-
ténému. Obrazek[1.1 jsme vytvorili v programu Mathematica 8.0 [8] na zdkladé
predpokladu, ze pocty plateb K; k dané udélosti maji Poissonovo rozdéleni, kde
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101 oo o . . ° coe

Obrazek 1.2: Znazornéni velikosti X;; plateb v c¢asech Tj;

jsme zvolili parametr 10, a c¢asy Yj; mezi jednotlivymi platbami jsou nezavislé
a maji exponencialni rozdéleni, kde jsme polozili parametr roven 1.

Na obrazku 1.2/ prvni tecka zleva znamena dobu vzniku pojistné udalosti a na-
sledujici tecky oznacuji ¢as a velikost jednotlivych plateb od pojistitele k pojis-
ténému. Tento obrazek jsme také vytvorili v programu Mathematica na zakladé
predpokladu, zZe vyse plateb jsou nezavislé a maji logaritmicko-normalni rozdéle-
ni, parametry jsme zvolili 1 a 1, a doby mezi nimi maji exponencialni rozdéleni
s parametrem také 1.
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2. Chain ladder

Model shlukového bodového procesu obsahuje chain ladder, ktery je pouzivan
vétsinou aktuara k predpovédi poctu udalosti a celkové pozadované ¢astky v bu-
doucich letech na zakladé dat z minulych let.

2.1 Formulace modelu

Chain ladder je model, ktery je casto pouzivan v pojistovnictvi ke stanoveni
rezerv. Pro formulaci modelu je vhodné oznacit casové obdobi (feknéme roky)
jako

Ci=(i—-1,i, i€eN,

a uhrn nékolika obdobi jako
CZ]:CZUUCZJFJ:(’L—LZ—'—]], iEN,jENo.

Data potifebna k vypoctu rezervy na pojistna plnéni na zakladé minulého
skodniho vyvoje se nejcastéji reprezentuji ve formé vyvojovych trojuhelniku. Jed-
na se o schéma, v némz hodnoty v jednom ftadku jsou vztazeny ke stejnému
referencnimu obdobi (nejcastéji se jedna o rok, ve kterém doslo ke vzniku danych
skod), data uvedend v jednom sloupci maji spoleény tdaj o zpozdéni v thradé
nebo v nahlaseni. Vyvojové trojihelniky rozdélujeme na dva typy: kumulationi
a nekumulativni trojuhelniky. V kumulativnim trojihelniku je vstupem hodnota
vztahujici se ke skoddm uhrazenym nebo nahldSenym do uréité doby od vzniku.
V nekumulativnim trojihelniku se jedna o skody uhrazené nebo nahlasené s ur-
¢itym zpozdénim. My v této ¢asti nebudeme zapocitavat zpozdéni v nahlaseni
danych udalosti.

V celé této kapitole uvazujme definici/1.5.3l Prislusnym poctem a celkovou vysi
skod, které nastaly v roce C; a jez byly vyplaceny v case Cj;, 7 € Ny, budeme
oznacovat N;; a S;;. Index j ndm vyjadiuje pocet let, které uplynuly od vzniku
pojistné udalosti. S vyuzitim procesu muze byt pocet plateb za skody z roku
1 zapsan ve formé

k
Nij = /(O 00) Z I{tGCi,t+(y1+---+yl)€C¢j} NM(dt> d(yT)> d(fL’,«), dk)

><Ej\4 I=1

Kn
= Z Z I{Tneci:Tn+(Yn1+"'+Ynl)€Ci]'}

n>1[=1

Kn
= Z Z[{TnECi,TnLGCu}? (&S Na JE No,

n>11=1
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a odpovidajicim zpusobem thrn plateb
k
Sij = / Z xll{tECi,t+(y1+---+yz)€Cij} NM(dt> d(yr)v d(l’,«), dk)
(0,00)XE]W =1

Kn
=3 Xl (1, eC Tt (Y 44 Yo )€Cis )

n>11=1

K,
= Z Zan]{TnECi,TMECU}a 1€ Na j € NO'

n>11=1

Nase data zapiSeme pomoci trojihelniku dvojic (N, S;;), ¢ = 1,...,m,1 <
t+g <m:
(N1, S10) (N1, S11) (N2, Si2) (Ntm—1, S1,m—1)
(N2g, S20)  (Na1, Sa1) e (N2,m—2, S2.m—2)

(N mO0s SmO)
Jestlize uvazujeme C, jako soucasny rok, pak chain ladder obsahuje iplnou agre-
govanou ro¢ni informaci o Skodnich platbach v predchazejicich letech a soucasném
roce. Tato informace se sklada z poctu plateb N;; a odpovidajici thrnné castky
Si; pro skody, které nastaly v roce C; pro néjaké ¢ < m a které byly vyporadany
v obdobi Cj; pro i+ j < m.

2.2 Mackuv model

Prakticky problém je nasledujici: Jak miizeme pouzit informace ve formé minu-
Iych a soucasnych pozorovani (N;;,S;;), ¢ = 1,...,m,1 < i+ j < m, abychom
predpovédéli budouci thrn skodnich plateb S;,,, a pocet plateb Ny, i =1,...,m?

Na tuto otazku se pokousi odpovédét Macktiiv model, ktery pridava nékteré
dodatecné predpoklady.

Definice 2.2.1. (Mackiv model)
Uvazujme obecny shlukovy model z definice a predpoklddejme navic nd-
sledujici dve podminky:

(M1) Pocty a celkové castky plateb pro skody vzniklé v riznijch letech jsou nezdvis-
l€ a stejné rozdélené, tj. procesy (Nij, Sij)j=o1,.., 1 = 1,2, ..., jsou nezdvislé
a stejné rozdélené.

(M2) Ndhodné veliciny Nyj, Sij, i =1,2,..., 7 =0,1,... jsou skoro jisté kladné
a maji konecnou stredni hodnotu. Ewzistuji nezdpornd, redlnd cisla f; a g,
takova, zZe proir=1,2,...,5=0,1,..., plati:

E(Nz',jJrl‘NiOa R Nij) = g;Nij, (2.1)
Pro zjednoduseni zapisu pouzijeme standardni posloupnosti

(Nj)jzo = (Nij)j=0  a  (Sj)j=0 = (S15)i>0-

14



Pak podminky (2.1) a (2.2) mtzeme zapsat néasledujicim zptisobem:

Pozadavek konecnosti momentti EN; a ES; v podmince (M2) je potfeba,
abychom méli jistotu, Zze podminéné stfedni hodnoty (2.3) a (2.4) jsou konec-
né s pravdépodobnosti 1. Podminka (M2) je v literatufe ¢asto modifikovana.
Napriklad je bézné pouzivat méné restriktivni podminky

E(Nj1|N;) = g;N;  a E(5544]55) = f;55, =0

Nyni se zaméfime pouze na celkovou vysi plateb S;; a pokusime se odvodit bu-
douci odhad pro celkovou vysi plateb v néasledujicich letech a zadkladni vlastnosti
tohoto odhadu. Teorie pro pocet plateb N;; by se odvijela analogicky.

V této ¢asti budeme postupovat podle knihy [6], ale na rozdil od ni my budeme
uvazovat uhrny skod a ne pocty skod.

2.2.1 Asymptotické vlastnosti metody chain ladder

V Mackové modelu jsou pro budouci odhady skod klicové odhady konstant f;,
kterym se obvykle Tika vyvojové faktory. Odhad téchto faktori je zalozen na
standardni asymptotické teorii, kterou nyni probereme. Konkrétné odhady f;
vznikaji pomoci momentové metody odhadti.

Predpoklad (M1) nam tik4, Ze historie Skodnich udélosti, které nastanou v riz-
nych letech C;, maji stejné rozdéleni a jsou vzajemné nezavislé. Tyto vlastnosti
nam umoznuji pouziti standardni asymptotické teorie pro m — oco. Z podminky
(M1) se posloupnost (.5;;)i>1 sklada z nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in pro kazdé pevné j > 0. V m-tém roce, feknéme soucasnosti, jsou znamy
pouze minulé a soucasné thrny plateb. Z Glivenkova-Cantelliho lemmatu plyne
pro pevné 7 > 0:

m—j .
sup |—— ZIOI] —P(S; <) 20, m— oo
z€R | T — i=1

Podobné pro pevné 5 > 0 silny zakon velkych ¢isel implikuje silnou konzistenci
pro vybérové odhady ES;, varS; a cov(S;,,S},), jakmile m — oo:

_ 1 mJ .
SV = ——— %" 5, % ES;, 2.5
5 2 S S ES, (25)
] 1 S G(5)
{sm} = — ( ii — Sy ) =% varS], (2.6)
- j - ]' =1
m— _]2 _
’7 (,]17.]2 — (S’L J1 )) (Si,]Q 37(712))
j2 =1

% cov (S5, 85,) s i < do- (2.7)
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Abychom mohli pouzit silny zédkon velkych ¢isel, pfedpokladame ve vzorci (2.5)
kone¢nou st¥edni hodnotu ES; < oo a ve vzorcich (2.6), (2.7) konecny rozptyl
var S; < oo. Kdybychom chtéli odvodit asymptoticky interval spolehlivosti pro
odhady, aplikovali bychom mmnohorozmérnou centralni limitni vétu na nezavislé,
stejné rozdélené ndhodné vektory. Ale my se momentalné zamérujeme na ziskani
odhadu parametri.

Diky (2.4) pozorujeme, Ze pro j =0, 1,... plati

ES]'_H =K [E (Sj+1|50, ce ey Sj)] = fJES]

ProtoZe predpokladdme, Ze S; je kladné pro kazdé j, tak také mame ES; > 0,
proto
ESjn

;= =0,1,... 2.8
fj ES] ) J ) ( )
Tento vztah a silny zdkon velkych ¢isel pro SY) v (2.5) doporucuje nahradit sttedni
hodnoty v (2.8) odpovidajicimi primeéry, coz dava odhad pro f; momentovou
metodou: o i

)y SUTD TS

fj - g(jll - Zm Jj— 1Sz_]

m

, J=0,...,m—2. (2.9)

Tento odhad f; se nazyva chain ladder odhad.

Véta 2.2.2. (Asymptotické vlastnosti chain ladder odhadu)
Predpokladejme podminky Mackova modelu.

1. Odhad f](m) metodou chain ladder je silné konzistentni odhad svého deter-

ministického protéjsku f;. To znamend, Ze pro pevné j = 0,1, ... plati:
f](m) 4 fi pro m — oo.

2. Pokud doddme predpoklad var S; < oo pro j =0,1,..., pak f}m) je asympto-
ticky normalni, tj. splnuje centrdlni limitni vétu

(- ) 4 (05 B33 - 18]

Diikaz. 1. Konzistence plyne pfimo ze silného zakona velkych ¢isel (2.5) a vzta-
hu (2.8): -
f(m) _ ST(%JFU 4. ESj.H —f
’ Sﬁrjz)—l ES; ’

2. Nejprve pozorujeme, ze

Al Su+1) \/m .
Vi (i = £;) = vm (S(—) - fj) o (53 = £52)

m—1

/(m—j—1) ey
:\/m g(i)_lj \/j ; Siit1 — £iSij)-

Z podminky (M1) v Mackové modelu vidime, ze posloupnost (S;;+1 —
[iSij)i>1 ma nezavislé, stejné rozdélené cleny pro pevné j, z plyne,
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ze tato posloupnost méa nulovou stredni hodnotu a z predpokladu véty ma
kone¢ny rozptyl. Aplikace centralni limitni véty v kombinaci se silnym za-

konem velkych ¢isel g,(,i)_l >4 ES; implikuje, Ze
Vi (£ = £;) % N (0, (BS)) 2var(Sj41 = £;5))) - (2.10)
7 ptimého vypoctu plati:
var(Sji1 — f;S;) = var Sjq + f7var S; — 2f; cov(S;, Sj41).
Provedeme tpravy nékterych c¢lent:
cov(S;,Sj+1) = ES;j 118, — ES; 1 ES;
= E [SjE(S)11]5))] — E [E(S}41]5;)] ES

= f;varSj,
var Sj-l—l = ESJZJA - ff(ESj)Q

Proto asymptoticky rozptyl v (2.10) je dan vztahem

var(Sj1 — f;S )_ESJ+1 szESJZ
(ES;)? (ES;)?

Z tohoto vyrazu plyne nas dikaz.

O

Asymptoticky rozptyl v centralni limitni vété pro f ™) mize byt aproximovan
momentovymi odhady pro ES , ES? “11 2 f;. To znamena, ze asymptoticky rozptyl
(ES;)~? (ESJQ 1 fJZESJZ) je aproximovan silné konzistentnim odhadem

i1 {Szm (f}m))zsfj}
(m— ) (2 5,)°

2.2.2 Momenty chain ladder odhadt
Odhad fj(m) neni presné vybérovy odhad pro ES; ;/ES;. Tim by byl odhad

S(r(rJL'Jrl) _ _j Zm 7= 1 Zj+1 _ m_.] f(m
57(71) m—j—1 Zi:1 Sz'j —j—1"

Nlcmene neni tézké vidét, ze tento odhad ma stejné asymptotické vlastnosti jako
f ™ Jeden z dtvodi pro volbu f Je fakt, ze je to nestranny odhad determi-
nistického protéjsku f;, coz dokdzeme v nasledujicim lemmatu.

V této podkapitole budeme casto pouzivat nasledujici o-algebry:

6" =0 (S, 0<k<jl<itk<m), j=01,...,

./TZ']‘:O'(SZ‘Q,...,SU>, i:1,2,...,j2071,...

Lemma 2.2.3. (Stredni hodnota a kovariance chain ladder odhadi)
Za predpokladu podminek Mackova modelu plati:
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1. Chain ladder odhady jsou nestranné:
Eff™ =f, j=0,....,m—2.

2. Jestlize budeme navic predpoklddat, Ze var S; < oo pro j € Ny, pak chain
ladder odhady jsou nekorelované:

J1

cov (f(m), Ag”)) =0, 0<in<jo<m-—2.

Diikaz. 1. Protoze Y2;27 7" S je méfitelnd vzhledem ke g< , plati nasledujici

vztah il (S |g(m))
B(i) = S

Na zakladé podminky (M1) je ndhodna veli¢ina S; j 11 nezavisla na (Si)r>o
pro | # i. Protoze F;; C Qj(»m) proi=1,.... m—j—1aj=0,...,m—2,
dostavame

E (S:j4116\"™) = E(Si 1l Fy) = £S5 (2.11)

V poslednim kroku jsme pouzili podminku (M2). Kombinaci predchozich
rovnosti obdrzime

E(f™16™) = £ (2.12)

Aplikaci stfedni hodnoty na obé strany dostavame E fj(m) = f;, proto
je f](m) nestranny odhad f;.

2. Nekorelovanost chain ladder odhadt lze 01>3et ukazat pomoci podminovani.
Predpokladejme j; < 7. Pak odhad f( je méritelny vzhledem k Qj(gn),
a tudiz pouzitim (2.12) plati

(Mg (Fm)gm)) _ f(m)
E(f7 RIS ) = BB (FE10) = 1 ..
Aplikovanim stfedni hodnoty vidime, ze

cov (" Fi) = EF I — B Efb
= Efjl fj2 - fjlij -
O

Rozptyl chain ladder odhadu f}m) neni tak lehce zjistitelny, protoze se jedna
o podil dvou zavislych nahodnych veli¢in.
Pro nasledujici vypocty zavedeme znaceni:

gl]: 1,5+1 7 f] R i:1a27"'7.j2071a"'

Pfedpoklddame, Ze var S; < oo pro j =0, 1,... Pouzitim (2.11) plati
E (5,416,") = E (S4lFy) = 0, (2.13)
coz spolu s (2.12) dava
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r(m m Z?iﬁjilgi' ? m 1 m_j_IN m
(i) -2 |(BER) 1687 - g e (8 S0

i=1 =1

Z?:lj_l var (gjj‘g§m)) 2 1<itk<m—j—1COV (gz’ja gkj‘gj('m))
. 5 + , 2 .
(Z?i—lj—l Si') (Z?i—lj—l Sz“)
Pozorujeme, ze
var (SZJ|QJ(M)) = var (Sz]|f.z]) )
cov (5}-]-, Skj|gj('m)) =K (Sijgkj\]:ij \ ]:kj) ;

kde F;; V Fi; je nejmensi o-algebra obsahujici o-algebry Fi; a Fyj, 0,k =1,...,
m — j — 1. Kovariance je nulova pro ¢ < k:

E (gz'jgkﬂfij v fkj) =E {E (Sz‘jgkﬂfij v ]:kJJrl) | Fij V fkj}
=E {gkj E (5'@]‘-7:” V ]:k,j+1) |~7:zy \ fkj}
= E [S, E (5,175 |15 V Fig| = 0, (2.14)

kde jsme pouzili nezavislost S”Z-j a Fy, j+1 a podminku (M2) Mackova modelu. Cimz
jsme dokazali, ze

s var (551 Fy)
i 2
(Z " sy)
V tomto bodé si musime uvédomit, ze podminky Mackova modelu jsou ne-
postacujici pti vyhodnocovani podminénych rozptyli. Tato myslenka neni pre-
kvapujici, protoze podminka (M2) vypovida pouze o podminéné stiedni hodnoté

Sij, nikoliv o druhych momentech. Proto k podminkam (M1) a (M2) Mackova
modelu pridame dodateénou podminku:

var (f1G¢) = . j=0,...,m—2. (2.15)

(M3) Predpokladejme, ze varS; < oo, j = 0,1,..., a existuji nezdpornd realna
cisla o7 takova, ze

var (Sj4]S0, ..., 8;) = 0785, j=0,1,... (2.16)
Za platnosti podminky (M2) lze (2.16) vyjadrit také jako
E [(Sjs1— £i5)°1S0,. ... S| = 0285, §=0,1,... (2.17)
Za predpokladu podminky (M3) jsme nyni schopni urcit var f;m).

Lemma 2.2.4. (Rozptyl chain ladder odhadu f](m))
Za podminek Mackova modelu, véetné pridané podminky (M3), mdme pro kaz-
déj=0,....m—2:

. -1
. m—j—1
varfjm’:aj.E( 3 SZ-]) . (2.18)
=1
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Diikaz. 7 predpokladu (2.16) a vztahu (2.13) primo dostavame

var (SU|QJ(W)) = var (SU|.7-"Z]) =025 (2.19)
Pak z (2.15) ziskame
SiiThe?sy; o o

: = T (2.20)
(Z:‘Z%l Sij)2 SIS

var ( f](m) |QJ(.m)) =

Nepodminény rozptyl f](m) dany dostaneme aplikaci vztahu

e 7 2o (11657 e [ (5710
=E [Var (fj(m) |g](m))] 7

kde vyuzivame informace, Ze E( |g ) = f;, viz (2.12). O

Odhady hodnot JJQ. mohou byt odvozené pomoci momentové metody. Pokud
pouzijeme stfedni hodnotu na rovnici definujici UJQ., obdrzime

(]+1 fiS ) _UJQ'ESJ'-

Nyni nahradime stfedni hodnotu na obou stranach vybérovymi odhady:

1 m—j—1 m—j—1

Z Sijr1 = [ Z]) = j—l Z Sij-
Nakonec nahrazenim f; odhadem fj(m) dostavame

m—j— r(m 2
o Zi:1j ! (Si,jJrl - fj( )Sij)
SISy
Muzeme si vS§imnou, zZe tento odhad je pro j = m — 2 roven 0. Odhad je
zaporné vychyleny. Vychyleni je ddno v nasledujici vété.

L j=0....,m—2. (2.21)

Véta 2.2.5. (Stredni hodnota odhadu [6§m)]2)

2
Za predpokladi Mackova modelu a podminky (M3) plati pro odhad {@(.m)}
parametry UJQ., dany vztahem (2.21), nasledugici:

ij 15«2
(Zﬁﬁl&ﬁz

j=0,...,m—2.

2 -
Diikaz. Nejdrive odhad [6](-m)] rozepiSeme s vyuzitim vztahu S;; = S; j11 — f;5;:

[6@ﬂ2==zﬁgf4( it = " ‘$02::2ﬁ5f4<31_<fy0—‘ﬂ)swf
YISy SISy

J

1 mIT ~(m) 5 2(m)

~ g, 3 (520 ) (7 5)'5)
1= 1] 1—
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Odvodime podminénou stfedni hodnotu odhadu:

m—j—1

5 (o) 167) = sy 2 (32/0")

=1

a5 (17~ 1) Si0) + st (5 - 5)165”) |
(2.22)

Nyni upravime prostiedni ¢len pomoci (2.9):

E((fJ(m fJ) SZ]|Q ) (Mgwj(m)

1 v
m—j Sk]

! "~ e g g
E Z SkjSij|Qj .

Zm - lskj k=1
Jak jiz vime z (2.14), podminéna stiedni hodnota E (Sk;S1G™) = E (Si; 8,17
VFi;) je nenulova pouze pro piipad ¢ = k:
G2 |7(m)
E(S316™) = Sijo?,
viz (2.19) a (2.13). Pouzijeme-li ve (2.22) na treti clen (2.12)) a (2.20), dostavame:

m—j—1 2 -2 2 2
S 1 amY _ 1 : 25%0 SZ
e (o] 19, >_z;?11“sz-j Z (S”J” i lejskf =

—1
— Y Y —1
(Zglj Sw)

Vysledny vztah dostaneme pouzitim stfedni hodnoty:

E[6"] = o? - U?EZ:]j—fS:.
iz Siy)
0
V ¢lénku [3] byl navrzen jiny zptisob odhadu parametru o7:
[5(”)}2: mils < u+1_f(m>>2 j=0,...,m—3. (2.23)
! —Jj—2 i Sij J ’ T
Takovyto odhad je nestranny odhad ajz, 7=0,...,m— 3, coz dokdzeme v nasle-

dujici vété. Jeji dikaz je proveden podle [4].

2
Véta 2.2.6. (Nestrannost odhadu {6](-7”)} )

2
Za predpokladi Mackova modelu a podminky (M3) je odhad [5](-m)] L=
0,...,m—3, dany vzorcem (2.23), nestrannym odhadem 0]2-.
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Diikaz. Vzorec (2.23) muze byt prepsan néasledujicim zptsobem:

(m—j—2) [&J(.m)r _ mzjzl <% _ 25@,7j+1f](M) + Sy {f](m)}2>

o\ 5
m—j—1 Sz2 m—j—1
=% - x s (221)

pouzili jsme vztah 37771 S, 5, = f(m) S77h S, podle definice f](m). Apliku-
jeme podminénou strednl hodnotu na vyraz (2.24) a dostaneme:

m 1 2
e (im— i -2 o) = "3 Eal )
m—j—1

Z SyE((f] } 6™, (2.25)
Diky nezavislosti z podminky (M1) ziskavame

E(S?;,110™) = E(S2;,.|F) (2.26)
= var(S;;11|Fi;) + (E(Sij11]Fi))?
= Sij07 + (Sii f3)?,

kde jsme pouzili vztaht (2.2) a (2.16). Z (2.20) a (2.12) ziskdme

E([Am]'1657) = var(F™161™) + B 160 (2.27)

2
o
— J 2
S E—
prian Sij

Vlozime-li (2.26) a (2.27) do (2.25), ziskame

)12 - m—j—1
E(m—i-2) 60" 16/") = % (0} +5us)
=1
m—j—1 SZO'2
-3 (s et
1= 1 1)
—(m—j—l)ajz—ajz
—(m—j—2)a]2-.

2
Z posledniho odvozeni okamzité obdrzime E([ ](m)} |Q§m>) = ajz. Nakonec dosta-
vame zZaver:

B[] =& (o] 16)) = B = o}
]

2
Odhad {6(.7”)} neni definovan pro j = m — 2. Podle [3] mizeme doplnit ob-

vykle exponencialné klesajici fadu a( ™) ...,57(7;'1) 4,5,(7?,)3 o jeden clen, napriklad
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pomoci logaritmicko-linearni regrese, nebo jednoduseji mizeme pozadovat plat-
nost rovnosti:

55):’1)4 o 5-mn1)3
6'7(72”—)3 a-mm—)Q ’

) (m)

alespon pokud 6§nm_4 > 0,, 3. Tato posledni moznost vede k odhadu

[54,]" = min w mm<[aﬁn"”4}2, [5,&;’”3}2)

Om—2 [5-;:1)4}

2.2.3 Predikce

V této casti se budeme vénovat predikci budoucich thrnt plateb. Pripomenme,
ze kdyz chceme predpovédét velicinu Sji, £ € N, na zékladé Sp,...,S;, tak
nejlepsi predpovéd minimalizuje stiedni kvadratickou chybu E (S;4, — M)” pfes
tridu vsech ndhodnych veli¢in M, které maji konecny rozptyl a jsou méritelné
vzhledem k o-algebfe F; generované ndhodnymi velicinami Sp, ..., S, a feSenim
je podminéna stfedni hodnota E[S; k]S, ...,S;]. Stfedni kvadratickou chybu
predikce §j+k ndhodné veli¢iny S;;; budeme znacit

N N 2
mse Sj_,_k =K (Sj+k - Sj+k)
Budeme také pouzivat podminénou stifedni kvadratickou chybu, coz je ndhodna
veli¢ina
msez; Sj4r = E ((SjJrk - ]+k> \-7:)

Predpokladejme podminky Mackova modelu a navic podminku (M3). Pred-
stavujme si m jako soucasny cas a budeme chtit predpovédét budouci thrn
plateb. Nejdiive se zamérime na predpovéd o jeden krok, tj. chceme predpo-
vedét Sim—it1, @ = 1,. ..,m. Z podminky (M2) méame, Ze nejlepsi predikce je
E(S; m— ZJr1|]:lm Z) = fm—iSim—i. Protoze hodnoty f,,_; nezname, nahradime je
jejich odhady f . Tim ziskdme nasledujici:
gi,m—i—l—l = fr(:i)i Sim—is 1=2,...,m. (2'28)
Tato uprava vsak vede k tomu, ze Si,m,iﬂ jiz neminimalizuje stfedni kvadratic-
kou chybu E(S;,,_i11 — M)? pres t¥idu vSech ndhodnych veli¢in M, které mayji
konecny rozptyl a jsou méfitelné vzhledem k o-algebte F; ,,,—;. Kdyz se podivame
na podminku (M3), rozptyl nejlepsi predikce je dan hodnotou

E(Si,mfzﬁrl - fmfiSi,mfi)z =E [Var<si,mfi+1‘:'ri,mfi)]
= E |:0-72n—’iSi7m_i:|
=0, ES,,_;. (2.29)

Rozptyl o2, ES,, ; je minimum pro chybu predikce veli¢iny S; ,, ;1. Pozoruje-
me, ze

mse SZ m—itl = (Sz m—itl — Si,m—i+1)2
E(Sz m—i+1 fm—zSz m— z) + E [(f fm z) i,m— zi|
=02 ES,,_; +var f(m) ES2 (2.30)
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Pouzili jsme (2.29) a nezavislost (.S; —i, Sim—it1) & Ar(:i)i, kterou si mizeme uve-
domit z definice odhadu fr(n"i)i. Vidime, Ze tento odhad ovliviiuji pouze veli¢iny
Skm—it1s Skm—is k=1,...,i— 1, které jsou nezavislé na (S; —i, Sim—i+1) podle
(M1).

Dohromady s rozptylem var £ z lemmatu [2.2.4] dostavame nasledujici vi-
sledek pro chybu predikce.

Lemma 2.2.7. (Stredni kvadratickd chyba jednokrokové predikce)
Predpokladejme podminky Mackova r@odelu a také podminku (MS3). Stredni
kvadraticka chyba jednokrokové predikce S; pm—iy1 definované v (2.28) je dana:

i—1 -1
mse Si,m—i+1 = 0-72)17@' ESm_Z + E (Z Sk,m—i) ESE,FZ s 1= 2, e, M.
k=1
Diikaz. Lemma plyne z (2.30) a lemmatu 2.2.4. O

7, nezavislosti f,gfi)z a Sim—i, lemmatu a vztahu (2.8) plyne pro stredni
hodnotu predikce

Egi,m—i—i—l = Ef(m)zESz,m—z = fm—iESi,m—i = ESi,m—i+1~

m—

Znamena to, ze §i7m_z~+1 je nestranna predpoveéd.

Podminka (M2) v Mackové modelu nespecifikuje pouze jednokrokovou predik-
ci Sjy1 pomoci E(S;41]50,...,5;) = f;5;, ale také definuje nejlepsi predikei (ve
smyslu stfedni kvadratické chyby) ;i pii danych Sp,...,S; pro kazdé k € N.
Pouzitim vlastnosti podminéné stfedni hodnoty a indukce je nejlepsi k-krokova
predikce S;;; dand vyrazem

E[S; 4]0, .-, 8] = E[E (Sjs1|So0,- -+ Syen1) [Sos .- .. 5]
= fi+r-1E[Sj1x-1/S0, ., 5]
i 1S, 2:31)
Odpovidajici chybu predikce ziskdme vypoctem
E (Sjpk = firn-1---1;9;)°
= E(Sjr = fisk1Siab-1)" + Frp B (Sjno1 — fisn-2Sjn—2)’
4o j2+k71 . 'fj2+1E (Sjp1 — ijj)2.
Z (2.17) dostavame:
E (Sjpk = firn-1---1;9)°
= ]2'+k—1 ESjir-1+ f]’2+k710-]2'+k72 ESjik—2+-+ fj2+k71 e f]'2+10]2' ES;

k-1
=ES; Y fi e fiva0r s w1’
=0

Vezmeme vztah (2.31) jako pocateéni bod pti hledani aproximace nejlepsi

predpovédi S; ,,—;+r danou minulymi a soucasnymi pozorovanimi S; o, . .., S;m—i-
Nejlepsi predpovedi je ndhodna veli¢ina
E (Sim—itk|Fim—i) = fm—ith—1-* fm—iSim—i, k€N (2.32)
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Kandidat na aproximaci se ziskava nahrazenim nezndmych parametri f; jejich
chain ladder odhady:

gi,mfiJrk = fAy(nWi)iJrk,l cee f;(nwi)zsz,mfz (233)

Jelikoz odhady fj(m), viz (2.9), mame pouze pro j < m — 2, mizeme gi,m,Hk
stanovit jen pro k > i — 1, tj. vyvojovy trojihelnik dat doplnime na c¢tverec:

Sio S S ces Stm—1
Soo Sa1 ... Som—2 Som-i
Smo Smi .- o Shm—1

Jak jiz bylo vysvétleno v kontextu jednokrokové predikce, S’i’m,i% nema vlast-
nosti nejlepsi predikce S; ,;,—ix (ve smyslu stiedni kvadratické chyby) dané mi-
nulymi a souc¢asnymi pozorovanimi S;;,7 + j < m.

Diky nekorelovanosti chain ladder odhadi vyvojovych faktori (lemma 2.2.3)
si opét muzeme povsimnout, ze S’i’m,i% je nestrannd predpoveéd S; ;,—ivk:

Egi,mfzﬂrk = f(nz)zqu,l ce fy(nwi)zESz,mfz - Esi,mfiJrk- (234)

Stredni kvadraticka chyba je vyjadiena v nasledujicich dvou lemmatech.
Lemma 2.2.8. (Podminénd stredni kvadratickd chyba k-krokové predikce)

Za predpokladi. Mackova modelu s pridanou podminkou (M3) plati:

A ~ 2
mser, ., Sim—itk = Var (Sim—itk| Fim—i) + (E (Sim—ith| Fim—i) — Si,m—i+k) ,
(2.35)
kde

m—i+k—1

var (Si,m7i+k|f‘i,m7i) = Si,mfi Z fmfz : f] 1(7 J+1 Tifzdrkfla

=
(E (Sim—itkl Fim—i) — S; mek)Q

:52 z(fm i fm i+k— 1_fm i frg%m)z-f-k 1)2'
3

Diikaz. Pouzijeme postup podle [3]. Obecné plati E (X — a)® = var X+ (EX — a)”
a z toho plyne (2.35). Na dukaz zbytku véty pouzijeme zkracené znaceni:
Ei (X) = E (X[ Fim—:)
var;(X) = var (X|Fim—i) .
Opakovanym pouzitim pfedpoklada (M2) a (M3) dostaneme

var (Si,m7i+k|ﬂ,m7i) = Vari(si,mfzﬁrk)
= E; (var (Sim—i+k| Fim—itk—1)) + var; (E (S;m—ivk| Fim—itk—1))
= Ei (Sim—ith—1) O ig1 + VA (Sim—ive—1) foith1
= Ei(Sim—ith—2) fn—ith—20m irk1 + EBi(Sim—ith—2)0m s inofm itk

2 2
+ var; (Sim—ith—2) fo—ith—2fm—ith1

m—i+k—1
= Si,mfi Z fmfz : f] 1(72 32+1 T?lfi%»k‘fl? (236)

j=m—1
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protoze var; (S;m—i) = 0.
Diky (2.32) obdrzime druhy sc¢itanec (2.35):

(B (Simiskl Fim—i) = Simoisk)
= S} Z(fmf Sniior — FO e fU 1)2. (2.37)
O

Lemma 2.2.9. (Stredni kvadratickd chyba k-krokové predikce)

Predpokladejme podp%fnky Mackova modelu a @avfc podminku (M3). Stredni
kvadratickd chyba mse S; y—ir k-krokové predikce S p—ivr definované v (2.33) je
dana:

A N 2
mse S ym—itk = E (Si,m—i+k — Si,m—i+k)
2

= E(Sim itk — E(Sim_isklFimi))’ +E (E (Sim—itk| Fim—i) — gi,m—z‘—i—k) ,

kde
E (Si,m—i+k —E (Si,m—z‘+k|-/ri,m—i)>2
m—itk—1 ,
=ESm—i D>, [fmeish-r fi] 0 fim1 fnei.
j=m—1
Diikaz. Aplikujeme stfedni hodnotu na lemma 2.2.8. O

2.2.4 Vypocet predikce rezervy

V této podkapitole budeme vychazet z clanku [3]. Vypocitame predikei rezervy na
pojistna plnéni, jeji stfedni kvadratickou chybu a odhad této chyby. Pro tento vy-
pocet nam bude stacit doplnit nas trojihelnik dat na ¢tverec pomoci predpovédi
budoucich thrni plateb.

Rezerva na pojistna plnéni je dana vztahem:

Ri = Oim—1 — S@m,i, 1= 2, oo, M.
Predikce R; proto bude ]A%Z = ALm,l —Sim—i. Vyuzijeme vztahu (2.33) a dostavame
-l%i:Si,m—’i (fm 2° f(m) ) Z:277m

Protoze S},m_l je podle (2.34) nestrannd predpoved S; ,,,—1, je také R; nestran-
nou predikei R;.
Nyni odvodime podminénou stredni kvadratickou chybu predikce R;:

~ A 2
msefiymﬂ. RZ =E ((Rz - Rz) |E,mz)
=K ((Si,m—l - Sz‘,m—l)z |f'z‘,m—i)
= HlSG]:i,m_i Si,m—l'

Pozdéji budeme potiebovat odhad JJQ., 7 =0,...,m — 3. Pouzijeme odhad
vyjadreny vzorcem (2.23), o kterém jsme si jiz dokazali, Ze je nestranny. Protoze

26



m je pevné, budeme ve znaCeni vynechavat horni index (m) a psat pouze 6]2-.

Podobné budeme psat pouze f] pro odhad f;.
Z lemmatu|2.2.8 pro k = 7 — 1 vidime, ze plati:

. N 2
Sim—1 = var (S m—1|Fim—i) + (E (Sim—1|Fim—i) — Si,mﬂ) .

mser,

i,m—1 ’

A tedy staci najit odhady téchto dvou scitanct, které vyjadiuji mseg, , , R;. Ve

vyrazu nahradime parametry f; a UJQ. jejich odhady fj a 6]2-, tedy odhadneme
var(S; m—1|Fim—i) nasledujicim vyrazem:

m—2 m—2 =2/ 2
D S T T L1
i,m—i Z m—i° 'f],10'j j+17 T Im—2 — Pim-1 Z 5 :

j=m—i j=m—i ij

Ve vyrazu (2.37) nemiZeme jednoduse nahradit f; pomoci fj, protoze tim
bychom dostali 0. Proto zde pouzijeme jinou aproximaci. Napiseme-li, ze

F = fmfi’ : 'fmf2 - fAmfi’ : 'fAmf2
= m7i+---+Mmf27
kde

Mj:fmfi"'fjfl (fj_fj)fjJrl"'fmea j:m_ia"'am_Qa
ziskame

F?2=(Mpy_i+ ...+ M,_,)*
m—2

= Y MZ42Y MM
j=m—i k<j
Nyni M? aproximuje E(Mﬂgj(m)) a M;My, k < j nahradime E(Mj]\/[k|g](.m)).
Protoze E(f; — fj|gj(m>) =0, viz , dostéavame E(Mij|gj(m)) =0 pro k < j.
Ze vztahu (2.20) dostaneme

£2

E (M}|G™) = ==

£2 2.2 2
o S0 i e

m—j—1
Zi:l SZ

2
Vezmeme-li to dohromady, vyraz F? = (Z;-”:_nf_i M]-) nahradime souctem

;-”:;,21714 E (M ]2|g](m)) a protoze vsechny vyrazy tohoto souctu jsou kladné, muze-
me nahradit vSechny nezndmé parametry f;, UJQ. jejich nestrannymi odhady f;,

5?. Dohromady odhadujeme F? = (fm_Z o fono — fm_i e fm_2>2 vyrazem

-2 72 2 <272 £2 -2 ~2 /12
S m—z‘"‘fj_10j j+1"‘fm—2 ) L2 mz: Uj/fj
-2

m—j—1 — Jm—i’ fm m—j—1 .
j=m—i izt Sij jmmei 21 i

Vysledny odhad podminéné stedni kvadratické chyby mseg, . R; vypada takto:

—_— m—2 ~2 1 1
A . A2 ,]
s He = i 2 _<s— +m75>
jem—i J; G 2ket kj



2.2.5 Priklad

Teorii této kapitoly jsme aplikovali na realnych datech, které jsme prevzali z ma-
terialu [1], jejich hodnoty jsou uvedeny v piiloze v tabulce Jedna se o data
spole¢nosti TrygVesta, konkrétné o pojisténi odpovédnosti za Skodu z provozu mo-
torového vozidla. Tabulka 4.9/ zndzornuje tthrny plateb za obdobi 18 let. VSechny
vypocty jsme provedli s pouzitim programu Microsoft Excel (2007).

Nejdrive jsme vypocitali odhady fj, 6? a 6]2-, jejichz vysledky jsou uvedeny

v tabulce

fi | 6 | &

3.2154 | 2,4074 | 1,4842
1,9616 | 2,8292 | 2,8138
1,6633 | 1,0669 | 0,0119
1,3927 | 0,1923 | 0,1804
1,2379 | 0,2392 | 0,2138
1,1497 | 0,2534 | 0,2555
1,0848 | 0,1088 | 0,1146
1,0649 | 0,0883 | 0,0870
1,0325 | 0,0263 | 0,0163
1,0353 | 0,0372 | 0,0401
10 | 1,0223 | 0,0280 | 0,0271
11 | 1,0134 | 0,0081 | 0,0081
12 | 1,0224 | 0,0017 | 0,0012
13 | 1,0080 | 0,0058 | 0,0042
14 | 0,9996 | 0,0003 | 0,0002
15 | 1,0020 | 0,0004 | 0,0002
16 | 1,0001 | 0,0003 | 0,0000

00 ~J O Ul i W N~ O,

Ne}

Tabulka 2.1: Odhady fj, ~J2. a AJQ..

Na zékladé odhadt fj jsme spocitali predikce S;; pro i4j > 18 a doplnili jsme
takto tabulku 4.9 na ¢tverec. Vyslednd matice je zobrazena v priloze v tabulce
4.10. Na zdkladé téchto odhadt jsme mohli provést vypocty predikce rezervy
pro uhrny plateb a odhad podminénych strednich kvadratickych chyb predikce
rezervy. Vysledky jsou zobrazeny v tabulce[2.2/této podpodkapitoly.
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A

Ri msesr, .., Rz
0,0053 0,0528
0,2029 0,1548
0,1993 0,2626
0,9678 0,9618
4,2606 1,7168
6,3012 3,3011
10,4925 9,5366
13,1820 13,7746
20,4710 22,4722
24,9110 | 33,4478
30,0616 | 45,7596
63,3530 133,3319
66,0828 143,1580
114,4673 | 246,6801
162,1867 | 676,5269
167,4072 | 1897,3606
169,9607 | 2966,5880

g G G S g S gt
01Tk WO © X TE W N)

—

Tabulka 2.2: Predikce R; rezervy a odhady mser, ., R; podminéné st¥edni kva-
dratické chyby predikce rezervy pro jednotlivé roky.
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3. Poissontiv shlukovy model

V této kapitole budeme vychazet z clanku [2].

V piedchozi kapitole jsme uvazovali S;; a N;; jako uhrny plateb a thrny poctu
plateb za Skody z roku i, které byly vyporaddany v casovém obdobi Cj;. V této
kapitole se pro zjednoduseni omezme pouze na jeden rok, predpokladejme ¢ = 1.
Pro j € Ny pak budeme oznacovat N; pocty plateb, které byly uhrazeny se
zpozdénim j a S} dhrny plateb, které byly uhrazeny se zpozdénim j, pro které
vzhledem k predchozimu modelu plati nasledujici:

Nj = Ny+---+ N},
S; =8+ +5;

Pokud bychom vytvofili z hodnot N} a S} trojihelnik, ziskali bychom nekumula-
tivni vyvojovy trojihelnik pro vyse plateb a pocty plateb.

3.1 Popis modelu

Uvazujeme stochasticky model pro pocty plateb N} a odpovidajici vise plateb S,
J € Np. Model je dany néasledujicimi podminkami, které budeme predpokladat
po celou tuto kapitolu.

Necht M je pocet udalosti, které nastanou v daném roce, s rozdélenim danym

pravdépodobnostmi
m =P(M =m), m e N,.

Necht m-ta udalost zptsobuje proud K, plateb od pojistitele k pojisténému
v prubéhu nasledujicich let. Predpokladame, ze k-ta z téchto plateb je vyporada-
na v roce Y. Déle predpokladame, ze (K,) je posloupnost nezavislych, stejné
rozdélenych nahodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim s parametrem p a ze
(Yonk )m.ken Predstavuje rodinu nezavislych, stejné rozdélenych ndhodnych velic¢in
se spole¢nym rozdélenim

pj:P()/U:j)a jENO'

Nakonec predpokladejme, ze M, (K,,) a (Y,) jsou nezavislé. Piseme

M Km
Nj= 3> Itvu=p JE€No,
m=1 k=1
tj. IV} je pocet plateb za skody nastalé v daném roce a vypoiddané se zpozdénim
7 let.

Na tento model se také mtzeme divat tak, ze vznikl zobecnénim Neymanova-
Scottové Poissonova procesu (definice 1.3.4) s tim, ze rodicovsky proces neni
Poissontiv, ale nabyva M udalosti v case 7 = 0.

Predpokladame dale, ze (X,nk)m ken je rodina nezavislych, stejné rozdélenych
nezapornych nahodnych veli¢in, nezavislych na M, (K,,) a (Y). Interpretujeme
Xk jako k-tou platbu m-té udalosti. Pak

M Kmn

S,; = Z ZkaI{Ymk:j}’ .] S NO,

m=1 k=1
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je celkovy thrn plateb za skody nastalé v daném roce a vyporadané se zpozdénim
7 let. Znamena to, ze prislusny shlukovy bodovy proces jsme pomoci nezavislého
kétovani (definice [1.4.2) obohatili o kéty predstavujici vysky thrad.

V celé této kapitole budeme pouzivat Laplaceovu-Stieltjesovu transformaci
nahodné veliciny M a budeme ji znacit nasledujicim zptisobem:

L(y)=Ee ™ =3%"g,e ™, ~>0.
m=0

Jeji [-ta derivace je
LO() = (-1)'EM'e™ >0, €N,
Navic definujeme

L(l+1) EMAHL oM
o) _ © v>0, l€N,

Rl(’}/) = L(l)(")/) EM!e—M

Nakonec znacime ‘
J
0, =nY pi, J€Ny
i=0

pripomenme, ze j je intenzita Poissonova poctu plateb k dané udalosti a p; je
pravdépodobnost, ze platba bude provedena v i-tém roce po uskutecnéni udalosti.

3.2 Predikce

Budeme se snazit piedpovédét budouci pocet plateb NI, ., a odpovidajici tihrn
plateb S, 4, | € Ny na zakladé predchoziho pozorovani pocti plateb Ng, ..., N7.
Tedy uréime predikci S}, ; a N, ; jako NI, ., = E‘(N]’-HHLE) a Sty =
E(S% 11]F;), kde Fj = o(Ng, ..., N;) = o(No, ..., N;), j € No.

Nezévislost (X,,x) a zbylych ndhodnych velicin v modelu implikuje

A],'+l+1 = EX\E(Njy4alF5) = EXHNJ,'—H-‘,-I? I € No. (3.1)

Proto se problém predikce S7,;,, redukuje na predikci Nj,, ,. Naopak, jestlize
Xk = 18.j. pro véechny m, k, pak Ni = S%, j € Ny. Proto je postacujici studovat
predikei S7 ;. na zdkladé N, ..., N].

Nasim cilem je odvodit predikei (3.1) a urcit jeji chybu. Za¢neme jednokroko-
vou predikei, tj. [ = 0.

3.2.1 Jednokrokova predikce

Nyni zformulujeme hlavn{ vysledek pro predikci S ;. P¥ipomeiime, Ze odpovida-
jici vysledek pro NV J’ 41 Plyne polozenim X, = 1 s.j. pro vSechny m, k.

Véta 3.2.1. (Jednokrokovd predikce a jeji chyba)
Predpokladejme, Ze EM < oo a EX7; < 0o. Necht j € Ny.

1. Predikce SY;H velic¢iny S}, | na zdkladé N, ..., N} md tvar

51 = E(SUnl ) = iy B X Ry, (6), (32
kde Nj = Ny + -+ N,
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2. Predpokladejme navic, Ze var M < oo a var X;; < 00. Pak nepodminend
chyba predikce pro S}, je dand vjrazem

2
mseS+1—E< i1 ;‘+1)
= EX7 i EM + (EX1ppi1)  EM® —B(S),,)°. (3.3)

3. Predpokladejme navic, Ze var M < 0o a var X1; < 00. Pak podminénd chyba
predikce pro S". ‘41 na zdkladé predchozich pozorovani N, ..., NJ’. je

SCx; S§'+1 = val (S}+1|fj> = EX7, i1 Ry, (05)
+ (EX111pj11)° Ry, (05) [RN +1(0;) — RNj(ej):| , (34)
kde Nj = Nj+ -+ NI,

Dikaz. 1. Pro j € Ny al € N oznac¢me Z;; = ZkK:ll Ity,,—jy pocet plateb v [-
tém proudu plateb, které jsou vyporadany v roce j. Z vlastnosti Poissonova
procesu plyne, ze (Z;;) tvori dvojtou fadu nezéavislych ndhodnych velic¢in
takovych, Ze Z; md Poissonovo rozdéleni s parametrem jp;. Protoze N; =
SM, Z;, podminéné na M je (N )jen, posloupnost nezavislych nahodnych
veli¢in, které maji Poissonovo rozdéleni. Proto

E( +1|N(/]7" N/ M) - M:U’pj-i-la J € No,

S/Jrl = EXll/,Lp]JrlE (M‘f) j € No. (35)

Pfesnéji pro kazdé m,j € Ny a ng,...,n; € Ny,

P(Nézno,...,N'-:nj,M:m)
ZZOZ—TLO ZZl—TL]

= o [T 2L

i—0 nz'
, J n;
= g e ™ mE o ] (“S%') (3.6)
i=0 Tk
Usuzujeme, ze pro j € Ny,
m e—mb; me:
P(M = m|N} = no, ..., N} = nj) = — S (3.7)
o] —rf; Z-f ng
Zr:O QT’ € rr i=0
m,ng,...,n; =0,1,... Specialné:
oo m efmGj Zz: n;+1
E (M|Ny=nq,..., N} =n;) = =n=1 i
55 g e P o™

Tedy pouzitim plati (3.2).
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2. & 3. Zacneme vypoctem chyby predikce 57, na zdkladé N, ..., NJ. Nejprve
pozorujeme, 7Ze

var (S]'-+1|N6, o NG, M) = MEX7 1pj41-

Zohlednime-li tento vztah, dostavame

K [(S;H)? m] _E [E <(s§+l)2 INj, .. N, M> |fj]
- [var (S’+1|N6,.. N; M)
+(E (]H\NO,...,NJ.,M))Q\E}
=E [MEXH,uij + (MEX 1 ptpjs1)° |}—j}
=EX}E (N]/'+1|j:j) + (EX114pj41)° E (M2|‘/T]> '
Podminéna chyba predikce tak miize byt zapsana jako
var (8,1 7;) = EXAE (N1 |F) + (EXuppjan) var (M|F;) . (3.9)

Pouzitim (3.7) miZeme nahradit podminéné momenty M odpovidajicimi
derivacemi L, coz vede k (3.4). Spocteme-li stiedn{ hodnotu ve vztahu ,
obdrzime chybu predikce

(SJI‘H SJ,+1) =k [Var (S]’-HIEH
= EX},EN},, + (BXy14pj41)° [EM2 —E(E (M‘}-j)ﬂ
= EXllupj+1EM + (EX11LLP]‘+1)2 EM? — E(S§+1)2-

Cimz jsme dokazali 2. a 3. ¢ast véty.
O

Poznamka 3.2.2. Jednoduchd horni mez pro nepodminénou chybu predikce (3.3)
je dana vztahem

A N2
E(Sj1— Sja1) < EXTy ppjiEM + (EX11pp;41)° EM?.
Vyhodnoceni E(S]’ 1) v (3.3) je komplikované. Jestlize vyuZijeme posledniho dii-
kazu, obdrzime ndsledujici explicitni vyjddreni:
E(S)41)* = (BEX 11 upj41)” E (B (M]F)))?
2
= (EXyppj1)°E (RN5+---+N]’.(9J‘))
= (EXuppji1)” ) D0 P(Ng+--+ Nj =k, M =m) (R(6)))" .

k=0m=0
Aplikaci (3.6) se dvojita suma na pravé strané zmeéni na

z[zqm Jmk] S Y o)y

k=0 no+---+n;j=*k =0 Z

o0 (k+1)(9 )

L(e +1)(9.)2
— b _1\o; 2 NI
¢ E<( RTRITN )

kde ©; md Poissonovo rozdéleni s parametrem 0;.
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3.2.2 Vicekrokova predikce

V této casti se budeme zabyvat predikei o [ 4+ 1 kroka dopredu. To znamena, ze
nds zajimaji hodnoty S}, [ € Ny a odpovidajici chyby predikce.

Véta 3.2.3. (Vicekrokovad predikce a jeji chyba)
Predpokladame, ze EM < oo, EXy; < oo. UvazZujme 3,1 € Ny pevné.

1. Predikce S}y,

y velicing S5y na zdkladé Ny, ..., N md tvar
gjl‘+l+1 =E <S§‘+z+1|}—j) = EXllNPjJrlJrlRNj(ej)a
kde Nj = Ny + -+ Nj.

2. Predpokladejme, Ze var M < oo a var X7 < oo. Pak nepodminéend chyba
predikee S’ ., je dand ndsledujicim vztahem

A~ A 2
! _ ! o
mse Sy = E ( A1 j+l+1)

= EX} pjei BEM + (EXypipjsin) EM? — E(S),141)%

3. Predpokladejme, Ze var M < oo a var X1; < co. Pak podminénd chyba pre-
dikce S}y, je dand vijrazem

mser; §;+l+1 = val (SJ/'HH‘]:J') = EXT)upjs141 R, (05)
+ (EX11ppji1)’ Ry, (0) [ R, 1(0;) — Ruv, (60))] -

Diikaz. 1. Zacneme pozorovanim, ze pro [ € Ny,
S;'+l+1 =E {E (SJ/'JrlJrl‘:'errl) "FJ} :

A proto, pouzitim (3.5), obdrzime
S i = EX1ipjin E [E (M| Fju0) | F)
= EXy1upj i E(M|F).
Nyni pouzijeme vztah (3.8) a dokézali jsme bod 1.

2. & 3. Pro podminénou chybu predikce S} 4141 Pozorujeme, Ze pomoci (3.9)
plati

var (Sj’.+l+1|fj)
=K (var (S;'+l+1|}_j+l) |fj) + var (E (S}+l+1|fj+l> |7:]>
= EX121N]/'+1+1 + (EXH/WJHH)Q E (var (M|F;41) | F5)
+ (EX11ppji111)° var (B (M| Fj1) | F;)
= EX%INJ{+Z+1 + (EX11MPj+l+1)2 var (M|F;) .
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Podminéné momenty M miizou byt opét vyjadien pomoci (3.7). Pouzijeme-
li stredni hodnoty, obdrzime nepodminénou chybu predikce

N 2
E <S§‘+l+1 - S§+l+1) =E [Var <S§+l+1|}—j)}
= EX7 i pj i EM + (EX11ppj1111)° [EMQ —E(E (M",'t]))z}

2
= EX{upj i EM + (EX1ippjii1) EM? — E ( ]+l+1) -

Poznamka 3.2.4. Poznamenejme, Ze

Dj+i+1 4
J

SJ/+l+1 =
za predpokladu, Ze pj+1 > 0. Navic, jestlize pj1i41 = 0, pak S’+l+1 0.

3.2.3 Predikce pro (a,b)-rozdéleni

V piedchozi ¢asti jsme pfedpovidali hodnoty N7, , a S, I € Ny, na zékla-
dé Ny, ..., Nj. Pii této piedpovédi bylo klicové uréeni derivact (—1)ILO(y) =
EM e "™V této ¢asti piedpokladame, Ze rozdéleni M patif do (a,b)-tifdy, viz
podminka (P2) v podpodkapitole 1.5.1, a diky tomu muzeme pouzit Panjerovu
rekurzivni formuli.

Odvodime rekurzi pro vyraz (—1)'LW(y) = EM'e ™ | Pokud pouzijeme
(@, b)-strukturu a binomicky vzorec mame pro [ € N,

000 = el (a4 2oy

n=1

=aqe? Z e (n+1) g, +be? Z e (n+1)"""q,

— eWZe_WZC)nqn—i—be726””2( )nqn
ooty § () oo =Y
A proto
(—1)'L0(y) = %i [CL(?{) + b<l R 1)1 (=1L (). (3.10)

Nyni uvazujme tii tfidy (a, b)-rozdéleni.

Tvrzeni 3.2.5. (Rekurzivni vzorce pro derivace Laplaceovy-Stieltjesovy transfor-
mace)
Predpokladejme, Ze M md rozdéleni z (a, b)-tridy.

1. 'V Poissonové pripadé s parametrem b, Pois(b), a =0, b > 0, mdme:

L(y)=e?=7 0 4 >0,

(=) LO( —e”bZ( ) "L™(y), 1eN.
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2.V binomickém pripadé, Bin(n,p), a = —ﬁ, b= ;)(%;1)’ neNape(0,1),
mame pro | € N:

L) = (1=p(1-e7))". 230,

(=1)'LO(y) = pe li <l> l(n+ 1) : _z - 1] (=1)" L7 ().

B 1_p(1_eify) =0 \T

3. V negativné binomickém pripadé, a =1 —p, b= (1—p)(r —1), p € (0,1)
av >0, mdme prol € N:

L(v) = <1_(1]ip)e_7>ya v >0,

(~1'20() = 5 El(z f););w > <l> l(u . - Ty 1] (—=1)"L™ (7).

r=0 r

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni ziskame dosazenim prislusnych hodnot a, b do vzta-

hu (3.10). 0

Poznamka 3.2.6. V Poissonové pripadu miZeme dostat také jinou rekurzi pro
L™ Definujme polynom H, stupné n rekurzioné:

Ho(z) =1, H,(z)=—x [H,’l_l(:c) + Hn,l(x)} , neN, x>0.
Pak vypoctem dostdvame
LW (y) = Hy(be ")L(y), keNg, 7>0.
Specidlné Ry(7y) je lomend funkce be™ pro kazZdé k € Ny :

o) (i, B,

B0 == e Hy(be )

Poznamka 3.2.7. Hodnoty (—1)'L"(y) rostou rychle jako funkce l, a proto stan-
dardni software zacnou ddvat hodnotu oo ¢ pro mirné velké hodnoty . Tomuto
numerickému problému se mizeme vyhnout, prepiseme-li (3.10) pomoci vyrazi
R (), které jsou relevantni pro vzorec predikce predpoklddany v predchozich éds-

tech:
re) = o S o) (1) R

1l —qge
l—ae = r

Posledni rekurzi pro Ry se vyhneme primému vypoctu velkych hodnot ‘L(l) (7)‘
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3.2.4 Asymptotické chovani predikce

Budeme studovat asymptotické chovani predikce E(S7,,|Ng = no, ..., Nj = n;),
J € Ny, kdyz pro pocet plateb plat{ Ny = Ng+ -+ N =ng+---+n; =k —
oo. Stejnd diskuze by se aplikovala na (I + 1)-krokovou predikei E(S7,;, 1[Ny =
ng, .., N; =mn;), j,l € Nyg. S ohledem na vysledek véty potiebujeme studo-
vat asymptotické chovani podilu Ry(7) pro k — oo.

Divodem vedoucim ke zkouméni asymptotického chovani Ry(7y) pro k — oo
je srovnani s Mackovym modelem, ktery tvrd{, Ze predikce N}, ,; na zdkladé
Ny, - -+, Nj je linearn{ funkce k = N; = Ny +-- -+ NJ. V nasem pifpadé je predik-
ce nasobkem Ry (), coz nemd zadny divod byt linearni. Nicméné toto pozorovani
nevylucuje pripad, Ze limita k~! Ry () existuje, je konecna a kladna. V takovych
pripadech by Ry(v) aproximovalo linedrni funkei pro velké k, stejné jako v Mac-
kové modelu. Nasledujici vysledek dava postacujici podminku pro asymptotickou
linearitu Ry (7).

Lemma 3.2.8. (Asymptotickd linearita Ry(7y))
Predpokladejme, Ze q, > 0 pro n > ng a limita

lim — & — ¢ € (0,1] (3.11)
n—oo Qn —_
existuje. Pak
i Be() 1
im

k—oo kY4 T
Diikaz. Toto lemma je dokdzané v ¢lanku [2], strana 225. O
S ohledem na lemma a vetu 3.2.1 dochazime k zavéru, ze za vhod-

nych podminek tykajicich se rozdélenf M, predikce S}, | na zédkladé Ng, ..., N} je
asymptoticky linearni.

Disledek 3.2.9. (Asymptotickd linearita predikce)
Predpoklddejme, ze EX11 < 0o a Ze rozdeleni M spliiuje podminku (3.11). Pak
jakmile ng + - - - 4+ n; — oo,

_ EXuippin

E(S}+1|N6:TLQ,...,NJ,':TLJ‘) T—I—Qj (no—f——f-n])
Diikaz. Dukaz plyne z lemmatu[3.2.8/ a véty [3.2.11 O

Poznamka 3.2.10. Pro upresnéni znaceni: a, ~ b,, jestlize lim,, =1
n

Nyni se budeme vénovat chovani Ry(vy) pro rozdéleni z (a, b)-tridy.

Negativné binomické rozdéleni je jediné rozdéleni z (a, b)-t¥idy splnujici pod-
minku (3.11), kde e™" =1 — p.

V pripadé binomického rozdéleni je jasné, ze pro k — oo plati:

n (%)kme—wm Om

m=1
B0 = e,

Stejny vysledek dostaneme pro libovolné rozdéleni (¢, )m=o,..n, 7 € N's ¢, > 0.
V tomto piipade, jestlize EXy; < oo, pak pokud ng + - - -+ n; — oo, plati

E( 1l Ng =ng,...,Nj = nj) — nEXy1ppjy1.
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Nyni se vénujme pripadu Poissonova rozdéleni. Necht M mé Poissonovo roz-
déleni s parametrem b, pak

EMk; e—’yM — e—b(l—e_'y) Z nk 2 i e—be_ﬂf k € N.
— e’ ) n! ’
]E(M/ k+1
]E(M’)k
velicinu M’ s odlisnou stfedni hodnotu, naptriklad A\. Budeme studovat asympto-
tické chovani téchto podila pro k — oo.

A proto podil R () je roven podilu momentt pro Poissonovu nahodnou

Lemma 3.2.11. (Asymptotické chovdni podili momenti Poissonova rozdéleni)
Necht M’ mad Poissonovo rozdéleni s parametrem \. Pak pro k — oo plati
E(M/>k+1 k
E(M"*  logk

Diikaz. Dukaz tohoto lemmatu nalezneme v clanku [2], strana 229. O

Vezmeme-li v potaz posledni lemma [3.2.11 a odstavec pred jeho znénim, do-
jdeme k zavéru, ze jestlize M méa Poissonovo rozdéleni s parametrem b a pokud
ng +---+mn; — 0o, pak

n0+...+nj
log(ng + -+ +mn;)

E (SJ’.+1|N(’] =ng,...,Nj; = nj> ~ EXy1upj

Na zavér této podkapitoly si fekneme o chovani Ry (7) pro velké ~. Kdyz vy-
hodnocujeme podil R () numericky, pozorujeme neobvykly jev pro velké hodnoty
v: Ry() osciluje silnéji pro neprilis velkd k, zatimco tento efekt pozvolna mizi
pri zvétsujicim se k. Pro malé hodnoty v toto chovani nemiize byt pozorovano.
Nyni si odvodime limitni tvrzeni vysvétlujici tento jev.

Predpokladejme, ze

k
v—o0, k=k() a ;—>t6(0,oo). (3.12)

Pro t > 0 uvazujeme striktné konvexni funkci
hi(s) =s—tlogs, s>0,

kterd dosahuje svého minima pro s = ¢. Z tohoto diivodu posloupnost (h¢(n)),,cx
dosahuje svého minima v bodé n = n_(t) = [t], jestlize n_(t) € N, nebo
vn =n,(t) = [t] a je mozné, Ze se hodnoty h; v bodech n_(t) a n,(t) sho-
duji. Predpokladame, Ze existuje pravé jedna hodnota n = n.(t), ve které h,
nabyva minima. Pro £ € N mame

EMF e ™ = qn*(t)n*(t)k e (1) 4 Z nFe ™ q,.

n#n«(t)
Na zakladé plati
—vh i (N«
qn* (t)n* (t)k effyn* (t) — qn* (t) e v %( (t)) — qn* (t) e*'yht(n* (t)) . (313)
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Predpoklad, ze minimum h;(n) je jednoznacné pro dané t implikuje, Ze mi-
nimum h,(n) je také jednoznaéné pro u z malého okoli ¢ a dosahuje ho v bodé
n.(t). Proto pro u dostateéné blizko ¢ plati

n;x}li*r(lt) hy(n) = min (hy, (n.(t) — 1), hy (na(t) + 1))
—min (hy (ne — 1), by (ne + 1)), u—t. (3.14)

Z tohoto diavodu pro dostatecné velké v je

S b= 3 ¢ "y,

nF#n«(t) nF#n. (t)
< ey min(hr /s (na () =1) b (na (D+1)) (3.15)

Nyni z (3.13)—(3.15) plyne nésledujici
EMF e M ~ Qn(t) (N (t))k e )
za predpokladu, zZe g, (t) # 0, a proto za podminek plati
Ri(y) — n.(t). (3.16)

Pro 7 € N necht

1
" logj —log(j— 1)’

aj =1inf {t > 0:n.(t) =7}

Pak a; < a;41 a ze vztahu (3.16) obdrzime néasledujici vysledek.

Tvrzeni 3.2.12. (Limita Ry(v))
Pro j € N necht't € (aj,a;41) je takové, Ze q,. (t) # 0. Jestlize k a 7 rostou

podle (3.12), pak
Ry(v) = J.

Diikaz. Tvrzeni plyne z tvah pred jeho formulaci. O

Tedy, jestlize k a ~ jsou velké a % € (aj,a;j4+1) pro j, které neni prilis velké,
pak Ry(v) bude blizko j.
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4. Simulace

Pro porovnani metod vypoc¢ti uvedenych v predchozich dvou kapitolach jsme
provedli dva rizné simula¢ni experimenty, které v této kapitole upresnime a uve-
deme vyslednou priamérnou relativni absolutni chybu predikce, které jednotlivé
metody dosahly. Veskeré simulace a vypocty byly provedeny v programu Mathe-
matica [8]. Zdrojové kody programu jsou na ptilozeném CD.

4.1 Vysvétleni postupu

Data jsme simulovali podle modelu z podkapitoly [3.1. Celkem jsme uvazovali

10 raznych let. Pro kazdy rok ¢+ = 1,...,10 jsme nezavisle nasimulovali pocty
M; a K% pro m = 1,..., M;. Dale jsme vygenerovali realizace posloupnosti na-

hodnych veli¢in (szlb a (XY(ZC), kde m = 1,...,M;, k = 1,..., KW, Z téchto
posloupnosti jsme jiz snadno dostali ihrny pocta plateb

M; K
o )
a tthrny plateb L
Sl = mZ::l kz:jl XT(;LI{YTS“}.

Kumulativni poc¢ty a thrny pak jsou Ny = Njy+ -+ Nj; a S = Sjy - + S5,
kdei=1,...,10, 7 =0,...,9. Konkrétni volby rozdéleni a parametra pii téchto
simulacich uvedeme v podkapitolach 4.2 a4.3.

Pri této simulaci jsme vlastné vytvorili historii poslednich deseti let, na kterou
nahlizime jako na ,redlné“ data, kterd pouzijeme pro nase vypocty. Soucasné jsme
nasimulovali i ,,budouci® data, se kterymi porovnavame spoctené predikce.

Do vypoctt predpovédi nam vstupovaly pouze data spliujici podminku i+j <
10. Méli jsme k dispozici dvé metody, a to chain ladder z kapitoly 2 a metodu
zalozenou na Poissonové shlukovém modelu, viz kapitola 3, a na predpokladu, ze

M ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A\ neboli

)\m

QW:e_)\_'7 mENO
m!

Obéma metodami se urcila predikce gij a J\Afl-j pro i + 7 > 10. Nésledné jsme
vypocitali relativni absolutni chybu (v procentech) pro i 4+ j > 10 podle vztahu:
Sij — Sij |V —
=2 100 | |
Si; %, Ni;

-100%.

Cela procedura se opakovala 50krat pro kazdy experiment. Z 50 opakovani jsme
vypocitali primérnou relativni absolutni chybu.

U metody chain ladder jsme predikci urcili pomoci vztahu (2.33) a u metody
zalozené na Poissonovu shlukovém modelu jsme pouzili vétu [3.2.3. Problém je,
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ze predikce dand vétou[3.2.3 vyzaduje znalost parametru A, p, EX; a pravdépo-
dobnosti p;, j € Ny. V praxi je musime odhadnout. K tomu nam nestaci pouze
data ve formé kumulativniho trojthelniku, ale vyuzijeme navic pocet udalosti,
které nastaly v danych letech. Pro odhad parametru A pouzijeme primér poctu
pojistnych udalosti v jednotlivych letech:

A~

1 10
= —
102"
Tim padem pravdépodobnosti ¢, odhadujeme néasledovné:

qu:e m y mENO

Parametr p odhadneme jako primérny pocet plateb na jednu udalost v prvnim
roce:

1 9
N N/
zZ Mljzo

Ostatni parametry uréime jen z hodnot Nj; a S}; nekumulativnich trojthelnfki.
Odhad stfedni hodnoty ndhodné veli¢iny X7, ziskdme za pomoci vzorce:

s 9 S
EX, = =721
j—0 Vi;
Pravdépodobnosti p; odhadneme z nasledujiciho vztahu:

1 '210 jN/

A 10—j

p] - 9 )
Zk:O 1k

4.2 Prvni experiment

Predpokladali jsme, ze M; mé rozdéleni z (a, b)-t¥idy, a to konkrétné Poissonovo
s parametrem A = 90. Rozdéleni K jsme také volili Poissonovo s parametrem
i = 8. Dalsimi simulovanymi veli¢inami byly (Yrgf,g)mkeN, které jsme generovali
z diskrétniho rozdéleni daného pravdépodobnostmi p;, které jsme volili linedrné
klesajici p; = 0,15 — j/90 pro j = 0,...,9. Posledni veli¢iny, které zbyvalo na-
simulovat, byly (X,Sgc)mng. Tyto veli¢iny jsme vzali z logaritmicko-normalniho
rozdéleni s parametry 0,01 a 0,5.

Jak jiz bylo feceno v podkapitole [4.1, pomoci Mackova modelu a Poissonova
shlukového modelu jsme spocitali predikce tthrnii poc¢ti plateb a thrnt plateb
a doplnili tak matici na ¢tverec. Néasledné jsme udélali porovnani nasich predikei
se simulaci celého ¢tverce a vypocitali jsme relativni absolutni chybu.

7 50 simulaci jsme ziskali priomérnou relativni absolutni chybu pro thrny po-
¢t plateb a thrny plateb obéma metodami. Tabulky 4.1 a'4.2 ud4vaji primérnou
relativni absolutni chybu poctu plateb a tabulky al4.4 uddvaji pramérnou re-
lativni absolutni chybu thrnii plateb za skody.

Nejdiive porovname prumérnou relativni absolutni chybu thrni pocéta plateb
u obou metod. Porovnanim tabulek 4.1 a/4.2 vidime, Ze mensi priumérnd relativni
absolutni chyba nastala u Poissonova shlukového modelu, ale pouze pro hodnoty,
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,80064
0 0 0 0 0 0 0 0 0,83006 1,28333
0 0 0 0 0 0 0 0,92707 1,42292 1,73741
0 0 0 0 0 0 1,16435 1,53327 1,61697 2,00868
0 0 0 0 0 1,49188 1,98069 2,21948 2,19031 2,50099
0 0 0 0 1,69840 2,16586 2,67768 2,66554 3,23862 3,52811
0 0 0 2,18899 2,73383 3,30844 3,54026 3,54299 3,60150 4,01054
0 0 2,29637 3,85896 4,39397 4,95881 5,10616 5,04616 5,35398 5,39506
0 5,40201 6,03398 6,58721 7,14081 7,31259 7,38682 7,27086 7,43746 7,71420

Tabulka 4.1: Primérna relativni absolutni chyba predikce thrnii poc¢ta plateb
v procentech spocitand pomoci Mackova modelu

0 1,67094 2,22221 2,58440 2,46735 2,87575 3,21593

0 2,08612 2,68454 3,19772 3,42033 3,49712 3,53437 3,79466
2,44231 3,61650 3,98644 4,24228 4,00685 3,93471 4,16835 4,14074
3,96593 5,08424 5,14348 5,54580 5,56070 5,60036 5,60793 5,36988 5,30239

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0,85697
0 0 0 0 0 0 0 0,88003 1,39139
0 0 0 0 0 0 0,88868 1,37627 1,72818
0 0 0 0 0 1,27319 1,80326 2,04851 2,62063
0 0 0 0 1,45153 1,88386 2,08206 2,07625 2,52429
0 0

0

0

OO DD OO O OO oo

Tabulka 4.2: Primérna relativni absolutni chyba predikce thrnii pocta plateb
v procentech spoc¢itana pomoci Poissonova shlukového modelu

které jsou predikovany na zdkladé menstho mnozstvi pozorovanych dat (neboli
pro vétsi i) a jedna se o predikei o vice kroku. U predpovédi o mensi pocet kroki,
napriklad o jeden krok, dosahujeme podobnych vysledki, ale vidime, ze chyba
roste s mensim mnozstvim informaci vstupujicich do vypoctu.

0 1,19196 1,75099 1,99074 2,39038
0 1,81392 2,20751 2,47580 247134 2,92286
0 2,05646 2,88096 3,31527 3,29480 3.,76568 4,01835

0 2,30852 2,81127 3,70923 4,03798 4,08066 4,01196 4,22652
3,02346 4,23952 5,04178 5,06493 5,35627 541092 550778 5,60242
6,62043 755517 8,22618 8,66632 9,02024 8,94893 8.87390 9,03188 9,12949

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0,97924
0 0 0 0 0 0,85830 1,14956
0 0 0 0 0,92955 1,39684 1,65870
0 0

0

SO OO O OO

0
0
0
0
0
0
0
0
0

OO DD DD O OO O OO

Tabulka 4.3: Primérna relativni absolutni chyba predikce ithrnti plateb v procen-
tech spocitana pomoci Mackova modelu

Pti porovnani tabulek al4.4] které zndzornuji primérnou relativni abso-
lutni chybu predikce thrnt plateb, vidime, ze pri predpovédi o mensi pocet krokt
a na zakladé vétstho mnozstvi dat ma Mackiv model mensi chybu. Zamétime-li
se ale na predpoved o vice krokii, pozorujeme, ze metoda ¢islo dva dosahuje mensi
prumeérné relativni absolutni chyby. Navic je vidét, ze v pripadé predikce o jeden
krok chyba roste s mensim poctem informaci vstupujicich do vypoctu.

U obou metod pozorujeme, ze prumérna relativni absolutni chyba roste smeé-
rem k pravému dolnimu rohu, coz je pochopitelné vzhledem k tomu, ze se tam
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,98277
0 0 0 0 0 0 0 0 0,91431 1,46400
0 0 0 0 0 0 0 1,00527 1,48307 1,88791
0 0 0 0 0 0 1,18514 1,80239 2,16011 2,73162
0 0 0 0 0 1,73556  2,14663 2,59169 254781 2,84353
0 0 0 0 1,99609 2,53412 2,96371 2,80298 3,05966 3,32347
0 0 0  2,16987 283427 3,80788 3,96442 4,09816 3,97631 4,12431
0 0 2,93324 4,05272 445356 4,58270 4,39149 4,36031 4,48530 4,28851
0 4,61377 551408 5,71453 580422 564840 5,69957 5,72526 5,61654 5,58409

Tabulka 4.4: Primérna relativni absolutni chyba predikce ithrnti plateb v procen-
tech spocitana pomoci Poissonova shlukového modelu

nachéazi hodnoty, které jsou predpovidané o vice krokti a zaroven na zakladé men-
stho mnozstvi informaci.

4.3 Druhy experiment

Data jsme simulovali analogicky jako u prvniho simula¢niho experimentu. Pouze
jsme pouzili pro simulaci hodnot M; binomické rozdéleni s parametry n = 120
a p = 3/4. Pro modelovani K jsme tentokrat pouzili degenerované rozdéleni
K = 8 pro kazdé m.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,91625
0 0 0 0 0 0 0 0 1,22069 1,45686
0 0 0 0 0 0 0 1,04007 1,19534 1,60001
0 0 0 0 0 0 1,09779 1,73453 2,03882 2,48813
0 0 0 0 0 1,40056 1,98486 2,19228 2,53734 3,02161
0 0 0 0 2,13510 2,92024 3,56938 3,84672 3,89370 4,12597
0 0 0 1,70107 2,62671 3,03796 3,25464 3,11827 3,37093 3,52980
0 0 3,01007 4,01789 4,36582 4,79687 4,91424 4,91698 5,08276 5,22427
0 505662 5,67632 5,81464 6,41503 6,58307 6,88285 6,76826 6,81932 7,00405

Tabulka 4.5: Primérna relativni absolutni chyba predikce thrnii poc¢ta plateb
v procentech spocitand pomoci Mackova modelu

0 1,07398 1,61462 1,85256 2,17708
0 1,38260 1,09496 2,17543 241572 2,72967
0 1,89939 254714 3,00628 3,11803 3,10769 3,26354

0 1,63077 247679 2,74553 2,80221 2.64416 2,72285 2,98348
3,61207 3,27620 3,49948 3,64935 3,65703 3,67796 3,77606 3,93441
4,68245 4,26377 457868 4,96066 4,99799 4,92184 4,82633 4,71054 4,74842

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0,88629
0 0 0 0 0 1,12560 1,36530
0 0 0 0 1,00149 1,16156 1,50741
0 0

0

O OO OO oo

0
0
0
0
0
0
0
0
0

OO OO OO OO oo

Tabulka 4.6: Primérna relativni absolutni chyba predikce thrnii pocta plateb
v procentech spocitand pomoci Poissonova shlukového modelu

Opétovné jsme takto obdrzeli cely ¢tverec, na jehoz horni levy trojuhelnik
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pohlizime jako na ,realnd” data. Trojuihelnik doplnime na ¢tverec pomoci predikei
ziskanych jak na zdkladé Mackova modelu, tak Poissonova shlukového modelu.

Nejdiive se podivame na prumeérnou relativni absolutni chybu u thrnu poctu
plateb danou tabulkami 4.5 al4.6. Opétovné i pii tomto experimentu miZeme po-
zorovat, ze Poissontiv shlukovy model dava mensi primérnou relativni absolutni
chybu nez Macktv model. Tentokrat je vidét, ze uz pri predpovédi o jeden krok
je tato chyba mensi. Samoziejmé postupujeme-li smérem k pravému dolnimu ro-
hu, chyba se v obou modelech zvétsuje. Priumérna relativni absolutni chyba je
u Mackova modelu podstatné vyssi. V pripadé predikce o jeden krok roste chyba
s klesajicim poctem vstupnich informaci.

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1,10630
0 0 0 0 0 0 0 0 1,27036 1,51079
0 0 0 0 0 0 0 1,35349 1,44938 1,76266
0 0 0 0 0 0 1,65339 2,13224 2,35308 2,80496
0 0 0 0 0 1,67532 2,14104 2,32891 2,75001 3,00664
0 0 0 0 2,14942 3,04975 3,70758 3,97359 3,94076 4,06251
0 0 0 2,37007 2,93590 3,56790 3,94674 3,96770 4,31534 4,42701
0 0 3,95162 4,12220 4,50469 4,92281 4,83503 4,73338 5,16470 5,07078
0 6,20406 7,30587 7,92135 8,46095 8,98091 9,06056 8,97690 8,94996 8,92136

Tabulka 4.7: Primérna relativni absolutni chyba predikce tthrnti plateb za skody
v procentech spocitand pomoci Mackova modelu

0 1,37917 1,82016 2,14869 2,55828
0 1,55743 2,14319 2,29714 255136 2,82248
0 2,06155 2,81071 3,45535 3,53638 3,46483 3,59515

0 2,17586 2,70155 3,23696 3,29100 3,20827 3,17014 3,27282
3,96588 3,75183 3,98899 422470 4,31644 4,36203 4,42188 4,69351
5,54559 5,35009 5,88610 591254 6,13135 5,76413 557290 5,39667 5,38158

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0,98175
0 0 0 0 0 123410 1,37368
0 0 0 0 121361 1,32497 1,55145
0 0

0

SO oo o oo

0
0
0
0
0
0
0
0
0

OO DD O OO OO oo

Tabulka 4.8: Primérna relativni absolutni chyba predikce tthrnti plateb za skody
v procentech spocitand pomoci Poissonova shlukového modelu

P¥i porovnani tabulek 4.7 a[4.8 zndzornujicich primérnou relativni absolutni
chybu thrna plateb za skody si vSimneme, Ze pro tuto simulaci jsou v kazdém
bodé primeérné absolutni relativni chyby Poissonova shlukového modelu mensi
nez v Mackové modelu. Opétovné plati, ze s postupem k pravému dolnimu rohu
roste velikost chyby, coz souvisi s vypoctem predikce o vice krokli a na zaklade
mensiho poc¢tu dat. Rist této chyby je rychlejsi v pripadé Mackova modelu. V pri-
padé predikce o jeden krok opétovné vidime, Ze chyba roste s klesajicim poctem
pocatecnich informaci.

4.4 Shrnuti

Nasim cilem bylo porovnat dva zpusoby predikce vyse pojistnych plnéni, ktera
budou vyplacena v budoucich letech za jiz vzniklé skody. Prvni zplsob vycha-
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zi z Mackova modelu chain ladderu, druhy je zalozen na Poissonové shlukovém
modelu. S rostoucim poctem kroki predikce a snizujicim se mnozstvi informaci
prumeérna relativni absolutni chyba u obou metod roste avsak rozdilnym tempem.
Poissontiv shlukovy model vytvatri znatelné mensi chybu predevsim pro predikci
o vice krokiu dopredu a v situacich, kdy mame mensi pocet vstupnich informaci.
V ostatnich pripadech davaji obé metody srovnatelné vysledky. Ponékud prekva-
pivé je, ze metoda zalozena na Poissonové shlukovém modelu si vedla ve srovnani
s Mackovym postupem lépe ve druhém experimentu. V ném byla data simulovana
z upraveného modelu, ktery presné neodpovidal predpokladiim pouzité metody.
To ukazuje na jistou robustnost metody vzhledem k malym zménam predpokladi
modelu. Z pohledu chybovosti je vyhodnéjsi postup vychézejici z Poissonova shlu-
kového modelu. Dalsim dilezitym aspektem je ovsem také jednoduchost. Macktv
model pottebuje k vypoctu pouze informace o tthrnech poc¢ti plateb a tthrnech
plateb za jednotlivé roky do daného data, zatimco Poissoniiv shlukovy model po-
tfebuje ke svému vypoctu vice informaci v podobé poctu pojistnych udalosti a je

vevs
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Z.aver

V této praci jsme se vénovali hlavné metodam, na jejichz zékladé jsme schopni od-
hadnout mnozstvi finan¢nich prostiredk, které si musi drzet nezivotni pojistovna
na skody jiz nastalé, ale dosud nenahlasené nebo na skody nastalé, nahlasené, ale
dosud nezlikvidované.

V tvodu prace jsme se ve stru¢nosti seznamili s bodovymi procesy, Poissono-
vym bodovym procesem, shlukovymi bodovymi procesy, kotovanymi bodovymi
procesy a uvedli jsme si vazbu mezi bodovymi procesy a pojistnou matematikou.
Obecny ramec shlukovych a kétovanych bodovych procesii zahrnuje dva konkrét-
ni modely, kterym jsme se podrobné vénovali v dalsich dvou kapitolach. I kdyz to
nebylo nutné, pouzili jsme pro jejich definici jednotnou teorii bodovych procesii.

Ve druhé kapitole jsme si ukézali metodu chain ladder a Macktv model. Uvedli
jsme zakladni definice, chvili jsme se vénovali asymptotickym vlastnostem meto-
dy chain ladder. Vétsi ¢ast kapitoly jsme vénovali odhadim vyvojovych faktort,
rozptylu, jejich momentiim a vlastnostem. Klicovou ¢asti v této kapitole je tvor-
ba jednokrokové a vicekrokové predikce a na jejim zakladé pak odvozena rezerva
pro jednotlivé roky. Zajimala nés stfedni kvadratickd chyba jednokrokové a vi-
cekrokové predikce, ktera ndm vypovida o urc¢ité presnosti tohoto modelu. Na
zévér kapitoly jsme zaradili priklad na redlnych datech, kde jsme si vyzkousSeli
vypocet vSech potirebnych odhadi, véetné predikce thrnti plateb, vypoctu rezervy
a odhadu stfedni kvadratické chyby rezervy.

Mackiv model predpoklada, ze nejlepsi predikce thrnii poctit nebo vysi plateb
je nasobek posledni hodnoty. Tento predpoklad podstatné zjednodusuje vypocty,
ale neni motivovan zadnym konkrétnim modelem. Proto byl v [2] navrzen jedno-
duchy stochasticky model pro pocty a prislusné vysky plateb. Tomuto modelu,
ktery oznacujeme jako Poissontiv shlukovy model, jsme se vénovali ve tfeti kapito-
le. Nejdrive jsme tento model definovali a s tim i vSechny jeho proménné. Posléze
nas hlavné zajimala jednokrokova a vicekrokova predikce, kterou jsme odvodi-
li pro obecnou situaci. Specidlné pokud ma veli¢ina M, kterd znazornuje pocet
pojistnych udalosti v jednotlivych letech, Poissonovo, binomické nebo negativné
binomické rozdéleni, plati rekurzivni vzorce, které je mozné pouzit k vypoctim
predikce a neni tfeba vyuzivat obecné vzorce, které v sobé maji zakomponovanou
nekonecnou sumu. Na zavér této kapitoly jsme se kratce vénovali asymptotickému
chovani predikce.

U treti kapitoly neni zafazen vypocet na stejnych realnych datech jako ve dru-
hé kapitole, protoze k tomuto vypoctu bychom potiebovali vice informaci nez je
pouhy kumulativni trojihelnik vysi plateb. Proto je posledni kapitola vénovana
simulacim, na kterych jsme meéli moznost napocitat obé metody. Zkusili jsme po-
rovnat vysledky predikce thrnti poc¢tu plateb a thrna vysi plateb. Provedli jsme
dva razné simulacni experimenty, které se lisily ve volbé rozdéleni nahodnych
velicin M a K,,, kde prvni znamena pocet pojistnych udalosti v daném obdobi
a druhd znazornuje pocet plateb k jednotlivym pojistnym udalostem. V prvnim
pripadé jsme volili obé rozdéleni jako Poissonova a spocitali jsme primérnou re-
lativni absolutni chybu pro obé metody na zakladé padesati simulacich. Ukazalo
se, ze u obou metod roste chyba s klesajicim pocétem vychozich dat a rostoucim
krokem predikce, avsak u Poissonova shlukového modelu je tato chyba typicky
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mensi, i kdyz pri predikci o jeden ¢i dva kroky byla v nékterych situacich mirné
vétsi nez u Mackova modelu. Pfi druhém simula¢nim experimentu jsme volili bi-
nomické rozdéleni u veli¢iny M a degenerované rozdéleni pro K,,. Metodu z tieti
kapitoly jsme pouzili tak, ze predpokladala Poissonovo rozdéleni nahodnych ve-
licin M a K,,, coz tentokrat na rozdil od prvniho experimentu nebylo splnéno.
Opét jsme napocitali primérnou relativni absolutni chybu obou metod na zakla-
dé padesati opakovani. Opétovné rostla u obou metod chyba pfi mensim poctu
znamych dat a vyssim kroku predikce. V tomto pripadé byla i pro jednokrokovou
predikci mensi chyba u Poissonova shlukového modelu nez u Mackova modelu,
pricemz rozdil byl znatelnéjsi se zvétsujicim se krokem predikce a zvétsujicim se
rokem ¢. U obou simulaci bylo vidét, ze chyba predikce o jeden krok roste se
snizujicim se mnozstvim vstupnich dat.

Z tohoto srovnani za pomoci primeérné relativni absolutni chyby by se mohlo
zdat, ze Poissontiv shlukovy model je vyhodné;jsi, protoze dosahuje mensi chybo-
vosti. Je ale potfeba mit na paméti, ze redlna data nebudou tak presné odpovidat
modelu jako nase simulovana data. Dalsim dilezitym faktem je, Ze k jeho vypoctu
modelu. Pti volbé mezi témito modely je treba mit na paméti klady i zapory a roz-
hodnout se podle potieby, co je v dané situaci dilezitéjsi, jestli mensi chybovost
nebo mensi naroc¢nost vypoctu.
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6%

Prilohy

V/Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1 | 0,700 6,000 17,100 21,557 27,980 30,980 34,236 38,795 43,551 47,320 48,807 50,881 51,496 52,805 52,646 52,695 52,605 52,699
2 | 2000 7,700 13,654 26,334 38,734 48,492 52,685 57,677 61,664 62,646 64,204 66,754 68,493 69,570 70,418 70,217 70,462

3 | 2500 9,458 25,658 39,001 50,045 63,106 71,721 79,218 85239 89,252 90,710 92,559 93,815 96,383 97,981 98,052

4 | 2,688 11,958 25241 38,562 53,836 70,607 83,326 92,246 100,784 104,161 107,791 111,542 114,025 116,686 117,068

5 | 2,560 9,448 21,037 38,454 49,875 67,396 76,950 81,042 87,534 90,925 96,038 96,957 98,121 100,063

6 | 2,795 10,220 27,252 54,768 81,070 100,423 115,359 118,617 121,727 126,110 132,068 131,688 131,801

7 | 3,778 11,072 28,103 51,360 73,364 95,403 108,446 117,082 121,342 124,977 132,322 136,538

8 | 5083 15237 35488 65,717 92,923 106,712 116,284 132,801 146,637 149,505 151,035

9 | 3,996 12,764 28,641 53,651 75726 90,144 109,356 115,232 120,466 122,910

10 | 5,451 17,508 39,835 67,750 89,010 112,132 123,015 134,509 142,955

11 | 5,146 17,896 33,035 49,087 68,793 84,154 107,485 114,596

12 | 8264 19,681 29,160 44,865 63,715 80,831 93,745

13 | 8,569 23,860 45,769 69,704 101,389 122,228

14 | 7,088 21,831 33,254 55304 75,132

15 | 9,580 26,534 45,800 70,765

16 | 9,172 32,395 48,358

17 | 6,393 22,201

18 | 6,423

Tabulka 4.9: Uhrny plateb za 18 let. Radky znézortiuji rok vzniku (V) pojistné udalosti a sloupce zpozdéni (Z) ve vyplaceni plateb

pojistného plnéni.
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V/Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
I | 0,700 6,000 17,100 21,5657 27,980 30,980 34,236 38,795 43,551 47,320 48,807 50,881 51,496 52,805 52,646 52,605 52,605 52,699
2 | 2,000 7,700 13,654 26,334 38,734 48,492 52,685 57,677 61,664 62,646 64,204 66,754 68,493 69,570 70,418 70,217 70,462 70,467
3 | 2,500 9,458 25,658 39,001 50,045 63,106 71,721 79,218 85239 89,252 90,710 92,559 93,815 96,383 97,981 98,052 98,247 98,255
4 | 2688 11,958 25241 38,562 53,836 70,607 83,326 92,246 100,784 104,161 107,791 111,542 114,025 116,686 117,068 117,025 117,258 117,267
5 | 2,560 9,448 21,037 38,454 49,875 67,396 76,950 81,942 87,534 90,925 96,038 96,957 98,121 100,063 100,859 100,822 101,023 101,031
6 | 2,795 10,220 27,252 54,768 81,070 100,423 115,359 118,617 121,727 126,110 132,068 131,688 131,801 134,758 135,830 135,781 136,051 136,062
7 | 3,778 11,072 28,103 51,360 73,364 95,403 108,446 117,982 121,342 124,977 132,322 136,538 138,366 141,471 142,596 142,544 142,828 142,839
8 | 5083 15237 35488 65717 92,923 106,712 116,284 132,801 146,637 149,505 151,035 154,402 156,469 159,980 161,253 161,194 161,515 161,528
9 | 3,996 12,764 28,641 53,651 75726 90,144 109,356 115,232 120,466 122,910 127,252 130,088 131,830 134,788 135,861 135,811 136,082 136,092
10 | 5,451 17,508 39,835 67,750 89,010 112,132 123,015 134,509 142,955 147,596 152,810 156,217 158,308 161,860 163,148 163,088 163,414 163,426
11 | 5,146 17,896 33,035 49,087 68,793 84,154 107,485 114,506 122,032 125,994 130,445 133,353 135,139 138,171 139,270 139,219 139,496 139,507
12 | 8,264 19,681 29,160 44,865 63,715 80,831 93,745 101,699 108,298 111,815 115,764 118,345 119,930 122,621 123,596 123,551 123,797 123,807
13 | 8560 23,860 45,769 69,704 101,389 122,228 140,520 152,443 162,335 167,605 173,526 177,394 179,770 183,803 185,266 185,198 185,567 185,581
14 | 7,088 21,831 33,254 55304 75,132 93,007 106,926 115,999 123,526 127,537 132,042 134,985 136,793 139,862 140,975 140,923 141,204 141,215
15 | 9,580 26,534 45,800 70,765 98,551 121,998 140,256 152,156 162,030 167,291 173,200 177,061 179,432 183,458 184,918 184,850 185,218 185,232
16 | 9,172 32,395 48,358 80,435 112,018 138,670 159,422 172,949 184,172 190,151 196,868 201,257 203,952 208,528 210,187 210,110 210,529 210,545
17 | 6,393 22,201 43,549 72,437 100,879 124,880 143,569 155,751 165,858 171,243 177,292 181,244 183,671 187,792 189,286 189,217 189,594 189,608
18 | 6,423 20,653 40,512 67,385 93,843 116,170 133,556 144,888 154,200 159,299 164,926 168,603 170,860 174,694 176,084 176,019 176,370 176,384

Tabulka 4.10: Uhrny plateb za 18 let. Radky znazoriji rok vzniku (V) pojistné udélosti a sloupce zpozdéni (Z) ve vyplaceni plateb
pojistného plnéni. Pvodni trojihelnik je doplnén na ¢tverec pomoci prislusnych predikei.
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