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modelem je chain ladder v podobě Mackova modelu, u kterého ukazujeme odhady
vývojových faktorů, rozptylu a jejich vlastnosti. Určujeme predikci o jeden a více
kroků, na jejím základě pak vypočítáváme predikci rezervy. Krátce se také vě-
nujeme asymptotickým vlastnostem. Druhý model je Poissonův shlukový model,
kde nejdříve definujeme tento model a veličiny, které do něho vstupují. Posléze se
věnujeme predikci o jeden a více kroků. Zajímá nás taky predikce při specifických
rozděleních pro některé náhodné veličiny modelu. Na závěr aplikujeme obě meto-
dy predikce na simulovaná data a porovnáme jejich průměrné relativní absolutní
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Úvod
Každá neživotní pojišťovna potřebuje držet určité množství finančních prostředků
na škody, které již nastaly, ale dosud nebyly nahlášeny nebo již byly nahlášeny,
ale dosud nebyly zlikvidovány. Proto je pro každou takovouto společnost vel-
mi důležité, aby byla schopna realisticky odhadnout výši takovýchto prostředků.
V této práci se budeme zabývat metodami, pomocí kterých můžeme odhadnout,
jaký objem finančních prostředků bude ještě zapotřebí na likvidaci již nastalých
pojistných událostí.

Nejznámější a v praxi pravděpodobně nejpoužívanější metodou dnešní doby
v neživotních pojišťovnách je chain ladder, konkrétně metoda založená na sto-
chastickém Mackově modelu, který byl poprvé prezentován v [3]. Avšak existují
i jiné metody, jejichž pomocí lze získat podobné výsledky. Nás konkrétně bude
zajímat nedávno vydaný článek [2] pojednávající o Poissonově shlukovém modelu.
V této práci budeme studovat oba modely a pokusíme se porovnat jejich výhody
a nevýhody.

S každou vzniklou pojistnou událostí je spojen shluk plateb, které pojišťovna
v budoucnu vyplatí pojištěnému. Proto je přirozené tuto situaci modelovat pomo-
cí shlukových bodových procesů. Jelikož nás zajímají i výše jednotlivých plateb,
využĳeme kótované bodové procesy. Tento obecný přístup pokrývá jak Mackův
model, tak Poissonův shlukový model.

V první kapitole se zaměříme na bodové procesy. Uvedeme základní definice,
ve kterých vysvětlíme, co to je bodový proces, Poissonův bodový proces, shlukové
bodové procesy, kótované bodové procesy a také si nastíníme použití bodových
procesů v pojistné matematice.

Ve druhé kapitole se podíváme na model chain ladderu, Mackův model a je-
ho základní vlastnosti jako například asymptotické chování či momenty odhadů.
Odvodíme odhady vývojových faktorů, rozptylu a jejich vlastnosti. Řekneme si,
jak se dá vytvářet predikce výše pojistných plnění na základě již známých dat
o jeden a více kroků. Na základě této predikce zkonstruujeme predikci rezervy
na pojistná plnění a určíme její relativní absolutní chybu. Na závěr této kapitoly
budeme demonstrovat zmíněné postupy na reálných datech.

Třetí kapitola je věnována Poissonovu shlukovému modelu, na jehož základě
se dají také provádět predikce budoucích úhrnů počtů plateb a úhrnů plateb za již
nastalé pojistné události. Nejdříve vysvětlíme strukturu tohoto modelu. Ukážeme,
jak vypadají jednokrokové a vícekrokové predikce. Posléze se zaměříme na pre-
dikce pro určitá rozdělení. Na závěr této kapitoly řekneme něco o asymptotickém
chování predikce.

V poslední, čtvrté, kapitole provedeme simulaci dat a aplikaci těchto dvou
zmíněných metod výpočtu predikce. Porovnáme je podle jejich průměrných rela-
tivních absolutních chyb a shrneme výsledky, ke kterým dojdeme.
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1. Bodové procesy
V této kapitole se budeme věnovat základům z teorie bodových procesů. Budeme
vycházet hlavně z knihy [6], v podkapitolách 1.3 a 1.4 využĳeme také skripta [7].

1.1 Základní definice

Definice 1.1.1. (Pravděpodobnostní prostor)
Trojici (Ω,F ,P) nazveme pravděpodobnostním prostorem, jestliže Ω je ne-

prázdná množina, F je σ-algebra podmnožin množiny Ω a P je pravděpodobnostní
míra na F .

Nechť E je borelovská podmnožina konečně dimenzionálního euklidovského
prostoru Rd a je vybavena σ-algebrou E = B(E) borelovských množin z E. Le-
besgueovu míru množiny A ∈ E budeme značit |A| = Leb(A). Dále zavedeme
Diracovu míru εx v x ∈ E:

εx(A) = IA(x) =

{

1 pro x ∈ A,
0 pro x /∈ A, A ∈ E .

Uvažujme posloupnost (Xi) náhodných vektorů v E a pro A ∈ E definujme

N(A) = # {i ≥ 1 : Xi ∈ A} ,

tj. N(A) sčítá počet Xi spadajících do A. Znamená to, že N(A) = N(A, ω)
je náhodné pro danou množinu A a pro pevné ω ∈ Ω definuje N(·, ω) čítací
míru na σ-algebře E takovou, že její atomy jsou Xi. Míra N , která může být
zapsána ve tvaru N =

∑

i≥1 εXi , je bodový proces, pokud posloupnost (Xi) d-
dimenzionálních náhodných vektorů je taková, že s pravděpodobností 1 libovolná
kompaktní množina K ∈ E obsahuje pouze konečný počet bodů Xi. Pak, pro
skoro všechna ω ∈ Ω,

N(A, ω) =
∑

i≥1

εXi(ω)(A), A ∈ E ,

definuje bodovou míru na E .
Obecně pro danou posloupnost (xi)i≥1 v E,

m(A) =
∑

i≥1

εxi(A) = # {i ≥ 1 : xi ∈ A} , A ∈ E ,

definuje čítací míru na E , která se nazývá bodová míra, jestliže m(K) < ∞ pro
všechny kompaktní množiny K ∈ E . Toto znamená, že žádná kompaktní množina
K nesmí obsahovat nekonečně mnoho bodů xi. Nechť Mp(E) je prostor všech bo-
dových měr na E vybavený nejmenší σ-algebrouMp(E), která obsahuje všechny
množiny tvaru

UA,k = {m ∈Mp(E) : m(A) = k} (1.1)

pro A ∈ E a k ∈ N ∪ {0,∞}, tj. je to nejmenší σ-algebra zaručující, že zobrazení
m 7→ m(A) je měřitelné pro libovolné A ∈ E .
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Předpokládejme, že m =
∑

i≥1 εxi je bodová míra na E. Nechť (yi) je podpo-
sloupnost (xi) obsahující vzájemně různé hodnoty xi (bez opakování). Definujme
multiplicitu yi jako ni = #{j ≥ 1 : yi = xj}. Pak můžeme psát m =

∑

i≥1 niεyi.
Jestliže ni = 1 pro všechna i, pak m se nazývá jednoduchá bodová míra. Prostor
všech jednoduchých bodových měr na E označme Ms(E).

Definice 1.1.2. (Bodový proces)
Bodový proces N se stavovým prostorem E je měřitelné zobrazení z (Ω,F ,P)

do (Mp(E),Mp(E)). Řekneme, že bodový proces N je jednoduchý, jestliže nabývá
hodnot z Ms(E) s pravděpodobností 1. Bodový proces je konečný, pokud N(E) <
∞ s.j.

Jinými slovy, bodový proces N je náhodný element, který nabývá bodové míry
jako hodnoty: pro každé ω ∈ Ω je hodnota m(·) = N(·, ω) bodová míra. Speciálně
platí, že N(K) < ∞ pro kompaktní množiny K ∈ E . V kontextu čítací míry je
přirozené, že N(A) může také nabývat hodnotu ∞ pro nekompaktní množiny A.

Jestliže realizace bodového procesu N jsou jednoduché bodové míry s prav-
děpodobností 1, pak N je jednoduchý bodový proces. Bodový proces N s repre-
zentací N =

∑

i≥1 εXi pro posloupnost náhodných vektorů Xi s hodnotami v E
je jednoduchý, jestliže všechny body Xi, i = 1, 2, . . . jsou navzájem různé s prav-
děpodobností 1.

Další výsledek dává ospravedlnění skutečnosti, že můžeme interpretovat bo-
dový proces N jako soubor (N(A))A∈E náhodných veličin N(A) s hodnotami
v {0, 1, . . . ,∞}.

Lemma 1.1.3. (Bodový proces jako soubor náhodných čítacích veličin)
Zobrazení N z (Ω,F ,P) do (Mp(E),Mp(E)) je bodový proces na E právě

tehdy, když pro každé A ∈ E je N(A) náhodná veličina s hodnotami v N∪{0,∞}
taková, že N(A) <∞ s.j., pokud A je kompaktní.

Důkaz. Nechť N je bodový proces na E. Z definice bodového procesu plyne, že
zobrazení N : (Ω,F ,P)→ (Mp(E),Mp(E)) je měřitelné. Pro danou borelovskou
množinu A ∈ E uvažujme zobrazení fA : (Mp(E),Mp(E))→ (N ∪ {0,∞},B(N∪
{0,∞})) dané předpisem fA(m) = m(A). Toto zobrazení je měřitelné, což plyne
ze skutečnosti, že σ-algebraMp(E) je generována množinami (1.1). Složené zob-
razení N(A, ω) = fA(N(·, ω)) je pak také měřitelné, a proto N(A) je náhodná
veličina, a z definice bodového procesu víme, že N(A) je konečná pro kompaktní
A.

Nyní dokážeme opačnou implikaci. Nechť N(A) je soubor náhodných veličin
s hodnotami v N∪{0,∞} a N(A) <∞, pokud A je kompaktní. Pak vzor množiny
UA,k při zobrazení N je N−1(UA,k) = {ω ∈ Ω : N(A, ω) = k}, což je vzor množiny
{k} při zobrazení N(A), a proto je prvkem F . Zjistili jsme, že N−1 (UA,k) ∈ F pro
každé A ∈ E a k ∈ N∪{0,∞}. Protože systém množin (UA,k) generuje σ-algebru
Mp(E), je N bodový proces.

Definice 1.1.4. (Míra intenzity)
Nechť N je bodový proces na E. Jeho míru intenzity definujeme jako µ(A) =

EN(A) pro A ∈ E .
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Příklad 1. (Proces obnovy definuje jednoduchý bodový proces)
Uvažujme proces obnovy (Ti), tj. Ti jsou body z náhodné procházky s nezávis-

lými, stejně rozdělenými, kladnými kroky velikosti Yi:

T0 = 0, Ti = Y1 + · · ·+ Yi, i ∈ N.

Ze silného zákonu velkých čísel vyplývá, že Ti ↑ ∞ s.j. pro i → ∞, a proto
realizace (Ti(ω)) posloupnosti (Ti) nemají konečný počet bodů s pravděpodobností
1. Proto náhodná veličina

N(A) =
∞
∑

i=1

εTi(A) = #{i ∈ N : Ti ∈ A}

je konečná s.j. pro každou omezenou borelovskou podmnožinu A prostoru hodnot
E = (0,∞). Protože Yi = Ti−Ti−1 > 0 s.j., všechny body Ti jsou vzájemně různé
s pravděpodobností 1, a proto N je jednoduchý bodový proces.

Příklad 2. (Složený bodový proces)
Nechť

∑

i≥1 εTi je jednoduchý bodový proces na (0,∞). Předpokládáme, že (Zi)
je posloupnost nezávislých, stejně rozdělených, kladných náhodných veličin, nezá-
vislých na (Ti). Náhodný proces definovaný vztahem

S(t) =
∑

i≥1

ZiI[0,t](Ti), t ≥ 0, (1.2)

vyjadřuje úhrn náhodných přírůstků Zi, které nastaly do času t v náhodných oka-
mžicích Ti. Následující náhodné veličiny definují bodový proces s prostorem hodnot
E = (0,∞)2:

N(A) =
∑

i≥1

ε(Ti,Zi)(A) = #{i ≥ 1 : (Ti, Zi) ∈ A}.

Protože (Ti) jsou vzájemně různé, jsou také dvojice (Ti, Zi) vzájemně různé a N
je jednoduchý bodový proces.

1.2 Poissonův bodový proces

Poissonův proces, nebo taky jinak nazývaná Poissonova náhodná míra, předsta-
vuje jednu z nejdůležitějších tříd bodových procesů. Vzniká přirozenou cestou
jako limita „binomického bodového procesu“, tj. bodového procesu s nezávisle
rozmístěnými body.

Připomeňme, že míra µ na E je Radonova míra, jestliže je konečná na kom-
paktních množinách A ∈ E .

Definice 1.2.1. (Poissonův proces)
Nechť µ je Radonova míra na E. Bodový proces N se nazývá Poissonův proces

nebo Poissonova náhodná míra s mírou intenzity µ (zapisujeme PRM(µ) z ang-
lického Poisson random measure), jestliže jsou splněny následující dvě podmínky:

1. Náhodná veličina N(A) má Poissonovo rozdělení s parametrem µ(A) pro
libovolné A ∈ E .
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2. Náhodné veličiny N(A1), . . . , N(Am) jsou vzájemně nezávislé pro libovolné
po dvou disjunktní množiny A1, . . . , Am ∈ E a m ∈ N.

Pro množiny A, pro které µ(A) = s, kde s ∈ {0,∞}, budeme používat kon-
venci, že N(A) = s s.j. Toto je v souladu se vztahem Yλ

P→ s pro λ → s, kde Yλ
je náhodná veličina s Poissonovým rozdělením s parametrem λ a s ∈ {0,∞}.

Míra intenzity Poissonova procesu N splňuje EN(A) = µ(A) pro všechny
A ∈ E . Z definice PRM vyplývá, že míra intenzity µ určuje rozdělení N . Toto je
podobné faktu, že Poissonovo rozdělení je dáno střední hodnotou.

Radonova vlastnost pro míru intenzity µ nám zaručuje, že pro každou kom-
paktní množinu K ∈ E platí EN(K) = µ(K) < ∞, a proto N(K) < ∞ s.j., což
bylo požadováno v definici bodového procesu.

Poissonův proces N s konečnou mírou intenzity µ, tj. µ(E) < ∞, má repre-
zentaci:

N(A) =
τ
∑

i=1

IA(Xi), A ∈ E ,

kde (Xi) je posloupnost nezávislých stejně rozdělených náhodných vektorů s hod-
notami v E, nezávislá na náhodné veličině τ , která má Poissonovo rozdělení s pa-
rametrem µ(E), a Xi mají společné rozdělení

P(X1 ∈ A) =
µ(A)
µ(E)
, A ∈ E .

Příklad 3. (Homogenní Poissonův proces na přímce)
Uvažujme Poissonův proces N na stavovém prostoru E = [0,∞) s mírou in-

tenzity λLeb pro nějaké λ > 0, kde Leb značí Lebesgueovu míru na E. Definujme
náhodný proces N(t) = N([0, t]), t ≥ 0. Tento proces má stacionární přírůstky,
protože pro každé 0 < a < b < ∞ a h > 0 platí, že N(a + h, b + h] má Poisso-
novo rozdělení s parametrem λ(b − a). Navíc pro 0 = t0 < t1 < . . . < tm < ∞
jsou množiny (ti−1, ti], i = 1, . . . , m po dvou disjunktní, tudíž přírůstky N(ti−1, ti],
i = 1, . . . , m jsou vzájemně nezávislé. Jelikož EN(0) = EN({0}) = λ |0| = 0,
dostáváme N(0) = 0 s.j. Předpokládáme-li ještě, že s pravděpodobností jedna jsou
trajektorie (N(t, ω))t≥0 procesu N zprava spojité pro t ≥ 0 a mají limity zleva
pro t > 0, pak dostáváme vlastnosti homogenního Poissonova procesu (N(t))t≥0

s intenzitou λ > 0. Z tohoto důvodu můžeme nazývat Poissonův proces na [0,∞)
s mírou intenzity λLeb homogenním Poissonovým procesem na stavovém prostoru
[0,∞).

Motivováni předchozím příkladem můžeme definovat homogenní Poissonův
proces nebo homogenní PRM na borelovském stavovém prostoru E ⊂ Rd jako
Poissonův proces s mírou intenzity λLeb(· ∩E), číslo λ > 0 se nazývá intenzita.

Obecněji, jestliže míra intenzity µ Poissonova procesu je absolutně spojitá
vzhledem k Lebesgueově míře, tj. existuje nezáporná funkce λ(·) taková, že

µ(A) =
∫

A
λ(x) dx, A ∈ E ,

pak λ(·) je funkce intenzity Poissonova procesu.

Příklad 4. (Zúžení Poissonova procesu na menší stavový prostor je opět Pois-
sonův proces)
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Uvažujme Poissonův proces N na stavovém prostoru E s mírou intenzity µ
a nechť E ′ ∈ E je měřitelná podmnožina E. Definujme bodový proces

N ′(A) = N(A), A ∈ E ′ = B(E ′).

Pak z definice Poissonova procesu na E plyne, že N ′(A) má Poissonovo rozdělení
s parametrem µ(A) pro A ∈ E ′ a N ′(A1), . . . , N ′(Am) jsou nezávislé pro po dvou
disjunktní množiny A1, . . . , Am z E ′. To znamená, že restrikce N ′ z N na bore-
lovskou množinu E ′ ⊂ E je znovu Poissonův proces s mírou intenzity µ′, která je
restrikcí µ na E ′.

1.3 Shlukové bodové procesy

Definice 1.3.1. (Shlukový bodový proces)
Nechť jsou dány (na jednom pravděpodobnostním prostoru) bodový proces NR

(tzv. rodičovský proces) a konečné bodové procesy Nx (tzv. dceřiné procesy) na E,
x ∈ E. Potom bodový proces daný vztahem

N(A) =
∫

Nx(A)NR (dx) , A ∈ E ,

je shlukový bodový proces na E. Jsou-li shluky Nx navzájem nezávislé a nezávislé
na NR, nazýváme N procesem s nezávislými shluky.

Poznámka 1.3.2. Shlukový bodový proces tedy znamená, že každý bod rodičov-
ského procesu generuje konečný shluk bodů.

Definice 1.3.3. (Poissonův shlukový bodový proces)
Shlukový bodový proces s nezávislými shluky takový, že rodičovský proces NR

je Poissonův bodový proces na E, se nazývá Poissonův shlukový bodový proces.

Pro z ∈ Rd označme tz operátor posunutí na Mp(E):

(tzm)(A) = m (A− z) , A ∈ E ,

kde A− z = {y − z : y ∈ A} je posunutí množiny A o vektor −z.

Definice 1.3.4. (Neymanův-Scottové bodový proces)
Nechť N je Poissonův shlukový bodový proces. Pokud centrované shluky t−xNx

jsou stejně rozdělené, nazývá se N Neymanův-Scottové bodový proces. Jestliže
navíc jsou t−xNx konečné Poissonovy bodové procesy, pak mluvíme o Neymanově-
Scottové Poissonově procesu.

1.4 Kótované bodové procesy

Definice 1.4.1. (Kótovaný bodový proces) Nechť N =
∑

i≥1 εXi je jednoduchý
bodový proces na E a (Zi) je posloupnost náhodných elementů s hodnotami v mě-
řitelném prostoru (EM , EM). Kótovaný bodový proces s prostorem kót EM definu-
jeme jako

NM =
∑

i≥1

ε(Xi,Zi).
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Kótovaný bodový procesNM jsme obdrželi tak, že jsme každému bodu procesu
N přiřadili určitou dodatečnou hodnotu (tzv. kótu).

Složený bodový proces z příkladu 2 lze chápat jako kótovaný bodový proces,
kdy kóty jsou přírůstky Zi nastávající v časech Ti. Prostor kót je M = (0,∞).

Každý shlukový bodový proces je generovaný kótovaným bodovým procesem,
kde prostor kót je tvořený konečnými bodovými mírami. Konkrétně

NM =
∑

i≥1

ε(Xi,t−XiNXi ), (1.3)

kde NR =
∑

i≥1 εXi je rodičovský proces a NXi jsou dceřiné procesy.

Definice 1.4.2. (Nezávisle kótovaný bodový proces)
Řekneme, že NM =

∑

i≥1 ε(Xi,Zi) je nezávisle kótovaný bodový proces, jestliže
posloupnost kót (Zi) je posloupnost nezávislých, stejně rozdělených náhodných
elementů v EM a je nezávislá na bodovém procesu N =

∑

i≥1 εXi.

Nezávisle kótovaný bodový proces (1.3) takový, že N =
∑

i≥1 εXi je Poissonův
proces, generuje Neymanův-Scottové bodový proces.

1.5 Bodové procesy v pojistné matematice

Jedním z mnoha oborů, kde mají bodové procesy uplatnění, je pojistná matema-
tika. Například na časy nahlášení pojistných událostí lze nahlížet jako na reali-
zaci bodového procesu na E = (0,∞). S každou pojistnou událostí je spojeno
pojistné plnění. To nás přirozeně vede ke složenému bodovému procesu z příkla-
du 2. Proces S(t) definovaný vztahem (1.2) se obvykle nazývá proces celkových
pojistných nároků (v angličtině: total claim process). V podpodkapitole 1.5.1 uve-
deme numerický rekurzivní postup pro výpočet rozdělení náhodné veličiny S(t)
v případě, že velikosti škod nabývají diskrétních hodnot. V této práci se zaměřu-
jeme na případy, kdy každá pojistná událost spouští proud plateb od pojistitele
k pojištěnému. To lze modelovat pomocí shlukových bodových procesů jak bude
vysvětleno v podpodkapitole 1.5.2.

1.5.1 Panjerova rekurzivní formule

V této části odvodíme metodu pro určení rozdělení úhrnu škod, který je dán
vztahem (1.2). Budeme uvažovat, že t ≥ 0 je pevné, tj. studujeme náhodnou
veličinu S(t) a ne náhodný proces (S(t))t≥0. Potlačíme závislost S(t) na t a píšeme
S = S(t). Tedy

S =
N
∑

i=1

Zi,

kde náhodná veličina N označuje počet pojistných událostí Ti do času t a je
nezávislá na (Zi). Dále píšeme

S0 = 0, Sn = Z1 + · · ·+ Zn, n ∈ N,

pro proces náhodných částečných součtů (náhodná procházka) generovaných ško-
dami velikosti Zi.
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Distribuční funkce S je dána výrazem

P(S ≤ x) = E [P(S ≤ x|N)] =
∞
∑

n=0

P(Sn ≤ x)P(N = n), x ≥ 0.

Z tohoto tvaru vidíme, že úhrn škod S má komplikovanou strukturu, proto k přes-
nému určení rozdělení S použĳeme numerickou metodu, která se většinou nazývá
Panjerova rekurzivní formule.

Začneme se základními předpoklady:

(P1) Velikosti škod Zi nabývají hodnot v N0.

(P2) Počet škod N má rozdělení typu

qn = P(N = n) =

(

a +
b

n

)

qn−1, n ∈ N

pro nějaké a, b ∈ R.

Podmínka (P2) se nazývá (a, b)-podmínka, respektive rozdělení splňující tuto
podmínku tvoří (a, b)-třídu.

Tři standardní rozdělení splňují (a, b)-podmínku:

1. Poissonovo rozdělení s intenzitou λ, Pois(λ), kde a = 0, b = λ ≥ 0. V tomto
případě obdržíme tzv. (a, b)-oblast

RPois = {(a, b) : a = 0, b ≥ 0} .

2. Binomické rozdělení Bin(n, p), kde a = − p

1−p
< 0, b = −a(n + 1), n ∈ N0.

V tomto případě obdržíme (a, b)-oblast

RBin = {(a, b) : a < 0, b = −a(n + 1) pro nějaké n ∈ N0} .

3. Negativně binomické rozdělení s parametry (p, ν):

qn =

(

ν + n− 1
m

)

nν(1− p)n, n ∈ N0, p ∈ (0, 1), ν > 0,

kde 0 < a = 1 − p < 1, b = (1 − p)(ν − 1) a a + b > 0. V tomto případě
obdržíme (a, b)-oblast

RNegbin = {(a, b) : 0 < a < 1, a+ b > 0} .

Tyto tři rozdělení jsou jediné rozdělení na N0 splňující (a, b)-podmínku.
Nyní formulujeme Panjerovu rekurzivní formuli jako větu.

Věta 1.5.1. (Panjerova rekurzivní formule)
Předpokládejme podmínky (P1) a (P2) pro rozdělení Zi a N . Pak pravděpo-

dobnosti pn = P(S = n) můžou být spočítány rekurzivně následujícím způsobem:

p0 =

{

q0, jestliže P(Z1 = 0) = 0,
E [P(Z1 = 0)]N jinak,

pn =
1

1− aP(Z1 = 0)

n
∑

i=1

(

a +
b i

n

)

P(Z1 = i)pn−i, n ∈ N.
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Poznámka 1.5.2. Protože parametr a je nutně menší než 1, všechny vzorce pn
jsou dobře definovány.

Důkaz. Začneme s

p0 = P(N = 0) + P(S = 0, N > 0).

Posledně jmenovaný vztah se rovná q0, jestliže P(Z1 = 0) = 0. Jinak platí

p0 = q0 +
∞
∑

i=1

P(Z1 = 0, . . . , Zi = 0)P(N = i)

= q0 +
∞
∑

i=1

[P(Z1 = 0)]i P(N = i)

= E [P(Z1 = 0)]N .

Nyní se vraťme k případu pn, n ∈ N. Věta o úplné pravděpodobnosti a (a, b)-
podmínka vedou k následujícímu výrazu

pn =
∞
∑

i=1

P(Si = n)qi =
∞
∑

i=1

P(Si = n)

(

a +
b

i

)

qi−1. (1.4)

Poznamenejme, že

E

(

a+
bZ1

n

∣

∣

∣

∣

∣

Si = n

)

= E

(

a +
bZ1

Z1 + · · ·+ Zi

∣

∣

∣

∣

∣

Si = n

)

= a+
b

i
, (1.5)

protože díky tomu, že Xi jsou nezávislé, stejně rozdělené, platí

1 = E

(

Si
Si

∣

∣

∣

∣

Si

)

=
i
∑

k=1

E

(

Zk
Si

∣

∣

∣

∣

Si

)

= iE
(

Z1

Si

∣

∣

∣

∣

Si

)

.

Pozorujeme, že

E

(

a+
bZ1

n

∣

∣

∣

∣

∣

Si = n

)

=
n
∑

k=0

(

a+
bk

n

)

P(Z1 = k|Si = n)

=
n
∑

k=0

(

a+
bk

n

)

P(Z1 = k, Si − Z1 = n− k)
P(Si = n)

=
n
∑

k=0

(

a+
bk

n

)

P(Z1 = k)P(Si−1 = n− k)
P(Si = n)

. (1.6)

Dosadíme-li (1.5) a (1.6) do (1.4) a přehodíme-li pořadí sčítání, dostaneme:

pn =
∞
∑

i=1

n
∑

k=0

(

a +
bk

n

)

P(Z1 = k)P(Si−1 = n− k)qi−1

=
n
∑

k=0

(

a+
bk

n

)

P(Z1 = k)

[

∞
∑

i=1

P(Si−1 = n− k)qi−1

]

=
n
∑

k=0

(

a+
bk

n

)

P(Z1 = k)P(S = n− k)

=
n
∑

k=0

(

a+
bk

n

)

P(Z1 = k)pn−k.
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Na závěr obdržíme

pn = aP(Z1 = 0)pn +
n
∑

k=1

(

a +
bk

n

)

P(Z1 = k)pn−k,

což dává konečný výsledek pro pn.

1.5.2 Shlukový model

Budeme uvažovat shlukový bodový proces na E = (0,∞) takový, že rodičovský
proces NR =

∑

i≥1 εTi je jednoduchý a dceřiné procesy jsou tvořeny událostmi Tij
následujícími po příslušném rodičovském bodě Ti. Čas Ti interpretujeme jako čas
vzniku pojistné události a body dceřiného procesu Tij jako čas j-té platby i-té
události. U každé platby nás ještě zajímá její výše, kterou budeme značit pomocí
Xij .

Definice 1.5.3. (Obecný shlukový model)
Nechť NR =

∑

i≥1 εTi je jednoduchý bodový proces na (0,∞). Pro i ≥ 1 položme

Tij = Ti +
j
∑

k=1

Yik, j = 1, . . . , Ki,

kde (Yik)k≥1 je posloupnost kladných náhodných veličin a Ki je kladná celočíselná
náhodná veličina. Nechť (Xik) je systém kladných náhodných veličin, i ≥ 1, k ≥ 1.
Časovým okamžikům Ti přiřadíme náhodné elementy

Zi = ((Yik)k≥1, (Xik)k≥1, Ki), i ≥ 1,

které nabývají hodnoty v množině

EM = (0,∞)∞ × (0,∞)∞ × N,

kde (0,∞)∞ označuje prostor posloupností s kladnými prvky:

(0,∞)∞ = {(xk)k≥1 : xk ∈ (0,∞)}.

Dostáváme kótovaný bodový proces

NM =
∑

i≥1

ε(Ti,Zi) (1.7)

se stavovým prostorem (0,∞)×EM .

Díky této definici je proces plateb i-té události popsán dvojicemi (Tij, Xij),
j = 1, . . . , Ki. Událost i se vypořádává v čase TiKi = Ti +

∑Ki
k=1 Yik odpovídající

částkou
∑Ki
k=1Xik.

Na obrázku 1.1 jednotlivé řádky znázorňují pojistnou událost a k ní přísluš-
nou posloupnost plateb. Doba vzniku pojistné události je znázorněna první tečkou
a následující tečky jsou již okamžiky jednotlivých plateb od pojistitele k pojiš-
těnému. Obrázek 1.1 jsme vytvořili v programu Mathematica 8.0 [8] na základě
předpokladu, že počty plateb Ki k dané události mají Poissonovo rozdělení, kde
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Obrázek 1.1: Znázornění dob pojistných událostí a shluků příslušných plateb
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Obrázek 1.2: Znázornění velikostí Xij plateb v časech Tij

jsme zvolili parametr 10, a časy Yik mezi jednotlivými platbami jsou nezávislé
a mají exponenciální rozdělení, kde jsme položili parametr roven 1.

Na obrázku 1.2 první tečka zleva znamená dobu vzniku pojistné události a ná-
sledující tečky označují čas a velikost jednotlivých plateb od pojistitele k pojiš-
těnému. Tento obrázek jsme také vytvořili v programu Mathematica na základě
předpokladu, že výše plateb jsou nezávislé a mají logaritmicko-normální rozděle-
ní, parametry jsme zvolili 1 a 1, a doby mezi nimi mají exponenciální rozdělení
s parametrem také 1.
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2. Chain ladder
Model shlukového bodového procesu obsahuje chain ladder, který je používán
většinou aktuárů k předpovědi počtu událostí a celkové požadované částky v bu-
doucích letech na základě dat z minulých let.

2.1 Formulace modelu

Chain ladder je model, který je často používán v pojišťovnictví ke stanovení
rezerv. Pro formulaci modelu je vhodné označit časové období (řekněme roky)
jako

Ci = (i− 1, i], i ∈ N,

a úhrn několika období jako

Cij = Ci ∪ . . . ∪ Ci+j = (i− 1, i+ j], i ∈ N, j ∈ N0.

Data potřebná k výpočtu rezervy na pojistná plnění na základě minulého
škodního vývoje se nejčastěji reprezentují ve formě vývojových trojúhelníků. Jed-
ná se o schéma, v němž hodnoty v jednom řádku jsou vztaženy ke stejnému
referenčnímu období (nejčastěji se jedná o rok, ve kterém došlo ke vzniku daných
škod), data uvedená v jednom sloupci mají společný údaj o zpoždění v úhradě
nebo v nahlášení. Vývojové trojúhelníky rozdělujeme na dva typy: kumulativní
a nekumulativní trojúhelníky. V kumulativním trojúhelníku je vstupem hodnota
vztahující se ke škodám uhrazeným nebo nahlášeným do určité doby od vzniku.
V nekumulativním trojúhelníku se jedná o škody uhrazené nebo nahlášené s ur-
čitým zpožděním. My v této části nebudeme započítávat zpoždění v nahlášení
daných událostí.

V celé této kapitole uvažujme definici 1.5.3. Příslušným počtem a celkovou výší
škod, které nastaly v roce Ci a jež byly vyplaceny v čase Cij, j ∈ N0, budeme
označovat Nij a Sij. Index j nám vyjadřuje počet let, které uplynuly od vzniku
pojistné události. S využitím procesu (1.7) může být počet plateb za škody z roku
i zapsán ve formě

Nij =
∫

(0,∞)×EM

k
∑

l=1

I{t∈Ci,t+(y1+···+yl)∈Cij}NM(dt, d(yr), d(xr), dk)

=
∑

n≥1

Kn
∑

l=1

I{Tn∈Ci,Tn+(Yn1+···+Ynl)∈Cij}

=
∑

n≥1

Kn
∑

l=1

I{Tn∈Ci,Tnl∈Cij}, i ∈ N, j ∈ N0,

13



a odpovídajícím způsobem úhrn plateb

Sij =
∫

(0,∞)×EM

k
∑

l=1

xlI{t∈Ci,t+(y1+···+yl)∈Cij}NM(dt, d(yr), d(xr), dk)

=
∑

n≥1

Kn
∑

l=1

XnlI{Tn∈Ci,Tn+(Yn1+···+Ynl)∈Cij}

=
∑

n≥1

Kn
∑

l=1

XnlI{Tn∈Ci,Tnl∈Cij}, i ∈ N, j ∈ N0.

Naše data zapíšeme pomocí trojúhelníku dvojic (Nij, Sij), i = 1, . . . , m, 1 ≤
i+ j ≤ m:

(N10, S10) (N11, S11) (N12, S12) . . . (N1,m−1, S1,m−1)
(N20, S20) (N21, S21) . . . (N2,m−2, S2,m−2)
. . . . . .

(Nm0, Sm0)
Jestliže uvažujeme Cm jako současný rok, pak chain ladder obsahuje úplnou agre-
govanou roční informaci o škodních platbách v předcházejících letech a současném
roce. Tato informace se skládá z počtu plateb Nij a odpovídající úhrnné částky
Sij pro škody, které nastaly v roce Ci pro nějaké i ≤ m a které byly vypořádány
v období Cij pro i+ j ≤ m.

2.2 Mackův model

Praktický problém je následující: Jak můžeme použít informace ve formě minu-
lých a současných pozorování (Nij, Sij), i = 1, . . . , m, 1 ≤ i + j ≤ m, abychom
předpověděli budoucí úhrn škodních plateb Sim a počet plateb Nim, i = 1, . . . , m?

Na tuto otázku se pokouší odpovědět Mackův model, který přidává některé
dodatečné předpoklady.

Definice 2.2.1. (Mackův model)
Uvažujme obecný shlukový model z definice 1.5.3 a předpokládejme navíc ná-

sledující dvě podmínky:

(M1) Počty a celkové částky plateb pro škody vzniklé v různých letech jsou nezávis-
lé a stejně rozdělené, tj. procesy (Nij, Sij)j=0,1,..., i = 1, 2, . . . , jsou nezávislé
a stejně rozdělené.

(M2) Náhodné veličiny Nij , Sij , i = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . jsou skoro jistě kladné
a mají konečnou střední hodnotu. Existují nezáporná, reálná čísla fj a gj
taková, že pro i = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . , platí:

E(Ni,j+1|Ni0, . . . , Nij) = gjNij, (2.1)

E(Si,j+1|Si0, . . . , Sij) = fjSij . (2.2)

Pro zjednodušení zápisu použĳeme standardní posloupnosti

(Nj)j≥0 = (N1,j)j≥0 a (Sj)j≥0 = (S1,j)j≥0.
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Pak podmínky (2.1) a (2.2) můžeme zapsat následujícím způsobem:

E(Nj+1|N0, . . . , Nj) = gjNj , (2.3)

E(Sj+1|S0, . . . , Sj) = fjSj. (2.4)

Požadavek konečnosti momentů ENj a ESj v podmínce (M2) je potřeba,
abychom měli jistotu, že podmíněné střední hodnoty (2.3) a (2.4) jsou koneč-
né s pravděpodobností 1. Podmínka (M2) je v literatuře často modifikována.
Například je běžné používat méně restriktivní podmínky

E(Nj+1|Nj) = gjNj a E(Sj+1|Sj) = fjSj , j ≥ 0.

Nyní se zaměříme pouze na celkovou výši plateb Sij a pokusíme se odvodit bu-
doucí odhad pro celkovou výši plateb v následujících letech a základní vlastnosti
tohoto odhadu. Teorie pro počet plateb Nij by se odvíjela analogicky.

V této části budeme postupovat podle knihy [6], ale na rozdíl od ní my budeme
uvažovat úhrny škod a ne počty škod.

2.2.1 Asymptotické vlastnosti metody chain ladder

V Mackově modelu jsou pro budoucí odhady škod klíčové odhady konstant fj,
kterým se obvykle říká vývojové faktory. Odhad těchto faktorů je založen na
standardní asymptotické teorii, kterou nyní probereme. Konkrétně odhady fj
vznikají pomocí momentové metody odhadů.

Předpoklad (M1) nám říká, že historie škodních událostí, které nastanou v růz-
ných letech Ci, mají stejné rozdělení a jsou vzájemně nezávislé. Tyto vlastnosti
nám umožňují použití standardní asymptotické teorie pro m→∞. Z podmínky
(M1) se posloupnost (Sij)i≥1 skládá z nezávislých, stejně rozdělených náhodných
veličin pro každé pevné j ≥ 0. V m-tém roce, řekněme současnosti, jsou známy
pouze minulé a současné úhrny plateb. Z Glivenkova-Cantelliho lemmatu plyne
pro pevné j ≥ 0:

sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
m− j

m−j
∑

i=1

I[0,x](Sij)− P (Sj ≤ x)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

s.j.→ 0, m→∞.

Podobně pro pevné j ≥ 0 silný zákon velkých čísel implikuje silnou konzistenci
pro výběrové odhady ESj , varSj a cov(Sj1, Sj2), jakmile m→∞:

S̄(j)
m =

1
m− j

m−j
∑

i=1

Sij
s.j.→ ESj , (2.5)

[

s(j)m
]2

=
1

m− j − 1

m−j
∑

i=1

(

Sij − S̄(j)
m

)2 s.j.→ varSj , (2.6)

γ̄m(j1, j2) =
1

m− j2

m−j2
∑

i=1

(

Si,j1 − S̄(j1)
m

) (

Si,j2 − S̄(j2)
m

)

s.j.→ cov (Sj1, Sj2) , j1 < j2. (2.7)

15



Abychom mohli použít silný zákon velkých čísel, předpokládáme ve vzorci (2.5)
konečnou střední hodnotu ESj < ∞ a ve vzorcích (2.6), (2.7) konečný rozptyl
varSj < ∞. Kdybychom chtěli odvodit asymptotický interval spolehlivosti pro
odhady, aplikovali bychom mnohorozměrnou centrální limitní větu na nezávislé,
stejně rozdělené náhodné vektory. Ale my se momentálně zaměřujeme na získání
odhadů parametrů.

Díky (2.4) pozorujeme, že pro j = 0, 1, . . . platí

ESj+1 = E [E (Sj+1|S0, . . . , Sj)] = fjESj .

Protože předpokládáme, že Sj je kladné pro každé j, tak také máme ESj > 0,
proto

fj =
ESj+1

ESj
, j = 0, 1, . . . (2.8)

Tento vztah a silný zákon velkých čísel pro S̄(j)
m v (2.5) doporučuje nahradit střední

hodnoty v (2.8) odpovídajícími průměry, což dává odhad pro fj momentovou
metodou:

f̂
(m)
j =

S̄(j+1)
m

S̄
(j)
m−1

=
∑m−j−1
i=1 Si,j+1
∑m−j−1
i=1 Sij

, j = 0, . . . , m− 2. (2.9)

Tento odhad fj se nazývá chain ladder odhad.

Věta 2.2.2. (Asymptotické vlastnosti chain ladder odhadu)
Předpokládejme podmínky Mackova modelu.

1. Odhad f̂ (m)
j metodou chain ladder je silně konzistentní odhad svého deter-

ministického protějšku fj. To znamená, že pro pevné j = 0, 1, . . . platí:

f̂
(m)
j

s.j.→ fj pro m→∞.

2. Pokud dodáme předpoklad varSj <∞ pro j = 0, 1, . . ., pak f̂ (m)
j je asympto-

ticky normální, tj. splňuje centrální limitní větu

√
m
(

f̂
(m)
j − fj

)

d→ N
(

0, (ESj)−2
[

ES2
j+1 − f 2

j ES
2
j

])

.

Důkaz. 1. Konzistence plyne přímo ze silného zákona velkých čísel (2.5) a vzta-
hu (2.8):

f̂
(m)
j =

S̄(j+1)
m

S̄
(j)
m−1

s.j.→ ESj+1

ESj
= fj .

2. Nejprve pozorujeme, že

√
m
(

f̂
(m)
j − fj

)

=
√
m





S̄(j+1)
m

S̄
(j)
m−1

− fj


 =
√
m

S̄
(j)
m−1

(

S̄(j+1)
m − fjS̄(j)

m−1

)

=

√

m/(m− j − 1)

S̄
(j)
m−1

1√
m− j − 1

m−j−1
∑

i=1

(Si,j+1 − fjSij).

Z podmínky (M1) v Mackově modelu vidíme, že posloupnost (Si,j+1 −
fjSij)i≥1 má nezávislé, stejně rozdělené členy pro pevné j, z (2.2) plyne,
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že tato posloupnost má nulovou střední hodnotu a z předpokladu věty má
konečný rozptyl. Aplikace centrální limitní věty v kombinaci se silným zá-
konem velkých čísel S̄(j)

m−1
s.j.→ ESj implikuje, že

√
m
(

f̂
(m)
j − fj

)

d→ N
(

0, (ESj)−2 var(Sj+1 − fjSj)
)

. (2.10)

Z přímého výpočtu platí:

var(Sj+1 − fjSj) = varSj+1 + f 2
j varSj − 2fj cov(Sj, Sj+1).

Provedeme úpravy některých členů:

cov(Sj, Sj+1) = ESj+1Sj − ESj+1ESj

= E [SjE(Sj+1|Sj)]− E [E(Sj+1|Sj)] ESj
= fj varSj ,

varSj+1 = ES2
j+1 − f 2

j (ESj)
2.

Proto asymptotický rozptyl v (2.10) je dán vztahem

var(Sj+1 − fjSj)
(ESj)2

=
ES2
j+1 − f 2

j ES
2
j

(ESj)2
.

Z tohoto výrazu plyne náš důkaz.

Asymptotický rozptyl v centrální limitní větě pro f̂ (m)
j může být aproximován

momentovými odhady pro ES2
j , ES

2
j+1 a fj. To znamená, že asymptotický rozptyl

(ESj)−2
(

ES2
j+1 − f 2

j ES
2
j

)

je aproximován silně konzistentním odhadem

∑m−j−1
i=1

[

S2
i,j+1 −

(

f̂
(m)
j

)2
S2
ij

]

(m− j)−1
(

∑m−j
i=1 Sij

)2 , j = 0, . . . , m− 2.

2.2.2 Momenty chain ladder odhadů

Odhad f̂ (m)
j není přesně výběrový odhad pro ESj+1/ESj. Tím by byl odhad

S̄(j+1)
m

S̄
(j)
m

=
m− j
m− j − 1

∑m−j−1
i=1 Si,j+1
∑m−j
i=1 Sij

=
m− j
m− j − 1

f̂
(m)
j .

Nicméně není těžké vidět, že tento odhad má stejné asymptotické vlastnosti jako
f̂

(m)
j . Jeden z důvodů pro volbu f̂ (m)

j je fakt, že je to nestranný odhad determi-
nistického protějšku fj , což dokážeme v následujícím lemmatu.

V této podkapitole budeme často používat následující σ-algebry:

G(m)
j = σ (Sik, 0 ≤ k ≤ j, 1 ≤ i+ k ≤ m) , j = 0, 1, . . . ,

Fij = σ (Si0, . . . , Sij) , i = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . .

Lemma 2.2.3. (Střední hodnota a kovariance chain ladder odhadů)
Za předpokladu podmínek Mackova modelu platí:
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1. Chain ladder odhady jsou nestranné:

Ef̂
(m)
j = fj , j = 0, . . . , m− 2.

2. Jestliže budeme navíc předpokládat, že varSj < ∞ pro j ∈ N0, pak chain
ladder odhady jsou nekorelované:

cov
(

f̂
(m)
j1
, f̂

(m)
j2

)

= 0, 0 ≤ j1 < j2 ≤ m− 2.

Důkaz. 1. Protože
∑m−j−1
i=1 Sij je měřitelná vzhledem ke G(m)

j , platí následující
vztah

E
(

f̂
(m)
j |G(m)

j

)

=

∑m−j−1
i=1 E

(

Si,j+1|G(m)
j

)

∑m−j−1
i=1 Sij

.

Na základě podmínky (M1) je náhodná veličina Si,j+1 nezávislá na (Slk)k≥0

pro l 6= i. Protože Fij ⊂ G(m)
j pro i = 1, . . . , m− j − 1 a j = 0, . . . , m− 2,

dostáváme
E
(

Si,j+1|G(m)
j

)

= E (Si,j+1|Fij) = fjSij . (2.11)

V posledním kroku jsme použili podmínku (M2). Kombinací předchozích
rovností obdržíme

E
(

f̂
(m)
j |G(m)

j

)

= fj . (2.12)

Aplikací střední hodnoty na obě strany (2.12) dostáváme Ef̂
(m)
j = fj, proto

je f̂ (m)
j nestranný odhad fj .

2. Nekorelovanost chain ladder odhadů lze opět ukázat pomocí podmiňování.
Předpokládejme j1 < j2. Pak odhad f̂ (m)

j1
je měřitelný vzhledem k G(m)

j2
,

a tudíž použitím (2.12) platí

E
(

f̂
(m)
j1
f̂

(m)
j2
|G(m)
j2

)

= f̂ (m)
j1

E
(

f̂
(m)
j2
|G(m)
j2

)

= f̂ (m)
j1
fj2.

Aplikováním střední hodnoty vidíme, že

cov
(

f̂
(m)
j1
, f̂

(m)
j2

)

= Ef̂
(m)
j1
f̂

(m)
j2
− Ef̂

(m)
j1

Ef̂
(m)
j2

= Ef̂
(m)
j1
fj2 − fj1fj2 = 0.

Rozptyl chain ladder odhadu f̂ (m)
j není tak lehce zjistitelný, protože se jedná

o podíl dvou závislých náhodných veličin.
Pro následující výpočty zavedeme značení:

S̃ij = Si,j+1 − fjSij, i = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . .

Předpokládáme, že varSj <∞ pro j = 0, 1, . . . Použitím (2.11) platí

E
(

S̃ij|G(m)
j

)

= E
(

S̃ij|Fij
)

= 0, (2.13)

což spolu s (2.12) dává
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var
(

f̂
(m)
j |G(m)

j

)

= E





(

∑m−j−1
i=1 S̃ij

∑m−j−1
i=1 Sij

)2

| G(m)
j



 =
1

∑m−j−1
i=1 Sij

var





m−j−1
∑

i=1

S̃ij |G(m)
j





=

∑m−j−1
i=1 var

(

S̃ij |G(m)
j

)

(

∑m−j−1
i=1 Sij

)2 +

∑

1≤i6=k≤m−j−1 cov
(

S̃ij, S̃kj|G(m)
j

)

(

∑m−j−1
i=1 Sij

)2 .

Pozorujeme, že

var
(

S̃ij |G(m)
j

)

= var
(

S̃ij|Fij
)

,

cov
(

S̃ij , S̃kj|G(m)
j

)

= E
(

S̃ijS̃kj|Fij ∨ Fkj
)

,

kde Fij ∨ Fkj je nejmenší σ-algebra obsahující σ-algebry Fij a Fkj, i, k = 1, . . . ,
m− j − 1. Kovariance je nulová pro i < k:

E
(

S̃ijS̃kj|Fij ∨ Fkj
)

= E
[

E
(

S̃ijS̃kj|Fij ∨ Fk,j+1

)

|Fij ∨ Fkj
]

= E
[

S̃kj E
(

S̃ij |Fij ∨ Fk,j+1

)

|Fij ∨ Fkj
]

= E
[

S̃kj E
(

S̃ij |Fij
)

|Fij ∨ Fkj
]

= 0, (2.14)

kde jsme použili nezávislost S̃ij a Fk,j+1 a podmínku (M2) Mackova modelu. Čímž
jsme dokázali, že

var
(

f̂
(m)
j |G(m)

j

)

=

∑m−j−1
i=1 var

(

S̃ij|Fij
)

(

∑m−j−1
i=1 Sij

)2 , j = 0, . . . , m− 2. (2.15)

V tomto bodě si musíme uvědomit, že podmínky Mackova modelu jsou ne-
postačující při vyhodnocování podmíněných rozptylů. Tato myšlenka není pře-
kvapující, protože podmínka (M2) vypovídá pouze o podmíněné střední hodnotě
Sij , nikoliv o druhých momentech. Proto k podmínkám (M1) a (M2) Mackova
modelu přidáme dodatečnou podmínku:

(M3) Předpokládejme, že varSj < ∞, j = 0, 1, . . . , a existují nezáporná reálná
čísla σ2

j taková, že

var (Sj+1|S0, . . . , Sj) = σ2
jSj, j = 0, 1, . . . (2.16)

Za platnosti podmínky (M2) lze (2.16) vyjádřit také jako

E
[

(Sj+1 − fjSj)2 |S0, . . . , Sj
]

= σ2
jSj , j = 0, 1, . . . (2.17)

Za předpokladu podmínky (M3) jsme nyní schopni určit var f̂ (m)
j .

Lemma 2.2.4. (Rozptyl chain ladder odhadu f̂ (m)
j )

Za podmínek Mackova modelu, včetně přidané podmínky (M3), máme pro kaž-
dé j = 0, . . . , m− 2 :

var f̂ (m)
j = σ2

j E





m−j−1
∑

i=1

Sij





−1

. (2.18)
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Důkaz. Z předpokladu (2.16) a vztahu (2.13) přímo dostáváme

var
(

S̃ij|G(m)
j

)

= var
(

S̃ij |Fij
)

= σ2
jSij . (2.19)

Pak z (2.15) získáme

var
(

f̂
(m)
j |G(m)

j

)

=
∑m−j−1
i=1 σ2

jSij
(

∑m−j−1
i=1 Sij

)2 =
σ2
j

∑m−j−1
i=1 Sij

. (2.20)

Nepodmíněný rozptyl f̂ (m)
j daný (2.18) dostaneme aplikací vztahu

var f̂ (m)
j = E

[

var
(

f̂
(m)
j |G(m)

j

)]

+ var
[

E
(

f̂
(m)
j |G(m)

j

)]

= E
[

var
(

f̂
(m)
j |G(m)

j

)]

,

kde využíváme informace, že E
(

f̂
(m)
j |G(m)

j

)

= fj, viz (2.12).

Odhady hodnot σ2
j mohou být odvozené pomocí momentové metody. Pokud

použĳeme střední hodnotu na rovnici (2.17) definující σ2
j , obdržíme

E (Sj+1 − fjSj)2 = σ2
j ESj .

Nyní nahradíme střední hodnotu na obou stranách výběrovými odhady:

1
m− j − 1

m−j−1
∑

i=1

(Si,j+1 − fjSij)2 = σ̂2
j

1
m− j − 1

m−j−1
∑

i=1

Sij.

Nakonec nahrazením fj odhadem f̂ (m)
j dostáváme

[

σ̂
(m)
j

]2
=

∑m−j−1
i=1

(

Si,j+1 − f̂ (m)
j Sij

)2

∑m−j−1
i=1 Sij

, j = 0. . . . , m− 2. (2.21)

Můžeme si všimnou, že tento odhad je pro j = m − 2 roven 0. Odhad (2.21) je
záporně vychýlený. Vychýlení je dáno v následující větě.

Věta 2.2.5. (Střední hodnota odhadu
[

σ̂
(m)
j

]2
)

Za předpokladů Mackova modelu a podmínky (M3) platí pro odhad
[

σ̂
(m)
j

]2

parametru σ2
j , daný vztahem (2.21), následující:

E
[

σ̂
(m)
j

]2
= σ2

j − σ2
jE

∑m−j−1
i=1 S2

ij
(

∑m−j−1
i=1 Sij

)2 j = 0, . . . , m− 2.

Důkaz. Nejdříve odhad
[

σ̂
(m)
j

]2
rozepíšeme s využitím vztahu S̃ij = Si,j+1−fjSij:

[

σ̂
(m)
j

]2
=

∑m−j−1
i=1

(

Si,j+1 − f̂ (m)
j Sij

)2

∑m−j−1
i=1 Sij

=

∑m−j−1
i=1

(

S̃ij −
(

f̂
(m)
j − fj

)

Sij
)2

∑m−j−1
i=1 Sij

=
1

∑m−j−1
i=1 Sij

m−j−1
∑

i−1

(

S̃2
ij − 2

(

f̂
(m)
j − fj

)

SijS̃ij +
(

f̂
(m)
j − fj

)2
S2
ij

)

.
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Odvodíme podmíněnou střední hodnotu odhadu:

E

(

[

σ̂
(m)
j

]2
|G(m)
j

)

=
1

∑m−j−1
i=1 Sij

m−j−1
∑

i=1

[

E
(

S̃2
ij |G

(m)
j

)

− 2SijE
((

f̂
(m)
j − fj

)

S̃ij |G(m)
j

)

+ S2
ijE

(

(

f̂
(m)
j − fj

)2
|G(m)
j

)

]

.

(2.22)

Nyní upravíme prostřední člen pomocí (2.9):

E
((

f̂
(m)
j − fj

)

S̃ij|G(m)
j

)

= E

(

∑m−j−1
k=1 S̃kj

∑m−j−1
k=1 Skj

S̃ij |G(m)
j

)

=
1

∑m−j−1
k=1 Skj

E





m−j−1
∑

k=1

S̃kjS̃ij |G(m)
j



 .

Jak již víme z (2.14), podmíněná střední hodnota E
(

S̃kjS̃ij|G(m)
j

)

= E
(

S̃kjS̃ij |Fij
∨Fkj) je nenulová pouze pro případ i = k:

E
(

S̃2
ij |G

(m)
j

)

= Sijσ2
j ,

viz (2.19) a (2.13). Použĳeme-li ve (2.22) na třetí člen (2.12) a (2.20), dostáváme:

E

(

[

σ̂
(m)
j

]2 |G(m)
j

)

=
1

∑m−j−1
i=1 Sij

m−j−1
∑

i=1

(

Sijσ
2
j −

2S2
ijσ

2
j

∑m−j−1
k=1 Skj

+
S2
ijσ

2
j

∑m−j−1
k=1 Skj

)

= σ2
j − σ2

j

∑m−j−1
i=1 S2

ij

(
∑m−j−1
i=1 Sij)2

.

Výsledný vztah dostaneme použitím střední hodnoty:

E
[

σ̂
(m)
j

]2
= σ2

j − σ2
jE

∑m−j−1
i=1 S2

ij

(
∑m−j−1
i=1 Sij)2

.

V článku [3] byl navržen jiný způsob odhadu parametru σ2
j :

[

σ̃
(m)
j

]2
=

1
m− j − 2

m−j−1
∑

i=1

Sij

(

Si,j+1

Sij
− f̂ (m)
j

)2

, j = 0, . . . , m− 3. (2.23)

Takovýto odhad je nestranný odhad σ2
j , j = 0, . . . , m− 3, což dokážeme v násle-

dující větě. Její důkaz je proveden podle [4].

Věta 2.2.6. (Nestrannost odhadu
[

σ̃
(m)
j

]2
)

Za předpokladů Mackova modelu a podmínky (M3) je odhad
[

σ̃
(m)
j

]2
, j =

0, . . . , m− 3, daný vzorcem (2.23), nestranným odhadem σ2
j .
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Důkaz. Vzorec (2.23) může být přepsán následujícím způsobem:

(m− j − 2)
[

σ̃
(m)
j

]2
=
m−j−1
∑

i=1

(

S2
i,j+1

Sij
− 2Si,j+1f̂

(m)
j + Sij

[

f̂
(m)
j

]2
)

=
m−j−1
∑

i=1

S2
i,j+1

Sij
−
m−j−1
∑

i=1

Sij
[

f̂
(m)
j

]2
, (2.24)

použili jsme vztah
∑m−j−1
i=1 Si,j+1 = f̂ (m)

j

∑m−j−1
i=1 Sij podle definice f̂ (m)

j . Apliku-
jeme podmíněnou střední hodnotu na výraz (2.24) a dostaneme:

E

(

(m− j − 2)
[

σ̃
(m)
j

]2 |G(m)
j

)

=
m−j−1
∑

i=1

E(S2
i,j+1|G

(m)
j )

Sij

−
m−j−1
∑

i=1

SijE(
[

f̂
(m)
j

]2 |G(m)
j ). (2.25)

Díky nezávislosti z podmínky (M1) získáváme

E(S2
i,j+1|G

(m)
j ) = E(S2

i,j+1|Fij) (2.26)

= var(Si,j+1|Fij) + (E(Si,j+1|Fij))2

= Sijσ2
j + (Sijfj)2,

kde jsme použili vztahů (2.2) a (2.16). Z (2.20) a (2.12) získáme

E

(

[

f̂
(m)
j

]2
|G(m)
j

)

= var(f̂ (m)
j |G(m)

j ) + (E(f̂ (m)
j |G(m)

j ))2 (2.27)

=
σ2
j

∑m−j−1
i=1 Sij

+ f 2
j .

Vložíme-li (2.26) a (2.27) do (2.25), získáme

E

(

(m− j − 2)
[

σ̃
(m)
j

]2 |G(m)
j

)

=
m−j−1
∑

i=1

(σ2
j + Sijf 2

j )

−
m−j−1
∑

i=1

(

Sijσ
2
j

∑m−j−1
i=1 Sij

+ Sijf 2
j

)

= (m− j − 1)σ2
j − σ2

j

= (m− j − 2)σ2
j .

Z posledního odvození okamžitě obdržíme E(
[

σ̃
(m)
j

]2 |G(m)
j ) = σ2

j . Nakonec dostá-
váme závěr:

E
[

σ̃
(m)
j

]2
= E

(

E(
[

σ̃
(m)
j

]2 |G(m)
j )

)

= Eσ2
j = σ2

j .

Odhad
[

σ̃
(m)
j

]2
není definován pro j = m − 2. Podle [3] můžeme doplnit ob-

vykle exponenciálně klesající řadu σ̃(m)
0 , . . . , σ̃

(m)
m−4, σ̃

(m)
m−3 o jeden člen, například
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pomocí logaritmicko-lineární regrese, nebo jednodušeji můžeme požadovat plat-
nost rovnosti:

σ̃
(m)
m−4

σ̃
(m)
m−3

=
σ̃

(m)
m−3

σ̃
(m)
m−2

,

alespoň pokud σ̃(m)
m−4 > σ̃

(m)
m−3. Tato poslední možnost vede k odhadu

[

σ̃
(m)
m−2

]2
= min







[

σ̃
(m)
m−3

]4

[

σ̃
(m)
m−4

]2 ,min
(

[

σ̃
(m)
m−4

]2
,
[

σ̃
(m)
m−3

]2
)





 .

2.2.3 Predikce

V této části se budeme věnovat predikci budoucích úhrnů plateb. Připomeňme,
že když chceme předpovědět veličinu Sj+k, k ∈ N, na základě S0, . . . , Sj, tak
nejlepší předpověď minimalizuje střední kvadratickou chybu E (Sj+k −M)2 přes
třídu všech náhodných veličin M , které mají konečný rozptyl a jsou měřitelné
vzhledem k σ-algebře Fj generované náhodnými veličinami S0, . . . , Sj, a řešením
je podmíněná střední hodnota E [Sj+k|S0, . . . , Sj ] . Střední kvadratickou chybu
predikce Ŝj+k náhodné veličiny Sj+k budeme značit

mse Ŝj+k = E
(

Ŝj+k − Sj+k
)2
.

Budeme také používat podmíněnou střední kvadratickou chybu, což je náhodná
veličina

mseFj Ŝj+k = E

(

(

Ŝj+k − Sj+k
)2 |Fj

)

.

Předpokládejme podmínky Mackova modelu a navíc podmínku (M3). Před-
stavujme si m jako současný čas a budeme chtít předpovědět budoucí úhrn
plateb. Nejdříve se zaměříme na předpověď o jeden krok, tj. chceme předpo-
vědět Si,m−i+1, i = 1, . . . , m. Z podmínky (M2) máme, že nejlepší predikce je
E(Si,m−i+1|Fi,m−i) = fm−iSi,m−i. Protože hodnoty fm−i neznáme, nahradíme je
jejich odhady f̂ (m)

m−i. Tím získáme následující:

Ŝi,m−i+1 = f̂ (m)
m−i Si,m−i, i = 2, . . . , m. (2.28)

Tato úprava však vede k tomu, že Ŝi,m−i+1 již neminimalizuje střední kvadratic-
kou chybu E(Si,m−i+1 −M)2 přes třídu všech náhodných veličin M , které mají
konečný rozptyl a jsou měřitelné vzhledem k σ-algebře Fi,m−i. Když se podíváme
na podmínku (M3), rozptyl nejlepší predikce je dán hodnotou

E(Si,m−i+1 − fm−iSi,m−i)2 = E [var(Si,m−i+1|Fi,m−i)]
= E

[

σ2
m−iSi,m−i

]

= σ2
m−i ESm−i. (2.29)

Rozptyl σ2
m−i ESm−i je minimum pro chybu predikce veličiny Si,m−i+1. Pozoruje-

me, že

mse Ŝi,m−i+1 = E(Ŝi,m−i+1 − Si,m−i+1)2

= E(Si,m−i+1 − fm−iSi,m−i)2 + E
[

(f̂ (m)
m−i − fm−i)2S2

i,m−i

]

= σ2
m−i ESm−i + var f̂ (m)

m−i ES
2
m−i. (2.30)

23



Použili jsme (2.29) a nezávislost (Si,m−i, Si,m−i+1) a f̂ (m)
m−i, kterou si můžeme uvě-

domit z definice odhadu f̂ (m)
m−i. Vidíme, že tento odhad ovlivňují pouze veličiny

Sk,m−i+1, Sk,m−i, k = 1, . . . , i− 1, které jsou nezávislé na (Si,m−i, Si,m−i+1) podle
(M1).

Dohromady s rozptylem var f̂ (m)
m−i z lemmatu 2.2.4 dostáváme následující vý-

sledek pro chybu predikce.

Lemma 2.2.7. (Střední kvadratická chyba jednokrokové predikce)
Předpokládejme podmínky Mackova modelu a také podmínku (M3). Střední

kvadratická chyba jednokrokové predikce Ŝi,m−i+1 definované v (2.28) je dána:

mse Ŝi,m−i+1 = σ2
m−i



ESm−i + E

(

i−1
∑

k=1

Sk,m−i

)−1

ES2
m−i



 , i = 2, . . . , m.

Důkaz. Lemma plyne z (2.30) a lemmatu 2.2.4.

Z nezávislosti f̂ (m)
m−i a Si,m−i, lemmatu 2.2.3 a vztahu (2.8) plyne pro střední

hodnotu predikce

EŜi,m−i+1 = Ef̂
(m)
m−iESi,m−i = fm−iESi,m−i = ESi,m−i+1.

Znamená to, že Ŝi,m−i+1 je nestranná předpověď.
Podmínka (M2) v Mackově modelu nespecifikuje pouze jednokrokovou predik-

ci Sj+1 pomocí E(Sj+1|S0, . . . , Sj) = fjSj , ale také definuje nejlepší predikci (ve
smyslu střední kvadratické chyby) Sj+k při daných S0, . . . , Sj pro každé k ∈ N.
Použitím vlastností podmíněné střední hodnoty a indukce je nejlepší k-kroková
predikce Sj+k daná výrazem

E [Sj+k|S0, . . . , Sj ] = E [E (Sj+k|S0, . . . , Sj+k−1) |S0, . . . , Sj]

= fj+k−1 E [Sj+k−1|S0, . . . , Sj ]

= fj+k−1 · · · fjSj . (2.31)

Odpovídající chybu predikce získáme výpočtem

E (Sj+k − fj+k−1 · · · fjSj)2

= E (Sj+k − fj+k−1Sj+k−1)
2 + f 2

j+k−1E (Sj+k−1 − fj+k−2Sj+k−2)
2

+ · · ·+ f 2
j+k−1 · · · f 2

j+1E (Sj+1 − fjSj)2 .

Z (2.17) dostáváme:

E (Sj+k − fj+k−1 · · · fjSj)2

= σ2
j+k−1 ESj+k−1 + f 2

j+k−1σ
2
j+k−2 ESj+k−2 + · · ·+ f 2

j+k−1 · · ·f 2
j+1σ

2
j ESj

= ESj
k−1
∑

l=0

fj · · ·fj+l−1σ
2
j+l [fj+l+1 · · · fj+k−1]

2 .

Vezmeme vztah (2.31) jako počáteční bod při hledání aproximace nejlepší
předpovědi Si,m−i+k danou minulými a současnými pozorováními Si,0, . . . , Si,m−i.
Nejlepší předpovědí je náhodná veličina

E (Si,m−i+k|Fi,m−i) = fm−i+k−1 · · · fm−iSi,m−i, k ∈ N. (2.32)
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Kandidát na aproximaci se získává nahrazením neznámých parametrů fl jejich
chain ladder odhady:

Ŝi,m−i+k = f̂ (m)
m−i+k−1 · · · f̂

(m)
m−iSi,m−i. (2.33)

Jelikož odhady f̂ (m)
j , viz (2.9), máme pouze pro j ≤ m − 2, můžeme Ŝi,m−i+k

stanovit jen pro k ≥ i− 1, tj. vývojový trojúhelník dat doplníme na čtverec:

S10 S11 S12 . . . S1,m−1

S20 S21 . . . S2,m−2 Ŝ2,m−1

. . . . . . . . . . . . . . .
Sm0 Ŝm1 . . . . . . Ŝm,m−1

Jak již bylo vysvětleno v kontextu jednokrokové predikce, Ŝi,m−i+k nemá vlast-
nosti nejlepší predikce Si,m−i+k (ve smyslu střední kvadratické chyby) dané mi-
nulými a současnými pozorováními Sij, i+ j ≤ m.

Díky nekorelovanosti chain ladder odhadů vývojových faktorů (lemma 2.2.3)
si opět můžeme povšimnout, že Ŝi,m−i+k je nestranná předpověď Si,m−i+k:

EŜi,m−i+k = f (m)
m−i+k−1 · · · f

(m)
m−iESi,m−i = ESi,m−i+k. (2.34)

Střední kvadratická chyba je vyjádřena v následujících dvou lemmatech.

Lemma 2.2.8. (Podmíněná střední kvadratická chyba k-krokové predikce)
Za předpokladů Mackova modelu s přidanou podmínkou (M3) platí:

mseFi,m−i Ŝi,m−i+k = var (Si,m−i+k|Fi,m−i) +
(

E (Si,m−i+k|Fi,m−i)− Ŝi,m−i+k
)2
,

(2.35)
kde

var (Si,m−i+k|Fi,m−i) = Si,m−i
m−i+k−1
∑

j=m−i

fm−i · · · fj−1σ
2
j f

2
j+1 . . . f

2
m−i+k−1,

(

E (Si,m−i+k|Fi,m−i)− Ŝi,m−i+k
)2

= S2
i,m−i

(

fm−i · · · fm−i+k−1 − f̂ (m)
m−i · · · f̂ (m)

m−i+k−1

)2
.

Důkaz. Použĳeme postup podle [3]. Obecně platí E (X − a)2 = varX+(EX − a)2

a z toho plyne (2.35). Na důkaz zbytku věty použĳeme zkrácené značení:

Ei (X) = E (X|Fi,m−i)
vari(X) = var (X|Fi,m−i) .

Opakovaným použitím předpokladů (M2) a (M3) dostaneme

var (Si,m−i+k|Fi,m−i) = vari(Si,m−i+k)

= Ei (var (Si,m−i+k|Fi,m−i+k−1)) + vari (E (Si,m−i+k|Fi,m−i+k−1))

= Ei (Si,m−i+k−1)σ2
m−i+k−1 + vari (Si,m−i+k−1) f 2

m−i+k−1

= Ei(Si,m−i+k−2)fm−i+k−2σ
2
m−i+k−1 + Ei(Si,m−i+k−2)σ2

m−i+k−2f
2
m−i−+k−1

+ vari(Si,m−i+k−2)f 2
m−i+k−2f

2
m−i+k−1

= . . .

= Si,m−i
m−i+k−1
∑

j=m−i

fm−i · · · fj−1σ
2
j f

2
j+1 · · ·f 2

m−i+k−1, (2.36)
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protože vari (Si,m−i) = 0.
Díky (2.32) obdržíme druhý sčítanec (2.35):
(

E (Si,m−i+k|Fi,m−i)− Ŝi,m−i+k
)2

= S2
i,m−i

(

fm−i · · · fm−i+k−1 − f̂ (m)
m−i · · · f̂ (m)

m−i+k−1

)2
. (2.37)

Lemma 2.2.9. (Střední kvadratická chyba k-krokové predikce)
Předpokládejme podmínky Mackova modelu a navíc podmínku (M3). Střední

kvadratická chyba mse Ŝi,m−i+k k-krokové predikce Ŝi,m−i+k definované v (2.33) je
dána:

mse Ŝi,m−i+k = E
(

Si,m−i+k − Ŝi,m−i+k
)2

= E (Si,m−i+k − E (Si,m−i+k|Fi,m−i))2 + E
(

E (Si,m−i+k|Fi,m−i)− Ŝi,m−i+k
)2
,

kde

E (Si,m−i+k − E (Si,m−i+k|Fi,m−i))2

= ESm−i
m−i+k−1
∑

j=m−i

[fm−i+k−1 · · · fj+1]
2 σ2
j fj−1 · · ·fm−i.

Důkaz. Aplikujeme střední hodnotu na lemma 2.2.8.

2.2.4 Výpočet predikce rezervy

V této podkapitole budeme vycházet z článku [3]. Vypočítáme predikci rezervy na
pojistná plnění, její střední kvadratickou chybu a odhad této chyby. Pro tento vý-
počet nám bude stačit doplnit náš trojúhelník dat na čtverec pomocí předpovědí
budoucích úhrnů plateb.

Rezerva na pojistná plnění je dána vztahem:

Ri = Si,m−1 − Si,m−i, i = 2, . . . , m.

Predikce Ri proto bude R̂i = Ŝi,m−1−Si,m−i. Využĳeme vztahu (2.33) a dostáváme

R̂i = Si,m−i
(

f̂
(m)
m−2 · · · f̂ (m)

m−i − 1
)

, i = 2, . . . , m.

Protože Ŝi,m−1 je podle (2.34) nestranná předpověď Si,m−1, je také R̂i nestran-
nou predikcí Ri.

Nyní odvodíme podmíněnou střední kvadratickou chybu predikce R̂i:

mseFi,m−i R̂i = E

(

(

R̂i − Ri
)2 |Fi,m−i

)

= E

(

(

Ŝi,m−1 − Si,m−1

)2 |Fi,m−i
)

= mseFi,m−i Ŝi,m−1.

Později budeme potřebovat odhad σ2
j , j = 0, . . . , m − 3. Použĳeme odhad

vyjádřený vzorcem (2.23), o kterém jsme si již dokázali, že je nestranný. Protože
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m je pevné, budeme ve značení vynechávat horní index (m) a psát pouze σ̃2
j .

Podobně budeme psát pouze f̂j pro odhad fj.
Z lemmatu 2.2.8 pro k = i− 1 vidíme, že platí:

mseFi,m−i Ŝi,m−1 = var (Si,m−1|Fi,m−i) +
(

E (Si,m−1|Fi,m−i)− Ŝi,m−1

)2
.

A tedy stačí najít odhady těchto dvou sčítanců, které vyjadřují mseFi,m−i R̂i. Ve
výrazu (2.36) nahradíme parametry fj a σ2

j jejich odhady f̂j a σ̃2
j , tedy odhadneme

var(Si,m−1|Fi,m−i) následujícím výrazem:

Si,m−i
m−2
∑

j=m−i

f̂m−i · · · f̂j−1σ̃
2
j f̂

2
j+1 · · · f̂ 2

m−2 = Ŝ2
i,m−1

m−2
∑

j=m−i

σ̃2
j /f̂

2
j

Ŝij
.

Ve výrazu (2.37) nemůžeme jednoduše nahradit fj pomocí f̂j , protože tím
bychom dostali 0. Proto zde použĳeme jinou aproximaci. Napíšeme-li, že

F = fm−i · · · fm−2 − f̂m−i · · · f̂m−2

=Mm−i + . . .+Mm−2,

kde

Mj = f̂m−i · · · f̂j−1

(

fj − f̂j
)

fj+1 · · · fm−2, j = m− i, . . . , m− 2,

získáme

F 2 = (Mm−i + . . .+Mm−2)2

=
m−2
∑

j=m−i

M2
j + 2

∑

k<j

MjMk.

Nyní M2
j aproximuje E(M2

j |G
(m)
j ) a MjMk, k < j nahradíme E(MjMk|G(m)

j ).

Protože E(fj − f̂j |G(m)
j ) = 0, viz (2.12), dostáváme E(MjMk|G(m)

j ) = 0 pro k < j.
Ze vztahu (2.20) dostaneme

E
(

M2
j |G

(m)
j

)

=
f̂ 2
m−i · · · f̂ 2

j−1σ
2
j f

2
j+1 · · · f 2

m−2
∑m−j−1
i=1 Sij

.

Vezmeme-li to dohromady, výraz F 2 =
(

∑m−2
j=m−iMj

)2
nahradíme součtem

∑m−2
j=m−i E

(

M2
j |G

(m)
j

)

a protože všechny výrazy tohoto součtu jsou kladné, může-

me nahradit všechny neznámé parametry fj, σ2
j jejich nestrannými odhady f̂j,

σ̃2
j . Dohromady odhadujeme F 2 =

(

fm−i · · · fm−2 − f̂m−i · · · f̂m−2

)2
výrazem

m−2
∑

j=m−i

f̂ 2
m−i · · · f̂ 2

j−1σ̃
2
j f̂

2
j+1 · · · f̂ 2

m−2
∑m−j−1
i=1 Sij

= f̂ 2
m−i · · · f̂ 2

m−2

m−2
∑

j=m−i

σ̃2
j /f̂

2
j

∑m−j−1
i=1 Sij

.

Výsledný odhad podmíněné střední kvadratické chyby mseFi,m−i R̂i vypadá takto:

̂mseFi,m−i R̂i = Ŝ2
i,m−1

m−2
∑

j=m−i

σ̃2
j

f̂ 2
j

(

1

Ŝij
+

1
∑m−j−1
k=1 Skj

)

.
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2.2.5 Příklad

Teorii této kapitoly jsme aplikovali na reálných datech, které jsme převzali z ma-
teriálu [1], jejich hodnoty jsou uvedeny v příloze v tabulce 4.9. Jedná se o data
společnosti TrygVesta, konkrétně o pojištění odpovědnosti za škodu z provozu mo-
torového vozidla. Tabulka 4.9 znázorňuje úhrny plateb za období 18 let. Všechny
výpočty jsme provedli s použitím programu Microsoft Excel (2007).

Nejdříve jsme vypočítali odhady f̂j , σ̃2
j a σ̂2

j , jejichž výsledky jsou uvedeny
v tabulce 2.1.

j f̂j σ̃2
j σ̂2

j

0 3,2154 2,4074 1,4842
1 1,9616 2,8292 2,8138
2 1,6633 1,0669 0,9119
3 1,3927 0,1923 0,1804
4 1,2379 0,2392 0,2138
5 1,1497 0,2534 0,2555
6 1,0848 0,1088 0,1146
7 1,0649 0,0883 0,0870
8 1,0325 0,0263 0,0163
9 1,0353 0,0372 0,0401
10 1,0223 0,0280 0,0271
11 1,0134 0,0081 0,0081
12 1,0224 0,0017 0,0012
13 1,0080 0,0058 0,0042
14 0,9996 0,0003 0,0002
15 1,0020 0,0004 0,0002
16 1,0001 0,0003 0,0000

Tabulka 2.1: Odhady f̂j , σ̃2
j a σ̂2

j .

Na základě odhadů f̂j jsme spočítali predikce Sij pro i+j > 18 a doplnili jsme
takto tabulku 4.9 na čtverec. Výsledná matice je zobrazena v příloze v tabulce
4.10. Na základě těchto odhadů jsme mohli provést výpočty predikce rezervy
pro úhrny plateb a odhad podmíněných středních kvadratických chyb predikce
rezervy. Výsledky jsou zobrazeny v tabulce 2.2 této podpodkapitoly.
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i R̂i
̂mseFi,m−i R̂i

2 0,0053 0,0528
3 0,2029 0,1548
4 0,1993 0,2626
5 0,9678 0,9618
6 4,2606 1,7168
7 6,3012 3,3011
8 10,4925 9,5366
9 13,1820 13,7746
10 20,4710 22,4722
11 24,9110 33,4478
12 30,0616 45,7596
13 63,3530 133,3319
14 66,0828 143,1580
15 114,4673 246,6801
16 162,1867 676,5269
17 167,4072 1897,3606
18 169,9607 2966,5880

Tabulka 2.2: Predikce R̂i rezervy a odhady ̂mseFi,m−i R̂i podmíněné střední kva-
dratické chyby predikce rezervy pro jednotlivé roky.
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3. Poissonův shlukový model
V této kapitole budeme vycházet z článku [2].

V předchozí kapitole jsme uvažovali Sij a Nij jako úhrny plateb a úhrny počtu
plateb za škody z roku i, které byly vypořádány v časovém období Cij. V této
kapitole se pro zjednodušení omezme pouze na jeden rok, předpokládejme i = 1.
Pro j ∈ N0 pak budeme označovat N ′j počty plateb, které byly uhrazeny se
zpožděním j a S ′j úhrny plateb, které byly uhrazeny se zpožděním j, pro které
vzhledem k předchozímu modelu platí následující:

Nj = N ′0 + · · ·+N ′j ,

Sj = S ′0 + · · ·+ S ′j.
Pokud bychom vytvořili z hodnot N ′j a S ′j trojúhelník, získali bychom nekumula-
tivní vývojový trojúhelník pro výše plateb a počty plateb.

3.1 Popis modelu

Uvažujeme stochastický model pro počty plateb N ′j a odpovídající výše plateb S ′j,
j ∈ N0. Model je daný následujícími podmínkami, které budeme předpokládat
po celou tuto kapitolu.

Nechť M je počet událostí, které nastanou v daném roce, s rozdělením daným
pravděpodobnostmi

qm = P(M = m), m ∈ N0.

Nechť m-tá událost způsobuje proud Km plateb od pojistitele k pojištěnému
v průběhu následujících let. Předpokládáme, že k-tá z těchto plateb je vypořáda-
ná v roce Ymk. Dále předpokládáme, že (Km) je posloupnost nezávislých, stejně
rozdělených náhodných veličin s Poissonovým rozdělením s parametrem µ a že
(Ymk)m,k∈N představuje rodinu nezávislých, stejně rozdělených náhodných veličin
se společným rozdělením

pj = P(Y11 = j), j ∈ N0.

Nakonec předpokládejme, že M, (Km) a (Ymk) jsou nezávislé. Píšeme

N ′j =
M
∑

m=1

Km
∑

k=1

I{Ymk=j}, j ∈ N0,

tj. N ′j je počet plateb za škody nastalé v daném roce a vypořádané se zpožděním
j let.

Na tento model se také můžeme dívat tak, že vznikl zobecněním Neymanova-
Scottové Poissonova procesu (definice 1.3.4) s tím, že rodičovský proces není
Poissonův, ale nabývá M událostí v čase j = 0.

Předpokládáme dále, že (Xmk)m,k∈N je rodina nezávislých, stejně rozdělených
nezáporných náhodných veličin, nezávislých na M, (Km) a (Ymk). Interpretujeme
Xmk jako k-tou platbu m-té události. Pak

S ′j =
M
∑

m=1

Km
∑

k=1

XmkI{Ymk=j}, j ∈ N0,
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je celkový úhrn plateb za škody nastalé v daném roce a vypořádané se zpožděním
j let. Znamená to, že příslušný shlukový bodový proces jsme pomocí nezávislého
kótování (definice 1.4.2) obohatili o kóty představující výšky úhrad.

V celé této kapitole budeme používat Laplaceovu-Stieltjesovu transformaci
náhodné veličiny M a budeme ji značit následujícím způsobem:

L(γ) = E e−γM =
∞
∑

m=0

qm e−γm, γ ≥ 0.

Její l-tá derivace je

L(l)(γ) = (−1)lEM l e−γM , γ > 0, l ∈ N0.

Navíc definujeme

Rl(γ) = −L
(l+1)(γ)
L(l)(γ)

=
EM l+1 e−γM

EM l e−γM
, γ > 0, l ∈ N0.

Nakonec značíme

θj = µ
j
∑

i=0

pi, j ∈ N0;

připomeňme, že µ je intenzita Poissonova počtu plateb k dané události a pi je
pravděpodobnost, že platba bude provedena v i-tém roce po uskutečnění události.

3.2 Predikce

Budeme se snažit předpovědět budoucí počet plateb N ′j+l+1 a odpovídající úhrn
plateb S ′j+l+1, l ∈ N0 na základě předchozího pozorování počtů plateb N ′0, . . . , N

′
j.

Tedy určíme predikci Ŝ ′j+l+1 a N̂ ′j+l+1 jako N̂ ′j+l+1 = E(N ′j+l+1|Fj) a Ŝ ′j+l+1 =
E(S ′j+l+1|Fj), kde Fj = σ(N ′0, . . . , N

′
j) = σ(N0, . . . , Nj), j ∈ N0.

Nezávislost (Xmk) a zbylých náhodných veličin v modelu implikuje

Ŝ ′j+l+1 = EX11E(N ′j+l+1|Fj) = EX11N̂
′
j+l+1, l ∈ N0. (3.1)

Proto se problém predikce S ′j+l+1 redukuje na predikci N ′j+l+1. Naopak, jestliže
Xmk = 1 s.j. pro všechny m, k, pak N ′j = S ′j, j ∈ N0. Proto je postačující studovat
predikci S ′j+l+1 na základě N ′0, . . . , N

′
j .

Naším cílem je odvodit predikci (3.1) a určit její chybu. Začneme jednokroko-
vou predikcí, tj. l = 0.

3.2.1 Jednokroková predikce

Nyní zformulujeme hlavní výsledek pro predikci S ′j+1. Připomeňme, že odpovída-
jící výsledek pro N ′j+1 plyne položením Xmk = 1 s.j. pro všechny m, k.

Věta 3.2.1. (Jednokroková predikce a její chyba)
Předpokládejme, že EM <∞ a EX11 <∞. Nechť j ∈ N0.

1. Predikce Ŝ ′j+1 veličiny S ′j+1 na základě N ′0, . . . , N
′
j má tvar

Ŝ ′j+1 = E
(

S ′j+1|Fj
)

= µpj+1EX11RNj (θj), (3.2)

kde Nj = N ′0 + · · ·+N ′j .
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2. Předpokládejme navíc, že varM < ∞ a varX11 < ∞. Pak nepodmíněná
chyba predikce pro S ′j+1 je daná výrazem

mse Ŝ ′j+1 = E
(

S ′j+1 − Ŝ ′j+1

)2

= EX2
11µpj+1EM + (EX11µpj+1)

2
EM2 − E(Ŝ ′j+1)

2. (3.3)

3. Předpokládejme navíc, že varM <∞ a varX11 <∞. Pak podmíněná chyba
predikce pro S ′j+1 na základě předchozích pozorování N ′0, . . . , N

′
j je

mseFj Ŝ
′
j+1 = var

(

S ′j+1|Fj
)

= EX2
11µpj+1RNj (θj)

+ (EX11µpj+1)
2RNj (θj)

[

RNj+1(θj)−RNj (θj)
]

, (3.4)

kde Nj = N ′0 + · · ·+N ′j .

Důkaz. 1. Pro j ∈ N0 a l ∈ N označme Zjl =
∑Kl
k=1 I{Ylk=j} počet plateb v l-

tém proudu plateb, které jsou vypořádány v roce j. Z vlastností Poissonova
procesu plyne, že (Zjl) tvoří dvojtou řadu nezávislých náhodných veličin
takových, že Zjl má Poissonovo rozdělení s parametrem µpj . Protože N ′j =
∑M
l=1 Zjl, podmíněně na M je (N ′j)j∈N0 posloupnost nezávislých náhodných

veličin, které mají Poissonovo rozdělení. Proto

E
(

N ′j+1|N ′0, . . . , N ′j ,M
)

=Mµpj+1, j ∈ N0,

a
Ŝ ′j+1 = EX11µpj+1E (M |Fj) , j ∈ N0. (3.5)

Přesněji pro každé m, j ∈ N0 a n0, . . . , nj ∈ N0,

P(N ′0 = n0, . . . , N
′
j = nj ,M = m)

= qmP(
m
∑

l=1

Z0l = n0) · · ·P(
m
∑

l=1

Zjl = nj)

= qm
j
∏

i=0

(mµpi)ni

ni!
e−mµpi

= qm e−mθj m
∑j

i=0
ni

j
∏

i=0

(µpi)ni

ni!
. (3.6)

Usuzujeme, že pro j ∈ N0,

P(M = m|N ′0 = n0, . . . , N
′
j = nj) =

qm e−mθj m
∑j

i=0
ni

∑∞
r=0 qr e−rθj r

∑j

i=0
ni
, (3.7)

m,n0, . . . , nj = 0, 1, . . . Speciálně:

E
(

M |N ′0 = n0, . . . , N
′
j = nj

)

=
∑∞
m=0 qm e−mθj m

∑j

i=0
ni+1

∑∞
r=0 qr e−rθj r

∑j

i=0
ni

= Rn0+···+nj(θj). (3.8)

Tedy použitím (3.5) platí (3.2).
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2. & 3. Začneme výpočtem chyby predikce S ′j+1 na základě N ′0, . . . , N
′
j. Nejprve

pozorujeme, že

var
(

S ′j+1|N ′0, . . . , N ′j,M
)

=MEX2
11µpj+1.

Zohledníme-li tento vztah, dostáváme

E

[

(

S ′j+1

)2 |Fj
]

= E

[

E

(

(

S ′j+1

)2 |N ′0, . . . , N ′j,M
)

|Fj
]

= E
[

var
(

S ′j+1|N ′0, . . . , N ′j,M
)

+
(

E
(

S ′j+1|N0, . . . , Nj,M
))2 |Fj

]

= E
[

MEX2
11µpj+1 + (MEX11µpj+1)

2 |Fj
]

= EX2
11E

(

N ′j+1|Fj
)

+ (EX11µpj+1)
2
E
(

M2|Fj
)

.

Podmíněná chyba predikce tak může být zapsána jako

var
(

S ′j+1|Fj
)

= EX2
11E

(

N ′j+1|Fj
)

+ (EX11µpj+1)
2 var (M |Fj) . (3.9)

Použitím (3.7) můžeme nahradit podmíněné momenty M odpovídajícími
derivacemi L, což vede k (3.4). Spočteme-li střední hodnotu ve vztahu (3.9),
obdržíme chybu predikce

E
(

S ′j+1 − Ŝ ′j+1

)2
= E

[

var
(

S ′j+1|Fj
)]

= EX2
11EN

′
j+1 + (EX11µpj+1)

2
[

EM2 − E (E (M |Fj))2
]

= EX2
11µpj+1EM + (EX11µpj+1)

2
EM2 − E(Ŝ ′j+1)

2.

Čímž jsme dokázali 2. a 3. část věty.

Poznámka 3.2.2. Jednoduchá horní mez pro nepodmíněnou chybu predikce (3.3)
je dána vztahem

E
(

S ′j+1 − Ŝ ′j+1

)2 ≤ EX2
11 µpj+1EM + (EX11µpj+1)

2
EM2.

Vyhodnocení E(Ŝ ′j+1)
2 v (3.3) je komplikované. Jestliže využĳeme posledního dů-

kazu, obdržíme následující explicitní vyjádření:

E(Ŝ ′j+1)
2 = (EX11µpj+1)

2
E (E (M |Fj))2

= (EX11µpj+1)
2
E
(

RN ′0+···+N ′j
(θj)

)2

= (EX11µpj+1)
2
∞
∑

k=0

∞
∑

m=0

P(N ′0 + · · ·+N ′j = k,M = m) (Rk(θj))
2 .

Aplikací (3.6) se dvojitá suma na pravé straně změní na
∞
∑

k=0

[

∞
∑

m=0

qm e−mθj mk
]

∑

n0+···+nj=k

j
∏

i=0

(µpi)ni

ni!
(Rk(θj))

2

= eθj
∞
∑

k=0

(−1)k
L(k+1)(θj)2

L(k)(θj)
P(Θj = k)

= eθj E

(

(−1)Θj
L(Θj+1)(θj)2

L(Θj )(θj)

)

,

kde Θj má Poissonovo rozdělení s parametrem θj.
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3.2.2 Vícekroková predikce

V této části se budeme zabývat predikcí o l + 1 kroků dopředu. To znamená, že
nás zajímají hodnoty Ŝ ′j+l+1, l ∈ N0 a odpovídající chyby predikce.

Věta 3.2.3. (Vícekroková predikce a její chyba)
Předpokládáme, že EM <∞, EX11 <∞. Uvažujme j, l ∈ N0 pevné.

1. Predikce Ŝ ′j+l+1 veličiny S ′j+l+1 na základě N ′0, . . . , N
′
j má tvar

Ŝ ′j+l+1 = E
(

S ′j+l+1|Fj
)

= EX11µpj+l+1RNj (θj),

kde Nj = N ′0 + · · ·+N ′j .

2. Předpokládejme, že varM < ∞ a varX11 < ∞. Pak nepodmíněná chyba
predikce S ′j+l+1 je daná následujícím vztahem

mse Ŝ ′j+l+1 = E
(

S ′j+l+1 − Ŝ ′j+l+1

)2

= EX2
11µpj+l+1EM + (EX11µpj+l+1)

2
EM2 − E(Ŝ ′j+l+1)

2.

3. Předpokládejme, že varM < ∞ a varX11 < ∞. Pak podmíněná chyba pre-
dikce S ′j+l+1 je daná výrazem

mseFj Ŝ
′
j+l+1 = var

(

S ′j+l+1|Fj
)

= EX2
11µpj+l+1RNj (θj)

+ (EX11µpj+l+1)
2RNj (θj)

[

RNj+1(θj)−RNj (θj)
]

.

Důkaz. 1. Začneme pozorováním, že pro l ∈ N0,

Ŝ ′j+l+1 = E
[

E
(

S ′j+l+1|Fj+l
)

|Fj
]

.

A proto, použitím (3.5), obdržíme

Ŝ ′j+l+1 = EX11µpj+l+1E [E (M |Fj+l) |Fj]
= EX11µpj+l+1E (M |Fj) .

Nyní použĳeme vztah (3.8) a dokázali jsme bod 1.

2. & 3. Pro podmíněnou chybu predikce S ′j+l+1 pozorujeme, že pomocí (3.9)
platí

var
(

S ′j+l+1|Fj
)

= E
(

var
(

S ′j+l+1|Fj+l
)

|Fj
)

+ var
(

E
(

S ′j+l+1|Fj+l
)

|Fj
)

= EX2
11N̂

′
j+l+1 + (EX11µpj+l+1)

2
E (var (M |Fj+l) |Fj)

+ (EX11µpj+l+1)
2 var (E (M |Fj+l) |Fj)

= EX2
11N̂

′
j+l+1 + (EX11µpj+l+1)

2 var (M |Fj) .
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Podmíněné momentyM můžou být opět vyjádřen pomocí (3.7). Použĳeme-
li střední hodnoty, obdržíme nepodmíněnou chybu predikce

E
(

S ′j+l+1 − Ŝ ′j+l+1

)2
= E

[

var
(

S ′j+l+1|Fj
)]

= EX2
11µpj+l+1EM + (EX11µpj+l+1)

2
[

EM2 − E (E (M |Fj))2
]

= EX2
11µpj+l+1EM + (EX11µpj+l+1)

2
EM2 − E

(

Ŝ ′j+l+1

)2
.

Poznámka 3.2.4. Poznamenejme, že

Ŝ ′j+l+1 =
pj+l+1

pj+1

Ŝ ′j+1, l ∈ N0,

za předpokladu, že pj+1 > 0. Navíc, jestliže pj+l+1 = 0, pak Ŝ ′j+l+1 = 0.

3.2.3 Predikce pro (a,b)-rozdělení

V předchozí části jsme předpovídali hodnoty N ′j+l+1 a S ′j+l+1, l ∈ N0, na zákla-
dě N ′0, . . . , N

′
j. Při této předpovědi bylo klíčové určení derivací (−1)lL(l)(γ) =

EM l e−γM . V této části předpokládáme, že rozdělení M patří do (a, b)-třídy, viz
podmínka (P2) v podpodkapitole 1.5.1, a díky tomu můžeme použít Panjerovu
rekurzivní formuli.

Odvodíme rekurzi pro výraz (−1)lL(l)(γ) = EM l e−γM . Pokud použĳeme
(a, b)-strukturu a binomický vzorec máme pro l ∈ N,

(−1)lL(l)(γ) =
∞
∑

n=1

e−γn nl
(

a+
b

n

)

qn−1

= a e−γ
∞
∑

n=0

e−γn (n+ 1)l qn + b e−γ
∞
∑

n=0

e−γn (n+ 1)l−1 qn

= a e−γ
∞
∑

n=0

e−γn
l
∑

r=0

(

l

r

)

nrqn + b e−γ
∞
∑

n=0

e−γn
l−1
∑

r=0

(

l − 1
r

)

nrqn

= a e−γ(−1)lL(l)(γ) + e−γ
l−1
∑

r=0

[

a

(

l

r

)

+ b

(

l − 1
r

)]

(−1)rL(r)(γ).

A proto

(−1)lL(l)(γ) =
e−γ

1− a e−γ

l−1
∑

r=0

[

a

(

l

r

)

+ b

(

l − 1
r

)]

(−1)rL(r)(γ). (3.10)

Nyní uvažujme tři třídy (a, b)-rozdělení.

Tvrzení 3.2.5. (Rekurzivní vzorce pro derivace Laplaceovy-Stieltjesovy transfor-
mace)

Předpokládejme, že M má rozdělení z (a, b)-třídy.

1. V Poissonově případě s parametrem b, Pois(b), a = 0, b > 0, máme:

L(γ) = e−b(1−e−γ), γ ≥ 0,

(−1)lL(l)(γ) = e−γ b
l−1
∑

r=0

(

l − 1
r

)

(−1)rL(r)(γ), l ∈ N.
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2. V binomickém případě, Bin(n,p), a = − p
1−p
, b = p(n+1)

1−p
, n ∈ N a p ∈ (0, 1),

máme pro l ∈ N:

L(γ) =
(

1− p
(

1− e−γ
))n
, γ ≥ 0,

(−1)lL(l)(γ) =
p e−γ

1− p (1− e−γ)

l−1
∑

r=0

(

l

r

)[

(n + 1)
l − r
l
− 1

]

(−1)rL(r)(γ).

3. V negativně binomickém případě, a = 1− p, b = (1− p)(ν − 1), p ∈ (0, 1)
a ν > 0, máme pro l ∈ N:

L(γ) =

(

p

1− (1− p) e−γ

)ν

, γ ≥ 0,

(−1)lL(l)(γ) =
(1− p) e−γ

1− (1− p) e−γ

l−1
∑

r=0

(

l

r

)[

(ν − 1)
l − r
l

+ 1

]

(−1)rL(r)(γ).

Důkaz. Důkaz tohoto tvrzení získáme dosazením příslušných hodnot a, b do vzta-
hu (3.10).

Poznámka 3.2.6. V Poissonově případu můžeme dostat také jinou rekurzi pro
L(k). Definujme polynom Hn stupně n rekurzivně:

H0(x) = 1, Hn(x) = −x
[

H ′n−1(x) +Hn−1(x)
]

, n ∈ N, x > 0.

Pak výpočtem dostáváme

L(k)(γ) = Hk(b e−γ)L(γ), k ∈ N0, γ > 0.

Speciálně Rk(γ) je lomená funkce b e−γ pro každé k ∈ N0 :

Rk(γ) = −Hk+1(b e−γ)
Hk(b e−γ)

= b e−γ
(

1 +
H ′k(b e

−γ)
Hk(b e−γ)

)

.

Poznámka 3.2.7. Hodnoty (−1)lL(l)(γ) rostou rychle jako funkce l, a proto stan-
dardní software začnou dávat hodnotu ∞ i pro mírně velké hodnoty l. Tomuto
numerickému problému se můžeme vyhnout, přepíšeme-li (3.10) pomocí výrazů
Rr(γ), které jsou relevantní pro vzorec predikce předpokládaný v předchozích čás-
tech:

Rl(γ) =
e−γ

1− a e−γ

l
∑

r=0

[

a

(

l + 1
r

)

+ b

(

l

r

)]

(Rr(γ) · · ·Rl−1(γ))−1 .

Poslední rekurzí pro Rl se vyhneme přímému výpočtu velkých hodnot
∣

∣

∣L(l)(γ)
∣

∣

∣.
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3.2.4 Asymptotické chování predikce

Budeme studovat asymptotické chování predikce E(S ′j+1|N ′0 = n0, . . . , N
′
j = nj),

j ∈ N0, když pro počet plateb platí Nj = N ′0 + · · ·+N ′j = n0 + · · ·+ nj = k →
∞. Stejná diskuze by se aplikovala na (l + 1)-krokovou predikci E(S ′j+l+1|N ′0 =
n0, . . . , N

′
j = nj), j, l ∈ N0. S ohledem na výsledek věty 3.2.1 potřebujeme studo-

vat asymptotické chování podílu Rk(γ) pro k →∞.
Důvodem vedoucím ke zkoumání asymptotického chování Rk(γ) pro k → ∞

je srovnání s Mackovým modelem, který tvrdí, že predikce N ′j+l+1 na základě
N ′0, . . . , N

′
j je lineární funkce k = Nj = N ′0 + · · ·+N ′j . V našem případě je predik-

ce násobkem Rk(γ), což nemá žádný důvod být lineární. Nicméně toto pozorování
nevylučuje případ, že limita k−1Rk(γ) existuje, je konečná a kladná. V takových
případech by Rk(γ) aproximovalo lineární funkci pro velké k, stejně jako v Mac-
kově modelu. Následující výsledek dává postačující podmínku pro asymptotickou
linearitu Rk(γ).

Lemma 3.2.8. (Asymptotická linearita Rk(γ))
Předpokládejme, že qn > 0 pro n ≥ n0 a limita

lim
n→∞

qn
qn − 1

= e−τ ∈ (0, 1] (3.11)

existuje. Pak

lim
k→∞

Rk(γ)
k

=
1
γ + τ

.

Důkaz. Toto lemma je dokázané v článku [2], strana 225.

S ohledem na lemma 3.2.8 a větu 3.2.1 docházíme k závěru, že za vhod-
ných podmínek týkajících se rozdělení M , predikce S ′j+1 na základě N ′0, . . . , N

′
j je

asymptoticky lineární.

Důsledek 3.2.9. (Asymptotická linearita predikce)
Předpokládejme, že EX11 <∞ a že rozděleníM splňuje podmínku (3.11). Pak

jakmile n0 + · · ·+ nj →∞,

E(S ′j+1|N ′0 = n0, . . . , N
′
j = nj) ∼

EX11µpj+1

τ + θj
(n0 + · · ·+ nj) .

Důkaz. Důkaz plyne z lemmatu 3.2.8 a věty 3.2.1.

Poznámka 3.2.10. Pro upřesnění značení: an ∼ bn, jestliže limn→∞ anbn = 1.

Nyní se budeme věnovat chování Rk(γ) pro rozdělení z (a, b)-třídy.
Negativně binomické rozdělení je jediné rozdělení z (a, b)-třídy splňující pod-

mínku (3.11), kde e−τ = 1− p.
V případě binomického rozdělení je jasné, že pro k →∞ platí:

Rk(γ) =
∑n
m=1(m

n
)km e−γm qm

∑n
m=1(

m
n

)k e−γm qm
→ n.

Stejný výsledek dostaneme pro libovolné rozdělení (qm)m=0,...,n, n ∈ N s qn > 0.
V tomto případě, jestliže EX11 <∞, pak pokud n0 + · · ·+ nj →∞, platí

E
(

S ′j+1|N ′0 = n0, . . . , N
′
j = nj

)

→ nEX11µpj+1.
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Nyní se věnujme případu Poissonova rozdělení. Nechť M má Poissonovo roz-
dělení s parametrem b, pak

EMk e−γM = e−b(1−e−γ)
∞
∑

n=1

nk
(

b

eγ

)n 1
n!

e−b e
−γ

, k ∈ N.

A proto podíl Rk(γ) je roven podílu momentů E(M ′)k+1

E(M ′)k
pro Poissonovu náhodnou

veličinu M ′ s odlišnou střední hodnotu, například λ. Budeme studovat asympto-
tické chování těchto podílů pro k →∞.

Lemma 3.2.11. (Asymptotické chování podílů momentů Poissonova rozdělení)
Nechť M ′ má Poissonovo rozdělení s parametrem λ. Pak pro k →∞ platí

E(M ′)k+1

E(M ′)k
∼ k

log k
.

Důkaz. Důkaz tohoto lemmatu nalezneme v článku [2], strana 229.

Vezmeme-li v potaz poslední lemma 3.2.11 a odstavec před jeho zněním, do-
jdeme k závěru, že jestliže M má Poissonovo rozdělení s parametrem b a pokud
n0 + · · ·+ nj →∞, pak

E
(

S ′j+1|N ′0 = n0, . . . , N
′
j = nj

)

∼ EX11µpj+1
n0 + · · ·+ nj

log(n0 + · · ·+ nj)
.

Na závěr této podkapitoly si řekneme o chování Rk(γ) pro velké γ. Když vy-
hodnocujeme podílRk(γ) numericky, pozorujeme neobvyklý jev pro velké hodnoty
γ: Rk(γ) osciluje silněji pro nepříliš velká k, zatímco tento efekt pozvolna mizí
při zvětšujícím se k. Pro malé hodnoty γ toto chování nemůže být pozorováno.
Nyní si odvodíme limitní tvrzení vysvětlující tento jev.

Předpokládejme, že

γ →∞, k = k(γ) a
k

γ
→ t ∈ (0,∞). (3.12)

Pro t > 0 uvažujeme striktně konvexní funkci

ht(s) = s− t log s, s > 0,

která dosahuje svého minima pro s = t. Z tohoto důvodu posloupnost (ht(n))n∈N

dosahuje svého minima v bodě n = n−(t) = ⌊t⌋, jestliže n−(t) ∈ N, nebo
v n = n+(t) = ⌈t⌉ a je možné, že se hodnoty ht v bodech n−(t) a n+(t) sho-
dují. Předpokládáme, že existuje právě jedna hodnota n = n∗(t), ve které ht
nabývá minima. Pro k ∈ N máme

EMk e−γM = qn∗(t)n∗(t)
k e−γn∗(t) +

∑

n 6=n∗(t)

nk e−γn qn.

Na základě (3.12) platí

qn∗(t)n∗(t)
k e−γn∗(t) = qn∗(t) e

−γh k
γ

(n∗(t)) → qn∗(t) e−γht(n∗(t)) . (3.13)
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Předpoklad, že minimum ht(n) je jednoznačné pro dané t implikuje, že mi-
nimum hu(n) je také jednoznačné pro u z malého okolí t a dosahuje ho v bodě
n∗(t). Proto pro u dostatečně blízko t platí

min
n 6=n∗(t)

hu(n) = min (hu (n∗(t)− 1) , hu (n∗(t) + 1))

→ min (ht (n∗ − 1) , ht (n∗ + 1)) , u→ t. (3.14)

Z tohoto důvodu pro dostatečně velké γ je

∑

n 6=n∗(t)

hu(n) =
∑

n 6=n∗(t)

e
−γh k

γ
(n)
qn

≤ e−γmin(hk/γ(n∗(t)−1),hk/γ(n∗(t)+1)) . (3.15)

Nyní z (3.13)–(3.15) plyne následující

EMk e−γM ∼ qn∗(t) (n∗(t))
k e−γn∗(t),

za předpokladu, že qn∗(t) 6= 0, a proto za podmínek (3.12) platí

Rk(γ)→ n∗(t). (3.16)

Pro j ∈ N nechť

aj = inf {t ≥ 0 : n∗(t) = j} =
1

log j − log(j − 1)
.

Pak aj < aj+1 a ze vztahu (3.16) obdržíme následující výsledek.

Tvrzení 3.2.12. (Limita Rk(γ))
Pro j ∈ N nechť t ∈ (aj, aj+1) je takové, že qn∗(t) 6= 0. Jestliže k a γ rostou

podle (3.12), pak
Rk(γ)→ j.

Důkaz. Tvrzení plyne z úvah před jeho formulací.

Tedy, jestliže k a γ jsou velké a k
λ
∈ (aj , aj+1) pro j, které není příliš velké,

pak Rk(γ) bude blízko j.
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4. Simulace
Pro porovnání metod výpočtů uvedených v předchozích dvou kapitolách jsme
provedli dva různé simulační experimenty, které v této kapitole upřesníme a uve-
deme výslednou průměrnou relativní absolutní chybu predikce, které jednotlivé
metody dosáhly. Veškeré simulace a výpočty byly provedeny v programu Mathe-
matica [8]. Zdrojové kódy programu jsou na přiloženém CD.

4.1 Vysvětlení postupu

Data jsme simulovali podle modelu z podkapitoly 3.1. Celkem jsme uvažovali
10 různých let. Pro každý rok i = 1, . . . , 10 jsme nezávisle nasimulovali počty
Mi a K(i)

m pro m = 1, . . . ,Mi. Dále jsme vygenerovali realizace posloupností ná-
hodných veličin (Y (i)

mk) a (X(i)
mk), kde m = 1, . . . ,Mi, k = 1, . . . , K(i)

m . Z těchto
posloupností jsme již snadno dostali úhrny počtů plateb

N ′ij =
Mi
∑

m=1

K
(i)
m
∑

k=1

I{
Y

(i)
mk

=j

}

a úhrny plateb

S ′ij =
Mi
∑

m=1

K
(i)
m
∑

k=1

X
(i)
mkI

{

Y
(i)
mk

=j

}.

Kumulativní počty a úhrny pak jsou Nij = N ′i0 + · · ·+ N ′ij a Sij = S ′i0 · · ·+ S ′ij,
kde i = 1, . . . , 10, j = 0, . . . , 9. Konkrétní volby rozdělení a parametrů při těchto
simulacích uvedeme v podkapitolách 4.2 a 4.3.

Při této simulaci jsme vlastně vytvořili historii posledních deseti let, na kterou
nahlížíme jako na „reálné“ data, která použĳeme pro naše výpočty. Současně jsme
nasimulovali i „budoucí“ data, se kterými porovnáváme spočtené predikce.

Do výpočtů předpovědí nám vstupovaly pouze data splňující podmínku i+j ≤
10. Měli jsme k dispozici dvě metody, a to chain ladder z kapitoly 2 a metodu
založenou na Poissonově shlukovém modelu, viz kapitola 3, a na předpokladu, že
M má Poissonovo rozdělení s parametrem λ neboli

qm = e−λ
λm

m!
, m ∈ N0.

Oběma metodami se určila predikce Ŝij a N̂ij pro i + j > 10. Následně jsme
vypočítali relativní absolutní chybu (v procentech) pro i+ j > 10 podle vztahů:

∣

∣

∣Sij − Ŝij
∣

∣

∣

Sij
· 100%,

∣

∣

∣Nij − N̂ij
∣

∣

∣

Nij
· 100%.

Celá procedura se opakovala 50krát pro každý experiment. Z 50 opakování jsme
vypočítali průměrnou relativní absolutní chybu.

U metody chain ladder jsme predikci určili pomocí vztahu (2.33) a u metody
založené na Poissonovu shlukovém modelu jsme použili větu 3.2.3. Problém je,
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že predikce daná větou 3.2.3 vyžaduje znalost parametrů λ, µ, EX11 a pravděpo-
dobností pj , j ∈ N0. V praxi je musíme odhadnout. K tomu nám nestačí pouze
data ve formě kumulativního trojúhelníku, ale využĳeme navíc počet událostí,
které nastaly v daných letech. Pro odhad parametru λ použĳeme průměr počtu
pojistných událostí v jednotlivých letech:

λ̂ =
1
10

10
∑

i=1

Mi.

Tím pádem pravděpodobnosti qm odhadujeme následovně:

q̂m = e−λ̂
(λ̂)m

m!
, m ∈ N0.

Parametr µ odhadneme jako průměrný počet plateb na jednu událost v prvním
roce:

µ̂ =
1
M1

9
∑

j=0

N ′1j .

Ostatní parametry určíme jen z hodnot N ′ij a S ′ij nekumulativních trojúhelníků.
Odhad střední hodnoty náhodné veličiny X11 získáme za pomoci vzorce:

ÊX11 =
∑9
j=0 S

′
1j

∑9
j=0N

′
1j

.

Pravděpodobnosti pj odhadneme z následujícího vztahu:

p̂j =
1

10−j

∑10−j
i=1 N

′
ij

∑9
k=0N

′
1k

, j = 0, . . . , 9.

4.2 První experiment

Předpokládali jsme, že Mi má rozdělení z (a, b)-třídy, a to konkrétně Poissonovo
s parametrem λ = 90. Rozdělení K(i)

m jsme také volili Poissonovo s parametrem
µ = 8. Dalšími simulovanými veličinami byly (Y (i)

mk)m,k∈N, které jsme generovali
z diskrétního rozdělení daného pravděpodobnostmi pj, které jsme volili lineárně
klesající pj = 0,15 − j/90 pro j = 0, . . . , 9. Poslední veličiny, které zbývalo na-
simulovat, byly (X(i)

mk)m,k∈N. Tyto veličiny jsme vzali z logaritmicko-normálního
rozdělení s parametry 0,01 a 0,5.

Jak již bylo řečeno v podkapitole 4.1, pomocí Mackova modelu a Poissonova
shlukového modelu jsme spočítali predikce úhrnů počtů plateb a úhrnů plateb
a doplnili tak matici na čtverec. Následně jsme udělali porovnání našich predikcí
se simulací celého čtverce a vypočítali jsme relativní absolutní chybu.

Z 50 simulací jsme získali průměrnou relativní absolutní chybu pro úhrny po-
čtů plateb a úhrny plateb oběma metodami. Tabulky 4.1 a 4.2 udávají průměrnou
relativní absolutní chybu počtu plateb a tabulky 4.3 a 4.4 udávají průměrnou re-
lativní absolutní chybu úhrnů plateb za škody.

Nejdříve porovnáme průměrnou relativní absolutní chybu úhrnů počtů plateb
u obou metod. Porovnáním tabulek 4.1 a 4.2 vidíme, že menší průměrná relativní
absolutní chyba nastala u Poissonova shlukového modelu, ale pouze pro hodnoty,
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































0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,80064

0 0 0 0 0 0 0 0 0,83006 1,28333

0 0 0 0 0 0 0 0,92707 1,42292 1,73741

0 0 0 0 0 0 1,16435 1,53327 1,61697 2,00868

0 0 0 0 0 1,49188 1,98069 2,21948 2,19031 2,50099

0 0 0 0 1,69840 2,16586 2,67768 2,66554 3,23862 3,52811

0 0 0 2,18899 2,73383 3,30844 3,54026 3,54299 3,60150 4,01054

0 0 2,29637 3,85896 4,39397 4,95881 5,10616 5,04616 5,35398 5,39506

0 5,40201 6,03398 6,58721 7,14081 7,31259 7,38682 7,27086 7,43746 7,71420

































Tabulka 4.1: Průměrná relativní absolutní chyba predikce úhrnů počtů plateb
v procentech spočítaná pomocí Mackova modelu
































0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,85697

0 0 0 0 0 0 0 0 0,88003 1,39139

0 0 0 0 0 0 0 0,88868 1,37627 1,72818

0 0 0 0 0 0 1,27319 1,80326 2,04851 2,62063

0 0 0 0 0 1,45153 1,88386 2,08206 2,07625 2,52429

0 0 0 0 1,67094 2,22221 2,58440 2,46735 2,87575 3,21593

0 0 0 2,08612 2,68454 3,19772 3,42033 3,49712 3,53437 3,79466

0 0 2,44231 3,61650 3,98644 4,24228 4,00685 3,93471 4,16835 4,14074

0 3,96593 5,08424 5,14348 5,54580 5,56070 5,60036 5,60793 5,36988 5,30239

































Tabulka 4.2: Průměrná relativní absolutní chyba predikce úhrnů počtů plateb
v procentech spočítaná pomocí Poissonova shlukového modelu

které jsou predikovány na základě menšího množství pozorovaných dat (neboli
pro větší i) a jedná se o predikci o více kroků. U předpovědí o menší počet kroků,
například o jeden krok, dosahujeme podobných výsledků, ale vidíme, že chyba
roste s menším množstvím informací vstupujících do výpočtu.
































0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,97924

0 0 0 0 0 0 0 0 0,85830 1,14956

0 0 0 0 0 0 0 0,92955 1,39684 1,65870

0 0 0 0 0 0 1,19196 1,75099 1,99074 2,39038

0 0 0 0 0 1,81392 2,20751 2,47580 2,47134 2,92286

0 0 0 0 2,05646 2,88096 3,31527 3,29480 3,76568 4,01835

0 0 0 2,30852 2,81127 3,70923 4,03798 4,08966 4,01196 4,22652

0 0 3,02346 4,23952 5,04178 5,06493 5,35627 5,41092 5,50778 5,60242

0 6,62043 7,55517 8,22618 8,66632 9,02024 8,94893 8,87390 9,03188 9,12949

































Tabulka 4.3: Průměrná relativní absolutní chyba predikce úhrnů plateb v procen-
tech spočítaná pomocí Mackova modelu

Při porovnání tabulek 4.3 a 4.4, které znázorňují průměrnou relativní abso-
lutní chybu predikce úhrnů plateb, vidíme, že při předpovědi o menší počet kroků
a na základě většího množství dat má Mackův model menší chybu. Zaměříme-li
se ale na předpověď o více kroků, pozorujeme, že metoda číslo dva dosahuje menší
průměrné relativní absolutní chyby. Navíc je vidět, že v případě predikce o jeden
krok chyba roste s menším počtem informací vstupujících do výpočtu.

U obou metod pozorujeme, že průměrná relativní absolutní chyba roste smě-
rem k pravému dolnímu rohu, což je pochopitelné vzhledem k tomu, že se tam
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































0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,98277

0 0 0 0 0 0 0 0 0,91431 1,46400

0 0 0 0 0 0 0 1,00527 1,48307 1,88791

0 0 0 0 0 0 1,18514 1,89239 2,16011 2,73162

0 0 0 0 0 1,73556 2,14663 2,59169 2,54781 2,84353

0 0 0 0 1,99609 2,53412 2,96371 2,80298 3,05966 3,32347

0 0 0 2,16987 2,83427 3,80788 3,96442 4,09816 3,97631 4,12431

0 0 2,93324 4,05272 4,45356 4,58270 4,39149 4,36031 4,48530 4,28851

0 4,61377 5,51408 5,71453 5,80422 5,64840 5,69957 5,72526 5,61654 5,58409

































Tabulka 4.4: Průměrná relativní absolutní chyba predikce úhrnů plateb v procen-
tech spočítaná pomocí Poissonova shlukového modelu

nachází hodnoty, které jsou předpovídané o více kroků a zároveň na základě men-
šího množství informací.

4.3 Druhý experiment

Data jsme simulovali analogicky jako u prvního simulačního experimentu. Pouze
jsme použili pro simulaci hodnot Mi binomické rozdělení s parametry n = 120
a p = 3/4. Pro modelování K(i)

m jsme tentokrát použili degenerované rozdělení
K(i)
m = 8 pro každé m.

































0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,91625

0 0 0 0 0 0 0 0 1,22069 1,45686

0 0 0 0 0 0 0 1,04007 1,19534 1,60001

0 0 0 0 0 0 1,09779 1,73453 2,03882 2,48813

0 0 0 0 0 1,40056 1,98486 2,19228 2,53734 3,02161

0 0 0 0 2,13510 2,92024 3,56938 3,84672 3,89370 4,12597

0 0 0 1,70107 2,62671 3,03796 3,25464 3,11827 3,37093 3,52980

0 0 3,91007 4,01789 4,36582 4,79687 4,91424 4,91698 5,08276 5,22427

0 5,05662 5,67632 5,81464 6,41503 6,58307 6,88285 6,76826 6,81932 7,00405

































Tabulka 4.5: Průměrná relativní absolutní chyba predikce úhrnů počtů plateb
v procentech spočítaná pomocí Mackova modelu

































0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,88629

0 0 0 0 0 0 0 0 1,12560 1,36530

0 0 0 0 0 0 0 1,00149 1,16156 1,50741

0 0 0 0 0 0 1,07398 1,61462 1,85256 2,17708

0 0 0 0 0 1,38260 1,99496 2,17543 2,41572 2,72967

0 0 0 0 1,89939 2,54714 3,00628 3,11803 3,10769 3,26354

0 0 0 1,63077 2,47679 2,74553 2,80221 2,64416 2,72285 2,98348

0 0 3,61207 3,27620 3,49948 3,64935 3,65703 3,67796 3,77606 3,93441

0 4,68245 4,26377 4,57868 4,96066 4,99799 4,92184 4,82633 4,71054 4,74842

































Tabulka 4.6: Průměrná relativní absolutní chyba predikce úhrnů počtů plateb
v procentech spočítaná pomocí Poissonova shlukového modelu

Opětovně jsme takto obdrželi celý čtverec, na jehož horní levý trojúhelník
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pohlížíme jako na „reálná“ data. Trojúhelník doplníme na čtverec pomocí predikcí
získaných jak na základě Mackova modelu, tak Poissonova shlukového modelu.

Nejdříve se podíváme na průměrnou relativní absolutní chybu u úhrnu počtu
plateb danou tabulkami 4.5 a 4.6. Opětovně i při tomto experimentu můžeme po-
zorovat, že Poissonův shlukový model dává menší průměrnou relativní absolutní
chybu než Mackův model. Tentokrát je vidět, že už při předpovědi o jeden krok
je tato chyba menší. Samozřejmě postupujeme-li směrem k pravému dolnímu ro-
hu, chyba se v obou modelech zvětšuje. Průměrná relativní absolutní chyba je
u Mackova modelu podstatně vyšší. V případě predikce o jeden krok roste chyba
s klesajícím počtem vstupních informací.
































0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1,10630

0 0 0 0 0 0 0 0 1,27036 1,51079

0 0 0 0 0 0 0 1,35349 1,44938 1,76266

0 0 0 0 0 0 1,55339 2,13224 2,35308 2,80496

0 0 0 0 0 1,67532 2,14104 2,32891 2,75001 3,00664

0 0 0 0 2,14942 3,04975 3,70758 3,97359 3,94076 4,06251

0 0 0 2,37007 2,93590 3,56790 3,94674 3,96770 4,31534 4,42701

0 0 3,95162 4,12220 4,50469 4,92281 4,83503 4,73338 5,16470 5,07078

0 6,20406 7,30587 7,92135 8,46095 8,98091 9,06056 8,97690 8,94996 8,92136

































Tabulka 4.7: Průměrná relativní absolutní chyba predikce úhrnů plateb za škody
v procentech spočítaná pomocí Mackova modelu

































0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,98175

0 0 0 0 0 0 0 0 1,23410 1,37368

0 0 0 0 0 0 0 1,21361 1,32497 1,55145

0 0 0 0 0 0 1,37917 1,82016 2,14869 2,55828

0 0 0 0 0 1,55743 2,14319 2,29714 2,55136 2,82248

0 0 0 0 2,06155 2,81071 3,45535 3,53638 3,46483 3,59515

0 0 0 2,17586 2,70155 3,23696 3,29100 3,20827 3,17014 3,27282

0 0 3,96588 3,75183 3,98899 4,22470 4,31644 4,36203 4,42188 4,69351

0 5,54559 5,35009 5,88610 5,91254 6,13135 5,76413 5,57290 5,39667 5,38158

































Tabulka 4.8: Průměrná relativní absolutní chyba predikce úhrnů plateb za škody
v procentech spočítaná pomocí Poissonova shlukového modelu

Při porovnání tabulek 4.7 a 4.8 znázorňujících průměrnou relativní absolutní
chybu úhrnů plateb za škody si všimneme, že pro tuto simulaci jsou v každém
bodě průměrné absolutní relativní chyby Poissonova shlukového modelu menší
než v Mackově modelu. Opětovně platí, že s postupem k pravému dolnímu rohu
roste velikost chyby, což souvisí s výpočtem predikce o více kroků a na základě
menšího počtu dat. Růst této chyby je rychlejší v případě Mackova modelu. V pří-
padě predikce o jeden krok opětovně vidíme, že chyba roste s klesajícím počtem
počátečních informací.

4.4 Shrnutí

Naším cílem bylo porovnat dva způsoby predikce výše pojistných plnění, která
budou vyplacena v budoucích letech za již vzniklé škody. První způsob vychá-
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zí z Mackova modelu chain ladderu, druhý je založen na Poissonově shlukovém
modelu. S rostoucím počtem kroků predikce a snižujícím se množství informací
průměrná relativní absolutní chyba u obou metod roste avšak rozdílným tempem.
Poissonův shlukový model vytváří znatelně menší chybu především pro predikci
o více kroků dopředu a v situacích, kdy máme menší počet vstupních informací.
V ostatních případech dávají obě metody srovnatelné výsledky. Poněkud překva-
pivé je, že metoda založená na Poissonově shlukovém modelu si vedla ve srovnání
s Mackovým postupem lépe ve druhém experimentu. V něm byla data simulována
z upraveného modelu, který přesně neodpovídal předpokladům použité metody.
To ukazuje na jistou robustnost metody vzhledem k malým změnám předpokladů
modelu. Z pohledu chybovosti je výhodnější postup vycházející z Poissonova shlu-
kového modelu. Dalším důležitým aspektem je ovšem také jednoduchost. Mackův
model potřebuje k výpočtu pouze informace o úhrnech počtů plateb a úhrnech
plateb za jednotlivé roky do daného data, zatímco Poissonův shlukový model po-
třebuje ke svému výpočtu více informací v podobě počtu pojistných událostí a je
početně podstatně náročnější.
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Závěr
V této práci jsme se věnovali hlavně metodám, na jejichž základě jsme schopni od-
hadnout množství finančních prostředků, které si musí držet neživotní pojišťovna
na škody již nastalé, ale dosud nenahlášené nebo na škody nastalé, nahlášené, ale
dosud nezlikvidované.

V úvodu práce jsme se ve stručnosti seznámili s bodovými procesy, Poissono-
vým bodovým procesem, shlukovými bodovými procesy, kótovanými bodovými
procesy a uvedli jsme si vazbu mezi bodovými procesy a pojistnou matematikou.
Obecný rámec shlukových a kótovaných bodových procesů zahrnuje dva konkrét-
ní modely, kterým jsme se podrobně věnovali v dalších dvou kapitolách. I když to
nebylo nutné, použili jsme pro jejich definici jednotnou teorii bodových procesů.

Ve druhé kapitole jsme si ukázali metodu chain ladder a Mackův model. Uvedli
jsme základní definice, chvíli jsme se věnovali asymptotickým vlastnostem meto-
dy chain ladder. Větší část kapitoly jsme věnovali odhadům vývojových faktorů,
rozptylu, jejich momentům a vlastnostem. Klíčovou částí v této kapitole je tvor-
ba jednokrokové a vícekrokové predikce a na jejím základě pak odvozená rezerva
pro jednotlivé roky. Zajímala nás střední kvadratická chyba jednokrokové a ví-
cekrokové predikce, která nám vypovídá o určité přesnosti tohoto modelu. Na
závěr kapitoly jsme zařadili příklad na reálných datech, kde jsme si vyzkoušeli
výpočet všech potřebných odhadů, včetně predikce úhrnů plateb, výpočtu rezervy
a odhadu střední kvadratické chyby rezervy.

Mackův model předpokládá, že nejlepší predikce úhrnů počtů nebo výší plateb
je násobek poslední hodnoty. Tento předpoklad podstatně zjednodušuje výpočty,
ale není motivován žádným konkrétním modelem. Proto byl v [2] navržen jedno-
duchý stochastický model pro počty a příslušné výšky plateb. Tomuto modelu,
který označujeme jako Poissonův shlukový model, jsme se věnovali ve třetí kapito-
le. Nejdříve jsme tento model definovali a s tím i všechny jeho proměnné. Posléze
nás hlavně zajímala jednokroková a vícekroková predikce, kterou jsme odvodi-
li pro obecnou situaci. Speciálně pokud má veličina M , která znázorňuje počet
pojistných událostí v jednotlivých letech, Poissonovo, binomické nebo negativně
binomické rozdělení, platí rekurzivní vzorce, které je možné použít k výpočtům
predikce a není třeba využívat obecné vzorce, které v sobě mají zakomponovanou
nekonečnou sumu. Na závěr této kapitoly jsme se krátce věnovali asymptotickému
chování predikce.

U třetí kapitoly není zařazen výpočet na stejných reálných datech jako ve dru-
hé kapitole, protože k tomuto výpočtu bychom potřebovali více informací než je
pouhý kumulativní trojúhelník výší plateb. Proto je poslední kapitola věnována
simulacím, na kterých jsme měli možnost napočítat obě metody. Zkusili jsme po-
rovnat výsledky predikce úhrnů počtů plateb a úhrnů výší plateb. Provedli jsme
dva různé simulační experimenty, které se lišily ve volbě rozdělení náhodných
veličin M a Km, kde první znamená počet pojistných události v daném období
a druhá znázorňuje počet plateb k jednotlivým pojistným událostem. V prvním
případě jsme volili obě rozdělení jako Poissonova a spočítali jsme průměrnou re-
lativní absolutní chybu pro obě metody na základě padesáti simulacích. Ukázalo
se, že u obou metod roste chyba s klesajícím počtem výchozích dat a rostoucím
krokem predikce, avšak u Poissonova shlukového modelu je tato chyba typicky
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menší, i když při predikci o jeden či dva kroky byla v některých situacích mírně
větší než u Mackova modelu. Při druhém simulačním experimentu jsme volili bi-
nomické rozdělení u veličiny M a degenerované rozdělení pro Km. Metodu z třetí
kapitoly jsme použili tak, že předpokládala Poissonovo rozdělení náhodných ve-
ličin M a Km, což tentokrát na rozdíl od prvního experimentu nebylo splněno.
Opět jsme napočítali průměrnou relativní absolutní chybu obou metod na zákla-
dě padesáti opakování. Opětovně rostla u obou metod chyba při menším počtu
známých dat a vyšším kroku predikce. V tomto případě byla i pro jednokrokovou
predikci menší chyba u Poissonova shlukového modelu než u Mackova modelu,
přičemž rozdíl byl znatelnější se zvětšujícím se krokem predikce a zvětšujícím se
rokem i. U obou simulací bylo vidět, že chyba predikce o jeden krok roste se
snižujícím se množstvím vstupních dat.

Z tohoto srovnání za pomocí průměrné relativní absolutní chyby by se mohlo
zdát, že Poissonův shlukový model je výhodnější, protože dosahuje menší chybo-
vosti. Je ale potřeba mít na paměti, že reálná data nebudou tak přesně odpovídat
modelu jako naše simulovaná data. Dalším důležitým faktem je, že k jeho výpočtu
potřebujeme více informací a že výpočet je mnohem náročnější než u Mackova
modelu. Při volbě mezi těmito modely je třeba mít na paměti klady i zápory a roz-
hodnout se podle potřeby, co je v dané situaci důležitější, jestli menší chybovost
nebo menší náročnost výpočtu.
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Přílohy

V/Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1 0,700 6,000 17,100 21,557 27,980 30,980 34,236 38,795 43,551 47,320 48,807 50,881 51,496 52,805 52,646 52,695 52,695 52,699
2 2,000 7,700 13,654 26,334 38,734 48,492 52,685 57,677 61,664 62,646 64,204 66,754 68,493 69,570 70,418 70,217 70,462
3 2,500 9,458 25,658 39,001 50,045 63,106 71,721 79,218 85,239 89,252 90,710 92,559 93,815 96,383 97,981 98,052
4 2,688 11,958 25,241 38,562 53,836 70,607 83,326 92,246 100,784 104,161 107,791 111,542 114,025 116,686 117,068
5 2,560 9,448 21,037 38,454 49,875 67,396 76,950 81,942 87,534 90,925 96,038 96,957 98,121 100,063
6 2,795 10,220 27,252 54,768 81,070 100,423 115,359 118,617 121,727 126,110 132,068 131,688 131,801
7 3,778 11,072 28,103 51,360 73,364 95,403 108,446 117,982 121,342 124,977 132,322 136,538
8 5,083 15,237 35,488 65,717 92,923 106,712 116,284 132,801 146,637 149,505 151,035
9 3,996 12,764 28,641 53,651 75,726 90,144 109,356 115,232 120,466 122,910
10 5,451 17,508 39,835 67,750 89,010 112,132 123,015 134,509 142,955
11 5,146 17,896 33,035 49,087 68,793 84,154 107,485 114,596
12 8,264 19,681 29,160 44,865 63,715 80,831 93,745
13 8,569 23,860 45,769 69,704 101,389 122,228
14 7,088 21,831 33,254 55,304 75,132
15 9,580 26,534 45,800 70,765
16 9,172 32,395 48,358
17 6,393 22,201
18 6,423

Tabulka 4.9: Úhrny plateb za 18 let. Řádky znázorňují rok vzniku (V) pojistné události a sloupce zpoždění (Z) ve vyplacení plateb
pojistného plnění.
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V/Z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
1 0,700 6,000 17,100 21,557 27,980 30,980 34,236 38,795 43,551 47,320 48,807 50,881 51,496 52,805 52,646 52,695 52,695 52,699
2 2,000 7,700 13,654 26,334 38,734 48,492 52,685 57,677 61,664 62,646 64,204 66,754 68,493 69,570 70,418 70,217 70,462 70,467
3 2,500 9,458 25,658 39,001 50,045 63,106 71,721 79,218 85,239 89,252 90,710 92,559 93,815 96,383 97,981 98,052 98,247 98,255
4 2,688 11,958 25,241 38,562 53,836 70,607 83,326 92,246 100,784 104,161 107,791 111,542 114,025 116,686 117,068 117,025 117,258 117,267
5 2,560 9,448 21,037 38,454 49,875 67,396 76,950 81,942 87,534 90,925 96,038 96,957 98,121 100,063 100,859 100,822 101,023 101,031
6 2,795 10,220 27,252 54,768 81,070 100,423 115,359 118,617 121,727 126,110 132,068 131,688 131,801 134,758 135,830 135,781 136,051 136,062
7 3,778 11,072 28,103 51,360 73,364 95,403 108,446 117,982 121,342 124,977 132,322 136,538 138,366 141,471 142,596 142,544 142,828 142,839
8 5,083 15,237 35,488 65,717 92,923 106,712 116,284 132,801 146,637 149,505 151,035 154,402 156,469 159,980 161,253 161,194 161,515 161,528
9 3,996 12,764 28,641 53,651 75,726 90,144 109,356 115,232 120,466 122,910 127,252 130,088 131,830 134,788 135,861 135,811 136,082 136,092
10 5,451 17,508 39,835 67,750 89,010 112,132 123,015 134,509 142,955 147,596 152,810 156,217 158,308 161,860 163,148 163,088 163,414 163,426
11 5,146 17,896 33,035 49,087 68,793 84,154 107,485 114,596 122,032 125,994 130,445 133,353 135,139 138,171 139,270 139,219 139,496 139,507
12 8,264 19,681 29,160 44,865 63,715 80,831 93,745 101,699 108,298 111,815 115,764 118,345 119,930 122,621 123,596 123,551 123,797 123,807
13 8,569 23,860 45,769 69,704 101,389 122,228 140,520 152,443 162,335 167,605 173,526 177,394 179,770 183,803 185,266 185,198 185,567 185,581
14 7,088 21,831 33,254 55,304 75,132 93,007 106,926 115,999 123,526 127,537 132,042 134,985 136,793 139,862 140,975 140,923 141,204 141,215
15 9,580 26,534 45,800 70,765 98,551 121,998 140,256 152,156 162,030 167,291 173,200 177,061 179,432 183,458 184,918 184,850 185,218 185,232
16 9,172 32,395 48,358 80,435 112,018 138,670 159,422 172,949 184,172 190,151 196,868 201,257 203,952 208,528 210,187 210,110 210,529 210,545
17 6,393 22,201 43,549 72,437 100,879 124,880 143,569 155,751 165,858 171,243 177,292 181,244 183,671 187,792 189,286 189,217 189,594 189,608
18 6,423 20,653 40,512 67,385 93,843 116,170 133,556 144,888 154,290 159,299 164,926 168,603 170,860 174,694 176,084 176,019 176,370 176,384

Tabulka 4.10: Úhrny plateb za 18 let. Řádky znázorňují rok vzniku (V) pojistné události a sloupce zpoždění (Z) ve vyplacení plateb
pojistného plnění. Původní trojúhelník je doplněn na čtverec pomocí příslušných predikcí.
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