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Uvod

V Zivoté se ¢asto setkavame se situacemi, které se opakuji s riiznym vysledkem,
a my bychom je radi byli schopni pfedpovidat. At pracujeme jako bankéf a chce-
me odhadnout, jaci lidé budou schopni splacet hypotéku, ¢i jako doktor snazici
se urcit, jaky druh lidi je nachylny viici nové propuklé nédkaze nebo si jen chceme
vsadit na to, jaka zemé vyhraje zlato na olympiadé, abychom maximalizovali nasi
Sanci na vyhru. Ve vsech téchto ptripadech jsme schopni zjistit urcité informace.
Bankér bude klast dotazy na vysi pfijmu, stabilitu zaméstnani a vlastnictvi jinych
majetkl. Doktor zjisti celkovy zdravotni stav nakazenych jedincii a bude hledat
spole¢né rysy. A my si mizeme zjistit vykony jednotlivych sportovci za posledni
sezont. Poté se ovsem vyskytuje otazka, jak moc jsou namérené faktory dilezité.

Praveé k odhadu budoucich vysledki a k vycisleni miry zavislosti na zjisténych
udajich slouzi regresni analyza. Ta se snazi z urc¢itého mnozstvi napozorovanych
dat odhadnout vliv zjisténych faktort, tzv. vysvétlujicich proménnych na velici-
nu, kterou chceme predikovat. Ta se nazyva vysvétlovana proménna. Nejcastéji
se setkavame se situaci, kdy vysvétlovana proménna je spojita a pouziva se model
linearni regrese.

Ovsem v bankovnim sektoru se typicky snazime vysvétlovat chovani binarni
proménné. V takovém pripadé nas zajima pravdépodobnost nastani urcitého je-
vu (klient splati ¢i nesplati poskytnuty avér). Za téchto okolnosti se pouziva tzv.
logistickd regrese. Vyskytuji se ovSem i pripady, kdy vysvétlovana proménna je
vicehodnotova. V zavislosti na tom, zda jeji hodnoty jsou usporadatelné, ¢i nikoli,
zpravidla volime ordinalni ¢i nominalni logistickou regresi. Ordinalni proménna
také bézné vznika kategorizaci spojité proménné, proto by se hodil spolecny uka-
zatel, ktery by oba odlisné pristupy daval do souvislosti. Popis a interpretace
parametri téchto rozdilnych modelt je jednim z cilti této prace.

Po sestrojeni urcitého modelu bychom radi zjistili, zda nas model dobte odpo-
vida napozorovanym dattim, ¢i nikoli. Za timo tc¢elem pouzivame riizné ukazatele
kvality modelu. V linearni regresi je nejbéznéji pouzivan koeficient determinace
R?, naproti tomu v regresi logistické se vét§inou pouziva Giniho koeficient. Dal-
sim z cili této prace je rozsiteni téchto bézné pouzivanych koeficienti i pro typy
vysvétlované proménné, kde nejsou definovany. K tomu nas motivuje fakt, ze jak
ordinalni, tak nomindlni logisticka regrese je béznou soucasti statistického soft-
waru (napf. program R, SPSS) a pro méteni kvality modelu se pouZivaji obecné
pseudo koeficienty determinace, které nevyuzivaji specifické rysy téchto modelt.
Casto se setkdvame s ordinalni proménnou v riiznych dotaznikovych Setfenich,
kde jsme napf. tazani na to, jak moc jsme spokojeni s urc¢itym produktem. Nedo-
statek matematickych néastroji pak muze vést k upfednostnéni binarni logistické
proménné, kterd ponese jen informaci o spokojenosti, ¢i nespokojenosti. Tento
nedostatek se pokusime alespon ¢astecné odstranit novymi definicemi.

Struktura této prace je nasledujici: v prvni kapitole si postupné popiseme
modely linearni, binarni, multinomické a ordinalni regrese a uvedeme interpre-
taci jejich parametri. Dale zavedeme bézné pouzivané ukazatele kvality modelu
a pripomeneme diilezité vztahy mezi nimi. Ve stézejni druhé kapitole nejprve za-
definujeme Giniho koeficient pro ordinalni vysvétlovanou proménnou. Uvedeme
nékolik moznych definic a budeme diskutovat jejich vyhodnost, pfipadné vztahy



mezi nimi.

V dal$i ¢asti definujeme Giniho koeficient a koeficient determinace R? pro no-
minalni vysvétlovanou proménnou. Zavedeme dil¢i binarni proménné, které vznik-
nou z nasich dat seskupenim vsech kategorii vzdy az na jednu. Poté oba nové
definované koeficienty vyjadiime jako vazeny primeér odpovidajicich dil¢ich ko-
eficienti pro tyto binarni proménné. Nasledné se budeme zabyvat otazkou, kdy
je R? pii pevnych hodnotéach diléich Giniho koeficienttt maximalni.

V posledni ¢asti druhé kapitoly zavedeme Giniho koeficient obdobné jako jed-
nu z definic pro ordinalni proménnou. Opét pouzijeme analogii Lorenzovy kiivky
a vyjadiime Giniho koeficient pomoci poradi. Poté nahlédneme na jeho vztah ke
Spearmanovu korela¢nimu koeficientu rg. V zavéru této kapitoly u¢inime predpo-
klady o rozdéleni skore a chyb modelu. Poté pro urcita spojita rozdéleni vysvétlo-
vané proménné budeme hledat zavislost mezi Giniho koeficientem a koeficientem
determinace R2.

V treti kapitole na dvou redlnych datech aplikujeme modely ordinalni a multi-
nomické regrese. Vypocteme c¢iselné hodnoty zavedenych koeficientti a vycislime
aproximativni rovnosti. Pokusime se doporucit vyuziti definic u ordinalni pro-
ménné, kde spocteme i Giniho koeficient dle definice nominalni, abychom ovéfili,
Ze vyuziti informace ordinality ma v jeho pfipadé smysl.

Statistické testy jsou provadény v programu R. K vy¢isleni jednotlivych ko-
eficienti a vytvoreni grafi byl pouzit program Wolfram Mathematica 8.0.



1. Rtazné typy vysveétlované
proménné a kritéria tésnosti
modelu

V této kapitole se sezndmime s riiznymi typy vysvétlované proménné a s roz-
dilnymi modely snazicimi se odhadnout jejich hodnotu na zakladé urcitych infor-
maci, tzv. vysvétlujicich proménnych (regresorii). Dale se budeme zabyvat cha-
rakteristikami diverzifikace, na jejichz zédkladé bychom radi rozhodli, do jaké miry
se nas model hodi na nase data. Nez prejdeme k prvni podkapitole, podivejme
se, jakych riznych typt mize byt libovolna proménna.

a) Nomindlni proménnd, pro jeji dvé libovolné hodnoty jsme schopni urcit
pouze, zda jsou stejné ¢i rozdilné. Napiiklad: druh auta (osobni, naklad-
ni, autobus) ¢ obor studia (matematickd analyza, matematické struktury,
finan¢ni matematika).

b) Ordindlni proménnd, u jejiz libovolnych dvou hodnot lze stanovit jejich
poradi. Napiiklad: Oblibenost ur¢ité kapely (velmi oblibend, oblibené, ne-
obliben&, velmi neoblibend) nebo ratingové hodnoceni (AAA, AA, ..., D).

¢) Pomérovd proménnd je ta, pro jejiz dvé libovolné hodnoty miZzeme uréit,
kolikrat je jedna vétsi nez druha. Tedy jedné se pouze o kladna cisla. Na-
ptiklad: Pocet ¢lentt domacnosti (1,2,..), hmotnost jedince.

d) Intervalovd proménnd je takové, u niz lze pro kazdé dvé libovolné hodnoty
stanovit, o kolik je jedna vétsi nez druha. Naptiklad: Teplota v Praze ve °C
¢i zustatek na kreditnim konté.

Pomérové a Intervalové proménné se spolecné oznacuji jako kvantitativni pro-
ménné a dale je mizeme délit podle hodnot, kterych mohou nabyvat na

e diskréetni: nabyva jen konec¢né ¢i spocetné mnoha hodnot
e spojita: nabyva libovolné hodnoty z urc¢itého intervalu

Nominalni, ordinalni a diskrétni proménné se souhrnné nazyvaji kategoridalni
proménné a podle poc¢tu hodnot, kterych mohou nabyvat, je 1ze nazvat

e bindrni (dichotomickd): nabyva jen dvou kategorii
e multinomickd (vicekategoridlni): nabyva vice nez dvou kategorii

Obecné lze mezi jednotlivymi typy proménnych prechazet, ale pouze jedno-
stranné vzdy pri ztraté urcité informace. K tomu mtzeme mit rizné davody,
napiiklad zjednodusSeni pii dotaznikovém Setfeni (vék pouze jako celd ¢isla) ¢i
pro rozdéleni vybérové populace do nékolika skupin, které budou mit rtzny vliv
na vysvétlovanou proménnou. Typické je zejména kategorizovani pii zachovani
porovnatelnosti, nebof nam zistane alespon informace o poradi. Pfechod od or-
dinalni k nomindlni proménné je velmi neobvykly.
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[lustrujme takovy pfechod na ptikladu:

kvantitativni spojita ordinalni nominalni
hmotnost jedince | vahové kategorie | jedinec v podvaze, nadvaze, ostatni

Kde kategorie ostatni zahrnuje jak lidi v normé, tak lidi obézni. Proto neni
ordinalita dodrzena.

Pted tim nez pfejdeme k rozebirani pristupu odhadovani vysvétlované pro-
ménné dle jejiho typu podivejme se, jak se v modelech reprezentuje kategorialni
vysvétlujici proménna x, kterd je v praxi bézna. V pripadé, Ze se jedna o dvouhod-
notovou proménnou (oznacovanou jako dummy proménnd) staci ji kédovat ¢isly
1 a 0 podle toho, zda dany jev nastal, ¢i nenastal a dale s ni zachazet jako s jinymi
regresory. OvSem pro vicekategoriondalni jiz ¢iré zakddovani nestaci, nebot mezi
jednotlivymi jevy nemusi byt zadna souvislost. Proto ji zakédujeme jako linearni
kombinaci dummy proménnych. Toto si ukdzeme pro x nabyvajici ¢ty rtznych
hodnot {a, b, ¢, d}. Zadefinujeme tfi dummy proménné x, x., x4 nasledovné:

r | Ty T g
a0 0 O
b|1 0 O
cl0 1 0
d{ o 0 1

V obecném modelu pak misto Sx; bude Sz + Paxe; + P3x4;. Tento piistup te-
dy implicitné uvazuje, ze nastal jev a a pokud tomu tak neni, je kompenzovan
velikosti prislusného parametru (1, 82 nebo 3.

1.1 Kvantitativni vysvétlované proménné

Jedna se o situaci, kdy se na zakladé regresort snazime odhadnout vysvétlo-
vanou promeénnou, ktera zpravidla nabyva realnych hodnot z néjakého intervalu.
V takovémto pripadé se zavislost nejcastéji modeluje pomoci linearniho regres-
niho modelu, ktery je linearni ve svych parametrech. Popisme si jeho teoreticky
zaklad. Necht jsou dany nezavislé ndhodné veli¢iny Y7, ..., Y, a matice nendhod-
nych ¢isel X typu n X k, k < n. Dale necht sloupce matice X jsou nezavislé, tedy
h(X) = k. Ozna¢me Y’ = (Y1, ..., Y,,) a predpokladejme, Ze plati:

Y = X3 +e¢,

kde B = (64, ..., Bx) je vektor neznamych parametri typu k x 1 a €’ = (1, ...,&,)
je ndhodny vektor typu n x 1. Déle o € pfedpokldddme, %e Ee = 0 a Vare = o1,
kde o? je také nezndmy parametr. Tedy cov (g;,£;) = 0 a vare; = o2, i,j =
1,...n,i # j. Za téchto predpokladii plati EY = X3, VarY = ¢21I.

V matici X se nejcastéji jako prvni sloupec voli sloupec jednicek, ktery spo-
le¢né s parametrem (; méa vyznam absolutniho ¢lenu (tzv. intercept). Parametry
Ba, ..., Br maji pfimocarou interpretaci, v piipadé, Ze se hodnota i-tého sloupce
matice X zvysi o 1, pak se ocekdavana hodnota Y zméni o j;.



Zabyvejme se odhady parametri 3, k tomu se pouziva metoda nejmensich
¢tverci. Tedy chceme minimalizovat vyraz:

SSE(B) = (Y — XB)(Y - XB8) =YY —28X'Y + B X' Xp.

Pfed tim, neZ tento vyraz zderivujeme, si uvédomime, ze h(X'X) = k, dikaz
lze nalézt v [I], a tedy se ziejmé jednd o pozitivné definitni matici. Nyni jiz
k samotnym derivacim:

SSE'(B) = —2X'Y +2X'XB =2X'Xp3 - 2X'Y (1.1)
SSE"(8) = 2X'X (1.2)

Vyraz (1.1 poloZime roven nule a dostaneme odhad b = (X' X )™ XY, z pozitivni
definitnosti matice X’ X pak plyne, Ze se jednd o minimum. Poznamenejme jesté,
7e tyto odhady se pocitaji z rovnic X' X b = X'Y, které se nazyvaji normalni rov-
nice. Divod, proc¢ se vypocet provadi pomoci normélnich rovnic, je nizsi numeric-
ka narocnost, ktera je vyznamna hlavné pro pripady s vice pozorovanimi a vétsim
poctem regresoril. Piirozené zvolime Y = Xb jako odhad nahodné veli¢iny Y.
Ten se d& vyjadiit i pomoci symetrické, idempotentni matice H = X'(X'X )1 X
takto Y = HY . Snadnym vypoctem zjistime Eb = (X'X)"'XEY = 3, z ¢ehoz
plyne, Ze se jedna o nestranny odhad parametru 3. V knize [5] lze nalézt dikaz
Gauss-Markovovy véty, dle které je Y dokonce nejlepsim linedrnim nestrannym
odhadem vektoru X3, ktery je roven EY . Ozna¢me Y = %Z?:l Y; a zavedeme
dalsi velice dilezité veliciny:

Reziduélni soucet ¢tverci (residual sum of squares)

RSS =SSEb) =(Y -Y) (Y -Y)=Y'Y —Y'HY = i (Y; - Y;)? (1.3)

i=1
Uplny soudet étverct (total sum of squares)

n

TSS=(Y —eY)(Y —e¥)=Y'Y —n¥ =Y (Yi—Y)? (1.4)

i=1
a Vysvétleny soucet ¢tverci (explained sum of squares)

ESS=(Y —eY)(Y —eY)=Y'Y —nY =) (¥;-Y)2 (1.5)

i=1

V (1.5) jsme vyuzili vztahu v = Y, ktery plyne z toho, Ze vektor samych

jednicek (e) je soucasti regresni matice, tedy z normélnich rovnic dostéavame:

e'’Y = € HY = €'Y. Déale uvedeme uzite¢nou rovnost mezi pravé zavedenymi
veli¢inami.

ESS+RSS=Y'Y —nY' +Y'Y - Y'HY
—Y'HHY ~-Y'HY +Y'Y —nY’ =Y'Y —nY" =T§SS.
(1.6)



Zvlastni vyznam ma RSS, ktery méri ctvercovou vzdalenost naseho odhadu
od skute¢nych hodnot. Uvedme jesté, Ze veli¢ina S? = f—f}j je nestrannym od-

hadem parametru o2

Pro odvozeni testovych statistik je tfeba dale predpokladat, ze rozdéleni chyb
m4 normdlni rozdéleni, tj. € ~ N(0,0%I), a tim padem Y ~ N(X 3, 02I). Jednot-
livé statistiky pro testovani hypotéz o vyznamnosti jednotlivych parametri 3;, ¢i
vice parametrt najednou lze nalézt v [1].

Za predpokladu normality si jesté odvodme odhady metodou maximalni vé-
rohodnosti, které vyuzijeme v nasledujici ¢asti.

s (_ (Y - XB)(Y — Xm)

202

n

L(B,0%) = ~Slog (2m0) — o3 3" (Y — XBY(¥ ~ XB)

20% 5
OL 5 iins
a5 7 X¥-XB) (1.7)
oL n 1 < , oo 1
5ot = g8 i 2 (¥~ XOY(Y — XB) =~ 4 5 SSEW)
(1.8)

Pfi polozeni virazi (L.7), (L8) nule dosp&jeme k odhadim 3 = (X'X) ' XY
a odhad rozptylu 62 = 2SSE(B) = tRSS. Pii dosazeni téchto odhadt do loga-

ritmické vérohodnostni rovnice dostaneme:

5 9 n RSS n n
L(B,67%) 5 log (27r - > 2RSSRSS 2( +log 2w —log n+log(RSS))
(1.9)

1.2 Kvalitativni vysvétlované proménné

V ptipadé, ze ndhodné velicina nabyva néjakého konecného poctu kategorii,
nemd smysl ji modelovat pomoci regresni pfimky, nebot odhadnuté primka bu-
de neomezené a tedy urcité hodnoty x’3 nelze interpretovat. Z tohoto divodu
budeme hledat modely, které budou omezené. Nejcastéji se setkdvame s pripa-
dy, kdy vysvétlovana proménna nabyva pravé dvou kategorii (napf. klient splatil,
¢i nesplatil Gvér, po nasazeni 16kt pacient zemfel, ¢i nezemfel). Proto se nejdiive
budeme vénovat pouze dvouhodnotové vysvétlované proménné, jez nam poskytne
zéklad k modelovani ostatnich situaci.

1.2.1 Binarni logisticky model

Necht méame nezavislé nahodné velic¢iny Y7, ..., Y, s alternativnim rozdélenim,
tji. P(Y;=1) =p;, P(Y;=0) =1 —p;, p; € (0,1). Odhad stiedni hodnoty EY;
je shodny s odhadem pravdépodobnosti p;, nebot EY; =1-p;+0- (1 — p;) = p;.
Uvazme dale matici regresori X typu n x (k+ 1), k+ 1 < n, kde prvni sloupec
je tvofen vektorem jednic¢ek. Ozna¢me x; = (1,z;,...,2%), © = 1,...,n vektor
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vysvétlujicich proménnych odpovidajici ndhodné veli¢iné Y;. Nasim cilem bude
odhadnout E (Y;|x;) = m(x;) a k tomu pouzijeme model logistické regrese:

e*i'B 1
1+ex'B 148

m(x;) = (1.10)
kde B = (o, ..., Bx) je vektor neznamych parametri. Veli¢ina 7(x;) nabyva hod-
not mezi 0 a 1 pro v8echny (k + 1) rozmérné vektory regresori, a tudiz spliuje
nas pozadavek na omezenost. Naleznéme funkci hodnoty 7(x;), ktera bude line-
arni funkci vektoru parametri 3. K tomu si staci povSimnout, ze % = ¢%i'B,
a zlogaritmovanim dostaneme pozadovanou funkci

g(x;) = 10%(%) =x;/'8 = fo+ (121 + ... + B,

ktera se bézné oznacuje jako logit. Tato funkce pripominéa linearni regresni model,
nebot je linedrni ve svych parametrech a miuze nabyvat vSech realnych hodnot
v zavislosti na x;.

Podivejme se nyni na interpretaci parametri ;, k tomu nam poslouzi podil

« . P(Yi=1|a; D i P
pravdépodobnosti w(x;) = PEY:OE_; = 1f§:im)_), jenz se nazyva Sance.

Pokud x; = (1,0, ...,0), pak

o
w((1,0,...,0)) = L2 — ¢ho,
1+ePo
Tedy koeficient [y je roven logaritmu Sance neboli logitu pravdépodobnosti
P(Y =1|x; =(1,0,...,0)).
Déle uvazme vektor &; = (1,1, ..., Tij—1, Tij + 1, Tij41, ..., Ti), ktery vznikl z x;
prictenim jednicky k j-té slozcea Sance se da vyjadrit jako

_
eTi B

w(d) = B B — iem B — iy ().

l—i—eii/ﬁ

Pomér téchto dvou Sanci (odds ratio) je OR; = % = ¢%i. Tudiz v p¥ipadé, Ze

se hodnota z;; zvysi o jednicku, se logaritmus Sanci zméni o ;.

K odhadu parametrt f; se zpravidla pouzivd metoda maximélni vérohodnos-
ti, 1ze ovSem pouzit i metodu nejmensich ¢tverci. Obé metody jsou odvozeny
a porovnany v [4]. Uvedme jen, ze dévaji velmi podobné vysledky. Jiny mozny
pristup odhadu koeficientti v piipadé, kdy mame jen jednu vysvétlujici proménnou
a to kategorialniho typu, je zalozen na kontingencnich tabulkach. Data utiidime
do kontingen¢ni tabulky a uréime pomér Sanci pomoci relativnich ¢etnosti na-
stalych jevi. Hledany odhad pak bude roven logaritmu tohoto pomeéru. Ovsem
v bézném pripadé pracujeme s velkym poctem vysvétlujicich proménnych rizného
typu, pak tento pristup neni mozny.

Uvedme si priklad symbolizujici vyznam OR, necht Y oznacuje, zda dana
osoba trpi ¢i netrpi rakovinou plic a budeme mit jen jeden regresor x urcujici,
jestli dana osoba kouti, ¢i nekouri. Pokud vyjde 61 = 3, pak pomér Sanci OR =
e3 = 20.09 odhaduje, Ze rakovina plic se vyskytne pfiblizné s dvacetkrat vétsi
pravdépodobnosti u kurakt nez u nekurakit. Tato interpretace je pravdiva pouze

v pifpadé, ze 1PO=1=0 1 nebot pak OR ~ BXZUED,
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1.2.2 Multinomicky logisticky model

V této sekci zobecnime logistickou regresi pro vysvétlovanou proménnou Y
nabyvajici vice nez dvou kategorii bez jakéhokoli usporadani. Kategorie kdduje-
me ¢isly {0, 1,...,m} a predpoklddame, Ze mame k vysvétlujicich proménnych.
V modelu budeme opét uvazovat intercept, a tedy vektor regresorti bude tva-
ru x = (1,z1,...,x;). Model binarni logistické regrese jsme zalozili na logitu

g(x) = log (Eg:é{g), nyni mame kategorii vice a pfimym rozsifenim tedy bude
pouzit m logiti. Je ovSem dilezité si rozmyslet vici jaké kategorii porovnavat.

Piimym rozsitenim je uzit Y = 0 jako referenc¢ni. Pak i-ty logit bude tvaru:

g9i(z) = log (H) =a'B; = Bio + Bux1 + ... + Buzim,

kde B; = (Bio, ---, Bir)" je vektor nezndmych parametri, kterych je celkem (k+1)m.
Nyni odvodme vzorce pro podminéné pravdépodobnosti P (Y = i|x).

1 1 1
P et Pl 1 en (@) . e
P(Y=i|x) (@)
) P(Y=0|x) eJi
( - P(Yiom) 1+ en(@) 4 | 4 egm(@)

Opét velmi dilezité budou jednotlivé Sance, které jsou vztazené k referencni kate-
gorii. Dostaneme tedy m riiznych Sanci porovnavajicich, ze nastane jev Y = ¢ ane

jev'Y = 0, vzorcem zapsano w;(x) = %, které opét pouzijeme k interpretaci
parametri 3;;.
Pokud = = (1,0, ...,0), pak

eBio

1+eP10+...+ebko )
wi((1,0,...,0)) = % — Pio
1+eP10+...+ePko

z toho vidime, Ze ;9 je roven logaritmu Sance w; pfi vektoru regresorid rovnému

(1,0,...,0).

Uvazme vektor & = (1,21, ...,x;-1,2; + 1,241, ..., 1), ktery vznikl z x pfictenim

jednicky k j-té slozce (¢i zménou kategorie z 0 na 1). Pak se Sance da vyjadrit
wi(Z) = @B = ePiie®'Bi = G’Bijwi(w)a

a tedy pomér Sanci je OR; = ig) = ¢%i. TudiZ v pripadg, Ze hodnota z; se zvysi

o jednicku, pak se logaritmus Sanci zméni o f;;. Odhady parametrt se zpravidla

provadi pomoci metody maximéalni vérohodnosti. Na zavér zminme, ze pro m = 1
je multinomicky model shodny s modelem binarnim.

1.2.3 Ordinalni logisticky model

Pro kategorialni vysvétlovanou proménnou s pfirozenym poradim muizeme sa-
moziejmé pouzit multinomicky model, ktery ovSem nebere v potaz poradi jednot-
livych kategorii, a proto nemusi byt vyhovujici. Z tohoto divodu zde uvedeme



jiné modely, které budou opét zalozené na logitech. Znaceni budeme pouzivat
stejné jako v predeslych sekcich.

Opét je velmi dilezité si rozmyslet, jak jednotlivé logity sestrojit. Tentokrate
se nam nabizi moznosti vice. Nejjednodussi z nich je porovnavat sousedni kate-
gorie a logity definovat nasledovné:

hi(z) = log (P F}/(ij_@l?@) — 28,

Mezi takto sestrojenym modelem a multinomickym modelem je nasledujici vztah

+log (P Ef(ij_l’f‘)m)) = hy(x) + ho(x) + ... + hy()

=B +x'Be+ .. +2Bi =2 (B1+ B2+ ...+ 3)

Vidime, ze pokud vypoc¢teme odhady koeficientti 3; v libovolném ze dvou modeli,
jsme schopni dopocitat prislusné odhady pro model druhy.

Jinou moznosti, jak zavést logity a Sance, je porovnavat pravdépodobnosti, ze
Y padne do i-té kategorie, a ne do kategorie nizsi. Z ¢ehoz dostaneme:

gi(x) = log (H) =x'3;.

Vyhodou tohoto modelu je moznost odhadovat parametry postupné pii uvazo-
vani m binarnich logistickych regresi. Tedy v i-tém kroku lze ztotoznit kategorie
kédované 0,1, ...,72 — 1 a jako druhou kategorii uvazovat 1.

Nevyhodou obou predchozich modelt je velky pocet parametrii, ktery je stejny
jako v pfipadé multinomického modelu. Proto pokud je to mozné, tak se upted-
nostnuje model, ktery predpoklada stejné poméry Sanci mezi vSemi trovnémi.
Ten porovnava pravdépodobnosti, ze Y padne do kategorie i-té nebo nizsi ku
pravdépodobnosti, ze bude v kategorii vyssi.

- () -

Zde bude & = (x1, ..., xx), nebot intercepty uvazujeme zvlast a rtizné pro odlisné
logity. V tomto modelu odhadujeme jen m+k parametrt za predpokladu, ze & ma
stejny vliv na vsech m binarnich vysvétlovanych proménnych vzniklych z nasich
dat timto zpisobem: Y; =0proY <jasY;=1proY >j,57=0,1,...,m— L

1.3 Existujici ukazatelé diverzifikace

Zatim jsme se zabyvali riznymi regresnimi modely, které se snazily odhad-
nout vliv jistého poctu vysvétlujicich proménnych na vysvétlovanou proménnou.



Po sestrojeni urcitého modelu a odhadnuti jeho parametrii nejprve zjistime, ja-
ké vysvétlovanné proménné jsou signifikantni a jaké je mozné vynechat. Déle je
ovsem klicové zjistit, zda nas model popisuje situaci dostatecné dobte a odpovida
empiricky ziskanym datim. K tomu ndm praveé slouzi rtzné diverzifika¢ni uka-
zatelé, na jejichz zakladé se miizeme rozhodnout, zda je model dostatecny, ¢i je
tfeba provést néjaké upravy nebo dokonce zkusit model jiny.

V line4rni regresi je nejpouzivandjsim ukazatelem koeficient determinace R?,

ktery je definovan pomoci vzorct (1.3)), (1.4) nasledovné:
RSS

RP=1-—". 1.11

TSS (1.11)
Jelikoz RSS' je rezidualni soucet ¢tvercu, plati, Ze ¢im mens$i tento vyraz je,
tim presnéjsi mame model. Ze vztahu (L.6) jiz vime, ze R* = £55 a tedy R?

nabyva hodnot od 0 do 1. Kde hodnoty 1 se nabyva, pokud RSS = 0 neboli
pro nase data plati Y; = Y; Vi = 1,...,n. Coz odpovida situaci, kdy se nas model
shoduje se ziskanymi daty. Naopak R? = 0 v piipadé, ze ESS = 0, tedy Y; =
Y Vi = 1,...,n. Jedna se o trivialni model, kdy znalost hodnot X nepiinasi
z4dnou informaci o veli¢ing Y. Maximalizace koeficientu R? je stejna tiloha jako
minimalizace vyrazu RSS, ktery minimalizujeme metodou nejmensich ¢tverci.
Spoctéme nyni druhou mocninu vybérového korela¢niho koeficientu ry y mezi

veli¢inami Y,Y.

~ =\ 2
o (ZLOCT0T) v evy — vy
Y L =YL, (Y 755 ESS
Y'Y —€eY)?: (Y'Y -YY+YY —nY)?
T TSS-ESS TSS - ESS

_ (-RSS+TSS)?  ESS
~  TSS-ESS  TSS

Z tohoto vidime, ze pfi odhadu parametri B3 metodou nejmensich c¢tverct
se druha mocnina vybérového korelacniho koeficientu shoduje s koeficientem de-
terminace R2.

= R (1.12)

Koeficient determinace R? mé ovsem i nékteré nevyhody. Jednou z nich je
jeho nepouzitelnost v ptripadé nezatrazeni vektoru samych jednicek do regresni
matice, nebot poté se nerovnaji priméry hodnot Y a Y a tudiz neplati vztah
(1.6). Nésledkem toho nemtizeme obecné ur¢it obor hodnot, kterych koeficient
determinace muze nabyvat a tim padem jeho hodnota nelze interpretovat. Dalsi
nevyhodou je, Ze po pfidani novych regresorti do modelu se hodnota R? miize
jen zvysit. Tedy pfi maximalizaci R? bychom dospéli ke slozitym modeltim s vel-
kym poctem regresorti. Z tohoto divodu se nékdy dava prednost upravenému
koeficientu determinace, ktery je definovan jako

n—1 RSS n—1
n—k—1TSS =~ n—-k-1
Ten se nazyvé korigovany koeficient determinace R? a jeho hodnota miize kles-

nout s pridanim nového regresoru. Protoze fgil > 1 dostavame, ze R? < R2.

R*=1-

(1— R?).

n
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V pripadé binarni vysvétlované proménné se v praxi nejcastéji pouziva Gini-
ho koeficient. Ten je definovan pomoci tzv. Lorenzovy kiivky. K jejimu zavedeni
musime nejprve ucinit urcité predpoklady. Necht mame pozorovani y;, i = 1,...,n
a model, ktery se snazi predikovat hodnotu y; na zakladé regresori x;. Vystupem
modelu budou ¢isla nazyvana skére s;, i = 1,...,n. Cim vyssi je hodnota skére
s;, tim spise dle modelu nastane, ze y; = 1. K vypoctu skére lze napriklad pouzit
bindrni logisticky model (1.10). Oznaéme ny = >\ y;ang = . 1 — y; a defi-
nujme dvé empiricky ziskané distribuc¢ni funkce. Prvni ptislusna prvkim s y; = 1
je definovana jako

1 n
Fg(s) = - Z I[—o0,5)(80)yi
=1

a druhéa pro prvky y; = 0:
1 n
FB(S) = TL_O Z [[700,3}(82')(1 - yl)
i=1

Nyni definujeme Lorenzovu kfivku jako linedrni lomenou ¢aru spojujici body [0, 0]
a[Fp(s;), Fa(si)],i =1,...,n. Jedna se o kiivku lezici uvnit¥ jednotkového ¢tverce
s krajnimi body [0,0] a [1,1]. Plochu pod Lorenzovou kiivkou a mezi stranami
¢tverce oznacme AUC' a definujme Giniho koeficient néasledovneé:

Gini =1 — 2AUC. (1.13)

Obor hodnot Gini je [—1,1], pfiemz hodnota 1 znamend dokonale diverzifiko-
vand data (po setfizeni prvkl dle velikosti skére budou nejprve prvky s y; = 0
a poté prvky s y; = 1), 0 naopak zadnou schopnost diverzifikace. Zaporné hodnoty
nastavaji pro prevraceny model.

Jesté uvedme, jak lze spocitat plocha AUC. Jeji velikost se odviji od pocétu
prohozeni (skére odpovidajici prvku s hodnotou 1 je mensi nez skére odpovidajici
prvku s hodnotou 0). Kazdé prohozeni znamena nartst plochy AUC o ﬁ, v pri-
padé shody dvou skére odpovidajici prvkim s rtiznou hodnotou y bude nartst
polovi¢ni. Z tohoto pozorovani dostavame:

D im0 2 (L sgn(si = 54))3
Nony

AUC =

(1.14)

Jiny koeficient diverzifikace zaloZeny na Lorenzové kiivce je Kolmogorov Smir-
novova statistika métici maximalni vzdalenost Lorenzovy kiivky od jeji diagona-
ly vynésobenou &islem v/2. K tomu, abychom ji dokazali explicitné vyjadiit, je
tieba najit prusecik diagondaly (oznacme jej [a(s),a(s)]) a na ni spusténé kol-
mice prochdzejici obecnym kolbodem [Fg(s), Fo(s)]. Ta lze analyticky vyjadfit
y = —x+ Fa(s) + Fp(s) a tedy a(s) = 3(Fp(s) + Fa(s)). Z tohoto dostavame:

KS = V2sup v/(Fo(s) — a(s))? + (Fa(s) — a(s))?

seR

- @gw;%@—@@Pﬂg%@—%@%fgmwwﬂmﬂ
(1.15)
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Z definice je vidét, ze KS € [0,1] a pomineme-li ptipady, kdy 3s € R takové, Ze:
Fe(s) > Fg(s), bude vyssi hodnota KS znamenat lepsi schopnost diverzifikace
modelu. Mezi KS a Gini neni pevny vztah, nebof zalezi na tvaru Lorenzovy
krivky.

Ciselnou charakteristikou tizce spjatou s Gini je C-statistika definovana jako
pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané skére s; prislusejici prvku s y; = 0 je mensi
nez nadhodné vybrané skore s; odpovidajici prvku y; = 1. V pfipadé stejného skore
prislusného prvktm s rtiznou hodnotou se zapocita %

1
C =P (s <sl]yk:O,yl = 1)+§P(Sk:51|ykzo7yl =1)

1+s n S; — S; 1
_ Z Z gnis; ))2 (1.16)
4,¥;=0 7,y;=1 Mo

Z posledni rovnosti a vzorce pro AUC (12.3)) vidime, ze C' = 1 — AUC' a z toho
dostavame rovnost

Gini =2C — 1= Z Z sgnls; = i) (1.17)

non
4,9;=0 j,y;=1 0T

Dalsi bézné pouzivany koeficient je Spearmantiv korelacni koeficient. Obecné
se pouziva pro ndhodny vybér (X1,Y1)', ..., (X,, Y,) z dvourozmérného rozdéleni,
kdy zname jejich poradi. Oznac¢me je Ry, ..., R, pro veli¢iny X, ..., X,, a obdobné
Q1,...,Q, pro Yi,...,Y,. V piipadé shody nékolika hodnot jim pfifadime pri-
mérné poradi. Analyticky lze tedy potradi zapsat jako R; = % + 22:1 Iix;<x) +
%Z?Zl I1x,=x,- Spearmantiv korela¢ni koeficient je definovan jako vybérovy ko-
relacni koeficient dvojic (R1,Q1), ..., (R, @y), tedy:

S (R - B(Q- Q)
S S r-RSL -

_ Z¢:1 Rin’—nm '
J (S =) (S0 - )

Nas bude zajimat situace, kdy X; = s; a Y; = y;. Pak poradi prvki bude
Qi = ”OT“ proy;, = 0a @Q; = ng+ ”17“ pro y; = 1. Pfi zavedeni transformace

(1.18)

Qi = (Q; — ”OTH)% se hodnota g nezméni a bude platit rovnost y; = Q;. To ndm
umoziuje vyjadiit Spearmantv korela¢ni koeficient mezi s; a y; (pfedpokladame,
ze skére jsou navzajem ruznd, jinak by prvni rovnost platila jen aproximativné)

— > iy Riyi — nnTH% _ 32 > iy Riyi —na(n +1)
g = —

\/(n(n+1)(2n+1) _ n(nTH)2> (m _ n(%)Q) \/(” + 1)(n — 1)nons .

6
V préaci [4] je odvozen piiblizny vztah rg &= /3y(1 — 7)Gini.

Pfi snaze definovat koeficient determinace R? v logistické regresi je dobré si
uvédomit, jak lze R? = 1 — ?—g‘; interpretovat v linedrnim regresnim modelu.

Uvedeme zde tfi rizné nahledy
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1. Variabilita vysvétlend modelem
T'SS udéava variabilitu vysvétlované proménné kolem svého primeéru, zatim-
co RSS je variabilita vysvétlované proménné, kterou se nepodarilo vysveétlit
modelem. Cim vice variability se podaii vysvétlit, tim mame lepsi model.

2. Zlepseni kvality predikce vysvétlované promenné
T'SS je suma ¢tvercovych chyb pfi pouziti trividlntho modelu (bez pouziti
vysvétlujicich proménnych, pouze za pouZiti interceptu), zatimco RSS je
suma ¢tvercovych chyb pouzitého modelu. Celkové zlomek vyjadiuje zlep-
Seni pri pouziti vysvétlujicich proménnych.

3. Druhd mocnina vybérového korelacniho koeficientu
vyuziva rovnosti R? = r2, tedy se jednd o druhou mocninu korelace mezi
regresory a regresandem.

V logistické regresi se definuji koeficienty, které se daji interpretovat stejné
jako R? podle nékterého z moznych nahledt, a proto se oznacuji jako pseudo
R2 Jejich spole¢nou vlastnosti je 26 nabyvaji hodnot z intervalu [0,1] (ne nut-

vvvvv

nosti P (Y = 1|a;), 1(b) = [, 7 (1 — m)(l ¥) je odhad vérohodnostni funkce
aL(b)=>", (Yilog7; + (1 —Y;)log(1 — 7;)) odhaduje logaritmus vérohodnost-
ni funkce. Pokud v modelu pouzijeme pouze intercept, prislusné veli¢iny oznac¢ime
1(0), L(0).

iy (Yi—7i)?
iy (YimY)?
Jedn4 se o analogickou definici jako v linearni regresi za pouziti RSS, T'SS.
V préci [4] lze nalézt, ze ptiblizné plati rovnosti (1.6) a (1.12). Z ¢ehoz
vidime, Ze lze priblizné interpretovat podle vsech t¥i bodi uvedenych vyse.

e Efroniv koeficient determinace R? =1 —

o McFaddeniv koeficient determinace R3,, =1 — %

Porovnava vérohodnost pii pouziti modelu s pouzitymi regresory oproti
trividlnimu modelu. Lze zavést obdobu korigovaného koeficientu korelace
vzorcem R%,. =1— (L()O)k kde k je pocet regresori. V tomto pripadé muze
ovsem nabyvat i zapornych hodnot.

2

o)y »

1(0)

Je zalozen na skutecnosti, Ze v linearni regresi lze logaritmicka vérohodnost-
ni rovnice po dosazeni odhadt zapsat ve tvaru (1.9). A pro trividlni model

plati: L(0) = —%(1 4 log 2w — logn + log(7'S5)) a tedy

o Coz and Snelliv koeficient determinace R:g =1 —

log I(b) — log1(0) = L(b) — L(0) = —g(logRSS—logTSS)

(o) " - s

Podil vérohodnosti ukazuje zlepseni modelu oproti modelu trividlnimu. Jeli-
koz maximalni mozna vérohodnost je rovna jedné, nemiize hodnota tohoto

. s 2 . ,
koeficientu ptresahnout (1 — [(0))=». Z tohoto duvodu se zavedl upraveny

koeficient nazvany Naggelkerkiv definovany R% = 0 ]j(cos))g, ktery muze
nabyvat vsech hodnot od nuly do jedné.
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Na zavér kapitoly se podivejme na vztahy vyse uvedenych koeficientti v situaci,
kde budeme uvazovat spojitou ndhodnou veli¢inu X, jejiz hodnoty jsou analogii
skére (jedné se o jedno realné ¢islo z;, které v praxi lze vypocitat pomoci regresort

x; a odhadnutych koeficienttt B z modelu (1.10) jako z; = x;8) a diskrétni
nahodnou veli¢inu Y s alternativnim rozdélenim. Déle predpokladejme, Ze:

L(X|Y = 0) = N(0, 1)
L(X|Y =1) = N(D,1)

kde D > 0, coz znamené pozitivni korelaci mezi X a Y. Hustoty téchto nahodnych
veli¢in budou pg(x) = ¢(z) a pp(xr) = p(x — D). Pro odvozeni dalsich vztah
je predpoklad normality a shodnost rozptylt v podminénych rozdélenich nutny.
Naopak volba stfednich hodnot nijak neubira na obecnosti. Déale si ozna¢me G =
P(Y =1)aB =P (Y =0) apfedpokladejme, ze G > 0 a B > 0. Nyni jiz mizeme
vyjadrit KS dle definice jako

KS = ilel]g(q)(s) —®d(s— D)) =29 (g) -1, (1.19)

52 (S_D)2

nebot (®(s) — ®(s — D)) =e 2 —e” 2z =0< s =2 ajednd se o funkei
konkévni, tedy jsme opravdu nalezli maximum.

Pro odvozeni C-statistiky vyjdeme z definice a vyuzijeme znalosti, Ze linearni
kombinace dvou nezavislych nahodnych veli¢in s normalnim rozdélenim bude mit

opét normalni rozdéleni. Ozna¢me Xy ~ L(X|Y =0) a X; ~ L(X|Y = 1), pak
Xo—X1+D D )

C-statistika je:
D
<—=]=2(—=).

Pro vyjadreni Giniho koeficientu pouzijeme jeho vztah k C-statistice a dostavame

(J:P(X0<X1):P(

Gini =20 — 1 = 2@ (%) ~1. (1.20)

Nyni k urceni vztahu K S a Gini staci z jedné z rovnic ((1.19) nebo ([1.20]) vyjadrit
D a dosadit do druhé. Tedy napiiklad D = /2! (%) a

1 Gini +1
KS=20 —& ' —=) ) —1.
(ﬁ ( 2 >)

Navic plati pfiblizna rovnost K S =~ gGim’, ktera je pomérné presna pro hodno-
ty Gini < 0, 6.

Pro zkouméani vzajemného vztahu koeficientu determinace a Giniho koefi-
cientu se nejvice hodi R? podle Efronovy definice, nebot plati R? ~ r?, kde
r = corr(Y, }A/) OvsSem v na$i situaci je tfeba si ujasnit, jak se vypocitd m(z),
RSS, T'SS. Podrobny postup lze nalézt v [4], pro predstavu se d4 postupovat
nasledovné

1. Pomoci Bayesovy véty bychom vypocetli 7(z) =P (Y = 1|X = z).
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2. Analogii RSS =3, m(x)>+32, (1 —7(x))? zavedli jako
RSS = /Bw(x)zgoB(x)dx—l—/G(l — 7(2))*¢q(z)dz.
3. Uplny soudet &tverctl, pak dostaneme jako specidlni piipad, kdy m(z) =
P(Y =1) =G aplati tedy TSS = BG*> + GB> =GB = G(1 - G).

Po apravach a vypoctech dostaneme:

G
G + Bexp ——xD)

_1__/ r(@)p

-1 (Gz’n2i+1)

m(r) =

Nyni sta¢i pouzit rovnosti D = /2® a dostaneme vztah mezi R?
a Gini. Jedna se o velmi komplikovany vzorec, a proto vyuzijeme aproximativnich
vztahlt R? ~ 12 a rg ~ 1/3G(1 — G)Gini odvozenych difve. Nyni by nas zajimal
vztah mezi rg a r. V knize [1] nalezneme, 7Ze v pfipadé, kdy (X1, Y1), ..., (X, Yy) je
vybér z regularniho dvourozmérného normalniho rozdéleni, plati priblizné rovnost
r ~ 2sin (£7g). S vyuzitim Taylorova vzorce dostaneme

r & 2sin (%7“5) = grs +o(ry) =~ rg. (1.21)

V préaci [4] byla tato pfibliznd rovnost ukdzana i na nasi situaci. Odtud vidime,
7e pro R? a Gini plati pfiblizny vztah

R? = 3G(1 — G)Gind®. (1.22)
Ponékud prekvapujici mize byt, Ze vztah vyznamné zavisi na G = P (Y =0)

a tedy pro nizkou ¢i vysokou pravdépodobnost tspéchu mutizeme dostat velice
rozdilné hodnoty koeficient@t R? a Gini.
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2. Giniho koeficient a koeficient
determinace

Jak jsme jiz uvedli, hlavni ukazatel vhodnosti modelu v linearni regresi je
koeficient determinace R2?. Podobné v logistické bindrni regresi se nejb&zné&ji pou-
ziva Giniho koeficient (Gini). Z tohoto divodu bychom radi rozsitili jejich mozné
definice i pro pripady, kde nejsou definovany.

2.1 Gini pro ordinalni vysvétlovanou promeén-
nou

V této casti uvedeme tii mozné definice Giniho koeficientu pro ordinélni vy-
svétlovanou proménnou Y a ukazeme jeho zakladni vlastnosti. Nejprve zacneme
s definici, kde budou hrat klicovou roli pozorované kategorie Y. V druhé pak jejich
poradi, coz nam umozni nalézt vztah ke Spearmanovu korela¢nimu koeficientu.
Treti bude zaloZzenad na rozsifené definici C-statistiky. Vlastnosti jednotlivych
Gini pro prvni dvé mozné definice budou velice obdobné, proto vyklad pfi druhé
z nich zkratime.

V modelu budeme predpokladat kédovani jednotlivych kategorii ¢isly od 0
do m. Déale nechf méme nezavisld pozorovéani y;, i = 1,....,n a kazda kate-
gorie je v nasem vybéru zahrnuta alespon jednou, symbolicky zapsano Vi €
{0,1,...,m}35 € {1,...,n} : y; = i. Uvazujme matematicky model, ktery se snazi
predikovat hodnotu ordinalni proménné y; na zakladé nespecifikovanych regreso-
ri. Vystupem modelu je redlné cislo s; nazyvané skore.

2.1.1 Gini pomoci hodnot y;

Stejné jako pro Gini u binadrni proménné nejprve sestrojime obdobu Lorenzovy
krivky a na jejim zdkladé definujeme piislusny koeficient. Na rozdil od Giniho
pro binarni vysvétlovanou proménnou definujeme pouze jednu distribuc¢ni funkeci.
Oznacme n;, ¢ = 0,1, ...,m pocet pozorovani, kdy y; = i, vzorcem zapsano n; =
> i1 Ipy,=i- Déle oznacme N = 7" i-n; = >0y a Ny = S¥ 7. Nyni
definujme funkci F' pfedpisem:

1
F(l’) = N Zl(foo,x](si)yia r € R.
=1

Povsimnéme si nejprve zakladnich vlastnosti funkce F. Pro x > maX;c(1,..n} Si
je hodnota F(z) = + Y7, y; = 1 a skoky (body, kde funkce F' neni spojitd) mo-
hou nastat v bodech s;, 7 =1,...,n.

K tomu, abychom mohli sestrojit analogii Lorenzovy kiivky, je potfeba zade-
finovat jesté jednu pomocnou funkci predpisem:

G) = =3 I sea(s1), (2.1

16



Spojenim bodi [0,0] a [G(s;), F(si)], kde i = 1,...,n dostdvame kli¢ovou kiiv-
ku (nazvéme ji L-kiivka) lezici uvnitf jednotkového Ctverce. Vétsi primykavost
L-krivky ke sténam ctverce, stejné jako u Lorenzovy kfivky, znamena lepsi diver-
zifika¢ni silu modelu. OvSem v naSem ptipadé pro dokonaly (resp. prevraceny)
model (tj. model, kde po usporadani hodnot y; dle velikosti skére s; budou sefa-
zeny od nejmensi po nejvétsi (resp. od nejvétsi po nejmensi)) bude mit L-kfivka
pravé m — 1 zlomt a to v bodech sy, ,k =0, ..., — 1. Tuto kfivku ozna¢me L;q
(resp. L_;q). Plochu mezi touto kfivkou a hranami jednotkového ¢tverce ozna¢me
K.

Velikost této plochy je:

1 (= n M
K=— ~N =Y a1 | = 2
TLN <Z (n % 2 )nz+1(2+ )) TLN,

kde M = 3"  (n — N; — ™), 1 (i + 1). Déle oznaéme plochu mezi L-kfivkou
a Lig (resp. L_;q) jako AUC (resp. A). Pak ziejmé plati AUC + A 4+ 2K = 1.

A proto definujme Giniho koeficient nasledujicim zptisobem:

2AUC
1-2K°

Gint=1—

(2.2)

Z definice vidime, ze Gini € [—1, 1], pficemZ hodnota 1 znamena dokonalou di-
verzifika¢ni schopnost modelu, naopak 0 zadnou.

0

0.81

0.6

0.4r

AUC

0.2 K

0‘.2 0‘.4 0‘.6 0‘.8 1‘.0
Obréazek 2.1: L-kiikvy

Nyni si ukdzeme, jak lze spocitat plocha AUC bez pouziti funkce F. K to-
mu si stac¢i vSimnout, Ze v piipadé zdmény hodnot skére s; a s;, prislusné prv-
ly; —il

kim y; a y; (y; < y;), se AUC zméni o hodnotu “4—"=. Klesne (resp. stoupne)
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v piipadé, kdy po zameéné bude s; < s; (resp. s; > s;). Pro i < j definujme
Py = s S 2= i e 1 m. Cislo P;; udava pocet skére od-
povidajici prvkim s hodnotou 7 vyssich nez skére odpovidajici prvkiim s hodnotou
j. Pak plochu AUC' spoc¢teme nasledovné

m j—1 .
Avc =Y Pu]NnZ (2.3)

7j=1 =0

Daéle odvodme shodnost definic Giniho koeﬁcientﬁ v pripadé binarni promén-

né y;. Prom = 1 vyjde K = 2% AUC’ = Pan a z toho
2P01

dostéavame Gint =1 — . Zbyva si uvedomlt Z
fem Lorenzovy kiivky. Coz je jisté pravda, nebot Se Jedna o shodny vyraz jako
(L.14). Tedy nase definice je opravdu konzistentni s definici Giniho koeficientu
pro binarni vysvétlovanou proménnou.

Dalsi vlastnosti Giniho koeficientu je moznost jeho vyjadfeni pomoci dil¢ich
Giniho koeficientii mezi véemi dvojicemi hodnot (i, 5), 4 < j,4,j € {1, ...,m}, které
oznacme Gini; ;. Pro pfedstavu si z usporadané n-tice skdre (s; < 59 < ... < sp)
vytvofime uspofadanou n; + nj-tici skére odpovidajici prvkiim s hodnotami ¢ a j
(81 < 83 < ... < 8p,4n,) a odpovidajici bindrni vysvétlovanou proménnou }7
S vyuzitim konzistence definic lze vyjadrit Gini;; = 1 — 2AUC;; = 1 — 2n

R ) L
-1 Tento vztah dosadime do (2.3)) a dostavame

ing’

tudiz Pi,j = n;n;

m  j—1

1—sz J—1
AC = 305 i LG
7=1 =0 Nn
o 2AUC 1 " U
Gini=1— ok 1-— m;;ninj(l _G’Lmz‘,j)(J — 1)
m j—1
m ZanJsz”(j —1).
j=1 =0

Povedlo se nam vyjadrit Giniho koeficient jako vazeny primér dilé¢ich Gine a vi-
dime, ze vétsi vyznam na hodnotu Giniho koeficientu maji predevsim dil¢i Ging
pro vzdalené a vice zastoupené kategorie.

Déle se inspirujeme v praci [4] a pokusime se odvodit podobny vzorec pro vy-
pocet Giniho koeficientu zalozeny na potradi. Sefadme hodnoty y;, i = 1,...,n
podle velikosti skére od nejmensi po nejvétsi a priradme prvkim jejich poradi
v tomto usporadani. Poradi prvku y; oznacme R;. Tedy jestlize je pro -ty pr-
vek s; nejmensi (resp. nejvétsi) bude R; = 1 (resp. R; = n). Pokud se néktera
skore shoduji, priradime vSem piislusnym prvkim primeérné potradi. V nasleduji-
cich vzorcich bude §,, znacit symetrickou grupu permutaci na n-prvkové mnozine.
Nyni definujeme

18



=1
n m—1 Niy1 1 1 m—1
meon T i=0 j=N;+1 i=0
(2.5)
n m—1 n—Np—i—1
IS S SRR
=1 =0 j=n—Np—;+1
1 m—1
=nN+ 5 z; (i 4+ Dnipa(ng + 1 — 2N;4), (2.6)
S S 1
Sy = M om Nty (2.7)

2 2

Hodnota S vyjadiuje diverzifikacni schopnost modelu, ¢im je S vyssi, tim
pfesnéjsi model mame. Maximalni (resp. minimalni) moznou hodnotou S je Sy
(resp. Sy,), coz odpovida situaci, kdy jsou vSechna pozorovani setfizena od nejmen-
s1 hodnoty po nejvétsi (resp. od nejvétsi po nejmensi). V obou piipadech jsou data
dokonale diverzifikovana, a proto pro S = Sjy; bude Gini =1 a pro S = 5, bude
Gini = —1, nebot se jedné o prevraceny model.

Klicové pro vyjadieni Gini pomoci vyse zminénych velicin je si uvédomit
rovnost Sy — S = Y, S Pij(j —i). Ta se dd dokazat napifklad indukc

podle poctu prohozeni » 7", Z?;& P, ;. Nyni jiz sta¢i dpravami odvodit vztah

Sy — Spm = (1 —2K)Nn a dostavame:

24UC XL NL PlG=i) _ Su—S _ S-5

o 2AUC _ |
Gini 1- 2K (1-2K)Nn Sar— Sm S — S

Vidime, Ze se jedna o rozsiteni vztahu pro ordinalni vysvétlovanou proménnou.

2.1.2 Gini pomoci poradi y;

Jinou moznosti jak zavést Giniho koeficient je pomoci poradi ndhodnych ve-
li¢in y;, nikoli pomoci jejich hodnot. Proto ozna¢me @); potadi prvku y; v uspo-
Fédané n-tici prvki y; dle velikosti, tj. Qi = § + 2271 ({—oow) (U5) + 51 i=y,)
Z?i:_ol n; + i(ny, + 1). Déle ozna¢me U; = Z;;}J nj+i(n;+1),7 =1,...,m
a N = @ Distribucni funkci F” definujeme néasledujicim zptsobem:

1>
F’(g;) = ﬁ Z ](_0073;](81')@1', r € R.
=1

Pomocnou funkci G zadefinujeme stejné jako v a L-kfivku dostaneme spo-
jenim bodu [0,0] a [G(s;), F(s;)], i = 1,...,n. L-kiivky pro idealni a pfevraceny
model ozna¢me L}, a L’ ,,. Znaceni pro dalsi klicové veli¢iny zstava obdobné,
viz obrazek (modelovano na stejna data jako diive).
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0.6
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AUC
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Obrazek 2.2: L'-kiikvy

Plocha K’ 1ze spocitat pomoci veli¢in U; jako soucet obsahti lichobézniku K’ =
S Do (nfUZ + 2n; Z;;t anj) = M. A obménény Giniho koeficient definu-
jeme jako
2AUC'
1-2K"

Klicovou plochu AUC" 1ze opét vyjadiit pomoci poc¢tu vSech prohozeni P, ; jako
AUC" = Z;nzl Z;(} P ; Ujv_,g . Ukazme, Ze i tato definice je konzistentni s definici
Giniho koeficientu pro binarni vysvétlovanou proménnou. K tomu staci spocitat,

-4 — 13 _ ! __ noni 1 Poa <1 __ o P ey 1yws

zeprom =1jel—-2K" =28 a AUC" = 335 atedy Gini' =1 2.=-. Jiz difve
Po1
noni

Gini' =1 —

jsme si rozmysleli, ze vyraz
konzistence dokazana.

odpovida plose pod Lorenzovou kfivkou, tim je

Diky této vlastnosti, lze Gini’ vyjadrit pomoci dil¢ich Giniho koeficient mezi
vSemi dvojicemi hodnot (i, j), i < j, 4,5 € {1, ..., m}. Pocet prohozen{ mezi prvky

nabyvajici hodnot i a j je Pi; = n;n; 17G;m”' a dostaneme:
1 & 11— Ginigy
AUO = N'n Z nlana]] - Uz)
j=1 i=0

1 m

j=1 i=0
1 "
j=1 i=0

Opét se jedna o velmi podobny vzorec jako v prvni definici, kde hlavni vliv na Gi-
niho koeficient maji diléi Gini;; pro vzdalené a vice zastoupené kategorie. Vy-
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hodou Gini’ je jeho neménnost na vytovoreni nové, méné pocetné kategorie, ¢i
slouceni méalo pocetnych kategorii, nebot hodnoty U; se zadsadné nezméni.

Pro vyjadieni Gini’ pomoci poradi je opét tfeba modifikovat definice veli¢in

(2.4), (2.5), (2.6), (2.7). Symbolem R; budeme opét oznacovat potadi skodre s;.

Zavedeme
S'=> RQ; (2.8)

N,
Zj ZU] = anUf, (29)

TESh Z
i=1 §=0 i=N;_1+1 j=0
n m anm,j,l m

Sy = min Y iQeiy =Y > iUn;=> nlUn-U;+1), (2.10)

i=1 §=0 i=n—Np,_;+1 j=0

S 1 1
2 2 < 2
7=0

Pro dokézani rovnosti Gini’ = 5/ bychom postupovali zcela analogicky.

Nejdiive algebraickymi Gpravami dokazah vztah Sy, — S/ = (1— 2K ! )N 'n a poté
indukci podle poc¢tu vsech prohozeni rovnost S}, — S’ = Z i1 ST PL(U; - U).
Poté jiz snadno dostaneme:

24UC" S - S} Shy— S
ini' =1 — = 0 =1-2-M — 2.12
Gini 1-2K S, -8 Sl =S (2.12)
ZZ 1 R Q'L . n+1
Sty — S

Zavedeni Giniho koeficientu pfes potfadi veli¢in y; umoznuje nalézt funkéni
!
zavislost mem Gini' arg. Pro vyjadfeni rg spoéteme () = 1 ZZ _oniUi = N — ntl

n 2
a proto nQ = S;. Dale Y1, Q7 = Y"1 n;U? = S}, coz umoziiuje Spearmaniv
korelac¢ni koeficient vyjadrit jako:
n EoYa) n( n+1
re = Y1 RiQi —nRQ B > iy RiQi —

¢ (Ci B = nR) (X1, @2 - ) y (Ziy B2 = R (8, - st

Tedy dostavame:

B S — 5% 12(Sh, — Sb)
rg = — Gini \/n(n )1 Gind', (2.13)

kde druha rovnost plati pouze, pokud jsou vSechna skore navzajem rizna.

Dalsi vlastnosti Giini’ (resp. Gini) je jeho invariantnost na linearni transforma-
ce poradi @; (hodnoty y;). Ta lze ukazat nejlépe ze vzorce (2.12)). Pokud zavedeme
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Q; = aQ; +b, pak S = Yoy R;Q; = b ", RiQ;+aS. Stejna transformace bude
i u ostatnich veli¢in, z ¢ehoz vyjde:

S-S by RQ;+aS—bYr RQ;—aSuy S-S

S;\/[ — S‘O (ISM + bZ?:l Rle - GS() - bZ?:l RzQz SM — Sm.

Diky této invariantnosti budou Gini a Gini’ shodné v piipadé, Ze vSechny katego-
rie budou stejné zastoupené. Pak totiz Q); = ing+ "OT“ a staci zvolit transformaci

Qi = (Qi — nOTH)niO = Yi-

2.1.3 Gini pomoci C-statistiky

Jelikoz pro binarni vysvétlovanou proménnou Giniho koeficient tizce souvisi
s C-statistikou, rozsifime jeji definici i pro ordinalni vysvétlovanou proménnou.
C-statistiku (C),) definujeme jako pravdépodobnost, Ze skére nahodné vybraného
prvku s hodnotou ¢ bude mensi nez skére ndhodné vybraného prvku s hodnotou
7, kde i < 5. V pripadé shody skdre zapocitame jednu polovinu. Zapsano vzorcem

1
Co =P (sk < silyr < ui) + QP(Sk = silye < y1)

> SO P (sk < silyk =4,y = 5) P (ye = i,y = )

P (yr < 1)
DY TP (sk=swk =15 =§)P k=1, y1 =)
+_
2 P(yr <)

S Y0 (P (s < silyk =ty = 4) + 5P (sk = silye = i, 01 = j))nin;

j—1
D e Do Mt

—1
2 2z Cignang
_ )
D i1 D iy Miny

Kde C;; jsme oznacili C-statistiku mezi prvky s hodnotami i a j. Fakt, Ze jak
Gini (Gini'), tak C,, se daji vyjadfit pomoci dil¢ich charakteristik, by mohl vést
k presvédcéeni o vzajemném pevném vztahu. Ten ovSem existovat nemuze, coz
ilustrujeme na nasledujicim ptikladé:

Necht mame dva modely, kde setfizené hodnoty dle skére jsou 3,0, 1, 2 pro prv-
ni model a 0, 3,2, 1 pro druhy model. Spoc¢teme Gini; = —%, Gini| = —%, C) = %
a Ginig = é, Giniy, = é, Cy = % z ¢ehoz plyne, Ze Gini ani Gini’ nemuze byt
funkci C-statistiky.

Obdobné po settizeni hodnot dle skore jinych modeld dostaneme 0,1,1,2,2,0
a 1,1,0,2,0,2 a charakteristiky diverzifikace vyjdou Gini; = }1, Gini} = i,
C, = % a Ginig = i, Giniy = i, Cy, = % A proto C-statistika nemize byt
funkci Gini ani Gini'. Tato skutec¢nost je diisledkem toho, ze C-statistika (oproti
Gini a Gini") hodnoti pouze, zda jsou odhadnuté prvky setiizené dle skére sprév-
né ¢i Spatné, nezavisle na rozdilu jejich hodnot.
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Z toho vidime, ze odlisny Giniho koeficient 1ze definovat na zakladé C-statistiky
nasledovneé:

>y S (QC’Z-]- — 1)nn; Z] ) sz”n n;
Zj 121 Onn] Zg 1Zz onlna

Pro binarni proménnou je i tato definice shodna s piivodni definici Giniho koefi-
cientu, jak je odvozeno v (|1.17)).

G’mz(; =20—-1=

2.2 Gini a koeficient determinace pro nominalni
vysvétlovanou proménnou

V této ¢asti zadefinujeme koeficient determinace R? a Giniho koeficient pro no-
minalni vysvétlovanou proménnou Y. Stejné jako vyse budeme predpokladat ké-
dovani jednotlivych kategorii ¢isly {0, 1, ..., m}. Necht mame nezévisla pozorovani
vi, ¢+ = 1,...,n a kazda kategorie je v nasem vybéru zahrnuta alespon jednou.
Vystupem matematického modelu nebude jedno ¢islo, ale vektor odhadnutych
pravdépodobnosti, ze Y patii do dané kategorie. Tento vektor oznacme Y. Te-
dy pro regresory odpovidajici nasim pozorovanim dostaneme 9; = (p;', ..., p;i"™),
kde é&sla p?, j = 1, ..., m znad odhadnutou pravdépodobnost, Ze i-ty prvek patii
do j-té skupiny.

Opét oznacme pocet prvki v j-té kategorii, ¢islem n;,j = 0,...,m. Giniho
koeficient definujeme pouze na zakladé spoc¢tenych g; a jejich slozek. Necht prvek
vi = 7,7 €40,...,m}, pak j-tou slozku odhadu g; porovname s j-tou slozkou vSech
ostatnich odhadii pozorovani, které nepatii do kategorie j. Pokud bude p;/ > pi’,
k # j zapocitame nf v pripadé opacné nerovnosti dany vyraz odecteme. Pti

rovnosti p;/ = pi’, k 7é J nepficteme ani neodecteme nic. Nyni jiz k samotné
definici:

Gini. = X sgn(pi” — ;")
; Jj= 17%753/] T My
Takto definovany Gini, nabyva hodnot v intervalu [—1,1]. Zaporné hodnoty
znamenaji prevraceny model v tom smyslu, Ze ¢im mensi je P tim vétsi je prav-
dépodobnost, ze y; = j. V pripadé idealniho modelu, kde p;¥* =1, i =1,....n
bude Gini = 1. Nyni se zaméfme na piipad, kdy m = 1. Ozna¢me s, = p;', pak
podle definice bude:

. 1 sgn(s sgn(s; — s
szn:ﬁz Z g( )+ Z 8 (n )

0

=1 \J,¥4:=0,y;=1 J,yi=1,y;=0
ng + Ny sgn sgn(s; — si) s
D> sgn(s; —si) = D, )
nino nony
zyz 0J,y;=1 5,y:=0 j,y;=1

Z ¢ehoz podle (1.17) bude pro m = 1 Gini pro nominalni a ordindlni vysvétlova-
nou proménnou stejny, pokud jako skére modelu zvolime hodnoty p;'. Pro m > 1
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jiz shodnost definic nemé smysl diskutovat, nebot neni jasné, jak zvolit skére
na zakladé odhadu g; = (p}, ..., p").

Pro ordinélni vysvétlovanou proménnou jsme odvodili vztah pro vypocet Gi-
niho koeficientu pomoci dil¢ich Giniho koeficientti mezi vSemi dvojicemi hod-
not (k,l),k < l,k,l € {1,...,m}. Tento pFistup pro nomindlni vysvétlovanou
proménnou ztraci smysl, nebot nemusi platit ekvivalence sgn(pj" — pj’) = 0 <
sgn(py’ — p;’) = 1. Proto uvézime pouze m + 1 Giniho koeficientii (Ginix) a to

mezi veli¢inami y* = I, i a sF = pF s Cetnostmi jevi nf = Y7 oF =
i lyi=k] ) ) 1 i=1J1

a nk =mn —ny. Jedna se o binarni proménnou y¥, ktera se rovna jedné v piipads,
ze jeji hodnota padne do k-té kategorie a skore rovné odhadu této pravdépodob-

nosti. Proto bude:
k
sgn(sy — sgn(pl — py)
D T T e PP Ok L LY
i,y¥=0j, yk 1 1,yi 7k J,y;=
A celkovy Gini, vyjadiime pomoci dil¢ich Giniy nasledovneé:

o sgn(pf — p¥ sgn(p — pf)
i, =13y S BICA) 15, 5 5 il

Ozyl k j,y;#k = 1,y £k Jy;=
1
n

Jedn3 se tedy o jakysi vazeny priamér jednotlivych Ginig, kde vahy jsou cetnosti
jevi y; = k.

Pro ordinalni vysvétlovanou proménnou je s Gini, tzce spojena C-statistika,
tu Ize velmi obdobné definovat i pro nominalni vysvétlovanou proménnou. A to
jako pravdépodobnost, Ze k-ta slozka odhadu nahodné vybraného prvku s hod-
notou riznou od k£ bude mensi nez k-ta slozka odhadu ndhodné vybraného prvku
s hodnotou k. V pripadé shody zapocitame l. Symbolicky zapsano:

C= P( y]<pjyj|yz7éyj)+ P( yjipyj‘yz#yj)

B ~  1+sgn(p” —p”)
__Z Z 2(n —ny,)

1=1 j=1y;7y;

7 tohoto vzorce vidime, ze plati vztah Gini,, = 2C — 1.

P1i snaze definovat koeficient determinace pro nominalni vysvétlovanou pro-
ménnou se inspirujeme v logistické regresi, kde jsme uvedli nékteré mozné definice.
McFaddentiv a Cox and Snelliiv koeficient determinace se daji zavést zcela analo-
gicky. Naproti tomu Efrontv koeficient je tfeba rozumné modifikovat, nebot nyni
nemame odhad Y dan jednim c¢islem, nybrz mame odhady jednotlivych pravdé-
podobnosti. Proto RSS bude soucet rozdili ¢tvercti slozek odhadu od indikatoru
jevu, ze Y patii do dané kategorie. Tedy

RSS = Z Z (ﬁ%k - ][yi:k})2 = Z Z (ﬁzk)2 —2 Z Z I[yi:k}p\ik + n.
i=1 k=0 i=1 k=0 i=1 k=0
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P1i pouziti nominalniho modelu bez vysvétlujicich proménnych budou jednotlivé
odhady pravdépodobnosti kategorie Y; dany nasledovné: p;* = “ok=1,...,m
A proto tplny a vysvétleny soucet ¢tverct jsou

n m n m m 2
n n n
7SS =33 (s = 2 = n =23 M+ )
i=1 k=0 i=1 k=0 k=0
n m n m m 2
- N « ng . n
BSS =) > (6" =7 =2_ > (") —QZZ—%“Z;’“-
i=1 k=0 i=1 k=0 i=1 k=0 k=0
Rozsiteny Efrontv koeficient determinace definujeme pomoci zavedenych veli¢in
jako
R — 1 - RSS — 1 - Z?:l Z;cn:() (ﬁlk B ][yi:k])2
Tss D i1 2 ko (Ly=r) — %)2

S pouzitim rovnosti vyse dostavame

ESS + RSS —TSS =2 (i Xm: P — Tymng) + Emj % En: (It — ) .

i=1 k=0 k=0 i=1

Pricemz pii pouziti logitového modelu a odhadu koeficientti pomoci metody
maximélni vérohodnosti plati: >0 | (Ij,—x — §i") = 0. Déle mame EIjy_y =
P (Y = k) a tedy prvni s¢itanec je ve stfedni hodnoté nulovy. Z toho plyne, Ze pii
velkém poctu pozorovani bude blizky nule. Celkové dostavame ptibliznou rovnost

TSS~ RSS+ ESS.

Pro m = 1 bude definice shodna s definici Efronova koeficientu determinace,
nebot (]320 - ][yz:o])2 = (ﬁbl - I[yiil})z a (n_r? - I[yiio})z = (% - ][yizl])2 a tedy

Z? 1 ( I[?h-”) —1_ Dict (151'1 — i) _ R2
Z? 1 (_ - I[yﬁl]) Z?:l (yi — %)2 ‘

Stejné jako pro Giniho koeficient vyjadrime koeficient determinace pomoci
m + 1 dil¢ich Rk opét mezi binarni proménnou [ (=K a pf = P(Y; = k). Tedy
RSS, =31, (5" — Iiyei)®, TSS = >0 (B — )2 a R = 1— gggk Celkovy
soucet ctvercu zjednodusime a vyjadiime reziudalm soucet ctverci v zavislosti
na R2 a T'SS. Jesté oznacme py = ok

R*=1-

Tk \2 Nk \2 i ; ; i
TSSk:nk(l——) +(n—nk)(0——) :’I’Lk—2—+——|————
n n n

2
n
an—ﬁznpk(l—pk)

RSSy, = (1 — R})TSSy = npr(1 — pi)(1 — R})
Po dosazeni téchto vztahéi do definice R? a snadnych algebraickych tipravach
dospéjeme k vyjadreni:

R2—1_ > ko BSSk 1 Do k(L —pi)(L = RY) >t pe(l — pi) R

> ko TS Sk S > heo k(1 — pr) B > i Pr(1 — p)
(2.16)
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Zrekapitulujme si vysledky, ke kterym jsme dospéli. Podafrilo se nam vyjadrit
Gini, i R? jako vaZené linedrni kombinace dil¢ich koeficienttl pro binarni promén-
né. Vztah (1.22)), ktery v nasem znaceni mé tvar Ri ~ 3pi(1 — px)Ginii, ndm
tyto dil¢i koeficienty dava do souvislosti. Pouzijeme-li tuto aproximaci m+ 1 krat,
dostaneme:

> heo Pr(1 — pi)
Bez dodatecnych predpokladi dalsi apravy neprovedeme, podivejme se ale na pii-
pad, kdy budou vsechny kategorie stejné zastoupené, tj. ng = ng, k = 1,...,m.

Pak n =nog(m+1) a py = mLH a vyjadteni z (2.17)) upravime do tvaru:

2 m o 2
k=0

Pokud budou hodnoty vsech dil¢ich Giniho koeficientti pfiblizné stejné, lze
vyraz z (2.18)) upravit na tvar:

s m -
R ~ 3mG’Ln’L.

Z kterého vidime, Z%e pii rostoucim poétu kategorii R? klesa, pokud dil¢i Giniho
koeficienty jsou piiblizné stejné.

Pokusme se jesté urcit pripady, kdy bude R? maximalni pti pevnych Giniy.
Nejprve se, ale budeme zabyvat tilohou ve zjednoduseném tvaru, tj. budeme fesit:

ZicoPh(L=p)” _ F®o, - Pm)
> ko Pr(L — ) e
za podminek 0 < p; <1Vi=0,1,...,m,

m
> _pi=1
=0
Spocteme parcialni derivaci funkce f podle i-té proménné:

(1= 20) (200 = ) Yo mi(l = p) = Yo pE(1 = i)’
(Cho (1 = pp))’ '
Ta se rovna nule, bud kdyz p; = % nebo 2p;(1 — p;) = f(po,--sPm). Z Cehoz

dostavame, ze 2p;(1 — p;) = 2p,(1 — p;). Jelikoz soucet vSech p; se rovna jedné,
plati bud, Ze:

maximalizovat

8pif(p07 apm) =

1. mzlap():pl:%

2. jedno p; = % a pro ostatni plati p;, = p; nebo p; = 1 — p;. Z podminek
omezenosti vSak druhé rovnost nema smysl, a proto p, = p; a jejich soucet
se rovna % Dosazenim tohoto bodu do rovnosti 2p;(1 — p;) = f(po, ---, Pm)

zjistime, Ze rovnost neni splnéna pro zadné m prirozené.
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Zkoumejme nyni body na hranici mnoziny M vyhrani¢ené nasemi podmin-
kami. Pro p; = 1 plati, Ze ostatni p; = 0, a tedy funkce f neni definovéana, ale
pro p; = 0 se nam funkce f zjednodussi a bude stejného tvaru jen v dimenzi
o jedna mensi. Pfi opétovném vypoctu derivace dostaneme stejnou tilohu, o které
jiz vime, ze ma jen jediné mozné feseni.

Jelikoz mnozina M neni kompakt musime jesté urcit limity v bodech ne-
spojitosti. Ty ovsem vyjdou nulové, a proto se maxima nabyva v bodech, kdy
pi = pj = 3 a funkéni hodnota je f(O,...,%,...,%,...,O) = 1. S vyuzitim toho-
to vysledku si jiz snadno rozmyslime, ze vyraz ED bude svého maxima na-
byvat pfi p; = p; = % a pr = 0, kde 7,5 jsou takové indexy, pro které plati
Gini? > sz? > Giniy, k € {0,...,m},k # j,k # i. V naSem piipadé ovSem
rovnost pr = 0 nemé smysl, nebot predpokldddme n; > 0. OvSem ze spojitosti
plyne, Ze maximalni hodnoty se bude nabyvat pro pfipady blizici se uvedenému
limitnimu. Proto R? pii pevném podtu kategorii vysvétlované proménné bude
maximalni, kdyz dvé marginélni cetnosti s nejvyssim Gini, budou zhruba stejné
a ostatni budou zastoupeny jen jednim jevem.

2.3 Vztah R? a Gini pro spojitou vysvétlovanou
proménnou

V této casti zadefinujeme Giniho koeficient pro spojitou vysvétlovanou pro-
ménnou. Necht Y je spojitd ndhodnd veli¢ina a X je ndhodnd veli¢ina majici roli
skoére. V praxi se miize spocitat naptiklad za pouziti odhadnutych parametra 3
jako z = @’3. Necht méme nezavisla pozorovani (1, 41), ..., (Tpn, yn). Pro zavedeni
L-ktivky se miizeme inspirovat u ordinalni vysvétlované proménné. Jelikoz bude-
me chtit vyuzit informace o jejich hodnotach, nabizi se nam dvé mozné definice.
Pokud bychom chtéli pouzit pifimo hodnoty y; neni jasné, jak pracovat se zaporny-
mi hodnotami. Proto nejpfirozenéjsi pristup bude pomoci poradi ); pozorovani
y;. Oznaéme N = > " Q; = @ a zcela analogicky jako pro ordinalni vy-
svétlovanou proménnou definujeme empirickou distribuc¢ni funkci ' a pomocnou
funkci G' predpisem:

1 n
F(z) = N Z [(—oo0)(7:)Qi,  ER
i=1

1 n
Glr) =~ > oo ().
i=1

Analogii L-kiivky dostaneme spojenim bodu [0,0] a [G(z;), F'(z;)], kde i =
1,...,n. Opét uvazime kiivky L;; (resp. L_;q) jako L-kfivku pro data setfizend
modelem od nejmensi po nejvétsi (resp. od nejvétsi po nejmensi). A pouzijeme
stejné znaceni tj. K bude plocha mezi L;; a hranami jednotkového ¢tverce a AUC
plocha mezi L-kiivkou a L;;. Oproti ordinalni proménné miizeme predpokladat,
ze vsechny hodnoty y;, ¢ = 1, ..., n jsou navzajem ruzné, protoze se jedna o vybér
ze spojitého rozdéleni. Velikost plochy K mutzeme obecné vyjadrit:

K:% (i (g—i—k(n—k))) - 2”6:;1.

k=1
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Samotna definice Gini je:

2AUC

1-2K°
Vidime, ze Gini € [—1,1]. K tomu, abychom mohli vyjadfit Gini za pomoci
pofadi R; prvku y; podle velikosti skére z; pouzijeme opét veliciny S = > | R;Q;
a jeji maximalni (resp. minimélni) mozné hodnoty Sy, (resp. S,,) a pramér jejich
hodnot Sy, které se daji upravit nasledovné:

Gint=1—

S, — zn:iQ _ n(n + 1)6(2n~|— 1)

=1
n

szzi(n+1_i):n(n+1é(n+2)

Sur+ S (n—|—1)2

So = P20 = (=

Vypoctem zjistime, ze Sy — S,, = "("2_1) = (1 — 2K)Nn. Stac¢i proto ovérit
rovnost AUC - Nn = Sy — S. Vypocet plochy pod L-kiivkou lze spocitat Jako

soucet pravouhlych lichobéznikt s délkami rovnobéznych hran 1 — Tl al-—~>

a Vyskou ykde j =R, a1=1,...,n. Tedy

- Qi Z?:l I[Rj =1] Qj )
AUC+K—Z(2NH+ —~ (n —1i)
=1

1 “Liy i Ir—aQ;
= — ]_ — J J — 1 - — R
1= o Z iQi

2n — Nn
1 (2Nn+ N <
AUC = — R; S S
Nn ( 3 ; Q) Nn( = S).
7 tohoto dostavame Gini = 1 — ?Agg =1-2 Siﬂf SS = Sif_fgo A jelikoz

Syu=Y1r R2=3" 0% aS; =nRQ vidime, 7e
S — 50 o Z?:I R;Q; — nm
Su=S T Q- 0@

Pti zavedeni Giniho koeficientu pomoci poradi hodnot y; se definice shoduje
se Spearmanovym korelacnim koeficientem.

Gini =

=Ts.

Jak jiz bylo zminéno, pro spojitou vysvétlovannou proménnou se nejcastéji
pouziva linearni regrese a jako ukazatel kvality modelu koeficient determinace
R?. V piipadé, Ze jeho hodnota je dosti nizkd (kolem 10%) povaZzuje se model
za nedostatecny. Ovsem pokud bychom jako hlavni diverzifika¢ni koeficient vzali
Gini, vznika otdzka, jaké hodnoty koeficientu determinace 22 mu budou odpovi-
dat v zavislosti na rozdéleni vysvétlované proménné. Asi lze obecné oc¢ekavat, ze
po zlepseni modelu a zvysSeni hodnoty jednoho z koeficientti, vzrostou i hodnoty
druhého. Otazkou je o kolik a na ¢em nartst zavisi.
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K tomu, abychom tento vztah mohli popsat ucinime nékteré predpoklady.
O rozdéleni veliciny X budeme predpokladat, ze ma norméalni rozdéleni s nulo-
vou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem, tj. X ~ N(0,1). Zdivodnéni
realisti¢nosti téchto predpokladii 1ze nélezt v [4]. Zminme jen, Ze je podstatné,
aby v modelu mély vSechny regresory podobnou vahu a byly na sobé nezavislé.

Dalsi predpoklad u¢inime o veli¢iné charakterizujici nepfesnost nasi predikce.
Oznacme ji € a opét predpokladame, ze ¢ ~ N(0,1). Poslednim z pfedpokladi
je nezavislost € a X.

Zvolme si spojitou distribu¢ni funkci F', ktera bude distribuc¢ni funkci vysvét-
lované proménné. Déle parametr r € [0, 1], ktery bude vyjadfovat jak dobrou
predikci je X. Zadefinujeme pomocnou néhodnou veli¢inu Z = rX + /1 — r2e.
Z véty o konvoluci plyne, ze Z bude mit norméalni rozdéleni a snadnym vypoctem
zjistime, ze EZ =0, var Z =1, tedy Z ~ N(0,1).

Nyni polozme Y = F~1(®(Z)) a pro distribu¢ni funkci Y, plati:

Fy(y) =P (F1(®(2) <y) =P(®(2) < F(y)) =P (Z <@ '(y)) = F(y).

Z odvozeného vztahu dostavame shodnost distribu¢nich funkei F(z) = Fy(z).
Odhad néhodné veli¢iny Y pomoci X urc¢ime jako podminénou stfedni hodnotu:

Y = E[Y|X] = E[F;}(®(2))|X]. (2.19)

Pro zjednoduseni této podminéné stiedni hodnoty vyuzijeme nezavislosti X
a ¢ a dostaneme integral:

E[FyHR(rX + V1 —12))|X = 2] = E.(F, (®(ro + V1 — r2))
— /_ FoH®(re + MG))go(e) de.

o0

Pro vypocet tohoto integralu je potfeba znalosti distribu¢ni funkce Fy. Jelikoz
integrand obsahuje distribuc¢ni funkci normalniho rozdéleni, pro vétsinu typi roz-
déleni veli¢iny Y bude tfeba tento integral pocitat numericky.

Nez se pustime do vypocti odhadi veli¢iny Y na zakladé znalosti jeji distri-
bucni funkce, podivejme se na vztah Gini mezi velicinami X a Z amezi X a Y.
Veli¢inu Y jsme vyjadiili pomoci Z jako Y = F~1(®(Z)) = f(Z). Distribu¢ni
funkce jsou rostouci a tudiz i /! je rostouci, slozeni dvou rostoucich funkci bude
opét funkce rostouci. Kdyz budeme mit ndhodny vybér z rozdéleni Z a vypocteme
odpovidajici veliciny Y, bude usporadani prvki podle velikosti stejné. Disledkem
toho bude Spearmantv korela¢ni koeficient (resp. Gini) stejny mezi X a Z a mezi
XayY.

Veli¢inu Z jsme definovali specifickym zpisobem nejen kviili tvaru jejiho roz-
déleni, ale také abychom znali jeji korelaci s velicinou X.

corr (X, Z) = corr (X,TX +V1-— T‘2€> = rcorr (X, X) + V1 —r2corr (X,€) =r,

V posledni rovnosti jsme vyuzili nezavislost veli¢in X a e. S vyuziti vztahu (|1.21])
dostaneme pfibliznou rovnost mezi korela¢nim koeficientem r a rg. Celkové tedy

corr (X, Z)=r=rg(X,Z) =rs(X,Y) = Gini.
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Nyni budeme chtit dostat vztah mezi Gini a R?. K tomu musime uréit od-
had veli¢iny Y. Ten bude zavisly na rozdéleni Y a jeji distribu¢ni funkci Fy.
Zvlast si rozebereme piipad, kdy Y ~ N(0,1), nebot ten je specificky. Tedy
Y =& 1(®(Z)) = Z a odhad z bude:

A

Y =E[Z|X] =rX.

Predpokladejme, Ze mdme nadhodny vybeér (X, Y1), ..y (X0, Yy). Vime, ze Y; =
rX;++v1 —1r2¢ aodhad Y; = rX;. Spocteme rezidualni a celkovy soucet Ctverctl.

RSS =3 (V=Y =) (VI-rPa) =(1-r")3 d
TSS = i (Y; —Y)* = i (rX; = X) + V1—1r2(e; — §))°

n

:rzz(xi—7)2+zrm2(xi ~X)(e -8+ (1 —rz)Z@,. —e)?

(2.20)

Z vlastnosti normélniho rozdéleni a konzistence odhadi X a £ 37" | (X; — X)?
plyne, ze %RS S — (1—7?), s.5. Déle se podivejme na soudet z prostfedniho ¢lenu
vyrazu ([2.20))

i=1 1=1

Vyuzitim nezavislosti X; a ¢; dostaneme E X;¢; = E X;E¢; = 0. A z Kolmogoro-
vova silného zakonu velkych ¢sel, viz [1], plati, ze = >°7" | X;e; — 0, s.j. Celkov
jsme odvodili, ze

RSS LRSS )

SELCE . .
TS5 ipgs "

R?=1

Pro dostateéné velki n tedy plati aproximativni vztah R? ~ r? ~ Gini?.

Pro jiné nez normalni rozdéleni tento zptisob odvozeni nebude mozny, nebot
funkce f nebude identita. Pokusime se ov§em numericky vy¢islit jednotlivé odha-
dy a koeficient determinace R?, ktery nasledné porovname s r%. K tomu zvolime
nésledujici postup: Nagenerujeme nahodné hodnoty €, ..., €, a 1, ..., 2, z N(0, 1).
Spoc¢teme mozné hodnoty Z jako z;, = rx; + v/ 1 — r2e;, z kterych pomoci funk-
of Fy'l a @ uréime y;, = Fy'(®(24)). Vypocéteme odhady 7; = %Z}Ll Yi ke
i =1,...,n a primér vSech hodnot y = -= 3" S ¢, ;.. Déle spocteme rezidu-
alni a celkovy soucet ¢tverci nasledovné:

RSS = % Z Z (yir — Z)i)2>

k=1 i=1
1 m n
2
TSS = g E (yir — )~
mn :
k=1 i=1
Poté jiz snadno uréime R* =1 — £33 p¥i pevném 7.
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Celkové jsme tuto metodu aplikovali na Sest riznych rozdéleni a pro ove-
feni i na rozdéleni normalni. Pro néktera rozdéleni zavisla na parametru vyjde
pro riizné hodnoty parametru R? stejné. Jedna se o ptipady, kdy lze mezi témito
rozdélenimi prechdzet pomoci linearni transformace. Pro nédzornost si to predved-
me na piikladu, kdy Y ~ N(u,0?). Vime, ze W = % ~NO,1)aY =p+oW.
Pak Y = E[Y|X] = 4 0E [W|X], a tedy

m n

m n 2
RSS = % Z Z (b + ows e — (p+ oiy))? = % Z Z (wig —;)*.

k=1 i=1 k=1 i=1

Analogicky bychom upravili T'SS a po zkraceni o2 je rovnost dokazéana.

Pro vypocet jsme zvolili m = 250 a n = 1000. Pfedpokladali jsme, ze pro niz-
ké hodnoty r bude platit aproximativni vztah R? ~ cGini?, a proto jsme hledali
konstantu ¢ ~ %;2 Nejdiive uvedme prvni sadu rozdéleni, u kterych nam vyslo,
ze plati aproximace R* ~ Gini®. V tabulce uvedeme rtizné hodnoty r (=~ Gini)
a konstantu c¢ ziskanou jako primeér ze t¥i vypocti. Pro vSechna z uvedenych roz-
déleni je hodnota ¢ nezavisla na parametrech. Oznaceni jednotlivych parametri

je stejné jako v knize [I].

r 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
N(u,0?) | 1.031 1.030 1.028 1.026 1.022 1.019 1.014 1.010 1.005
R(a,b) |0.954 0.955 0.955 0.956 0.959 0.963 0.968 0.976 0.987
Lgc(a,b)! | 1.045 1.043 1.039 1.034 1.028 1.022 1.016 1.009 1.004
Ex(A) 0.919 0.923 0.927 0.933 0.939 0.946 0.955 0.966 0.980

Dalsi zkoumané rozdéleni byla lognorméalni LN(a, b), paretovo Par(a, b) a beta
rozdéleni Beta(a, b). Kazdé z nich je zavislé alespoii na jednom parametru. Proto
ty, na kterych je vztah Gini a R? zavisly oznadime hvézdickou. Uvedeme t¥i
tabulky, kde v prvnim fddku budou rizné hodnoty parametru (resp. parametri)
a v prislusnych bunkach priblizna hodnota ¢ pocitana jako priimér z hodnot
podilu ¢, = & pro r € {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5}.

LN(a,b%) | 0.1 05 1 2 3
¢ 0990 0917 0.662 0.197 0.0872

U Lognormélniho rozdéleni pro vysoké hodnoty parametru b se ¢, nezvysuje
monoténné, ale nejprve se zvysujicim se r2 klesaji a poté skokovité vzrostou.

Par(ax,b) | 3.1 4 5 6 10
c | 0.594 0.680 0.731 0.762 0.813

U paretova rozdéleni jsme volili nejmensi a = 3.1, aby byl definovan alespon
treti moment. Ve vSech zkousSenych pripadech hodnoty c, rostly monoténné.

Toto rozdéleni je zavislé na obou parametrech. Z predchozich ptikladi se zda,
ze s rostouci Sikmosti hodnota ¢, klesa. Proto jsme jednou zvolili hodnotu a = b,

! gc(a,b) znadi logistické rozdéleni s parametry a,b
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Beta(ax, bx) \ (4,2) (55.35) (5050 3000

202 20
c 10954 0.629  0.349

nebot poté vyjde Sikmost nulova. Déle si uvédomime, Ze pro piipad a = b = 1
se z beta rozdéleni stane rozdéleni normalni. Vysledky ukazuji, ze pfinejmen-
sim zalezi i na jinych faktorech nez jen na Sikmosti. Pii hodnotach parametri
(a,b) = (35 3005) Se jedna o rozdéleni velmi podobné alternativnimu s p = 0.9.
P1i pouziti aproximace (|1.22]) vyjde, ze hodnota ¢ ~ 0.27. Vidime tedy, ze vy-
sledky si navzajem neodporuji.

Shriime si néktera rozdéleni do tabulky, kde uvedeme, Sikmost (a3), Spicatost

«aa a odhadnutou hodnotu c.

a3 iy C

N(p, o?) 0 3 1
R(a,b) 0 2 0.956
Ex()) 2 9 0.680
Par(4,0) 7.071 nedefinovano 0.956
Par(5, b) 4.648 73.80 0.731
Par(6, b) 3.810 38.67 0.762
LN(a,0.1) | 0.302 3.162 0.990
LN(a, 1) 6.185 113.9 0.662
LN(a, 2) 4144 9.2-10°  0.197
Beta(4,2) | -0.467 2.625 0.954
Beta(, ﬁ) 0 1.065 0.629
Beta (555, 5005) | -2-846 9.111 0.349
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3. Ilustrace

3.1 Data ”Cheese”

Data ” Cheese” obsahuji vysledky experimentu testovani chuti ¢tyf riznych sy-
rl, kterd jsou na internetu volné ke stazeni (cheese-tasting experiment(McCullagh
and Nelder, 1989)). Nahodné vybrani jedinci byli pozadani ochutnat jeden ze ¢tyt
riznych syri a ohodnotit jejich chut od 0=siln4 nechut az k 8=excelentni. Ziskané
udaje lze shrnout do tabulky, kde v prvnim sloupci je uveden typ syru a V prnim
fadku hodnoceni. V jednotlivych buiikach jsou udany pocty lidi, ktefi dany syr
ohodnotili pfislusnym cislem.

Cheese | 0 1 3 4 5 6 7 8
A o0 1 7 8 8 19 8 1
B 6 9 12 11 7 6 1 0 O
C 11 6 8 23 7 5 1 0
D O 0 0 1 3 7 14 16 11

Pii zbézném pohledu miizeme odhadnout piiblizné poradi oblibenosti jed-
notlivych syrt, nejoblibenéjsi se zda byt D nasledovan A,C,B. Sestrojime model
snazici se predikovat chut syru podle jeho typu. Tedy vysvétlovand proménna Y
bude deviti Groviiova a vysvétlujici proménnou X zakédujeme do tii dummy pro-
meénnych Xp, X¢, Xp, kde Xp =1 pro typ B a Xg = 0 pro jiny typ. Analogicky
definujeme X a Xp.

Pro fitovani pouzijeme ordinalni model proportional odds. Testem zjistime,
ze predpoklad shodnosti sloupcovych koeficientti neni v rozporu s daty. Pro kom-
pletnost pripomenme, ze logity jsou definovany tak, aby pii kladném koeficientu
B; a zvyseni hodnoty x; byla zvySend pravdépodobnost, Ze Y; padne do vyssi
kategorie, tj.:

logit(P (Y; < kl|z:)) = aw — 280 — %icBe — i pPp-

Pro vypocet ordinalnich Giniho koeficient by nam stacilo znat pouze odhady
koeficientt 5. Ovsem pro zajimavost vypocteme i Giniho koeficient pro nominal-
ni vysvétlovanou proménnou za pomoci odhadnutych pravdépodobnosti stejnym
modelem. Proto uvedeme i odhady koeficientt «.

BB‘/E)C‘BD‘@O‘&l‘d2‘d3‘@4‘645 ‘da‘éw

-3.35 | -1.7T1 | 1.61 | -5.47 | -4.41 | -3.31 | -2.24 | -0.91 | 0.044 | 1.55 | 3.11

Skore spocitame z odhadnutych koeficientti Bi, tedy s; = zci’,é = :ci,BBB +
%,CBC + ;, pBp. Vidime ze v celém souboru se budou vyskytovat jen Ctyfi rizné
hodnoty skoére serazené podle ocekavani: sp < s¢ < s4 < sp, kde s; znaci skore
syru typu ¢. Nyni spo¢teme Giniho koeficienty podle ¢ty moznych definic.

Gini  Gini'  Ginic  Gini,
0.7184 0.7153 0.5781 0.4674
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K vysvétleni vyssich hodnot Gini a Gini’ oproti Ginic se podivame na tabul-
ku dil¢ich Giniho koeficientii. Z té je vidét, ze velmi vysoké hodnoty se nachézi
zejména u vzdalenych kategorii, které maji v pfipadé prvnich dvou koeficientti
vyssi vahu. Nizka hodnota Gini, je zptusobena velkym poctem kategorii, mezi
kterymi nebereme v potaz ordinalitu. Tedy porovnavame vzdy prislusné pravdeé-
podobnosti pro hodnoty navzajem rtzné, nikoli usporadané dle velikosti.

Gina 0 1 2 3 1 5 6 7
1 |-0.0429

2 0.233 0.274

3 0.492 0.522 0.304

4 0.725 0.756 0.520 0.162

5 0.719 0.739 0.586 0.332 0.218

6 0.952 0.959 0.885 0.670 0.620 0.312

7 0.994 0.996 0.966 0.834 0.800 0.536 0.312

8 1.00 1.00 0.996 0.938 0.904 0.705 0.571 0.280

Tabulka 3.1: Tabulka dil¢ich Giniho koeficienti

Zkusme nyni rtizné kategorizovat vysvétlovanou proménnou Y. Budeme vzdy
shlukovat sousedni kategorie, mezi kterymi je logicky vztah. Tuto novou pro-
ménnou oznacime Y;, ;. kde m je novy pocet kategorii a ¢isla i; znaci pocet
shluknutych kategorii nové oznacenych jako j. Tedy naptiklad trojhodnotovou
proménnou, kterd vznikne slouc¢enim kategorii 0,1,2,3 na 0, 4,5,6 na 1 a 7,8 na 2,
oznacime Y} 3 5. Podivejme se na ¢iselné hodnoty koeficientii pro rtizné kategori-
zace.

Yori1112 Y3202 Yiaa  Yiis  Yios Y333 Yys Y54

Rt Rk bbbt Rk 1454

Gima 0.7172 0.7198 0.7020 0.6907 0.7081 0.7372 0.6774 0.702
Ginit' 0.7151 0.7176 0.7019 0.6927 0.7095 0.7370 0.6774 0.702
Ginic 0.5853 0.6408 0.6891 0.6489 0.6535 0.6937 0.6774 0.702
Giniy, 0.4667  0.5304 0.6606 0.6475 0.5874 0.5799 0.6774 0.702

Tabulka 3.2: Tabulka dil¢ich Giniho koeficienti

Prvni véci, kterou zminime jsou velmi podobné hodnoty Gini a Gini'. Pro li-
bovolna seskupeni se lisi nejvice o necelé tii tisiciny. Také vidime, Ze se jejich
hodnoty pfi zménéach kategorii prili§ nelisi, nebot obecné lepsi diverzifikace mezi
skupinami je kompenzovana ztratou vzdalen€jsich kategorii, mezi kterymi model
rozlisuje lépe a jsou hodnoceny vice. A tedy pfi snizeném poctu kategorii mohou
i klesnout. Naopak Ginic s klesajicim poctem kategorii roste. To, Ze se hodnoty
koeficienth mohou pii niz$im poctu kategorii i snizovat se zda byti jako jejich
nevyhoda, nebof pfi snizeném poctu kategorii nepozadujeme tak presnou predik-
ci vysvétlovanné proménné. OvSem musime mit na paméti, Ze nase data vznikla
seskupenim dat predchozich, a tim padem jiz logicka vzdalenost mezi kategoriemi
nemusi byti tak dobra. Napriklad pfechodem z ptivodni vysvétlovanné proménné
Y na Yy ;4 budeme hodnotit stejné odpovédi 0 a 3, mezi kterymi uz je pomérné
velky rozdil.

Také hodnota Gini,, zpravidla roste a je nizsi nez ostatni koeficienty. Z toho
je vidét, ze informace o usporadani je cenné a je vhodné ji vyuzit.
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Na zavér se zabyvejme myslenkou, ktera definice Gini pro ordinalni promeén-
nou je idealni. Mezi Gini a Gini’ je velmi drobny rozdil, 1ze spise doporucit Gini’,
jehoz hodnota se méni malo pfi slouceni, ¢i odebrani malo pocetnych kategorii.
Ginic v sobé skryva informaci o celkovém poctu dvojic, kde usporadani hodnot
odpovida usporadéani skére. Proto lze doporuéit pracovat vzdy s dvojici Gini' (¢i
Giini) a Ginic, nebof ndm poskytne jednak informaci o celkovém uspofadani, tak
informaci o uspotradani vzdalenéjsich kategorii.
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3.2 Data ”Program choice”

Na webové strance http://www.ats.ucla.edu/stat/R/dae/mlogit.htm je vol-
né stahnutelny dokument obsahujici informace o 200 studentech, ktefi nastoupi-
li na stfedni skolu a vybirali si mezi programy general, vocational a academic.
Koncept uceni téchto tii odvétvi je rozdilny u general se studenti zdokonaluji
ve vSech zakladnich predmétech. Vocational program se zaméfuje na konkrétni
odborné ¢innosti, v podstaté mohou byt velmi rozdilné od kadernictvi az po rtizné
montérské ¢i zednické prace. Academic se soustfedi na predméty jako matema-
tika, fyzika ¢i programovani. Pro pro predstavu jejich preferenci se podivejme
na marginalni ¢etnosti zvolenych skupin.

Ng Ny ng‘ n

105 50 45 | 200

Tabulka 3.3: Relativnich ¢etnosti proménné prog

V uvedenych datech se vyskytuje celkem dvanact proménnych. My si vybe-
reme jen nékteré z nich, u kterych predpokladame, Ze budou mit vétsi vliv na
uvedena rozhodnuti. Proménné, které pouzijeme pii vytvareni modelu, shrime

do tabulky:

nazeV popis typ proménné
prog zvoleny program 3 kategorialni nominalni
ses ekonomické situace studenta | 3 kategoridlni ordinalni
schtyp skola vefejna ¢i soukroma 2 kategorialni nominalni
score | vznikne sectenim skére z testl spojita
z read, math, write, socst

Tabulka 3.4: Proménné zahrnuté v modelu

K odhadu zvoleného programu pouzijeme model multinomické regrese. Te-
dy vysvétlovana proménna bude prog a jako referen¢ni skupinu zvolime acade-
mic. Vysvétlujici jsou uvedené v tabulce vyse, jen zminme, Ze proménnou ses
zakédujeme pomoci dvou dummy proménnych. Vsechny regresni koeficienty vy-
svetlujicich proménnych vysly vyznamné na pétiprocentni hladiné vyznamnosti.
Pro prehlednost si uvedme jednotlivé odhady regresnich koeficienti vysvétlujicich
proménnych. Rozeberme nyni jednotlivé odhady. V obou pfipadech vyssi skore
z testld znamena zvySenou pravdépodobnost volby programu academic. Podobné
tomu tak je v pripadé typu skoly, kde soukroma skola naznacuje volbu academic.
Odhadnuté koeficienty u ses;, a sespiqae Ukazuji, ze hiife situovani studenti da-
vaji prfednost academic pred general. OvSem pfi porovnavani vocation a academic
vidime, Ze zde neni monotonie dodrZena, nebot nejvyssi je odhad koeficientu u re-
gresoru SeSmiddle-

Dale pro vsechna pozorovani ur¢ime odhadnuté pravdépodobnosti, které pou-

zijeme pro vypocet Giniho koeficientu a koeficientu determinace, jejichz hodnoty
jsou shrnuty v tabulce spole¢né s Gini,, Ginigy, Gini,, coz jsou Giniho koeficienty
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typ programu odhadnuty koeficient
general intercept 2.594
score -0.016
ses =low 0.808
ses =middle 0.581
schtyp =public 0.560
vocation intercept 6.372
score -0.037
ses =low 0.133
ses =middle 1.152
schtyp =public 1.849

Tabulka 3.5: Tabulka odhadnutych koeficient v modelu

pro binarni proménné typu Y, = Ijyro9—academic] @ skérem s{ = |5(Y = academic).
Také si povS§imnéme, Ze opravdu plati priblizna rovnost RSS + ESS ~ TSS.
Gini  Gini, Ginig  Ging,
0.519 0.576 0.248 0.643

R® R R® R’ | RSS ESS RSS+ESS TSS
0.192 0.252 0.0350 0.259 | 98.78 2292  121.70  122.25

Vidime, Ze pomérné nizkd hodnota Gini, (resp.RS) zasadné nesnizi celkovy
Glini (resp. R§)7 nebot studentt, kteii zvolili program general, je nejméné a tim
padem méa nejmensi vliv. Pomérné velka hodnota GGini naznacuje, ze zpravidla od-
hadnutéa pravdépodobnost Y = i pro prvky v i-té kategorii je vyssi nez pro prvky
z jiné kategorie. OvSsem nedava nam zadnou informaci o koncentraci jednotlivych
odhadti pravdépodobnosti. Pti pohledu na histogram odhadt pravdépodobnosti
vidime velké rozdily. Odhady volby academic jsou pomérné rovnomérné rozdeé-
lené, oproti tomu u vocation je velka frekvence nizkych hodnot a pro general
se nejvice odhadu vyskytuje v intervalu od 0.2 do 0.3 a prakticky nepiekroci 0.4.
Z toho lze zdvodnit nizsl hodnotu R?, nebot rozdil (§} — Ijpreg,—g)* bude velmi
podobny rozdilu (22 — Ij,00,—¢))%. Ukazatel Giniy nam déva informaci o tom, Ze
vychylky od priiméru jsou spravné jen v néco malo vice nez poloviné ptipadi.
Jesté si spoétéme aproximace R? pomoci Giniho koeficientti. Spo¢tené hodnoty
jsou velmi podobné hodnotam pfesnym, zadna z nich se od skutecné nelisi vice
nez tii setiny.

Na tomto prikladu jsme ilustrovali, ze pro podrobnéjsi analyzu modelu je
dobré spocitat i diléi koeficienty Gini a R?, které nam daji pfedstavu o proble-
mati¢nosti urceni jednotlivych kategorii.
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2 (1—pg)%Gini?
3(1 —pg)ng’an2 3Zk:a,v,gpk(1 pk) G k

.9
3(1 _pa)paG?’nZ g Zk:avgpk(l_pk)

a

3(1 — p,)p,Gini?

v

0.248 | 0.0321 | 0.233 | 0.182

Tabulka 3.6: Tabulka aproximativnich vztahd pro R?
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Obrazek 3.1: histogram pravdépodobnosti prog=academic
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Obrazek 3.2: histogram pravdépodobnosti prog=general
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Obrazek 3.3: histogram pravdépodobnosti prog=vocation

38



Z.avér

V této praci jsme se nejdfive vénovali riznym druhim regrese. Byl popsan
linearni, logisticky, ordinalni a multinomicky model. Nastinili jsme interpretaci
odhadnutych koeficientii a zavedli pojem Sance a pomér Sanci.

Byly zavedeny bézné pouzivané koeficienty hodnotici kvalitu modelu, ¢i jeho
diverzifika¢ni schopnost. Mezi nimi koeficient determinace R? a jeho upravena
verze tzv. korigovany R? v piipadé linedrni regrese. v logistické regresi byla za-
definovana Lorenzova kiivka a z ni vychazejici Giniho koeficient a Kolmogorov-
Smirnovova statistika. Zabyvali jsme se vztahem Giniho koeficientu k jinym po-
uzivanym charakteristikdm diverzifikace jako je C-statistika ¢i Spearmantv ko-
relacni koeficient rg. Pravé za pomoci posledné jmenovaného lze za predpokladu
norméalné rozdéleného skére vyjadiit aproximativni vztah mezi Gini a R?, ktery
je silng zavisly na parametru G = P (Y = 1) a plati R? ~ 3G(1 — G)Gini®. Tedy
pfi pevné hodnoté Giniho koeficientu R? klesé s klesajici pravdépodobnosti G.

Stézejni druha kapitola obsahuje tii rizné definice Giniho koeficientu pro or-
dinéalni vysvétlovanou proménnou. Dvé z nich jsou zalozeny na modifikaci Loren-
zovy krivky a berou v potaz rozdily mezi namérenymi hodnotami. Tteti z nich
vyuziva rozsirenou definici C-statistiky a kvantifikuje pomér spravné sefazenych
skére podle hodnot vysvétlované proménné. VSechny tii definice jsou konzistent-
ni s definici Giniho koeficientu pro binarni proménnou. Na zakladé teoretickych
poznatkt a ilustrativniho prikladu bychom doporudili pouzivani zejména Gini’
a Ginie, kde jejich srovnanim ziskame informaci o diverzifikaci predevsim vzdale-
néjsich kategorii. Duivodem upfednostnéni Gini’ pred Gini je jeho nizka variabi-
lita pfi vytvoreni ¢i odebrani nové malo pocetné kategorie. Dalsi jeho vyhodou je
navaznost na definici Giniho koeficientu pro spojitou vysvétlovanou proménnou.
Koeficient determinace pro tento typ proménné zaveden nebyl, jelikoz odhad vy-
svétlované proménné je dan odhadem jednotlivych pravdépodobnosti a tedy ztraci
prirozenou ordinalitu.

Pro nominélni vysvétlovanou proménnou byl definovan Giniho koeficient a ko-
eficient determinace R? na zékladé odhadnutych pravdépodobnosti padnuti do da-
né kategorie. Teoreticky byl odvozen a na ptikladu ilustrovan pfiblizny vztah
TSS ~ RSS + ESS. Byly zavedeny binarni proménné, které vzniknou z nasich
dat seskupenim vsech kategorii az na jednu. Poté oba nové definované koeficienty
vyjadieny jako vazeny prumeér odpovidajicich koeficient pro binarni proménné.
Bylo zjisténo, Ze R? bude maximalni, kdyz dvé kategorie s maximalnimi dilé¢imi
Giniho koeficienty budou kazda obsahovat zhruba polovinu vSech pfipadii a ostat-
ni kategorie budou zastoupeny jen jednim pozorovanim.

Pro spojitou vysvétlovanou proménnou byl zaveden Gin: opét pomoci modifi-
kované Lorenzovy krivky a bylo zjisténo, ze pti zvolené definici vyjde shodné jako
Spearmanntv korelacni koeficient. Za pfedpokladu normalné rozdélenych skére
a nepresnosti predikce byl sestrojen model, pomoci kterého jsme zkoumali vztah
R? a Gini®* = r%. Pro srovnéani s vysledky prace [4] jedno ze zkoumanjch roz-
déleni bylo beta rozdéleni s koeficienty nastavenymi tak, aby bylo velmi blizké
alternativnimu. Ziskané vysledky si navzajem neodporovali.

V ilustrativni ¢asti byly na dvou ptikladech aplikovany modely multinomické
a ordinalni regrese a spocteny hodnoty zadefinovanych koeficientti.
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