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Abstrakt: Tato praca popisuje Statistické testy, pouzivané pri rieSeni otazky, ¢i je
populédcia v Hardyho-Weinbergovej rovnovahe. Konkrétne popisuje exaktny test,
x? test, x? test s opravou na spojitost, modifikovany x? test, modifikovany y? test
s opravou na spojitost a test pomerom vierohodnosti. Tieto testy riesia otazku,
¢ sa dany nahodny vyber da popisat trinomickym rozdelenim, ktorého pravde-
podobnosti st tvaru paa = 02, pa, = 20(1 — 0), paa = (1 — 0)2. Niektoré testy st
vyhodnejSie na pouzitie nez iné. Pri simulacii pre velkost populéacie 100 jedincov
sa najvhodnej$§im javi modifikovany x? test. Odhady sily testov pre x? test a
test pomerom vierohodnosti tiez vykazuju velmi dobré vysledky v porovnani s
ostatnymi testami, ale ¢o sa tyka odhadu hladiny testov, javia sa v niektorych
pripadoch antikonzervativne.
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Abstract: In this paper, we describe various tests used to determine deviations
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x? test with and without continuity correction, the conditional y? test with and
without continuity correction and the likelihood ratio test. These tests explore the
question whether a random sample has trinomic distribution with probabilities
paa = 0% pa,=20(1 —0), pea = (1 —0)>

In this work, we simulate data of sample size 100 and we estimate the probability
of type I error and the power of the tests. In this case, we get the best results
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Uvod

Hardyho-Weinbergova rovnovaha je princip vyuzivany v populacnej genetike. Je
to idealny stav, ktory sluzi ako zaklad k zifovaniu a meraniu zmien v populacii.
Hardyho-Weinbergov zédkon bol odvodeny na sebe nezavisle matematikom G. H.
Hardym a fyzikom Wilhelmom Weinbergom v roku 1908.

Z biologického hladiska tento princip tvrdi, Ze pravdepodobnosti vyskytu aliel a
genotypov zostavaji konStantné z generacie na generaciu. Rovnovaha moze byt
poruSend ak:

e parenie nie je ndhodné,

e nastavaji mutacie,

e velkost populécie je obmedzen4,
e nastava tok génov.

V mojej praci sa zaoberam pripadom diploidnych jedincov (kazdy jedinec méa dve
alely) a génmi, ktoré s uré¢ované dvoma alelami.

Predmetom tejto prace je popis Statistickych testov, ktoré sa pouzivaja pri ove-
rovani, ¢i sa pravdepodobnosti vyskytu genotypov v populacii lisia od pravde-
podobnosti v pripade splnenia Hardyho-Weinbergovej rovnovahy. Prvé kapitoly
takéto testy — konkrétne exaktny test, x? test spolu s roznymi modifikiciami a
test pomerom vierohodnosti — popisuju a overuji opravnenost ich pouzitia v da-
nej situdcii. Posledna kapitola je venovand odhadovaniu hladiny a sily testov a
grafickému znazorneniu niektorych uvedenych testov.



1. Multinomické rozdelenie

Definicia 1.1. UvaZujme n réznych nezdvislijch pokusov. Pri kaZdom pokuse na-
stane prave jeden z k javov a pravdepodobnost, Ze nastane jav i je p;, 0 < p; < 1,
1 =1,...., k. Oznacme X; pocet pokusov, v ktoryjch nastal jav i. Potom zdruZené
rozdelenie ndhodného vektoru (X1, Xo, ..., Xx)' nazgvame multinomické. Oznacu-
jeme ho M(n,py,pa,...,pk) a plati:

n!

° T1 Tl
—pit.p
xq) ) k

P(Xl = LEI,XQ = T9, 7Xk: — xk) —

prex; =0,...,ni=1,...kazxi+..+z,=n
Dalej zavedme oznaenie X = (X1, Xo, ... X)) ap=(p1,p2, s D)

Veta 1.1. Predpokladajme, Ze X md multinomické rozdelenie X~ M (n, p). Zvol-
me 1 <l <k. Plati:
a) margindlne rozdelenie velicin Xy, ..., Xy je dané vzorcom

P(Xl = 7y, ,Xk = .Tk)
n!

- (1 — oy — .. —
xl'xk'(n — Ty — ... — xk)'pl Py, ( 2/ pk)

n—x;—...—Tk

b) podmienené rozdelenie velicin X, ..., X;—1 za podmienky X; = x;, ..., Xy = xj
je dané vzorcom

P(Xl = T, ...,Xl_1 = X1 ’ Xl = Iy, ,Xk = l’k)

-1 z;
:(n—.l’l—...—l'k)!l—[( Di >
x1!x_q! 1—p— ... —pp

=1

kde v; =0,1,...n—x;— ... —xp, i =1,... =1 axy+..+x =n.

Dékaz. a) Pouzijeme multinomicky rozvoj.

n!
P(Xl = T, 7Xk = xk) = Z ﬁp:flpik
L1 Lt
Tl Tl—1
— l Lk T -1
n xl!...xk!(n—xl—...—xk)!pl -+-Pg Z o1l 2] p1 Dy
T1yeesl—1 -

_ n' Zy L n—x;—...—Tk
o) I Pi Py (p1+ ... +2i-1)

x;xk(n — T — ... l‘k)
= n! p;”"'pik(]' —p = — pk)n—zl—...—mk

il xgl(n —x — ... — xp)!

Pricom v sumach scitavame cez vSetky také x1,...,7;,_1, pre ktoré plati
1+ ...+ 1=N—2T —...— Tg.
b) z Bayesovho vzorca plynie

P(X1 = T, ...,Xl_l = Tj—1 | Xl = Iy, Xk = :L‘k)

o P(X1 = T, ~-~>Xl—1 = -1 N Xl = 7y, ,Xk = J?k)
P(Xl = xy, Xk = ZL‘k)




Z Casti a) teda plynie:

P(X1 = T, m;Xl—l = -1 | Xl = Iy, Xk = l’k)

n! L L ol (n—x;— ... —xp)!
I LR U 5% (L — pr— o — pr) i
xilxp n' o pltpr (L —p— ... — pi)
_(n— $l —xp)! 1 ( >xl
T ! H L—pr— . —
Veta 1.2. Nech X je ndhodny vektor s multinomickym rozdelenim X ~ M(n, p).

Potom platia nasledujice rovnosti:

EX; = np;, 1<i<k
varX; = np;(1 — p;), 1<i<k
COU(Xian) = _npipja 1 S 7/7] S k,Z #]

Dékaz. Zvolme Iubovolné i,7 =1,...,k
Z vety 1.1 vyplyva, ze P(X; = x;) = :E'!('/:Lix)!pfi(l — ) i =1, k.
Z toho vypoctom zistime:

EX; = Zzu ‘pll—pl)

(n_ 1)‘ -1 n
RO v L

= Np;

-1)—(1-1)

z binomického rozvoja.

EX le—l l'n )'pz(l—pl)

- —2)!
(n ) ~2(1 _ pi)(n—Q)—(l—2)

= n(n—1p; T2 ((n—2)— (- 2" (

=n(n — 1)p;
EX?=EX;(X; — 1)+ EX; =n(n— 1)p? + np;
varX; = n(n — 1)p} + np; — n’p; = np;(1 — p;)
Definujme X;; := X; + X;. Potom plati:
var(Xi;) = n(p; + p;)(1 — pi — )

var(X;;) = var(X; + X;) = var(X;) + var(X;) + 2cov(X;, X;)
= npi(1 — p;) +np;(1 — p;) + 2cov(X;, X;)



7 toho vyplyva:

2cov(X;, Xj) = np; — np; — 2npip; — np; — p? — np; +np? —np; + np?
cov(X;, X;) = —np;p,

]

Uvazujme vyber z populacie s genotypmi AA, Aa, aa. Oznaéme pocet jedin-
cov s genotypom AA ako X a4, s genotypom Aa ako X4, a s genotypom aa ako
Xua- Predpokladajme, ze X = (X a4, Xaa, Xaa)' je ndhodny vektor s trinomickym
rozdelenim a s pravdepodobnostami p = (paa, Paa, Paa)’ - Potom z predchéadzaji-
cich viet plynie:

EXaa=npaa
EXAa = NPAa
EXaa = NPaa

varXaa = npaa(l —paa)

var X g4a = nPaa(l — Paa)

varXao = npaa(l — Paa)
cov(Xaa, Xaa) = —NPpaaPaa
cov(X a4, Xaa) = —NMPAAPaa
cov(X aa, Xaa) = —NPaaPaa

Pocet aliel A a a moézeme popisat nahodnymi veli¢inami X4, X,, nech X4 uda-
va pocet aliel A a X, udava pocet aliel a. V pripade nezavislého zdruzovania,
tj. aj v pripade, Ze populacia spliiuje Hardyho-Weinbergovti rovnovahu mozeme
rozdelenie tychto ndhodnych veli¢in popisat binomickym rozdelenim s pravdepo-
dobnostami py =0 ap, =1—0, tj.:

2n!

Talz,!

P(XAZZEA,XaZZL’a): QIA(l—g)xa,

kde 2n je pocet génov vo vybere z populacie a z4 + x, = 2n. Populacia je
v Hardyho-Weinbergovej rovnovahe ak paa = p% = 02, pas = 2papa = 20(1 — 0),
Paa = pg(l - 0)2

V dalsich kapitolach budeme testovat, ¢i je dana populacia v Hardyho-Weinbergove;j
rovnovéhe, tj. testujeme nulovii hypotézu Hy : paa = 6%, pag = 20(1 — 0), paa =
(1 —0)?2, voci alternativnej hypotéze, ktoré je definovana nasledovne: H; : aspoil
jedna z nasledovnych nerovnosti je splnend paa # 0%, paa # 20(1 — 0),pea #
(1 — )2, resp. nulovti hypotézu Hy : p%, = 4paaPaa vOCi alternativnej hypotéze
P4y 7 4Pa4aDaa. V druhom pripade vieme testovat Hy voéi jednostrannym alter-
nativam: Hy : p%, > 4p44Daa> T€SP. P4y < 4DAADaa-



2. Exaktny test

Majme populaciu v Hardyho-Weinbergovej rovnovahe. V kapitole 1 sme odvodili
pravdepodobnost, 7Ze alela A sa za n pokusov vyskytne vo vybere x 4-krat:

2n!

Talz,!

P(XA:xA,Xa:xa): 6“(1—0)%,

Podmienena pravdepodobnost javu Xaa = a4, Xae = Tae, Xaa = Taq za pod-
mienky X, = x4, X, = z, bude:

P(Xaa=2a4,X40a = Ta0,Xaa = Taa | Xa =24, X, =1,) (2.1)
n! . ralzal 1
— AATAag Taa 22
I’AA'an|xaa'pAA pAa paa 2n‘ pilzlApga ( )
_ n! 0 Aa Talzal
iL‘AA!an!ajaa! 2n!

Bez ujmy na obecnosti nech 4 < x,. Potom zo vztahu x4 = 2244+ 4, vyplyva,
7e x4 je parne prave vtedy, ked x4, je parne. Tuto informéciu vyuzijeme neskor.
Potrebujeme zistit P-hodnotu testu.

a) Jednostranné testy

P-hodnotu ur¢ujeme ako sucet vSetkych pravdepodobnosti (2.1) vhodnych situ-
acif za predpokladu, Ze x4 je pevné. V pripade, ze H; : p4,(0) < 4paa(0)pa.(6),
ziskame P-hodnotu ako Pp = P(Xa, < Taq | X4 = x4, X4 = x,). Tto hodnotu
moZeme ziskat ako stucet pravdepodobnosti (2.1), kde pocet aliel A a a zostéava
staly, pocet heterozygotov j bude mensi alebo rovny ako x4, a poCet homozygo-
tov AA bude splhovat x4 = 244+ J. f)alej pri vypoc¢toch musime brat do tvahy
parnost, resp. neparnost 4.

Podobny postup sa pouziva pri H; : p%,(0) > 4paa(0)paa(6), pre P-hodnotu plati
Py = P(Xaq > Taq | Xa = x4,X, = 2,). Podobne ako v predchadzajicej situ-
acii Py ziskame ako sucet pravdepodobnosti (2.1), kde pocet aliel A a a zostéva
staly, pocet heterozygotov j bude vacsi alebo rovny ako x 44, pocty homozygotov
budi spliovat podmienku x4 = 2x44 + J.

b) Duvojstrany test

P-hodnotu moézeme definovat dvoma spésobmi. Prvy sposob vyuziva jednostran-
né testy uvedené vyssie. Vyberieme mensiu z P-hodnot a ti prenasobime dvoma.
Ak by v8ak obe P-hodnoty boli vicsie ako %, P-hodnota dvojstranného testu by
bola vic¢sia ako 1, preto v nasledovnom vyraze zavadzame konStantu %: P-hodnota
bude mat tvar P = 2min{1/2, Pp, Pg}. V tomto pripade bude mat dvojstranny
test dvojnasobne velku P-hodnotu ako jednostranné testy.

Pri pouziti druhého sposobu vypoctu ziskame P-hodnotu ako stacet pravdepodob-
nosti rozloZenia vSetkych genotypov, ktorych pravdepodobnost je meng$ia alebo
rovné pravdepodobnosti skuto¢ného rozlozenia. Ozna¢me mozny pocet heterozy-
gotov za podmienky, ze x4 a z, st pevné ako j, cez ktoré budeme sé¢itovat. Potom
7 musi spliovat:

P(Xaa =244, Xaa = Taa, Xaa = Taa | Xa =124)
Ta—J
2

Tg— ]

> P(Xaa = 5

>XAa :jaxaa =

|XA:£EA)

10



Oznacéme

N = {])xA - 2JZAA +j7xa = 21‘(1(1 +j7xAA +] + oo =N
ANP(Xaa=xa4a,Xaa=Taa, Xaa = Taa | Xa =24)
> P(Xaa=12a4,X40 =7, Xoa = Taa | Xa =24)}

Potom P-hodnotu ziskame ako sucet:

PO‘:ZP(XAA:xAAaXAa:j,Xaa:xaa’XA:;L’A)‘

JjEN

11



3. Testy 2 pri neznamych
parametroch

Uvazujme néhodny vektor (Xi,..., X;) s multinomickym rozdelenim s pravde-
podobnostami (p1, ..., px)’. Predpokladajme, ze pravdepodobnosti py,...,ps, zévisia
na nejakom parametre 0 = (01,....,0,,), p1(0) + ... + pe(0) = 1, 0 < p; < 1,
1=1,...k.

Odhadnime parameter § metodou maximélnej vierohodnosti:

Definujme
n!

—xlﬂ!pl(Q)“...pk(é’)“)

Il'l'

L(0) :=1In (

Potom plati:

k
n!

Z retazového pravidla vyplyva:

IL(0) _2’“: i Opi(0)
80j i1 pZ(Q) 0@

RieSenim rovnic

k
3 nb) _ (3.1)
i1 pl(e) 893

pre j = 1,...,m dostavame odhad parametru # metédou maximalnej vierohod-

nosti.

Dalej ozna¢me

k 2
2 [X; — npi(0)]
x“(0) .= —_
O =2 =0
Veta 3.1. Bud m < k — 1 a nech pre vsetky 0 z nedegenerovaného intervalu

© C R,, a pre vsetky p; platia nasledujiice predpoklady:

(1) p1(0) + ... + pr(0) = 1.
(2) Ezistuje také ¢ > 0, Ze pre kazdé i = 1, ..., k plati p;(0) > 2.

{5’) Pre kazdéi =1, ...,k md funkcia p;(0) spojité derivdcie 8?—9(89) a % pre s,t =
)
(4) Pre M = (—%ﬂ@)k plati, Ze h(M) = m.

Xm

Nech sii mozné vijsledky ndhodného pokusu Y rozdelené do k nezlucitelnyjch sku-
pin a predpokladajme, Ze pravdepodobnost toho, Ze vysledok prislicha skupine i je
P =pi(0Y,....0°), kde 0° = (07, ...,6°) je vnitorngm bodom intervalu ©. Nech x;
urcuje pocet vysledkov prislichajucich k i-tej skupine, tj. po n opakovaniach nd-
hodného pokusu Y plati ;| x; =n.

Potom rovnice (2.1) maji prdive jeden systém rieSeni 0 = (04,...,0,) taky, ze 0
konverguje k 0° pre n — oo. Po dosadeni 0 md velicina X2(6~n) asymptoticky
Xi_,._1 rozdelenie pre n — 00.

Doékaz. Cramér (1946). O
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Majme populéciu s genotypmi AA, Aa, aa, ndhodné veli¢iny X 44, Xaq, Xaq &
pravdepodobnosti paa, Paa, Pae definované v kapitole 1. Predpokladajme, Zze po-
pulacia je v Hardyho-Weinbergovej rovnovahe. V tejto situacii si pravdepodob-
n0Sti Paa, Paa, Paa ZéVislé na nejakom parametre 6 a to sposobom, ze paa = 02,
Paa = 20(1 —0), paa = (1 — 0)%. Z predpokladov 3.1 plynie, Ze m = 1, t.j. 0 je
jednorozmerné.

V tomto pripade ma x%(f) tvar:

[Xaa — npAA<0)]2 [(Xaa — npAa(é))]2 [Xaa — npaa(e)]2

“(0) = 3.2
x(6) npaa(f) npaa(0) NPaa(6) (3:2)
_ [Xaa =08 [Xag—200(1—0)]  [Xea —n(1—6)7]
B nb? 2nf(1 —0) n(l—6)2
Pri odhadovani 6 metédou maximalnej vierohodnosti dostavame rovnicu:
Xaa Xaa Xoa
———p44(0) + Do (0) + Paa(@) =0, 3.3
paa @O o (3.3)
tj.
Xaa XAa Xua B
2 B 8—1—9<1_0)(1—20)—2(1_0)2(1—9)—O

Z toho dostavame odhad 6, = % Overme predpoklady vety 3.1:

Predpoklad (1): plati uz z definovania problému.

Predpoklad (2): Z definicie multinomického rozdelenia vieme, 7ze 0 < p; < 1
pre i € {AA, Aa,aa}. Z toho plynie, ze 0 < 6 < 1 a predpoklad (2) je splneny.
Predpoklad (3): Prvé a druhé derivacie maja tvar:

Paa(f) =26, Plaa(0) = 2(1 —20), Paa(0) = —2(1 —0)

p;,lA = 27 lea - _47 pga =2

Prvé derivacie su teda linearne funkcie spojité na (0, 1) a druhé derivacie su kon-
Stantné, teda aj spojité na celom intervale (0, 1).

Predpoklad (4): Vieme, 7e m = 1, tj. M = (p/44(0),0'4,(0),0.,(0)) = (20,2(1 —
20), —2(1 —0)) a M je teda nenulovy vektor. Z toho vyplyva h(M) =1 = m.

Z 3.1 plynie, ze x?(6,) z (3.2), kde 0, je riesenie (3.3), ma asymptoticky x? roz-
delenie pri n — oo.

V praxi sa ¢asto vyuziva x? test s opravou na spojitost, z dovodu, ze multinomické,
teda diskrétne rozdelenie aproximujeme rozdelenim x?, ¢o je spojité rozdelenie.
Rozdelenie y? s opravou na spojitost bude mat tvar:

X2 _ (| XAA — npaA | _C)2 + (| XAa — NPAa ’ _0)2 + (| Xaa — NPaa | _C)Q
nPpAA NP Aa NPaa

kde za ¢ volime najcastejsie hodnoty 0,5 alebo 0,25.
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4. Modifikovany x? test

Uvazujme populaciu v Hardyho-Weinbergovej rovnovahe ako v kapitole 3. Pred-
pokladajme, Zze x4, z, si pevné. V kapitole 2 sme odvodili, Ze pravdepodobnost
javu Xaa = a4, XAq = Taa, Xaa = Taa za podmienky X4 = x4, X, = 7, je:

nlxalzal 0 Aa

P(Xaa =224, Xa0 = Tag,; Xaa = Taa | Xa =24, Xo =2a) = 211w 4217 40! 44!
L AAL Ag-Laa-

Pomocou tohto vzorca sme schopni vypocitat podmienené stredné hodnoty
EXaa | Xa=24,Xo =24, E[Xaa | Xa =24, X, = 24],
E [Xaa | XA = anXa = xa]-

Pocitajme:
nlrale,! o4
ElXaa [ Xa=@a Xo = 2] = Z 2n!$AA!$Aa!$aa!xAA2
TAAT AasTaa
_ nra(xs —1) Z (n—1)Nza —2)lx,! o a
2n(2n — 1) (2n — 2)(z a4 — D)z ag!xeq!
xAAy(anfl)yxaa
M
_ $A<IA — 1)
2(2n — 1)
nlagle,!
ElXao | Xa= , Xo = Tg) = a2zAa
Ko [ Xa =24 Tal Z Qn!xAA!an!xaa!IA
TAAX AasTaa
_ 5 Talq Z (n—l)!(xA—l)!(xa—1)!2$Aa_1
2n(2n — 1) (2n — 2)lwan(Taa — 1)zy!
CEAA,(IAQ*].),xaa
M
. T AL
 (2n—1)

Pricom v oboch pripadoch v prvej sume sc¢itavame cez vSetky xaa, Taq, Taa,
pre ktoré plati: £ a4 + T a4 + Toa = n a v druhej cez vSetky x a4, Taq — 1, Taq, pre
ktoré plati: aa+2aq—14+Toe =n—1, 24 = 2044+ T aq, Ta = 2Xqq+ T aq. SUMaA *
je rovna jednej, kedze s¢itame cez vSetky mozné pravdepodobnosti trinomického
rozdelenia.

Rovnako ako pre E[Xua|Xa=24,X,=2, by sme odvodili:
EXao | Xa =24, X, = 2] = Gt

Pomocou podmienenych strednych hodnot vyjadrime novy odhad 6* parametru
0, pricom vyZadujeme aby (0*)? = nFE [Xa4 | X4 = x4, X, = 7,]. Preto ma 0*
tvar 6* = ,/%ﬂ“__&).

Dokazme, ze:




Staci ak dokazeme, ze 24 2, B(resp. 2 2 ).
n—o00 n—o0
X 42
E|0— —
‘ 2n
60X X2 N0
—E (> 244 24 ) nox
n (2n)?
X _1 2 n—o0
Elg— 24 BNy
2n—1

Z tohto vyplyva, ze 0 L s 0a0r —L5 0. Teda § a6 sa asymptoticky ekviva-
n—oo n—oo
lentné.

Poznamka 1. Veta 1 plati pre vietky asymtoticky normdlne a asymptoticky efek-
tivne odhady parametrov.

[3, str.506/

7 Poznamky 1 plynie, Ze modifikovany x? test méa pre n — oo asymptoticky
X7 rozdelenie.
Podobne ako v x? teste aj tu moZeme pouZit opravu na spojitost. Potom modi-
fikovany 2 test s opravou na spojitost bude mat tvar:

(| Xaa =npaa(07) | =¢)* (| Xae =1paa(67) | =0)* | (| Xaa = 1Paa(67) | )"
npaa(0*) npaa(6) MPaa(6*)

Y

kde c je zvycajne 0,5 alebo 0,25.
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5. Test pomerom vierohodnosti

V predchadzajicich kapitolach sme odhadli parameter # metdédou maximalne;j
vierohodnosti. Teraz tito metédu vyuzime k odhadu pravdepodobnosti paa, Paa,
Paa VO vSeobecnom pripade:

n! -
AA o LAaLaa
lpAA Paa Paa >

L*(pAA7pAa7paa) = ln (ﬁ
TAA LA Lgq-:

Vyuzime metodu Lagrangeovych multiplikatorov s podmienkou paa + paa + Paa —
1 = 0. Definujme G(paa,Paa;Paas A) := L*(Daa; Paas Paa) — A(Paa+Paa+Paa — 1).
Méame rovnice:

8G _ Zbﬁ = 0
Opaa baa

8G _ T Aq —A=0
apAa PAa

oG T

=1 _\=0

8paa paa

0G

~ — a aa_lzo
B\ DAA + DA + P

Riesenim dostdavame maximalne vierohodné odhady pravdepodobnosti paa, paa,
Paa:

A TAA ~ T Aa ~ Laa
PaA = 5 Paa = y Paa = 5 A=n (51)
n n n

Veta 5.1. (Zehnaova— Princip invariancie pre mazimdlne vierohodné odhady) Ak

0 je mazimdlne vierohodny odhad parametru 6, potom wu(0) je mazimdlne viero-
hodnyym odhadom parametrickej funkcie u(0).

Dékaz. Andél(2011). O

Zo Zehnaovej vety vyplyva, Ze v nasledujicej vete mozeme pouzit Tubovol-
ni, vzajomne jednozna¢ni reparametrizaciu pa4, Paq, Paa- V tomto pripade je
vyhodné pouzit reparametrizaciu:

paa(f,0) = 0%+ f(1—0)0 :

Paa(f,0) = 2(1 = f)O(1 = 0) (5.3)

paa(fae):(]'_Q)Q_’_fe(l_e)v 4
kde f € (—1,1), 8 € (0,1) N (%,ﬁ) Testujeme hypotézu Hy: f = 0 vodci
alternativnej hypotéze Hi: f # 0. Za platnosti nulovej hypotézy odhad parametru
0 je 0 = 32 a pre odhady funkcii paa(f,0), paa(f,0).paa(f,0) plati:

Paa(f.0) = paa(0,0) = (%)2
ﬁAa(fv 0) = pAa(O’ é) -

T ATq
ool F,0) = paa(0.8) = (32

2n2
2n
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Vo vSeobecnom pripade maji maximéalne vierohodné odhady paa(f,0) = pAA(f, é),
)

Paa(f,0) = paa(F,0), baa(f,0) = paa(f.0) funkeii paa(f,0), paa(f.0), paa(f.0
tvar ako v (5.1).

Veta 5.2. Predpokladajme, Ze {f(z,a),a € Q} je requldrny systém hustot s Fis-
herovou mierou informdcie, g je skutocnd hodnota o a nech platia nasledujice
predpoklady:

(i) Nech Q C R,,, m > 2 ktory obsahuje taky otvoreny interval w, Ze skutocnd
hodnota parametru o patri do w.

(ii) Nech X = (X1, ..., X)), kde X; su nezdvislé, rovnako rozdelené ndhodné veli-
¢iny s hustotou f(x,a) vzhladom k nejakej o-koneénej miere .

(11i) Nech M = {x : f(xz,a) > 0} nezdvisi na «.

(iv) Nech pre ay,aq € Q2. Potom f(x,0q) = f(z,a2)[p] & a1 = as.

(v) Existuje derivacia: ﬁ%, pre skoro vsetky x € M, pre vsetky o € € a pre
vsetky 1,7,k =1,.

(vi) Pre vietky o € Q platz fM (r,a)du(z) =0,4,7=1,..m

(vii) Pre vSetky i, j, k =1,....,m emstuyu Junkcie Myji(x) > 0 tak, Ze Eqy M (X) <
00 a

P n f(x,a)
Oay Oa;0ay,

pre vSetky o € w a pre skoro vsetky x € M.

(viii) Nech matica J(«) je spojitd v bode a = «.

Nech 1 <k <m. Oznacme 7 = (ay, ..., ), ¥ = (Qpy1, o, ). Predpokladagme,
Ze testujeme hypotézu Hy : 7 = 19. Oznaéme & = (7/,v))" mazimdlne vierohodny
odhad parametru o, ktory nie je zdvisly na Ziadnych ingch podmienkach, &y =
(70, %1) mazimdlne vierohodny odhad parametru 0 za podmienky, Ze plati nulovd
hypotéza a nech o z bodu (viii) md tvar ag = (75,97

Potom:

< M;jx(z),

LR* = 2[L(&y) — L(&@)] % 12

Dékaz. Andél(2011). O

V nasej situacii budia mat odhady &;, a; tvar:
~ N\/
& = (f.9)
- ra\’
a; = (0, —)
: < 2n

Overme predpoklady vety 5.2

Predpoklad (i): Polozme Q = {(f,0); f € (—1,1),0 € (0,1)N (_—]} f)} Zvolme
€ > 0,0 > 0 dost malé, tak aby mnozina w = (—¢,¢) x (0’ — 0,6 + §) bola pod-
mnozinou mnoziny €2, kde 6" je prava hodnota parametru 6 v prlpade e f=0
(tj. plati & = \/paa). Tym mame predpoklad (i) overeny.

Predpoklad (ii): Predpoklad plati, kedze uskuto¢iujeme nezéavislé ndhodné vy-
bery z trinomického rozdelenia M(1,paa, PAa; Paa)-

Predpoklad (iii): DAA(f,0)"44paa(f, 0)" 4 paq(f, €)% ** nadobuda len klad-

Z'AA'JJA' 244! . . .
né hodnoty pre vsetky f,0 € w, tj. mnozina M je nezavisla na f, 6.

Predpoklad(iv): Ozna¢me F(f,0) := m(92 + fO(1—0))"4(2(1— £)o(1 —
0))%4a((1 — 0)* + fO(1 — 6))%=. Nech pre vSetky trojice T4, T aq, Taq plati
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F(f1,01) = F(fa,00)

Potom vhodnou volbou trojic a4, T Aq, Tae ziskame:

0% + f101(1 — 01) = 05 + f20,(1 — 6,)
(1= 02+ f100(1— 1) = (1 — 02)> + folo(1 — )

Z druhého vyrazu vyjadrime:

J1(1 = 01)01 — fo(1 —02)0 = 01(1 — 61) — 02(1 — 6s)

Po dosadeni do prvého vyrazu vieme odvodit, ze #; = 6, a z tohto f; = f5. Druhéa
implikacia, ktora tvrdi, ze ak 6; = 0y a fi = fo potom F(f1,01) = Ff2,05 je
zrejme pravdiva.

Predpoklad (v): Pre x4, Taq, Taq dost velké (napr. z44 > 3, aq > 3, Taq > 3)
tretie parcialne derivécie vyjdu ako linearne kombinacie sti¢inov mocnin nejakych
funkcii f a 0. Tieto funkcie st tvorené suc¢tami sacinov prvkov f, 0, 1 — f, 1 —6,
pripadne ich mocninami (o tomto sa mozeme presved¢it napriklad programom
Mathematica). Takéto vyrazy s definované pre vietky f,60 € w.

Predpoklad (vi): Z vety o zdmene sumy a derivacie vyplyva:

| File. s 0@ = Y Fian s a). 1.0

TAATAasTaa

= ( Z Ej((xAAaxAmxaa)?f? 0))

TAATAasTaa

— 1// :O,

pre i,j € {AA, Aa,aa}.
Predpoklad (vii): Vypocitajme parcialne derivacie funkcie In F' podla f a 6:

0 RV TAA T Aa T Aa
= Tarraceyt e Taoe
xaa Iaa
Ta-e tazerp Y
0? TAA TAA T Aa T Aq
&ﬁmF:"m"w+fu—ﬂ»ﬂ1_ﬂ2_92_(y—m2
x(l(l xaa
“aoer aoargard Y
o3 o %AA TAA T Aa T Aa
g I F =2 +2(9+f(1—8))3(1_f)3+2 3 _2(1—9)3

xaa xaa
“2a_gp T razosgepd TV

TAA T Aq Taq
Imp=— T4 _g_
it Iy T r ) A Rl w7 L

82 _ TAA )2 T Aq Laa 2
g nF = ((9+f(1—9))2(1 9)+(1—f)2+(1—9+f0)26>
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3
F— TAA (1 B 9)3 _9 T Aa Taa

R oy TG E -7 Pa—e+ o
82 o —TAA Laa

arae M T a0 T =0+ 0r
(93 Y W F=9 ( J'AA(l—G) _ l‘aae )

20072 G+ f1—0) (1—06+f0)7

03 B zaa(l = f) Taa(l — f)
g =2 <<0+ FA—6) U-61 f9)3)

Teraz potrebujeme obmedzit tretie parcialne derivacie In F'. Pouzijeme fakt, Ze
PAA, DAa, Paa SU parametrizované sposobom (5.2) — (5.4). Z definicie multinomic-
kého rozdelenia (konkrétnejsie z faktu, ze paa > 0, pag > 0, paa > 0) vyplyva, Ze
0+ f(1—0)>0A1—-0+ f6 > 0. Zvolme Tubovolne malé 5 > 0, v > 0. Potom

mozeme predpokladat, ze 0+ f(1—0) > FA1—0+ f0 > ~.

‘%11117’—2’““‘%' 9+fx(?A—e))3<1_ 2|2 +2’<1“:4‘;>3
2| g 2 gt
< 2(0,$f’4> + 1696;;‘ +2< xj‘“é)?) + 2(1 _xef‘“_ 57
+ 2(1_:;+5) + 16%& =: Mi(TA4, T Aq; Taa)
o =2t o 2 2 [
< 2“%“;“ + 2(1“’_“‘;3 + 2% = Ma(2 A0, % Aas Taa)
3 —
a7 F| =2\ s a2 o o
< 2% + 2?; =: M3(244, T a0, Taa)
R B ey e R e
< 4% 4%“ =: My(Z a4, T Aa> Taa)
Zrejme plati, ze M;(x) > 0, ¢ = 1,..,4. Nakoniec musime overit,

Eo, M;(X) < oo

3

2n6? 16n ,, 4nf(1—460)  4nf(1—0) 2n(1 — 0)?

Ea MX) =55 ¥ 0 g0y T—e—0p T -0 0
0 hp <
2n0%*  2n6(1—0) 2n(1 —0)>
Bodo(X) = g+ =g g <
2 _ 2
Fo My(X) = 2nf N 2n(1 —0) ~

63 73
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4n0?  4n(l —0)?
EoyMy(X) = 55 + " < 00
Predpoklad (viii): Pomocou vysledkov z predchadzajiceho bodu mozeme vypo-
¢itat Fisherovu informac¢ni maticu.

- 82111F i TAA TAA 2 T Aq
Ji=— > g L= S F(QQ-+(0+f(1_9))2(1—f)+02

TAATAasTaa TAATAasTaa

taoE taeE T a e V)

:EWQA<%4—wi;@{iﬁy)+ﬂwﬁac%+Kljeﬁ>

+EXM< S it )

_l_

(1-0)2 (1—0+ f0)?
_n(0+f0=0) 61— [)2) 2= HL-0)  20(1- f)f
0 0+ f(1-9) 0 1—0
n(l—0+f0) n(l—20) 9
1-6 +1_e+fdf—”

Pricom vysledok ziskame vyuzitim vzorcov ziskanych z kapitoly 1. Podobne od-
vodime ostatné prvky:

0?’InF
Jog = Jig = — Z 8fI(‘190F

TAATAarTaa

1 1
- Z F (xAA<9+f(1_9))2 —xaam)

TAAXAa>Taa

B no _ n(1-90)
S0+ f(1—-6) 1—60+f6
PInF
J22:— Z a—f2F

TAALAarTaa

= 2 F(<e+f<1—9>>2“‘9>*(1—%2*(1—9?,/?9)26)

LTAALAa>Taa
_onf(1—-60)2 2m0(1—6) n(l—06)6?
I 1—f 1—0+ f0

Preto bude Fisherova informa¢né matica v bode (0, 0") spojita a bude mat nasle-
dovny tvar:
2n 0
7(1-0")
(7070

Tym sme overili predpoklady Vety 5.2. Preto

~

LR* = 2[L(0,) — L(0,)] = aalnaap + Taa 1N T4 + Zaq 1N Taq

—zalnxs —x,Inz, —nlnn+ 2nln2n oo, X%
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6. Porovnavanie testov

V nasledujiicej kapitole budeme pouzivat program R a kniznicu HardyWeinberg
(zdrojové kody sa nachadzaju v prilohe ¢.1 — prilohe ¢. 5). Nami pouzivané funkcie
st HWData, HWExact, HWTernaryplot. HWData pouzivame pri simulacii dat,
HWExact, HWTernaryplot pri testovani nulovych hypotéz. HWTernaryplot slazi
na grafické znazornenie niektorych testov.

6.1 Grafické znazornenie niektorych testov

De Finettiho diagram

Obr. 6.1: De Finettiho diagramy pre n = 10, n = 20, n = 50

n=50

Majme rovnostranny trojholnik XY Z a nech vyska trojholnika je 1.
Nech (paa,Paa,Paa) S pravdepodobnosti vyskytu genotypov AA, Aa, aa. Po-
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tom populaciu mézeme reprezentovat ako bod P v trojholniku XY Z, kde prie-
secnice kolmic z bodu P na jednotlivé strany majia vzdialenost od bodu P paa,
DPAa, Paa- Predpokladajme, Ze bod Y reprezentuje heterozygotov, bod X homo-
zygotov AA a bod Z homozygotov aa. Potom dizka kolmice, ktora spaja bod P
so stranou X Z je paa, dlzka kolmice, ktora spaja bod P so stranou XY je peq a
dlzka kolmice, ktora spaja bod P so stranou Y Z je paa. V pripade, ze populacia
je v Hardyho-Weinbergovej rovnovéhe plati p%, = 4paapa. a body znazoriuji-
ce pravdepodobnosti paa, Paa, Paa l€Zia na parabole. Takyto diagram nazyvame
de Finettiho diagram.

Pomocou programu R, funkcie HWTernaryPlot, sme schopni zakreslit do de
Finettiho diagramu velky pocet dat. Ak chceme graficky testovat hypotézu H
mame moznost do diagramu zakreslit aj oblasti prijimania hypotézy H,, ktoru
mozeme urc¢it pomocou x? testu, x? testu s opravou na spojitost a exaktného
testu s oboma spésobmi vypoc¢tu P-hodnoty. Simulujme 1000 moznych rozlozeni
postupne pre n = 10, n = 20, n = 50 ktoré s v Hardyho-Weinbergovej rovnova-
he pomocou funkcie HWData. De Finettiho diagramy, pre rozne n st zndzornené
na obrazku 6.1. Zelené body znazoriuju populacie, pre ktoré nulovi hypotézu
nezamietame, Cervené znazornuji populécie, pre ktoré nulovii hypotézu zamie-
tame. Krajné paraboly ohrani¢uju oblast prijimania nulovej hypotézy. Oznac¢me
D = (x4, — EX44)/2, kde EX 4, st stredné hodnoty heterozygotov v pripade,
ze populacia je v Hardyho-Weinbergovej rovnovahe. Potom krivka znazornujica
trojice pravdepodobnosti, ktoré s v Hardyho-Weinbergovej rovnovahe ma cerve-
ni farbu, krivky, ktoré ohrani¢ujt oblast prijimania nulovej hypotézy pre x? test
maji zelent farbu, pre x? test s opravou na spojitost ¢ = 0,5 majti modri farbu
ak D > 0 alebo c¢iernu ak D < 0 a krivky, ktoré ohrani¢uji oblast prijimania
pre exaktny test s prvym spésobom vypoc¢tu P-hodnoty majui fialovi, s druhym
sposobom vypoctu P-hodnoty oranzova farbu.

6.2 Hladina testov

V nasledujicej ¢asti sa budeme venovat odhadovaniu hladiny testov. Ako prvy
krok si musime simulovat data. Budeme generovat rozloZenie genotypov pri vel-
kosti populéacie n = 100, ktoré spliuju Hardyho-Weinbergovii rovnovahu. Na ten-
to ucel pouzijeme funkciu HWData, pricom budeme pozadovat 1000 moznych
simulacii. Postupne uvazujme populéacie s p € {0,0,1,...,0,9,1}. Dalsie argumen-
ty funkcie budu exactequilibrium—=FALSE a f = 0, pricom prvym argumentom
zabezpecime, ze pocty genotypov, ktoré ziskame z HWData budu celé ¢isla.

Na takto ziskant tabulku hodnot postupne aplikujeme vySSie zmienené Statis-
tické testy. V pripade exaktného testu sme vyuzivali oba spdsoby vypoctu P-
hodnoty. x? testy s opravou na spojitost prevadzame najprv pre ¢ = 0,5, potom
pre ¢ = 0,25. Nech a = 0,05. Pre kazdy test sme zistili, Ze kolkokrat sme nu-
lovii hypotézu zamietli (tj. kolkokrat bolo P < «), pomocou tohto sme odhadli
pravdepodobnost chyby I. druhu, viz tabulka 6.2.

Pomocou tychto vysledkov mozeme uréit 95% interval spolahlivosti pravde-
podobnosti chyby I. druhu. Intervalové odhady budd mat tvar viz tabulka 6.2.
Pre lepSiu nézornost vysledkov sme odhady pravdepodobnosti I. druhu, ktorych
interval spolahlivosti nepokryva hodnotu o = 0,05 a odhad je mensi nez o sme
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test \@ 0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1
Exaktny 1. 0.009 0.034 0.03 0.031 0.032 0.027 0.029 0.023 0.015
Exaktny 2. 0.018 0.041 0.035 0.037 0.043 0.034 0.036 0.033 0.024
X2 test 0.036 0.057 0.042 0.051 0.052 0.044 0.044 0.046 0.047
x?c=05 0.011 0.035 0.031 0.033 0.034 0.031 0.033 0.023 0.018
x> c=025 0.023 0.041 0.036 0.039 0.037 0.035 0.036 0.032 0.036
Mod. x? 0.037 0.053 0.043 0.051 0.049 0.046 0.044 0.043 0.047
Mod. x2? ¢ = 0.5 0.012 0.03 0.03 0.036 0.033 0.032 0.029 0.028 0.02
Mod. x% ¢ =0.25 0.023 0.044 0.037 0.037 0.043 0.037 0.036 0.037 0.036
T. pom. vierohod. 0.026 0.069 0.047 0.0561 0.052 0.045 0.048 0.064 0.034
Tabulka 6.1: Odhad hladiny testov
test \@ 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Exaktny 1. (0.007,0.011)  (0.031,0.038) (0.027,0.034) (0.028,0.035) (0.029,0.036) (0.024,0.03) (0.026,0.032) (0.02,0.026) (0.013,0.018)
Exaktny 2. (0.015,0.021)  (0.037,0.045) (0.031,0.039) (0.033,0.041) (0.039,0.047) (0.031,0.038) (0.032,0.04)  (0.03,0.037)  (0.021,0.027)
X2 test (0.032,0.04)  (0.053,0.062) (0.038,0.046) (0.047,0.055) (0.048,0.057) (0.04,0.048)  (0.04,0.048)  (0.042,0.05) (0.043,0.051)
X2 e=05 (0.009,0.013)  (0.031,0.039) (0.028,0.035)  (0.03,0.037)  (0.031,0.038) (0.028,0.035)  (0.03,0.037)  (0.02,0.026) (0.015,0.021)
X2 e=025 (0.02,0.026)  (0.037,0.045)  (0.032,0.04)  (0.035,0.043) (0.033,0.041) (0.031,0.039) (0.032,0.04) (0.029,0.036) (0.032,0.04)
Mod. x? (0.033,0.041)  (0.049,0.058) (0.039,0.047) (0.047,0.055) (0.045,0.053) (0.042,0.05)  (0.04,0.048) (0.039,0.047) (0.043,0.051)
Mod. x? ¢ =0.5 (0.01,0.014)  (0.027,0.034) (0.027,0.034)  (0.032,0.04)  (0.03,0.037)  (0.029,0.036) (0.026,0.032) (0.025,0.031) (0.017,0.023)
Mod. x? ¢ = 0.25 (0.02,0.026)  (0.04,0.048)  (0.033,0.041) (0.033,0.041) (0.039,0.047) (0.033,0.041)  (0.032,0.04) (0.033,0.041)  (0.032,0.04)
T. pom. vierohod. (0.023,0.029)  (0.064,0.074) (0.043,0.051) (0.047,0.055) (0.048,0.057) (0.041,0.049) (0.044,0.052) (0.059,0.069) (0.031,0.038)

Tabulka 6.2: Intervaly spolahlivosti pravdepodobnosti I. druhu

oznadili zelenou farbou a odhady ktorych interval spolahlivosti nepokryva hod-
notu a = 0,05 a odhad je vi¢si nez a sme oznacili ¢ervenou farbou. Vidime, ze
najkonzervativnejsie st: exaktny test s prvym sposobom vypoétu P-hodnoty, x>
test s opravou na spojitost ¢ = 0,5 a modifikovany x? test s opravou na spojitost

= 0,5. Najlepsie z hladiska hladiny testu si vedie modifikovany x? test. Test
pomerom vierohodnosti sa javi v dvoch, x? test v jednom pripade antikonzerva-
tivny.

6.3 Sila testov

DalSou charachteristikou testov, ktori budeme odhadovat, je ich sila. V tom-
to pripade bude postup nasledovny: simulujeme data, ktoré nesplituju Hardyho-
Weinbergovi rovnovahu, zistime, %e v kolkych pripadoch dany test nulova hypo-
tézu zamietol a pomocou tejto informécie odhadneme pravdepodobnost zamiet-
nutia nulovej hypotézy za predpokladu, ze hypotéza by mala byt zamietnuta.
Generujme data v zavislosti na f a p. Nech f € {-0)9,...,—0,1,0,1,...,0,9} a
0 € {0,0,1,...,0,9,1}, n = 100, pocet simulacii bude 1000. Potom odhad sily

testov v zavislosti od f a 6 bude nasledovna:
o\f -09 -08 -0.7 -06 -05 -04 -03 -02 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
0
0.1 0 0.152  0.397 0.635 0.855 0.937 0.974 0.997 1 1
0.2 0.451 0.075 0.115 0.395 0.697 0.925 0.992 0.999 1 1 1
0.3 0.999 0.869 0.438 0.107 0.116 0.437 0.81 0.963 0.998 1 1 1 1
0.4 1 1 0.983 0.81 0.444 0.117 0.123 0.438 0.798 0.974 0.997 1 1 1 1
0.5 1 1 1 1 1 0.983 0.851 0.465 0.135 0.132 0.461 0.804 0.979 0.999 1 1 1 1
0.6 10999 0.973 0.814 0.429 0.118 0.128 0.435 0.801 0.98 1 1 1 1 1
0.7 0.999 0.87 0.442 0.1 0.137 0.426 0.772 0.959 0.996 1 1 1 1
0.8 0.449 0.076 0.123 0.389 0.706 0.92 0.987 0.998 1 1 1
0.9 0 0.073 0.303 0.557 0.774 0.906 0.974 0.987 0999 1
1

Tabulka 6.3: Odhad sily exaktného testu s 1. definiciou P-hodnoty
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[4 \ f -09 -08 -0.7 -06 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0
0.1 0 0.138 0.38 0.654 0.845 0.94 0986 0.998 0.999 1
0.2 0.496 0.101 0.152 0.454 0.753 0.948 0.993 0.999 1 1 1
0.3 0.999 0.882 0.468 0.13 0.14 0471 0.834 0.97 0.999 1 1 1 1
0.4 1 1 0.985 0.835 0.48 0.132 0.139 0476 0.837 0.979 0.998 1 1 1 1
0.5 1 1 1 1 0.985 0.863 0.489 0.146 0.155 0.525 0.841 0.985 0.999 1 1 1 1
0.6 1 0.999 098 0.836 0.462 0.14 0.149 0.473 0.834 0.985 1 1 1 1 1
0.7 0.999 0.884 0.472 0.113 0.158 0.469 0.796 0.966 0.999 1 1 1 1
0.8 0.495 0.093 0.153 0.449 0.754 0.939 0.99 1 1 1 1
0.9 0 0.118 0.399 0.645 0.836 0.934 0.984 0.993 1 1
1
U . , L.
Tabulka 6.4: Odhad sily exaktného testu s 2. definiciou P-hodnoty
[4 \ f -09 -08 -0.7 -06 -05 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0
0.1 0 0.22 0.467 0.723 0.897 0.967 0.989 0.999 0.999 1
0.2 0.597 0.151 0.191 0.509 0.787 0.966 0.995 0.999 1 1 1
0.3 0.999 0915 0.545 0.162 0.152 0.497 0.85 0.975 0.999 1 1 1 1
0.4 1 1 0.99 0.873 0.558 0.177 0.151 0.505 0.853 0.983 0.998 1 1 1 1
0.5 1 1 1 1 0.99 0.899 0.543 0.193 0.158 0.527 0.843 0.986 0.999 1 1 1 1
0.6 1 0.999 0.986 0.886 0.536 0.177 0.164 0.491 0.853 0.989 1 1 1 1 1
0.7 0.999 0.923 0.559 0.167 0.174 0.494 0.818 0.973 0.999 1 1 1 1
0.8 0.606 0.151 0.18 0.498 0.792 0.952 0.994 1 1 1 1
0.9 0 0.171 0.482 0.722 0.895 0.951 0.996 0.995 1 1
1
i .
Tabulka 6.5: Odhad sily x? testu
o\f -09 -08 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0
0.1 0 0.116 0.333 0.603 0.823 0.925 0.977 0.997 0.999 1
0.2 0.431 0.071 0.117 0.398 0.704 0.926 0.993 0.999 1 1 1
0.3 0.999 0.882 0.471 0.13 0.117 0437 0.81 0.963 0.998 1 1 1 1
0.4 1 1 0.986 0.844 0.487 0.136 0.121 0437 0.797 0.974 0.997 1 1 1 1
0.5 1 1 1 1 0.984 0.859 0.476 0.138 0.129 0456 0.8 0.979 0.999 1 1 1 1
0.6 1 0.999 0.981 0.841 0.47 0.144 0.127 0.429 0.795 0.98 1 1 1 1 1
0.7 0.999 0.883 0.472 0.114 0.137 0.426 0.772 0.959 0.996 1 1 1 1
0.8 0.415 0.072 0.124 0.393 0.712 0.923 0.989 0.998 1 1 1
0.9 0 0.092 0.356 0.602 0.812 0.924 0.981 0.99 1 1
1
u 3 e
Tabulka 6.6: Odhad sily x? testu s opravou na spojitost ¢ = 0,5
0 \ f -09 -08 -0.7 -06 -05 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0
0.1 0 0.167 0.417 0.685 0.863 0.957 0.987 0.998 0.999 1
0.2 0.499 0.105 0.151 0.455 0.753 0.948 0.993 0.999 1 1 1
0.3 0.999 0.904 0.506 0.146 0.136 0.472 0.837 0.972 0.999 1 1 1 1
0.4 1 1 0.986 0.855 0.508 0.15 0.133 0.462 0.823 0.977 0.997 1 1 1 1
0.5 1 1 1 1 0.987 0.874 0.506 0.157 0.134 0.468 0.807 0.98 0.999 1 1 1 1
0.6 1 0.999 0.983 0.859 0.493 0.159 0.146 0.463 0.823 0.984 1 1 1 1 1
0.7 0.999 0904 0.521 0.127 0.159 0471 0.802 0.968 0.999 1 1 1 1
0.8 0.5 0.099 0.153 0.446 0.755 0.939 0.99 1 1 1 1
0.9 0 0.141 0.428 0.68 0.859 0.941 0.989 0.993 1 1
1
W . .o
Tabulka 6.7: Odhad sily X2 testu s opravou na spojitost ¢ = 0,25
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O\Nf -09 -08 -0.7 -06 -0.5 04 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0
0.1 0 0.221 0.468 0.724 0.9 0967 0.992 0999 1 1
0.2 0.55 0.135 0.195 0.518 0.791 0.967 0.995 0.999 1 1 1
0.3 0.999 0.915 0.545 0.162 0.156 0.502 0.854 0.977 0.999 1 1 1 1
0.4 1 1 0.989 0.866 0.53 0.168 0.157 0.528 0.861 0.983 0.999 1 1 1 1
0.5 1 1 1 1 1 0.987 0.883 0.518 0.167 0.166 0.548 0.854 0.987 1 1 1 1 1
0.6 10999 0.985 0.872 0.513 0.173 0.175 0.508 0.864 0.99 1 1 1 1 1
0.7 0.999 0.923 0.559 0.166 0.176 0.505 0.824 0.973 0.999 1 1 1 1
0.8 0.562 0.131 0.183 0.502 0.794 0.952 0.994 1 1 1 1
0.9 0 0.174 0.483 0.723 0.896 0.955 0.996 0.996 1 1
1
Tabulka 6.8: Odhad sily modifikovaného x? testu
o\f -09 -08 -07 -06 -05 -04 -03 -02 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
0
0.1 0 0.129 0.361 0.627 0.834 0.929 0.978 0.998 0.999 1
0.2 0.359 0.051 0.143 0.442 0.735 0.941 0.993 0.999 1 1 1
0.3 0.999 0.869 0.437 0.106 0.119 0.445 0.814 0.967 0.998 1 1 1 1
0.4 1 1 0.984 0.821 0.455 0.121 0.131 0.462 0.823 0.977 0.997 1 1 1 1
0.5 1 1 1 1 1 0.983 0.852 0.469 0.136 0.132 0.468 0.807 0.98 0.999 1 1 1 1
0.6 1 0999 0976 0.824 0.441 0.124 0.146 0.463 0.823 0.984 1 1 1 1 1
0.7 0.999 0.87 0.442 0.102 0.139 0.442 0.779 0.96 0.998 1 1 1 1
0.8 0.351 0.058 0.148 0.435 0.741 0.936 0.99 0.998 1 1 1
0.9 0 0.106 0.376 0.628 0.825 0.931 0.982 0.991 1 1
1

Tabulka 6.9: Odhad sily modifikovaného y? testu s opravou

na spojitost ¢ = 0,5

o\f -09 -08 -07 -06 -05 -04 -03 -02 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 08 09
0
0.1 0 0.167 0.417 0.685 0.863 0.959 0.989 0.999 0.999 1
0.2 0.473 0.095 0.165 0.469 0.766 0.954 0.993 0.999 1 1 1
0.3 0.999 0.9 0492 0.14 0.144 0492 0.846 0.973 0.999 1 1 1 1
0.4 1 1 0.986 0.844 0.487 0.136 0.147 0.493 0.844 0.981 0.998 1 1 1 1
0.5 1 1 1 1 1 0.984 0.859 0.476 0.139 0.146 0.512 0.83 0.984 0.999 1 1 1 1
0.6 10999 0981 0.841 0.47 0.144 0.156 0.483 0.841 0.985 1 1 1 1 1
0.7 0.999 0.897 0.492 0.12 0.168 0.487 0.811 0.97 0.999 1 1 1 1
0.8 0.477 0.092 0.163 0.463 0.765 0.941 0.99 1 1 1 1
0.9 0 0.141 0.428 0.68 0.86 0.942 0.989 0.994 1 1
1

Tabulka 6.10: Odhad sily modifikovaného x? testu s opravou na spojitost ¢ = 0,25

o\f -09 -08 -07 -06 -05 -04 -03 -02 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09
0
0.1 0.079 0.14 0.38 0.654 0.845 0.94 0.986 0.998 0.999 1
0.2 0.714 0.225 0.156 0.456 0.753 0.948 0.993 0.999 1 1 1
0.3 1 0.933 0.581 0.189 0.152 0.494 0.847 0.975 0.999 1 1 1 1
0.4 1 1 099 0.874 0.559 0.177 0.151 0.505 0.853 0.983 0.998 1 1 1 1
0.5 1 1 1 1 1 099 0.899 0.543 0.193 0.158 0.527 0.843 0.986 0.999 1 1 1 1
0.6 1 0999 00986 0.886 0.537 0.177 0.164 0.491 0.853 0.989 1 1 1 1 1
0.7 1 0.945 0.607 0.201 0.175 0.49 0.815 0.972 0.999 1 1 1 1
0.8 0.725 0.233 0.155 0.45 0.756 0.939 0.99 1 1 1 1
0.9 0.061 0.121 0.399 0.645 0.836 0.934 0.984 0.993 1 1
1

Tabulka 6.11: Odhad sily testu pomerom vierohodnosti

Prazdne miesta v tabulkach znacia, Ze takato kombinacia parametrov f a 6
nie je pripustna, tj. (f,0) & €.
Porovnanim tychto tabuliek zistime: x? test je pre kazda dvojicu (f,0) silnejsi
alebo rovnako silny ako exaktny test, kde P-hodnotu poc¢itame druhym sposo-
bom, ten je vSak silnejsi alebo rovnako silny ako exaktny test, kde P-hodnotu
poditame prvym sposobom. Dalej x2 test je pre kazdé uvedené (f, 0) silnejsi ale-
bo rovnako silny ako x? s opravou na spojitost ¢ = 0,25, ktory je silnejsi ako x? s
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opravou na spojitost ¢ = 0,5. TaktieZ plati, Ze x? test je silnejsi alebo rovnako sil-
ny ako modifikovany y? test s opravou na spojitost ¢ = 0,25, ktory je silnejsi ako
modifikovany x? s opravou na spojitost ¢ = 0,5. ]vDalej sme zistili, ze pre vsetky
skupiny simulovanych dat plati, Ze modifikovany y? test s opravou na spojitost
c = 0,25 je silnejsi alebo rovnako silny ako exaktny test s prvym sposobom vy-
po¢tu P-hodnoty. Podobne ako pre x? test, aj pre modifikovany x? test plati, Ze
je silnejsi alebo rovnako silny ako x? s opravou na spojitost ¢ = 0,25, ktory je
silnejsi ako x? s opravou na spojitost ¢ = 0,5, je tiez silnejsi alebo rovnako silny
ako modifikovany x? s opravou na spojitost ¢ = 0,25, ktory je silnejsi ako modifi-
kovany x? s opravou na spojitost ¢ = 0,5 a je silnejsi ako oba exaktné testy. Test
pomerom vierohodnosti je silnejsi ako nasledovné testy: x? s opravou na spojitost
¢ = 0,5, modifikovany x? s opravou na spojitost ¢ = 0,5 a oba exaktné testy.
Zvys$né pripady nevieme jednoznac¢ne porovnat.

Pre nézornejsiu reprezentaciu vysledkov ich mozeme zobrazit graficky. Nacrtnime
grafy pre hodnoty p = 0,1,0,3,0,5,0,7,0,9. Oranzova farba prislicha exaktnému
testu s prvym sposobom vypoc¢tu P-hodnoty, zltd exaktnému testu s druhym
sposobom vypoétu P-hodnoty, ¢ervena x? testu, tmavomodra x? testu s opravou
na spojitost ¢ = 0,5, bledomodra x? testu s opravou na spojitost ¢ = 0,25, ¢ierna
modifikovanému y? testu, zelend modifikovanému x? testu s opravou na spojitost
¢ = 0,5, fialova modifikovanému x? testu s opravou na spojitost ¢ = 0,25 a ruzova
testu pomerom vierohodnosti.

Zhrnutim casti o odhadovani hladiny testov a o sile testov mozeme usudit, Ze
najlepsie vysledky pre n = 100 dosahuje modifikovany x? test. Naopak ako naj-
menej vyhovujice pre n = 100 moézeme oznacit exaktny test s prvym spésobom
vypoétu P-hodnoty, x? test s opravou na spojitost ¢ = 0,5 a modifikovany y? test
s opravou na spojitost ¢ = 0,5.
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Obr. 6.2: Grafické znazornenie odhadov sil testov pre p = 0,1
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Obr. 6.3: Grafické znazornenie odhadov sil testov pre p = 0,3

27



1.0

Sila testu

00 02 04 06 038

Obr. 6.4: Grafické znazornenie odhadov sil testov pre p = 0,5
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Obr. 6.5: Grafické znazornenie odhadov sil testov pre p = 0,7

28



1.0

Sila testu
0.4 06 0.8

0.0 0.2

Obr. 6.6: Grafické znazornenie odhadov sil testov pre p = 0,9
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Zaver

V tejto praci sme sa venovali testom, ktoré sa pouzivaji pri overovani, ¢i dana
populécia je v Hardyho-Weinbergovej rovnovahe. V prvej kapitole sme sa venovali
multinomickému rozdeleniu a to z toho dovodu, 7e ak je populacia v Hardyho-
Weinbergovej rovnovahe, modzeme rozlozenie genotypov, ktoré k nej prislachaju,
popisat trinomickym rozdelenim, s pravdepodobnostami 62, 20(1 — 6), (1 — 6)2.
Neskor sme popisali niektoré testy a overili opravnenost ich pouzitia pri tomto
probléme.

V poslednej kapitole sme sa venovali odhadnutiu hladiny a sily testov. Pri velkos-
ti populéacie n = 100, nam ako najvhodnejsie testy pre rieSenie daného problému
vysiel modifikovany y? test. Ako najmenej vhodné, tj. najkonzervativnejsie a s
najnizsou odhadovanou silou testu vysli exaktny test s prvym sposobom vypoctu
P-hodnoty, x? test s opravou na spojitost ¢ = 0,5 a modifikovany 2 test s opra-
vou na spojitost ¢ = 0,5. Ako antikonzervativne sa v niektorych pripadoch javili
x? test a test pomerom vierohodnosti. Nesmieme vsak zabudat, 7e tieto vysled-
ky nam vznikli pre n = 100, pri inych velkostiach populacii vyjde odhadovana
hladina testov a sila testov inak.
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