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Abstrakt: Bakalarska praca sa zaoberda problémom konstrukcie sekvenénych in-
tervalovych odhadov danej dfiky a danej spolahlivosti. V rdmci prace rozoberdme
rozne postupy jeho riesenia. V prvej casti sa venujeme Specidlnemu pripadu
vyberu z normélneho rozdelenia. Pre znamy rozptyl vyuzivame poznatky z nesek-
vencnej tedrie intervalovych odhadov. Pre neznamy rozptyl popisujeme dvojfazovy
Steinov postup. Dalej pre rézne volby pozadovanej dfiky intervalového odhadu
urcujeme stredni hodnotu celkového rozsahu vyberu, ktory je nahodnou veli¢inou.
V druhej casti uvazujeme obecne vyber z rozdelenia s kladnym koneénym roz-
ptylom, ktory je neznamy. Popisujeme modifikovany Steinov postup a sekvenény
Waldov postup. V zévere prace sa pomocou simuldcie snazime zistit rozdelenie
nahodnej veli¢iny, ktora urcuje celkovy rozsah vyberu, pre vSetky tri postupy
pouzivané pri neznamom rozptyle.
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Uvod

Sekvencna analyza sa zaobera rieSenim Statistickych tloh, v ktorych data pricha-
dzaju postupne. Po kazdom novom pozorovani sa rozhodnujeme, ¢i v pozorovani
budeme pokracovat, alebo ho ukonéime. Rozsah vyberu je teda ndhodné velicina,
ktortu pred zaciatkom pozorovania nepozname. Jednou zo zdkladnych tloh sek-
vencnej analyzy je prave konstrukcia sekvencénych intervalovych odhadov danej
diiky a danej spolahlivosti. V préci sa zameriavame na sekvencné intervalové od-
hady pre strednt hodnotu.

Prvi kapitolu venujeme postupom, ktoré sa pouzivaji pri nahodnom vybere
z normalneho rozdelenia. Pre pripad neznameho rozptylu dokazujeme, ze neexis-
tuje intervalovy odhad strednej hodnoty zalozeny na pevnom rozsahu vyberu,
ktory je danej dIZky a danej spolahlivosti a zdroven nezdvisi na rozptyle. Po-
pisujeme dvojfazovy Steinov postup, jeho vlastnosti a aplikaciu na konkrétne
data. Odhadneme strednti hodnotu rozsahu vyberu potrebného na zostrojenie
sekvencného intervalového odhadu danej diZky pre strednit hodnotu Steinovym
postupom a odvodime jeho limitné chovanie v zavislosti na pozadovanej dizke
intervalu.

Obsahom druhej kapitoly st postupy, ktoré sa daji pouzit aj v pripade, Ze
nemame vyber z normélneho rozdelenia a odvodenie ich vlastnosti.

Poslednd kapitola je venovand nahodnej velicine urcujicej rozsah vyberu.
Co sa tyka jej rozdelenia, je problém presne ho uréit. Nasou snahou je ziskaf
informéacie o asymptotickom rozdeleni rozsahu vyberu. Simulujeme tlohu kon-
strukcie sekvencéného intervalového odhadu danej diZky a danej spolahlivosti
pre stredni hodnotu pomocou postupov z kapitoly 1 a 2. Uvadzame grafy s roz-
delenim rozsahu vyberu pre rozne volby pozadovanej dIZky intervalu a sledu-
jeme spravanie pri jej zmensovani. Porovnavame vyhodnost jednotlivych postu-
pov na zéklade strednej hodnoty rozsahu vyberu. Sledujeme aj to, ¢i sa vysledky
zhodujt s vlastnostami, ktoré sme pre jednotlivé postupy odvodili.

V texte predpokladdme, Ze citatel je obozndmeny so zakladnymi pojmami
z matematickej Statistiky, konkrétne so zdkladmi intervalového odhadu.



Kapitola 1

Sekvencéné intervalové odhady
danej dlzky pre nahodné veliciny
s normalnym rozdelenim

V tejto kapitole sa budeme zaoberat sekvenénymi intervalovymi odhadmi danej
dlzky pre Specialny pripad.

Nech X1, X5, ... je ndhodny vyber z normalneho rozdelenia so strednou hod-
notou u a rozptylom o2, zna¢ime N(u, 0?). Postup pri urovani rozsahu vyberu n
sa lisi pre pripady, kedy je o2 zndme a kedy je nezndme.

1.1 Zname o2

Nech X1, X, ... je ndhodny vyber z N(u,0?), kde u € R je nezndmy parameter
a 02 > 0 je zndmy parameter. Hladdme intervalovy odhad parametru p dlzky 2d
s koeficientom spolahlivosti 1 — o, kde d > 0 a 0 < o < 1 s dané.

Na konstrukeiu intervalového odhadu s danym koeficientom spolahlivosti po-
uzijeme poznatky z nesekvencnej tedrie intervalovych odhadov, vid |Andél (2007,
str. 70-73). Aby zostrojeny interval bol pozadovanej diZky, musime mat vyber
o rozsahu n, ktory uréime neskor.

Vieme, ze vyberovy priemer X,, = % >, X; je nestranny, konzistentny odhad

parametru p a plati:
2
7n ~ N (,u7 0_) )
n

kde X ~ L(X) znaci, ze ndhodnd velicina X mé rozdelenie £(X) (vSeobecné
oznacenie rozdelenia ndhodnej veliciny X). Dalej plati:

Vi~ N(0,1)

Xn—

a teda X"U*“ v/n nezavisi na p. Ozna¢me ug B-kvantil normovaného normélneho

rozdelenia. Potom

X, —
P (M\/ﬁ«hg) —1-a Y
ag

2



Teda intervalovy odhad j spolahlivosti 1 — « je

(X ey g X ““"f)

Tento interval je dfiky 2u1_5ﬁ. Ak chceme aby bol najviac diZky 2d, musime

vziat n tak, aby spliiovalo nerovnost

Pre intervalovy odhad dIZky 2d s koeficientom spolahlivosti 1 — o parametru

i je potrebny nahodny vyber o rozsahu n(d) = M -9 ) J +1, kde |z] je dolna

celd cast ¢fsla x. Pre tento vysledok moZeme pisat:
n(d) ~ d? (1.1)

¢o znamend, ze pre d — 0 konverguje n(d) ako d=2.

1.2 Nezname o2

Teraz riesme tlohu z kapitoly [L1 pre nezmany parameter o2 > 0.

Vieme, Ze vijberovy rozptyl S? = ﬁ Yo (X — X,)? je nestraniy, konzis-
tentny odhad parametru o2 a plati, vid [Andél (2007, str. 74-75), ze X,, a S? st
nezavislé nahodné veliciny. Dalej plati:

(n — 1)Sn2 22

2 n—1

. (1.2)

kde x2_, je x*rozdelenie o (n — 1) stupiioch volnosti,

X, - 4

\/ﬁ ~ tn—la

kde ¢, 1 je Studentovo rozdelenie o (n — 1) stupiioch volnosti, a teda @\/ﬁ
nezavisi na p ani na o?. Oznacéme tg,, S-kvantil Studentovho rozdelenia o n stup-
fioch volnosti. Potom

X, -
P
(&

Teda intervalovy odhad p spolahlivosti 1 — « je

_)zl—a Y, o?

(Y —t_g - 1\Sf Xn+tign- 1\%) (1.3)

Tento interval je dlzky 2151,, 1 \/— Tato dizka j je vSak sama nahodnou veli¢inou,

preto nemozeme postupovat rovnakym postupom ako v predoslom pripade.
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1.2.1 Neexistencia intervalového odhadu zalozeného na
pevnom rozsahu vyberu

Pre nas problém konstrukcie intervalového odhadu danej diZky a danej spolahli-
vosti pri vybere z norméalneho rozdelenia s nezndmimi parametrami p a o bolo
dokazané, ze neexistuje netrividlny intervalovy odhad zalozeny na pevnom roz-
sahu vyberu, ktory by nezdvisel na parametri 2. Neskor bol tento zaver dokazany
aj pre Sirsiu skupinu rozdeleni. Vychadza sa z toho, ze dve rozdelenia s réznou
polohou moéZeme priblizit na lubovolne mali vzdialenost, ak dostatoéne zvacsime
parameter urcujuci ich rozptyl.

Nech p a 02 st nezndme parametre. Predpokladajme, Ze existuje n a interval

(L, = L,(X),U, =U,(X)), kde X = (Xy,...,X,)" je vektor ndhodnych veli¢in
s pevnym poctom zloziek, ktorych zdruzena hustota f(zx, u, 0?) je viade spojitd
ve € R", € Ra0 < 0? < oo. Predpokladajme, Ze interval (L,,U,) m4
pozadované vlastnosti, tj.

a) U, — L, = 2d,
b) Poo2(Ly<p<U,)=1—a VYueR Vo?>0.

Kedze —oo < pu < oo, tak Vr > 2 existuji pq,. .., i, spliujice Yy, pj, i,j =
1,...r plati |p; — p | > 2d. Z a) plynie, ze mnoziny

E={x|lx e R", p; € (Ly(x),Uy(x))}, i=1,...,r1,
st po dvoch disjunktné. Z b) je P, »2(X € &) =1 —a,i=1,...,r, az clanku
Chatterjee (1991, tvrdenie (2.2)) plati
1
sup |P,, 2 (X € &) —P, ~(X €&)| < 5(1 —a), i=1,...,"r
£

Supremum bezi cez vietky meratelné mnoziny £ C R™. Odtial
Pnn(Xe&) =1—a,i=1,...,m (1.4)

Ked'Ze mnoziny &, i = 1,...,r, si po dvoch disjunktné, tak podla (L4]) musi

platit @ < 1 a to je spor, lebo r > 2 je lubovolné prirodzené ¢islo. Dokazali

sme neexistenciu intervalového odhadu slnujiceho a), b).

1.2.2 Steinov postup

Pouzijeme metddu, ktort sformuloval Stein (1945), vid (Ghosh (1991, str. 24-26)
alebo Rad (1978, str. 531-532).

Krok I Nech n(> 2) je predom zvoleny rozsah prvého vyberu. Nech X, ..., X,
je prvy ndhodny vyber z N(u, 02), kde p, 0 si nezndme parametre a nech z > 0
je &islo, ktoré uréime neskor. Z prvého vyberu vypocitame S? a uréime najmensie
prirodzené ¢islo N tak, aby splnovalo N >n a N > 57’21

Teda

N:max{n—i—l, L%’%J +1}, (L.5)



kde |z] je dolnd celd cast ¢isla .

Potom najdeme 1 + N — n ¢isel ag, ani1, .. .,an spliujicich rovnice
N
a) ag+ 2 ;10 =1,

2 N
b) ‘;_0 + Zi:nJrl a’z2 = é

Poznamenajme, ze pre ¢isla spliujice rovnost a) nadobuda lavé stana v rovnici
/ . 1 ¢z 1

b) hodnoty z polouzavretého intervalu [N7 oo). Pre N ale plati 52 > &, a teda

sustava rovnic a), b) méa riesenie.

Krok II Vezmeme X, ,..., Xy druhy vyber z N(u,0?) o velkosti N — n.
V tomto kroku definujeme nahodnu velicinu

N
YN = aoyn + Z aiXi (16)
i=n+1
a dokazeme o nej nasledujice tvrdenie.
Veta 1.1. Plat? v
TN H

VZz

Dékaz. Najprv si uvedomime, 7ze N je ndhodné velicina zavisld na S2. Teda aj
nahodn4 velicina Yy je zdvisld na S2. Vypocitame podmienené rozdelenie Yy za
podmienky S?2, ako je definované v uéebnom texte [Lachout (2004, Definice 9.1).
Vieme, ze Yy je sti¢tom dvoch nezévislych ndhodnych veliéin ag X, a D imna1 @iX
Z vety o rozdeleni linedarnej kombindcie iid (nezdvislych, rovnako rozdelenych)
nadhodnych veliéin s normélnym rozdelenim, vid [Andél (2007, str. 63-65), plati,

2.2
ano
n

7e podmienené rozdelenie agX,, za podmienky S2 je N (ao I, ) a podmienené

rozdelenie Zﬁ\inﬂ a;X; za podmienky S? je N (Zfinﬂ a; i, Zﬁ\inﬂ a?o2>. Teda

podmienené rozdelenie Yy za podmienky S% je

N 02 N
N{<a0+ ) )M (ﬁ 3 ) 0.2}.
i=n+1 i=n+1

A z predpokladov a), b) na konstanty ag, a,i1,...,ay plati, ze podmienené roz-

delenie Yy za podmienky S? je N (,u, 5%02).

Ak chceme dokdzat, Ze ndhodnd velicina T mé t-rozdelenie o n — 1 stupiioch

volnosti, tak staci ukdzat, vid |[Andél (2007, Véta 4.22), ze plati T = % vn—1,

kde U a V st nezévislé ndhodné veliciny, U ~ N(0,1) a V ~ x2_,.
Polozme

_ Y45

=" .

5

U



(n —1)S,2

2

V=

o
Vyuzitim toho, ze X, a S? s nezavislé, dostdvame, Ze podmienené rozdelenie
U za podmienky S? je N(0,1). Podmienené rozdelenie nezdvisi na podmienke,
a teda U a S2 st nezavislé. Teda

IR NI
Vz oo
a z tvrdenia (L2)) ,
V= n _012>Sn ~ Xaoi
Odtial U, V nezdvislé a plati:
Yy-p
v n—1= s n—leN_M:T.

Dokézali sme, Ze T' mé t-rozdelenie o n — 1 stupiioch volnosti.

Podla Vety [L1 potom plati: P (|YN — ] <z tl,%,n,l) =1-a.
Ak na zaciatku zvolime z tak, aby spliiovalo rovnost

Vztiian 1 =d, (1.7)

potom bude platit: P(Yy—d<pu<Yy+d)=1-—a Vu, o> )
Teda Yy F d je intervalovy odhad s koeficientom spolahlivosti 1 — o a dlzkou 2d
pre parameter p.

Ukazme si pouzitie Steinovho postupu na nésledujicom priklade, ktory je
uvedeny v knihe [Wonnacoti (1993, Cviceni 8-9).

Priklad 1.1. U ndhodného vyberu styridsiatich automobilov bola sledovand
rychlost (v km/h):

49 83 o8 65 68 60 76 86 74 23
71 74 65 72 64 42 62 62 o8 82
78 64 55 87 o6 50 71 o8 57 75
o8 86 64 56 45 73 o4 86 70 73

Predpokladajme, ze merania tvoria ndhodny vyber z normélneho rozdelenia
N(p,0?), kde 1 € R a 0% > 0 sti nezname parametre oznacujiice stredni hodnotu
a rozptyl rychlosti, akou idi automobily meranym tsekom. Zostrojte interva-
lovy odhad o spolahlivosti 0, 95 pre strednti rychlost vSetkych automobilov, ktoré
presli danym tsekom.



Najprv zostrojme nesekvenény intervalovy odhad pomocou vzorca (L3]). Mame
n =40, a = 0,05. Vypocitame potrebné udaje:

Xy =66, Si, =139,923.

Z tabuliek pre kvantily ¢-rozdelenia mame %g g75.40 = 2,021. Intervalovy odhad
pre p o spolahlivosti 0,95 je (62,22;69, 78). Jeho dizka je 7,56.

Teraz pouzijme Steinov postup na zostrojenie intervalovych odhadov o spo-
lahlivosti 0,95 a dlzok 9 a 8. Teda d; = 4,5 a dy = 4.

Krok I Zvolme n = 10 ako rozsah prvého vyberu. Vypocitame potrebné udaje:
X1 =67,2; S;, =155,733

Vypocitame konstanty z1, 2o zo vzorca (LT), kde tgg75.9 = 2,262: 21 = 3,957,
29 = 3,127. Oznacme

2
my = {%J + 1 =40,

21

2
me 1= {%J + 1 = 50.
<2

Z (L3) méame N; = 40 a N, = 50. Podla prvych desiatich pozorovani, sme
v prvom kroku Steinovho postupu dostali vysledok, Ze ak chceme zostrojit in-
tervalovy odhad dizky 8, musime urobif este dalsich 40 pozorovani. Pre inter-
valovy odhad dizky 9 je potrebné urobif dalsich 30 pozorovani. V porovnani
s vysledkom nesekvencéného odhadu potrebuje Steinov postup pre tito konkrétnu
realizaciu dat vacsi rozsah vyberu na zostrojenie intervalového odhadu vacsej
dfiky. Pamatajme, ze rozsah vyberu N je nahodnd velicina a tento konkrétny
pripad ndm ni¢ nehovori o jej vlastnostiach.

Zvolme teraz n = 20 ako rozsah prvého vyberu a pridajme jednu dizku dy = 3,5.
Vypocitajme potrebné udaje:
Xoo =66,2; S5 =114,6

Dalej z tabuliek pre kvantily t-rozdelenia je too75:10 = 2,093 a zo vzorca (L)
mame z, = 4,6226, zo = 3,6524, z3 = 2,7964. Potom

2
my = S0 +1 =25,
L <1 ]
SQ
my = | 2| +1=32,
L ?2 ]
SQ
mg = | 2| +1=41.
<3

Teda N; = 25; N, = 32 a N3 = 41. Vidime, ze pre inak zvoleny rozsah prvého
vyberu, sa viditelne zmensil rozsah druhého vyberu. Dokonca ak by sme cheeli
zostrojit intervalovy odhad dfiky 7, potrebovali by sme urobit len o jedno po-
zorovanie viac, nez sme pouzili na zostrojenie intervalového odhadu diiky 7,56
pomocou nesekvenéného postupu. My méame k dispozicii pevny pocet pozorovani,
a preto zostrojime dva intervalové odhady dIZky 2dy a 2ds.

7



1: Najprv chceme intervalovy odhad g dfiky 9. Hladdme N; —n-+1 = 6 konstant
o, A1, Qg2 .. .,ass spliujlcich rovnice a), b). Zvolme a; := ag; = -+ = ags.
Potom riesime ststavu rovnic:

ap+oa; =1 = ag=1—ba;
ag 2
2—0+5a120,04

= (1 —5a;)? + 100a] = 0,8
125a% — 10ag + 0,2 =0

Vezmeme ag = 0, 8; a; = 0, 04.

Krok IT  Vypocitame Yy z (LE): Yo5 = 66,46. Teda intervalovy odhad s koefici-
entom spolahlivosti 0,95 a dizkou 9 pre u je (61,96;70,96). Pre tento konkrétny
subor dat je interval, ktory sme zhotovili pomocou nesekvencného postupu, ob-
siahnuty v intervale zo Steinovho postupu.

2: Teraz chceme intervalovy odhad p diiky 8. Hladdme Ny —n+1 = 13 konstant
o, A1, A2a,...,ass spliujtcich rovnice a), b). Zvolme a; := ag; = -+ = azs.
Potom riesime ststavu rovnic:

ap+12a; = 1 = a9 =1—12a,
ag 2
50 +12ai = 0,032

= (1 —12a,)? + 240a] = 0, 64

384a? — 24a9 + 0,36 = 0
Vezmeme ag = 0,55; a; = 0,0375.

Krok IT Vypocitame Yy z (L8): Y32 = 66, 2225. Teda intervalovy odhad s ko-
eficientom spolahlivosti 0,95 a dlzkou 8 pre u je (62,2225;70,2225). Pre dani
realizaciu dat je horny odhad zostrojeny nesekvenénym postupom obsiahnuty
v intervale zo Steinovho postupu, ale dolny odhad v nom uz nelezi.

A

1.3 Stredna hodnota a aproximacia nahodnej ve-
liciny N

V Steinovom postupe je velkost vyberu vyjadrend ndhodnou veli¢inou N, o ktorej
toho zatial vela nevieme. Z definicie (LH) mozeme vypocitat stredni hodnotu
velkosti vyberu potrebnii na zostrojenie intervalu spolahlivosti pre p pomocou
Steinovho postupu. Ked'ze plati

(n — 1)Sn2 2
RNt



mame

EUQ(N):(n+1)P(S—’2‘§n+1)+ i(i+1)P<z’<S—’%§i+1)

z . z
i=n+1

(n+1)(n— l)z) )

o2

—(n+1)P (x <

N i (i1 1)P (i(n —21)2 o2 < it D 1),2) |

, o o2
i=n—+1

Ak jen < 57'%, tak plati

SZ 2
—”§N§i+1. (1.8)
¥4 V4

Oznacme

e(0®) = (n+1)P (X L ()= 1>z) 2 (X (4o 1>z) |

o
2 +—P 2
o z o

Potom odhad strednej hodnoty je:

e(0?) < E2(N) < e(0?) + P (xi_l L e 12@ - 1)2) |

Pri malych hodnotdch n a % je E,2(V) priblizne U—; a z (L1) plati: d - 0 =
z — 0. Teda pre d — 0 plati E,2(N) — 0. Pre pevné d > 0 a n — oo je z (LT
N =n, a teda E,2(N) — oc.

Podla tivahy ([LI) sktsme volit n = n(d) v zdvislosti na d. Zvolme n = [1],
kde [z] je celé ¢islo, ktoré vznikne zaokriihlenim redlneho éisla x. Ndhodna velicina
N(d) je tiez zavisla na d. Potom dosadenim do (L8 a z (L7) mame:

gt d T SN@ S Sfytg g d T L

5[25] tl_%ﬁ]_l < N(d)d* < 5[2%] tl—%v[é]—l + d?

NI})

Dokéazeme, Ze pre d — 0 konverguje lava i prava strana skoro istd] & &fslu azui%.
Zo silného zikona velkych cisel (SZVC), vid Dupad (2005, Véta 4.8), plynie:
S22y 52 lebo

n—oo

n

- d (Xi—EX)(EX; - X,)

=1

1Jav A nastéva skoro iste prave vtedy, ked P(A) = 1. Dalej budeme znacit skratkou s.i.
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a jednotlivé scitance sa spravaju nasledovnym sposobom

n

1 2 SZVC,s.i. 9
T BT ST
1 - Y O\2 ~—\9 SZVC,s.i.
n—1 ;(EXZ - Xn) B (/i B Xn) n—00 0,
! ; X, Y (Y C,s.4.
S EX)EX ~ X,) = (1 - X)X, —p) L5 g,
n—1 i=1 n—00

Pre kvantily plat{ pre n — oo aproximécia tg,, ~ ug, vid [Dupad (2003, str. 108).
Ak vezmeme za n = n(d) = [é], potom pre d — 0 konverguje n — oo.

Dokazali sme, ze plati

N(d)d* =25 o%ui . (1.9)
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Kapitola 2

Sekvencéné intervalové odhady
danej dlzky - vSeobecny pripad

Uvazujme teraz vSeobecny pripad ndhodného vyberu X, Xs,... z rozdelenia
s hustotou f(x;60), kde 6 je nezndmy parameter. Nech E X; = p, var X; = o2,
kde 0 < 0% < 00 a 0 = (u,0?) € R x RT (mnozinovy kartézsky sucin). Vsetky
vysledky dosiahnuté v tejto kapitole chapeme asymptoticky pre d — 0.

2.1 Modifikovany Steinov postup

Steinov postup moZeme pouzit aj v pripade, Ze nemdme zarucené normdlne roz-
delenie, ale n je dost velké. Plynie to z centrdlnej limitnej vety (CLV), vid [Dupad
(2005, Véta 4.12). Nech @ je distribu¢na funkcia normovaného normélneho roz-
delenia. Potom plati

P(X"_“\/ﬁgx) o, O(z) VreR

Sn n—o0

Podla vysledkov z kapitoly [L3] zvolme rozsah prvého vyberu v zavislosti na d,
teda n = n(d), a predpokladajme d — 0. Zostrojme intervalovy odhad danej
diiky 2d o asymptotickej spolahlivosti 1 — 5

Krok I Pre n(d) = [é] spravime prvy vyber X, ..., X, z rozdelenia s hus-
totou f(z; u,0?), kde p, o st nezndme parametre. Vypocitame Sfl(d) a urcime
najmensie prirodzené ¢islo N(d) tak, ze

5«2

N(d):max{n(d)—i-l, \‘MJ —i—l}, (2.1)
z

kde |z] je dolnd cel4 cast ¢isla .

Potom néjdeme 1+ N(d) — n(d) ¢isel ag, @nay+1,- - -, an(ay splitujicich rovnice

N(d
a) Qo + Ez’:(nzd)Jrl a; = 17

a N(d) 2 _ _z
b) w@ T Zi:n(d)Jrl a; = 2

11



Krok IT Dalej spravime druhy vyber Xo@@y+1s - - -, Xnay o velkosti N(d) —n(d).
Definujeme ndhodnu velicinu

N(d)
YN(d) = aOXn(d) + Z a; X; (22)
i=n(d)+1
a oznacme
Yn@ —

T = NG (2.3)

Pre ttto ndhodnu veli¢inu bude platit nésledujtica veta.

Tto vetu dokdzeme pomocou vety, ktord aj s dokazom najdeme v knihe Rényi
(1972, Véta 2).

Veta 2.2. Nech X.,...,X;, ... st ndhodné veliciny s rovnakym rozdelenim, pre
ktoré plati EX; = 0 a var X; = 1. Nech pre ndhodné veliciny

1 m
Zm—ﬁ;)@

plati vztah lim,, o P(Z,, < x) = ®(z). Predpokladajme, Ze {N;};-, je postupnost
ndhodnych velicin nadobidajicich za svoje hodnoty iba prirodzené cisla a plati

N; p
- — C,
7 i—00

t7. im0 P(—F’ = c) =1, kde c je kladnd konstanta. Potom plati

(2

lim P(Zy, < z) = ®(x).

1—00

Dokaz Vety[21. Zavedieme nahodné veli¢iny
_ H (d)’ i >n(d),
N

kde Y; je definované ako v (2.2)), kde berieme i = N(d). Potom st ndhodné
veliciny Up(ay, Un(a)+1, e rovnako rozdelené a z dokazu Vety [L1] plati EU; = 0
avarU; =1, 1 > n(d). Dalej definujeme veli¢iny

Ui




Z Vety LIl plati T; = Yi/_z“ ~ t;_1, pre i > n(d). Ozna¢me H; distribuéni funkciu

Studentovho rozdelenia o 7 stupiioch volnosti. O nej vieme, Ze plati:

lim H;(x) = &(x), =z €R,

vid [Dupad (2005, Véta 5.5). Teda

(111_% P (Tn(d) S l‘) = (13(1‘)

Za Zy, z Vety vezmeme nahodni velicinu Ty(q). Potom z vysledku (IL.9), kon-
vergencia skoro iste, plynie konvergencia v pravdepodobnosti, vid Rényi (1972,
str. 333), a teda su splnené predpoklady Vety a z nej plynie platnost Vety
2.1

O

Teda z Vety 2.1l plati: P (‘YN(d) — u} <z ul_%) =1—-a.
Zvolme z tak, aby spliiovalo rovnicu

Plati: P(Yn@a —d<p<Yyu+d)=1—a Y(u,0°%) € (R,R").
Interval (Y — d, Y@y + d) je intervalovy odhad o asymptotickej spolahlivosti
1 — «a a dizkou 2d pre parameter .

2.2 Sekvenény Waldov postup

Tento postup je popisany v skriptdch [Huskova (1982, str. 109).

Bud {X;}./ postupnost nezévislych rovnako rozdelenych nahodnych velicin,
X; ma hustotu f(z;0), kde 6 € (6,0), 0 je nezndmy parameter. Riesme tilohu
konstrukcie sekvenéného intervalového odhadu pre parameter 6 danej diiky 2d
s danych koeficientom spolahlivosti 1 — o, kde d > 0 je zndme.

Pri riesen{ tejto tlohy pouzivame trojni postupnost { L., U,, ¢, }, kde dvojica
(Lp = Lp(Xq, ..., X0), U, = Uy (X4, ..., X)) je nesekvenény intervalovy odhad
parametru 6 a ¢, = ¢,(X1,...,X,) je ndhodna veli¢ina urc¢ujica pravidlo pre
ukoncenie vyberu. Veli¢ina ¢,, nadobida hodnoty z {0, 1}, pricom ak ¢, = 1, tak
ukonéime vyber, inak pokracujeme vo vybere. Sekvenény intervalovy odhad pre
parameter 6 je potom interval

(L (X, .., XN), Un(X1, ..., XN)),

kde N = min {n; ¢,(X1,...,X,) = 1}. Ndhodna veli¢ina N je rozsah kone¢ného
vyberu. O¢akdvame, Ze tento intervalovy odhad m4 koeficient spolahlivosti 1 — a,
ak plati:
P e (Ly,Uyn);0)=1-q.
Predpokladajme, ze statistiky L, a U,, n = 1,2,..., maja nasledujtce vlast-
nosti:

13



i) L, <U, si.,

i) Vi Uy — L) —" 2Au_s, A>0,

n—oo

i) i (Uy —0) — ZyA — Auj_a —" 0,

n—oo

kde Z, je standardizovany stucet iid ndhodnych veli¢in s konecnym druhym
momentom.

Definujeme pravidlo pre ukoncenie vyberu, ktoré zavisi na volbe d:
N(d) =min{n; U, — L, <2d}, d>0. (2.5)

Potom hladany sekvenény intervalovy odhad pre parameter 6 dfiky mensej alebo
rovnej 2d je (LN(d)7 UN(d))

Za predpokladu, Ze ndhodné veliciny {N(d) d?; d > 0} st rovnomerne inte-
grovatelné, tj. lim,_,o supg.geq, EN(d) @* Iin(@yazsn = 0, kde

I _J1, ak N(d)d* > n,
IN(d)d>>n] = 0, inak,

platia d'alsie vlastnosti.

Veta 2.3. Nech st splnené vyssie uvedené predpoklady. Potom pre vsetky 0 € (6,0)
plati:

a) N(d) < +o0o s.i., Eg N(d) < +oo pre vsetky d > 0,
N(d) je nerastica funkcia premennej d,
lim N(d) = +o0 s.i., lim Eg N(d) = 400,
d—0 d—0
. 2 42 .
b) }llir(l)N(d)d =A Uy_o> .0,
lim Eg N(d)d*> = A*u;_ a2,
d—0 2
C) }lgl(l)P(LN(d) SHSUN(d)) =1-a.

Dékaz. Vid Huskovd (1982, str. 110-111).

Tvrdenie a) ndm zarucuje, Ze tento postup bude pri danom d ukonéeny s prav-
depodobnostou 1. Dalej hovort, Ze pri d — 0 rastie rozsah vyberu N(d) nad vietky
medze a tvrdenie b) hovori, Ze rastie rddovo rovnako rychlo ako d~2. Tvrdenie c)
hovori, Ze intervalovy odhad je o asymptotickej spolahlivosti 1 — a.

Nech Xj, ..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia so strednou hodnotou p a roz-
ptylom 0 < 0% < 400, kde i a 0% st nezndmé parametre. Chceme intervalovy
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odhad s koeficientom spolahlivosti 1 — « a dizkou mensou alebo rovnou 2d pre
parameter p. Zvolme

Ln = Xn — Ul_%

Up = 7n + Ui—g ) (26)

N(d) = min{n; U, — L, <2d}.

Sekvencny intervalovy odhad dfiky mensej alebo rovnej 2d o pribliznej spolahli-
vosti 1 — a pre p je tvaru

— SN(d)ulfg — SN(d)ul,g
<XN(d) - T(d)Q’ XN(d) + Td>2 .

Dokéazeme, Ze pre ttito volbu trojnej postupnosti st splnené predpoklady Vety
a teda okrem iného plati, ze pre d — 0 ma tento intervalovy odhad asymptoticku
spolahlivost 1 — a.

Predpoklad (i) plati z toho, ze

ul_,— >0 s.2.

2/n

vzhladom k tomu, ze 0> > 0. Zo SZVC plynie: S? L> o2, ¢o sme dokazali v

kapitole [L3l Odtial plati aj S, N (i) je
n—oo

vn(U, — L,) = 2u1,%5n SINCsi 201 q.

n—oo

Teda oznacme A = o > 0. Definujme 7, = %Z?:l(xi — 1). Potom je vyraz
v predpoklade (iii) rovny vyrazu:

n

1
Un - - X’L - - _a =
vl #) p Zzl( ) 0 — ouy_s

Nakoniec dokdzeme, 7e ndhodné veliciny {N(d) d?; d > 0} st rovnomerne inte-
grovatelné. Na to staci ukézat, ze lim, o EN(d) d* Ijn(@)g25n) = O rovnomerne
pre 0 < d < dy. Plati

EN(d) d® Iy (apazn] ZP

7 definicie N(d) a z Cebysevovej nerovnosti, vid Dupad (2005, Véta 2.10 (ii))
plati:
EStuj s C

d*k? = d*k?’

P(N(d) > k) = P(Spu1_s > dVk) <

15



_ 2
kde C' je konstanta nezavisla na d ani k. Plynie to z toho, ze (190% ~ X:,

a plati, vid |Andél (2007, str. 27):

E(M) —k-1, Var(w):m_n,

o2 o2

(D) (=80 g (B=D5E) ey

= (k—1)(k+1).

Ked7ze uj_o je konstanta, plat{
2 \? [(k-1)52]"
ESjul_s = ul o ES} = ul_, ( o ) E {@]

k—1 o2
k+1
4 4
—Ul_%O' (—k‘_]_)

a % < 3, pre k > 1. Teda celd strednd hodnota sa d4 odhadnit konstantou C.

Dosadime
EN(d) d2 I[[N(d)d2>n] <c Z d72]€72 <

k>d%

C
n

a dostavame .
lim EN(d) & I|n(gyazsn < lim — = 0.

n—o00 n—oo M,

Dokézali sme, ze pre nasu $pecialnu volbu trojnej postupnosti {L,, U, ¢, } plati

Veta 23]
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Kapitola 3

Vlastnosti nahodnej veliciny N

Venujme teraz pozornost nahodnej velicine N(d), ktord oznacuje celkovy roz-
sah vyberu potrebny na konstrukciu sekvencného intervalového odhadu dlzky
d a spolahlivosti 1 — a. Aké mé rozdelenie a strednd hodnotu?

Simulujme tlohu konstrukcie intervalového odhadu parametru p danej dfiky
2d a spolahlivosti 1 — a. Cielom tejto simuldcie je ziskat informdcie o rozdeleni
nédhodnej veliciny N(d). Vytvorime histogram z nameranych hodnét a zaroven
spocitame aj ich strednii hodnotu a medidan. Tieto hodnoty si na konci tejto
kapitoly v prehladnych Tabulkdch B.1] a Zvolme o = 0,05 a za d postupne
vezmime hodnoty d; = 0,5; dy =0,3; d3 =0,1; dy = 0,05.

3.1 Steinov postup

V kapitole[L.3]sme odvodili priblizné spravanie sa strednej hodnoty veli¢iny N pre
Steinov postup. Dostali sme vysledok, ze pri malych hodnotach n (rozsah prvého
vyberu) a %, kde z je definované v (L) a ¢° je rozptyl velicin normalneho
rozdelenia, mame priblizne

0.2

E,2(N) ~ (3.1)

> .

Pri volbe n v zavislosti na d vztahom

n— H , (3.2)

kde [z] je celé &islo, ktoré vznikne zaokrihlenim redlneho ¢isla x, plati:
d—=0 = n—oo.

Overme tieto vysledky pomocou simuldcie, ktorej skript v jazyku R je uve-
deny v prilohe[Il. Na zistenie hodnoty N pouzijeme Steinov postup. Rozsah prvého
vyberu volime podla pravidla (8:2) a hodnoty d a @ mdme uréené na zaciatku
kapitoly Bl Vyber robime z normovaného normalneho rozdelenia.

V simulécii opakujeme krok I zo Steinovho postupu na vypocet celkového

rozsahu 10 000 krat a ukladdme si zistené hodnoty N. Z nich nésledne vykreslime
histogram rozdelenia veli¢iny N spolu s hustotou normélneho rozdelenia, ktorého
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strednd hodnota sa zhoduje s medidnom ziskanych hodnot veliciny N. Median

. 2 . / , s
(med), priemer (mean) a hodnotu Z = L si nechdme v danom poradi vypisat pre
porovnanie s odvodenou strednou hodnotou (B11).

5000
|

Pocetnost’
3000

1000
|

%’%

[ I I I |
1000 2000 3000 4000

0
|

o

Graf 3.1: Rozdelenie hodnét N pre vyber z N(0,1) ak d = 0,5

Na Grafe[3.1lje histogram hodnot N zistovanych pomocou Steinovho postupu,
ak d = 0, 5. Vidime, Ze rozdelenie veli¢iny /N sa najviac 1isi od normalneho rozde-
lenia prave v okolf medidnu, kde je pravdepodobnost ovela viésia nez pri vacsich
hodnotach veliciny N a toto rozdelenie nie je symetrické. K tomuto grafu mame
vystup:

> med

[1] 299

> mean

[1] 645.8638
>1/ z

[1] 645.7697

Stredna hodnota a odhad strednej hodnoty st priblizne rovnaké, ale median je me-

nej nez polovica z nich. Ku Grafu[3.2] ktory zobrazuje histogram hodnoét velic¢iny
N ak d =0, 3, je vystup:

> med

[1] 143

> mean

[1] 205.8439
>1/ z

[1] 205.7312
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Graf 3.2: Rozdelenie hodnot N pre vyber z N(0,1) ak d = 0,3
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Graf 3.3: Rozdelenie hodnot N pre vyber z N(0,1) ak d =0, 1

Pre d = 0,1 je z Grafu 3.3 a vystupu:

> med
[1] 475
> mean
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[1] 512.6912
>1/ z
[1] 511.6644

vidiet, Ze rozdelenie hodnot N je s klesajicim d stale viac podobné normdalnemu
rozdeleniu. To potvrdzuje aj Graf 3.4 a vystup pre d = 0, 05:

> med

[1] 1683

> mean

[1] 1749.043
>1/ =z

[1] 1740.558

a vedie k zaveru, ze ak d klesd, tak strednd hodnota N rastie a medidn sa k nej

blizi.
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|
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Graf 3.4: Rozdelenie hodnot N pre vyber z N(0, 1) ak d = 0,05

V simulécii sme teda dospeli k vysledkom zhodnym so zavermi kapitoly [1.3]
ktoré navyse smeruji k tomu, Ze pre §pecidlnu volbu n, ako v ([3.2)), a pre d — 0
ma nahodnd velicina N asymptoticky normélne rozdelenie.

3.2 Modifikovany Steinov postup

Pozrime sa na to, ako dopadne nasa simuldcia, ak nebudeme robit vyber z nor-
malneho rozdelenia.
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3.2.1 Laplaceovo rozdelenie

Nech a € R a b > 0. Laplaceovo rozdelenie ma hustotu

f<x>=2ibexp{—'$;“'}.

Toto rozdelenie sa nazyva aj dvojité exponencidlne rozdelenie a znaci sa DEx(a, b).
Ak X ~ DEx(a,b), potom plati

pu=EX=aqa, o®=varX =2

Zvolme a = 0, b = % Teda =0, 02 = 1.

Upravme simulédciu z kapitoly B.1] tak, Ze miesto vyberu z norméalneho roz-
delenia budeme robit vyber z DEx (0, 1/ \/5) a pouzijeme modifikovany Steinov
postup. Znovu uréime rozsah prvého vyberu pravidlom (3.2)). R-kovy skript k tejto
simulécii najdeme v prilohe

o
o _
o
[ee]
o
o _]
- O
n ©
o
=
[CEE =]
g S
o
o _|
o
I3 \\
|
o_
[ I I ]
0 50 100 150
N

Graf 3.5: Rozdelenie hodnét N pre viber z DEx (0,1/v2) ak d = 0,5

Na Grafe a vystupe pre d = 0, 5:

> med
[1] 6

> mean

[1] 16.2736
>1/ z
[1] 15.3664
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vidime, Ze pri vybere z Laplaceovho rozdelenia staci na konstrukciu intervalového
odhadu pre parameter p diiky 2d a spolahlivosti 0, 95 neporovnatelne mens{ roz-
sah vyberu, nez pri vybere z normélneho rozdelenia. To isté plati aj pre d = 0,3
na Grafe a vo vystupe:

> med

[1] 22

> mean

[1] 43.0336
>1/ z

[1] 42.68444

Je to sposobené tym, ze kym v Steinovom postupe vyuzivame kvantily Studento-
vho rozdelenia, v jeho modifikovanom postupe vyuzivame na zaklade CLV kvantil
normovaného normélneho rozdelenia. Intervalovy odhad, ktory zostrojime modifi-
kovanym Steinovym postupom potom spiﬁa pozadovani spolahlivot len asympto-
ticky.
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Graf 3.6: Rozdelenie hodnét N pre viber z DEx (0,1/v2) ak d = 0,3

Ked porovndme Graf 3.7 pre d = 0,1 a jeho vystup:

> med

[1] 316

> mean

[1] 381.3016
>1/ =z

[1] 384.16
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Graf 3.7: Rozdelenie hodnot N pre vyber z DEx (0, 1/\/5) ak d=0,1
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Graf 3.8: Rozdelenie hodnot N pre vyber z DEx (0, 1/\/5) ak d = 0,05

a Graf B8 pre d = 0,05 a vystup:

> med
[1] 1383
> mean
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[1] 1535.42

>1/ z

[1] 1536.64

s vystupmi a grafmi z kapitoly B.I, mozeme usudit, Ze pre d — 0 bude mat
nahodna velicina N pre vyber z Laplaceovho rozdelenia rovnaké asymptotické
vlastnosti ako pre vyber z normélneho rozdelenia.

3.2.2 Rozdelenie y? o 4 stupinioch volnosti

Nech n > 1. Rozdelenie x? o n stupiioch volnosti ma hustotu

1 n
2 lem2 1 >0.

“wAr(y)”

(SIS

f(x)

Znacime x2. Ak X ~ x2, tak plati

u=EX=n, o’=varX =2n.

Pre volbu n =4 je p = 4 a 0® = 8. Oznacme

X -4

=77

Potom n&hodnd veli¢ina Z mé& normované x3-rozdelenie.

Teraz upravme simulaciu z kapitoly [B.1] tak, ze miesto vyberu z normalneho
rozdelenia vezmeme vyber z normovaného y3-rozdelenia a pouzijeme modifiko-
vany Steinov postup a pravidlo (3.2) na urcenie rozsahu prvého vyberu. R-kovy
skript k tejto simulacii najdeme v prilohe [Bl
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Rozdelenie hodnét N pre vyber z normovaného y2-rozdelenia ak d =
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Dostaneme Grafy B.9]- B.12 a vystupy pre d = 0, 5:

> med

[1] 5

> mean

[1] 15.84
>1/ =z

[1] 15.3664

d=0,3:

> med

[1] 22

> mean

[1] 42.2926
>1/ z

[1] 42.68444
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Graf 3.10: Rozdelenie hodnot N pre vyber z normovaného y3-rozdelenia ak
d=0,3

d=0,1:

> med

[1] 314

> mean

[1] 383.9397
>1/ =z

[1] 384.16
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Graf 3.11: Rozdelenie hodnot N pre vyber z normovaného y3-rozdelenia ak
d=0,1
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Graf 3.12: Rozdelenie hodnot N pre vyber z normovaného y3-rozdelenia ak

d=0,05

ad=0,05:
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> med

[1] 1380

> mean

[1] 1539.945
>1/ z

[1] 1536.64

Moézeme si v&imnuit znaéni podobnost s grafmi a vystupmi pri vybere z Lapla-
ceovho rozdelenia.

3.3 Sekvencny Waldov postup

Nakoniec simulujme sekvenény Waldov postup pre intervalovy odhad parametru
1 danej dfiky 2d a spolahlivosti 1 — .. Robime vyber z normovaného norméalneho
rozdelenia a pouzijeme $pecidlnu volbu trojnej postupnosti definovani v (2.6)).
Parametre «, d a n (rozsah prvého vyberu definovany v ([B.2])) vezmeme ako
vyssie. Skript v jazyku R je uvedeny v prilohe [l
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Graf 3.13: Rozdelenie hodnot N pri sekvenénom Waldovom postupe ak d = 0,5

Pre volbu d = 0,5 je na Grafe 3.13 vidiet, Ze rozdelenie hodnot N sa ani
trochu nepriblizuje norméalnemu rozdeleniu a dokonca ani neplati, ze s najvacsou
pravdepodobnostou st dosahované hodnoty v okoli medianu, ako to bolo v grafoch
pri Steinovom postupe, vid Graf B.Il Vystup pre d = 0,5 je ndsledovny:

> med
[1] 10
> mean
[1] 10.1834
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Vidime, Ze tento postup je podla priemeru hodnot veliciny N jednoznacne vy-
hodnejsi nez Steinov postup. V Grafe B.14 pre d = 0,3 maji najvacsiu pravde-
podobnost hodnoty N v okolf medidnu, ale stéle je rozdelenie hodnot veliciny N
dost odlisné od normélneho rozdelenia.
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Graf 3.14: Rozdelenie hodnot N pri sekvenénom Waldovom postupe ak d = 0,3

Vystup pre d = 0, 3:

> med
[1] 41
> mean
[1] 37.5843

Vsimnime si, ze na rozdiel od vystupov zo Steinovho postupu a jeho modifikécii
je v sekvencnom Waldovom postupe strednéd hodnota mensia nez medidn hodnot
veliciny N a zdroven su blizko pri sebe. V Grafoch a nastala zmena
oproti predoslym dvom grafom. Vidime, ze ak d — 0 ma ndhodnd velicina N
asymptoticky normalne rozdelenie. Vystupy pre d = 0, 1:

> med

[1] 384

> mean

[1] 383.0298

a pre d = 0,05:

> med

[1] 1536

> mean

[1] 1536.138
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podkladaji tvrdenie z Vety 23] a), ze pre d — 0 rastie rozsah vyberu N nad
vSetky medze.
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Graf 3.15: Rozdelenie hodnot N pri sekvenénom Waldovom postupe ak d =0, 1
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Graf 3.16: Rozdelenie hodnot N pri sekvenénom Waldovom postupe ak d = 0, 05
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3.4 Porovnanie jednotlivych postupov

V Tabulkach B.1] a mozeme porovnat medidny a stredné hodnoty nadhodnej
veliciny N pre rozne postupy a rozne volby éfsla d.

Je zrejmé, ze strednd hodnota NN je najmensia pre sekvenény Waldov postup,
teda je vyhodnejsi pri rieSeni nasSej ulohy. To plynie z toho, Ze na zostrojenie
intervalového odhadu danej dIZky a danej spolahlivosti je potrebnych priemerne
menej pozorovani nez pri Steinovom postupe.

Dalej je vidiet, ze medidn a strednd hodnota veli¢iny N st pri Steinovom po-
stupe a jeho modifikécii dost rozdielne. To indikuje asymetriu rozdelenia, ktort
je mozno pozorovat na Grafoch [3.1], [3.2] -BlaBa-BI2 Avsak ak d — oo,
tak sa median veliciny N blizi k jej strednej hodnote.

Pre d — 0 sa stredné hodnoty a mediany nahodnej veliciny N pre rozne
postupy podobaji. Vyhoda Steinovho postupu oproti sekvenénému Waldovmu
postupu je vo vypoctovej jednoduchosti.

Mediany veli¢iny N d=05 d=03 d=0.1 d=0.05
Steinov postup 299 143 475 1683
Modifikovany Steinov postup pre 6 22 316 1383

Laplaceovo rozdelenie

Modifikovany Steinov postup pre 5 22 314 1380
rozdelenie x?

Sekvencny Waldov postup 10 41 384 1536

Tabulka 3.1: Meddny veliciny N pre rozne postupy a dIZky intervalu

Stredné hodnoty veliciny N  d =0.5 d=03 d=0.1 d=0.05
Steinov postup 645,8638 205,8439 512,6912 1749,049

Modifikovany Steinov postup pre 16,2736 43,0336 381,3016  1535,42
Laplaceovo rozdelenie

Modifikovany Steinov postup pre 15,84 42,2926  383,9397  1539,945
rozdelenie x?

Sekvencny Waldov postup 10,1834 37,5843 383,0298  1536,138

Tabulka 3.2: Stredné hodnoty veliciny N pre rozne postupy a dIZky intervalu
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Zaver

V préci sme sa venovali sekvencnym intervalovym odhadom danej diiky a danej
spolahlivosti pre strednd hodnotu. Popisali sme rézne postupy ich konstrukcie
a odvodili ich vlastnosti.

Dospeli sme k zaveru, ze ak sa pozadovana di7ka intervalu blizi k nule, tak
rozsah vyberu potrebny na zostrojenie sekvenc¢ného intervalového odhadu danej
diiky a danej spolahlivosti rastie nad vsetky medze. To sme dokazali pre vietky
spomenuté postupy.

Pomocou simulécie jednotlivych postupov sme vytvorili grafy rozdelenia cel-
kového rozsahu vyberu a zhodnotili sme vyhodnost jednotlivych postupov vzhla-
dom na stredni hodnotu rozsahu vyberu. Z grafov vyplyva, ze ¢im mensia je po-
7adovana dizka intervalu, tym viac sa rozdelenie celkového rozsahu vyberu blizi
k normalnemu rozdeleniu.

V tedrii sekvencnych intervalovych odhadov danej diiky nie je znamych tolko
poznatkov, ako to je u nesekvencnych intervalovych odhadov. Pre niektoré problé-
my vSak existuje rieSenie iba na zaklade sekvencénej metddy, ako je to aj v pripade
intervalového odhadu strednej hodnoty pri nezndmom rozptyle. Dalej je mozné
skiimat tento problém a jeho riesenie v linedrnom regresnom modeli.

31



Zoznam pouzitej literatiury

ANDEL, J. (2007). Zdklady matematické statistiky. Matfyzpress, Praha. ISBN
80-7378-001-1.

CHATTERJEE, S. K. (1991). Two-stage and multistage procedures. Handbook of
sequential analysis, (3), 21-45.

DuPAC, V.; HUSKOVA, M. (2005). Pravdépodobnost a matematickd statistika.
Univerzita Karlova v Praze - Nakladatelstvi Karolinum, Praha. ISBN 978-80-
246-0009-3.

GHosH, B. K.; SEN, P. K. (1991). Handbook of sequential analysis. Marcel
Dekker, New York. ISBN 0-8247-8408-1.

HuSkOVA, M. (1982). Sekvencni analyza. SPN, Praha. Skripta.

LacHouT, P. (2004). Teorie pravdépodobnosti. Univerzita Karlova v Praze -
Nakladatelstvi Karolinum, Praha. ISBN 80-246-0872-3.

RaAo, C. (1978). Linedrni metody statistické indukce a jejich aplikace. Academia,
Praha. Skripta.

RENYI, A. (1972). Teorie pravdépodobnosti. Academia, Praha.

Wonnacor, T. H.; WonNacor, R. J. (1993). Statistika pro obchod a hos-
poddrstvi. Victoria Publishing a.s., Cerveny Kostelec. ISBN 80-85605-09-0.

32



Zoznam tabuliek

[abulka 3.1 Meddny veli¢iny N pre rozne postupy a dlzky intervald . . 30
Tabulka 3.2 Stredné hodnoty veliciny N pre rozne postupy a dfiky in-
tervalu . . ..o 30

33



Zoznam grafov

\Graf 3.1 Rozdelenie hodnot N pre viber 2 N(O. 1) ak d =0.5 . . . . .

\Graf 3.2 Rozdelenie hodnot N pre viber z N(0. 1) ak d =04 . . . ..
Graf 3.3 Rozdelenie hodndt N pre viber z N(O,. D) ak d=0.1 . . . . .

Graf 3.4 Rozdelenie hodnot N pre viber z N(0.1) ak d = 0.05 . . . . .

Graf 3.5_Rozdelenie hodnét N pre viber z DEx (0,1/+/2) ak d = 0.4
Graf 3.9 Rozdelenie hodnot N pre vyber z normovaného y3-rozdelenia
ak d=0,5 . . . ...
Graf 3.10 Rozdelenie hodnét N pre vyber z normovaného y3-rozdelenia
akd=0,3 . . . . . ..
Graf 3.11 Rozdelenie hodndt N pre vyber z normovaného y3-rozdelenia
akd=0,1 . . .. . ... .
Graf 3.12 Rozdelenie hodnot N pre vyber z normovaného y2-rozdelenia
ak d=0,05. . . . . ..
Graf 3.13 Rozdelenie hodnot N pri sekvenénom Waldovom postupe ak
d=0,5 . .
Graf 3.14 Rozdelenie hodnot N pri sekvenénom Waldovom postupe ak
d=0,3 . . .
Graf 3.15 Rozdelenie hodnot N pri sekvenénom Waldovom postupe ak
d=0,1 . . . .

Graf 3.16 Rozdelenie hodnot N pri sekvenénom Waldovom postupe ak
d=0,05 . . ..

34



Zoznam pouzitych skratiek

R redlne cisla
RY e kladné reélne cisla
INAX .« o o e e e e e e e e e e e maximum
SUD  « o e e e e e supremum
2 vseobecny kvantifikator
L] dolnd celd cast ¢isla =
le| . absolitna hodnota ¢isla
[x] . celé ¢islo, ktoré vznikne zaokrihlenim realneho cisla x
Dag oo identifikdator javu A
med . ... L medidn
MEATNL . . . v v e e e e e e e e stredna hodnota
EX ..o strednd hodnota ndhodnej veliciny X
varX . rozptyl nahodnej veliciny X
P(A) .. pravdepodobnost javu A
Sde v e skoro iste
id ... nezavislé a rovnako rozdelené
CLV . centralna limitna veta
SZVC . . silny zakon velkych éisel
LX) ..o vSeobecné oznacenie rozdelenia ndhodnej veliciny X
~o o vyjadruje vztah, napr. X ~ £(X) znaéi, ze X md rozdelenie £(X)
X e kartézsky sucin
N(u,0%) .. ... normélne rozdelenie so strednou hodnotou j a rozptylom o?
o distribu¢nd funkcia normovaného normélneho rozdelenia
UB o o [-kvantil normovaného normalneho rozdelenia
b o o e Studentovo rozdelenie o n stupiioch volnosti
H, ..... distribuénd funkcia Studentovho rozdelenia o n stupiioch volnosti
tan - o o [-kvantil Studentovho rozdelenia o n stuprtioch volnosti
X2 x2-rozdelenie o n stupiioch volnosti
DEx(a,b) . . . Laplaceovo/dvojité exponencidlne rozdelenie s parametrami a,b

35



Prilohy

Priloha 1. Skript v jazyku R pre simulaciu Steinovho postupu . . . . . .. 37
Priloha 2. Skript v jazyku R pre simulaciu modifikovaného Steinovho

postupu pre vyber z Laplaceovho rozdelenia . . . . . . . . . .. 38
Priloha 3. Skript v jazyku R pre simulaciu modifikovaného Steinovho

postupu pre vyber z x2-rozdelenia . . . ... .. ... ..... 39
Priloha 4. Skript v jazyku R pre simulaciu sekvenéného Waldovho

postupu . . ... 40

36



Priloha 1.

set.seed(123)

d <- 0.05 # polovica dlzky intervalu

n <- round(1 / 4, 0)

alfa <- 0.05

1-(alfa/2) kvantil t-rozdelenia o n-1 stupnoch volnosti
zavisi na volbe premennej d

<- 2.086

<= (/)2

<- 10000 # pocet vyberov

<- numeric(B) # vektor o B nulach

= W N o H H

for(i in 1:B) {

# Urobime vyber n nahodnych velicin z normovaneho normalneho
# rozdelenia a priradime do vektoru X.

X <- rnorm(n, mean = 0, sd = 1)

# Vypocitame N[i] a ulozime do pola.

N[i] <- max(n+1l, as.integer(var(X) / z) + 1)

X
# Nechame vypisat median, strednu hodnotu z N a 1/z.
med <- median(N)

med

mean <- mean(N)

mean

y<-1/z

y

# Vykreslime histogram pre vektor N a hustotu normalneho rozdelenia
# do grafu

maxN <- max(N) # horna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

minN <- min(N) # dolna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

range <- maxN - minN

postscript(file = "histogram.ps", width = 6.5, height = 5,
horizontal = FALSE)

par (mfrow = c(1,1))

# Histogram

h <- hist(N, x1lab="N", ylab="Po&etnost’", main=NULL, xlim=c(0,maxN))

xfit <- seq(minN, maxN, length=range)

yfit <- dnorm(xfit, mean=med, sd=sd(N))

yfit <- yfitxdiff (h$mids[1:2])*length(N)

lines(xfit, yfit, lwd=2) # hustota normalneho rozdelenia

abline(v = med, 1ty=2, col="#989898") # vertikalna ciara - median

# Oznacime median

mtext ("Medidn", side=3, line=0, col="#989898",at = med)

dev.off ()
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Priloha 2.

set.seed(123)

d <- 0.05 # polovica dlzky intervalu

n <- round(1 / 4, 0)

alfa <- 0.05

# 1-(alfa/2) kvantil normovaneho normalneho rozdelenia

u <- 1.960

z <= (d/ w-2

B <- 10000 # pocet vyberov

N <- numeric(B) # vektor o B nulach

for(i in 1:B) {

# Urobime vyber n nahodnych velicin z Laplaceovho rozdelenia pre a=0,
# b=1/sqrt(2) a priradime do vektoru X.

X <- rlaplace(n, location=0, scale=1/sqrt(2))

# Vypocitame N[i] a ulozime do pola.

N[i] <- max(n+l, as.integer(var(X) / z) + 1)

}

# Nechame vypisat median, strednu hodnotu z N a 1/z.

med <- median(N)

med

mean <- mean(N)
mean

y <- 1/ z

y

# Vykreslime histogram pre vektor N a hustotu normalneho rozdelenia

# do grafu

maxN <- max(N) # horna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

minN <- min(N) # dolna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

range <- maxN - minN

postscript(file = "histogram.ps", width = 6.5, height = 5,
horizontal = FALSE)

par (mfrow = c(1,1))

# Histogram

h <- hist(N, xlab="N", ylab="PoZetnost’", main=NULL, xlim=c(0,maxN))

xfit <- seq(minN, maxN, length=range)

yfit <- dnorm(xfit, mean=med, sd=sd(N))

yfit <- yfit*diff (h$mids[1:2])*length(N)

lines(xfit, yfit, lwd=2) # hustota normalneho rozdelenia

abline(v = med, 1lty=2, col="#989898") # vertikalna ciara - median

# Oznacime median

mtext ("Median", side=3, line=0, col="#989898",at = med)

dev.off ()
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Priloha 3.

set.seed(123)

d <- 0.05 # polovica dlzky intervalu

n <- round(1 / 4, 0)

alfa <- 0.05

# 1-(alfa/2) kvantil normovaneho normalneho rozdelenia

u <- 1.960

z <= (d/ w-2

B <- 10000 # pocet vyberov

N <- numeric(B) # vektor o B nulach

for(i in 1:B) {

Urobime vyber n nahodnych velicin z Chi-kvadrat rozdelenia
o 4 stupnoch volnosti a priradime do vektoru Y. Normovane hodnoty
nahodnych velicin z vyberu ulozime do vektoru X.

<- rchisq(n, 4, ncp=0)

<- (Y - 4) / sqrt(8)

Vypocitame N[i] a ulozime do pola.

N[i] <- max(n+l, as.integer(var(X) / z) + 1)

b

# Nechame vypisat median, strednu hodnotu z N a 1/z.

med <- median(N)

H X < H* H H

med

mean <- mean(N)

mean

y <- 1/ z

y

# Vykreslime histogram pre vektor N a hustotu normalneho rozdelenia
# do grafu

maxN <- max(N) # horna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

minN <- min(N) # dolna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

range <- maxN - minN

postscript(file = "histogram.ps", width = 6.5, height = 5,
horizontal = FALSE)

par (mfrow = c(1,1))

# Histogram

h <- hist(N, xlab="N", ylab="PoZetnost’", main=NULL, xlim=c(0,maxN))

xfit <- seq(minN, maxN, length=range)

yfit <- dnorm(xfit, mean=med, sd=sd(N))

yfit <- yfitxdiff (h$mids[1:2])*length(N)

lines(xfit, yfit, lwd=2) # hustota normalneho rozdelenia

abline(v = med, 1lty=2, col="#989898") # vertikalna ciara - median

# Oznacime median

mtext ("Median", side=3, line=0, col="#989898",at = med)

dev.off ()
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Priloha 4.

set.seed(123)

d <- 0.05 # polovica dlzky intervalu

n <- round(1/4,0)

alfa <- 0.05

# 1-(alfa/2) kvantil normovaneho normalneho rozdelenia
u <- 1.960

B <- 10000 # pocet vyberov

N <- numeric(B) # vektor o B nulach

for(i in 1:B) {

# Vygenerujeme nahodnu velicinu z normovaneho normalneho rozdelenia
# a priradime do vektoru X.

X <- rnorm(n, mean = 0, sd = 1)

m<-n # rozsah vyberu

while((u*sd(X)/sqrt(m)) > d) {
Y <- rnorm(1, mean = 0, sd = 1)

X <- c(X,V)
m <- m+1

}

N[i] <- m
}

# Nechame vypisat median, strednu hodnotu z N a 1/z.

med <- median(N)

med

mean <- mean(N)

mean

# Vykreslime histogram pre vektor N a hustotu normalneho rozdelenia

# do grafu

maxN <- max(N) # horna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

minN <- min(N) # dolna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

range <- maxN - minN

postscript(file = "histogram.ps", width = 6.5, height = 5,
horizontal = FALSE)

par (mfrow = c(1,1))

# Histogram

h <- hist(N, x1lab="N", ylab="Po&etnost’", main=NULL, xlim=c(0,maxN))

xfit <- seq(minN, maxN, length=range)

yfit <- dnorm(xfit, mean=med, sd=sd(N))

yfit <- yfit*diff (h$mids[1:2])*length(N)

lines(xfit, yfit, lwd=2) # hustota normalneho rozdelenia

abline(v = med, 1ty=2, col="#989898") # vertikalna ciara - median

# Oznacime median

mtext ("Medidn", side=3, line=0, col="#989898",at = med)

dev.off ()
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