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Úvod 1
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Zoznam tabuliek 33

Zoznam grafov 34
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Pŕılohy 36



Úvod

Sekvenčná analýza sa zaoberá riešeńım štatistických úloh, v ktorých dáta prichá-
dzajú postupne. Po každom novom pozorovańı sa rozhodnujeme, či v pozorovańı
budeme pokračovat’, alebo ho ukonč́ıme. Rozsah výberu je teda náhodná veličina,
ktorú pred začiatkom pozorovania nepoznáme. Jednou zo základných úloh sek-
venčnej analýzy je práve konštrukcia sekvenčných intervalových odhadov danej
d́lžky a danej spol’ahlivosti. V práci sa zameriavame na sekvenčné intervalové od-
hady pre strednú hodnotu.

Prvú kapitolu venujeme postupom, ktoré sa použ́ıvajú pri náhodnom výbere
z normálneho rozdelenia. Pre pŕıpad neznámeho rozptylu dokazujeme, že neexis-
tuje intervalový odhad strednej hodnoty založený na pevnom rozsahu výberu,
ktorý je danej d́lžky a danej spol’ahlivosti a zároveň nezáviśı na rozptyle. Po-
pisujeme dvojfázový Steinov postup, jeho vlastnosti a aplikáciu na konkrétne
dáta. Odhadneme strednú hodnotu rozsahu výberu potrebného na zostrojenie
sekvenčného intervalového odhadu danej d́lžky pre strednú hodnotu Steinovým
postupom a odvod́ıme jeho limitné chovanie v závislosti na požadovanej d́lžke
intervalu.

Obsahom druhej kapitoly sú postupy, ktoré sa dajú použit’ aj v pŕıpade, že
nemáme výber z normálneho rozdelenia a odvodenie ich vlastnost́ı.

Posledná kapitola je venovaná náhodnej veličine určujúcej rozsah výberu.
Čo sa týka jej rozdelenia, je problém presne ho určit’. Našou snahou je źıskat’

informácie o asymptotickom rozdeleńı rozsahu výberu. Simulujeme úlohu kon-
štrukcie sekvenčného intervalového odhadu danej d́lžky a danej spol’ahlivosti
pre strednú hodnotu pomocou postupov z kapitoly 1 a 2. Uvádzame grafy s roz-
deleńım rozsahu výberu pre rôzne vol’by požadovanej d́lžky intervalu a sledu-
jeme správanie pri jej zmenšovańı. Porovnávame výhodnost’ jednotlivých postu-
pov na základe strednej hodnoty rozsahu výberu. Sledujeme aj to, či sa výsledky
zhodujú s vlastnost’ami, ktoré sme pre jednotlivé postupy odvodili.

V texte predpokladáme, že čitatel’ je oboznámený so základnými pojmami
z matematickej štatistiky, konkrétne so základmi intervalového odhadu.
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Kapitola 1

Sekvenčné intervalové odhady

danej d́lžky pre náhodné veličiny

s normálnym rozdeleńım

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ sekvenčnými intervalovými odhadmi danej
d́lžky pre špeciálny pŕıpad.

Nech X1, X2, . . . je náhodný výber z normálneho rozdelenia so strednou hod-
notou µ a rozptylom σ2, znač́ıme N(µ, σ2). Postup pri určovańı rozsahu výberu n
sa ĺı̌si pre pŕıpady, kedy je σ2 známe a kedy je neznáme.

1.1 Známe σ2

Nech X1, X2, . . . je náhodný výber z N(µ, σ2), kde µ ∈ R je neznámy parameter
a σ2 > 0 je známy parameter. Hl’adáme intervalový odhad parametru µ d́lžky 2d
s koeficientom spol’ahlivosti 1− α, kde d > 0 a 0 < α < 1 sú dané.

Na konštrukciu intervalového odhadu s daným koeficientom spol’ahlivosti po-
užijeme poznatky z nesekvenčnej teórie intervalových odhadov, vid’ Anděl (2007,
str. 70-73). Aby zostrojený interval bol požadovanej d́lžky, muśıme mat’ výber
o rozsahu n, ktorý urč́ıme neskôr.

Vieme, že výberový priemer Xn = 1
n

∑n
i=1Xi je nestranný, konzistentný odhad

parametru µ a plat́ı:

Xn ∼ N

(

µ,
σ2

n

)

,

kde X ∼ L(X) znač́ı, že náhodná veličina X má rozdelenie L(X) (všeobecné
označenie rozdelenia náhodnej veličiny X). Ďalej plat́ı:

Xn − µ

σ

√
n ∼ N(0, 1)

a teda Xn−µ
σ

√
n nezáviśı na µ. Označme uβ β-kvantil normovaného normálneho

rozdelenia. Potom

P

( |Xn − µ|
σ

√
n < u1−α

2

)

= 1− α ∀µ.
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Teda intervalový odhad µ spol’ahlivosti 1− α je
(

Xn − u1−α

2

σ√
n
, Xn + u1−α

2

σ√
n

)

.

Tento interval je d́lžky 2u1−α

2

σ√
n
. Ak chceme aby bol najviac d́lžky 2d, muśıme

vziat’ n tak, aby splňovalo nerovnost’

u1−α

2

σ√
n
≤ d,

(u1−α

2
σ

d

)2

≤ n.

Pre intervalový odhad d́lžky 2d s koeficientom spol’ahlivosti 1− α parametru

µ je potrebný náhodný výber o rozsahu n(d) =

⌊

(

u1−α
2
σ

d

)2
⌋

+1, kde ⌊x⌋ je dolná
celá čast’ č́ısla x. Pre tento výsledok môžeme ṕısat’:

n(d) ∼ d−2 (1.1)

čo znamená, že pre d → 0 konverguje n(d) ako d−2.

1.2 Neznáme σ2

Teraz riešme úlohu z kapitoly 1.1 pre nezmány parameter σ2 > 0.

Vieme, že výberový rozptyl S2
n = 1

n−1

∑n
i=1(Xi − Xn)

2 je nestranný, konzis-

tentný odhad parametru σ2 a plat́ı, vid’ Anděl (2007, str. 74-75), že Xn a S2
n sú

nezávislé náhodné veličiny. Ďalej plat́ı:

(n− 1)Sn
2

σ2
∼ χ2

n−1, (1.2)

kde χ2
n−1 je χ2-rozdelenie o (n− 1) stupňoch vol’nosti,

Xn − µ

Sn

√
n ∼ tn−1,

kde tn−1 je Studentovo rozdelenie o (n − 1) stupňoch vol’nosti, a teda Xn−µ
Sn

√
n

nezáviśı na µ ani na σ2. Označme tβ,n β-kvantil Studentovho rozdelenia o n stup-
ňoch vol’nosti. Potom

P

(
∣

∣

∣

∣

Xn − µ

Sn

∣

∣

∣

∣

√
n < t1−α

2
,n−1

)

= 1− α ∀µ, σ2.

Teda intervalový odhad µ spol’ahlivosti 1− α je
(

Xn − t1−α

2
,n−1

Sn√
n
, Xn + t1−α

2
,n−1

Sn√
n

)

. (1.3)

Tento interval je d́lžky 2t1−α

2
,n−1

Sn√
n
. Táto d́lžka je však sama náhodnou veličinou,

preto nemôžeme postupovat’ rovnakým postupom ako v predošlom pŕıpade.
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1.2.1 Neexistencia intervalového odhadu založeného na

pevnom rozsahu výberu

Pre náš problém konštrukcie intervalového odhadu danej d́lžky a danej spol’ahli-
vosti pri výbere z normálneho rozdelenia s neznámimi parametrami µ a σ2 bolo
dokázané, že neexistuje netriviálny intervalový odhad založený na pevnom roz-
sahu výberu, ktorý by nezávisel na parametri σ2. Neskôr bol tento záver dokázaný
aj pre širšiu skupinu rozdeleńı. Vychádza sa z toho, že dve rozdelenia s rôznou
polohou môžeme pribĺıžit’ na l’ubovol’ne malú vzdialenost’, ak dostatočne zväčš́ıme
parameter určujúci ich rozptyl.

Nech µ a σ2 sú neznáme parametre. Predpokladajme, že existuje n a interval
(Ln = Ln(X), Un = Un(X)), kde X = (X1, . . . , Xn)

′ je vektor náhodných velič́ın
s pevným počtom zložiek, ktorých združená hustota f(x, µ, σ2) je všade spojitá
v x ∈ R

n, µ ∈ R a 0 < σ2 < ∞. Predpokladajme, že interval (Ln, Un) má
požadované vlastnosti, tj.

a) Un − Ln = 2d,

b) Pµ,σ2(Ln < µ < Un) = 1− α ∀µ ∈ R ∀σ2 > 0.

Ked’že −∞ < µ < ∞, tak ∀r ≥ 2 existujú µ1, . . . , µr splňujúce ∀µi, µj, i, j =
1, . . . r plat́ı |µi − µj| > 2d. Z a) plynie, že množiny

Ei = {x|x ∈ R
n, µi ∈ (Ln(x), Un(x))}, i = 1, . . . , r,

sú po dvoch disjunktné. Z b) je Pµi,σ2(X ∈ Ei) = 1 − α, i = 1, . . . , r, a z článku
Chatterjee (1991, tvrdenie (2.2)) plat́ı

sup
E

|Pµi,σ2(X ∈ E)− Pµ1,σ2(X ∈ E)| < 1

2
(1− α), i = 1, . . . , r.

Supremum bež́ı cez všetky meratel’né množiny E ⊂ R
n. Odtial’

Pµ1,σ2(X ∈ Ei) = 1− α, i = 1, . . . , r. (1.4)

Ked’že množiny Ei, i = 1, . . . , r, sú po dvoch disjunktné, tak podl’a (1.4) muśı

platit’ r(1−α)
2

< 1 a to je spor, lebo r ≥ 2 je l’ubovol’né prirodzené č́ıslo. Dokázali
sme neexistenciu intervalového odhadu slňujúceho a), b).

1.2.2 Steinov postup

Použijeme metódu, ktorú sformuloval Stein (1945), vid’ Ghosh (1991, str. 24-26)
alebo Rao (1978, str. 531-532).

Krok I Nech n(≥ 2) je predom zvolený rozsah prvého výberu. Nech X1, . . . , Xn

je prvý náhodný výber z N(µ, σ2), kde µ, σ2 sú neznáme parametre a nech z > 0
je č́ıslo, ktoré urč́ıme neskôr. Z prvého výberu vypoč́ıtame S2

n a urč́ıme najmenšie

prirodzené č́ıslo N tak, aby splňovalo N > n a N ≥ S2
n

z
.

Teda

N = max

{

n+ 1,

⌊

S2
n

z

⌋

+ 1

}

, (1.5)
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kde ⌊x⌋ je dolná celá čast’ č́ısla x.

Potom nájdeme 1 +N − n č́ısel a0, an+1, . . . , aN splňujúcich rovnice

a) a0 +
∑N

i=n+1 ai = 1,

b)
a20
n
+
∑N

i=n+1 a
2
i =

z
S2
n

.

Poznamenajme, že pre č́ısla splňujúce rovnost’ a) nadobúda l’avá stana v rovnici
b) hodnoty z polouzavretého intervalu

[

1
N
,∞
)

. Pre N ale plat́ı z
S2
n

≥ 1
N
, a teda

sústava rovńıc a), b) má riešenie.

Krok II Vezmeme Xn+1, . . . , XN druhý výber z N(µ, σ2) o vel’kosti N − n.
V tomto kroku definujeme náhodnú veličinu

YN := a0Xn +

N
∑

i=n+1

aiXi (1.6)

a dokážeme o nej následujúce tvrdenie.

Veta 1.1. Plat́ı

T =
YN − µ√

z
∼ tn−1.

Dôkaz. Najprv si uvedomı́me, že N je náhodná veličina závislá na S2
n. Teda aj

náhodná veličina YN je závislá na S2
n. Vypoč́ıtame podmienené rozdelenie YN za

podmienky S2
n, ako je definované v učebnom texte Lachout (2004, Definice 9.1).

Vieme, že YN je súčtom dvoch nezávislých náhodných velič́ın a0Xn a
∑N

i=n+1 aiXi.
Z vety o rozdeleńı lineárnej kombinácie iid (nezávislých, rovnako rozdelených)
náhodných velič́ın s normálnym rozdeleńım, vid’ Anděl (2007, str. 63-65), plat́ı,

že podmienené rozdelenie a0Xn za podmienky S2
n je N

(

a0µ,
a20σ

2

n

)

a podmienené

rozdelenie
∑N

i=n+1 aiXi za podmienky S2
n je N

(

∑N
i=n+1 aiµ,

∑N
i=n+1 a

2
iσ

2
)

. Teda

podmienené rozdelenie YN za podmienky S2
N je

N

{(

a0 +
N
∑

i=n+1

ai

)

µ,

(

a20
n

+
N
∑

i=n+1

a2i

)

σ2

}

.

A z predpokladov a), b) na konštanty a0, an+1, . . . , aN plat́ı, že podmienené roz-

delenie YN za podmienky S2
n je N

(

µ, z
S2
n

σ2
)

.

Ak chceme dokázat’, že náhodná veličina T má t-rozdelenie o n − 1 stupňoch
vol’nosti, tak stač́ı ukázat’, vid’ Anděl (2007, Věta 4.22), že plat́ı T = U√

V

√
n− 1,

kde U a V sú nezávislé náhodné veličiny, U ∼ N(0, 1) a V ∼ χ2
n−1.

Položme

U =
YN − µ√

z

Sn

σ
,

5



V =
(n− 1)Sn

2

σ2
.

Využit́ım toho, že Xn a S2
n sú nezávislé, dostávame, že podmienené rozdelenie

U za podmienky S2
n je N(0, 1). Podmienené rozdelenie nezáviśı na podmienke,

a teda U a S2
n sú nezávislé. Teda

U =
YN − µ√

z

Sn

σ
∼ N(0, 1)

a z tvrdenia (1.2)

V =
(n− 1)Sn

2

σ2
∼ χ2

n−1.

Odtial’ U , V nezávislé a plat́ı:

U√
V

√
n− 1 =

YN−µ
√

z

S2
n

σ2

√

(n−1)S2
n

σ2

√
n− 1 =

YN − µ√
z

= T.

Dokázali sme, že T má t-rozdelenie o n− 1 stupňoch vol’nosti.
�

Podl’a Vety 1.1 potom plat́ı: P
(

|YN − µ| < √
z t1−α

2
,n−1

)

= 1− α.

Ak na začiatku zvoĺıme z tak, aby splňovalo rovnost’

√
z t1−α

2
,n−1 = d, (1.7)

potom bude platit’: P(YN − d < µ < YN + d) = 1− α ∀µ, σ2.
Teda YN ∓ d je intervalový odhad s koeficientom spol’ahlivosti 1− α a d́lžkou 2d
pre parameter µ.

Ukážme si použitie Steinovho postupu na následujúcom pŕıklade, ktorý je
uvedený v knihe Wonnacot (1993, Cvičeńı 8-9).

Pŕıklad 1.1. U náhodného výberu štyridsiatich automobilov bola sledovaná
rýchlost’ (v km/h):

49 83 58 65 68 60 76 86 74 53

71 74 65 72 64 42 62 62 58 82

78 64 55 87 56 50 71 58 57 75

58 86 64 56 45 73 54 86 70 73

Predpokladajme, že merania tvoria náhodný výber z normálneho rozdelenia
N(µ, σ2), kde µ ∈ R a σ2 > 0 sú neznáme parametre označujúce strednú hodnotu
a rozptyl rýchlosti, akou idú automobily meraným úsekom. Zostrojte interva-
lový odhad o spol’ahlivosti 0, 95 pre strednú rýchlost’ všetkých automobilov, ktoré
prešli daným úsekom.
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Najprv zostrojme nesekvenčný intervalový odhad pomocou vzorca (1.3). Máme
n = 40, α = 0, 05. Vypoč́ıtame potrebné údaje:

X40 = 66, S2
40 = 139, 923.

Z tabuliek pre kvantily t-rozdelenia máme t0,975;40 = 2, 021. Intervalový odhad

pre µ o spol’ahlivosti 0, 95 je (62, 22; 69, 78). Jeho d́lžka je 7, 56.

Teraz použijme Steinov postup na zostrojenie intervalových odhadov o spo-
l’ahlivosti 0, 95 a d́lžok 9 a 8. Teda d1 = 4, 5 a d2 = 4.

Krok I Zvol’me n = 10 ako rozsah prvého výberu. Vypoč́ıtame potrebné údaje:

X10 = 67, 2; S2
10 = 155, 733

Vypoč́ıtame konštanty z1, z2 zo vzorca (1.7), kde t0,975;9 = 2, 262: z1 = 3, 957;
z2 = 3, 127. Označme

m1 :=

⌊

S2
10

z1

⌋

+ 1 = 40,

m2 :=

⌊

S2
10

z2

⌋

+ 1 = 50.

Z (1.5) máme N1 = 40 a N2 = 50. Podl’a prvých desiatich pozorovańı, sme
v prvom kroku Steinovho postupu dostali výsledok, že ak chceme zostrojit’ in-
tervalový odhad d́lžky 8, muśıme urobit’ ešte d’aľśıch 40 pozorovańı. Pre inter-
valový odhad d́lžky 9 je potrebné urobit’ d’aľśıch 30 pozorovańı. V porovnańı
s výsledkom nesekvenčného odhadu potrebuje Steinov postup pre túto konkrétnu
realizáciu dát väčš́ı rozsah výberu na zostrojenie intervalového odhadu väčšej
d́lžky. Pamätajme, že rozsah výberu N je náhodná veličina a tento konkrétny
pŕıpad nám nič nehovoŕı o jej vlastnostiach.

Zvol’me teraz n = 20 ako rozsah prvého výberu a pridajme jednu d́lžku d3 = 3, 5.
Vypoč́ıtajme potrebné údaje:

X20 = 66, 2; S2
20 = 114, 6

Ďalej z tabuliek pre kvantily t-rozdelenia je t0,975;19 = 2, 093 a zo vzorca (1.7)
máme z1 = 4, 6226, z2 = 3, 6524, z3 = 2, 7964. Potom

m1 :=

⌊

S2
20

z1

⌋

+ 1 = 25,

m2 :=

⌊

S2
20

z2

⌋

+ 1 = 32,

m3 :=

⌊

S2
20

z3

⌋

+ 1 = 41.

Teda N1 = 25; N2 = 32 a N3 = 41. Vid́ıme, že pre inak zvolený rozsah prvého
výberu, sa viditel’ne zmenšil rozsah druhého výberu. Dokonca ak by sme chceli
zostrojit’ intervalový odhad d́lžky 7, potrebovali by sme urobit’ len o jedno po-
zorovanie viac, než sme použili na zostrojenie intervalového odhadu d́lžky 7, 56
pomocou nesekvenčného postupu. My máme k dispoźıcii pevný počet pozorovańı,
a preto zostroj́ıme dva intervalové odhady d́lžky 2d1 a 2d2.
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1: Najprv chceme intervalový odhad µ d́lžky 9. Hl’adáme N1−n+1 = 6 konštánt
a0, a21, a22, . . . , a25 splňujúcich rovnice a), b). Zvol’me a1 := a21 = · · · = a25.
Potom riešime sústavu rovńıc:

a0 + 5a1 = 1 ⇒ a0 = 1− 5a1

a20
20

+ 5a21 = 0, 04

⇒ (1− 5a1)
2 + 100a21 = 0, 8

125a21 − 10a9 + 0, 2 = 0

Vezmeme a0 = 0, 8; a1 = 0, 04.

Krok II Vypoč́ıtame YN z (1.6): Y25 = 66, 46. Teda intervalový odhad s koefici-
entom spol’ahlivosti 0, 95 a d́lžkou 9 pre µ je (61, 96; 70, 96). Pre tento konkrétny
súbor dat je interval, ktorý sme zhotovili pomocou nesekvenčného postupu, ob-
siahnutý v intervale zo Steinovho postupu.

2: Teraz chceme intervalový odhad µ d́lžky 8. Hl’adáme N2−n+1 = 13 konštánt
a0, a21, a22, . . . , a32 splňujúcich rovnice a), b). Zvol’me a1 := a21 = · · · = a32.
Potom riešime sústavu rovńıc:

a0 + 12a1 = 1 ⇒ a0 = 1− 12a1

a20
20

+ 12a21 = 0, 032

⇒ (1− 12a1)
2 + 240a21 = 0, 64

384a21 − 24a9 + 0, 36 = 0

Vezmeme a0 = 0, 55; a1 = 0, 0375.

Krok II Vypoč́ıtame YN z (1.6): Y32 = 66, 2225. Teda intervalový odhad s ko-
eficientom spol’ahlivosti 0, 95 a d́lžkou 8 pre µ je (62, 2225; 70, 2225). Pre danú
realizáciu dat je horný odhad zostrojený nesekvenčným postupom obsiahnutý
v intervale zo Steinovho postupu, ale dolný odhad v ňom už nelež́ı.

△

1.3 Stredná hodnota a aproximácia náhodnej ve-

ličiny N

V Steinovom postupe je vel’kost’ výberu vyjadrená náhodnou veličinou N , o ktorej
toho zatial’ vel’a nevieme. Z defińıcie (1.5) môžeme vypoč́ıtat’ strednú hodnotu
vel’kosti výberu potrebnú na zostrojenie intervalu spol’ahlivosti pre µ pomocou
Steinovho postupu. Ked’že plat́ı

(n− 1)Sn
2

σ2
∼ χ2

n−1,
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máme

Eσ2(N) = (n + 1)P

(

S2
n

z
≤ n+ 1

)

+

∞
∑

i=n+1

(i+ 1)P

(

i <
S2
n

z
≤ i+ 1

)

= (n + 1)P

(

χ2
n−1 ≤

(n+ 1)(n− 1)z

σ2

)

+

+
∞
∑

i=n+1

(i+ 1)P

(

i(n− 1)z

σ2
< χ2

n−1 ≤
(i+ 1)(n− 1)z

σ2

)

.

Ak je n < S2
n

z
, tak plat́ı

S2
n

z
≤ N ≤ S2

n

z
+ 1. (1.8)

Označme

e(σ2) = (n+1)P

(

χ2
n−1 ≤

(n+ 1)(n− 1)z

σ2

)

+
σ2

z
P

(

χ2
n−1 >

(n+ 1)(n− 1)z

σ2

)

.

Potom odhad strednej hodnoty je:

e(σ2) < Eσ2(N) < e(σ2) + P

(

χ2
n−1 >

(n + 1)(n− 1)z

σ2

)

.

Pri malých hodnotách n a z
σ2 je Eσ2(N) približne σ2

z
a z (1.7) plat́ı: d → 0 ⇒

z → 0. Teda pre d → 0 plat́ı Eσ2(N) → 0. Pre pevné d > 0 a n → ∞ je z (1.5)
N = n, a teda Eσ2(N) → ∞.

Podl’a úvahy (1.1) skúsme volit’ n = n(d) v závislosti na d. Zvol’me n =
[

1
d

]

,
kde [x] je celé č́ıslo, ktoré vznikne zaokrúhleńım reálneho č́ısla x. Náhodná veličina
N(d) je tiež závislá na d. Potom dosadeńım do (1.8) a z (1.7) máme:

S2

[ 1d ]
t1−α

2
,[ 1d ]−1d

−2 ≤ N(d) ≤ S2

[ 1d ]
t1−α

2
,[ 1d ]−1d

−2 + 1,

S2

[ 1d ]
t1−α

2
,[ 1

d
]−1 ≤ N(d)d2 ≤ S2

[ 1d ]
t1−α

2
,[ 1

d
]−1 + d2

Dokážeme, že pre d → 0 konverguje l’avá i pravá strana skoro iste1 k č́ıslu σ2u2
1−α

2
.

Zo silného zákona vel’kých č́ısel (SZVČ), vid’ Dupač (2005, Věta 4.8), plynie:

S2
n

s.i.−−−→
n→∞

σ2, lebo

S2
n =

1

n− 1

n
∑

i=1

(Xi −Xn)
2 =

1

n− 1

n
∑

i=1

(Xi − EXi + EXi −Xn)
2

=
1

n− 1

n
∑

i=1

(Xi − EXi)
2 +

1

n− 1

n
∑

i=1

(EXi −Xn)
2

+
1

n− 1

n
∑

i=1

(Xi − EXi)(EXi −Xn)

1Jav A nastáva skoro iste práve vtedy, ked’ P(A) = 1. Ďalej budeme značit’ skratkou s.i.
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a jednotlivé sč́ıtance sa správajú nasledovným spôsobom

1

n− 1

n
∑

i=1

(Xi − EXi)
2 SZVČ,s.i.−−−−−→

n→∞
σ2,

1

n− 1

n
∑

i=1

(EXi −Xn)
2 = (µ−Xn)

2 SZVČ,s.i.−−−−−→
n→∞

0,

1

n− 1

n
∑

i=1

(Xi − EXi)(EXi −Xn) = (µ−Xn)(Xn − µ)
SZVČ,s.i.−−−−−→
n→∞

0.

Pre kvantily plat́ı pre n → ∞ aproximácia tβ,n ∼ uβ, vid’ Dupač (2005, str. 108).
Ak vezmeme za n = n(d) =

[

1
d

]

, potom pre d → 0 konverguje n → ∞.

Dokázali sme, že plat́ı

N(d)d2
s.i.−−→
d→0

σ2u2
1−α

2
. (1.9)
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Kapitola 2

Sekvenčné intervalové odhady

danej d́lžky - všeobecný pŕıpad

Uvažujme teraz všeobecný pŕıpad náhodného výberu X1, X2, . . . z rozdelenia
s hustotou f(x; θ), kde θ je neznámy parameter. Nech EXi = µ, varXi = σ2,
kde 0 < σ2 < ∞ a θ = (µ, σ2) ∈ R × R

+ (množinový kartézsky súčin). Všetky
výsledky dosiahnuté v tejto kapitole chápeme asymptoticky pre d → 0.

2.1 Modifikovaný Steinov postup

Steinov postup môžeme použit’ aj v pŕıpade, že nemáme zaručené normálne roz-
delenie, ale n je dost’ vel’ké. Plynie to z centrálnej limitnej vety (CLV), vid’ Dupač
(2005, Věta 4.12). Nech Φ je distribučná funkcia normovaného normálneho roz-
delenia. Potom plat́ı

P

(

Xn − µ

Sn

√
n ≤ x

)

CLV−−−→
n→∞

Φ(x) ∀x ∈ R

Podl’a výsledkov z kapitoly 1.3 zvol’me rozsah prvého výberu v závislosti na d,
teda n = n(d), a predpokladajme d → 0. Zostrojme intervalový odhad danej
d́lžky 2d o asymptotickej spol’ahlivosti 1− α

2
.

Krok I Pre n(d) =
[

1
d

]

sprav́ıme prvý výber X1, . . . , Xn(d) z rozdelenia s hus-
totou f(x;µ, σ2), kde µ, σ2 sú neznáme parametre. Vypoč́ıtame S2

n(d) a urč́ıme

najmenšie prirodzené č́ıslo N(d) tak, že

N(d) = max

{

n(d) + 1,

⌊

S2
n(d)

z

⌋

+ 1

}

, (2.1)

kde ⌊x⌋ je dolná celá čast’ č́ısla x.

Potom nájdeme 1 +N(d)− n(d) č́ısel a0, an(d)+1, . . . , aN(d) splňujúcich rovnice

a) a0 +
∑N(d)

i=n(d)+1 ai = 1,

b)
a20
n(d)

+
∑N(d)

i=n(d)+1 a
2
i =

z
S2
n(d)

.
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Krok II Ďalej sprav́ıme druhý výber Xn(d)+1, . . . , XN(d) o vel’kosti N(d)−n(d).
Definujeme náhodnú veličinu

YN(d) := a0Xn(d) +

N(d)
∑

i=n(d)+1

aiXi (2.2)

a označme

TN(d) =
YN(d) − µ√

z
. (2.3)

Pre túto náhodnú veličinu bude platit’ následujúca veta.

Veta 2.1. Plat́ı
P
(

TN(d) ≤ x
)

−−→
d→0

Φ(x) ∀x ∈ R.

Túto vetu dokážeme pomocou vety, ktorú aj s dôkazom nájdeme v knihe Rényi
(1972, Věta 2).

Veta 2.2. Nech X1, . . . , Xi, . . . sú náhodné veličiny s rovnakým rozdeleńım, pre
ktoré plat́ı EXi = 0 a varXi = 1. Nech pre náhodné veličiny

Zm =
1√
m

m
∑

i=1

Xi

plat́ı vzt’ah limm→∞ P (Zm ≤ x) = Φ(x). Predpokladajme, že {Ni}∞i=1 je postupnost’

náhodných velič́ın nadobúdajúcich za svoje hodnoty iba prirodzené č́ısla a plat́ı

Ni

i

P−−−→
i→∞

c,

tj. limi→∞ P
(

Ni

i
= c
)

= 1, kde c je kladná konštanta. Potom plat́ı

lim
i→∞

P (ZNi
≤ x) = Φ(x).

Dôkaz Vety 2.1. Zavedieme náhodné veličiny

Ui =
Yi − µ√

z

Sn(d)

σ
, i ≥ n(d),

kde Yi je definované ako v (2.2), kde berieme i = N(d). Potom sú náhodné
veličiny Un(d), Un(d)+1, . . . rovnako rozdelené a z dôkazu Vety 1.1 plat́ı EUi = 0
a varUi = 1, i ≥ n(d). Ďalej definujeme veličiny

V =
(n(d)− 1)Sn(d)

2

σ2
,

Ti =
Ui√
V

√

n(d)− 1, i ≥ n(d).
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Z Vety 1.1 plat́ı Ti =
Yi−µ√

z
∼ ti−1, pre i ≥ n(d). Označme Hi distribučnú funkciu

Studentovho rozdelenia o i stupňoch vol’nosti. O nej vieme, že plat́ı:

lim
i→∞

Hi(x) = Φ(x), x ∈ R,

vid’ Dupač (2005, Věta 5.5). Teda

lim
d→0

P
(

Tn(d) ≤ x
)

= Φ(x).

Za ZNi
z Vety 2.2 vezmeme náhodnú veličinu TN(d). Potom z výsledku (1.9), kon-

vergencia skoro iste, plynie konvergencia v pravdepodobnosti, vid’ Rényi (1972,
str. 333), a teda sú splnené predpoklady Vety 2.2 a z nej plynie platnost’ Vety
2.1.

�

Teda z Vety 2.1 plat́ı: P
(
∣

∣YN(d) − µ
∣

∣ <
√
z u1−α

2

) .
= 1− α.

Zvol’me z tak, aby splňovalo rovnicu

√
z u1−α

2
= d. (2.4)

Plat́ı: P(YN(d) − d < µ < YN(d) + d) = 1− α ∀(µ, σ2) ∈ (R,R+).
Interval (YN(d) − d, YN(d) + d) je intervalový odhad o asymptotickej spol’ahlivosti

1− α a d́lžkou 2d pre parameter µ.

2.2 Sekvenčný Waldov postup

Tento postup je poṕısaný v skriptách Hušková (1982, str. 109).

Bud’ {Xi}+∞
i=1 postupnost’ nezávislých rovnako rozdelených náhodných velič́ın,

Xi má hustotu f(x; θ), kde θ ∈ (θ, θ), θ je neznámy parameter. Riešme úlohu
konštrukcie sekvenčného intervalového odhadu pre parameter θ danej d́lžky 2d
s daných koeficientom spol’ahlivosti 1− α, kde d > 0 je známe.

Pri riešeńı tejto úlohy použ́ıvame trojnú postupnost’ {Ln, Un, ϕn}, kde dvojica
(Ln = Ln(X1, . . . , Xn), Un = Un(X1, . . . , Xn)) je nesekvenčný intervalový odhad
parametru θ a ϕn = ϕn(X1, . . . , Xn) je náhodná veličina určujúca pravidlo pre
ukončenie výberu. Veličina ϕn nadobúda hodnoty z {0, 1}, pričom ak ϕn = 1, tak
ukonč́ıme výber, inak pokračujeme vo výbere. Sekvenčný intervalový odhad pre
parameter θ je potom interval

(LN(X1, . . . , XN), UN(X1, . . . , XN)) ,

kde N = min {n; ϕn(X1, . . . , Xn) = 1}. Náhodná veličina N je rozsah konečného
výberu. Očakávame, že tento intervalový odhad má koeficient spol’ahlivosti 1−α,
ak plat́ı:

P (θ ∈ (LN , UN); θ) = 1− α.

Predpokladajme, že štatistiky Ln a Un, n = 1, 2, . . . , majú následujúce vlast-
nosti:
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i) Ln < Un s.i.,

ii)
√
n (Un − Ln)

s.i.−−−→
n→∞

2Au1−α

2
, A > 0,

iii)
√
n (Un − θ)− ZnA− Au1−α

2

s.i.−−−→
n→∞

0,

kde Zn je štandardizovaný súčet iid náhodných velič́ın s konečným druhým
momentom.

Definujeme pravidlo pre ukončenie výberu, ktoré záviśı na vol’be d:

N(d) = min {n; Un − Ln ≤ 2d} , d > 0. (2.5)

Potom hl’adaný sekvenčný intervalový odhad pre parameter θ d́lžky menšej alebo
rovnej 2d je (LN(d), UN(d)).

Za predpokladu, že náhodné veličiny {N(d) d2; d > 0} sú rovnomerne inte-
grovatel’né, tj. limn→∞ sup0<d<d0 EN(d) d2 I[N(d)d2>n] = 0, kde

I[N(d)d2>n] =

{

1, ak N(d)d2 > n,

0, inak,

platia d’aľsie vlastnosti.

Veta 2.3. Nech sú splnené vyššie uvedené predpoklady. Potom pre všetky θ ∈ (θ, θ)
plat́ı:

a) N(d) < +∞ s.i., Eθ N(d) < +∞ pre všetky d > 0,

N(d) je nerastúca funkcia premennej d,

lim
d→0

N(d) = +∞ s.i., lim
d→0

Eθ N(d) = +∞,

b) lim
d→0

N(d)d2 = A2u1−α

2
2 s.i.,

lim
d→0

Eθ N(d)d2 = A2u1−α

2
2,

c) lim
d→0

P
(

LN(d) ≤ θ ≤ UN(d)

)

= 1− α.

Dôkaz. Vid’ Hušková (1982, str. 110-111).
�

Tvrdenie a) nám zaručuje, že tento postup bude pri danom d ukončený s prav-
depodobnost’ou 1. Ďalej hovoŕı, že pri d → 0 rastie rozsah výberu N(d) nad všetky
medze a tvrdenie b) hovoŕı, že rastie rádovo rovnako rýchlo ako d−2. Tvrdenie c)
hovoŕı, že intervalový odhad je o asymptotickej spol’ahlivosti 1− α.

Nech X1, . . . , Xn je náhodný výber z rozdelenia so strednou hodnotou µ a roz-
ptylom 0 < σ2 < +∞, kde µ a σ2 sú neznámé parametre. Chceme intervalový
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odhad s koeficientom spol’ahlivosti 1 − α a d́lžkou menšou alebo rovnou 2d pre
parameter µ. Zvol’me

Ln = Xn − u1−α

2

Sn√
n
,

Un = Xn + u1−α

2

Sn√
n
,

N(d) = min {n; Un − Ln ≤ 2d} .

(2.6)

Sekvenčný intervalový odhad d́lžky menšej alebo rovnej 2d o približnej spol’ahli-
vosti 1− α pre µ je tvaru

(

XN(d) −
SN(d)u1−α

2
√

N(d)
, XN(d) +

SN(d)u1−α

2
√

N(d)

)

.

Dokážeme, že pre túto vol’bu trojnej postupnosti sú splnené predpoklady Vety 2.2
a teda okrem iného plat́ı, že pre d → 0 má tento intervalový odhad asymptotickú
spol’ahlivost’ 1− α.

Predpoklad (i) plat́ı z toho, že

u1−α

2

Sn√
n
> 0 s.i.

vzhl’adom k tomu, že σ2 > 0. Zo SZVČ plynie: S2
n

s.i.−−−→
n→∞

σ2, čo sme dokázali v

kapitole 1.3. Odtial’ plat́ı aj Sn
s.i.−−−→

n→∞
σ. V (ii) je

√
n(Un − Ln) = 2u1−α

2
Sn

SZVČ,s.i.−−−−−→
n→∞

2σu1−α

2
.

Teda označme A = σ > 0. Definujme Zn = 1
σ

∑n
i=1(Xi − µ). Potom je výraz

v predpoklade (iii) rovný výrazu:

√
n(Un − µ)− 1

σ

n
∑

i=1

(Xi − µ) σ − σu1−α

2
=

= (Xn − µ)(
√
n− n) + u1−α

2
(Sn − σ)

SZVČ,s.i.−−−−−→
n→∞

0.

Nakoniec dokážeme, že náhodné veličiny {N(d) d2; d > 0} sú rovnomerne inte-
grovatel’né. Na to stač́ı ukázat’, že limn→∞ EN(d) d2 I[N(d)d2>n] = 0 rovnomerne
pre 0 < d < d0. Plat́ı

EN(d) d2 I[N(d)d2>n] =
∑

k> n

d2

P(N(d) > k)d2.

Z defińıcie N(d) a z Čebyševovej nerovnosti, vid’ Dupač (2005, Věta 2.10 (ii))
plat́ı:

P(N(d) > k) = P(Sku1−α

2
> d

√
k) ≤

ES4
ku

4
1−α

2

d4k2
≤ C

d4k2
,
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kde C je konštanta nezávislá na d ani k. Plynie to z toho, že
(k−1)S2

k

σ2 ∼ χ2
k−1

a plat́ı, vid’ Anděl (2007, str. 27):

E

(

(k − 1)S2
k

σ2

)

= k − 1, var

(

(k − 1)S2
k

σ2

)

= 2(k − 1),

E

(

(k − 1)S2
k

σ2

)2

= var

(

(k − 1)S2
k

σ2

)

+ E

(

(k − 1)S2
k

σ2

)

= 2(k − 1) + (k − 1)2

= (k − 1)(k + 1).

Ked’že u4
1−α

2
je konštanta, plat́ı

ES4
ku

4
1−α

2
= u4

1−α

2
ES4

k = u4
1−α

2

(

σ2

k − 1

)2

E

[

(k − 1)S2
k

σ2

]2

= u4
1−α

2
σ4

(

k + 1

k − 1

)

a k+1
k−1

≤ 3, pre k > 1. Teda celá stredná hodnota sa dá odhadnút’ konštantou C.

Dosad́ıme
EN(d) d2 I[N(d)d2>n] ≤ c

∑

k> n

d2

d−2k−2 ≤ c

n

a dostávame
lim
n→∞

EN(d) d2 I[N(d)d2>n] ≤ lim
n→∞

c

n
= 0.

Dokázali sme, že pre našu špeciálnu vol’bu trojnej postupnosti {Ln, Un, ϕn} plat́ı
Veta 2.3.
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Kapitola 3

Vlastnosti náhodnej veličiny N

Venujme teraz pozornost’ náhodnej veličine N(d), ktorá označuje celkový roz-
sah výberu potrebný na konštrukciu sekvenčného intervalového odhadu d́lžky
d a spol’ahlivosti 1− α. Aké má rozdelenie a strednú hodnotu?

Simulujme úlohu konštrukcie intervalového odhadu parametru µ danej d́lžky
2d a spol’ahlivosti 1 − α. Ciel’om tejto simulácie je źıskat’ informácie o rozdeleńı
náhodnej veličiny N(d). Vytvoŕıme histogram z nameraných hodnôt a zároveň
spoč́ıtame aj ich strednú hodnotu a medián. Tieto hodnoty sú na konci tejto
kapitoly v prehl’adných Tabul’kách 3.1 a 3.2. Zvol’me α = 0, 05 a za d postupne
vezmime hodnoty d1 = 0, 5; d2 = 0, 3; d3 = 0, 1; d4 = 0, 05.

3.1 Steinov postup

V kapitole 1.3 sme odvodili približné správanie sa strednej hodnoty veličiny N pre
Steinov postup. Dostali sme výsledok, že pri malých hodnotách n (rozsah prvého
výberu) a z

σ2 , kde z je definované v (1.7) a σ2 je rozptyl velič́ın normálneho
rozdelenia, máme približne

Eσ2(N) ≃ σ2

z
. (3.1)

Pri vol’be n v závislosti na d vzt’ahom

n =

[

1

d

]

, (3.2)

kde [x] je celé č́ıslo, ktoré vznikne zaokrúhleńım reálneho č́ısla x, plat́ı:

d → 0 ⇒ n → ∞.

Overme tieto výsledky pomocou simulácie, ktorej skript v jazyku R je uve-
dený v pŕılohe 1. Na zistenie hodnotyN použijeme Steinov postup. Rozsah prvého
výberu voĺıme podl’a pravidla (3.2) a hodnoty d a α máme určené na začiatku
kapitoly 3. Výber rob́ıme z normovaného normálneho rozdelenia.

V simulácii opakujeme krok I zo Steinovho postupu na výpočet celkového
rozsahu 10 000 krát a ukladáme si zistené hodnoty N . Z nich následne vykresĺıme
histogram rozdelenia veličiny N spolu s hustotou normálneho rozdelenia, ktorého
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stredná hodnota sa zhoduje s mediánom źıskaných hodnôt veličiny N . Medián
(med), priemer (mean) a hodnotu σ2

z
= 1

z
si necháme v danom porad́ı vyṕısat’ pre

porovnanie s odvodenou strednou hodnotou (3.1).
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Graf 3.1: Rozdelenie hodnôt N pre výber z N(0, 1) ak d = 0, 5

Na Grafe 3.1 je histogram hodnôt N zist’ovaných pomocou Steinovho postupu,
ak d = 0, 5. Vid́ıme, že rozdelenie veličiny N sa najviac ĺı̌si od normálneho rozde-
lenia práve v okoĺı mediánu, kde je pravdepodobnost’ ovel’a väčšia než pri väčš́ıch
hodnotách veličiny N a toto rozdelenie nie je symetrické. K tomuto grafu máme
výstup:

> med

[1] 299

> mean

[1] 645.8638

> 1 / z

[1] 645.7697

Stredná hodnota a odhad strednej hodnoty sú približne rovnaké, ale medián je me-
nej než polovica z nich. Ku Grafu 3.2, ktorý zobrazuje histogram hodnôt veličiny
N ak d = 0, 3, je výstup:

> med

[1] 143

> mean

[1] 205.8439

> 1 / z

[1] 205.7312

18



N

P
oč

et
no

sť

0 200 400 600 800 1000 1200

0
10

00
20

00
30

00
40

00 Medián

Graf 3.2: Rozdelenie hodnôt N pre výber z N(0, 1) ak d = 0, 3
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Graf 3.3: Rozdelenie hodnôt N pre výber z N(0, 1) ak d = 0, 1

Pre d = 0, 1 je z Grafu 3.3 a výstupu:

> med

[1] 475

> mean
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[1] 512.6912

> 1 / z

[1] 511.6644

vidiet’, že rozdelenie hodnôt N je s klesajúcim d stále viac podobné normálnemu
rozdeleniu. To potvrdzuje aj Graf 3.4 a výstup pre d = 0, 05:

> med

[1] 1683

> mean

[1] 1749.043

> 1 / z

[1] 1740.558

a vedie k záveru, že ak d klesá, tak stredná hodnota N rastie a medián sa k nej
bĺıži.
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Graf 3.4: Rozdelenie hodnôt N pre výber z N(0, 1) ak d = 0, 05

V simulácii sme teda dospeli k výsledkom zhodným so závermi kapitoly 1.3,
ktoré navyše smerujú k tomu, že pre špeciálnu vol’bu n, ako v (3.2), a pre d → 0
má náhodná veličina N asymptoticky normálne rozdelenie.

3.2 Modifikovaný Steinov postup

Pozrime sa na to, ako dopadne naša simulácia, ak nebudeme robit’ výber z nor-
málneho rozdelenia.
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3.2.1 Laplaceovo rozdelenie

Nech a ∈ R a b > 0. Laplaceovo rozdelenie má hustotu

f(x) =
1

2b
exp

{

−|x− a|
b

}

.

Toto rozdelenie sa nazýva aj dvojité exponenciálne rozdelenie a znač́ı sa DEx(a, b).
Ak X ∼ DEx(a, b), potom plat́ı

µ = EX = a, σ2 = varX = 2b2.

Zvol’me a = 0, b = 1√
2
. Teda µ = 0, σ2 = 1.

Upravme simuláciu z kapitoly 3.1 tak, že miesto výberu z normálneho roz-
delenia budeme robit’ výber z DEx

(

0, 1/
√
2
)

a použijeme modifikovaný Steinov
postup. Znovu urč́ıme rozsah prvého výberu pravidlom (3.2). R-kový skript k tejto
simulácii nájdeme v pŕılohe 2.
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Graf 3.5: Rozdelenie hodnôt N pre výber z DEx
(

0, 1/
√
2
)

ak d = 0, 5

Na Grafe 3.5 a výstupe pre d = 0, 5:

> med

[1] 6

> mean

[1] 16.2736

> 1 / z

[1] 15.3664
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vid́ıme, že pri výbere z Laplaceovho rozdelenia stač́ı na konštrukciu intervalového
odhadu pre parameter µ d́lžky 2d a spol’ahlivosti 0, 95 neporovnatelne menš́ı roz-
sah výberu, než pri výbere z normálneho rozdelenia. To isté plat́ı aj pre d = 0, 3
na Grafe 3.6 a vo výstupe:

> med

[1] 22

> mean

[1] 43.0336

> 1 / z

[1] 42.68444

Je to spôsobené tým, že kým v Steinovom postupe využ́ıvame kvantily Studento-
vho rozdelenia, v jeho modifikovanom postupe využ́ıvame na základe CLV kvantil
normovaného normálneho rozdelenia. Intervalový odhad, ktorý zostroj́ıme modifi-
kovaným Steinovým postupom potom sṕlňa požadovanú spol’ahlivot’ len asympto-
ticky.
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Graf 3.6: Rozdelenie hodnôt N pre výber z DEx
(

0, 1/
√
2
)

ak d = 0, 3

Ked’ porovnáme Graf 3.7 pre d = 0, 1 a jeho výstup:

> med

[1] 316

> mean

[1] 381.3016

> 1 / z

[1] 384.16
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Graf 3.7: Rozdelenie hodnôt N pre výber z DEx
(

0, 1/
√
2
)

ak d = 0, 1
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Graf 3.8: Rozdelenie hodnôt N pre výber z DEx
(

0, 1/
√
2
)

ak d = 0, 05

a Graf 3.8 pre d = 0, 05 a výstup:

> med

[1] 1383

> mean
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[1] 1535.42

> 1 / z

[1] 1536.64

s výstupmi a grafmi z kapitoly 3.1, môžeme usúdit’, že pre d → 0 bude mat’

náhodná veličina N pre výber z Laplaceovho rozdelenia rovnaké asymptotické
vlastnosti ako pre výber z normálneho rozdelenia.

3.2.2 Rozdelenie χ2 o 4 stupňoch vol’nosti

Nech n ≥ 1. Rozdelenie χ2 o n stupňoch vol’nosti má hustotu

f(x) =
1

2n/2Γ
(

n
2

)x
n

2
−1e−

x

2 , x > 0.

Znač́ıme χ2
n. Ak X ∼ χ2

n, tak plat́ı

µ = EX = n, σ2 = varX = 2n.

Pre vol’bu n = 4 je µ = 4 a σ2 = 8. Označme

Z =
X − 4√

8
.

Potom náhodná veličina Z má normované χ2
4-rozdelenie.

Teraz upravme simuláciu z kapitoly 3.1 tak, že miesto výberu z normálneho
rozdelenia vezmeme výber z normovaného χ2

4-rozdelenia a použijeme modifiko-
vaný Steinov postup a pravidlo (3.2) na určenie rozsahu prvého výberu. R-kový
skript k tejto simulácii nájdeme v pŕılohe 3.
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Graf 3.9: Rozdelenie hodnôt N pre výber z normovaného χ2
4-rozdelenia ak d =

0, 5
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Dostaneme Grafy 3.9 - 3.12 a výstupy pre d = 0, 5:

> med

[1] 5

> mean

[1] 15.84

> 1 / z

[1] 15.3664

d = 0, 3:

> med

[1] 22

> mean

[1] 42.2926

> 1 / z

[1] 42.68444
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Graf 3.10: Rozdelenie hodnôt N pre výber z normovaného χ2
4-rozdelenia ak

d = 0, 3

d = 0, 1:

> med

[1] 314

> mean

[1] 383.9397

> 1 / z

[1] 384.16
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Graf 3.11: Rozdelenie hodnôt N pre výber z normovaného χ2
4-rozdelenia ak

d = 0, 1
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Graf 3.12: Rozdelenie hodnôt N pre výber z normovaného χ2
4-rozdelenia ak

d = 0, 05

a d = 0, 05:
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> med

[1] 1380

> mean

[1] 1539.945

> 1 / z

[1] 1536.64

Môžeme si všimnút’ značnú podobnost’ s grafmi a výstupmi pri výbere z Lapla-
ceovho rozdelenia.

3.3 Sekvenčný Waldov postup

Nakoniec simulujme sekvenčný Waldov postup pre intervalový odhad parametru
µ danej d́lžky 2d a spol’ahlivosti 1−α. Rob́ıme výber z normovaného normálneho
rozdelenia a použijeme špeciálnu vol’bu trojnej postupnosti definovanú v (2.6).
Parametre α, d a n (rozsah prvého výberu definovaný v (3.2)) vezmeme ako
vyššie. Skript v jazyku R je uvedený v pŕılohe 4.
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Graf 3.13: Rozdelenie hodnôt N pri sekvenčnom Waldovom postupe ak d = 0, 5

Pre vol’bu d = 0, 5 je na Grafe 3.13 vidiet’, že rozdelenie hodnôt N sa ani
trochu nepribližuje normálnemu rozdeleniu a dokonca ani neplat́ı, že s najväčšou
pravdepodobnost’ou sú dosahované hodnoty v okoĺı mediánu, ako to bolo v grafoch
pri Steinovom postupe, vid’ Graf 3.1. Výstup pre d = 0, 5 je následovný:

> med

[1] 10

> mean

[1] 10.1834
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Vid́ıme, že tento postup je podl’a priemeru hodnôt veličiny N jednoznačne vý-
hodneǰśı než Steinov postup. V Grafe 3.14 pre d = 0, 3 majú najväčšiu pravde-
podobnost’ hodnoty N v okoĺı mediánu, ale stále je rozdelenie hodnôt veličiny N
dost’ odlǐsné od normálneho rozdelenia.
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Graf 3.14: Rozdelenie hodnôt N pri sekvenčnom Waldovom postupe ak d = 0, 3

Výstup pre d = 0, 3:

> med

[1] 41

> mean

[1] 37.5843

Všimnime si, že na rozdiel od výstupov zo Steinovho postupu a jeho modifikácii
je v sekvenčnom Waldovom postupe stredná hodnota menšia než medián hodnôt
veličiny N a zároveň sú bĺızko pri sebe. V Grafoch 3.15 a 3.16 nastala zmena
oproti predošlým dvom grafom. Vid́ıme, že ak d → 0 má náhodná veličina N
asymptoticky normálne rozdelenie. Výstupy pre d = 0, 1:

> med

[1] 384

> mean

[1] 383.0298

a pre d = 0, 05:

> med

[1] 1536

> mean

[1] 1536.138
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podkladajú tvrdenie z Vety 2.3 a), že pre d → 0 rastie rozsah výberu N nad
všetky medze.

N

P
oč

et
no

sť

250 300 350 400 450 500

0
50

0
10

00
15

00
20

00
25

00

Medián

Graf 3.15: Rozdelenie hodnôt N pri sekvenčnom Waldovom postupe ak d = 0, 1
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Graf 3.16: Rozdelenie hodnôt N pri sekvenčnom Waldovom postupe ak d = 0, 05
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3.4 Porovnanie jednotlivých postupov

V Tabul’kách 3.1 a 3.2 môžeme porovnat’ mediány a stredné hodnoty náhodnej
veličiny N pre rôzne postupy a rôzne vol’by č́ısla d.

Je zrejmé, že stredná hodnota N je najmenšia pre sekvenčný Waldov postup,
teda je výhodneǰśı pri riešeńı našej úlohy. To plynie z toho, že na zostrojenie
intervalového odhadu danej d́lžky a danej spol’ahlivosti je potrebných priemerne
menej pozorovańı než pri Steinovom postupe.

Ďalej je vidiet’, že medián a stredná hodnota veličiny N sú pri Steinovom po-
stupe a jeho modifikácii dost’ rozdielne. To indikuje asymetriu rozdelenia, ktorú
je možno pozorovat’ na Grafoch 3.1, 3.2, 3.5 - 3.8 a 3.9 - 3.12. Avšak ak d → ∞,
tak sa medián veličiny N bĺıži k jej strednej hodnote.

Pre d → 0 sa stredné hodnoty a mediány náhodnej veličiny N pre rôzne
postupy podobajú. Výhoda Steinovho postupu oproti sekvenčnému Waldovmu
postupu je vo výpočtovej jednoduchosti.

Mediány veličiny N d = 0.5 d = 0.3 d = 0.1 d = 0.05

Steinov postup 299 143 475 1683

Modifikovaný Steinov postup pre
Laplaceovo rozdelenie

6 22 316 1383

Modifikovaný Steinov postup pre
rozdelenie χ2

5 22 314 1380

Sekvenčný Waldov postup 10 41 384 1536

Tabul’ka 3.1: Medány veličiny N pre rôzne postupy a d́lžky intervalu

Stredné hodnoty veličiny N d = 0.5 d = 0.3 d = 0.1 d = 0.05

Steinov postup 645,8638 205,8439 512,6912 1749,049

Modifikovaný Steinov postup pre
Laplaceovo rozdelenie

16,2736 43,0336 381,3016 1535,42

Modifikovaný Steinov postup pre
rozdelenie χ2

15,84 42,2926 383,9397 1539,945

Sekvenčný Waldov postup 10,1834 37,5843 383,0298 1536,138

Tabul’ka 3.2: Stredné hodnoty veličiny N pre rôzne postupy a d́lžky intervalu
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Záver

V práci sme sa venovali sekvenčným intervalovým odhadom danej d́lžky a danej
spol’ahlivosti pre strednú hodnotu. Poṕısali sme rôzne postupy ich konštrukcie
a odvodili ich vlastnosti.

Dospeli sme k záveru, že ak sa požadovaná d́lžka intervalu bĺıži k nule, tak
rozsah výberu potrebný na zostrojenie sekvenčného intervalového odhadu danej
d́lžky a danej spol’ahlivosti rastie nad všetky medze. To sme dokázali pre všetky
spomenuté postupy.

Pomocou simulácie jednotlivých postupov sme vytvorili grafy rozdelenia cel-
kového rozsahu výberu a zhodnotili sme výhodnost’ jednotlivých postupov vzhl’a-
dom na strednú hodnotu rozsahu výberu. Z grafov vyplýva, že č́ım menšia je po-
žadovaná d́lžka intervalu, tým viac sa rozdelenie celkového rozsahu výberu bĺıži
k normálnemu rozdeleniu.

V teórii sekvenčných intervalových odhadov danej d́lžky nie je známych tol’ko
poznatkov, ako to je u nesekvenčných intervalových odhadov. Pre niektoré problé-
my však existuje riešenie iba na základe sekvenčnej metódy, ako je to aj v pŕıpade
intervalového odhadu strednej hodnoty pri neznámom rozptyle. Ďalej je možné
skúmat’ tento problém a jeho riešenie v lineárnom regresnom modeli.
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4-rozdelenia
ak d = 0, 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Graf 3.12 Rozdelenie hodnôt N pre výber z normovaného χ2
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Zoznam použitých skratiek

R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . reálne č́ısla
R

+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . kladné reálne č́ısla
max . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . maximum
sup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . supremum
∀ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . všeobecný kvantifikátor
⌊x⌋ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . dolná celá čast’ č́ısla x
|x| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . absolútna hodnota č́ısla x
[x] . . . . . . . . . . . . celé č́ıslo, ktoré vznikne zaokrúhleńım reálneho č́ısla x
I[A] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . identifikátor javu A
med . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . medián
mean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . stredná hodnota
EX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . stredná hodnota náhodnej veličiny X
varX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . rozptyl náhodnej veličiny X
P(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . pravdepodobnost’ javu A
s.i. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . skoro iste
iid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . nezávislé a rovnako rozdelené
CLV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . centrálna limitná veta
SZVČ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . silný zákon vel’kých č́ısel
L(X) . . . . . . . . . . . všeobecné označenie rozdelenia náhodnej veličiny X
∼ . . . . . vyjadruje vzt’ah, napr. X ∼ L(X) znač́ı, že X má rozdelenie L(X)
× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . kartézsky súčin
N(µ, σ2) . . . . . normálne rozdelenie so strednou hodnotou µ a rozptylom σ2

Φ . . . . . . . . . . . distribučná funkcia normovaného normálneho rozdelenia
uβ . . . . . . . . . . . . . . . . β-kvantil normovaného normálneho rozdelenia
tn . . . . . . . . . . . . . . . . . Studentovo rozdelenie o n stupňoch vol’nosti
Hn . . . . . distribučná funkcia Studentovho rozdelenia o n stupňoch vol’nosti
tβ,n . . . . . . . . . . β-kvantil Studentovho rozdelenia o n stupňoch vol’nosti
χ2
n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . χ2-rozdelenie o n stupňoch vol’nosti

DEx(a, b) . . . Laplaceovo/dvojité exponenciálne rozdelenie s parametrami a,b
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postupu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

36



Pŕıloha 1.

set.seed(123)

d <- 0.05 # polovica dlzky intervalu

n <- round(1 / d, 0)

alfa <- 0.05

# 1-(alfa/2) kvantil t-rozdelenia o n-1 stupnoch volnosti

# zavisi na volbe premennej d

t <- 2.086

z <- (d / t)^2

B <- 10000 # pocet vyberov

N <- numeric(B) # vektor o B nulach

for(i in 1:B) {

# Urobime vyber n nahodnych velicin z normovaneho normalneho

# rozdelenia a priradime do vektoru X.

X <- rnorm(n, mean = 0, sd = 1)

# Vypocitame N[i] a ulozime do pola.

N[i] <- max(n+1, as.integer(var(X) / z) + 1)

}

# Nechame vypisat median, strednu hodnotu z N a 1/z.

med <- median(N)

med

mean <- mean(N)

mean

y <- 1 / z

y

# Vykreslime histogram pre vektor N a hustotu normalneho rozdelenia

# do grafu

maxN <- max(N) # horna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

minN <- min(N) # dolna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

range <- maxN - minN

postscript(file = "histogram.ps", width = 6.5, height = 5,

horizontal = FALSE)

par(mfrow = c(1,1))

# Histogram

h <- hist(N, xlab="N", ylab="Početnost’", main=NULL, xlim=c(0,maxN))

xfit <- seq(minN, maxN, length=range)

yfit <- dnorm(xfit, mean=med, sd=sd(N))

yfit <- yfit*diff(h$mids[1:2])*length(N)

lines(xfit, yfit, lwd=2) # hustota normalneho rozdelenia

abline(v = med, lty=2, col="#989898") # vertikalna ciara - median

# Oznacime median

mtext("Medián", side=3, line=0, col="#989898",at = med)

dev.off()
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Pŕıloha 2.

set.seed(123)

d <- 0.05 # polovica dlzky intervalu

n <- round(1 / d, 0)

alfa <- 0.05

# 1-(alfa/2) kvantil normovaneho normalneho rozdelenia

u <- 1.960

z <- (d / u)^2

B <- 10000 # pocet vyberov

N <- numeric(B) # vektor o B nulach

for(i in 1:B) {

# Urobime vyber n nahodnych velicin z Laplaceovho rozdelenia pre a=0,

# b=1/sqrt(2) a priradime do vektoru X.

X <- rlaplace(n, location=0, scale=1/sqrt(2))

# Vypocitame N[i] a ulozime do pola.

N[i] <- max(n+1, as.integer(var(X) / z) + 1)

}

# Nechame vypisat median, strednu hodnotu z N a 1/z.

med <- median(N)

med

mean <- mean(N)

mean

y <- 1 / z

y

# Vykreslime histogram pre vektor N a hustotu normalneho rozdelenia

# do grafu

maxN <- max(N) # horna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

minN <- min(N) # dolna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

range <- maxN - minN

postscript(file = "histogram.ps", width = 6.5, height = 5,

horizontal = FALSE)

par(mfrow = c(1,1))

# Histogram

h <- hist(N, xlab="N", ylab="Početnost’", main=NULL, xlim=c(0,maxN))

xfit <- seq(minN, maxN, length=range)

yfit <- dnorm(xfit, mean=med, sd=sd(N))

yfit <- yfit*diff(h$mids[1:2])*length(N)

lines(xfit, yfit, lwd=2) # hustota normalneho rozdelenia

abline(v = med, lty=2, col="#989898") # vertikalna ciara - median

# Oznacime median

mtext("Medián", side=3, line=0, col="#989898",at = med)

dev.off()
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Pŕıloha 3.

set.seed(123)

d <- 0.05 # polovica dlzky intervalu

n <- round(1 / d, 0)

alfa <- 0.05

# 1-(alfa/2) kvantil normovaneho normalneho rozdelenia

u <- 1.960

z <- (d / u)^2

B <- 10000 # pocet vyberov

N <- numeric(B) # vektor o B nulach

for(i in 1:B) {

# Urobime vyber n nahodnych velicin z Chi-kvadrat rozdelenia

# o 4 stupnoch volnosti a priradime do vektoru Y. Normovane hodnoty

# nahodnych velicin z vyberu ulozime do vektoru X.

Y <- rchisq(n, 4, ncp=0)

X <- (Y - 4) / sqrt(8)

# Vypocitame N[i] a ulozime do pola.

N[i] <- max(n+1, as.integer(var(X) / z) + 1)

}

# Nechame vypisat median, strednu hodnotu z N a 1/z.

med <- median(N)

med

mean <- mean(N)

mean

y <- 1 / z

y

# Vykreslime histogram pre vektor N a hustotu normalneho rozdelenia

# do grafu

maxN <- max(N) # horna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

minN <- min(N) # dolna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

range <- maxN - minN

postscript(file = "histogram.ps", width = 6.5, height = 5,

horizontal = FALSE)

par(mfrow = c(1,1))

# Histogram

h <- hist(N, xlab="N", ylab="Početnost’", main=NULL, xlim=c(0,maxN))

xfit <- seq(minN, maxN, length=range)

yfit <- dnorm(xfit, mean=med, sd=sd(N))

yfit <- yfit*diff(h$mids[1:2])*length(N)

lines(xfit, yfit, lwd=2) # hustota normalneho rozdelenia

abline(v = med, lty=2, col="#989898") # vertikalna ciara - median

# Oznacime median

mtext("Medián", side=3, line=0, col="#989898",at = med)

dev.off()
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Pŕıloha 4.

set.seed(123)

d <- 0.05 # polovica dlzky intervalu

n <- round(1/d,0)

alfa <- 0.05

# 1-(alfa/2) kvantil normovaneho normalneho rozdelenia

u <- 1.960

B <- 10000 # pocet vyberov

N <- numeric(B) # vektor o B nulach

for(i in 1:B) {

# Vygenerujeme nahodnu velicinu z normovaneho normalneho rozdelenia

# a priradime do vektoru X.

X <- rnorm(n, mean = 0, sd = 1)

m <- n # rozsah vyberu

while((u*sd(X)/sqrt(m)) > d) {

Y <- rnorm(1, mean = 0, sd = 1)

X <- c(X,Y)

m <- m+1

}

N[i] <- m

}

# Nechame vypisat median, strednu hodnotu z N a 1/z.

med <- median(N)

med

mean <- mean(N)

mean

# Vykreslime histogram pre vektor N a hustotu normalneho rozdelenia

# do grafu

maxN <- max(N) # horna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

minN <- min(N) # dolna hranica x-ovej osi v grafe hodnot N

range <- maxN - minN

postscript(file = "histogram.ps", width = 6.5, height = 5,

horizontal = FALSE)

par(mfrow = c(1,1))

# Histogram

h <- hist(N, xlab="N", ylab="Početnost’", main=NULL, xlim=c(0,maxN))

xfit <- seq(minN, maxN, length=range)

yfit <- dnorm(xfit, mean=med, sd=sd(N))

yfit <- yfit*diff(h$mids[1:2])*length(N)

lines(xfit, yfit, lwd=2) # hustota normalneho rozdelenia

abline(v = med, lty=2, col="#989898") # vertikalna ciara - median

# Oznacime median

mtext("Medián", side=3, line=0, col="#989898",at = med)

dev.off()
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