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Vzorec (1.4):

Pµ1,σ2(X ∈ Ei) >
1

2
(1− α), j = 1, . . . , r.

Strana 11-13:

2.1 Modifikovaný Steinov postup

Steinov postup môžeme použit’ aj v pŕıpade, že nemáme zaručené normálne roz-
delenie, ale n je dost’ vel’ké. Plynie to z centrálnej limitnej vety (CLV), vid’ Dupač
(2005, Věta 4.12.). Nech Φ je distribučná funkcia normovaného normálneho roz-
delenia. Potom plat́ı

P

(

Xn − µ

Sn

√
n ≤ x

)

CLV−−−→
n→∞

Φ(x) ∀x ∈ R

Podl’a výsledkov z kapitoly 1.3 zvol’me rozsah prvého výberu v závislosti na d,
teda n = n(d), a predpokladajme d → 0. Zostrojme intervalový odhad danej
d́lžky 2d o asymptotickej spol’ahlivosti 1− α

2
.

Krok I Pre n(d) =
[

1
d

]

sprav́ıme prvý výber X1, . . . , Xn(d) z rozdelenia s hus-
totou f(x;µ, σ2), kde µ, σ2 sú neznáme parametre. Vypoč́ıtame S2

n(d) a urč́ıme

najmenšie prirodzené č́ıslo N(d) tak, že

N(d) = max

{

n(d) + 1,

⌊

S2
n(d)u

2
1−α

2

d2

⌋

+ 1

}

, (1)

kde ⌊x⌋ je dolná celá čast’ č́ısla x.
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Krok II Ďalej sprav́ıme druhý výber Xn(d)+1, . . . , XN(d) o vel’kosti N(d)−n(d).
Potom plat́ı

P
(

|XN(d) − µ| ≤ d
)

−−→
d→0

1− α. (2)

Odtial’ P(XN(d) − d < µ < XN(d) + d) −−→
d→0

1− α ∀(µ, σ2) ∈ (R,R+).

Interval (XN(d)−d,XN(d)+d) je intervalový odhad o asymptotickej spol’ahlivosti

1− α a d́lžky 2d pre parameter µ.

Dokážme platnost’ (2). Pre d dost’ malé je

N(d) =

⌊

S2
n(d)u

2
1−α

2

d2

⌋

+ 1 s.i.,

S2
n(d)u

2
1−α

2
≤ d2N(d) ≤ S2

n(d)u
2
1−α

2
+ d2 s.i.

Z vety uvedenej v knihe Dupač (2005, Věta 5.1.) plynie

S2
n(d)u

2
1−α

2

s.i.−−→
d→0

σ2u2
1−α

2
.

Teda plat́ı

limd→0d
2N(d) = σ2u2

1−α

2
s.i. (3)

Použijeme vetu z knihy Rényi (1972, Věta 2).

Veta 0.1. Nech X1, . . . , Xi, . . . sú náhodné veličiny s rovnakým rozdeleńım, pre
ktoré plat́ı EXi = 0 a varXi = 1. Nech pre náhodné veličiny

Zm =
1√
m

m
∑

i=1

Xi

plat́ı vzt’ah limm→∞ P (Zm ≤ x) = Φ(x). Predpokladajme, že {Ni}∞i=1 je postupnost’

náhodných velič́ın nadobúdajúcich za svoje hodnoty iba prirodzené č́ısla a plat́ı

Ni

i

P−−−→
i→∞

c,

tj. limi→∞ P
(

Ni

i
= c
)

= 1, kde c je kladná konštanta. Potom plat́ı

lim
i→∞

P (ZNi
≤ x) = Φ(x).

Vo vete vezmeme Zm = 1√
m

∑m

i=1
Xi−µ

σ
a použijeme vzt’ah (3) a dostaneme

P





1
√

N(d)

N(d)
∑

i=1

Xi − µ

σ
≤ x



 −−→
d→0

Φ(x) ∀x.
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Potom z toho, že S2
n(d)

s.i.−−→
d→0

σ2 a tvrdenia zo skŕıpt Dupač (2005, Věta 4.14),

kde vezmeme Yn = 1
Sn(d)

, dostávame

P





1
√

N(d)

N(d)
∑

i=1

Xi − µ

Sn(d)

≤ x



 −−→
d→0

Φ(x) ∀x.

Napokon pre špeciálnu vol’bu x = u1−α

2
dostávame

P





1
√

N(d)S2
n(d)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

N(d)
∑

i=1

(Xi − µ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ u1−α

2



 −−→
d→0

1− α,

P





∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

N(d)

N(d)
∑

i=1

(Xi − µ)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ u1−α

2

Sn(d)
√

N(d)



 −−→
d→0

1− α.

Dosad́ıme za N(d) výraz
S2
n(d)

u2
1−α

2

d2
a po vykráteńı máme

P
(

|XN(d) − µ| ≤ d
)

−−→
d→0

1− α,

č́ım je tvrdenie (2) dokázané.
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Vol’me Zn = 1

σ
√
n

∑n

i=1(Xi−µ). Potom je výraz v predpoklade (iii) rovný výrazu:

√
n(Un − µ)− 1

σ
√
n

n
∑

i=1

(Xi − µ) σ − σu1−α

2
=

= (Xn − µ)(
√
n−

√
n) + u1−α

2
(Sn − σ)

SZVČ,s.i.−−−−−→
n→∞

0.
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Predpokladajme, že X1, . . . , Xn majú konečné štvrté momenty. Teda EX4

i < ∞.
Z defińıcie N(d) a z Čebyševovej nerovnosti plat́ı:

P(N(d) > k) = P(Sku1−α

2
> d

√
k) ≤

ES4
ku

4
1−α

2

d4k2
≤ C

d4k2
,

kde C je konštanta nezávislá na d ani k. Ukážeme existenciu konštanty C.

S2
k =

1

k − 1

k
∑

i=1

(Xi −Xk)
2

=
1

k − 1

k
∑

i=1

(Xi − µ)2 − 2

k − 1

k
∑

i=1

(Xi − µ)(Xk − µ) +
k

k − 1
(Xk − µ)2

=
1

k − 1

k
∑

i=1

(Xi − µ)2 − k

k − 1
(Xk − µ)2
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Ked’že u4
1−α

2
je konštanta, stač́ı ukázat’, že

ES4
k =

(

1

k − 1

)2

E

(

k
∑

i=1

(Xi − µ)2

)2

− 2k

(k − 1)2
E

k
∑

i=1

(Xi − µ)2(Xk − µ)2+

+

(

k

k − 1

)2

E(Xk − µ)4 < C∗.

Pre prvý člen plat́ı z konečnosti štvrtého momentu

(

1

k − 1

)2

E

(

k
∑

i=1

(Xi − µ)2

)2

=

(

1

k − 1

)2
(

E

k
∑

i 6=

k
∑

j

(Xi − µ)2(Xj − µ)2+

+

k
∑

i=1

E(Xi − µ)4

)

=
k

k − 1
σ4 +

k

(k − 1)2
E(Xi − µ)4 ≤ C1.

Ďalej
(

k
k−1

)2 ≤ 2, k ≥ 2 a

E(Xk − µ)4 =
1

k4
E

(

k
∑

i=1

(Xi − µ)

)4

=
1

k4
E

{

k
∑

i=1

(Xi − µ)4 + 4
k
∑

i 6=

k
∑

j

(Xi − µ)3(Xj − µ)+

+3

k
∑

i 6=

k
∑

j

(Xi − µ)2(Xj − µ)2

}

=
1

k4

{

k E(Xi − µ)4 + 3k(k − 1)σ4
}

≤ C2.

Nakoniec 2k
(k−1)2

≤ 2, k ≥ 2 a z predošlého máme

E

k
∑

i=1

(Xi − µ)2(Xk − µ)2 =
1

k2







E

(

k
∑

i=1

(Xi − µ)2

)2

+

+E

k
∑

i 6=

k
∑

j

(Xi − µ)3(Xj − µ)

}

≤ C3.

Vol’me C∗ = C1 − 2C3 + 2C2 < ∞. Teda

ES4
ku

4
1−α

2
= u4

1−α

2
ES4

k ≤ u4
1−α

2
C∗ = C.
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