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Uvod

V trhovej ekonomike hra v suc¢asnom svete okrem trhu tovaru, trhu prace a trhu
ostatnych vyrobnych faktorov dominantnd rolu trh finanény. Typickym znakom
trhu finanéného je $pecidlna forma zisku, ktoréd plynie z finan¢énych operacii a mé
prakticky vzdy podobu troku. Urok ako typ vynosu z finanénych operacii je
velmi doélezitou ekonomickou kategoériou. Podla J.M.Keynesa sa da urok chapat
ako odmena za zrieknutie sa likvidity. Svetova penazné prax vytvorila nesmierne
bohatu varietu typov cennych papierov, ale i jednoduchych finanénych nuancii
a prislubov, ktoré maju vSetky za ciel ulah¢it financovanie najroznejsich zéame-
rov a potrieb.

Urokové derivaty st finanénymi instrumentmi, ktorych cena zévisi na hodnote
urokovej miery, pricom objem ich obchodov zd'aleka prevysuje vSetky ostatné ty-
py. Patria medzi ne napriklad opcie a futures na bondy, urokové swapy, FRA, caps
a mnohé iné. Zakladom ich ohodnocovania je znalost dynamiky trokovej miery.
Pohyb trokovej miery ma nahodny charakter, ktory sa da popisat stochastickou
diferencialnou rovnicou. V stucasnej dobe neexistuje univerzalny model, i ked, ako
mnohi veria, je jeho dosiahnutie len otazkou ¢asu.

Cielom préace je popisat zakladné vlastnosti vybranych modelov, spravit simu-
lacie ich trajektorii s roznymi nastaveniami parametrov a vytvorit doporudcenie,
aky model je pre dany typ dat vhodny.

Cela praca je rozdelena na tri hlavné kapitoly, na ¢ast tykajtucu sa zakladnych
pojmov a tvodu do problematiky, na ¢ast modelovania ¢asovej Struktury droko-
vych mier a na c¢ast zaoberajicou sa irokovymi stromami.

V prvej kapitole zavedieme potrebné pojmy z tedrie pravdepodobnosti a fi-
nancnej matematiky. TaktieZ sa zoznamime s terminolégiou z oblasti vybranych
finan¢nych derivatov.

V druhej kapitole sa zameriame na jednofaktorové modely okamzitej tirokovej
miery, ktoré st definované stochastickou diferencidlnou rovnicou. A to konkrétne
na Vagickov model, CIR model a model Ho & Lee. Uvedieme si vSeobecnit meto-
diku ich kalibrécie, ktort nésledne pouzijeme na model Ho & Lee.

V tretej kapitole sa budeme venovat simulaciam trajektorii modelov s roz-
nymi nastaveniami parametrov a tvorbe viackrokovych binomickych tdrokovych
stromov.



1. Zakladné pojmy
a ivod do problematiky

1.1 Dlhopis a ¢asova Struktara trokovych mier

Dlhopis (obligacia,bond), najjednoduchsi derivat tirokovej miery, predstavuje vel-
mi rozsireny druh cennych papierov, ktorych emisiou si emitent opatruje tverovy
kapital. Emitent dlhopisu je teda dlznik, zatial ¢o drzitel dlhopisu je veritel. V
case splatnosti je vlastnikovi vyplatena nominalna hodnota F' a vo vopred dohod-
nutych ¢asoch mu bude vyplacany arok (kupon). Bezkuponovy dlhopis s nominal-
nou hodnotou F' = 1 sa nazyva diskontny dlhopis. f)alej budeme pod dlhopisom
rozumiet diskontny dlhopis. Vynos (udrokova miera) R(t,T) je odvodeny z ceny
dlhopisu v ¢ase t. Ozna¢me P(t,T) cenu dlhopisu s maturitou 7" v case ¢

P(t,T) = e BEDIT=D 0 <t < T.
Vyjadrenim R(¢,T') dostéavame

—InP(t,T)

R(LT) = = (1.1)

Struktirou urokovych mier sa obvykle mienia vztahy medzi vynosmi do splat-
nosti jednotlivych dlhopisov. Kedze struktura urokovych mier zavisi na celom
rade faktorov (napr. riziko prislugnych dlhopisov), budeme sa vyhradne zaoberat
¢asovou Strukttrou drokovych mier (angl. term structure of interest rates). Casova
struktura urokovych mier vyjadruje zavislost vynosu R(t,T) od doby do splat-
nosti dlhopisu v ¢ase ¢, obecne ju oznac¢ujeme ako vynosova krivka (yield curve).
V praxi dochédza nielen k zmenam trokovych mier v Case, ale tiez je nutné re-
Spektovat skutocnost, ze odlisnymi trokovymi mierami sa prezentuju rozne doby
do splatnosti. Z tohoto dévodu je potrebné zaviest pojem spotovej a forwardove;j
urokovej miery.

Spotovd trokovd miera iy, pre dobu do splatnosti n je (ro¢né) trzna trokova
miera aplikovatelna na finanénom trhu okamzite (= on the spot) pre trocenie
a diskontovanie cez nasledné obdobie dlzky n. Forwardovd trokovd miera itn
medzi ¢asovymi obdobiami ¢t a n (t < n) je (rofné) trzna urokova miera aplikova-
telna na finanénom trhu az v budiicnosti (= forward) po uplynuti obdobia dlzky
t pre tGro¢enie a diskontovanie ¢iastiek cez néasledné obdobie dizky n — t.

Trend vynosovych kriviek byva v praxi skor rastici, t.j. s dlhsou dobou do splat
nosti moézme ocakavat vacsi vynos. AvSak ak stucasné arokové miery su prilis vyso-
ké a trh ocakava ich pokles, tak vynosova krivka je invertovana a vynosy dlhsich
dlhopisov bud nizsie ako kratsich.

1.2 Okamzité arokové miery

Tato podkapitola je indpirovana zdrojom [I1]. Ak vo vztahu (1.1)) urobime limitu
T — t*, dostaneme okamzita r(t) urokovi mieru (short rate), ktora je definovana

3



ako

r(t) = lim R(t,T) = R(t,1).

T—tt

Okamzita urokova miera je preto zaciatkom vynosovej krivky. Forwardova arokova
miera f(¢;7T,77) v ¢ase t na dobu od T do 11,7y > T je definovana na zaklade
vztahu

eR(t,Tl)(Tlft) — eR(t,T)(Tft)ef(t;T,T1)(T17T). (12)

Okamzita forwardova urokova miera f(t,7') je definované ako

f(t,T) = lim f(t;T,T)).

T —T
Ukazeme, ze plati
oP(t, T) 1 —0dlog P(t,T)
f(&T) or P, T) oT (13)

Pouzitim vztahu (1.2)) dostavame

o~ RUT+AT)(T+AT—t) _ ,—R(T)(T—t) ,—f(KT,T+AT)AT
- )
¢o sa da napisat ako

P(t,T + AT) = P(t,T)e /6T TTATIAT

1 P(tT+AT)
AT 7 P, T)

f&;T, T+ AT) = —

Odkial dostavame

) 1
f(,T) = —Aljlgo—ﬁ(log P(t, T+ AT) —log P(t,T)).

Tento vyraz je az na minusové znamienko definiciou derivécie funkcie log P(t,T),
¢o sme chceli dokazat. Pre cenu dlhopisu s maturitou T v ¢ase t plati

T
P(LT) = eap(— / F(t,s) ds). (1.4)
t
Vyraz (1.4]) plynie zo vztahu

T T
log P(t,T) —log P(t,t) = / aloga—P(t,s) ds = —/ f(t,s)ds.
t S t

Ked7ze plati P(t,t) = 1, dostavame vztah (1.4)) .



1.3 Derivaty trokovych mier

Hlavne v 70. a 80. rokoch dvadsiateho storocia, zacali vznikat finanéné derivaty
ako reakcia trhu na neistotu tykajicu sa budiceho vyvoja cien, kedZe narastala
volatilita arokovych sadzieb v dosledku nestability finan¢nych trhov. Medzi ob-
chodovatelné derivaty trokovej miery patria okrem dlhopisov aj forwardy, swapy,
capy a mnohé iné.

Urokouvyj forward (FRA z anglického forward rate agreement), umoziiuje zais-
tit pre urcité buduce obdobie pevnu turokova mieru zo ziskaného tveru alebo
investovaného vkladu. Subjekt, ktory na ur¢ita dobu ziska uver (respektive bude
investovat depozitum) za pohyblivii tirokovii mieru suvisejicu s trznou urokovou
mierou sa tak moze zaistit vo¢i vzostupu (ale i padu) takejto irokovej miery.

Naproti tomu pri trokovych swapoch nedochédza k Ziadnej zmene kapitalu.
Urokovy swap predstavuje dohodu o budicej periodickej vymene trokovych pla-
tieb medzi dvoma stranami (anglické sloveso swap pévodne znamenalo "prepria-
hat"), pri¢om su tieto platby zadefinované odlisne, ale vypocitavaji sa z rovnakej
nominalnej kapitalovej ciastky. Je to vlastne ur¢ita forma zaistenia proti riziku
pohybu turokovych mier.

Urokové opcie, ako podmienené derivaty (na rozdiel od forwardov a swapov
ako pevnych derivatov) predstavuji terminové kontrakty, v ktorych méa drzitel
opcie v dlhej pozicii pravo uskuto¢nit v dohodnutom termine prislusny obchod,
zatial Co upisovatel opcie v kratkej pozicii sa pasivne podriaduje rozhodnutiu
drzitela opcie. Vstup do dlhej pozicie preto nebyva bezplatny ako u pevnych de-
rivatoch, ale uskuto¢ni sa kiipou opcie za op¢nii prémiu. Podobne vstup do kratkej
pozicie sa uskutoéni predajom opcie za opéni prémiu.

Dalsim urokovym derivatom pouzivanym prevazne v medzibankovom styku
st capy (z anglického slova pre strop). Cap je dohoda, kde v dohodnutom case
kupujuci obdrzi od predavajuceho rozdiel medzi trhovou tirokovou mierou a rea-
lizacnou cenou kontraktu v danom c¢ase. Tento typ trokovych derivatov predsta-
vuje zaistenie voci vysokej irokovej miere. Protikladom ku capom, zaloZzenym na
podobnom principe st floory (z anglického slova dno).

1.4 Wienerov proces a Itéovo lemma

Pre spravne ocenenie trokovych derivatov by sme mali brat do ivahy ich nahod-
ny charakter v case. Najprv definujeme zakladné pojmy a zavedieme znacenie,
ktorého sa budeme v celej préaci drzat. Nasledujice definicie sme prebrali z [11].

Definicia 1. Stochasticky proces je t-parametricky systém ndhodnych premen-
nych X (t),t € I. I je interval alebo diskrétna mnoZina indezov.

Definicia 2. Systém o-algebier Fy,t > 0 nazveme filtrdaciou ak Fs; C F; pre s <
t.



Pre stochastické procesy budeme pouzivat pravdepodobnostny priestor s fil-
traciou, t.j. (2, Fy, P). Filtracia ndm umoznuje s postupujicim ¢asom upresiovat
dosiahnuté informécie.

Definicia 3. Ndhodny proces X(t),t > 0 nazveme adaptovany na filtrdiciu
Fy,t > 0 v pripade, ak je nahodnd funkcia X (t) Fy-meratelnd pre kazdé t > 0.

V tejto kapitole budeme dalej predpokladat, Ze stochastické procesy su adap-
tované na filtraciu.

Jednym z dolezitych nastrojov pri modelovani okamzitych trokovych mier
vo finan¢nej matematike je typ stochastického procesu - Brownov pohyb. Definicie
v dalgej Casti tejto kapitoly sme prebrali zo zdroja [14] a [§].

Definicia 4. Brownov pohyb X (t),t > I je t-parametricky systém ndhodnych
velicin, pricom

i) vsetky prirastky X (t+A)—X (t) maji normdlne rozdelenie so strednou hodnotou
A a rozptylom oA,

it) pre kazdé delenieto = 0 < t; < ty < ... < t, st prirastky X (t1)—X (to), X (t2)—
X(t1), ..., X(tn) — X(tn_1) nezdvislé ndhodne premmenné s parametrami podla
bodu i),

iii) X(0) = 0.

Brownov pohyb s parametrami p = 0,02 = 1 nazijvame Wienerov proces.

Brownov pohyb X (t),t > I, ktory mé parametre p a o, mdZzeme analyzovat i
z hladiska jeho prirastkov dX () = X (t +dt) — X (¢). Z definicie strednej hodnoty
a rozptylu potom podla definicie [4| plati E(dX (t)) = udt a Var(dX (t)) = odt =
o?Var(dW (t)). Z toho mozme odvodit, Ze Brownov pohyb moéZeme charakte-
rizovat jeho deterministickou a fluktua¢nou zlozkou a prirastky dX(¢) mozeme
vyjadrit v tvare diferencialu

dX (t) = pdt + odW (t), (1.5)

kde W (t),t > 0 je Wienerov proces a rovnica ([1.5)) je stochasticka diferencialna
rovnica.

Definicia 5. Stochasticky Itéov integrdl. Nech 6(t) je adaptovany proces
na intervale [0, T, pre ktory platz’E(fOT 0%(s) ds) < co. Dalej nech 11 = tg, t1, ..., t,
je rozdelenie intervalu [0,T], t.j.

O:togtlggtn:T
Dalej definujeme jemnost delenia

II|| = —t).
[y k—{)na)éq(tk“ te)

=U,...,

Stochastickiyj integrdl



je definovany ako

n—1

I(T) = lim O(ti)[W (trr1) — W(tr)].

=0 £=

Podstatné je, ze sa musi brat hodnota funkcie 0(t) v Tavej ¢asti jednotlivych
intervalov delenia II.

Definicia 6. Itéova izometria. Nech 0(t) je adaptovany proces, ktory je kvad-
raticky integrovatelny, tj. E( fo 62(s)ds) < oo. Potom pre Itéov integrdl 1(T) =

fo 0(s) dW (s) plati

T T
]E[/ 0(s) dW (s)]* = / E[6%(s)] ds.
0 0
V literatire (napr. [I1]) sa ¢asto uvadza netrivialny dosledok Itoovej izometrie
(dW (t))* = dt.

Definicia 7. Stochastickd diferencidlna rovnica. Ndhodny proces X(t) je
riesenim stochastickej diferencidlne;j rovnice

dX (1) = at, X (£))dt + B(t, X ())dW (¢),

ak
X(¢) :X(0)+/0 oz(s,X(s))ds+/0 B(s, X (s))dW (s).

V pripade, Ze proces X (t) mézme vyjadrit v tomto tvare, nazgvame X (t) Itéovygm
procesom.

Analyza funkeif, ktorych jedina premenné, aktivum, spliia nejaki stochasticki
rovnicu, ma vyznamnu tlohu pri ocenovani finan¢nych derivatov. Pouzitim It6ov-
ho lemma moézeme vyjadrit stochasticky diferencial a proces rieSenia stochastickej
diferencidlnej rovnice.

Definicia 8. Itéovo lemma. Nech f(x,t) je hladkd funkcia dvoch premennych,
kde premennd x je rieSenim stochastickej diferencidlnej rovnice

dx = p(z, t)dt + o(z, t)dW (t), (1.6)
kde W je Wienerov proces. Potom prvy diferencidl funkcie f je dany vztahom

fd +(a—{+— 2(z,t)

02 f

df = @)dt,

dosledkom coho funkcia f vyhovuje stochastickej diferencidlnej rovnici

0 0 1 0? 0
At wa )Lt ST D+ 0w 2

af = ( or 2

. (1.7)



Podla Itdéovho lemma mozme teda odvodit diferencial funkcie ceny bezku-
poénového dlhopisu s maturitou v ¢ase 1. Vytvorme portfélio dlhopisov, kde
dlhopisov mé maturitu v ¢ase T a jeden mé maturitu v ¢ase T,. Stcasna hodno-
ta portfolia je:

7(t) = P(t,Ty) + 9P(t, Ty).
Zmena ceny takéhoto portfolia vychadzajuceho z tvaru ((1.6) a definicie |8 je

OP(t,Ty) , ,OP(1.Ty)

dm = (u(t, T1) + Iu(t, T2))dt + ( T o

o)dW

Vyvoj ceny portfolia bude deterministicky, ak polozime

ap(t’Tl)
_ or
V= OP(t,T2) "’
or

a teda plati:

AP(t,Ty)
dr = dP(t,T}) — 8ngT2) dP(t,Ty).
or

KedZe mame teraz deterministické portfélio, tak plati :
dm = m(t)dt. (1.8)

Po dosadeni do (1.8) postupnymi tpravami dostavame

OP(t,T1) - OP(t,T)
or or

p(t,T) = (TR _ plt, Ty) = P(LT)r(t)

K tejto rovnosti dochadza v pripade Tubovolnych doby do splatnosti a teda hod-
nota zlomku zavisi na (a je funkciou) r a t. Koeficient \;(r,t) interpretujeme ako
trzna cenu faktorového rizika

pu(t, Th) — P(t, T)r(t)
OP(¢,T;) :
or

)\Z‘(T, t) =

Keby sme rozptyl o a drift p vyjadrili percentualne ako: p = m - P(t,T;) a
oOP(,T) _ OPRT:

)
5 5., dostaneme

t,T;) —r(t)

OP(t,T;)
or

(1) = ™ (1.9)

Takyto percentualny vynos z bezkupoénového dlhopisu sa od bezrizikovej trokove;j
miery li8i o funkciu ¢asu. Tuto funkciu nazyvame Market price of risk.



1.5 Rizikovo neutralna miera

V praxi sa neodportca vyberanie dlhopisov len na zaklade vynosov do splatnosti
(¢o je vazeny priemer prislusnych spotovych mier). Omnoho icinnejsia je v tomto
smere arbitrazna analyza dlhopisov zaloZend na tom, Ze na eficientngch financ-
ngjch trhoch by mal platit zdkon jednej ceny (Law-of-one-price) zdroj [3]. Podla
tohto zakona existuje pre Iubovolny systém finan¢nych tokov prave jedna cena.
Preto by sa mali dva perfektné financné substytuty predavat v rovnaky cas za
rovnakt cenu. V pripade neplatnosti tohoto zdkona hovorime o existencii arbit-
razi. V takomto pripade moze investor bez rizika realizovat zisk.

Operacie s dlhopismi st spojené s velkym mnozstvom rizik. Neexistencia ar-
bitraze na trhu matematicky znamené, ze existuje urcita rizikovo neutralna miera,
podla ktorej sa daju ocenit derivaty pomocou vypoctu strednych hodnot. Podla
lokdlnej (EH) hypotézy, vid zdroj [11], sa ocakdvany vynos z drzania dlhopisu za
maly casovy okamih rovnd r(t)

_ B0

"= "peT)

Odtial plynie, Ze hodnota takéhoto dlhopisu je

P(.T) = Bqleap(~ | 1(s)ds)]

kde E je stredna hodnota pri rizikovo neutralnej miere Q. Ukazuje sa, Ze pre
spojité modely je akceptovatelnd iba tdto lokdlna hypotéza. Podla zdroju [7] pri
vacsine dalsich hypotéz dochddza k arbitraznym moZznostiam. Téato hypotéza sa
vSak da pouzit iba pri rizikovo neutralnych pravdepodobnostiach. f)alej budeme
vychéadzat len z tejto hypotézy.

Hodnoty derivatov teda nie su stredné hodnoty pri péovodnej redlnej tirokovej
miere, ale pri rizikovo neutralnej miere Q. KedZe pri rizikovo neutralnej urokovej
miere mézme ocenovat derivaty a realna tdrokovi miera ndm umoznuje zachytit
vlastnosti, ktoré pozorujeme pri vyvoji short-rate, bolo by uzito¢né néajst prevod
medzi zapismi tychto procesov v danych tdrokovych mierach. Podla obratene;j
Girsanovej vety (zdroj [13] str. 164) pre dve ekvivalentné miery P a @ existuje
proces \; taky, ze

t
Wt = Wt+/ ASdS (110)
0

je Wienarov proces v miere Q. Zo vztahu napisanom v diferencialnom tvare
d/V[Z = dW;+ \dt , vieme prepisovat proces z jednej miery do druhej. Avsak tento
pristup nie je velmi prakticky, kedze nehovori ni¢ o tvare A;. Iny pristup k tomuto
problému je opisany v zdroji [9].



2. Modelovanie ¢asovej struktiry
urokovych mier

2.1 Jednofaktorové modely

Existuji rozne pristupy ako modelovat trokové miery. V tejto bakalarskej praci
sa zaoberame modelmi okamzitej trokovej miery, ktoré st formulované pomo-
cou rovnice ([L.5). Funkeciu (X, t) nazyvame trendom, driftovou ¢astou rovnice,
a o(X,t) vyjadruje rozptyl v okoli driftu. Na zdklade réznych volieb rozptylu
a driftu dostavame roézne modely drokovych mier. Ak X je skalar, dostavame
jednofaktorovy model, v pripade vektoru ide o viac-faktorové modely. Prehlad
niektorych modelov tirokovych mier je uvedeny v tabulke [2.1]

Na rozdiel od cien akcii, maji trokové miery tendenciu ostavat v rovnovaznej
hodnote, alebo sa pohybuji v ur¢itom rozmedzi, obvykle nerastit do nekonecna
a neklesaju pod nulu. Stochastické modely, ktoré popisuju spravanie tirokovych
mier, by mali brat v ivahu vyssie uvedené vlastnosti. Jednofaktorové modely vsak
moézu brat v ivahu len jeden nahodny parameter, ktorym je okamzita trokova
miera.

Preto pre svoju relativnu jednoduchost st jednofaktorové modely obltibené
medzi praktikmi. Mnozstvo vyskumnikov sa vSak zameralo na vyvoj dvojfakto-
rovych modelov. Ako priklad mézeme uviest model M. J. Brennana a E. S. Sch-
wartza, ktori sa pokiusili transformovat proces pre kratkodobu tirokova mieru do
nahodného procesu pre dlhodobt mieru. Dlhodobtu drokovi mieru stanovili ako
vynos na ve¢né Statom vydané konsolidaéné dlhopisy. Kedze vynos z konsolidac-
nych dlhopisov je recipro¢ny ich cene, uvazuji model s dvoma premennymi, a to
okamzitou drokovou mierou r a cenou konsolida¢nych dlhopisov P.

Na zaklade empirickej studie modelov urokovych mier (blizsie [12]) sme do-
stali dolezité poziadavky, ktoré by mali modely trokovych mier splhat.

e Realne trokové miery nemoézu byt zéporné.

e Vysoké (nizke) hodnoty urokovej miery st pravdepodobnejsie nasledované
nizkymi (vysokymi) hodnotami, ako vysokymi (nizkymi). Tato vlastnost
je zachytend v mean-reverting procese pouzitom napriklad vo Vasickovom
modeli.

e Rozptyl trokovych mier zvykne byt vacsi pre kratkodobé tirokové miery ako
pre dlhodobé.
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Rok Model SDR e >0 1~ AB
1977  Vasicek dry = k(0 — ry)dt + odW; N N A
1978 Dothan dry = aridt + oridW; A LN A
1985 Cox-Ingersoll-Ross dry = £(0 — r)dt + o /TedW; A NCX? A
1990 Hull & White dry = k(0 — ry)dt + odW; N N A
1990 Exp. Vasicek dry = ri(u — alnry)dtor dWy A LN N
1991 Black & Karasinski — dry = r¢(pue — alnry)dt + orydW; A LN N
1992 CKLS dry = k(0 — r)dt + or] dW; A - N

Vysvetlivky: A=&no, N=nie, AB=existencia explicitného rieSenia ceny dlhopisu, N=nor-
malne rozdelenie, LN=lognormalne rozdelenie, NCy?=necentralny chi-kvadréat rozdelenie.

Tabulka 2.1: Prehlad jednofaktorovych modelov okamZitej arokovej miery

2.1.1 Vasickov model

Tento model predpokladé, ze okamzita spotova tirokova miera sa riadi rovnicou
dr(t) = a(b —r(t))dt + cdW(t), (2.1)

pricom a, b a ¢ st kladné konstanty. Takyto model méa vlastnost mean reversion,
ktora je blizko empiricky odvodenym vlastnostiam. Parameter b mo6zme povazovat
za dlhodobo o¢akévani troven drokovej miery. To znamené, Ze v pripade ked je
urokova miera mensia ako b, je drift kladny a drokovd miera je tlacena nahor.
V pripade, Ze je trokova miera vicssia ako b, je drift zdporny. Proces s touto
vlastnostou sa nazyva Ornstein-Uhlenbeckov proces. Ak budeme predpokladat,
ze trhova cena rizika A je konStantné v ¢ase (ako sa Casto robi v praxi), dostava
pri rizikovo neutralnej pravdepodobnosti rovnica podobu

W@%:m@—Ag—r@ﬂﬁ+aﬂV@.

Tento vyraz je Strukturalne rovnaky ako a preto pri rizikovo neutralnej
pravdepodobnosti () mdézme chéapat ako rovnicu okamzitej spotovej trokove;j
miery. Pomocou Itoovej vety sa da odvodit, Ze rieSenie pri rizikovo neutralnej
metodike a za predpokladu, Ze trzna cena rizika A je konStantna v ¢ase, dostava
podobu

r(t) = e "r(0) + b(1 — e ™) + /Ot e~ =9 qI ().

Odvodenie nasledujiceho vztahu mozme najst v zdroji [2].

62at -1

t t
/wMW@NN@/Jmm:N@———y
0 0 2a

Potom plati:

0_2(1 _ 6—2at)

r(t) ~ N(e *r(0) +b(1 — e~ ), 5

).

7 toho plynie, Zze trokova miera ma normélne rozdelenie, z ¢oho mézme od-
vodit, Ze s kladnou pravdepodobnostou tento model pripista zapornu urokovii
mieru. Dalej sa da ukazat, vid [15], Ze od ur¢itého momentu moéze mat zaporné
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hodnoty navzdy. Toto je dost nevyhodna vlastnost Vasickovho modelu. Krat-
kodoba zapornost trokovych mier by nevadila, ak by sme brali drokovii mieru
v realnom vyjadreni (nominalna drokova miera minus miera inflacie). K najdeniu
ceny bezkuponového dlhopisu s jednotkovou nominélnou hodnotou, ktoré je fun-
kciou premennych r(t),t a T, dalej len g(z,t¢,T), pouzijeme Itbovu lemmu a tak
najdeme aj o(t, T) a f(0,7). Cast nasledujiceho postupu sme Cerpali zo zdroja
[11]. Pre funkciu g(z,t,T) plati

/ f(t,s)ds = =InP(t,T) = g(r(t),t,T),

T

g(x,t,T) = —In(P(t,T)|r(t) =x) = —lnEQ[exp(—/ r(s)ds)|r(t) = z]. (2.2)
t

Proces r(t) je Markovsky a z nezavislosti koeficientov a, b a o na ¢ase t vyplyva,

ze ak proces zaCina v r(t), je ¢asovy interval od t do T analogicky k intervalu 0
do T — t. R(t) teda mo6zme napisat ako

r(t) =b+e T (z —b) 4 ge @@ /Tt e™ dW (u). (2.3)

Integraciou rovnice ([2.3) dostéavame

/tTr(s)ds = b(T—t)+(:v—b)/tTe_“(5_t)ds

T s—t
+ / (ae_“(s_t)/ e™ dW (u))ds
t 0

= WT 1)+ 2@ — b)(1 — e~

T s—t
+ / (ae“(St)/ e™ dW (u)) ds.
¢ 0

Pre posledny scitanec plati t < s < T a0 < u < s —t, z coho dostaneme
t+u<s<T.Potom

T s—t T—t T
/ oS / e™dW(u))ds = / (/ oe” 7D ds)e™ dW (u)
t 0 0 t+u

- /0 (bem — e T ) qW () = /0 (1 — e T T (),

Tento integral predstavuje nahodni veli¢inu, ktord mé normélne rozdelenie,
a jej rozptyl je rovny:

T—t T—t
Var [/ b(1 — e~ T g ()] = / b2(1 — emalT=t=u)2 gy
0 0

T—t
_ / b2(1 . 26—a(T—t—u) + 6—2&(T—t—u)) dW(u)
0

2b2 b2
= V(T —-t)——(1- e—a(T—t)) +—(1— 6—2a(T—t))

a 2a
= (7).
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A teda moézme napisat, Ze

/T r(s)ds = (T — ) + -z — b)(1 — e *T) 4 Z, (2.4)

a

pricom Z ~ N(0,52(t, T)). Upravami a po dosadeni (2.4)do rovnosti (2.2)) dosta-

vame

oot T) = —nbgleap(— [ r(s)as)e(t) =]
= (T —t)+ 2(x —b)(1 — e T —InEglexp(—2))
:b@—w+é@—mu—eW”U
— nEglexp(—Z — %82(15, )+ %Gz(t, )]
= (T —1t)+ 2(:5 —b)(1 — e T1) — %a%, T).

Pomocou tychto vztahov mézme vyjadrit funkciu ¢g(r(0),0,7") ako

2

1 —aT o
o(r(0).0.7) = BT+~ (r(0) =)L~ )~ T
2 2
g —aT g —2aT
Derivaciou ¢(r(0),0,T") podla ¢asu T dostaneme f(0,7)
dg(r(0),0,T) _ —aT o’ o’ —aT o’ —2aT
— = b+e (r(O)—b)—Q—az—i—?e ~ 5.2¢
2
_aT g —aT\2
= —_— _—— 1 —
b+e " (r(0) —b) 2a2( e )
= f(0,T).

Volatilitu o(t,7") moézme vyjadrit ako
o2
o(t,T) = UaxagT = ge T,

Po dalsich upravach sa da ukazat (vid. [10]), Ze cena bezkupénového dlhopisu s
menovitou hodnotou 1 je:

P(t,T) — eA(t,T)—B(t,T)T(t), (25)
kde
1 — e—a(T—t)
Bt,1T) = ———
(t,7) —
0.2
ALT) = (B, T)— (T =1)(a*b—%) o*B*(1,T)
’ a? 4a ’

Casovéa Struktara trokovych mier nadobuda po dosadeni (2.5) do vztahu (1.2)
tvar

2 2

o o 1 (T
Rt,T)=b= g5+ () = b+ o) sl —e (T=0)).



Vasicek (zdroj [15]) ukazal, Ze ak je

2 2
o o
r(0) <b—— — —,
(0) < 2a%>  4a
potom je ¢asova Struktira trokovych mier rastica. Klesajtca je pre
o? o
r(0) >b— — — —
(0) 20>  4a

2.1.2 Cox-Ingersoll-Rossov model

Cox, Ross a Ingersoll pozmenili Vasickov model tak, aby odstranili najzavaznejsi
nedostatok Vasickovho modelu, a to moznost zapornosti trokovej miery. Sto-
chastické diferencialna rovnica pre okamziti trokovi mieru r(¢) ma pri rizikovo
neutrilnej miere QQ tvar:

dr(t) = a(b —r(t))dt — o+/r(t)dW (t). (2.6)

Tento model méa vlastnost mean reversion. Proces je pritahovany k priemernej
hodnote b. Z doévodu nezapornosti a a b zostava trokova miera nezaporna. V
pripade r(t) blizkeho nule sa diftizny koeficient stava nulovym a vdaka kladnému
driftu neklesne r(¢) pod nulovii hodnotu. V pripade parametra
1
ab > ~o?
z 507,

je potom proces r(t) > 0. Najdenie explicitného vztahu pre funkciu ceny bezkupo-
noveho dlhopisu nie je jednoduché. Tento vypocet moézme najst v [10]. Vysledna
cena bezkupénového dlhopisu je dané vztahom

P(t,T) = A(T)eB(T)’"(t),
kde

ZVG%BT o2
[27 + Bl —e ™) ’
v = (a+ N2+ 202,
B = a+ A+,

91— e )
B = o3 B(l—e)
T = T—t.

Casova struktira trokovych mier R(t,T) vyjadrena zo vztahu (1.2) mé potom
tvar

1
Limita R(t,T) pre — oo je
B 2ab
a+ A+

Autori modelu odvodili [4], Ze ak je r(t) < R, potom je ¢asova Struktira troko-

vych mier monoténne rastiica. Monotonne klesajica je pre r(t) > a’f/\.
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2.1.3 Model Ho & Lee

Ho a Lee navrhli tento model v roku 1986. Podla tohoto modelu sa okamzita
trokova miera pri rizikovo neutralnej miere () riadi stochastickou diferencidlnou
rovnicou v tvare

dr(t) = 0(t)dt + odW (t),
kde
af(0,t)
ot

Tento model sice neméa vlastnost mean reversion, ale vdaka deterministickej fun-
kcii 0(t), tvorenej forwardovymi trokovymi mierami f(0,t), v sebe obsahuje vset-
ky dostupné informéacie. Budeme postupovat podobne ako pri Vasickovom modeli
a zadefinujeme si funkciu ceny bezkupénoveho dlhopisu g(x, t,T') pomocou vztahu

ako

0(t) = + ot

T
g(z,t,T) = — lnEQ[exp(/ r(s)ds)|r(t) = z], (2.7)
t
pri¢om z definicie [7] mo6Zme vyjadrit r(s) ako
r(s) =r(t) +/ o dW (u) +/ O(u)du = x +/ o dW (u) +/ 0(u) du.
t t t t

Ak tito rovnicu zintegrujeme, dostaneme

/tTr(S)ds::U(T—t)+/tT/tsadW(u)ds—i—/tT/:O(u)duds,

¢o plati pre t < u < s <T. Ak zmenime poradie integrovania dostaneme

/tTr(s)ds = x(T—t)+/tT/uTadde(u)+/tT/uTg<u)dsdu

= z(T—-1t)+ / (T — u)o dW (u) + /T(T —u)f(u) du.
¢ ¢

Pri¢om pre posledny s¢itanec plati (odvodené v [2])

T T

/t (T —wodW(u) =2 ~ N(O,/t (T — u)*0® du)
= N(0, %JQ(T —1)%).
Potom mézme vztah vyjadrit ako
gz, t,T)=2(T —t) + /T O(u)(T — u) du — InEglexp(—2Z)].
t
Vieme, ze plati
Eolerp(~2)] = Boleap(~7 — co*(T — 1) + 5o*(T — 1))
= exp[%aQ(T —1)%].
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Po dosadeni dostavame koneéni podobu hladanej funkcie g(x, ¢, T')
T 1
g(x, t,T) =2x(T —t) + / O(u)(T — u) du — 602(T — )% (2.8)
t

Volatilita o(t,7") bude potom nadobudat tvar

0%g(x,1,T)
O'(t,T) —O'W =0

Forwardovu urokova mieru f(0,7") dostaneme ako

70,7y = 2000,0.7) (T(S;O’T) = r(0) — %UW + /O 0(w) du. (2.9)

Tento vztah zabezpecuje to, Ze pociatoénd hodnota krivky forwardovych troko-
vych mier moze byt Tubovolna. Po zderivovani vztahu (2.9) podla T' dostavame
vztah
af(0,1)
0(t) = — + 07t
(t) Y

Mozné drifty okamzitych trokovych mier tohoto modelu mézu teda nadobu-
dat velku skalu hodnot. Jednoduchost modelu ale spociva v Struktire rozptylu
o(t,T) = o. Autori modelu odvodili (zdroj [6]), Ze cena diskontného dlhopisu ma
v Ho & Lee modeli lognormalne rozdelenie.

2.2 Kalibracia modelov na realne data

Zakladnym problémom kazdého modelu je odhad parametrov tak, aby ¢o najp-
resnejSie odrazali napozorované hodnoty. Konkrétne to pre nas znamena, aby sa
v sti¢asnosti napozorované ceny zero bondov zhodovali s hodnotami vypocitanymi
z modelu. Potom dostaneme pevny zaciatoc¢ny bod pre odhad cien bezkupéno-
vého dlhopisu v budtcnosti. Kedze vychadzame z rizikovo neutralnej metodiky,
bude nutné zistit trzni cenu rizika. Uvedieme si metodu kalibracie aplikovant na
model Ho & Lee. V tejto Casti je opisana metoda kalibracie uvedena v [11].

2.2.1 Obecni metodika

Myslienku, Ze rieSenie niektorych typov parcialnych diferencialnych rovnic moze-
me vyjadrit ako strednt hodnotu ur¢itého ndhodného procesu (a naopak) vyjad-
ruje Feynman-Kacova veta.

Definicia 9. Feynman-Kacova veta. Nech vsetky dalej uwvedené funkcie a pro-
cesy spliiaji urcité technické predpoklad. Majme ndhodny proces v tvare

dX(t) = a(X(t))dt + (X (t))dW (). (2.10)
Definujeme stredni hodnotu

v(t, ) = Ey x )= f(X(T)),

!Tieto predpoklady sa dajt najst v zdroji [5]
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pre 0 <t <T. Potom

—i—oz(x)% (t,2) + 10( V2 ot) =0 (2.11)

0
av(t, x) 52

o(T, x) = f(x),
pre lubovolne zvoleni redlnu funkciu f(x) (napriklad hodnota derivdtu v case T).
Predpokladame, ze dynamika trokovej miery r(¢) mé tvar (2.10).
1. Pre kazdé pevné T vyrieSime rovnice :

OFr(t,r; ) OFr(t,r;a) 1 ,0%Fr(t,r;a)
ot i or - 27 or?

—rFr(t,r;a) = 0,
Fr(T)r,a) = 1,

ktoré nam ur¢ia modelovii cenu bondu P(t,T,a) = Fr(t,r,a), kde « je
vektor neznamych premennjrchﬂ

2. Teraz treba zlucit tuto cenu s napozorovanymi veli¢inami. Pre kazdé T > 0
pozname skuto¢nu cenu bondu P*(0,7), ktora polozime rovna P(0,T; ).
Takto dostaneme ststavu rovnic, ktorych neznama je vektor a.

3. Oznacime rieSenie stuistavy a* a postup opakujeme v pravidelnych ¢asovych
intervaloch.

2.2.2 Kalibracia modelu Ho & Lee
Ako vieme z kapitoly je model Ho & Lee dany rovnicou

dr(t) = 0(t)dt + odW (1),

kde parameter o polozime rovny dennej smerodatnej odchylke absolatnych vy-
nosov okamzitej irokovej miery. Pre cenu bezkupénového dlhopisu s jednotkovou
nominélnou hodnotou g(x,t,T), ktora je funkciou premennych r(t),t a T plati

/t ft,s)ds = =InP(t,T) = g(r(t),t,T).

Dosadenim rieSenia (2.8)), funkcie g(x,t,T), do predchadzajiceho vztahu, dosta-
neme tvar affinnej ¢asovej Struktiary modelu

P(t,T) — eA(t,T)—B(t,T)T‘(t)

)

kde
B(t,T) = T —t,

A, T) = éa T —t)° / o(t u) du,
af*(0,t) 2
o + o”t.

2Napriklad pre Vasickov model u(t,r; a1, g, a3) = aj(ag — 1)), o(t,r;a1, e, a3) = as.
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Takto vypocitané modelové ceny derivatov (v tomto pripade bezkuponového dl-
hopisu) sa pre ¢ = 0 maju rovnat momentalne napozorovanym cenam P*(0,7).
Tu je jednoduchsie vyuzitie forwardovych mier, ktoré st ekvivalentné znalosti
ceny bezkupénového dlhopisu. Pre empirické forwardové miery plati

Olog P*(0,T)
or

f70,7) = :
Polozenim rovnosti empirickej a modelovej forwardovej miery a vyrieSenim ststa-
vy obycajnych stochastickych diferencidlnych rovnic plyntcich z definicie affinne;j
struktiry (kniha [II] str. 40) dostaneme modelovi cenu bondu v budticnosti

P*(0,T) (7 pecop_2>
P(t)T) = me(T t)f (O,t) P} t(T _ t>2 _ (T _ t),r(t)

2.3 Simulacia trajektorii

V tejto kapitole sa zameriame na simulacie trajektorii s réznymi nastaveniami
parametrov modelov doteraz opisanych v naSej praci.

2.3.1 Vasickov model

Vasickov model je jednym z modelov okamzitej Grokovej miery. Z casti|2.1.1|vieme,
ze Vasickov model ma tvar

dr(t) = a(b—r(t))dt + cdW (t).

Okamzita spotova turokova miera na trhu pozorovatelna nie je, preto musime
miesto nej pouzit aproximéaciu. Vieobecne sa neodportica volit O/N sadzbu (ang.
over night), ktora je velmi volatilnd. V praxi sa najcastejsie voli napr. 1M, 2M
alebo 3M sadzba. Najskor sme vSetky parametre Vasickovho modelu kalibrovali
pomocou metdédy maximélnej vierohodnosti opisanej a odvodenej v [I]. V tomto
pripade je l'ahSie odhadnit nasledujuce funkcie parametrov

a = e’“d,
V 02 (1 —2ad)
= —(1l—e
2a ’
b
ﬁ =
a

kde d znaci ¢asovy krok pozorovanych rg,rq, ..., r, najcastejSie rovny jeden den.
Maximalne vierohodné odhady potom st

n 2?21 TiTi—1 — Z?:l T Z?:l Ti-1
)

“ = ny iy — (0 rie1)?
5 — Sor il — ari]

a n(l—a) 7
vV = % [ri —arisy — B(1— )]

i=1
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Parameter Hodnota

a 0.00767412
b 1.56877
o 0.00829299

Tabulka 2.2: Nakalibrované parametre Vasickovho modelu

Kalibraciu sme spravili na datach zo stranky www.euribor.eu, konkrétne na histo-
rickych hodnotach 3M EURIBOR sadzby z roku 2011. Hodnoty takto ziskanych
parametrov si uvedené v tabulke [2.2

Ak sa pozrieme na parametre vypocitané z historickych dat a na vyvoj 3M
EURIBORu je logické, ze hodnota parametra b (navratova hodnota sadzby) je
okolo 1.5%. Takto odhadnuté hodnoty parametrov sme pouZili na simulaciu Vasic-
kovho modelu. Porovnanie desiatich simulécii s vypoc¢itanymi parametrami a sku-
to¢nych hodnot 3M EURIBORu z roku 2011 je zobrazené na obr. Skutocny
priebeh 3M EURIBORu je znazorneny ¢ervenou farbou.

r @

0o 50 10 150 200 250

Obr. 2.1: Porovnanie simulécii a skuto¢nej sadzby za rok 2011.

Pri d'alsich simulaciach sa zameriame na dopad hodnot jednotlivych paramet-
rov na vysledné data. Pre nasledujiice simulacie sme pouzili hodnoty parametrov
uvedené v tabulke 2.3

Parameter Obrazok |2.2| Obrazok |2.3|

a 0.25 1
b 0.0325 0.0325
o 0.0064 0.0064

Tabul'ka 2.3: Hodnoty parametrov simulacii Vasickovho modelu s réznou hodno-
tou parametra a.
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7, obrazkov a a tvaru rovnice modelu (2.1) mézme pozorovat, Ze pa-
rameter a mé vplyv hlavne na velkost zmien v pohybe trokovej miery. Pre nase
nastavenie parametrov plati, Ze ¢im vacsia bude hodnota tohoto parametru, tym
pravdepodobnejsie bude v simulaciach dochadzat k ¢astejsim zmenam v pohybe
urokovej miery. Preto maju simuldcie na orazku 2.2]s nizSou hodnotou parametra
a vacsi rozptyl od pociatocnej hodnoty.

0.04r

0031

r(t)

0.02r

001

0.00E,

Obr. 2.2: 10 simulécii Vasickovho modelu s parametrom a = 0.25.

0.0361

0034 |

r(t)

0.0321

0.0301

Obr. 2.3: 10 simulacii Vasickovho modelu s parametrom a = 1.

Parameter b vplyva hlavne na rozptyl trajektorii jednotlivych ndhodnych pro-
cesov. Obecne moézme povedat, Ze ¢im je parameter b mensi (hlavne oproti hodno-
te r) tym VACST rozptyl tento nahodny proces mé. Pouzité parametre pri simulécii
Vasickovho modelu st v tabulke 2.4

20



Parameter Obrazok |2.4| Obrazok |2.5|

a 0.25 0.25
b 0.1 0.6
o 0.0064 0.0064

Tabulka 2.4: Hodnoty parametrov simulécii Vasickovho modelu s réznou hodno-
tou parametra b.

Tento jav sa da pozorovat z obrazkov [2.4) a

0.050}

0045+

r (t)

0.040+

IRy
0.035} <

Obr. 2.4: 10 simulacii Vasickovho modelu s parametrom b = 0.1.

0.10+

0.08

0.06¢

r(t)

0.04}

0.02¢

0.00t.

Obr. 2.5: 10 simulécii Vasickovho modelu s parametrom b = 0.6.

Parameter ¢ mé podstatny vplyv, ak znova predpokladame konstantné hod-
noty ostatnych parametrov, na vysku zmeny hodnoty trokovej miery za ¢asovi
jednotku. Toto mézme pozorovat na obrazku [2.6], kde je simulacia prvého mode-
lu s nizSou hodnotou o znézornené zelenou farbou a simulacia druhého modelu,
s vysSou hodnotou o, znazornena cervenou farbou.
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Obr. 2.6: Rozne nastavenie parametra o

Tu sme pouzili parametre z tabulky 2.5 uvedenej nizsie.

Parameter Hodnoty 1. modelu Hodnoty 2. modelu

a 0.25 0.25
b 0.1 0.1
o 0.05 0.2

Tabulka 2.5: Parametre simulacii Vasickovho modelu pri réznej hodnote o.

U Vasgickovho modelu mozeme pozorovat, Zze chovanie okamzitej tirokovej mie-
ry zavisi len na trojici parametrov (parametre si konstantné), ¢o tento model
znevyhodnuje a preto sa pouZziva len pre ocenovanie klasickych urokovych deriva-
tov, napr. cap, urokovy swap. Pre oceniovanie nestandardnych derivatov, t.j. rozne
kombinacie urokovych a netdrokovych derivatov, uz nie je trojica parametrov do-
stacujtica.

2.3.2 Cox-Ingersoll-Rossov model

Jednym z najvacsich nedostatkov Vasickovho modelu je, Ze moze nadobudat za-
porné hodnoty. V pripade Cox-Ingersoll-Ross modelu to nie je mozné. Ak je r(t)
blizko nule, volatilita je malé a vdaka driftu neklesne r(t) pod nulovi hodnotu.
Z casti [2.1.2] vieme, ze CIR model ma tvar

dr(t) = a(b—r(t))dt + o+/r(t)dW (t).

KedZe sa jednd o modifikaciu Vagickovho modelu, ma CIR model podobné vy-
uzitie pri ohodnocovani zakladnych trokovych derivatov. Parametre CIR modelu
sa chovaji obdobne ako parametre Vasickovho modelu opisané v ¢asti [2.3.1}
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2.3.3 Model Ho & Lee

Model Ho & Lee je dalsim z modelov okamzitej urokovej miery, popisany v ¢as-
ti Okamzitt irokovit mieru sme volili rovnako ako u Vasickovho modelu,
priebeh tejto sadzby je znazorneny ¢ervenou na obrazku

Parameter o sme zvolili ako dennt smerodatnt odchylku absolutnych vynosov
okamzitej irokovej sadzby. Na rozdiel od Vagickovho modelu, budeme potrebovat
forwardova krivku okamzitej irokovej sadzby.

Cas (v ditoch)

0.0361

0034}

0032}

r(t)

0.030F

0.028}

0.026}

0 50 100 150 200 250

Obr. 2.7: Forwardova krivka 3M sadzby k diu 22.12.2011

Aj ked model Ho & Lee neméa vlastnost mean-reversion, modZzeme z priebehu
3M forwardovej sadzby ocakavat, ze bude skor rastuci.

Cas

r(t)

Obr. 2.8: 10 simulécii 3M sadzby Ho & Lee modelu

Ako sme uz poznamenali v medeli Ho & Lee nemé sadzba navratovi hodnotu.
Empiricky je vSak zistené, ze arokové sadzby tuto vlastnost majia. Vyhodou toho-
to modelu je zahrnutie vSetkych znamych informécii v podobe pociato¢nej vyno-
sovej krivky, respektive forwardovych sadzieb. I ked sa jedna o model okamzitej
urokovej sadzby, je tento model komplexnejsi nez Vasickov a umoznuje presnejsie
ohodnotenie zlozitejsich drokovych derivatov.
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3. Stromy trokovych mier

V tejto kapitole sa budeme venovat ocenovaniu derivatov pomocou binarnych
stromovych modelov. Tento sposob modelovania dynamiky drokovej miery je Cas-
to pouzivany na trhu. Model binomického stromu sa v réznych situéciach pouziva
ako diskrétna aproximécia modelov v spojitom ¢ase, ktora pri infinitezimidlnom
skracovani prislusnych casovych intervalov konverguje k prislusnému spojitému
modelu. Takéto modely sa uplatiuji predovsetkym pri ocenovani financénych de-
rivatov a obligacii. Informécie vyuzité v tejto kapitole sme cerpali hlavne z [12].

Pri binomickom trokovom strome predpokladame, Ze pozname dnesnii krat-
kodobt tdrokovii mieru r, ktord pri dalSej casovej peridde (prvéa perivda) moze
nadobudat iba dve mozné hodnoty, vyssiu hodnotu r, a nizsiu hodnotu r4 s
urc¢itou pravdepodobnostou (obrazok . Pri druhej periode moze kratkodoba
trokova miera nadobudat Styri mozné hodnoty 7y, Thd , Tan & Tqqa. Obecne pri
n-tej periode moze nadobudat 2™ hodndt. Ako alternativa binomickych trokovych
stromov sa ¢asto vyuzivaju rozne typy trinomickych stromov. Tieto modely zahr-
nuja v sebe viaceré vlastnosti arokovych mier ako napriklad stredova névratnost.
Tieto a mnohé iné tirokové stromy ale niestt predmetom tejto bakalarskej prace.

Th

rq

Obr. 3.1: Krok binomického stromu

Implementéacia takéhoto stromu, ktory sa nazyva nerekombinantny je velmi
narocna na pocet operacii. Napriklad hodnota dlhopisu by po 60-tich periédach
nadobidala viac nez 10'® hodnot. Preto sa v praxi preferuje pouZivanie rekom-
binovanych binomickych stromov turokovych mier, pre ktoré plati, Ze sekvencia
pohybu hodnoty trokovej miery "hore-nadol"vedie k rovnakému vysledku ako
sekvencia "dole-nahor". Kratkodoba turokova miera tak moze po prvej peridde
nadobudat iba tri hodnoty namiesto Styroch. Po n-tej peridde tak mdze nadobi-
dat n + 1 hodnot.

3.1 Jednokrokovy binomicky strom

Zakladny predpoklad binomického modelu je, Ze hodnoty sleduju binomicky pro-
ces opisany vyssie. To znamena, Ze za Casovy interval 0t, mdze hodnota krét-
kodobej trokovej miery vzrast na r, alebo klesnut na hodnotu ry. Parameter h
predstavuje pohyb hodnoty nahor a parameter d pohyb hodnoty nadol. Hodnota
r vzrastie s pravdepodobnostou p a klesne s pravdepodobnostou 1 —p. Rendleman
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a Bartter zjednodusili diftzny proces (1.6 do tvaru
dr=a-r-dt+b-r-dz, (3.1)

kde a a b su ¢iselné parametre. Analogicky ako pri analyze prirastkov Brownovho
pohybu (definicia 4) mézme koeficienty a a b interpretovat ako strednit hodnotu
a smerodatni odchylku okamzitych relativnych zmien procesu r. Princip bino-
mického modelu ukazuje obrazok [3.1], pricom hodnoty u, d a p volime tak, aby
stredna hodnota procesu r po uplynuti ¢asového intervalu 0t stanovena z bino-
mického modelu bola rovné strednej hodnote stanovenej pomocou modelu (3.1])
ako rieSenie diferencidlnej rovnice (integraciou cez interval (0, 6t))

dr = ardt.

To zabezpedi, Ze zmena hodnoty r za ot bude naozaj rovna a. To explicitne
vyjadrené znamena, ze musi platit

E(r) = prh + (1 — p)rd = ie*". (3.2)

Analogicky musi pre rozptyl vyjadreny z (3.1) ako druhd mocnina smerodatne;j
odchylky, platit

prih® 4 (1 — p)rid? — (re™")? = r2b%6t. (3.3)
Ak este k rovnostiam (3.2)) a (3.3 priddme zjednodusujuici predpoklad, Ze rast a

pokles hodnoty na intervale dt je rovnaky

1
d= 7
dostavame nasledujuce vztahy
h = ebm,
d = e’bm,
adt _
P= =

3.2 Viackrokovy binomicky strom

Podobne ako sme postupovali v ¢asti [3.I mozeme rozsirit teraz jednokrokovy
strom na n-krokovy. Pozorovany ¢as T si rozdelime na n intervalov dlzky 6t = %
Kazdy uzol v strome bude oznaceny dvojicou indexov (7, 7). Index i predstavuje
¢asovy interval, v ktorom sa nachadzame a index j kolko krat hodnota vzrastla v
danom ¢asovom intervale. Teda plati, Ze j < i. Hodnota v uzle (i, j) potom bude

Ti,j =rhld.

Pri takomto vypocte hodnoty kratkodobej trokovej miery postupujeme stro-
mom rekurentne odzadu.
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3.3 Vytvorenie stromu trokovych mier

Dalsf sposob ako opisat takyto proces je zalozeny na zaklade zmien v kratkodobej
urokovej miere r. Tieto zmeny mozme vyjadrit rovnicou

5’]"t = rt-f—ét —_ ’rt — M(St ‘I— UEtm, (34>

kde p oznacuje ocakavant absolitnu zmenu v kratkodobej trokovej miere v da-
nom ¢asovom intervale, ¢o obecne moze byt i funkcia ¢asu ¢, kratkodobej irokovej
miery 7 a inych stavovych premennych. V pristupe z ¢asti sme uvazovali zjed-
noduseny pristup kde p = 0. Parameter o znaci smerodatnii odchylku a ¢; st
nezavislé binomicky rozdelené nahodné veli¢iny, ktoré nadobidaji hodnoty 1 a
—1 s rovnakou pravdepodobnostou.

S narastajicim poc¢tom casovych krokov konverguje binomické rozdelenie v
distribucii k normalnemu rozdeleniu, preto mézme odhadovat, Zze binomicky pro-
ces a proces opisany vo vztahu (3.4]) st velmi podobné. V pripade, ze §t pojde k
0, mdzeme prejst z diskrétneho modelu k spojitému. Takéto modely sme prebrali
v ¢asti[2.1] V praxi sa preferuje pouzivat nasledujici model:

dInry =Inry s — Inry = pdt + 0@\/&, (3.5)

ktory je podobny modelu . Takyto model ale zachytava relativnu zmenu
trokovej miery (odhadnuta Inry, s — Inr, = ln”j—t‘” ~ 2t — 1), Dovod, preco
sa odporiuca modelovat zmeny trokovej miery v prirodzenom logaritme, je ne-
moznost zapornej tirokovej miery s kladnou pravdepodobnostou. Nedostatkom
modelu je, ze po ur¢itom pocte pohybov nadol, méze trokova miera nado-
budnut zaporné hodnoty s kladnou pravdepodobnostou, bez ohladu na to aka
bola zaciato¢né tirokova miera. Tomuto sa vyhneme pouzitim modelu zalozenom

na zéklade relativnych zmien.

3.4 Kalibracia stromu trokovych mier

Deterministickou charakteristikou stromu tirokovej miery je, ze ho mo6zme kalibro-
vat na Casovu Struktiru jednotkového bezkupénového dlhopisu, alebo vnutroban-
kového instrumentu. Kalibracia modelu takymto sposobom zaisti konzistentnost
so sticasnou c¢asovou hodnotou Struktiry kratkodobej turokovej miery. V tejto
kapitole opiSeme kalibraciu modelu (tiez uvedenu v [12]) zapisaného v tvare rela-
tivnych zmien ((3.5)).

Najprv ur¢ime pohyb hodnot. Parameter o zna¢i odhadovant volatilitu krat-
kodobej urokovej miery, T' dobu do splatnosti (vyjadrent v pocte period) oce-
novaného dlhopisu a n pocet period stromu. Z rovnosti (3.5) dostavame v case

0
T
dInry =Inrs — Inrg = puét + oeg | —,
n
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alebo
Inr, = Inro+pot+o

Y

SENE

Inry = Inrg+ pudt—o

Upravenim rovnic dostaneme vztah

T T
Inry, —Inrg =204/ — & r, = rqexp(204/ —). (3.6)
n n

V periode k obecne plati vztah

Tkt = T(hr1)aeTp(2(k + 1)0\/2)7 (3.7)
kde 7(441)n znaci (k-+1) pohybov hodnét nahor v trokovom strome. Teraz uz moz-
me prejst ku kalibracii stromu trokovej miery. Pre zjednodusenie predpokladame,
ze ¢as medzi dvoma perivdami % = 1 rok. Bezrizikovy strom tirokovej miery skon-
Struujeme pomocou vynosov z bezkupénovych dlhopisov (predpokladané dlhopi-
sy s vysoko likvidné, napr. statne dlhopisy). Takyto proces je iteracny, hodnota
jednoro¢nej bezrizikovej tirokovej miery v case 1 je odvodena pouzitim vynosu
dlhopisu splatného o dva roky. Potom hodnotu jednoroc¢nej bezrizikovej tirokove;j
miery v Case 2 odvodime pouzitim vynosu dlhopisu splatného o tri roky.

Oznac¢ime y,, hodnotu vynosu z dlhopisu splatného o n rokov. Dalsim krokom
je zvolenie hodnoty ¢ pre jednoro¢ni urokova mieru. Prikladom méze byt odhad
historickej volatility za posledny 1 rok. Nasleduje stanovenie r; a r;. Hodnota
dlhopisu so stic¢asnou hodnotou 100, ktory mé splatnost o dva roky méze v case 1
nadobudat dve hodnoty: hodnotu P, spita s r, a hodnotu P; spéatu s rq. Odtial
dostéavame

1

p, — 00t
(1+’f’h)
100

p, _ 100+
(1+Td)

Stucasna hodnota dlhopisu s dvojrocnou splatnostou je rovna 100. KedZe prav-
depodobnost pohybu nahor v irokovom strome je rovnaka ako pravdepodobnost
pohybu nadol, mézeme tieto vztahy upravit do rovnosti

1/ P P

_( nt+ Y2 d+3/2) — 100,

2 1—i—y1 1+y1
(e gy,
2 14y 1+ '

Po pouziti

TR =714 exp(20)
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dostéavame

1004y 100+
L Wngemtey T2 | T Y92
2 1+ 14y ’

odkial vieme najst hodnotu r4 pri znamych y, y2 a o.

Hodnota trojro¢ného bezkupénového dlhopisu v ¢ase 2 moze nadobudat hod-
noty Ppp, Py a Pyq. Podobne ako v predchadzajticom postupe dostdvame

100 + y3

Py = —,
(1 + rhyh)
1

Poa — Wty
(1 -+ Th,d)

a

100

P4 ﬁ
(1 + Td,d)

Pre hodnotu takéhoto dlhopisu v ¢ase 1 dostéavame

P L Pun+ys | Pratys
4 (T+r)  (A+r) )

2

po_ E(Pd,d‘i‘y:s Ph,d+@/3)
d 2\ (1+ry)  (+ra) )

Predpokladajme znova stucasni cenu trojro¢ného bezkupénového dlhopisu rovnu
100. Potom dostavame

1<Ph+y3+Pd+yS

= 100
2\ 1+ 1—|—y1>

Dosadenim predchadzajucich vztahov a dosledku z (3.7) t.j.

40
Thih = Tdd€
20
Thd = Tdd€
dostavame
100+y3 100+y3
1 [ Trraac® +y3 Trrgqe2e +y3
1 5 147y 147y, + y3
2 1 + Y1
100+y3 100+y3
1 1+rd’d62‘7 Y3 1+rg .4 +y3
2 1trg Ttrg +Ys3
= 100.
I+

Z tejto rovnice vieme najst hodnoty 744 pri znamych hodnotach y1, ys, ys, 74, 74
a 0. Tento proces budeme opakovat az po najdlhsiu hodnotu splatnosti ¢asovej
Struktury urokovej miery. V dalSej casti si ukdZeme nazorny priklad.
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3.5 Priklad stromu trokovej miery

Uvazujeme dneSnu vynosovu krivku bezkuponového dlhopisu uvedena v tabulke

nizsie B.11

Splatnost (v rokoch) Vynos (v %)

1 4.00
2 4.30
3 4.50

Tabulka 3.1: Vynosy do splatnosti

Chceme spocitat 3 roény (2 krokovy) binomicky strom turokovej miery, za
predpokladu, Ze volatilita o = 1% pre 1 ro¢nu urokov mieru. Najprv vypocitame
hodnoty r, a r4. Pouzitim vyssie uvedeného postupu a vztahov dostavame rovnicu

| [ +4.3 108 43
2 1+ 4% 1+4% )

z ktorej

rq = 457%

rn = rqe’"? = 4.66%.
Aplikiciou postupu uvedeného v Casti dalej dostavame

Tqd = 483%, Thd = Tdd60'02 =4.93%

Thh = Tdd€0'04 = 503%

Vysledny scenar vyvoja trokovej miery je znazorneny na obrazku

0.0503
0.0466

0.04 0.0493
0.0457

0.0483

Obr. 3.2: Scenér vyvoja trokovych mier
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Zaver

Modely ¢asovej struktiry trokovej miery su potrebné pri oceniovani a zaisteni fi-
nancénych derivatov, ktoré si zavislé na budicej hodnote trokovej miery. V tejto
praci sme sa zaoberali niektorymi zakladnymi typmi modelov. Va¢sinou rozlisu-
jeme modely na jednofaktorové a viacfaktorové.

Spolo¢nou ¢rtou jednofaktorovych modelov ¢asovej Struktiry trokovej miery
je, ze celt vynosovu krivku povazuji za funkciu jednej premennej - okamzitej aro-
kovej miery. Merton (1973) a Vasicek (1977) st jedny z prvych prikladov takychto
modelov. Motivaciou pre tieto modely bol fakt, Ze aproximacie cien dlhopisov roz-
nych doéb splatnosti sa pohybuji v korelovanych hodnotach, zavislych na variacii
kratkodobej tirokovej miery. Hlavnym nedostatkom jednofaktorovych modelov je
prave tento fakt, t.j., ze implikuji korelovanost vSetkych moznych bezkupoéno-
vych sadzieb, ¢o robi z dlhopisov dlhodobé aktiva. Empirické analyzy dynamiky
urokovej miery ukazujua, ze dva az tri faktory dokézu zohladnit ¢o najviac zmien
vynosovej krivky. To robi viacfaktorové modely vhodnejsie pre ocefiovanie a zais-
tovanie financénych derivatov. Kalibracia takychto modelov je vdaka vac¢siemu
poctu parametrov ale tazsia a ¢asovo néroc¢nejsia.

V teoretickej casti sme si zadefinovali pojmy potrebné k uvedeniu stochastic-
kych modelov trokovych mier. Podrobne sme rozobrali modely okamzitej sadzby
a zéklady trokovych stromov. V ¢asti[2.1{sme sa zamerali na tri modely okamzitej
trokovej miery - Vasickov, Cox-Ingersoll-Rossov a Ho & Lee model. V nasleduji-
cej podkapitole sme ukazali obecni metédu kalibracie na realne data a postup
aplikovali na Ho & Lee model. Zo simulacii v casti sme zistili vplyv jednot-
livych parametrov na tvar modelu trokovej miery. Z modelov, na ktoré sme sa
zamerali sa nam ako najviac komplexny javil prave model Ho & Lee. V poslednej
¢asti sme si uviedli stromy trokovych mier a zamerali sme sa na tvorbu binomic-
kého stromu na zaklade ocenenia bezkupénového dlhopisu a kalibracie na realne
data. V praci sme popisali a porovnali medzi sebou vybrané modely trokovych
mier, ¢o naplnilo dopredu stanovené ciele prace.
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Prilohy

Priloha ¢. 1

K praci je prilozené CD obsahujtice program miery.nb, ktory je naprogramovany
v systéme Wolfram Mathematica 8.0 for Students. Program obsahuje prikazy na
simulécie a kalibracie modelov trokovych mier. Taktiez vytvaranie grafov jednot-
livych modelov pouzitych v nasej praci. Na CD sa nachadza tiez tato praca v
PDF forméte.
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