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Abstrakt: Ab-initio metody pro vypocty elektronovych struktur tvori jednu z di-
lezitych oblasti materialové fyziky. Ukolem této prace — v ramci FeSeni projektu
zaméreného na vyvoj nové metody pro vypocty elektronovych stavii v neperiod-
ickych strukturéach, zalozené na teorii funkcionélu hustoty, pseudopotenciélech a
metodé konecnych prvka — bylo prevést Kohn-Shamovy rovnice do tvaru vhod-
ného k diskretizaci, navrhnout vhodnou metodu pro feseni zobecnéného problému
vlastnich ¢isel, ktery touto diskretizaci vznikne, a implementovat (¢i upravit e-
xistujici) fesi¢ pro jeho FeSeni.

Préace popisuje postup, kterym se z mnohocasticové Schrodingerovy rovnice ziska
generalizovany problém vlastnich ¢isel s aktualizaci fadu k (rank-k-update) a
vénuje se ruznym metodam pro jeho Teseni. V ramci prace byl modifikovan jiz
¢isel, integrovan do frameworku Sfepy slouziciho k vypoctu metodou konecnych
prvki a vznikly programovy kod byl spésné otestovan.
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Ab-initio methods for calculating electronic structure represent an important field
of material physics. The aim of this theses — within the project focused on devel-
oping the new method for calculating electronic states in non-periodic structures
based on density functional theory, pseudopotentials, and finite elements methods
— is to convert Kohn-Sham equations into the form suitable for discretisation,
to suggest apropriate method for solving generalized eigenproblem resulting from
this discretisation and to implement an eigenvalue solver (or to modify existing
one).

The thesis describes a procedure for converting the many-particle Schrodinger
equation into generalized rank-k-update eigenvalue problem and discusses vari-
ous methods for its solution. Eigensolver Blzpack, which makes use of the block
Lanczos method, has been modified, integrated into the Sfepy framework (a tool
for the finite element method calculation) and resulting code has been successfully
tested.
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1. Uvod

Pocitacové modelovani materiéli, pro které byla v prubéhu minulych desetileti
vyvinuta celéd fada metod a pristupt, tvori napln jednoho z obort, které se nyni
intenzivné rozvijeji — vypocetni materidlové fyziky (computational material sci-
ence).

Mezi metodami pro pocitacové modelovani materidli zaujimaji zvlast vyz-
nacné postaveni tzv. ab-initio metody, jinak téZ oznacované jako vypocty z prvnich
principi. Jejich charakteristickym rysem je nezavislost na jakychkoliv empiric-
kych adajich ve vstupnich datovych souborech. Vstupnimi daty téchto vypocta
jsou pouze druhy a pocty atomt, jimiz je material tvoren, jejich pocatecni po-
zice a pripadné vnéjsi vlivy ptisobici na vzorek materidlu: tlak, teplota, elektrické
nebo magnetické pole, elektricky naboj vzorku, akustické viny apod. Na zak-
ladé téchto vstupnich dat je mozné urcit, jaké sily budou pusobit mezi atomy,
jakym smérem budou ménit svoji polohu, jakd bude jejich rovnovazné poloha,
jejich elektrické a magnetické momenty, jaka bude jejich celkova energie a jak se
tato energie bude ménit pfi zméné vnéjsich podminek — tj. jaké sily (ve zobec-
néném smyslu) vyvola takova zména. Z téchto informaci vyplyvaji mechanickeé,
elektrické a magnetické vlastnosti materialu, jeho struktura, pripadné stabilita
riznych strukturnich modifikaci za riznych tlakt, teplot apod.

Je pochopitelné, ze existuje velmi silnd motivace pro to, mit v rukou co nejpres-
néjsi a nejrychlejsi nastroj pro ab-initio modelovani materialii. Takovy nastroj
otevira cestu k rychlym experimentiim na pocitacovém modelu, v nichz lze zjis-
tit, jaké bude mit ten ¢ onen material zajimavé vlastnosti, aniz bychom museli
(ve fazi téchto experimentti) takovy material vyrobit — dokonce aniz bychom
potfebovali védét, zda a jak se d& takovy material vyrobit. Lze si dobte pred-
stavit i zavedeni dalsi tirovné téchto vypocti, kdy by mohl byt skenovan prostor
moznych slozeni a strukturnich konfiguraci materiali a cilené vyhledavan material
pozadovanych vlastnosti. Je zfejmé, proc se ¢asto pouziva v této souvislosti po-
jem ,ab-initio material design“ — Cesky snad nejlépe , pocitacovy ndavrh materidli
z pronich principi® — presto, ze néco takového je zatim spiSe hudbou budoucnosti
(i kdyz mozna blizkeé).

Vlastnosti materiali, at uz chemické, mechanické, elektrické nebo magnet-
ické, jsou podminény stavem elektronii (vice ¢i méné) svazanych s jadry atomd,
které tvorici dany material. Kolem vypoctu téchto stavii pomoci formalismu kvan-
tové teorie se soustieduje prakticky veskeré usili ve vypocetni materidlové fyzice.
Atomova jadra hraji pouze roli bodového naboje s danou hmotnosti, pripadné
magnetickym momentem. Teoreticky je jasné, jakou tulohu je tfeba fesit, aby-
chom ziskali kompletni informaci o elektronovych stavech: Diracovu rovnici pro
mnohocasticovou vinovou funkei popisujici vSechny elektrony v materialu.

Prakticky je takova tloha velmi vzdéalena nasim readlnym moznostem — piine-
minulych desetileti fada metod, jak tuto potiz obejit. Metody lze rozdélit do
kategorii podle riznych kritérii:

a) dle zptsobu, jakym aproximuji mnohocasticovou vlnovou funkei
b) dle toho, jak se vypotradaji se singularitami potenciadlu v misté atomovych
jader a obrovskymi rozdily energii mezi vnitfnimi a valen¢nimi elektronovymi



stavy (cca 14 desitkovych rada) — v situaci, kdy pravé jemné zmeény valen¢nich
stavil poskytuji nejcennéjsi informace

c¢) podle toho, zda predpokladaji transla¢ni symetrii (prostorovou periodicitu)
materidlu, tedy zda aproximuji material nekoneénym krystalem

d) a dle typu baze, pouzivané k popisu vlnovych funkei a relevantnich fyzikal-
nich veli¢in; predevsim zda je tato baze obecna, tj. vhodnéa pro libovolny

problém, nebo zda vyuziva néjakych fyzikalnich pfedpokladi

Tato prace je soucasti Sirsitho projektu (navazujictho na granty GAAV TAA
100100637 a GACR 101-09-1630), jehoz cilem je zaplnit mezeru mezi dosavadnimi
metodami pro ab-initio vypocty materidlovych vlastnosti. Nové vyvijenda metoda
je postavena (ve smyslu vyse uvedenych kritérii) na:

a) teorii funkcionélu hustoty (DFT — density functional theory), ktera prevadi
mnohoc¢asticovou tlohu na jednoelektronové Kohn-Shamovy rovnice. Tento
pristup je dnes ve fyzice pevnych latek nejrozsitenéjsi, nebot podstatné
snizuje stupné volnosti a tim zjednodusuje vypocet

b) konceptu ab-initio selfkonsistentniho (tzv. emphenvironment-reflecting) pseu-
dopotencialu, ktery umozinuje separovat vnitini elektronové stavy spolu s
atomovym jadrem a toto popsat jednim — byt netrivialnim — linarnim
operatorem

c) absenci translacni symetrie - nebot vyvoji metod nevyuzivajicich predpok-
lad periodicity bylo dosud vénovano mnohem méné tusili nez metodam kon-
struovanym pro nekonecné krystaly, kterych uz existuje zna¢né mnozstvi

d) metodé konecnych prvki (FEM — finite-element method), kterd je uni-
verzalni, nezatizend ad-hoc predpoklady, umoznuje bezproblémovou kon-
trolu konvergence a je dlouholetou praxi provéifend a neustale vyvijena
mnoha vyvojari prumyslovych aplikaci v oblasti komeréni i v oblasti open-
source

Cilem této diplomové prace je transformovat obecny pseudopotenciél do sep-
arabilniho tvaru, pouzit ho pri vytvoreni matice Hamiltonova operatoru s aktual-
izaci fadu k (rank-k-update) na zakladé Kohn-Shamovych rovnic, vybrat vhodnou
metodu pro nalezeni vlastnich vektortu a vlastnich ¢isel Hamiltonova operatoru a
tuto metodu prakticky implementovat.

Specidlni pozornost pak bude vénovana pfedevsim metodam na feSeni prob-
lému vlastnich ¢isel, nebot v prubéhu vyvoje metody bylo zvazovano i pouziti
jinych forem pseudopotenciédli, vedoucich k odlisnému tvaru Kohn-Shamovych
rovnic, po diskretizaci k jinému typu matice Hamiltonova operatoru a tedy i
k jinému typu problému vlastnich ¢isel. Vysledkem této préace je funkéni kod
vyuzivajici framework SfePy(Cimrman et al), 2011) pro implementaci FEM a up-
raveny kod Blzpack (Marques, 1997) pro FeSeni problému vlastnich ¢isel. Tento
koéd byl zaclenén do programu na modelovani elektronové struktury.

Pro teseni tohoto problému bylo tfeba se sezndmit se samotnymi Kohn-Sha-
movymi rovnicemi a jejich diskretizaci (pfevedeni analytickych diferencialnich
rovnic na soustavu linearnich rovnic pomoci metody koneénych prvki) a taktéz
zvolit jejich nejvhodnéjsi formu pro nasledny vypocet a do této formy tyto rovnice
pievést. Toto popisuje kapitola 2



Dale bylo tfeba se seznamit s rtiznymi metodami feSeni problému vlastnich
¢isel, jejich vyhodami a nevyhodami a jejich vhodnosti pro problémy vlastnich
¢isel ruznych typi, coz je popsano v kapitole [ Z téchto metod pak byla vybrana
vhodné metoda k vyfeSeni problému vlastnich ¢isel, vzniklého diskretizaci Kohn-
Shamovych rovnic.

K zvolené metodé pak bylo tfeba nalézt vhodny fesi¢ a (nebot jak se ukaze,
vhodny dostupny Fesi¢ neni k dispozici) provést jeho nutné apravy tak, aby byl
schopen ftesit vznikly diskretizovany problém — coz je popséno v kapitole [(.2.3]
Zakladni vysledky ziskané timto FeSicem pak jsou uvedeny v posledni kapitole.

A

tisténou pfilohou préce.

1.1 Znaceni

Ve fyzikalnich rovnicich je zvykem uzivat trochu odlisné konvence nez v nu-
merické matematice. Jelikoz je tento text na pomezi linearni algebry a fyziky
s presahy do informatiky, zavedeme niZze popsané znaceni. Nasi snahou pri zave-
deni této konvence je, aby byl text srozumitelny jak lidem navyklym na notaci
fyzikalni, tak i pro ¢tenare uzivajici notaci linedrné algebraickou. V nékterych
pripadech jde tedy o nutny kompromis.

Budeme tedy pouzivat:

— Velka dvojita pismena latinky pro ¢éiselné obory (N, R,...).

— Pismeno V pro podmnozinu R? — oblast prostoru, na které probiha vypocet.
Tato podmnozina musi byt souvislym sjednocenim konec¢ného poctu kon-
vexnich mnozin.

~ Recké pismeno I' pro hranice tohoto prostoru.

— Pismeno .7 oznacuje n-rozmérny separabilni (Forméanek, 2004) Hilbertiv
prostor v kvadratu integrovatelnjrc funkcei 22 = L*(V), zpravidla prostor
L*(V)QL*(V)®L*(V), kde L*(V) prostor realnych kvadraticky integrovatel-
nych funkei nad V.

— Velka pismena latinky odpovidaji operatoram (U,V,...) na S, zaroven
jimi budeme oznacovat matice vzniklé diskretizaci téchto operatori.

— Mala feckd pismena (1) odpovidaji vlnovym funkcim, tedy prvkam 2.
Budeme je taktéz uzivat pro oznaceni téch skalarni veli¢in, pro které je
uzivani feckych minuskuli zazité, predevsim A, # a o pro vlastni ¢islo re-
spektive jeho odhad, € pro energii@l? a 7 pro stejnojmenou konstantu.

~ Reckou kurzivou (¢) jsou znadeny prvky béze koneénych prvki.

— Tucnou latinkou (u, v, w) jsou znaceny vektory z R™ ¢i C™.

— Mal4 pismena latinky (a,b,c) oznacuji skalarni veli¢iny.

— Operatory AT, AT, A~! pro operaci transpozice, matici hermitovsky sdruZe-
nou a inverzi matice A.

L, f(z)dz < oo

2Zatimco V tedy znaéi redlnyj prostor, 7 oznacuje prostor viech moznych stavii fyzikdlniho

systému na tomto prostoru (v piipadé Kohn-Shamovych rovnic tedy vSech moznych stavii dané
Castice).
3Tedy v podstaté, jak dale ukazeme, taktéz vlastni &islo.




Horni index u matice znaci dle kontextu mocninu ¢ index iterace, index

iterace mize byt pro zpiehlednéni zvyraznén zavorkami: AU).

Horni index u vektoru znaci index iterace, dolni index dle kontextu budto

index iterace, nebo slozku vektoru.

— Lomené zavorky (x|y) zna¢i skalarni soucin vektori x a vl

— (x]y)s je bilinearni forma nad vektory z R" ¢ C™ definovana (x|y), =
xTy.

— ||| je n-norma vektoru x € C" definovana

(1.1.1)

— ||x]| je eukleidovskéa (neboli 2-norma) vektoru x.
— Symbol h oznacuje Planckovu konstantu.

1.2 Definice

Vzhledem k tomu, ze v této praci budeme pouzivat pojmy, které taktéz rizné
obory pouzivaji v rizném smyslu a jejich vyznam tedy nemusi byt ¢tenafi ziejmy,
je vhodné si uvést nékteré definice

1.2.1 Ridka matice

Definice 1. Ridkd matice je takovd matice, u které vede pouZiti specidlnich for-
mati neuklddajicich nulové prvky matice a k nim prislusnijch algoritmi ke zvyjsent
efektivity vgpoctu. (Demmel, 11997

Uzivaji-li se vhodné formaty pro uloZeni fidké matice v paméti (napf. ,,com-
pressed sparse row* ¢ ,compressed sparse column® (Arbenz et al!, 2000)), a
vhodné algoritmy pro praci s ni, pak je vypocetni naroc¢nost operaci funkci nikoli
dimenze matice, ale po¢tu nenulovych prvka matice.

P1i praci s tfidkymi maticemi je vSak tfeba uzivat pouze ty operace, které
fidkost matic neporusuji — tzn. operace které nezvysi pocet nenulovych prvki
matice. To mozné operace velmi omezuje, nebot ani operace mocnéni obecné
nezachovava ridkost matice (napt. je-li A matice, ktera ma nenulovy pouze prvni
fadek a diagonalu, pak bude A? zcela zaplnéna).

Pro popis fidkych matic zavedeme jesté néasledujici terminy:

Definice 2. Struktura fidkosti matice A je mnoZina Pat A usporddangch dvojic
prirozenych éisel, pro kterou plati [i, j] € Pat(a) < A;; = 0.

Pokud budeme mluvit o shodné struktuie ridkosti dvou matic, budeme tim
rozumét shodnost prvka Pat A, vzniklych nutné diky postupu konstrukce matice;
,nahodné“ vzniklé nuly (tedy nuly vzniklé nikoli strukturalni nutnosti, nybrz
napi. z hlediska struktury vypoctu napt. ,ndhodnym* odectenim dvou proti sobé
pusobicich sil) nebudeme brat v potaz.

Definice 3. Faktor zaplnéni matice f je podil m/n?, kde m je pocet nenulovijch
proki a n je dimenze matice.

“Tzn. v R™ je (x|y) = xTy, v 2 nad V plati (| ¢) = [, v1¢ dV

4



1.2.2 B-ortogonalita

Definice 4. Necht B je linedrni operdtor nad vektorovym prostorem V. Pak
Ker(B) je linedrnt podprostor vektori Ker(B) = {v € V: Bv = 0}.

Definice 5. Necht B je linedrni operdtor s definicnim oborem C™. Pak Ker*(B)
je linedrni podprostor vektori Kert(B) = {v € V: v L Ker(B)}.

Definice 6. Necht' T je téleso a 'V vektorovy prostor. Pak hermitovska formal je
zobrazeni f(V x V) = T, pro které plati

D) fx+y,v+w)=fxv)+ fx,w)+ fly,v)+ fly,W)

2) flax,by) =abf(x,y)

3) fxy) = f(y,x)
Definice 7. Necht' V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (| ). Pak B-
skalarni sou¢in vektori x,y € V je hermitovskd forma, definovand

(x|y)p = (x| By)

Je snadné se presvédcit, ze pro pozitivné definitni matici B takto definovana
hermitovské forma vyhovuje definici skalarntho souc¢inu. Pro semidefinitni matice
toto neplati (Iv # 0 : (v|v) = 0), tato hermitovskd forma je v8ak skalarnim
soucinem na Kert(B).

Definice 8. Vektoryx,y € C" jsou B-ortogonélni (vzhledem k matici B € C"*"),
je-li
(x|y)s =0
Bdze V' je B-ortonormaélni, je-li
Vil vj)p = 0y

Operator B se do podprostoru generovaného B-ortonormélni bazi promitne
jako identita:
VBVt =1 (1.2.1)

toho 1ze v projekénich algoritmech na feSeni zobecnéného problému vlastnich ¢isel
vyuzit k pfevodu zobecnéného problému na problém prosty.

1.2.3 Separovany tvar operatoru

Mame-li hermitovsky linearni operator B € C™" s Dim(Ker*(B)) = m, kde
n < m, muze byt vyhodné operator prevést do separovaného tvaru.

Definice 9. Linedrni operdtor B je separabilni, pokud existuji vektory
v; €{1,...,m} a ¢isla d; € R pro které plati:

B=> vidv} (1.2.2)
=1

Pravou stranu rovnice ([L22) budeme nazyjvat separovanym tvarem operdtoruld

57 definice je ziejmé, Ze pro realné &isla tato definice splyva s definici symetrické bilinerni
formy.

6N&kteti autofi ve fyzice pro toto vyjadfeni operatoru potencialu uzivaji termin separabilni
potencidl. My zde budeme uzivat vySe uvedené nazvoslovi, nebot termin separabilni ponechame
pro popis schopnosti operatoru byt preveden do separovaného tvaru.



Povsimnéme si, ze rovnici (L2.2]) 1ze zapsat maticové ve tvaru VDV ', kde V
je matice m x n a D je diagonélni matice m x m s prvky d; na diagonale.

Véta 1. Je-li V € C™*" B-ortonormdlni bdaze obrazu hermitovského linedrniho
operdtoru B, pak B = BV (BV)*

Diikaz. Na podprostoru generovaném V' plati rovnost:
(BV(BV)")V = BV(V'B*V)= BV(V'BV)" = BVI = BV (1.2.3)

Bazi V' lze doplnit do tplné baze vektory z kernelu B. Necht k € Ker(B), pak
vyuzitim hermitovskosti B:

BV(BV)"k = BVV*(B'k) =0 (1.2.4)
Z linearity operatoru B a platnosti pro iplnou bazi pak plyne platnost véty. [

Pokud je operdtor B realny indefinitni, nelze vytvorit B-ortonormalni bazi.
Lze v8ak vytvorit B-ortogonalni bazi a operator rozlozit na

B = (BV)D(BV)* (1.2.5)

Pfi praci se separovanym tvarem operatoru je vhodné (napf. kvili numerické
stabilité) jeho vektory normovat tak, aby koeficienty d; € {0, —1,—1}. K tomu se
hodi nasledujici definice

Definice 10. Je-li baze v; B-ortogondlni a plati-li, Ze (v;|v;)z € —1,0, 1, nazve-
me 7t quasi- B-ortonormalni bdzi.

Separovany tvar je vyhodné pouzit v pripadé operatoru, jenz ma malou di-
menzi vzhledem k dimenzi prostoru, na kterém je definovan, a pritom je jeho
matice husta: separaci se ziskd vypocetné i pamétoveé tspornéjsi reprezentace op-
eratoru.

Jednotlivé vektory z BV definuji projekci do dané baze obrazu operatoru.
Zname-li tedy podprostor, ze kterého pochézeji operandy operéatoru, lze z rozk-
ladu vypustit vektory z jim ortogonalnich podprostori, coz dale usetii jak pamét,
tak i vypocetni cas.

1.2.4 Potencial

Potencidlem je mysleno pole piisobici na vinové funkce: tedy pole, popisujici
potencialni energii dané vlnové funkce. V nasem piipadé ptijde o pole generované
atomovymi jadry a jejich elektronovym obalem, ptisobici na vinové funkce elek-
tronii: napt. elektrostatické pole atomovych jader, ¢i Hartreeho potencial, popisu-
jici elektrostatické plisobeni valenc¢nich elektront, atd. .. Pro popis poli se v kvan-
tové fyzice pouziva nasledujici formalismus:

Definice 11. Potencial je linedrni operdtor na Hilbertove prostoru.

Definice 12. Operdtor (popt. potencidl) P : # — H, kde 2 = L*(V — R)
budeme nazyvat lokalni, existuje-li funkce fp takovd, Ze

Vipe (V) : Ve eV: PY(z) = fp(x, Vip(x), VVY(z),...,V™(x)) (1.2.6)



Lokalni operator tedy zavisi pouze na chovani funkce v daném bodé (na jeji
hodnoté a parcidlnich derivaci maximalné m-tého fadu).

7 linearity lokalniho potencidlu V' plyne pro diskretizaci jeho trivialni, ale
dilezita vlastnost:

Véta 2 (O zachovani nuly). Je-li V' lokdlni potencidl, pak plati

VyeU(z) : Y(y) =0=Vi(z) =0 (1.2.7)
kde U(x) je nekonecné malé okoli bodu x.
Diikaz. 7 linearity V

VO(z) = V(00)(z) =0V (0)(x) =0 (1.2.8)

Veskeré hodnoty derivace jak nulové funkce 0, tak i ¢ jsou v okoli bodu x nula.
Proto

Vip(x) = fp(x, Vip(x), VVY(2),...) = (1.2.9)
= fp(xz,VO(x),VVO(z),...) =V0(z) =0 (1.2.10)
U

Definice 13. Operdtor P : 7 — 7€ budeme nazjvat Cisté lokalni, pokud existuje
fp:V — C takova, Ze

Vi € A P(z) = fp(x,¥(x)) (1.2.11)

Cisté lokaln{ potencial P pak muzeme (diky linearité operatoru potencialu)
napsat jako soucin funkci

(PY)(z) = p(z)¥(z) (1.2.12)

Funkci p nazvéme potencidlovou funkci operatoru P.

1.2.5 Rozklad vicedimenzionalnich operatori

Ptlisobeni nékterych vicedimenzionalnich operatori je v jednotlivych dimen-
zich na sobé nezavislé. Jak déale ukadzeme, mize byt vhodné pracovat s kazdou
dimenzi samostatné.

Definice 14. Necht ¢y a 3 jsou Hilbertovy prostory s bizemi A a B, pak
tenzorovy soucin €y ® g je Hilbertiv prostor s bazi A x B. Jednotlivé pruky
bdaze budeme znacit (o; X f3;).

Definice 15. Necht ¢, a 75 jsou Hilbertovy prostory s bazemi o; a [3;. Pak pro
kazdé dva vektory o =Y. a;05, B = Zj b;B; je definovdn direktni soucin

Oé@ﬁ = ZZaibj(ozi X 6]) (1213)



Definice 16. Difr’ektm’nﬂ soucinem operdtori Py : 7y — F4 a
Py : 55 — 3 je operdtor Py ® Pg, pro ktery plati

(Pa® Pp)(a®B) = (Pac) ®(Pp) (1.2.14)

Operdtor, ktery lze napsat jako direktni soucin dvou operdtori na ortogondlnich
podprostorech, nazvéme rozlozitelny.

Véta 3. Je-li potencidl Py cisté lokalnt, pak pro potencidl P = Py ® Pg plati

(P(a® f))(a,b) = pa(a)ala) ®(Ppf)(b) (1.2.15)

Driikaz. Tvrzeni lze snadno prokazat z definice lokality a direktniho souc¢inu. [

"Zde se nazvoslovi lisi, v nékteré literatufe je tento soucin oznaovan taktéz jako tenzorovy.
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2. Regeni Schrédingerovy rovnice
pomoci metody konec¢nych prvki

Jak jiz jsme nastinili v dvodu: jadrem vypocetni materidlové fyziky jsou
vypocty elektronovych stavi, z nichz vyplyvaji fyzikalni vlastnosti daného ma-
terialu. Obvyklou ulohou je vypoéitat stabilni stav daného materialu (molekuly,
krystalu, ...), tedy ur¢it takovou polohu atom, pro kterou material nabyva min-
imalni energie.

Nové vyvijena metoda je postavena, jak jiz bylo vyse zminéno, na

a) teorii funkcionalu hustoty, neboli metodé DFT — density functional theory

b) konceptu ab-initio selfkonsistentniho (tzv. environment-reflecting) pseudo-
potenciélu, ktery umoznuje atomové jadro spolu s vnitinimi elektronovymi
stavy popsat jednim (byt netrividlnim) operatorem

c) diskretizaci metodou konecnijch prvki (FEM — finite-element method):
jedné z nejuzivanéjsich a nejpokrocilejsich metod pro diskretizaci diferen-
cialnich rovnic

d) obecnosti formulace bez predpokladu o symetrii (véetné translacni symetrie)

2.1 Metoda DFT pro reseni Schrodingerovy rovnice

Stav systému n elektronu je popsén FeSenim n-Casticové Diracovy rovnice,
ktera vychazi z (relativistické) kvantové teorie pole. Relativistické efekty se oviem
prakticky projevi pouze u elektront s vysokou kinetickou energii, tzv. vnitinich
elektronii. Oddéleny vypocet vnitinich elektronovych stavii pfi konstrukei pseu-
dopotencialu umoznuje ,,skryt“ tyto relativistické efekty do operatoru pseudopo-
tencialu a pro vypocet vnéjsich — valen¢nich — elektronovych stavii pouzit nerel-
ativistickou limitu Diracovy rovnice: rovnici Schrodingerovu.

Teorie funkcionalu hustoty (DFT — density functional theory), kterou pred-
stavili Hohenberg, Kohn a Sham v roce 1965 (Hohenberg — Kohn, |1964; Kohn —
Sham, [1965) ukazuje, ze

— vlastnosti mnohoelektronového systému v zakladnim stavu jsou jednoz-
nacné determinovany jako funkcionaly prostorové zavislé hustoty elektrono-
vého naboje

— mnohocasticovou Schrodingerovu rovnici pro takovy systém lze fesit jako
systém jednoelektronovych tzv. Kohn-Shamovych rovnic.

DFT je v soucasné dobé nejrozsitenéjsim ramcem pro feSeni mnohocasticové
Schrédingerovy rovnice v materialové fyzice a ¢astecné i v kvantové chemii. Nasle-
dujici kapitola se pokusi ve velmi zjednodusené formeé predstavit zavéry plynouci
z teorie funkcionélu hustoty a zavést zakladni velic¢iny, které budou pouzivany
v dalsich kapitolach.



2.1.1 Shrodingerova rovnice

Stav systému n-elektronii je ve staciondrni Schrodingerové rovnici v tzv.
x-reprezentaci (Forméanek, 2004) popsan vlnovou funkei

Y(ry, - ,1,) s (R®" = C (2.1.1)

jejiz kvadrat udéva pravdépodobnost vyskytu elektronu na daném misté. Pri
(s ¢asem) neménnych podminkich musi byt tato funkce feSenim staciondrni
Schrédingerovy rovnice

Hy = e (2.1.2)

kde H je operator energie vyjadieny jako projektor do podprostoru fyzikilné
moznych stavi systému o dané energii €. Jeho vlastni vektory tedy odpovidaji
pripustnym stavim systému a jeho vlastni ¢isla e energii daného stavu. Tato
Numerické TeSeni této rovnice je pro prilisny pocet stupni volnosti taktéz prilis
obtizné.

Dalo by se tici, ze DFT v jistém smyslu pohlizi na elektrony nikoli jako na
jednotlivé (nerozlisitelné) ¢astice, nybrz jako na ,elektronovy plyn“ popsany elek-
tronovou hustotou n: V — R

n = (Y| ) :/.../w(rl,...,rn)w(rl,...,rn)Jr drydry...dr, (2.1.3)

s celkovou energii, tak zvanou totdlni energii, ziskanou jako funkcionall elek-
tronové hustoty souc¢tem potencidlni energie £, a kinetické energie Ej.

E(n) = Ey(n) + Ex(n) (2.1.4)

2.1.2 Kohn-Shamovy rovnice

7 teorie funkcionalu hustoty plyne, Ze stacionarni Shrodingerovu rovnici lze
pro systém n elektront v zakladnim stavu zapsat jako soustavu jednoelektrono-
vych Kohn-Shamovych rovnic pro i € {1,...,n}:

1
Hp; = <—§V2 + W+ Vie + Vion) Vi = €1 (2.1.5)

Jejim TeSenim jsou vlastni vektory vyjadiujici pripustné stavy elektront v da-
ném systému.
¥ R — C (2.1.6)
a jim prislusna vlastni ¢isla ¢;, ktera urcuji energii elektronu v daném stavu.
Funkci v; mizeme napsat v goniometrickém tvaru

Wi(x) = ¢ () (cos(¥ (x)) + isin(4] (x))) (2.1.7)

kdy amplituda ¥¢(x) je realna funkce ¢ : R* — R a fdze wif (x) je funkce do
prostoru hli ¢/ : R® — (0, 360).

1Obecné zobrazeni funkce na ¢islo, zde (V — R) = R
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Meéritelné fyzikalni vlastnosti (vyskyt elektronu, jeho energie etc.) zavisi pouze
amplitudé vinové funkce, nikoli na jeji fazi. Je-li stav systému podminén pouze
fyzikalné (tzn. postavenim jader atomi, vnéjsimi silami apod.) bez predpokladii o
symetrii implikujicich okrajové podminky@, neni faze vinové funkce jednoznacné
urcena

Prestoze je tedy Schrodingerova rovnice komplexni, neni v naSsem piipadé
zapotiebi s komplexni slozkou vlnovych funkci pracovat. Proto budeme ve zbytku
této kapitoly pracovat s redlnymi vinovymi funkcemi a vysledné diskretizované
matice budou realné. Budeme-li tedy dale mluvit o vlnové funkci ¢, ve skutec¢nosti
tim budeme myslet jeji amplitudovou slozku ®.

2.1.3 Spin a obsazeni stavi

Pauliho princip stanovuje, Ze dva fermiony (a tedy i elektrony) nemohou sdilet
stejny stav. Stav elektronu v8ak neni urcen pouze vlnovou funkei v, nybrz i tzv.
spinem. Tato velic¢ina, ktera vymizela pii prfechodu od Diracovy rovnice k rovnici
Schrédingerové, muze pro elektron nabyvat pouze dvou hodnot: —1/2 a +1/2. Proto
kazdy vypocteny stav z Schrodingerovy rovnice miize byt obsazen dvéma elek-
trony.

Jelikoz se elektrony v zakladnim (neexcitovaném) stavu snazi minimalizovat
svoji energii, obsadi stavy v pofadi od nejnizsich energii. Prvnich n stavi (s ptih-
lédnutim ke spinu: kazdy spoc¢teny vlastni vektor urcuje dva stavy lisici se pouze
spinem) tedy tvofi neexcitovany stav celého systému.

1) = |1} [ha) - . - |9n) (2.1.8)

Nébojovou hustotu tvori suma kvadréati obsazenych stavi
WZZWQ (2.1.9)
i=1

a totalni energii lze vyjadrit jako funkcional vinovych funkci

Ex(n) = i <wi

=1

— %v%i> (2.1.10)

Ey(n) = /v Voo (r)n(r) dr (2.1.11)

kde Vot : V — R je funkcional potencidlni energie.

Odvozeni Kohn-Shamovy rovnice (Z.1.0) a jeji presnéjsi formulaci lze nalézt
napf. v (Dreizler — Gross, 11990; Martin, 2004), vytah s ohledem na aplikaci DFT
v nasi metodé v (éertik, 2008), zde pouze zminime vyznam jednotlivych opera-
tort.

3V piipadé periodickych struktur (napi. nekoneény krystal) se zpravidla po¢ita jedna buiika
symetrie. Symetrie se pak vynucuje okrajovymi podminkami, kdy kazda strana buitky musi
»havazovat® na stranu protilehlou. V tomto pfipadé musi navazovat nejen amplituda, ale i faze.
Periodické materialy se tedy (v takovémto modelu) musi pocitat v oboru komplexnich ¢isel.
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2.1.4 Operatory Kohn-Shamovy rovnice a jejich vlastnosti

Laplacedv operator —%VQ odpovida kinetické energii ¢éastice. Z jeho definice
lze snadno ukéazat, Ze je to hermitovsky lokalni potenciél.

Hartreeho potencial je potencial elektrostatické interakce mezi elektrony.
Necht F}, je funkcionél potenciélni energie dané elektrostatickymi silami, tj.

L [
Eh(n)_Q/V/V T dr (2.1.12)

Pak 1ze k ni ptislusny potencial vyjadrit jako derivaci této energie podle nabo-
jové hustoty

o 5Eh _l 77(7“') 7“/
Vu(r) = o) Q/V‘r_r,‘ d (2.1.13)

¢i jako TeSeni Poissonovy rovnice

1
V¥V, = 2.1.14
A h =1 ( )
Tento potencial je rovnéz lokalni a hermitovsky.

Vymeénny a korela¢ni potencial Prechod od mnohocasticové vinové funkce
k jednoelektronovym vlnovym funkcim vyzaduje zavedeni ¢lent popisujicich vza-
jemné ovliviiovani c¢astic. Zavadime vyse zminény Hartreeho potenciél pro elek-
trostatické sily a vymeénny a korelacni potencidl pro vSechna ostatni piisobeni
¢astic (napf. Pauliho vylu¢ovaci princip).

Presny tvar V. vyjadieny jako funkce elektronové hustoty neni znam, jsou
znamy pouze nékteré jeho vlastnosti a pozadavky, které musi spliiovat. Pouzivaji
se rlizné aproximace, jichz je vice typi. V této praci je uzivan potencial, ktery je
vysledkem tzv. Local density aproximation, presnéjsi rozbor lze nalézt v (éertl’k,
2008).

Potenciil atomovych jader vyjadfeny funkei Vi, : R? — R je superpozici
elektrostatickych potenciali M atomovych jader se stfedy v R; a naboji Z;

Vien(x) = > Vieu (7)](x — R) (2.1.15)

j=1

kdy elektrostaticky potencial atomového jadra je sféricky symetricky coloumbicky

potenciél
7.
J (2.1.16)

S

Vion(j) (%)
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2.1.5 Konvergence metody

Nékteré slozky operatoru H jsou zéavislé na elektronové hustoté. Ta je na
pocatku vypoctu neznama, jako startovaci hodnota se zpravidla uziva superpozice
nabojovych hustot atomi nebo i konstatntni nabojovéa hustota. V kazdém kroku
vypoctu se pak vypocte potfebny pocet nejnizsich (dle energie) moznych stavi
elektronti a z téchto stavii se spocte nova elektronova hustota. Vypocet skonci
v okamziku, kdy elektronova hustota zkonverguje, tedy, kdy

N1 — il <ee (2.1.17)

Tento postup se nazyva (selfkonvergentni) DFT cyklus.

2.1.6 Rozmazani (smearing)

V prubéhu DFT cyklu se stavé, ze energie dvou sousednich elektronovych
stavi se méni tak, ze tyto dva stavy méni poradi. Pokud jde o stavy na hranici
,obsazenosti“, tj. tyto dva stavy se stfidaji v roli obsazeného a neobsazeného
stavu, dochézi k problémtum s konvergenci.

Proto se zavadi tzv. rozmazdni: misto pevného obsazeni n stavi se urci rozmezi
energii (€min, €max): Stavy s energii nizsi nez €y, se povazuji za obsazené, stavy
s energil vySS8i nez €., za prazdné. Stavy s energii mezi témito hodnotami se pak
obsadi pouze Castecné. Pro tyto tcely se zavadi spojita vahova funkce

=m €min > = €k
weight(k) : IN — R : weight(k) ¢ € (0,m) €min < € < €max  (2.1.18)
=0 €} >= €max

kde m je maximalni pocet elektroni, které mohou sdilet dany stav: tzn. ve
vypoctu nezahrnujicim spin m = 2. Stred] rozmez (€min, €max) Se nazyva Fer-
miho mez. Pokud by nebylo pouzito rozmazani, byly by vSechny stavy s energii
nizsi nez Fermiho mez obsazeny a vSechny stavy s energii vyssi prazdné. Vhodna
sitka rozmezi i tvar vahové funkce v tomto rozmezi zavisi na poc¢itaném problému.
Smearing muze odrazet i fyzikalni realitu nenulové elektronové teploty: pak by mél
vychézet z Fermi-Diracova (¢i v aproximaci Gaussova) rozdéleni. Exaktnéjsi roz-
bor smearingu a posupy, kterak stanovit jednotlivé parametry pro rozmazavani,
1ze nalézt napt. v (Marzari, [1996).

Uzije-li se rozmazéani, spocte se elektronova hustota pomoci

k
Nit1 = Zweight(k)|¢;\2 (2.1.19)
i=1

2.1.7 Algoritmus DFT cyklu

V kazdé iteraci DFT cyklu se nejprve spoc¢tou z aktudlni nabojové hodnoty
novy tvar operatoru Kohn-Shamovych rovnic; ta se nasledné vytesi. Kvuli roz-
mazavani je tfeba v kazdém kroku cyklu pocitat vice elektronovych stavi, nez
kolik je v systému elektront (respektive (pii bezspinovém vypoé¢tu) nez polovina

4Pfesnéji bod zlomu skokové funkce majici shodny integral s vahovou funkei.
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elektronit), nutny minimalni pocet elektront je t¥eba. Po vypoctu elektronovych
stavil se uréi nova Fermiho mez, rozmazani a nabojova hustota. Algoritmus cyklu
tedy vypada takto:
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Algoritmus 2.1.1: DFT cyklus

1: Poloz pocatecni hustotu ng
2: repeat 1 =1,2...
3: Vytes —LVQVh =1
47
4 Spocti Vi
5 Vyies k feseni 1} Kohn-Shamovy rovnice (ZI1.5)
6: Urci Fermiho mez a rozmazani
7 Spo¢ti novou nabojovou hustotu dle rovnice (Z.I.19)
8: until Ni+1 7é n;

Uzité operatory se béhem vypoctu méni, nejde tedy o pravou Newton-Raph-
sonovu metodu — proto neni konvergence zarucena. Praxe vSak ukazuje, Ze pri
pouziti vhodného mixovani vypocet zpravidla zkonverguje. Nazory na nejvhod-
néjsi mixovani se lisi, pfi nasSich experimentech se ukazalo jako nejvyhodné;jsi

vvvvvv

Andersonovo.

2.2 Pseudopotencialy

Kohn-Shamovu rovnici je tfeba vyfesit pro n elektroni - tedy je tifeba ziskat
vzniklé diskretizaci této rovnice Fidké (jak ukazeme v kapitole [2Z4]), je velmi
vyhodné pro feSeni vlastnich ¢isel uzit itera¢ni algoritmy, které tuto ridkost umi
velmi dobfe vyuzit a zvladaji i matice vétsich dimenzi. Tyto TeSice vsak nej-
sou schopny najednou ziskat vSechna vlastni ¢isla matice: vypocetni i pamétova
narocnost téchto algoritmi je pfimo tmeérna poctu vyzadovanych vlastnich ¢isel.
Proto je vhodné pocet pozadovanych vlastnich ¢isel omezit, coz je jeden z divodu
(i kdyz zdaleka ne jediny), pro pouZiti pseudopotencidli.

Elektrony lze rozdélit na dva typy: vnitrni a valencni. Do chemickych vazeb
prakticky vstupuji pouze valenéni elektrony, tedy elektrony z nejvyssich (dle en-
ergie) stavi. Téchto elektronii je oproti vnitinim mensina (s vyjimkou lehkych
atom).

Vnitini elektrony jsou na daleko nizsich energetickych hladinach a jejich vlnové
funkce jsou lokalizované. Proto prakticky neinteraguji (s vyjimkou elektrostatické
sily) s elektrony ostatnich atomi. Naopak valenéni elektrony se uc¢astni chemick-
ych vazeb, jsou odpovédné za sily mezi atomy a jejich prostorové rozlozeni se
v disledku vazeb k ostatnim atomtm v okoli podstatné méni.

Kdybychom chtéli v Kohn-Shamovych rovnicich pocitat se vSemi elektrony,
narazili bychom pfi diskretizaci na nékolik vaznych problémii:

— Vnitini elektrony podstatné zvysuji pocet stupnu volnosti.

— Energie vnitinich elektront je v porovnani s valenénimi velmi vysoka. Sledu-
jeme-li zmény celkové energie pfi interakci valen¢nich energii, musime porov-
navat drobné zmény velkych ¢isel. To vyzaduje velmi presny vypocet.

15



— Energie vnitinich elektroni vyzaduje v piipadé tézsich atomu relativisticky
vypocet, protoze relativistické efekty jsou nezanedbatelné. Relativisticky
vypocet by vyzadoval diskretizaci ¢tyfkomponentové Diracovy rovnice, coz
se v praxi ukazuje jako prilis slozity problém.

— Elektrostatické potencidly Vi,, maji v jadfe atomu singularitu, coz vede
k numerickym problémim.

— Tvar potenciali v blizkosti jader je velmi strmy, k zachyceni potenciélu je
tfeba velmi jemn4 sit.

Tyto tézkosti lze odstranit uzitim pseudopotencuidli, kdy se ke kazdému atom-
ovému jadru prifadi i jemu prislusné vnitini elektrony a na vzniklé ,superjadro®
se pohlizi jako na jeden objekt reprezentovany jednim linearnim operatorem.
V Kohn-Shamovych rovnicich (ZI.5]) se tedy operatory Vi nahradi operatorem
V‘n

1 2 ‘n
Hep; = (—§V +Vh+ch+ZVion) i = €t (22.1)

Vyroba pseudopotencialu

Pseudopotencial V. je konstruovéan tak, aby jeho ti¢inek na valenéni elektrony
byl ekvivalentni (s pozadovanou presnosti, zpravidla do prvniho fadu v zavislosti
na energii) G¢inku atomového jadra a vnitinich elektronii. Ve vzdalené&jsi oblasti
od atomového jadra (za hrani¢ni vzdalenosti R, od jadra), kam vnitini elektrony
zasahuji pouze elektrostatickymi silami je shodny s ptivodnim tzv. , all-electron®
potencialem.

Jelikoz v blizkosti jadra jsou interakce elektronii s jadrem radové vétsi nez
jakakoli jina interakce, je chovani vnitinich elektrontu prakticky determinovéno
potencialem jadra, ktery je sféricky symetricky; jejich nabojovéa hustota je taktéz
sféricky symetricka.

Jadro s vnitinimi elektrony lze tedy popsat pomoci sféricky symetrického pseu-
dopotencialu.

Uvnitf poloméru R. je mozné tvar pseudopotenciadlu pii dodrzeni urcitych
podminek volit. Lze ho tedy uzpiisobit tak, aby byl vhodny pro numerické vypocty:
tedy odstranit singularitu v misté jadra a odstranit strmé gradienty.

Takto vytvoreny pseudopotencial vsak neni ,univerzalni“, dani za vhodnost
k numerickym vypoctim je zaprvé to, ze takto vytvoreny pseudopotencial dosta-
tecné presné aproximuje chovéani all-electron potencidlu pouze pro urcité konfig-
urace a jim piislusné energie valen¢nich stavi (o funkénosti pseudopotencialu ve
vice ¢i méné odlisnych okolnich prostiedich a elektronovych konfiguracich atomu
se mluvi jako o transferabilité), zadruhé je takovy operator nutné nelokalni.

Exaktné;jsi formulaci pseudopotenciali a zakladni postupy pifi jejich konstrukei
1ze nalézt napt v (Pickett, [1989; Kleinman — Bylander, [1982).

Pseudopotencial V" je tedy nelokalni, lze viak rozdélit na dalekodosahovy

mon
lokalni ¢len Vlocﬁ jehoz asymptoticky tvar charakterizuje elektrostatické ptisobeni

5Dale, nebude-li tfeba, nebudeme pro jednoduchost uvadét index n.
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Obrazek 2.1: Priklad pseudopotencialii pro kyslik

jadra a vnitinich elektronﬁE] a kratkodosahové nelokalni slozky Vis.

Vien = Vioe + Vis (2.2.2)

0on

L-dependent pseudopotencial

Pro vhodné zkonstruovany pseudopotencial, uzije-li se sféricka baze Y] ,,, sloZzena
ze sférickych harmonickych funkei (Formanek, 2004), 1ze nelokalni ¢ast I-dependent
(pseudo)potencialu rozlozit na sumu direktnich sou¢ini ¢isté lokdini radidlni a
nelokalni thlové slozky:

00 00 !
Ve =Y V=) <V2 ® ) lﬁ,m(Yz,m)+> (2.2.3)
1=0

=0 m=—I

Operator Y20 _ Y,mY,}, plsobi na Hilbertové prostoru dhlia L?((0, 360) x
(0,180)) a je nelokalni.

W je cisté lokdlni operator definovany na ,,jednorozmérném‘ radialnim Hilber-
tové prostoru L*(R). Je rtzny pro elektrony s riiznym thlovym momentem,
vyjadfenym orbitalnim kvantovym ¢islem [, proto se nazyva [-dependent.

Vétsina pseudopotenciali, pouzivanych pii vypoctu elektronové struktury je
preveditelnych do [-dependent tvaru. Tyto potencidly se pak lisi konstrukei radi-
alni potencidlové funkce Vi definujici cisté lokdlni potencial Vi. Nyni pfi vypoctech
uzivame pseudopotencialy vypoctené dle (vad).

Jelikoz vnitini elektrony atomu jsou striktné lokalizované v blizkosti jeho ja-
dra, jejich pusobeni je prostorové omezené. Vs a tedy i jeho radialni slozky V;
jsou tedy kratkodosahové. Diky sférické symetrii Vpslj se stfedem symetrie v jadre
atomu jsou sféricky symetrické i jeho I-slozky V. (nikoli vak uz Vi®V,,).

Pro [-dependent pseudopotencidl se rovnéz uziva oznaceni semilokdlni, nebot
jej lze rozlozit do direktniho soucinu lokalni a nelokalni slozky. Tim se lisi od

6Tedy defakto elektrostatické ptsobeni patfi¢ného iontu.
1
Yim-

m=—1 s

"Nebo z opa¢ného pohledu diky sférické symetrii
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separabilnich, plné nelokalnich pseudopotencialii, které jsou nelokalni i v radialni
komponenté. Tuto jejich radialni komponentu pak tvori rozvoj do podprostori
odpovidajicich projektortiim generovanym pomoci radialni baze.

2.3 Diskretizace metodou konec¢nych prvki

Metodu konecnijch proki (finite element method, dale FEM ) byla zvolena pro
nasledujici vyhody:

obecnost Nékteré metody nuti vinové funkce do predem pripravenych ,tvara‘:
nemaji obecnou bézi, nybrz bazi tvorenou rozkladem aproximace teSeni
(napf. atomovych funkei apod.). Pokud je tento odhad $patny, tyto metody
bud nekonverguji, nebo konverguji ke Spatnému reseni. FEM ma obecnou
bézi, a tudiz timto neduhem netrpi. Proto je tato metoda aplikovatelné na
libovolny problém.

provéienost FEM je provérend metoda s teoreticky provérenou konvergenci.
Zaroven je to progresivni metoda na jejimz vyvoji se déle pracuje (nelinearni
baze, adaptabilita), coz zarucuje dalsi moZnosti k vylepSeni konvergence a
rychlosti.

gkalovatelnost Volbou sité je mozné Fidit naro¢nost vypoctu i presnost v jed-
notlivych bodech prostoru, v pripadé vétsich dimenzi 1ze metodu snadno
paralelizovat pomoci vhodného fesice.

dostupnost Je na vybér nékolik kvalitnich k6di vhodnych pro implementaci.

2.3.1 Baze konec¢nych prvka

FEM spociva v aproximaci Hilbertova prostoru .7 nad prostorem ) vek-
torovym prostorem kone¢nych prvku 2. Tento prostor je zkonstruovan nasledu-
jicim zpiisobem

Definice 17. Necht M je mnozina bodi v R™ Konvexni obal mnozZiny
conv(M) C V je mnoZina spliiujici

1) M C conv(M)

2) x,y € R" € conv(M) = x+ (y —x) *i € conv(M), kdei € (0,1).

Definice 18. Mnohostén conv(M) na prostoru V je konvexni obal koneéné mno-
Ziny M. Prvky v; mnoziny M se nazyjvaji vrcholy mnohosténu.

Definice 19. Mnohostén M je regularni, pokud:
- dimM =dimV
— Neobsahugje zbytecny vrchol: ¥v; € M : conv(M) # conv(M \ v;)

Definice 20. Sitf] {My.} pokrgvajici prostor V je mnozina m_requldrnich mno-
hosténi {M, : i € 1,dots,m} s celkem n vrcholy v;, které (Frey — George, 12000)
1) Pokryvaji cely prostor: | J;_, M; =V

8Jde o ponékud zjednodusenou definici.
9Velmi ¢asto se sif oznacuje anglickym slovem mesh.
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2) Maji spolecné vrcholy: Vi, j: v; € M; = v; je vrchol M,
3) Pranik vnitikd mnohosténd je prazdny:
Vi,j e {1...m}: Int(M;) N Int(M;) =0
V trojdimenzionalnim prostoru se nejcastéji uziva sit slozena z Ctyrsténa Ci
krychli. O mnozstvi elementi sité se nékdy mluvi jako o jemnosti ¢i hrubosti
site[19.
Definice 21. Spole¢na hranice mnohosténi M; a M; je prinik M; (| M. Mno-

hosteény jsou sousedni, pokud maji neprdazdnou spolecnou hranici. Vrcholy v; a v;

jsou sousedni, pokud IM;, € {M,,} v € My, & vj € M.

Lze ukéazat, ze mnohostény jsou sousedni, pokud maji alespon jeden spolecny
vrchol.

Konec¢ny prvek

Definice 22. Konecny prvek je trojice (M, 11, %) kde (Braess, 2007):
- M je requldrni mnohostén.
— 11 je linedrni podprostor prostoru spojitych funkci nad M s konecnou bdzi
©; dimenze s.
— Y je mnozina s funkciondli 3; nad 11, jednoznacné identifikugici proky I1.

V bézné uzivanych implementacich konecnych prvki je I prostorem polynomi
stupné maximalné %k jednozna¢né urcéenych svymi hodnotam (popf. pro konecné
prvky uzivané k fegeni diferencialnich rovnic vyssich fadi i svymi derivacemi)
v pevné danych bodech. Funkcionél »; je pak definovin jako hodnota ¢i nék-
tera parcialni derivace v daném bodé (dale budeme pro jednoduchost toto o
funkcionalech ¥; predpokladat).

Podle maximélniho stupné k£ pak mluvime o linedrnich, kvadratickijch ¢i ku-
bickych (koneénych) prveich. V pripadé linearnich prvka se zpravidla vyéisluji
hodnoty ve vrcholech mnohosténu a béazi konecnych prvkia jsou tzv. kloboukové
funkce, které maji vzdy préavé v jednom vrcholu hodnotu jedna, zatimco v ostat-
nich jsou nulové.

Nebude-li hrozit zaména, budeme konceny prvek identifikovat pomoci jemu
prislusného mnohosténu, tzn. vrchol koneé¢ného prvku oznacuje vrchol mnohosténu
prislusnému k danému prvku atd...

Prostor kone¢nych prvki a jeho baze

Nésledujici tvrzeni budou podana ponékud zjednodusené, exaktnéjsi definice
lze nalézt v (Ciarlet — Lions, 1991). Je-li dana sit {M,,}, pak lze nad kazdym
mnohosténem vybudovat konecny prvek (M;, I1;,3;). Jsou-li dva konecné prvky
sousedni, pak je mozné ,ztotoznit* funkcionaly, které se vyhodnocuji na spolecné
hranici prvkt. Tim ziskdme mnozinu funkcionéld »; definujici prvky prostoru
konec¢nych prvku €2.

U linearnich kone¢nych elementi nyni pouzivanych nasim programem je pros-
tor ; po ¢astech linearnich funkci uréenych svymi hodnotami ve vrcholech sité a
¥; je mnozina funkcionalt prifazujicich prvkim (2 hodnotu v j-tém vrcholu sité.

19Teorii kone¢nych prvkii lze formulovat i tak, Ze povoluije i ,,zak¥ivené“ elementy sité (Ciarlet
— Lions, [1991))
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Definice 23. Bdze konecnijch prvki pro danou sit a nad ni vybudovany prostor
konecngjch prvki Q se sadou funkciondli X; je mnozina funkci ¢;, pro kterou
plati:

Prostor konecnijch prvki € je pak linedrnim obalem téchto bdzovych funkct.

Obrazek 2.2: Priklad jednodimenzionalni linearni baze kone¢nych prvki ¢;

Prislusné funkcionély II; jsou definované jako

IL(f) = f(x:)
Sit se sestava z vrchold: x; a mnohosténu {i € {1,2,3,4} : {x;, x;11}}-

Bézi prostoru konecénych prvki € tvoii tzv. kloboukové funkce: pro kazdy
vrchol sité existuje pravé jedna bazova funkce, ktera v daném vrcholu ma hodnotu
1 a linearné klesa k sousednim vrcholtim sité, na zbytku prostoru je nulova (viz

obrazek 2.2]).

Definice 24. Bdazové funkce p;, ¢; jsou sousedni, pokud existuje x € V : ¢;(x) #
0 & ;(x) #0.

Je zfejmé, ze dvé bazové funkce jsou sousedni pravé tehdy, pokud jsou defi-
nované funkcionaly ¥; a 3; vyhodnocovanymi v bodech x; a x;, pokud existuje

mnohostén My € {M,,} : x; € M; & x; € M.

2.3.2 Slaba forma Kohn-Shamovy rovnice

Zavedeme-li potencial V = Vi, + Vi + > Vi, je mozno Kohn-Shamovu rovnici
(2ZI3) zapsat jako
1
(—§v2 + v) = e (2.32)
pricemz ¢ € L*(V).
Prenasobenim testovaci funkci ¢ € L?(V) a zintegrovanim pres po&itany
prostor prevedeme rovnici do tzv. slabého Ci integrdlniho tvaru.

/ (—%v%gp + vw) dy = /ew dy (2.3.3)

Slaby tvar rovnice je ekvivalentni se silnym, tzn. ¢ je fesenim (23.2) <
Vo € L*(V) plati rovnice (Z3.3).
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Pouzitim prvni Greenovy identity
(V2)p = (V) (V) = V((Vi)p) (2.3.4)

rozvineme prvni ¢len rovnice (2.3.3)

[ (55500« o) av- [iviwng v = [weav @3s)

aplikujeme Gaussovu vétu

(55500 + o) - [50eras = [apw 2so

d
a uzitim vztahu (Vy)r = dib ziskdme konecény tvar rovnice
r

/ (—%(W)(W)HWM) w- [1%as ~ [ewoav 237)

kde S oznacuje hranici V.

2.3.3 Diskretizace Kohn-Shamovy rovnice

Diskretizace spoc¢iva v projekci rovnice do prostoru €2 a tedy v aproximaci
elektronové vlnové funkce 1 linearni kombinaci baze kone¢nych prvki.

=) xp (2.3.8)

Hilbertuv prostor a operatory na ném definované jsou linearni; tato linearita se
zachovéa i po projekci do prostoru 2. Proto neni tfeba feSeni pocitat pro libovolnou
testovaci funkci, nybrz stac¢i zarucit platnost pro vSechny prvky baze kone¢nych
prvki ;. Je tedy tieba vyfesit nasledujici soustavu i rovnic pro nezndmé

1
J J
ldy;
- Z (/ 5% dS) T = Z (/ €P;P; dV) z; (2.3.9)
J J
Tuto rovnici lze napsat i v jednodussim maticovém tvaru

Kx+Vx — Fx=eMx (2.3.10)

kde jednotlivé operatory jsou dany nasledujicimi maticemi

1
K, :/—§(v¢j)(wi) qv (2.3.11)
F _/2 hds (2.3.14)
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Jelikoz elektrony jsou zpravidla lokalizované kolem jader a pfi vytvoreni dostatec-
né oblasti jsou tedy jejich vlnové funkce na hranici nulové, je nulovy i plo$ny

integral
Ldy,
———d 2.3.1

/2 dr S (2:3.15)

a matici Fj; lze pfi volbé vhodné oblasti z dalstho vypoctu vynechat. Aplikaci
metody FEM na Kohn-Shamovy rovnice jsme tedy problém pirevedli na zobecnény
problém vlastnich ¢isel.

Numericka integrace

Prevedenim problému do slabé formy a projekci do baze konecnych prvki
jsme se nezbavili nutnosti integrace, pouze ji omezili na dostate¢né maly prostor,
nebot staci spocist integraly pres jednotlivé prvky baze. Vzhledem k lokalité a
linearité baze lze tyto integraly pocitat numericky.

Numericka integrace funkce f se provadi Gaussovou integraci: zvoli se inte-
gracni body x,, a jejich vahy w,, tak, aby soucet vah integra¢nich boda v kazdém
elementu byl roven ¢islu s. Pro numerickou integraci na elementu M; pak plati
nasledujici vztah:

/M. fx) dx ~ (Z wnf(xz')) J(M;) (2.3.16)

kde J(M;) je objem mnohosténu M, popsany jako jakobian transformace mezi
jednotkovym referenénim mnohosténem o objemu s a elementem M. Pfi vhodné
volbé bodt je numericka integrace presna pro polynomy stupné 2n — 1. Presné;jsi
vyjadreni 1ze nalézt v (Dhatt — Touzot, [1984).

Presnost aproximace metodou kone¢nych prvki

Ptesnost metody kone¢nych prvki zavisi na nékolika parametrech. Blizsi roz-
bor je prilis vzdalen od tématu této prace, a tak se omezime pouze na struéné
vyjmenovani nejdilezitéjsich parametru.

Piesnost numerické integrace Presnost lze zvySovat volbou vétsiho mnozstvi
integracnich bodu (i volbou nékteré pokrocilejsi metody). VylepSovani numerické
integrace sice nenabizi tak velké moznosti pro zlepseni presnosti jako nasledujici
metody, numericka integrace v8ak zabira (oproti ostatnim ¢astem vypoc¢tu) min-
imalni cas, a tak se jeji prodlouzeni prakticky neprojevi na dobé vypoctu.

Volba sité Zjemnéni sité vede k lepsi aproximaci funkei a k zvySeni pfesnosti.
Nejlepsi vysledky lze ziskat pomoci adaptabilnich siti, kdy se zjemnuje pouze ta
cast sité, kde je aproximace zakladni siti prilis hruba. Zjeménti sité vede k podstat-
nému narustu presnosti, zaroven vsak i k podstatnému néristu dimenze vysled-
ného problému vlastnich ¢isel a tedy i zvySeni ¢asovych i pamétovych naroki na
vypocet.
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Volba baze kone¢nych prvki S rustem dimenze baze kone¢ného prvku pod-
statné roste presnost vypoctu (Braess, [2007). Dani za to je nejen nartst dimenze
béze konecnych prvki, ale i zvySeni faktoru zaplnéni vyslednych fidkych matic.
Jak ukazuji vysledky pfibuznych metod (Pask et al., 2009), zisk ze zvySeni
stupné polynomu daleko prevysuje zminéné nevyhody. Tato moznost nabizi ne-
jvétsi moznosti pro zpresnéni vypoctu, proto v souc¢asné dobé probiha implemen-
tace kvadratickych prvki do nasi metody.

2.4 Struktura matice a feSeni problému vlastnich
¢isel

U bé&zné pocitanych problémi je dimenze matic z rovnice (Z-4.7T]) prilis velka
na to, aby ji bylo mozno v rozumném case spocist pomoci algoritmt pro husté
matice. Proto je tfeba uzit algoritmu pro ridké matice a tedy zajistit, aby vSechny
matice figurujici ve vypoctu byly ridké.

Nyni tedy budeme analyzovat operéatory v rovnici (2:3.9), pfi¢emz nasi snahou
bude budto ukazat, Ze jsou lokélni a tedy jimi generovana matice je ridka, nebo
je prevést do jiného vypocetné tisporného tvaru.

Véta 4. Jsou-li operdgtory O, P linedrni lokdlni, matice A = [(Op;)(Py;)TdV
reprezentujici operdtor v bdzi konecnijch prokid bude mit prvek a;; nenulovy, pouze
pokud bazové funkce ¢; a p; jsou sousednd.

Diikaz. Z véty o zachovdni nuly plyne, ze (Oy;)(Py;) # 0 pouze v bodé, v jehoz
nekonecné malém okoli jsou bazové funkce nenulové.

Pokud ¢; a ¢; nejsou sousedni, nemaji bazové funkce Op; a Py, spolecny
nenulovy bod, nanejvys se tedy mohou ,dotykat”. VSude mimo body dotyku je
alespon jedna bazovéa funkce na okoli bodu nulova a tvrzeni tak okamzité plyne
z véty 2.4l Mnozina bodu dotyku ma miru nula a tedy hodnotu integralu neovliv-
ni. ]

Za poznamku stoji, Ze numerickd integrace tuto vlastnost nepokazi, pokud
jsou bazové funkce na svych ,hranicich® nulové ¢i pokud se integracni body
nevoli z hrani¢nich bodt bazovych funkci.

P1i diskretizaci diferencidlnich matic je velmi vhodné udrzet vSechny opera-
tory lokalni, nebot okamzitym disledkem véty Ml je, Zze matice lokdlniho operatoru
v metodé FEM je 7idkd (v pripadé diskretizace jednorozmérného prostoru dokonce
tridiagonélni). Po¢et nenulovych prvka #idké matice vzniklé z aplikace FEM na
lokalni potencialy roste s poc¢tem konec¢nych prvki, tedy s dimenzi matice, za-
timco v piipadé nelokdlniho potencidlu vznika obecna matice, kde pocet jejich
nenulovych prvki roste s kvadratem jeji dimenze.

HTato v citaci zminéna metoda (cilena na periodické struktury) zavadi také zajimavé rozsifent
kone¢nych prvki, kdy k polynomialni bazi koneénych prvkia pfidéa funkce vytvorené z atomovych
funkci, které pfesnéji aproximuji potencial atomového jadra, ¢imZ vznikne neortogonalni baze
kone¢nych prvki.

12T Kklasicka baze kone¢nych prvki splituje, oviem nékteré specialni (Pask et all, 2009) baze
pouzivané pravé pro vypocet elektronové struktury nikoli.
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2.4.1 Struktura operatorii Kohn-Shamovy rovnice

Matice K a M v rovnici jsou zjevné symetrické a ridké, nebot jak operator
identity, tak i derivace jsou lokalni. Jak jsme ukézali v kapitole 211l v rovnici
(2I4), operator V se sklada ze souctu nékolika operatort, z toho V, Vi, Vi
a Vioe jsou taktéz symetrické lokalni, jejich matice tedy budou taktéz ridké. Za
zminku stoji, ze jelikoz se vSechny tyto operatory aplikuji ve skalarnim soucinu
bézovych funkci, jejich matice budou mit stejnou strukturu tidkosti.

Nejslozitéjsi je pripad operatoru potencidlu V. Ten je nelokalni, ale kréatko-
dosahovy, tzn. ptisobi jen na funkce nenulové v blizkém okoli atomového jadra. Da
se predpokladat, ze pro velké pocitané systémy bude spiSe rist pocet pocitanych
atomovych jader nez pocet bunék v dosahu nelokalni ¢ésti ioniza¢niho potencialu
jednoho jadra (jinymi slovy Ze s pfibyvajicim po¢tem jader nebude tieba tolik za-
hustovat sit), a nartst po¢tu nenulovych prvkia v matici potencialu Vs bude tedy
pouze linearni. Presto uz vypocetni narocnost jednoho atomového jadra je prilis
velka a je tedy treba hledat vypocetné tspornéjsi vyjadieni pseudopotencialu.

Jak jsme ukazali v kapitole 2.2, uhlova slozka l-dependent pseudopotenciilu
je v separovaném tvaru (viz definice na strané [B]). Nabizi se proto moZnost
do tohoto tvaru prevést i radialni slozku pomoci B-ortogonality (pfipomenme si
jeji definici v kapitole na strané [3).

2.4.2 Separabilni pseudopotencial

Je-li ol je quasi—Vl—ortonorméln béaze jednorozmérného radialniho Hilbertova
prostoru, pak

V= (Viahd! (Vial)* (2.4.1)
a tedy
<77Z)| Vps¢,> = (2.4.2)
00 l
<w‘ <Vz® > Yz,mYle> w’> = (2.4.3)
=0 m=—I
00 [e%S) l
L5 (Srttonnss St} aan
=0 \ =0 m——1
00 l [e%S)
D00 DAY (Vai(Vie) T e YY) o) = (2.4.5)
=0 m=—1 =0
[e%S) l 00
> D o diw] (efeYin) (Vi) e yi,)v') = (2.4.6)

=0 m=—1 i=0

[e%s) l 0
>3 S d (Vete Vi) v (Vial® i) v (2.4.7)

=0 m=-1 =0

13 Jelikoz pocitame v R a pseudopotencialy jsou obecné& indefinitni, nelze zde pouzit ,,prava®
Vi-ortonormalita.
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Tim ziskdme separabilni pseudopotencidl reprezentovany vektory 9;; ,,
irm = Vidk®Y,,, (2.4.8)

a konstantami d! ve tvaru

=D diWitm) i) (2.4.9)

i,l,m

Diskuse transformace souradnic aneb analyticky pohled

Za blizsi diskusi stoji prevod mezi kartézskymi a sférickymi soufadnicemi,
ktery jsme provedli v rovnici (2.4.1]). Vzhledem k separabilité operatort je tento
rozklad legélni: v daném rozméru je patficna slozka konstantni a jde tedy vyt-
knout vné integralu. Tento prechod mezi souradnicemi vSak nelze udélat zcela
mechanicky.

Znamym faktem je, Zze pfi integraci, pfechazime-li z jedné soustavy do druhé,
musime integrovany vyraz vynasobit integracnim faktorem. V pripadé sférick-
ych soufadnic je tento integracni faktor r?sinf. Skalarni soucin vinové funkce je
definovan jako integral v kartézskych soutadnicich. Provedli-li jsme tedy rozklad
2.4.8 jde o prevedeni integrace do sférickych soufadnic.

P1i vypoctu konecnéprvkovych elementii matice integrujeme numericky, a
tedy v kartézskych soufadnicich — potud je vie v poifadku. Po vektorech o! viak
pozadujeme quasi-Vj-ortonormalitu s takovou normou, aby v kartézskych sourad-
nicich se standardni normou bylo ol ®Y},, quasi-Vi-ortonormalni. V analytickém
vyjadreni tedy pozadujeme, aby

///aﬁ(a:, Y, 2) % Y p(z,y,2)dedy dz =1 (2.4.10)

a tedy

/// ) * Yy (0, 0)r?sind dr df dp = 1 (2.4.11)

/ a(r)r? dr / / Yim(0,0)sind df dp = 1 (2.4.12)

Proto pro normovani v radidlnim prostoru musime uzit normu:

la| = /Oé(?“)()((?“)?“Q dr (2.4.13)

Stejné tak sférické harmonické funkce Y;,,, musi byt normovany v soucinu se
sinf. Zde stoji za poznamku, Ze se tato norma pro sférické harmonické funkce
povazuje za standardni a pokud neni explicitné udano jinak, jsou funkce Y;,,
normovany prave takto[

Omezeni projekéni baze separabilnich pseudopotenciali

Suma v rovnici (2.49]) je sice nekone¢na, nyni viak ukazeme, Ze ji lze omezit
na kone¢né mnoho prvki. Separovany popisuje, jak ptisobi operdtor na jednotlivé

14V kvantové fyzice, v nékterych jinych oborech se pouzivaji jiné zvyklosti
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prvky baze. Pokud vime, Ze budeme pii vypoctu elektronové struktury tento op-
erator aplikovat pouze na nékteré prvky baze, lze rozvoj operatoru omezit pouze
na tyto prvky. Tento ,,omezeny* rozvoj pak na zvolené prvky baze pilisobi stejné
jako pavodni (nerozvinuty) operator, zatimco ,vyFazené“ prvky béaze zobrazuje
na nulovy vektor.

Nelokalni slozky pseudopotencialu jsou kratkodosahové. Ptisobi tedy pouze
v tésné blizkosti atomového jadra, kde se nalézaji pouze valenc¢ni elektrony daného
atomu — nikoli elektrony sousednich atomt. V téchto mistech se vinové funkce
valen¢nich elektronu pfilis nelisi od vinovych funkei elektronti izolovaného atomu
Y1 . Tyto vinové funkce 9, tvori Gplnou ortonormélni bazi prostoru.

Proto je rozumné vzit jako projekéni bazi o! jako podmnozinu v ,,. Vzhledem
k ortonormalité 1, staci do baze zahrnout n¢kolik mélo prvnich prvki této
béze.

Maximalni [ je tfeba volit vzdy dle poc¢itaného problému. Praxe ukazuje, zZe
¢asto postacuji prvni dva az tii prvky rozvoje, pouze vyjimecné u tézkych jader je
nutné zahrnout i ¢tvrty ¢len. Pfi vhodné volbé radialni baze staci v drtivé vétsiné
pripadii zahrnout stavy pro jednu aZz tii energie (pfi¢emz ¢im vétsi [, tim vice
roste u vyssich stavi energie, a tedy tim méné jich je tfeba zahrnout). Celkovy
pocet ¢lent rozvoje se tedy pohybuje kolem deseti prvkii.

2.4.3 Problém vlastnich ¢isel

Definice 25. Korekce matice A™*" zapsand ve tvaru A + V'V, kde V' je matice
tvaru n X k, se nazyjvd aktualizace fadu k (rank-k-update).

Diky postuptim popsanym v predchozich kapitolach lze rovnici 2.4.1] zapsat
jako soucet Fidkych matic se stejnou strukturou ridkosti a aktualizace fadu k

max|[l] max|i]

M () [ R n

KoV VeVt 230 30 3 (90 () (%) | x=en
j=0 1=0 m=-1 i=0 m m

(2.4.14)

a tedy v maticovém zapisu
(Kv + UDU") x = AMx (2.4.15)

Jelikoz potencialy ¥,,;,, jsou kratkodosahové, budou mit nenulové hodnoty
pouze v kone¢nych elementech, které spadaji do ,sféry vlivu“ daného atomového
jadra. Toho lze vyuzit pro optimalizaci a pracovat s vektory jako s ridkymi po-
moci dvojic (index, hodnota). Vzhledem k tomu, ze sada vektoru od jednoho ato-
mového jadra mé stejnou strukturu ridkosti, 1ze tento format jesté zefektivnit
pomoci struktury (index, [hodnoty]). Pti vhodném sefazeni prvka konecné sité
(dle nélezeni ke konkrétnimu jadru) by $lo format uloZeni téchto vektoru jesté ze-
fektivnit, prinos by vSak pravdépodobné nebyl tak velky, aby ospravedlnil daleko
veétsi narocnost na generovani sité konec¢nych prvkii.

Jelikoz takovéto optimalizace maji vyznam az pro vétsi pocet atomovych
jader, zatim nebyly provedeny a v programu pouzivame standardni ,,husty“ fromét
vektoru pro aktualizace.
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Realna ¢isla a realné harmonické funkce

Tato metoda vypoctu elektronové struktury neni cilena na feSeni periodick-
ych struktur (pro které je vhodné napf. uziti metody planewaves, pouZité napf.
vV programu WIENQ), pro vypocet neni tfeba komplexnich ¢isel. Proto vinové
funkce uzité pti vypoctech budou reélné.

Pro tihlovou bazi separabilnich pseudopotenciali je tedy vhodné misto kom-
plexnich sférickych harmonik Y ,,, uzit jejich realné protéjsky, rediné sférické har-
monické funkce, aby zustala aktualizace taktéz realna.

(

Yio itm=20
1 m m m .
YR = NG (Vi + (=1)™Y,_,n) = V2N P™(cosf) cosmep  if m > 0
1 m m —-m . .
i (Vi — (1) Yin) = V2N P ™(cos 0) sinme  if m < 0.
¥

(2.4.16)

V definici realnych sférickych harmonickych funkei oznacuje P/ asociované Leg-
enderovy polynomy a N/ jim pfislusné normalizacni funkce (Forméanek, 2004).

Pro reélné vinové funkce a tedy i separabilni pseudopotencidly U plati identita
Ut =UT, coz s sebou piinasf na nékterych mistech zjednoduseni vypoctu.

Bhttp: //www.wien2k.at/ [2011]
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3. Regeni diskretizovanych tloh

Aplikaci metody konecnych prvka (popf. jiné diskretiza¢ni metody) na dife-
rencialni rovnici zpravidla vznik& problém vlastnich cisel

Ax=)ABx, kdexeC, A, BeC"" x#0

Konkrétni formulace problému pak muZe mit riizné specialni vlastnosti (napft.
hermitovskost matic), které feseni problému usnadnuji.

V této césti prace se budeme vénovat v praxi uzivanym metodam pro feseni
problému vlastnich ¢isel. Nebudeme se ptritom omezovat pouze na metody vhodné
pro feseni naseho problému vyjadieného rovnici (2:4.150]) a to ze dvou davodi:

— PTi vyvoji nasi metody pro vypocet elektronové struktury nebylo z poc¢atku
jasné, jakou formulaci rovnice a predevsim psudopotencidlu zvolime, rizné
formulace pfitom vedou k riznym typim problémi vlastnich ¢isel. Jednou
z klicovych otézek pro vybér konecné formulace byla pfitom pravé snadna
reSitelnost vzniklého problému vlastnich ¢isel. Vyhody nami vybrané for-
mulace jsou tak ilustrovany mj. pravé i uvedenim metod, které nevyuzivaji
specialnich vlastnosti matic v rovnici ([2.4.15)).

— Problém vlastnich ¢isel je velmi ¢asto feSenym problémem v riznych fyzikal-
nich metodéach. Jednim z cila této préace je udélat struény uceleny piehled
metod s jejich zakladnim popisem, slouzici k orientaci v riznych typech
problémi vlastnich ¢isel existuji i metodach k jejich feSeni, a k popisu,
kterak lze vyuzit rizné vlastnosti problému vlastnich ¢isel k jeho efek-
tivnimu TeSeni vybérem vhodné metody. Predpokladéd se vyuziti jednak v
pripadé spoluprace na dalsich problémech, jednak pii dalsim vyvoji stavajici
metody (napf. pro vypocet periodickych struktur, ¢ vyuziti dalsiho fesice
v pripadech, kdy jde s vyhodou vyuzit nékteré jeho vlastnosti apod.)

Druhému z divodu je trochu prizptusobena i tato kapitola: jejim cilem neni
podat uceleny kompletni vyklad matematické teorie slouzici k vypoctim vlastnich
¢isel, protoze to zaprvé nedovoluje rozsah prace, zadruhé na toto téma existuje
dostatek vhodné literatury (napf. (Demmel, [1997; Bai, 2000)). Spise je cilem
podat struc¢nou informaci o jednotlivych metodach, jez ¢tenaii umozni orientaci
v metodach pro vypocet problému vlastnich ¢isel.

Jelikoz se pro rizné typy problémi vlastnich ¢isel uzivaji metody postavené na
podobnych myslenkach, nebudeme strukturovat tuto kapitolu dle typa riznych
problémi, nybrz dle idei, na kterych jsou popisované metody zalozeny.

3.1 Déleni problémiu vlastnich c¢isel
Jak jsme jiz uvedli, problém vlastnich ¢isel je vyjadien rovnici ve tvaru
Ax=ABx, kdexeC, A BeC"" x#0 (3.1.1)

Konkrétni formulaci lze klasifikovat dle vlastnosti matic A a B.
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Definice 26. Jsou-li matice A a B a/nebo hledané iesenix komplexni, mluvime o
komplexnim problému vlastnich ¢isel. Jsou-li rediné, mluvime o readlném problému
vlastnich ¢isel.

Definice 27. Je-li matice B matici identita, problém se redukuje na prosty prob-
lém vlastnich ¢isel:

Ax =Xx, kdexeC, AeC”" x#0 (3.1.2)
V opacném pripadé mluvime o zobecnéném problému vlastnich ¢isel

Definice 28. Jsou-li matice A a B symetrické (hermitovské), mluvime o symet-
rickém (hermitovském) problému vlastnich ¢isel.

Algoritmy pouZitelné na symetrické matice jsou zpravidla vhodné (popf. s malou
upravou) i pro matice hermitovské a naopak.

Definice 29. Vektory vyhovujici rovnici (B.I12]) (popr. (BI1])) (zobecnéného)
problému vlastnich cisel se nazyvaji (zobecnéné) vlastni vektory, jim piislusné
vlastni ¢islo. Dvojice vlastniho vektoru se nazyvd vlastni par.

3.2 Obecné postupy uzivané pri reSeni
problému vlastnich ¢éisel

V této kapitole se budeme vénovat problémiim a technikdm, které jsou spolec¢né
pro vétsinu metod na pocitani vlastnich ¢isel, jimz se budeme vénovat. Do této
kapitoly by také patiil posun a inverze a princip blokovijch metod, o nichz se
vSak zminime az v dalsi kapitole, nebot je budeme demonstrovat na konkrétnich
metodéch.

3.2.1 Exaktni aritmetika a aritmetika s kone¢nou presnosti

Protoze se dnes k vypoctim uzivaji vyhradné pocitace, je tfeba zminit nékteré
vlastnosti, které s sebou jejich uziti prinasi.

Dnes uzivané poéitace ukladaji realna ¢isla ve formatu IEEE 754-1985 (IEEE
Task P754,11985). Tento forméat uklada jen omezeny pocet platnych &islic, a proto
pri jeho uziti dochézi k zaokrouhlovacim chybam. Proto budeme dale rozliSovat
exaktni aritmetiku a (pocitacovou) aritmetiku s konecnou presnosti. Vlastnosti a
konvergenci algoritmt budeme vzdy vztahovat k exaktni aritmetice, nebot rozbor
téchto vlastnosti v aritmetice s kone¢nou presnosti by byl pfilis rozsahly ¢i v nék-
terych ptipadech neni ani znamy. Pti implementaci algoritmu pak zminime, jak
ovlivni aritmetika s kone¢nou presnosti chovani algoritmu a jak je ho popiipadé
tfeba modifikovat.

3.2.2 Metody uzivajici rozklad matic

K feSeni problémi vlastnich ¢isel (stejné jako na TeSeni soustav linearnich
rovnic) existuji dvé skupiny metod. Prvni z nich je zaloZena na iteraci nékteré
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formy rozkladu matic: napt. LU rozkladu ¢i dnes pravdépodobné nejcastéji uzi-
vany QR algoritmus. Vysledkem téchto algoritmu je zpravidla diagonalni matice,
ktera tedy mé na své diagonale vlastni ¢isla.

Tyto metody jsou vhodné v pripadé, kdy pozadujeme vypocet celého spektra
matice. V pfipadé, Ze je pozadovana pouze mala ¢ést spektra a matice jsou velké,
nejsou tyto metody efektivni, dale se jimi tedy nebudeme zabyva

Druhou moznosti pristupu k feSeni problému vlastnich metod jsou metody
s nasledujici charakteristikou

— metody pracuji v itera¢nim cyklu, ve kterém postupné zpresnuji nalezena
feSeni

— na rozdil od predchozich matic zpravidla nepotiebuji nijak manipulovat se
samotnymi maticemi (v nékterych pifpadech je viak vhodné spocist LDLT
¢i LDU rozklad matice)

— lIze je kdykoli prerusit a spokojit se s dosud spoc¢tenym vysledkem

— metody pocitaji vzdy pouze nékolik vlastnich ¢isel s vybranou charakteris-
tikou (u vétsiny metod vlastni vektory odpovidajici vlastnim ¢islim s ne-
jvétsi absolutni hodnotou)

— prestoze nékteré z itera¢nich metod jsou teoreticky schopny vypocist presné
TeSeni, uzivaji se k ziskani aproximace vlastniho vektoru; v aritmetice s
kone¢nou presnosti se vSak tato vlastnost stird (kde i ,presné* feseni je
nepfesné) a naopak v nékterych piipadech je vyhodou moci vyfesit problém
rychle, byt nepresné

— algoritmy umi s velmi dobte vyuzit uzit ridkosti matic a zpravidla jsou
dobie paralelizovatelné

Jelikoz ve fyzikalnich problémech zpravidla pozadujeme vypocet pouze malé
casti spektra matic, budeme se dale v této praci vénovat pouze itera¢nim metodam.

3.2.3 Rayleightiiv koeficient

Rayleightiv koeficient se uziva jako béZzn& aproximace vlastniho ¢isla dané
aproximace vlastniho vektoru.

Definice 30. (Hermitovsky) Rayleighiv koeficient pro matici A € C"*™ a vektor
x € C" je cislo 0 € C
A TA
g (XlAx)  x7Ax (3.2.1)

(x|x) xtx

Neékteri autofi doporucuji definovat Rayleightiv koeficient v nésledujici formé

Definice 31. Transpozicni Rayleighiv koeficient pro matici A € C™*™ a vektor
x € C" je cislo 0 € C
(x| Ax), x"Ax

(x|x)p  xTx

0 — (3.2.2)

1S vyjimkou implicitniho QR algoritmu, ktery je soucasti implicitné restartované Arnoldiho
metody
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V oboru realnych dcisel jsou tyto definice identické. V oboru komplexnich
¢isel muze byt vhodné uziti hermitovské definice, pokud se pracuje s normali-
zovanym vektorem (tzn. ||x|| = 1), nebot v tomto pfipadé 6 = (x| Ax). Trans-
pozi¢ni definice je vhodna, pokud nam zalezi na presnosti odhadu, nebot trans-
pozi¢ni Rayleightiv koeficient je asymptoticky presnéjsi nez hermitovsky. (Ar-
benz — Hochstenbach, 2004) Pokud neupfesnime, ktery z téchto dvou koeficientt
mame na mysli, uzivime hermitovskou verzi. Ve vétsiné pripadi je mozno uzit
Rayleighova koeficientu spoc¢teného podle obou definic.

Pro zobecnény problém vlastnich cisel je definovan Rayleightiv koeficient ob-
dobné:

Definice 32. Zobecnény hermitovsky (transpoziéni) Rayleighiv koeficient pro
vektor x € C" a dvojici matic A, B € C™" definujici problém vlastnich cisel
Ax = ABx je cislo 0 € C definované

(x| Ax)™

= 1
(x| Bx)®

(3.2.3)

3.2.4 Konvergence iterac¢nich metod

Mluvi-li se o vlastnim vektoru matice, jde ve skutecnosti (vzhledem k linearité
zobrazeni reprezentovanych maticemi) o vlastni smer.

Definice 33. Vektory u,v € C" maji shodny smér, existuje-li
a € C~{0}:u=av.

Konvergenci metody k vektoru je tedy myslena konvergence k urc¢itému sméru.

Definice 34. Posloupnost vektori x; € C" konverguje k vektoru v € C* ~ {0},
existuje-li posloupnost a,, € C :

lim [ja;x; —v|| =0 (3.2.4)
1—00
Metoda pro vijpocet vlastnich cisel konverguje, konverguje-li posloupnost odhadi
vlastnich vektori generovanych metodou.

V praxi se pak konvergence kontroluje zpravidla pomoci néasledujici pod-
minkyd V nékterych metodach (napf. v Lanczosové metodé) se tato hodnota
nemusi pocitat, nebot je ziskana jako vedlejsi vysledek provadénych operaci.

Teorém 1. Konverguje-li posloupnost vektori x; € C™,||x;|| = 1 k vlastnimu
vektoru v matice A, pak

lim ||Ax; — (Ax;|x;)x;|| =0 (3.2.5)
1— 00

2JelikoZ to je pouze nutnd podminka, konvergence posloupnosti ||Ax; — (Ax;|x;)x;| kon-
vergenci k vlastnimu vektoru nezaruc¢uje. Vzhledem k tomu, Ze konvergence metod zaruceni je,
da se tento test pouzit jako rychla a pomérné spolehliva heuristika. Muze vSak selhat u linearni
kombinace dvou vektori se ,,;skoro stejnym® vlastnim ¢islem.
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Aby nebyla pozadovana ptfesnost konvergence rozdilna pro rizna vlastni ¢isla
matice, kontroluje se konvergence pomoci nasledujiciho kritéria

(x| xi)

(xi] Ax;)

HAXZ- —xi|| <e (3.2.6)

kde e je pozadovana presnost feSeni. Odhad vlastniho vektoru se tradi¢né nazyva
Ritzdv vektor a jemu prislusny odhad vlastniho ¢isla pocitany jako Rayleighiiv
koeficient se nazyva Ritzovo cislo.

3.2.5 Pocitani dalsich vlastnich vektorua

Itera¢ni metody konverguji k vlastnimu vektoru, ktery nejlépe spliuje danou
charakteristikuf] a nenf kolmy k Jordanovu bloku (viz definice B8) startovniho
vektoru. V jednom béhu lze spocitat pouze omezeny pocet vlastnich vektort.
Chceme-li spocitat dalsi vlastni vektory, mizeme metodu spustit opakované, vzdy
na startovni vektor, ktery je kolmy (ortogondlni) na vSechny dosud spocitané
vektory: metoda pak zkonverguje k ,nejlepsimu dalsimu* vlastnimu vektoru.

Ztrata ortogonality, reortogonalizace a deflace

U nesymetrickych matic vSsak metody spoctou pouze vlastni vektor a nikoli
jeho Jordanuv retézec — takze neni mozné vii¢i nému ortogonalizovat novy star-
tovni vektor. Kviili nepresnému vypoctu vlastnich vektort a aritmetice s konecnou
presnosti se zpravidla béhem iteraci ortogonalita ztraci i u symetrickych matic.
Algoritmus pak ma tendenci dokonvergovat k jiz spo¢tenému vlastnimu vektoru.

Tento problém se fesi dvéma postupy: prvni z nich je reortogonalizace: jednou
za Cas se iterovany vektor zortogonalizuje ke vSem vektortim, ke kterym ma byt
kolmy.
nost reortogonalizaci) se vyskytuje i v jinych piipadechl] Na toto riziko vzdy
upozornime u konkrétni metody.

Wielandtova deflace

Druhou moznosti, jak zabranit konvergenci k jiz spo¢tenému vektoru jsou
takzvané deflacni metody: tyto metody upravi matici tak, ze zméni vlastni ¢isla
u vybranych vlastnich vektori, zatimco zbyla vlastni ¢isla a vektory ztstanou
nezmeénény.

Jak dale ukdZeme, rychlost konvergence zavisi na rozlozeni vlastnich ¢isel,
vhodnou deflaci 1ze tedy urychlit konvergenci metod na reSeni problému vlastnich
¢isel. Aplikaci defla¢nich metod také miZeme snizit pocet nutnych reortogonal-
izaci. Nevyhodou defla¢nich metod je moznost poruseni ridkosti matice.

3Metody vétsinou konverguji k vektoru & vektortim s vlastnim &islem v absolutni hodnoté
maximélnim, pfi aplikaci posunu a inverze pak k vlastnimu &islu nejblizsimu zvolené hodnoté.
4Nap#. v krylovovskych algoritmech, které uvedeme dale, se ortogonalizuje béaze prostoru
modifikovanym Gram-Schmidtovym algoritmem. U vétSich dimenzi dochézi ortogonalizaci viéi

Yexe

zaokrouhlovacimi chybami.
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Pro pripad, kdy se chceme ,zbavit® jednoho vlastniho vektoru, je vhodna
Wielandtova deflace. Chceme-li v matici A zmensSit vlastni ¢islo vektoru v o hod-
notu m € R, provedeme transformaci

A =A—-n(avv?), kdea€R:v*av=1 (3.2.7)

Matice A’ pak bude mit vlastni ¢isla i vektory identické s matici A, aZ na vlastni
¢islo vektoru v, pro které plati:

A=\ — (3.2.8)

Wielandtova-Schurova deflace

Definice 35. Schuriv (¢dstecny) rozklad matice A € C*™,n > m je soucin
matic QTAQ = R, kde Q € C*, QTQ = I a R € C™™ je horni trojihelnikovd.
Je-li k = m, jde o Schurovu dekompozici (rozklad), je-li k < m, jde o cdstecny
Schuriv rozklad (Fddu k).

Je-li A ¢tvercova matice, diagonala R je slozena z vlastnich ¢isel matice A.

Pro realné nesymetrické matice nemusi takovyto rozklad v oboru realnych ¢isel
existovat. V tom pfipadé je nutno povolit blokové trojihelnikovy tvar matice R,
nebo jeji komplexnost.

Definice 36. Vektory v matici Q Schurova rozkladu matice A se nazyjvaji Schu-
rovy vektory matice A.

Wielandt-Schurova defla¢ni metoda se hodi k deflaci vice vektorti najednou.
V tomto pripadé se matice upravi nasledujicim zptsobem

A =A—QDQ" (3.2.9)

() je ortonormélni béaze vlastniho prostoru deflatovanych vektort — obsahuje tedy
Schurovy vektory matice vlastnich vektori. D je diagonélni matice, kde D, ; udava
posun vlastniho ¢isla odpovidajiciho i-tému Schurovu vektoru v matici Q. Dukaz
a podrobnéjsi rozbor lze nalézt zde (Saad, 1992, 11989).

3.3 Metody zaloZené na iteraci vektoru I — moc-
ninné metody

Dnes uzivané iteracni metody lze rozdélit do dvou skupin. Prvni skupinu lze
nazvat metody zaloZené na iteraci vektoru. Metody této skupiny jsou zaloZeny
na snaze co nejlépe odhadnout feseni, pfi ¢emz se postupuje takto: vezmeme
libovolny pocatecni vektor jako odhad feSeni a tento odhad postupné néjakym
vhodnym zplisobem upfesiiujeme. 7 této skupiny metod se budeme vénovat moc-
ninné metodé a metodam zalozenym na metodé nejvétsiho spadu.

Druha skupina se nejcastéji nazyva projekcni metody. Metody z této skupiny
iterativné buduji podprostor, do kterého promitaji ptivodni problém. Jelikoz je
dimenze budovaného podprostoru fadové mensi nez dimenze piivodniho pros-
toru, je TeSeni v tomto podprostoru radové levnéjsi. Tento podprostor buduji
takovym zptisobem, aby feSeni promitnutého problému co nejlépe aproximovalo
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feSeni puvodniho problému. Z této kategorie zminime Arnoldiho metodu a jeji
variantu pro symetrické matice: metodu Lanczosovu, déle pak Lanczosovu metodu
pro nesymetrické matice a Jacobi-Davidsonovu metodu, ktera je vhodna prede-
vSim pro nesymetrické matice, ¢i v pripadé, kdy je k dispozici vhodné predpod-
minéni.

3.3.1 Mocninnad metoda

Nejjednodussi z metod pro vypocet vlastnich ¢isel jsou metody iterace vek-
toru zaloZené na mocninné metodé. Prestoze se dnes jiz mocninnd metoda (ani
metody z ni odvozené) pro problémy vlastnich ¢isel vzniklé z fyzikalnich vypocti
prilis neuziva, budeme se ji vénovat ponékud hloubéji, nebot je nejjednodussi ze
vSech metod a zaroven vykazuje vlastnosti, které ve vétsi ¢i mensi mite deédi i
ostatni metody, at jiz jde o vztah konvergence a rozlozeni spektra matice, chyby
zpusobené zaokrouhlovacimi chybami atd. ..

Princip mocninné metody spoc¢iva ve vypoctu vektoru A"x. Jak si dale ukazeme,
pro dostatecné velké n je A"x dobrym odhadem vlastniho vektoru matice A. A"x
je pocitano iterativné: pocateéni odhad vlastniho vektoru xqo — startovaci vektor
— vynasobime v kazdém kroku iterace matici A:

Xi+1 = AXZ‘ (331>

Implementace mocninné metody

P1i implementaci v kone¢né aritmetice s kone¢nou presnosti muze vektor x;
rust do nekonec¢na ¢i naopak klesat k nule, pricemz s prilis velkymi ¢i malymi ¢isly
nelze v této aritmetice pracovat. Proto se vektor x; v kazdém kroku normalizuje:
néasobi se redlnym c¢islem tak, aby se jeho norma rovnala jedné. K tomuto tucelu
lze pouzit libovolnou normu, protoze se vSak zaroven pro kontrolu konvergence
pocita Rayleightiv koeficient, je vhodné uzit 2-normuld

Pro x; tedy plati nésledujici rekurentni vztah:

Xi+1 = AXz/HAXzH (332)

Algoritmus 3.3.1: Algoritmus mocninné metody

1: xg = pocatecni odhad vlastniho vektoru

2: fori=1,2... do

3: Vi = Xi—1/||xi—1]] > znormalizuj
4: x; = Ay; > iteruj
5: 0; = (x;|yi) > spo¢ti odhad vlastniho ¢isla
6: end until |ly; — x;/60;|| > e > e je pozadovana pesnost
7: return x; > nalezena aproximace vlastniho vektoru

4 . . ’ . . 3 ~ 2 v

°Pokud by se v optimalizované verzi v jednom kroku normovalo a zaroven se neprovadéla
kontrola konvergence, je vyhodné v tomto kroku uzit 1-normu ¢i oo-normu, které jsou jednodussi
pro vypocet.
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Ptirozenou optimalizaci tohoto algoritmu je, ze normalizace a kontrola konver-
gence se nemusi provadét pri kazdém kroku — pricemz zpocatku mize byt interval
mezi kontrolami konvergence pomérné velky.

Konvergence mocninné metody

Pro porozuméni metodam slouzicim k feseni problému vlastnich ¢isel je dulezité
védeét, za jakych podminek metody konverguji.

Definice 37. Dominantni/submisivni vlastni ¢islo matice A je vlastni ¢islo mat-
ice A s nejuétsi/nejmensi absolutni hodnotou (v spektru matice A).

Dominantni/submisivni vlastni vektor matice A je vlastni vektor piislusniy
k dominantnimu/submisivnimu vlastnimu ¢&islu.

Je tfeba upozornit na mozny terminologicky problém: mluvi-li se o vlastnich
vektorech matice A, jde ve skutecnosti o vlastni vektory linearniho zobrazeni
vyjadieného ve standardni bazi matici A. Proto, budeme-li mluvit o matici A
vyjadiené v bazi B, myslime tim ve skutecnosti matice linedrniho zobrazeni
v bazi B, které je ve standardni bazi vyjadifenéno matici A.

Nyni dokdzeme nésledujici vétu:

Véta 5. Pokud matice A € C™" md prdvé jeden linedrné nezdvisly dominantni
vlastni vektor a vektor xo neni na tento vektor kolmyj, pak posloupnost vektori x;
generovanijch mocninnou metodou pro matici A se startovacim vektorem Xq pri
normalizaci q-normou konverguje k dominantnimu vlastnimu vektoru matice A.

Diikaz. Dikaz konvergence nejprve provedeme na diagonalizovatelné matici. Nas-
ledné ukazeme, jak jej rozsifit na matici obecnou. V dikazu budeme pouzivat
horni index pro oznaceni vektoru z i-té iterace a dolni index pro oznaceni slozky
vektoru.

Diagonalizovatelna matice

Diagonalizovatelnd matice je takova matice A, pro kterou existuje baze B,
v niz je matice A vyjadiena diagonalni matici. Takova béze je pak tvofena vlast-
nimi vektory A. Déle budeme pracovat v bazi B sefazené sestupné dle absolutnich
hodnot vlastnich ¢iseld.

V nami zvolené bazi plati pro libovolny vektor x = [x1,X; .. ]E] rovnost Ax =
[A1x1, AoXy ... ] a tedy

x' = A"xy = [Nix), Ahxh, L A xY] (3.3.3)

Definujeme-li ¢; jako normu vektoru x

n

g =g Y IAxie (3.3.4)
=1
pak . A
xit = \xtt /g (3.3.5)

6P#ipad, kdy jsou vSechna nulova, je jasny.
"Nyni budeme pouzivat horni index pro index iterace a spodni index pro index béze.
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Jelikoz Vj > i« [N\ < [Ai| a D00 X017 = 1, tak ¢ = A & [x{] = 1,
v opa¢ném pifpadé ¢; < A;. Proto je diky [3.:3.5 posloupnost |x!| neklesajici, a ma
tedy limitu v intervalu (0, 1).

Byla-liby — lim |xi|=k <1 (3.3.6)
1— 00

pak existuje k,k € (0,1):30:Vp > o0:k < |x}| <k a tedy

o _ /R (a1 - B
)\1 - )\1

- \q/@q + (/ML= k)7 <1 (3.3.8)

(3.3.7)

Posloupnost |x¢| by tedy byla omezena zdola geometrickou fadou, coz by byl
spor. Proto

lim |x!| =1 (3.3.9)
11— 00
a vektor x; tedy konverguje ke sméru vektoru [1,0,0...], coZ je dominantni vlastni

vektor matice A.

Obecna matice

Definice 38. Jordanuv kanonicky tvar matice A je blokové diagondlni matice
J = QT AQ s ndsledujicimi vlastnostmi:

SQQT =1
— kde kazdy blok matice J md na diagondle vlastni ¢islo matice, v diagondle
nad hlavni diagondlou jednicky a v ostatnich prvcich nuly.

Tyto bloky se nazyvaji Jordanovy bloky, bdze () se nazyvd Jordanova kanon-
ickd baze. Vektory Jordanovy kanonické baze odpovidajici jednomu Jordanovu
kanonickému bloku se nazyjvaji Jordaniuv Tetézec.

7 definice Jordanova kanonického tvaru plyne, ze Jordaniv fetézec odpovida-
jici Jordanové bloku s vlastnim ¢islem A; je konecné posloupnost vektoru, kde
prvni vektor fetézce je vlastni vektor a dalsi prvky posloupnosti jsou vektory x¢,
pro které plati Ax® = \px! + x'~ L.

Nyni budeme pracovat v Jordanové kanonické bézi a slozky vektoru x budeme
nyni znacit x; ;, kde 7 je ¢islo Jordanova bloku a j je pofadi vektoru v Fetézci.

Lemma 1. Necht Jordaniv blok k wvelikosti n md dimenzi | a x* = AX°. Je-li
X](C)J # 0 pak limita

. Xiis,l i i 0
lim |——| =0, kdex'=Ax", prole{2,...,n} (3.3.10)
11— 00

i
X1
Diikaz. Snadno se lze presvédcit, ze pro posledni prvek fetézce plati rovnost
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a pro predposledni

Il = D 1w ) 7 =il Ow) (3.3.12)

j=1

nebot predposledni prvek obdrzi v kazdém kroku pfirustek od posledniho prvku
fetézce.
7, uvedenych vztahi je ziejmé, ze

x? A
lim | < |22 =0 (3.3.13)
oo | X1 L
. T
O

Principem indukce pak lze tuto limitu dokazat pro vSechny sousedni prvky
fetézce (prispévek od dalsich ¢leni Fetézce se diky indukénimu predpokladu odhad-
nou shora dostate¢né malym ¢islem). Z toho pak okamzité plyne
Xlic,l

lim
1—00

=0, kdex'=Axajc{23, -1} (3.3.15)

Protoze normalizace vektori nemé na podil (B:3I5]) vliv, postupem iteraci ve
vektoru iterovaném mocninnou metodou vymizi (respektive budou zanedbatelné
malé) vSechny slozky, které neodpovidaji nékterému vlastnimu vektoru. U takto
,procisténého® vektoru nyni mizeme pouzit stejny dikaz jako pro diagonalizo-
vatelnou matici. O

Divergence mocninné metody Nyni si rozeberme ptipady, kdy podminky
véty nejsou splnény:

— Je-li |A1] = |Ae| (popf. = |A3]) ..., je veelku ziejmé, Ze vektor zkonverguje
k linearni kombinaci dominantnich vlastnich vektori.

— Pokud se jako startovaci vektor vezme vektor kolmy na Jordantiv kanonicky
blok dominantniho vlastniho vektoru, metoda dokonverguje k ,,dominantni-
mu obsazenému‘ vektoru, nebot neni-li v x obsazen vlastni vektor v, pak
neni ani v Ax.

Metoda tedy bude pocitat v podprostoru generovaném vlastnimi vektory
obsazenymi v x a na tomto podprostoru dokonverguje k dominantnimu
vektoru (pokud v tomto podprostoru nejsou alespont dva linearné nezavislé
dominantni vlastni vektory). I tato situace se v8ak povazuje za neuspéch,
nebot je o¢ekavin vypocet dominantniho vlastniho paru.

V pripadé konecéné artitmetiky se vSak vinou zaokrouhlovacich chyb zpra-
vidla ztrati ortogonalita s dominantnim vlastnim vektorem. V tomto pri-
padé metoda i tak zkonverguje k dominantnimu vlastnimu vektoru.

37



Rychlost konvergence 7 uvedeného dikazu také vyplyva toto pozorovani:
rychlost konvergence mocninné metody je zdola omezena hodnotou Ay /. Jelikoz
vSechny metody na pocitani vlastnich ¢isel jsou ve vétsi ¢i mensi mite zalozeny
na nasobeni matici A, lze formulovat nésledujici tezi:

Rychlost konvergence iteracnich metod zdvisi na tom, jak dobfe jsou od sebe
vlastni ¢isla oddélena.

Pro mocninnou metodu samotnou pak plati nasledujici vztahy:

. A
ﬂw—wueO(i
A2

) ,  kde x je dominantni vlastni vektor (3.3.16)

2) (3.3.17)

A
{16; = M|} € O ( A
Ao

a;

kde {a;} € O(c) =

Ai+1

Vyhody a nevyhody mocninné metody

Vyhoda mocninné metody je v jeji velké jednoduchosti a snadné implementaci.
Dalsi vyhodou této metody jsou velmi malé pamétové naroky a jednoduché para-
lelizace. Nejvétsi nevyhodou této metody je jeji pomald konvergence; jeji dalsi
nevyhodu — moznost spocitat pouze jeden vlastni par — lze kompenzovat uzitim
blokové mocninné metody.

Proto je tato metoda vhodné predevsim pro feSeni rozsahlych tloh, které
jsou prilis rozsahlé na aplikaci jinych metod a zaroven nepotiebuji velkou pres-
nost feSeni. Mocninna metoda se uziva napiiklad k pocitani ohodnoceni stranek
(takzvané pagerank) v internetovych vyhledavacich. (Langville — Meyer)

3.3.2 Blokova mocninna metoda (metoda iterace podpros-
toru)

Ke kazdé metodé pro vypocet vlastnich ¢isel existuje blokova metoda. Piis-
lusna blokova metoda provadi stejny algoritmus jako neblokova metoda, pouze
misto s jednim vektorem pracuje s vice vektory najednou. Na iterovany ,blok*
vektorta v;, i € {1,2...,m}, vétsinou popisovany jako matice V € C"*™ muzeme
pohlizet jako na bazi podprostoru. Proto se blokova mocninnéd metoda nékdy
nazyva iterace podprostoru.

Pokud bychom pouze provadéli iterace

Vi = AV (3.3.18)

vSechny vektory v; by zkonvergovaly k dominantnimu vektoru matice A. V kazdém
kroku algoritmu (popf. v optimalizované verzi jednou za nékolik kroki) je proto
tfeba iterované vektory v; vici sobé ortonormalizovat — spocist ortonormalizo-
vanou bazi prostoru V; (napf. pomoci modifikovaného Gram-Schmidtova algo-
ritmu).
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Algoritmus 3.3.2: Algoritmus blokové mocninné metody

Vo = pocatecni odhad vlastnich vektoru
fori=1,2... do
W; = baze(V;_1) > spocCti bazi iterovaného prostoru
V. = AW, > iteruj
end until konvergence
return V;

[terované vektory u této metody budou konvergovat k vlastnim vektorim riz-
nou rychlosti. Nejprve zkonverguje dominantni vlastni vektor, a teprve pak zac-
nou konvergovat ,, druhé* dominantni a dalsi vektory. Vypoctem presného odhadu
prvniho vektoru odstranime pfi ortogonalizaci z iterovanych vektori jeho , rusici®
slozku.

Proto se u této metody provadi jednou za ¢as kontrola konvergence a (dosta-
tetné presné) zkonvergované vektory se zamknou: jiz se neiteruji, pouze se vaci
nim dale ortogonalizuji zbylé iterované vektory.

Konvergence blokové mocninné metody

Podobné jako u mocninné metody zavisi rychlost konvergence (pro i-ty vlastni
vektor) na podilu A;/(\,11), kde n je velikost iterovaného podprostoru. Diky tomu
1ze snadno zvysit rychlost konvergence mocninné metody, budeme-li iterovat pod-
prostor vétsi dimenze, nez kolik pot¥ebujeme vypoditat vlastnich vektori (a al-
goritmus ukon¢ime v okamziku, kdy zkonverguje nami chtény pocet vlastnich
vektorti). Tento postup mize byt obzvlasté vyhodny, jsou-li vlastni ¢isla matice
sdruzen4 ve shlucich, jejichz velikost mtizeme predem odhadnout (coZ lze napr.
u diagonélné dominantni matice pomoci Greshgorinova teorému (Demmel, [1997))
— pak je vyhodné zvolit za n velikost shluku vlastnich ¢isel.

Dalsi moznou optimalizaci konvergence je uziti Ritzovy (nékdy zvané Rayleigh-
Ritzova) procedury (SjOstrOm, 1996; Demmel, 1997) pro ortonormalizaci vek-
tortt V. Ritzova procedura ortogonalizuje vektory V' na vlastni vektory matice
A kolmo promitnuté do prostoru generovaného vektory V. Diky tomu se nejen
snadno provede kontrola konvergence, ale téz se urychli konvergence metody. Tato
modifikace mocninné metody se nazyva Ritzovou procedurou urychlend mocninnd
metoda (Ritz accelerated subspace iteration).

Vyhody a nevyhody blokové mocninné metody

Blokovd mocninnd metoda je prirozenym a efektivnim rozsifenim mocninné
metody, plati pro ni to samé, co pro zakladni verzi metody. Oproti zakladni
verzi lze urychlit vySe zminénymi postupy konvergenci, i tak vSak konverguje
pomaleji nez metody, které uvedeme dale. Tato metoda se tedy hodi na ty pripady,
kdy bychom pouzili zakladni mocninnou metodu, avsak potiebujeme spocist vice
vlastnich vektort, nebo pokud vlastni ¢isla matice A vytvareji shluky.

Dalsi vyhoda blokovych metod se projevi v okamziku, kdy opera¢ni pamét
pocitace nestaci pojmout matici A a ta je uloZena na pevném disku. V tomto pii-
padé nésobeni jednoho vektoru matici trva radové stejnou dobu, jako nasobeni
n vektoru, nebot nac¢teni matice z disku je fadové pomalejsi nez operace provadéné
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s ni v operacni paméti. Dalsi vyhoda blokovych algoritmu spoc¢iva ve snazsi par-
alelizaci.

Nevyhodou blokovych algoritmti mtze byt vétsi rozsah jak algoritmu, tak
i zpracovavanych dat a tim zpusobena mensi efektivita cache procesoru.

K pocitani dloh vlastnich ¢isel vzniklych z aplikace metody koneénych prvki
se nékdy pouziva Ritzovou procedurou urychlend mocninnd metoda, na presné
a dostatecné rychlé teseni problému vlastnich ¢isel velkych dimenzi jsou vsak
vhodnéjsi rychleji konvergujici metody — na coz ukazuje i neprilis velky zajem
soucasné odborné verejnosti o tuto metodu.

3.3.3 Metody uzivajici posunu a inverze
(shift and invert)

Jak je patrno, mocninna metoda je schopna spocist pouze dominantni vlastni
¢isla. Ve velké vétsiné uloh vedoucich k problému vlastnich ¢isel je vsak poza-
davek spocist vlastni ¢isla blizka néjakému ¢islu. V tom pripadeé lze uzit nékterou
z metod uZzivajicich principu posunu a inverze (shift and invert): misto matice A
pouZijeme v algoritmu matici A’ = (A — oI)~!. Vlastni ¢&isla matice A a matice
A’ na sob¢ zavisi: necht ma matice (A — oI)~! vlastni par (), v), pak:

(A—ol)'x = Xx
x/\ = Ax — ox
Ax = (1/A —o)x (3.3.19)

Spocteme-li tedy dominantni vlastni vektory matice A, spocitali jsme zaroven
takové vlastni vektory matice A, které maji vlastni ¢isla nejblizsi k hodnoté o.

Inverzni mocninna metoda (inverse power method)

Vypodet inverze matice A’ = (A — oI)™! je pro vétsinu matic prilis narocny.
JelikoZ se matice A’ uziva pouze k nasobeni vektoru, u problému malych a stied-
nich dimenzi se da explicitni vypo¢teni inverze snadno obejit vypoc¢tem LDU (¢i
pro symetrické matice LDL” (Duff, 2002)) rozkladu matice A. Tento rozklad pak
lze pouzit k rychlému feSeni rovnice

(A-ol) 'y =x (3.3.20)

U problémi velkych dimenzi je nékdy vhodné vyhnout se i vypoctu rozk-
ladu (jak z diavodu vypocetni i pamétové narocnosti, tak i pro horsi moZnosti
paralelizace metod pro vypocet rozkladu). Misto toho muzeme v kazdém kroku
znovu Fesit rovnici ([B.3.20) pro neznamou y.

Ukazuje se, Ze rovnice (B.3.20]) se nemusi Fesit presné (pricemz lze nejprve fesit
velmi piibliZné a presnost FeSeni postupné zvétSovat). K feseni rovnice (3:3.20)
vergence metody sta¢i v praméru nevelky konstantni pocet cykla. (Golub — Ye,
1999). Tato varianta mocninné metody se nazyva inverzni mocninnd metoda.

Druh& moznost, uzivana pro reseni rovnice (B:3:20)), je uziti pouze jednoho
kroku itera¢niho tesice s uzitim predpodminéni — tato metoda se nazyva pred-
podminénd inverzni mocninnd metoda. (Neymeyr, 2000) I u ni lze s pouzitim
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vhodného predpodminéni pro symetrickou pozitivné definitni matici A zachovat
linearni konvergenci (Knyazev — Neymey1, 2001). JelikoZ je tato metoda velmi
blizka metodé nejvétsiho spadu, ktera je citovana castéji, uvedeme dalsi podrob-
nosti tykajici se predpodminéni v kapitole o metodé nejvétsiho spadu (Neymeyr,
2002). Vsechny zde zminéné metody se zpravidla provadéji v blokové formé.

Iterace Rayleighova koeficientu (Rayleigh quotient iteration)

Prirozenym vylepsenim pifedchozi inverzni mocninné metody je metoda iterace
Rayleighova koeficientu (napf. (Fattebert))). Jak jsme ukézali v kapitole (B:3.1])
o konvergenci, mocninna metoda konverguje tim rychleji, ¢im jsou dominantni
vlastni cisla 1épe oddélena. Cim se lépe ,strefime” s odhadem o k nékterému
vlastnimu c¢islu, tim bude toto vlastni ¢islo 1épe oddéleno od svého nejblizsiho
souseda.

Inverzni mocninnd metoda uziva k posunu pevné zvolené hodnoty o. Iterace
Rayleighova koeficientu urychluje svoji konvergenci tim, ze v kazdém kroku uzivéa
jinou hodnotu o;, a to odhad vlastniho ¢isla ziskany v predchozim kroku — tedy
Rayleighuv koeficient odhadu vlastniho vektoru z predchozi iterace (lze uzit jak
hermitovsky, tak transpozi¢ni Rayleightiv koeficient, vzhledem k velké vypocetni
naroc¢nosti inverze je vSak lepsi uzit presndjsiho transpozi¢niho koeficientu).

Konvergence teto metody pro symetrické matice je kubicka (van den Eshof,
2002), na rozdil od inverzni mocninné metody vSak neni zajisténa konvergence
k vlastnimu ¢slu nejblizsimu k startovacimu odhadu oy (Demmel, 1997; [Parlett,
1980).

{Hxi—x“H}=O<’§—;

3
) kde x* — x> (3.3.21)

3) (3.3.22)

Jelikoz pro nesymetrické matice konverguje iterace Rayleighova koeficientu
pouze kvadraticky, existuje pro tento piipad néasledujici modifikace pocitajici
s odhadem levého a pravého vlastniho vektoru, pro niz lze taktéz dokazat ku-
bickou konvergenci (Ostrowski, 1959).

A
{110; = M|} = O <’)\_1
2

Algoritmus 3.3.3: Iterace Rayleighova koeficientu pro nesymetrické
matice

1: Xg = §o = pocatecni odhad levého a pravého vlastniho vektoru
2: fori=1,2... do

3: x; = X1/ ||%iz1]| > Znormalizuj
4: yi= 5’2‘—11/4“5’@‘—1“

5: 0, = M > Spocti odhad vlastniho ¢isla

o (xilya)

6: if HAY’L — «9,y2|| < el; then

7: break > Dostateéna konvergence
8 X =xA-6,I)" > Iteruj levy. ..
9: vi=(A—-0,1)"ty, > ...a pravy vlastni vektor
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3.3.4 Mocninné metody a zobecnény problém vlastnich ¢isel

Mocninnou metodou lze fesit pouze prosty problém vlastnich ¢isel. Chceme-li
fesit pomoci mocninné metody ¢i nékteré jeji varianty zobecnény problém vlast-
nich ¢isel

Ax = ABx (3.3.23)

musime ho pfevést na na prosty problém vlastnich ¢isel
B 'Ax = \x (3.3.24)

Je-li mozné levné spocist inverzi B, a pokud inverze prili§ neporusi ridkost
matice B, lze pouzit tento pfimy zptisob. Vlastni vektory takto transformovaného
problému jsou zaroven vlastnimi vektory problému ptvodniho. Tato varianta
muze byt vhodné, je-li matice B (skoro) diagonalni.

Neni-li vyhodné provést pifimou inverzi matice B ¢i rozklad, je mozné podobné
jako v inverzni mocniné metodé misto pocitani inverze v kazdém kroku fesit
rovnici:

By = Ax  pro neznamou y (3.3.25)

I v tomto pfipadé lze (pfi uziti pouze malého poctu kroki vhodného iterati¢niho
fesi¢e) zachovat linearni konvergenci metody. (Golub — Ye, [1999) Uzijeme-li na
rovnici (3.3.25)) iteracni pfedpodminény fesic¢, ziskdme predpodminénou mocninou
metodu. (Bai, 2000)

Mocninnou metodu pro zobecnény problém vlastnich ¢isel 1ze aplikovat taktéz
v blokové formé. Konvergenci lze urychlit uzitim metody posunu a inverze: v tom
pripadé prevedeme zobecnény problém na prosty transformaci

A=(A-0oB)'B (3.3.26)

Pokud neumime provést levné inverzi matice B, je operace posunu a inverze
obzvlast vhodna, nebot vypocetni slozitost ,,posunutého® problému se prilis nelisi
od vypocetni sloZitosti problému prevedeného dle rovnice (3.3.24).

Zhodnoceni variant mocninné metody

O uvedenych variantach mocninné metody lze Fici zhruba totéz, co o mocninné
metodé samotné: neni-li velmi silny divod pro jejich uziti (at jiz je to napft.
velmi snadné inverze matic tvaru A — 61, nebo naopak priliSny rozsah problému
pro feseni pomoci jinych metod), byvaji metody, které dale zminime, zpravidla
rychlejsi cestou k dosazeni cile.

To obzvlasté plati pro zobecnény problém vlastnich ¢isel, kde se zpravidla
nelze vyhnout pomérné (vzhledem k naro¢nosti nasobeni matice vektorem) , dra-
hému* rozkladu matice.

3.4 Projekéni metody I — krylovovské metody

Zatimco varianty mocninné metody se snazily o co nejlepsi odhad vlastniho
vektoru, ktery v kazdém kroku zptesnovaly, projekcéni metody na feseni vlastnich
¢isel buduji ,,vhodny maly*“ podprostor, do kterého problém promitnou. ,, Vhodny
maly“ znamené, ze feSeni promitnutého problému v tomto podprostoru musi byt
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snadno spocitatelné a zaroven pokud mozno co nejblizsi k feSeni origindlniho
problému.

Baze tohoto podprostoru se buduje inkrementalné, v prvnim kroku tvori
bazi startovaci vektor a v kazdém dalsim kroku se k nému prid4 dalsi vektor,
ortonormalizovany viuci vSem pfedeslym. Na rozdil od metod iterace vektoru
(nebereme-li v tivahu jejich blokové varianty) jsou tyto metody schopny spocitat
vice vlastnich ¢isel najednou. Nejuzivanéjsi metody z této skupiny jsou zalozeny
na krylovovskijch prostorech — budeme je tedy oznacovat krylovovské metody.

Krylovovské podprostory

Definice 39. Krylovovské podprostory matice A a vektoru x jsou posloupnosti
podprostori K, (A,x),n € 1,2--- 00, kde K,(A,x) je generovany bdzi

By, (4x) = ortonormalizuj{x, A'x, A°x, - -, A"x}
tyto bdze se nazyvaji krylovovské bdze.

Budou-li z kontextu jasné parametry A a x, budeme tyto prostory a jejich
baze znacit pouze K, respektive By .

Metody zalozené na krylovovskych prostorech jsou zobecnénim mocninné me-
tody (a v dalsi kapitole uvedenych minimalizac¢nich metod) — stejné jako ony
pocitaji A"xq, zatimco vSak mocnind metoda uziva k vypoctu Ritzova vektoru
pouze informaci z posledni iterace, metoda nejvétsiho spadu (kterou uvedeme
déle) z poslednich dvou, krylovovské metody uZivaji informace spoctené béhem
vSech iteracid.

3.4.1 Arnoldiho metoda

Arnoldiho metoda je zakladni krylovovska iteracni metoda na FeSeni prob-
lému vlastnich ¢isel pro nesymetrické a nehermitovské matice. Jejim jadrem je
Arnoldiho faktorizace: itera¢ni procedura pro ziskani krylovovské baze a projekce
matice A do podprostoru K,, v bazi B, .

Arnoldiho faktorizace

Prvni ¢len krylovovské baze vy je normalizovany startovaci vektor (vybrany
ndhodné nebo jako znamé aproximace vlastniho vektoru). Dalsi ¢leny béze v;
ziskdme ortonormalizaci vektoru Av;_; oproti predeslym vektorium béaze.

Nyni odvodime tvar matice A promitnuté do prostoru K,(A,xq) vzhledem
k bazi BKn(A,Xo)

H, =VHAV, (3.4.1)

JelikoZ pro i € {1,2,--- n} plati

1—2
V;, = AVZ',1 — ZOCJ'V]', kde Q; eC (342)

J=0

8Pfesnéji viech iteraci od posledniho restartu, s implicitnim restartem je situace jesté
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matice H, je v hornim Hessenbergové tvaru: méa nenulové prvky pouze v c¢asti
nad hlavni diagonalou, na hlavni diagonale a v diagonale pod hlavni diagonalou.

Definice 40. Matice H € C™" je v hornim Hessenbergové tvaru, je-li a;; =0
proi > j+ 1 (kde i oznacuje Fadkovy a j sloupcovy indez).

Matici H,, budeme nazyvat Arnoldiho Hessenbergovou matici

Arnoldiho Hessenbergova matice 7 konstrukce krylovovské baze vyplyva,
ze:

Vie {0,1,--- ,n—1}: Av, € K, (3.4.3)
Jelikoz K, C K,y1, matice H, 1 lze ziskat z H, pridanim jednoho radku a
jednoho sloupce. Pro matice H,, plati nasledujici rekurentni vztah:

Hn—l

H, = ,  kde a,, = (v, | Av,,_1) (3.4.4)

‘/nHAVn

00 -+ 0 apn

Vektor (V)" Av™ tvofici posledni sloupec matice je vektorem skalarnich soudinii
vektoru v; s vektorem Av,,.

Jelikoz jsou tyto koeficienty matice H,, zaroven koeficienty uzivanymi v (popf.
modifikovaném) Gram-Schmidtovu ortogonaliza¢nim algoritmu, pii vypoctu baze
krylovovského prostoru se zaroven tvori matice H,.

Arnoldiho metoda

Arnoldiho metoda provadi n kroku Arnoldiho faktorizace, ¢imz zaroven pocita
matici H,. Jelikoz pro vlastni vektor u" € R"™ matice H,, plati

AVIu - \Wla = (a0 v, (3.4.5)
kde u}} je posledni slozka vektoru u”, lze konvergenci kontrolovat pomoci podilu
OénJrl/th (346)

. Je-li tento podil dostatecné maly, je krylovovsky prostor dobrou aproximaci
invariantniho prostoru matice A.

Pokud je v nékterém kroku Arnoldiho metody vektor v, (a tedy koeficient
hj+1 ;) nulovy, K,_1(A,Xo) je vlastni podprostor matice A. Z toho plyne, Ze vlast-
nimi vektory matice H,_; jsou vlastni vektory matice A.

Algoritmus 3.4.1: Arnoldiho metoda

1: vo = pocateéni odhad vlastniho vektoru, |vo| =1

2: for 7=0,1,... do

3: w; = Av;

4 for i =0 to j do > Grand-Schmidtova ortogonalizace
5: H;; = (w;|v;) > spo¢teme prvek z matice H;
6 w; =W; — h;;v; > krok modifikovaného GS algoritmu
7 Hj—i—l,j = ||WJH > o z matice Hj
8 Vi1 =W, /i1, > pfiddme ortonormalizované w; do baze
9: end until(o;iq;/h;; <e)
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Takto provadéna ortogonalizace vektori v; vyuziva modifikovaného Gram-
Schmidtova (dale MGS) algoritmu, ktery je numericky stabilnéjsi nez puvodni
Gram-Schmidtiv algoritmus.

3.4.2 Reortogonalizace

P1i praktické implementaci se vSak ukazuje, ze i pfi pouziti MGS dochazi
kviili zaokrouhlovacim chybam ke ztraté ortogonality vektort v;. Tento problém
se Tesi reortogonalizacemi. (Parlett, [1980) Jelikoz je ortogonalizace nejdrazsi ¢asti
iterace, existuji testy, které zjistuji, zda je v tomto kroku reortogonalizace potieba.
Tato technika se nazyvé selektivni reortogonalizace. (Daniel et all, [1976)

Je veelku ziejmé (Parlett — Scott), [1979), Ze ztrata ortogonality vzristé s priby-
vajicimi iteracemi. Nejvétsi defekty v ortogonalité pfitom maji smér nejlépe zkon-
vergovanych Ritzovych vektori (Simon, 1982). Proto jedna z uéinnych selek-
tivnich reortogonalizci mé nasledujici schéma: Provede se m kroki Arnoldiho
metody, spocte aproximace vlastnich vektori a z nich vybere ty, které aprox-
imuji vlastni vektory dostatec¢né piesné. Pak se provadi dalsi kroky Arnoldiho
algoritmu, ve kterych se nové béazové vektory reortogonalizuji proti vybranym
aproximacim vlastnich vektort. (Mazzia, 1998)

Dalsi moznosti, jak omezit ztratu ortogonality je misto MGS uzit pro ortog-
onalizaci proceduru Householder ortogonalization (Walkex, [1988).

Householder ortogonalization je vypocetns drazsi (O(4m’*n — 4/3m?), za-
timco MGS ma slozitost O(2m?n) az O(4m?n), dle poctu reortogonalizaci). Dle
nékterych autort je vSsak numericky stabilnéjsi a proto vhodna obzvlasté pro
Arnoldiho faktorizaci k feSeni problému vlastnich ¢isel (Saad, 2003), v praxi se
vSak householder ortogonalization pro tyto tcely prili§ nepouziva, coz svédci spise
proti tomuto tvrzeni. V praxi se spiSe pouzivi MGS spolu se selektivnimi reor-
togonalizacemi.

3.4.3 Arnoldiho metoda s ¢astecnou ortogonalizaci a
restartovana Arnoldiho metoda

Nevyhodou Arnoldiho metody je, Ze s pribyvajicimi iteracemi p¥ilis vzrustaji
pamétové naroky algoritmu: algoritmus musi uchovéavat vektory v; a matici H, a
pamétova naro¢nost algoritmu je tedy O(nm + m?), kde n je dimenze matice A
a m je pocet iteraci.

Jednou z metod na sniZeni pamétové i vypocetni slozitosti problému je Arnol-
diho metoda s éastecnou reortogonalizaci. (Saad, 2003) V té se provadi ortogona-
lizace pouze viéi poslednim [ vektorim. Pamétova slozitost pak klesne na O(nl+
m?).

Explicitné restartovana Arnoldiho metoda Druhou, ¢astéji zminovanou
variantou algoritmu snizujici jeho pamétové naroky, je explicitné restartovana
Arnoldiho metoda

Explicitné restartovani Arnoldiho metoda je tvorena cyklem, v jehoz kazdém
kroku se vzdy provede k kroki Arnoldiho metody. Pak se zvoli vhodna linearni

9Jelikoz se uziva spise implicitné restartovand Arnoldiho metoda, popiSeme explicitné restar-
tovanou metodu jen stru¢né, presnéjsi vyjadieni zde nalézt v (Bai, [2000)
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kombinaci vektori x;,; = Zf:o v;, ktera se pouzije jako startovaci vektor Arnol-
diho metody v pristi iteraci. Tento cyklus probihé, dokud neni dosazena pozado-
vana presnost vlastnich vektort.

Existuje vice metod, jak zkonstruovat novy startovaci vektor. Jednou z moz-
nosti je vzit linearni kombinaci Ritzovych vektort (odhadt vlastnich vektort),
které jsou nejblize zadanym vlastnim ¢islam. (Saad, [1984)

Velmi casto se na konstrukei linearni kombinace vektora v;, jez je uzita jako
novy startovaci vektor, pohlizi jako na vytvoreni polynomu p(A)x;. Nékteré me-
tody explicitniho restartu konstruuji takovy polynom, ktery z vektoru x; odstrani
ynezadouci® vlastni vektory (Saad, 2003). Vlastni pary matice H; rozdéli na
Jzadané” [wy,6;] a ,nechtené® [w;, 6;]. Polynom p se pak sestavi tak, aby

pA(w;) #0 a zaroven pA(w;) =0 (3.4.7)

Nejuzivanéjsi explicitni metody vyuzivaji na konstrukci polynomu p Chebyche-
vovyjch polynomi. (Chatelin — Ho, [1990; [Saad, 1984)

Algoritmus 3.4.2: Explicitné restartovani Arnoldiho metoda

1: xg = pocateéni odhad vlastniho vektoru, |xo| = 1
2: fori=0,1,2... do
3: Proved k kroka Arnoldiho metody se startovacim vektorem x;
Spocti Wk = vlastni vektory HF a zkontroluj konvergenci
if metoda konverguje then
break
Zkonstruuj polynom p

Xiy1 = P(A)w;

3.4.4 Implicitné restartovanad Arnoldiho metoda

Castéji uzivanou variantou Arnoldiho metody je implicitng restartovana Arnol-
diho metoda. V této varianté Arnoldiho metody se nejprve provede m = k + [
krokt Arnoldiho faktorizace. Pak je provadén cyklus, v jehoz j-tém kroku se
neprve zkomprimuje spo¢teny krylovovsky prostor K, (A, X(()] )) na krylovovsky
prostor Kj(A, X(()j H)) a nasledné opét provede [ kroku Arnoldiho metody. Tento
cyklus probihé, dokud se ve spektru matice HY neobjevi dostatecné presné
vlastni vektory odpovidajici pozadovanym vlastnim ¢isltim.

Komprimace krylovovského prostoru spociva ve vytvoreni unitarni matice QY
ktera transformuje krylovovskou bazi a matici HY. Prynich k vektorit z transfor-
mované béze pak tvoii bazi pro dalf itera¢ni krok. Matice QU) je tvofena I kroky
implicitniho QR algoritmu (Implicitly Shifted QR Iteration (Demmel, 1997))

Implicitni QR algoritmus Implicitni QR algoritmus je itera¢ni procedurou
pro vypocet (Caste¢ného) Schurova rozkladu matice H (viz definice BH) v hornim
Hessenbergové tvaru. Tento algoritmus zacne s maticemi My = H,Qq = [ a ve
svém i-tém kroku vypocte matici Q; € C™™ a matici M; = QT M, ,Q;, které
spliuji nasledujici vlastnosti:
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S Q=1

— Prvnich i fadek a sloupcii matice M; a prvnich i sloupcti matice (); tvori
¢astecny Schurtv rozklad matice H, pficemz zbytek matice M; zustava
v hornim Hessenbergové tvaru.

Kazdy krok implicitniho QR algoritmu tedy ,,odstrani‘ prvek pod diagonalou
v 1-tém sloupci matice H, ¢imz na diagonéale ,,vznikne“ vlastni ¢islo. Tuto trans-
formaci provadi standardni implicitni QR algoritmus pomoci vnitiniho itera¢niho
cyklu, béhem kterého algoritmus ,,odhaduje* hodnotu vlastniho ¢isla na diagonéle
a se zpresnujicim se odhadem konverguje prvek pod diagonélou k nule. Pfi pouziti
v implicitné restartované Arnoldiho metodé je vSak hodnota tohoto vlastniho ¢isla
pfedem znamé, proto tento cyklus zkonverguje v prvnim kroku. (Demmel, [1997)

Implicitni restart Implicitni restart Arnoldiho metody rozdéli spektrum mat-
ice HY na na k chténych a [ nechténych vlastnich ¢isel. Nechténa vlastni ¢isla se
pak uziji k [ krokim QR iterace, ¢imz ziskame matici QU) = Hﬁ;(l) Q.

Matice HU) = (Q(j))JrH,S{)(Q(j)) m4 na diagonale od k plus prvniho prvku
nechténé vlastni ¢isla (a pod nimi nuly). H ,ij ™ ge utvord jako leva horni ¢tvercova
submatice tvaru [ x [ z matice ). Diky QR algoritmu ma matice H ,gj ™ ye svém
spektru pouze chténé vlastni ¢isla.

Véta 6. Necht V) e grxm je krylovovskad bdze a HY e ¢mm J© odpovidajict
Arnoldiho Hessenbergova matice. Necht QU) matice tvorend | kroky implicitni QR
iterace.

Pak bdze Vk,(j U torend pronimi k sloupci transformované bdaze Wi = QU )Vn(lj
a matice H,ijﬂ) ziskand jako levy horni blok velikosti k x k matice (Q(j))+H7gg)Q(j)
tvoti bdzi krylovovského prostoru Ky (A, X(()j+1)) a 37 prislusnou Arnoldiho Hessen-
bergovu matici.

)

Diikaz. Ovéfime, ze VUTD splituje definici krylovovské baze. Vime, ze (pro jednodu-
chost vynechame indexy ()):

AV, =V H,, + wel, (3.4.8)

kde e, je sloupcovy vektor délky m, majici posledni prvek rovny jedné a ostatni
nule a

w=(A-V,VFA)v,, (3.4.9)

wel tedy vyjadiuje rozdil mezi tim, jak krylovovskou bazi zobrazi matice A a jak
jejl prumeét do krylovovského prostoru. Diky struktufe krylovovského prostoru se
tyto matice lisi pouze v zobrazeni posledniho vektoru krylovovské baze a matice
we! ma nenulovy pouze posledni sloupec.

AV Q = Vi, H,,Q + wel Q (3.4.10)

Vezmeme-li W =V,Q (3.4.11)
pak AV,,Q = AV, Q(Q)" H,,Q + wel.Q (3.4.12)

( )

AW, = W,,Q"H,,Q + WeZ%Q
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Jelikoz matice @); generované implicitni QR iteraci maji horni Hessenbegrovu
strukturu, matice wel @ = wel Q,Q5 - - - Q;, ma prvnich k — 1 sloupcti nulovych
(kazdé nasobeni matici (); zmensi pocet nulovych sloupct o jeden).

Jelikoz Héf;) je v hornim Hessenbergové tvaru a QR iterace tento tvar za-
chovava, je v tomto tvaru i matice (QU))*HZ(QU)). O

Implicitni restart je ekvivalentni explicitnimu restartu, kde:
xJ = p(A)xY (3.4.14)

Polynom p(«) = Hﬁzl(a — 11i), kde koeficienty p; jsou posuny uzité v QR iteraci
(uSetii vSak provadéni k kroka Arnoldiho metody).

Algoritmus 3.4.3: Implicitné restartovana Arnoldiho metoda

1: Ziskej V., H,, pomoci m krokii Arnoldiho metody
2: for:=0,1,2,... do

3: Spocti spektrum o matice H,,

4: if konvegrence then

5: break

6: Rozdél o na chténé vlastni ¢isla o a nechténa o~ kde [0~ | =1

7 Q=1

8: forj=1toldo

9: Rozloz Hy, — o, I = Q;R > krok QR iterace

10: Q= QQ;

11: H,=Q"H,Q(1:k,1:k) > Levy horni obdélnik velikosti & x k

12: Vi =VQ(:,1: k) > Prvnich k sloupct

13: Proved dalsich [ kroka Arnoldiho metody s bazi V, a Hessenbergovou
matici Hy,

Detailnéjsi popis implicitni restartované metody lze najit v této literature: (Bai,
2000; [Sorensen, 1996; [Lehoucq et al., [1997; [Sorensen, [1992).

Konvergence Arnoldiho metody a jeji uziti

Konvergence Arnoldiho algoritmu je linearni. Tato metoda je zobecnénim moc-
ninné metody na metodu projekéniho typu, dosahuje tedy prinejhorsim stejného
konvergen¢niho faktoru. V praxi dosahuje rychlejsi konvergence a existuji ostiejsi
odhady konvergence, které vSak uz nelze jednoduse zapsat.

Jelikoz je krylovovsky prostor invariantni vici posunu a nésobeni matice
skalarem, rychlost konvergence neni podminéna podilem maximalniho a min-
imalniho vlastniho ¢isla, nybrz rozlozenim vlastnich ¢isel matice. Algoritmus ma
pritom tendenci nejrychleji konvergovat k vnéjsim vlastnim vektorim — tedy vek-
tortim odpovidajicim vlastnim ¢islim na pokraji spektra matice. Dobré ,,oddéleni’
vnéjsich vlastnich vektori urychluje konvergenci. (?) Analyzu konvergence lze
nalézt napt. v Saadové praci. (Saad, 1992)

4

Vyhody a nevyhody Arnoldiho metody Ze zde uvedenych metod je ne-
jnovéjsi — a zaroven asi nejpouzivanéjsi implicitné restartovand Arnoldiho metoda.
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Vyhodou vSech variant Arnoldiho algoritmu je dobry teoreticky zaklad, na kterém
jsou postaveny spolehlivé a dobfe ovérené knihovny.

Nevyhodou tohoto algoritmu je, Ze jeho ¢innost nelze prilis ovlivnit, a nelze
tedy pii vypoctu vyuzit specialnich vlastnosti matice (je béZné, ze matice vzniklé
z riznych zadani stejného problému maji podobné vlastnosti, které lze vyuzit
napt. k tvorbé vhodného predpodminéni).

Tento algoritmus také (diky kvadraticky se zvétsujici ¢asové a pamétové naroc-
nosti) nemusi dostacovat k feSeni problému velkych dimenzi.

V tomto algoritmu jsou v podstaté pouze tii mista, kde lze vyuzit znalosti
problému. Prvnim je moZnost (obzvlasté pro zobecnény problém vlastnich ¢isel)
predpodminéni problému: napf. misto problému Ax = ABx miiZeme FeSit prob-
lém C'Ax = AC Bx, ktery miize mit pro feSeni pomoci Arnoldiho algoritmu lepsi
vlastnosti.

Druhou, a asi nejdilezitéjsi, moznosti je vybér startovaciho vektoru: je-li
mozné alespon piiblizné odhadnout zadany vlastni vektor nebo alespon vektor
s nevelkym poc¢tem nenulovych slozek v Jordanové kanonické bazi, algoritmus
zkonverguje mnohem rychleji.

Tteti moznosti jak ovlivnit chovani algoritmu je specialni vybér nového star-
tovaciho vektoru pii restartu. Tato moznost je spiSe teoreticka, nebot jiz hotové
knihovny si vétsinou idi restart samy a nedévaji uzivateli moznost vybér tohoto
vektoru ovlivnit.

Uziti tohoto algoritmu je tedy v podstaté ,sézka na jistotu“: algoritmus
vysledek spocita s jistotou a rychleji nez mocninnéd metoda, pravdépodobné to
v8ak nebude nejrychlejsi algoritmus na dany specificky problém.(Sadkane, 1992)

Blokova verze Arnoldiho algoritmi

Arnoldiho metoda a metody od néj odvozené (implicitné restartovana Arnol-
diho metoda, nesymetricka Lanczosova metoda. .. ) lze implementovat i v blokové
varianté. V tomto pripadé se misto startovaciho vektoru v, iteruje béze star-
tovactho podprostoru Vi a v kazdém kroku se buduje ortonormalizovana baze
podprostoru ortogonalniho viiéi vSsem piedchozim prostorim. Matice H, pak
neni Hessenbergova (popf. tridiagonalni pro Lanczosovu metodu), ale blokové-
Hessenbergova (popf. tridiagonalni). Detaily k blokové implementaci lze nalézt
v (Bai, 2000; Saad, 2003; Sadkane, [1992; Harrar 11, [1998).

3.4.5 (Symetrickd) Lanczosova metoda

Lanczosova metodd' je v podstaté Arnoldiho metoda pro pripad hermitovské
¢i symetrické matice. Dale budeme pracovat s variantou pro hermitovské mat-
ice, pro symetrickou matici bude algoritmus identicky s vyjimkou chybéjiciho
operatoru komplexni sdruzenosti v nékterych rovnicich, zamény operatoru * za
operator I a z této zmény vyplyvajici zmény znaménka, nebot

wiw =ww’ ale wrw = —ww" (3.4.15)

JelikoZ je matice A hermitovskd, tak musf byt i H; = V;* AV hermitovska
(tento fakt vychézi z podobnosti téchto matic). Protoze je v8ak zaroven v hornim

10Tato metoda je také nazyvana symetrickou Lanczosovou metodou, pro rozliseni s nesymet-
rickou Lanczosovou metodou, kterou zminime déle.
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Hessenbergové tvaru, musi byt tridiagonalni. Z toho plyne, Ze vektor A(v;) =
Vir1 + a;v; + Biv;_1. Diky tomu je tfeba ortogonalizovat vektor v; pouze vuci
dvéma predchozim vektortim, coz snizuje vypocetni slozitost algoritmu. Zaroven
diky hermitovskosti plati A;_1; = (A4;,;-1)%. Matice H,, ma tedy nésledujici tvar:

aq 31 .
51 (&%) 52
A (3416
Q1 Bn—l
Bn—l (679

Reortogonalizace a Implementace Lanczosova algoritmu a restart

Stejné jako v Arnoldiho algoritmu dochézi i u Lanczosova algoritmu ke ztraté
ortogonality. To bohuzel kazi jinak teoreticky velmi tispornou metodu, v které by
v exaktni aritmetice stacilo pouze pocitat koeficienty «; a (5; a v paméti drzet
pouze posledni dva vektory. Vzhledem k nutnosti reortogonalizace to neplati a
musi se pouzivat reortogonaliza¢ni techniky jiz popsané u Arnoldiho algoritmu.

Vzhledem k nutnosti provadét reortogonalizace a tedy uchovavat spoctené
vlastni vektory je i u Lanczosova algoritmu nékdy tfeba provést restart. Nékteré
implementace (Marques, 1997) pouzivaji jednoduché techniky, kdy se dostatecné
zkonvergované vektory zamknou a vyberou se zcela nové startovaci vektory. Je
taktéz mozno pouzit technik implicitniho ¢i explicitniho restartu, pouzivaného u
Arnoldiho algoritmu: aplikace téchto technik se nelisi, a tak se jimi nebudeme jiz
hloubéji zabyvat.

Implementace Lanczosovy metody

Lanczostiv algoritmus buduje iteracné matici H,, a uklada vektory wv; pro
potieby reortogonalizaci. Kvili nutnosti reortogonalizi mtze vzniknout i u této
metody nutnost restartu — jelikoz se pro restart pouzivaji stejné techniky jako
u Arnoldiho metody, nebudeme se tématu vice vénovat a uvedeme zde pouze
zakladni schéma.

Algoritmus 3.4.4: Lanczosova metoda (bez restartu)

1: v; = pocatecni odhad vlastniho vektoru, |vq| =1
2: for 7=1,2... do

3: w; = Av;

4: o; = <Wz| Vi>

5: Bi = ||lwi — a;vi|

6 Vigr = W; — ;v /B

7 Je-li tfeba, reortogonalizuj

8: end until konvergence

Vyhody a nevyhody Lanczosova algoritmu

Na rozdil od Arnoldiho algoritmu mé Lanczosuv algoritmus bez reortogonal-
izaci linearni casovou i pamétovou slozitost, a je tedy vhodny i pro problémy
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velkych dimenzi. V praxi se vSak ukazuje, ze kvili ztraté konvergence jsou re-
ortogonalizace nutnosti. Proto je pamétova narocnost stejna jako u Arnoldiho
algoritmu, a to kvadratickd. Pokud by se reortogonalizace provadély v kazdém
kroku algoritmu, byla by shodna i vypocetni slozitost; vzhledem k tomu, Ze
lze provadét pouze c¢astecné a selektivni reortogonalizace a Ze jsou vypracovany
vcelku spolehlivé heuristiky, kdy je nutné reortogonalizace provadét, coz pocet
nutnych reortogonalizaci snizuje na minimum, jde o spolehlivy a ovéreny algorit-
mus s rychlou a jistou konvergenci.

3.4.6 Nesymetrickd Lanczosova metoda

Nesymetrickd Lanczosova metoda je adaptaci Lanczosova algoritmu na nesy-
metrické (a nehermitovské) matice. Stejné jako symetrickd Lanczosova metoda
tvori krylovovskou bézi prostoru, do kterého se matice A promitne jako tridi-
agonalni matice. Zatimco Arnoldiho a Lanczosova metoda pracovala s kolmou
projekei na prostor K, (A, Xg), nesymetrickd Lanczosova metoda uziva Sikmou
projekci na prostor K, (A, vy) s bazi V,, ve sméru kolmém k prostoru K, (AT, wy)
s bazi W,,, pricemz udrzuje baze V,, a W,, biortogonalni.

Definice 41. Bdze V a W wektorového prostoru dimenze n jsou biortogonalni,
pokud

Vie{1,2,---,n} (vi|w;) =1 a zdrover

Vie{l,2,--- ,n},Vje{l,2,--- ,n},j#i:(v;]w;)=0

Sikmy primét matice A — matice H, ma tento tvar (Saad, 2003):
H, = WTAV, (3.4.17)

Véta 7. Je-li A € C™? komplezni matice a V,, a W, biortogondlni bdaze krylovovs-
kych prostori K, (A, vo) a K, (AT, wy), pak je matice H, = W.I AV}, tridiagondln.

Diikaz. Necht dimenze matice A je d. Vezméme hermitovskou matici

2dx2d __ O A
B = (AT 0) (3.4.18)

pak

H = (V‘Z‘) TB (V‘Z‘) =Wl v (XT 61) (V‘Z‘) (3.4.19)

= (wrI vI) ( Af}‘v/ﬁ ) = WAV, + VFATW, (3.4.20)

7 definice krylovovské baze a biortogonality plati
Vi,je{1,2,--- ,n},j>i+1:w;Av; =0 (3.4.21)

obdobné pro AT a w;. Matice W AV,, a VT AT, jsou tedy diky biortogonalité
bazi V,, a W,, v hornim Hessenbergové tvaru. Jelikoz (AB)T = BT AT, matice
VIATW, = (WTAV,)T je zaroven v dolnim Hessenbergové tvaru. Z toho plyne,
7e WT AV, je tridiagonalni. O
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Uvedené véta zaroven ukazuje ,,myslenku® tohoto algoritmu: ,,zesymetri¢téni
matice A za cenu zdvojnasobeni jeji dimenze. Na této symetrické matici B se
n
Vi)’
kde W,, a V,, jsou krylovovské baze. Diky této volbé baze lze rozlozit matici H,
na soucet dvou matic, které jsou navzajem svoji transpozici. Algoritmus tak staci
provadét pouze na jednom kvadrantu matice B pri zachovani tridiagonality mat-

ice H,,.

provadi pseudo-Lanczosiiv algoritmus, uzivajici ,,pseudo-krylovovské® béaze

Implementace nesymetrického Lanczosova algoritmu

Nesymetricky Lanczostv algoritmus tedy vytvaii nesymetrickou tridiagonalni
matici:

a1 V2
52 Q2 3
A (3.4.22)
Opn—1 Tn
Brn oy

Tato matice se tvori nasledujicim algoritmem:

Algoritmus 3.4.5: Nesymetrickd Lanczosova metoda

1: vi, w; = pocateéni odhady vlastnich vektort matic A a A™, (vy|wy) =1
2: Bo=711=0 > Prvni bazové vektory se neortogonalizuji
3: for j=1,2... do

4 ;= (Avylwy)

5: Vipn =Av; —a;v; — [vj > Biortogonalizace
6: Wil = ATWj — QW — VW1

7= (V| Wit)

8: If 7 =0 then break

9: Yi+1 = V17l > Volba ;41 a ;41 tak,
10: Bip = (Vg1 Wip1) /v > e (Vigr| Wi ) =1
1 Vi =Y01/0m

120 Wi = Wi /Y4

13: end until konvergence

Na fadce [§ a [ lze zvolit ;41 a ;41 libovolné tak, aby byla zachovana biortog-
onalita bazi ({(v;41|w;41) = 1). Nejjednodussi je uzit takovou volbu, aby pokud
mozno zachovéavala vektory v; a w; ,rozumné velké* (kvili numerické stabilité
v aritmetice s kone¢nou presnosti).

Na rozdil od Arnoldiho a Lanczosovy metody neni u této metody zarucena
konvergence. Pokud v nékterém kroku bude (v;|W;) = 0, algoritmus zkolabuje,
aniz by doslo ke konvergenci, nebot nebude mozno korektné definovat vektory
v;, w;. Tuto situaci lze Tesit napi. pomoci restartu.

Druhou variantou pro feSeni tohoto problému, doporuc¢ovanou pravé pro uziti
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nesymetrického Lanczosova algoritmu pro pocitani vlastnich éisel je Lanczostv
algoritmus s predpovédi (Look-ahead Lanczos Method), kdy se algoritmus vy-
rovnava s neexistenci vektoru v;, w; tak, ze je preskod¢i a snazi se definovat bior-
togonalni vektory v; 1, w;,1, a pokud to nelze tak v, o, w; o atd. .. (Saad, 2003)
Dalsi moznost je vektory v;, w; do béze zahrnout, ale neortogonalizovat je vuci
v;_1 respektive w;_;.(Freund — Nachtigal, 1992). Oba tyto postupy vsak vedou
k tomu, ze matice H, nebude tridiagonélni, nybrz blokové tridiagonalni. Pti uziti
téchto technik neni zaruceno, ze se podaii nalézt vektory v;i,, w;i,, které vy-
hovuji pro dalsi pokracovani algoritmu. V tom piipadé nezbyva, nez provést nék-
terou formu restartu.
Problémy nastévaji i pokud jsou vektory v;, w; pouze ,,skoro“ kolmé

(vilwi) =0 (3.4.23)

nebot se tim (v aritmetice s kone¢nou presnosti) velmi zvysi nepfesnost vnasena
zaokrouhlovacimi chybami. I v tomto pripadé muze byt lepsim resenim uzit tech-
niku look-ahead (a v pripadé selhani popf. provést restart).

Vyhody a nevyhody nesymetrického Lanczosova algoritmu

K vyhodam tohoto algoritmu patii predevsim mensi pamétova naro¢nost a z toho
vyplyvajici moznost pocitat s vétsimi prostory — tim se snizi ¢i piimo eliminuje
pocet nutnych restarti algoritmu (¢imz se snizi pocet nutnych operaci); zaroven
je jedna iterace kratsi nez u Arnoldiho algoritmu.

Nevyhodou tohoto algoritmu je zatim nedostatecné prozkouméni jeho vlast-
nosti, déle fakt, Ze neni zarucena konvergence, a také vétsi nachylnost ke vzniku
chyb zptisobenych aritmetikou s kone¢nou presnosti, coz zvysuje ¢etnost nutnych
reortogonalizaci a restartli. Jde tedy o rychly algoritmus vhodny i na problémy
vétsich dimenzi, na nékterych typech problému se ale mohou projevit uvedené
negativni vlastnosti.

3.4.7 Krylovovské metody pro zobecnény problém vlast-
nich cisel
Jelikoz vSechny krylovovské metody jsou vhodné pfedevsSim pro prosty prob-
lém vlastnich ¢isel, jejich adaptace na zobecnény problém vlastnich ¢isel pouze
néjakym zptisobem prevadi zobecnény problém na prosty. Proto jsou tyto postupy
spole¢né pro vSechny krylovovské algoritmy. Uvazujme tedy zobecnény problém
vlastnich ¢isel ve tvaru

Ax = ABx, kdexeC"~ {0}, A,BeC™™ (3.4.24)

Je-li matice B hermitovskéd pozitivné definitni, pak je v uvedenych variantach
krylovovskych metod pro zobecnény problém vlastnich ¢isel vyhodné uzit B-
ortogonalizace (viz kapitola [L22). Arnoldiho algoritmus s B-ortogonalizaci je
standardni Arnoldiho algoritmus, v némz je skalarni sou¢in (v ortogonalizacni

"' Metody zalozené na budovani tridiagonalni matice Ize s ispéchem pouZit i na fegeni systému
linearnich rovnic.
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smyc¢ce) nahrazen B-skaldrnim soucinem. Diky tomu jsou béazové vektory krylo-
vovského prostoru B-ortogonalni a zobecnény problém vlastnich ¢isel se v promit-
nutém prostoru redukuje na problém prosty.(Meerbergen — Spence, [1997; Booten
et al., 11996)

Jednoduché adaptace krylovovskych algoritmit na zobecnény problém

Nejjednodussi varianta Arnoldiho algoritmu pro zobecnény problém vlastnich
¢isel se témeér nelisi od varianty pro prosty problém, jedinym rozdilem je, Ze
v krylovovském prostoru se fesi zobecnény problém vlastnich ¢isel. Tato metoda
ovSem nevyuziva vlastnosti matice B a je tedy vhodna hlavné pro pripady, kdy
B je ,blizkd* identické matici.

éastéji citovanou variantou Arnoldiho algoritmu pro feSeni zobecnéného prob-
lém vlastnich ¢isel je provadét (explicitné ¢i implicitné) restartovanou Arnoldiho
metodu s krylovovskymi prostory K,,(A — 0;B,x;), kde x; je dominantni vektor
Arnoldiho Hessenbergovy matice z predchozi iterace (pro i = 0 libovolny odhad)
a #; jemu odpovidajici vlastni ¢islo. Pro symetrické matice A, B se tak pii kazdém
restartu maximalizuje Rayleightiv koeficient na krylovovském prostoru. Tato vari-
anta je zobecnénim metody nejvétsiho sestupu a tudiz lze (pro symetrické matice)
dokazat jeji konvergenci. Rychlost konvergence této metody lze vylepsit uzitim
predpodminéni. (Golub — Y, [2002)

Arnoldiho metoda pro zobecnény problém vlastnich ¢isel s purifikaci

V pripadé, ze A neni singularni, je mozné uzit metody posunu a inverze: ap-
likovat prislusnou Arnoldiho metodu pro prosty problém vlastnich ¢isel na matici
(Lehoucq — Scott, 1997)

S=(A-0B)'B (3.4.25)

Parametr o € C je posun (shift), se stejnym vyznamem jako v predchozi varianté
algoritmu. Vzhledem k naro¢nosti inverze (rozkladu) se zpravidla uziva jedna
matice S pro vSechny restarty.

Je-li B singularni, mohou se v promitnuté matici S objevit takzvané podivné
vlastni vektory — takto nékteri autori nazyvaji vlastni vektory matice H,, které
odpovidaji vlastnim vektortim pfislusnym k nulovym vlastnim ¢islim matice S
(a tedy odpovidajici ,nezajimavym* nekoneénym vlastnim vektoram ptivodniho
problému). Kvili zaokrouhlovacim chybam v aritmetice s koneénou presnosti ne-
musi byt vypoctené vlastni ¢islo nélezici témto vektorim nulové. Ze stejného
divodu se miize objevit i vicenasobny vyskyt jednoho vlastniho vektoru ptvod-
niho problému. Je mozné ukazat (Rommes, 2006), ze uziti B-ortogonalizace ¢ast
téchto vektort odstrani.

Pomoci B-ortogonalizace je mozné odstranit pouze nékteré podivné vlastni
vektory. Vezme-li se za startovaci vektor vektor S%x, tyto vektory vymizi (zjedno-
dugené feceno se ve vektoru X = S?xg zobrazi na nulovy vektor). Aritmetika
s konec¢nou pfesnosti a s ni spojena ztrata ortogonality vSak muze zapTicCinit, ze
se tyto vektory ve spektru matice H, opét objevi. Proto se spolu s B-ortgonalizaci
a nasobenim startovaciho vektoru uziva purifikace.

Arnoldiho metoda s purifikaci na konci algoritmu (respektive pii kazdém
restartu) spocita vlastni pary (y;,6;) matice H,. Ty odpovidaji (aZz na podi-
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vné vektory) vlastnim vektorim v; puvodniho problému. Ty pak procisti vyna-
sobenim matici S (nebot tim opét ,,podivné“ vlastni vektory odpovidajici jadru
matice B vymizi). Diky struktuie krylovovské béze plati

SVyi = Vn+1ﬁn+1}’i (3-4'26)

kde matice H,; je prvnich n sloupcti matice H, ;. Purifikace tedy po spocteni
vlastnich vektori spocte jeden krok Arnoldiho faktorizace navic a matici H,
procisti vlastni vektory matice H,. (Meerbergen — Spenc, [1997; [Sorensen, [1996)

Zhodnoceni projekénich metod postavenych na krylovovskych pros-
torech

Pro jednoduchy problém vlastnich ¢isel nabizi Lanczosova metoda rychlou a
spolehlivou metodu pro feseni problému vlastnich ¢isel, ve své symetrické formeé
navic velmi dobie podlozenou teoretickymi zaklady. Tyto vytecné vlastnosti sice
ponékud kazi fakt, zZe pfi pouziti na zobecnény problém vlastnich ¢isel je treba
pocitat rozklad matice, avSak vzhledem k tomu, Ze pro rychlou konvergenci je
stejné vhodné provést operaci posunu a inverze, tato nevyhoda neni tak velka,
jak by se na prvni pohled mohlo zdat. Lanczosova metoda tak ztstava vytecnou
volbou pro TeSeni jak prostého, tak zobecnéného problému vlastnich cisel.

3.5 Metody zaloZené na iteraci vektoru II — min-
imalizac¢ni metody

Prestoze se na minimaliza¢ni metody da nahlizet jako na rozsifeni mocninné
metody, uvadime je az nyni, nebot jedna z minimaliza¢nich metod, metoda sdruze-
nych gradienti, méa silnou vazbu na Lanczosovu metodu.

Nejvétsim problémem mocninnych metod je silna zavislost na zvoleném star-
tovnim vektoru: zvolime-li poc¢ateéni odhad $patné, bude trvat velmi dlouho, nez
v iterovaném vektoru ziska prevahu slozka odpovidajici dominantnimu vlastnimu
vektoru.

Minimalizacni metody se snazi vyuzit informaci, kterou ndm vypocet prinasi,
a stanovovat tak ,lepsi odhad* vlastniho vektoru, nez A"x uzivané mocninnou
metodou. Tyto metody voli v kazdém kroku za odhad vlastniho vektoru vektor
z n&jakého malého (typicky dimenze dvé aZ tii) podprostoru, ktery minimalizuje
(popf. maximalizuje) danou veli¢inu.

Cast autori tyto metody uvadi pouze pro feseni linedrnich systému a jako
metodam pro feseni problému vlastnich ¢isel jim priklada pouze maly vyznam;
proto tyto metody aplikované na problém vlastnich ¢isel nemaji vlastni nazev a
uzivaji stejné nézvy jako korespondujici metody pro feSeni linearnich systémfl

12 Nekteti autofi (Saad, 2003) nazyvaji tyto metody projekénimi metodami, protoze na
provadéné minimalizace 1ze nahliZet jako na vhodnou projekci iterovaného vektoru. Tento termin
je vBak zaroveil (a Cast&ji) uzivan pro metody, které uzivaji k feSeni projekce do podprostori,
proto budeme tyto metody oznacovat jako minimalizacni.
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3.5.1 Metoda nejvétsiho spadu

Nejjednodussi z minimaliza¢nich metod je metoda nejvétsiho spadu, coz je
adaptace stejnojmenného algoritmu (uzivaného v riznych odvétvich matematiky)
na feSeni problému vlastnich ¢isel. Tato metoda mé zaru¢enou konvergenci pouze
na symetrickych pozitivné definitnich maticich. Nékteti autofi tuto metodu nazy-
vaji (aby se odlisila od metody nejvétsiho spadu pro feSeni linearnich systém)
metoda minimdlniho residua.

Teoreticky zaklad metody nejvétsiho spadu

Metoda nejvétsiho spadu je obecné iterativni procedura slouzici k nalezeni
minimalizace ¢i maximalizace funkce f : R™ — R. Iterace této metody je

xt =x' — q;Vf (3.5.1)

kde V[ zna¢i gradient funkce f — tj. smér, ve kterém se (lokélniinejvice meéni
jeji hodnota — a o; € R minimalizuje hodnotu funkce f v prostor E}

P=x"-pvf BER (3.5.2)
Definujme funkci f4 : R"*" — R jako transpozi¢ni Rayleightiv koeficient:
(Ax[x)
Ja= (3.5.3)
(x[x)r
a dokdzeme nésledujici vétu:
Véta 8. Necht matice A™*" je symetrickd. Pak Vx € R" plati
)\mz’n S fA(X) S )\max (354)
kde Apmin @ Amaz Jj€ minimdini a maximdlng vlastni ¢islo matice.
Dale pak
Vfa(x) = A(x) — fa(x)x (3.5.5)
Diikaz. 1. 7 linearity skalarniho sou¢inu i nasobeni matic plyne, ze f(x) =

f(ex) pro kazdé Vx € R"™ a Ve € R ~\ {0}, tvrzeni tedy sta¢i dokizat pro
x € R™ spliwjici (x| x), = 1. Pro takovéto vektory je fa ekvivalentni funkci

ga = (Ax|x);, xeS={xeR": (x|x);,=1} (3.5.6)
Jelikoz je funkce g spojitd a prostor S je kompaktni, musi na ném funkce

g4 dosahovat extrémii.

Ze znamé véty o Lagrangeovych multiplikatorech a vazanych extrémech
vime, ze g mize mit vazany extrém pouze v bodé, jez splhuje pro i €
{1,---,n}

ix, 5x, =0 zderivujeme (3.5.7)
ATx + Ax — X\2x = 0 jelikoz AT = A (3.5.8)
Ax — Ax =0 (3.5.9)

I3Negkteff autofi v piipadé metody nejvétsiho spadu pro poéitani vlastnich &isel uvadéji pros-
tor Vf — x*, véta[d ukazuje, Ze jde (z hlediska vlastnich vektori) o stejny prostor.
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Funkce g4 tedy miize dosahovat extrémi pouze na vlastnich vektorech.
Jelikoz pro kazdy vlastni par v;, A; : g(v;) = A;, musi platit

Vx e R™ |Ix|| =1 : Muin < 9(2) < Mg (3.5.10)

2. Gradient
_(0f(x) df(x) d.f(x)
Via=]| . 0% AR ox. ] (3.5.11)
7 pravidel pro derivace plyne:

AN — (A KXy g
v (<[] (3:0:12)
_ (x| VAX ) + (Vx| Ax ) — 2fa(x)x (3.5.13)

(x[x)r

Ax + ATx — 2fa(x)x
= 3.5.14
(xIx), 351
=cr; (3.5.15)
kde r, = AXZ‘ — fA(Xi)Xi a C = ﬁ (3516)
O

Smér gradientu r; budeme dale nazyvat residuum. Jelikoz je konstanta ¢ pro
smér residua nepodstatnéa, budeme normovat vektor x; tak, aby byla rovna jedné.

Nyni dokazeme nasledujici jednoduchou vétu, kterd umoznuje hledat vektor
maximalizujici funkci f jako vlastni vektor matice promitnuté do prostoru V =
span(X;, r;).

Véta 9. Necht matice Ay je symetrickd matice A € R™™ kolmo promitnutd do
prostoru
V = span(x;, r;)
a vektor a jemu prislusné residuum
x;, r; € R", x; £ 0
Pak
JueP={xecR":x=x;—aVfs} (3.5.17)

jenz je vlastnim vektorem matice Ay ndleZejicim k vétsimu z vlastnich ¢isel matice
Ay. Tento vektor maximalizuje fa na prostoru P (i na prostoru V).

Diikaz. Dtkaz budeme budovat po krocich z jednotlivych tvrzeni:

1. Vlastni vektor Ay nemiize mit smér r;.

Mel-li by vlastni vektor matice Ay s vlastnim ¢islem A smér r;, musela by
mit Ay (v normalizované bézi x;, r;) pravy horni prvek nulovy. Protoze je A
symetricka, je symetricka i jeji kolma projekce do prostoru s ortonormalni
béazi. Ay by tedy musela mit v této projekci nulovy i levy dolni prvek, x;
by byl tedy také vlastnim vektorem A, a r; by tedy byl nulovy, coz je spor.
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2. Je-li B
YV =V~ span(r;) (3.5.18)

pak

VeV, IwePafeR {0} tak 7e
w=/pv a fa(v)= fa(w) (3.5.19)

Obé ¢asti tvrzeni jsou zfejmé: z predpokladu plyne, ze
v=79%x;+er; kde yeR~{0} a ecR (3.5.20)

Pro nalezeni vektoru w staci polozit § = 1/+. Druha ¢ast tvrzeni je dusledek
faktu, ze hodnota fa je zavisla pouze na sméru, nikoli velikosti vektoru, coz
lze snadno odvodit dosazenim do rovnice [3.5.3]

Timto a predeslym tvrzenim jsme dokéazali existenci vektoru u z predpok-
ladu véty.

3. Jelikoz Ay je symetricka, funkce f je dle véty [§ v prostoru V maximal-
izovana vlastnim vektorem v matice Ay . Jelikoz P C V a fa, vektor u
maximalizuje f4 na prostoru P.

O

Algoritmus a implementace

Véta O ukazuje jak snadno nalézt maximum funkce f na prohledavaném pros-
toru — jelikoz zalezi pouze na sméru iterovaného vektoru, staci najit vlastni vektor

matice
_ (falxi) € - (A xi)
Ay = ( i fA(rz‘)) £ = ) (3.5.21)

Vlastni vektory matice Ay spocteme pomoci rovnice
det |[Ay —AI| =0 (3.5.22)

Diky své dimenzi bude tato rovnice kvadraticka, a tedy snadno resitelna.

Algoritmus 3.5.1: Algoritmus metody nejvétsiho spadu

xo = pocatecni odhad vlastniho vektoru, (x¢|x¢); =1
fori=1,2... do
pi = Ax;
0; = (pi| xi)p > 0; = fa(xi)
r; = pi — 0%
Spo¢ti matici Ay > Dle (35:21))
X;+1 = nejvetsi vlastni vektor matice Ay, (Xj41|Xip1)p =1
end until ||r;|| > €6; > € je kritérium konvergence
return x;
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Ze vety @l vyplyva, Ze p;y1 ma smér (p; — aAr;). Jelikoz Ar; pocitame pii ses-
tavovani matice Ay, mizeme na radce 3 uSetfit jedno nasobeni matice vektorem
a pocitat p; iterativné ze vztahu

p; — aAr;

_— 3.5.23
T + adri] (3.5:23)

Pi+1 =
Takto pocitané p; vSak bude vlivem aritmetiky s kone¢nou piesnosti zatizeno
zaokrouhlovacimi chybami, proto je tfeba ,,jednou za ¢as“ prepocitat p; z definice
p; = AX; znovu.

3.5.2 Metoda nejvétsiho spadu pro zobecnény problém vlast-
nich cisel

Definujeme-li funkei f4 p jako zobecnény transpozi¢ni Rayleightv koeficient,

(x| Ax)
= —— 3.5.24
je jeji gradient opét residuum a nabyva svého minima a maxima na minimalnich a
maximélnich vlastnich ¢islech a vlastnich vektorech (vSe pro zobecnény problém).

Algoritmus nejvétsiho spadu pro zobecnény problém vlastnich ¢isel se tedy lisi
vypoctem residua a vypoctem vlastnich ¢isel matice Ay: vektor x;.1 se spocte
jako (dominantni) vlastni vektor zobecnéného problému Ayx = AByx.

Tyto uvedené varianty nejvétsiho spadu jsou velmi podobné metodé sdruze-
nych gradienti. Jelikoz metoda sdruzenych gradientti dosahuje v praktickém uziti
rychlejsi konvergence za cenu nevelkého zesloziténi vypoctu, nebudeme se im-
plementacemi téchto metod prilis zabyvat, pripadny zajemce si snadno odvodi
konkrétni implementaci z prislusné varianty metody sdruzenych gradienti.

Konvergence metody a predpodminénid metoda nejvétsiho spadu

Z Kantorovicovy nerovnosti (Saad, 2003) plyne, Zze metoda nejvétsiho spadu
mé zarucenou konvergenci pro symetrické pozitivné definitni (dale SPD) matice.
Lze ji tedy uzit k vyhledani dominantniho ¢i submisivniho vlastniho ¢isla SPD
matice (funkce f4 se maximalizuje ¢i minimalizuje).

Pro konvergenci metody nejvétsiho spadu na problém vlastnich ¢isel (v pii-
padé pocitani submisivniho vlastniho ¢isla) plati nasledujici asymptotické vztahy
(Ovtchinnikow, 2002; [Saad, 2003):

(e} =0 (—j:j; . j:) (35.25)
2
{0, —\} =0 (W) (3.5.26)

Gmin & Omae vyjadiuji minimalni pozitivni (tedy diky SPD druhé nejmensi) a
maximimalni vlastni ¢islo matice M = (A — A\ B), kde A\ je nejmensi vlastni
¢islo matice A.

Rychlost konvergence metody lze zvysit pomoci predpodminéni. Zjednodusené
feCeno, misto problému Ax = ABx budeme resit problém

KAx = AK Bx (3.5.27)

99



kde K je predpodminiujici matice, SPD matice velikosti n x n. Ze vztahu (3.5.25))
vyplyva, ze ¢im je vétsi rozdil mezi maximalnim a minimalnim vlastnim ¢islem
v poméru k velikosti maximalniho vlastniho ¢isla, tim je konvergence metody
rychlejsi. Pro prosty problém vlastnich ¢isel je tedy jako predpodminujici matice
vhodné matice K, jez odhaduje inverzi matice A (nékdy nazyvanou pseudoinverze

matice)
vx € R" : a(x| Kx) < (x| A7'x) < b(x| Kx) (3.5.28)

a,b € R vyjadiuji ,kvalitu” predpodminéni. (Knyazev, [1991) Cim jsou blize
k jedné, tim prfedpodminujici matice lépe aproximuje inverzi A a pfedpodminéni
je kvalitnéjsi.

Na aplikaci skalarnitho soucinu lze také hledét jako na nahrazeni skalarniho
sou¢inu v definici f4 predpodminénym skaldrnim soucinem (Bai, 2000)

(x|y) g = (K 'x|y) (3.5.29)

7 pouziti odlisného skaldrniho soucinu plyne v podstaté jedina odlisnost: gra-
dient predpodminéné metody méa tvar Kr; a tedy x;,; bude vlastnim vektorem
podprostoru generovanym vektory x; a Kr;.

Blokova varianta metody nejvétsiho spadu

V blokové adaptaci této metody je vyhodné pro nalezeni dominantnich vek-
torti uzit Ritzovu proceduru. Tato modifikace steepest descent je pak velmi blizka
metodé Ritz-accelerated subspace iteration. Je-1i V; iterovany blok vektorti, pak
blokova mocninna metoda uziva Ritzovu proceduru na vektory AV, zatimco
steepest descent na vektory {V;, AV;}.

Blokovou metodu nejvétsiho spadu lze analogicky rozsitit pro feSeni zobec-
néného problému vlastnich ¢isel ¢i urychlit jeji konvergenci uzitim predpodminéni.

3.5.3 Metoda sdruzenych gradienti

Prirozenym zobecnénim metody nejvétstho spadu je metoda, ktera
v i-tém kroku minimalizuje Rayleightiv koeficient pfes prostor

St ) (3.5.30)

P = span(x7,x

Pokud 7 = 0, jde o metodu nejvétsiho spadu, pokud j = ¢, pak ziskaime metodu
ekvivalentni Lanczosové metodé. Ackoli zatim neni k dispozici teoretické zduvod-
néni, z numerickych experimentii vyplyva, Ze zvolime-li parametr j vétsi nez
jedna, konvergence se neurychli. Zvolime-li j = 1, ziskand metoda se nazyva
Metoda sdruzenijch gradienti pro problém vlastnich ciselld

Jelikoz se metoda sdruzenych gradienti pro vypocet vlastnich ¢isel uziva
v praxi vyhradné pouze v blokové varianté s prfedpodminénim (a jeji schéma
je v podstaté totozné s metodou nejvétsiho spadu), uvedeme zde rovnou nejobec-
né¢jsi pripad: pfedpodminénou blokovou metodu pro zobecnény problém vlastnich
Cisel.

147de se nabizi paralela s metodou sdruZenych gradienti pro feSeni linedrnich systémii.
V tomto pripadé lze diky tridiagonalni struktuie Lanczosovy matice dokézat, Ze pro symet-
rickou pozitivné definitni matici je optimalizace pies prostor x;_1,X;,r; ekvivalentni optimal-
izaci pres cely krylovovsky prostor. (Saad, 1992) V pfipadé metody sdruzenych gradientt pro
FeSeni problému vlastnich ¢isel neni zatim tento fakt teoreticky podlozen. (Knyazev)
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Lokalné optimalni blokova predpodminénid metoda sdruzenych gradi-
enti

Lokdlné optimdlni blokovd varianta metody sdruzenijch gradienti (Localy Op-
timal Block Preconditioned Conjugate Gradient ddle LOBPCG) je nejcitovanéjsi
blokova varianta metody sdruzenych gradienti. LOBPCG v kazdém kroku ziskévé
vektory X*! Rayleigh-Ritzovou procedurou aplikovanou na prostor

P = span(X"', X', KR;) (3.5.31)

kde K je predpodminujici matice. (Knyazev, [2002)

Algoritmus 3.5.2: Algoritmus LOBPCG

1: XO ¢ grom > pocatecni odhad vlastnich vektori, ||x,,]| = 1
2: for:=0,1... do
3: for j =1to mdo

@] 4x® >
! = <XZ‘) XJ(‘) -
(45,
. (@ _ (%) (1) g ()
6: S0 = KR > K je pfedpodminujici matice
7. X0 = Rayleigh-Ritz(X0~Y X0 SO 1:m) > Prvnich m

normalizovanych vlastnich vektort (sefazeno dle vlastnich ¢isel)
8: end until konvergence

Existuji i jiné moznosti jak aplikovat blokovy princip na metodu sdruzenych
gradentd, napt metody PCG a PCG-XR (Tomov et al., 2005h). Ty provadéji
algoritmus sdruzenych gradientu na kazdém vektoru zvlast, pouze je vuci sobé
ortogonalizuji, Rayleigh-Ritzovu proceduru pes cely generovany prostor (fadek
v algoritmu LOBPCG) pak provadéji jen jednou za k kroki. Podle numerickych
experimentt v8ak nedosahuji lepsich vysledki nez algoritmus LOBPCG. (Tomov
et al., 12005a)

Konvergence a uziti minimaliza¢nich metod

Odhady metody sdruzenych gradientt jsou nyni predmétem vyzkumu, je doké-
zéna konvergence pro symetrické matice. Tato metoda konverguje nejméné tak
rychle jako metoda nejvétsiho sestupu, k dispozici jsou i ostiejsi odhady kon-
vergence (Knyazev — Neymeyr, 2001; [Knyazev — Neymeyr). V numerickych ex-
perimentech se ukazuje, ze v praxi tato metoda konverguje rychleji nez metoda
nejvétsiho sestupu (kvili tomu se metoda nejvétsiho spadu v praxi neuziva).

Tato metoda neni tolik citovana jako metody krylovovskych prostort ¢i dale
zminéna Jacobi-Davidsonova metoda. Jeji uziti by mohlo byt vhodné, pokud
chceme spocist predem znamy a ne prilis velky pocet vlastnich c¢isel a méame-li
moznost odhadnout inverzi matice A a tento odhad pouzit jako predpodminéni.

Dalsi mozné uziti této metody je v zavéru selfkonvergencéniho cyklu, kdy
opravujeme u mnoha vlastnich ¢isel, predchozimi iteracemi jiz velmi dobie odhad-
nutych, pouze malou chybu vzniklou nevelkou aktualizaci potenciali generujicich

61



matice problému vlastnich ¢isel. V tomto pripadé miize byt i jinak méné spolehliva
¢i rychla metoda rychlejsi nez projekéni metody, které zpravidla buduji projekéni
podprostor z nékolika mélo vektori a tak nemusi byt schopny vyuzit vSech in-
formaci ziskanych béhem predchozich iteraci selfkonzistentniho cyklu. Projekéni
algoritmy také potiebuji nékolik prvnich iteraci pouze k tomu, aby v projekénim
prostoru zpétné oddélily odhady vlastnich vektort z predeslé iterace, poskytnuté
jako linearni kombinace v startovacim bloku vektori, zatimco projekéni algoritmy
pracuji se vSemi vstupnimi vektory jednotlivé.

Prestoze tedy v soucasné dobé nase volba na metody z této skupiny nepadla,
jedno z potencialné nadéjnych pouziti Tesici z této skupiny se nabizi: pouzit
v projektu Tesice dva. Jeden projekéni k rychlému ziskani odhadu vlastnich ¢isel
a jeden iteracni, slouzici k upresnéni vlastnich vektori s malou chybou.

3.6 Jacobi-Davidsonova metoda

Jacobi-Davidsonova metoda na feSeni problému vlastnich ¢isel je metodou
projekéni. Z urc¢itého pohledu se dé povazovat za zobecnéni Arnoldiho metody
(v podobném smyslu, jako je metoda nejvétsiho sestupu zobecnénim mocninné
metody). Zaroven lze na tuto metodu hledét jako na projekéni variantu metody
iterace Rayleighova koeficientu. Jacobi-Davidsonova metoda vsak byla odvozena
z Davidsonovy metody pro vypocet vlastnich ¢isel silné dominantni symetrické
matice. (Davidson, lJan. 1975)

3.6.1 Davidsonova metoda

Definice 42. Matice A € C"*" je silné diagondlné dominantni, pokud

n n
Vie {12, n}e agl > laigl & laigl > lagl
j=1 j=1
J#i J#i
Davidsonova metoda je projekéni metoda, ktera neuziva krylovovské baze,
nybrz rozsituje prohleddvany prostor o opravu odhadu vlastniho vektoru. Tuto

opravu ziskd pomoci matice (D4 —0;1) (D4 je diagonala matice A), kterou aprox-
imuje matici (A — 6;1).

Algoritmus 3.6.1: Davidsonova metoda

. x© e cn > pocateni odhad vlastnich vektort, ||xo] =1
for:=0,1... do
ly:, 0;] = ,nejvhodnéjsi* vlastni par matice A v prostoru span(xo, . ..,X;)
u; = Xiy;

r, = Aui — Hl-ui

If ||r;|| < 6;e then break

v, = (DA — 91‘])711'2'

X;+1 = orotonormalizuj(v,; vaci {xo,...,x;})

Na matici M; = (D4 —6;1) lze hledét jako na pfedpodminéni. Byla-li by rovna
identické matici, jednalo by se o ekvivalent Arnoldiho algoritmu. Matice M; se zda
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byt aproximaci matice (A — AI), pokud v8ak vezmeme presny odhad, je zfejmé,
7e tato interpretace predpodminéni neni spravna, nebot (A — A\I)~'r; = u;. Krok
s takovymto predpodminénim by tedy nerozsitil prohledavany podprostor.

Lze ukazat, ze Davidsonova metoda ma velmi blizko k staré Jacobiho itera¢ni
metodé; Davidsonova metoda je projekéni verzi minimaliza¢ni metody vynalezené
Jacobim, ve které se vektor x;.; pocita pouze jako linearni kombinace vektort
x;, u;.(Sleijpen — der Vorst)

Sleijpen a van der Vorst ukazuji (Sleijpen — van der Vorst, [1994), Ze pro silné
diagonalni matici je Davidsonova aproximace dobrou aproximaci matice M;. To
vysvétluje i konvergenci této metody pro silné diagonalné dominantni matice.

3.6.2 Jacobi-Davidsonova metoda

Jacobi-Davidsonova metoda je zobecnénim Davidsonovy metody pro obecné
matice. Tato metoda se lisi od Davidsonovy metody uzitou predpodminujici
matici. Jacobi-Davidsonova metoda uziva jako prfedpodminéni matici (A — 6;1)
promitnutou do prostoru kolmého k prostoru generovanému odhadem vlastniho
vektoru u;.

M; = (I —uu])(A—6,1)(I —wul) (3.6.1)
Jelikoz nelze jednodusSe spocist inverzi matice M;, v kazdém kroku je nutno vyrtesit
korekéni rovnici. (Sleijpen et al.,; 1999)

(I —wul ) (A -6, —wul)v; = (A —6;1)u; =r, (3.6.2)

Odvozeni této rovnice uvedeme u zobecnéného problému. Tato rovnice se Fesi
iterativnim feSicem, nebot z numerickych experimenti vyplyva, Ze rovnici neni
tieba Tesit piilis presné (v praxi se uziva strategie TFesit rovnici v i-tém kroku
s presnosti 2(-%)).

Matice M; se nemusi explicitné vytvaret. Uzije-li se krylovovsky fesi¢ na matici
(A — 0;I) se startovacim vektorem kolmym k wu; (nejlépe r;) a ortogonalizuje-li
se krylovovskd baze vici u;, bude TeSeni spliiovat dané ,,ortogonélni podminky.
(Sleijpen et al., 1999)
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Algoritmus 3.6.2: Jacobi-Davidsonova metoda

1 v®ecn > pocatecni odhad vlastnich vektoru
2: for:=0,1... do

3: for j=1toi—1do

4: X; X — (V] %)% > Ortogonalizace x; vidi Xg . .. X;_1
5: v = x;/||xi]|

6: v = Av;

7: for j=1toi—1do

8: H;; = <v;-4 vj> > spocti posledni sloupec. . .
9: H;; = <v3-4 vi> > ...a posledni fadek matice H = VAV
10: Hm‘ == <V;4 Vi>

11: Spocti dekomporzici HS; = 5;0 > Napr. QR algoritmem
12: lyi, 0;] = vlastni par matice H nejblizsi zdédanému vlastnimu ¢&islu

13: u; = X;y; > X; je matice (Xo|X1]...|x;)
14: r, = Allz‘ — 02‘112'

15: If ||r;|| < 6;e then break

16:  Vyfes rovnici (I —uu!)(A—60,1)(I —wul)x;y =r;

Jelikoz se v praxi prilis neméni odhad #;, je vyhodné pouzit pro feseni ko-
rekéni rovnice predpodminéni (které se diky tomu nemusi pocitat v kazdém kroku
znovu). (Sleijpen et all, 1998, [1999) Neméame-li k dispozici lepsi pfedpodminéni,
Ize uzit pfedpodminéni uzivané v Davidsonové algoritmu (D4 — 6;1)7.

Rychlost konvergence je pri presném feseni korekéni rovnice pro symetrické
matice kubick4, pro obecné kvadraticka (Arbenz — Hochstenbach, 2004). Resfme-
li korekéni rovnici iterac¢nim reSicem s dostatecnou presnosti, metoda si zachovava
kvadratickou konvergenci. (Sleijpen — van der Vorst), 11994)

Metoda velmi dobfe konverguje k vektortim s vlastnimi ¢isly na okraji spek-
tra, pro vektory s vlastnimi ¢isly uvnitt spektra je lepsi uzit variantu pocitajici
s harmonickymi Ritzovymi ¢isly.

3.6.3 Techniky uzivané variantami Jacobi-Davidsonova al-
goritmu

Nésledujici techniky jsou spole¢né pro vsechny varianty Jacobi-Davidsonova
algoritmu.

Vypocet vice vlastnich vektori Chceme-li spocist vice vlastnich vektort,
nemusime pro kazdy pocitany vlastni vektor budovat podprostor od zacatku.
V prostoru generovaném vektory v; konverguji vlastni vektory s blizkymi vlast-
nimi ¢isly podobnou rychlosti. Pokud tedy v tomto prostoru zkonvergoval vlastni
vektor, ostatni vlastni vektory matice H budou dobrymi odhady vlastnich vektorta
matice A. Proto je vhodné pro vypocet dalstho vlastniho ¢isla pouzit jako starto-
vaci prostor vlastni vektory matice H kromé zkonvergovaného vektoru. (Sleijpen
et al., 1999)
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Deflace hermitovského problému Pocitame-li dalsi vlastni vektory s vlast-
nim ¢islem blizkym vlastnim ¢isliim jiz spoctenych vektort, v matici H se za¢nou
objevovat slozky téchto spoctenych vektort. Na jejich odstranéni je vhodné uzit
deflaci [

V pripadé hermitovského problému vlastnich ¢isel jsou vlastni vektory na
sebe kolmé. Budeme-li tesit korekéni rovnici s podminkou ortogonality vici jiz
spoc¢tenym vlastnim vektorim, bude baze V; vici témto vektorim ortogonalni.
Tato ortogonalita dostacuje, aby vektory (respektive jejich vlastni ¢isla) odstra-
néné deflaci ,nerugila® spektrum matice V,' AV;. (Sleijpen et all, [1999) Jsou-li
vlastni vektory v matici GG, deflatovand korekéni rovnice ma tvar:

(I — GGHY(I —wul )(A—0,1)(I —wu])(I - GGT)xi11 =1, (3.6.3)
Oznacime-li matici G = [G, ], pak lze operator (I — GGT)(I — u;ul) napsat
ve tvaru (I — GGT) a korekéni rovnice bude mit tvar (Bai, 2000; Sleijpen et all,
1999) o o

(I —GGMYA -6, — GGT)xy41 = 1 (3.6.4)

Deflace obecného problému V nehermitovském problému nemusi byt vlastni
vektory na sebe kolmé. Chceme-li uzit deflace, misto vlastnich vektori budeme
pocitat ¢asteény Schuriv rozklad (viz definice [35)

AQ; = QiR; (3.6.5)

kde Q;QT = I a R; je horni trojuhelnikova, popt. v R blokové trojthelnikova.
Schurovy vektory (); jsou navzijem ortogonélni a zaroven lze z matic @Q;, R;
snadno spo¢ist vlastni vektory. (Fokkema et all, 11999; ISleijpen et al., [1999)

Restart Pokud vzroste dimenze prostoru, do kterého se matice A projektuje,
je zapotiebi provést restart algoritmu. Jelikoz neni na béazi V; zadny pozadavek,
neni tfeba zadnych implicitnich schémat (narozdil od krylovovskych algoritmii).

7 numerickych experimentii vyplyva, Ze nejefektivnéjsi je provést restart se
startovacim prostorem sloZzenym z vlastnich (u hermitovského) ¢ Schurovych
(u nehermitovského problému) vektorti odpovidajicich zadanym vlastnim ¢islam

matice H. (Sleijpen et al., [1999)

Blokova verze 1 v Jacobi-Davidsonové metodé lze pouzit blokovou variantu
algoritmu. V blokové varianté se Tesi korekéni rovnice pro [ ,mnejvhodnéjsich®
vlastnich vektori a prohleddvany prostor se rozsifuje najednou o [ vypoctenych
oprav. (Booten et all, [1994)

Na rozdil od jinych algoritmt nepfinasi blokova verze zrychleni konvergence.
V pripadé metod iterace vektoru mély blokové varianty vyhodu v tom, Ze bylo
snazsi spocist vice vlastnich vektort. U projekénich algoritmii je toho vsak schopna
i zakladni (neblokové) verze, a tak tato vyhoda také odpadé. Blokova verze mé
vSak vyznam v pfipadé implementace na vypocetnich clusterech, nebot se velmi
snadno paralelizuje.

5Deflaci ukdZeme na metodé pro prosty problém vlastnich sel, na ostatni algoritmy se
aplikuje analogicky.
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3.6.4 Jacobi-Davidsonova metoda s harmonickymi Ritzovymi
Cisly
Maé-li vektor Ritzovovo ¢islo uprostied spektra matice, nemusi byt dobrou

aproximaci vlastniho vektoru. Proto je pro vypocet vlastnich vektoru s vlastnim
¢islem uprostied spektra matice A vhodné uzit principu posunu a inverze.

Definice 43. Harmonicky Ritztv vektor x a jemu odpovidajici harmonické Rit-
zovo Cislo ¥ pro invertibilni matici A € C™™ (popr. R™") a podprostor s bdzi
V € CF*" je vektor, spliiugici

VA 'Vx = 9x

Z definice harmonickych Ritzovych vektort plyne, ze harmonické Ritzovy vek-
tory matice A jsou aproximaci vlastnich vektort této matice. Harmonicka Rit-
zova, Cisla jsou pak aproximaci prevracené hodnoty vlastnich ¢isel matice A. Ap-
likace harmonickych Ritzovych ¢isel je tedy modifikaci metody posunu a inverze,
pficemz se ,invertuje“ az promitnutda matice (nebot tato inverze je fadové lev-
néjsi). Proto metody uzivajici harmonicka Ritzova ¢isla konverguji k submisivnim
vlastnim vektortm.

Promitneme-li matici A=! do prostoru generovaného vektory AV, pak bude
mit tvar

(AV)TATAV = (AV)TV (3.6.6)

Definujme-li W = AV, pak problém vlastnich ¢isel v prostoru AV lze vyjadrit
ve tvaru

Wivy = 9WiWwy (3.6.7)

Budeme-li budovat bazi W ortonormalni, pak se problém redukuje na prosty
problém vlastnich ¢isel
WTvy = vy (3.6.8)

Korekéni rovnice v této modifikaci zustava stejné, nebot i v této varianté
budeme hledat opravu vektoru kolmou k vypoctené aproximaci vlastniho vek-
toru. Algoritmus a jeho podrobnéjsi rozbor lze nalézt zde: (Sleijpen — der Vorst;
Sleijpen et al., 11999). Ideu harmonickych Ritzovych vektoru lze implementovat
i do jinych projekénich metod k feSeni problému vlastnich ¢&isel (napt. (Morgan —
Zeng, [1998)).

3.6.5 B-ortogonalni Jacobi-Davidsonova metoda pro zobec-
nény problém vlastnich c¢isel

Je-li matice B symetrickd pozitivné definitni, lze vybudovat bazi V;
B-ortogonalni. Tim zredukujeme (v projekénim prostoru) zobecnény problém
vlastnich ¢isel na problém prosty.

Nyni si odvodime korekéni rovnici pro B-ortogonalni bazi. Mé&me par [u, 6],
ktery je aproximaci vlastniho paru [x, ]

(A—6B)uju); =0, (uju);=1 (3.6.9)
Pak lze vlastni vektor napsat jako soucet aproximace a ,,optimalni‘ opravy s

x=(u+s): Ax=ABx, (u|s);=0 (3.6.10)
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Pro tento vlastni vektor plati:

(A—60B)(u+s)=(A—0)B(u+s) (3.6.11)
(A-60B)s =—(A—60B)u+ (A —60)Bu+ (A —0)Bs (3.6.12)

Pfesnym feSenim této rovnice je vlastni vektor. Kubické, respektive kvadrat-
ickd konvergence Jacobi-Davidsonovy metody vyplyva ze zanedbani treti slozk
rovnice (B.6.12]), nebot tato (pro symetrické matice) klesé se tieti mocninoﬁ
(Arbenz — Hochstenbach, 2004).

Zanedbejme tedy posledni slozku a vynasobme rovnici (8:6.12) projektorem
(I — Buu®). Residuum

r=(A—-6B)ul”u (3.6.13)

bude projektorem nezménéno. Naopak druhy ¢len rovnice (3.6.12) vymizi, nebot
Buu” Bu = Bu. Pro opravu odhadu vlastniho vektoru tedy plati rovnice

(I — Buu”)(A—0B)s = —r (3.6.14)

Jelikoz budujeme B-ortogonalni bazi, chceme, aby s bylo B-ortogonalni s u.
Proto je vysledné rovnice

(I — Buu”)(A—-0B)(I —uu’B)s = —r (3.6.15)

V B-ortogonalni bazi je matice B identicka, B-ortogonalni Jacobi-Davidsoniv
algoritmus pro zobecnény problém vlastnich ¢isel se tedy lisi od prostého prob-
lému vlastnich ¢isel pouze uvedenou korekéni rovnici, vypoctem residua a proce-
sem ortogonalizace (béze se misto ortogonalizace B-ortogonalizuje).

3.6.6 QZ Jacobi-Davidsonova metoda pro zobecnény prob-
lém vlastnich cisel

Neni-li matice B symetricka pozitivné definitni, je vhodné ji z divodu vétsi
numerické stability fesit ve tvaru (Fokkema et all, [1999)

nAx — (Bx =0 (3.6.16)

I v této varianté metody se kvili snadné deflaci a restartu misto vlastnich
vektori pocitaji Schurovy vektory.

Definice 44. Zobecneény (cdastecnyj) Schuriv rozklad matic A, B € C**™ je rozklad
matic ve tvary

AQr = ZyR}  BQy = ZiRP (3.6.17)
kde matice Qy, Zp € C™** jsou ortonormdlni a R, RE € C** jsou horni tro-
guhelnikové. Je-li k < n jde o cdstecny rozklad, je-li k = n jde o (iplny) rozklad.
Sloupce matice Qy, se nazyvaji zobecnéné Schurovy vektory.

16Regent této rovnice se zanedbanym tfetim ¢lenem je v podstaté ekvivalentni kroku metody
Rayleighova koeficientu. (Arbenz — Hochstenbach, 2004)
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Pokud nebude hrozit zaména pojmi, budeme slovo zobecnény vynechavat.

Ekvivalentné lze definovat rozklad pro reélné symetrické matice, pro nesymet-
rické matice lze definic modifikovat s pouzitim blokové tridiagonalni matice.

V této varianté Jacobi-Davidsonovy metody budeme problém vlastnich ¢isel
sikmo promitat do prohleddvaného prostoru s bazi V tak, aby residuum bylo
kolmé k testovacimu prostoru s bazi W. Promitnuty problém mé tedy rovnici

(nWHAV — (WHBV)s =0 (3.6.18)

Definice 45. Petrovova ¢isla je dvojice cisel n,(, pro které existuje vektor s,
spliiugici rovnici (3.6.18). Tento vektor se nazyvd Petrovav vektor piislusny k ¢is-
lim n, C.

Provedeme-li zobecnény Schuriv rozklad (Moler — Stewart], [1973) promitnutého
problému pomoci QZ algoritmu ziskame rozklad

StWwrAV)SE =14  SEWTBV)SE =T" (3.6.19)

Prvni sloupec matice S tvoii Petroviiv vektor a ¢isla 7 f}l, Tf’l jsou jemu piislusna
Petrovova c¢isla. Bazi prohledavaného prostoru V' budeme opét budovat z ortog-
onalizovanych odhadu vlastnich vektorti. K vypocteni vlastniho ¢isla nejblizsiho
hodnoté 7 je optimalni volba testovaciho prostoru

W = vAV + uBV (3.6.20)
kde v=1/\/1+|7]> a p=—-1v (3.6.21)

nebot volba pfevadi zobecnény problém vlastnich ¢isel na vypocet minimélnich
harmonickych Ritzovych ¢isel matice A — 71. (Fokkema et all, [1999)

(A—7B) ' (t7A+ B)x = 6x (3.6.22)
Korekéni rovnice ma v ¢-tém kroku tvar
pr
<I - gf’;) (A — GB)(I — uu?) (3.6.23)

kde p; = vAu; + puBu;. Jelikoz u; = Vis; a W; = vAV; + uBV, lze snéze spocist
pi = Wis;.
Deflace Mame-li spocten ¢astec¢ny Schurtuv rozklad

AQY) = ZWRL) o BQV = z(0)g0) (3.6.24)

a pocitame-li dalsi Schurovy vektory, lze uzit deflace. V tomto piipadé méa korekéni
rovnice tvar

(1-22F) mA- GBI - Q.Q7) (3.6.25)
kde Q; = [QY),u] a Z; = [Z2Y),p/(p|p)]

Je-li v, ortogonalni k jiz spo¢tenym vlastnim vektortum, jeho protéjsek w,,
ortogonalni byt nemusi. Proto je tfeba vici deflatovanym vektorim ortogonali-
zovat 1 bazi W.

17 Adaptace QR algoritmu pro zobecnény problém. (Moler — Stewart, [1973)
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Implementace QZ Jacobi-Davidsonovy metody s uzitim deflace a restartu

Algoritmus 3.6.3: QZ Jacobi-Davidsonova metoda s uzitim deflace
pro vypocet k., vlastnich ¢éisel blizkych k 7

1: voe C", k=0 m=0 p startovaci vektor, pocet spoctenych vektori, a

dimenze V

22 v=1/\/14+|7]?, p=—-1v >

32Q=[,Z=[,R*=[,RE =] > Matice ¢astecného Schurova rozkladu

4: MA =[], MB =] > Matice promitnutého problému

5: while k < k,,,, do

6: for 1 =1 to m do > Ortogonalizace nového bazového vektoru vudci bazi

7: Vi = Vi — (V4| Vi ) v

8: Vi = X/ || Um ]| > Normalizace

9: m=m-+1 > Zvets bazi

10: vA = Av,,, vB = Bv,,, w,, = vv2 + uvE & Obrazy nového bazového

vektoru

11: for i =1 to k do > Deflace w,,, vii¢i ,,zamknutym* vektorim

12: Wi = Wy, — (Wi | 26 )2

13: for i =1to m do > Ortogonalizace w,, vuci W

14: Wi = Wy, — (Wi | Wi )Wy

150 Wy, = Wy, /|| W] > Normalizace

16: for:=1tom—1do > Vypocet sloupce a fadky matic M4, MB

17: M{f‘m = <W,~ Vé>, M{f‘m = <Wm‘ VZA>

18: ME = (wi|vE), MPE, = (wn|vF)

19: M;;‘vm = <Wm‘ V,‘;‘%>,M£7m = <Wm‘ Vﬁ>

20: Spocti castecny Schurtuv rozklad

SEWHAV)SE =174, SEWHBV)SE =T58
nsefazeny® dle vlastnich ¢isel: tzn. aby
Vie{2,...,m}:| Tz‘éu—l /TELZ‘—1| <| ﬂ‘é/jﬁuﬂ‘
21: u=VSE p = WSE & Prvnf sloupce matic S tvorf odhad vlastntho
vektoru a jeho obraz

22: OTESTUJVEKTORY() > Otestuje a prijme vSechny
dostatecné presné vektory

23: if m > m,,., then > Baze prilis velkd = Restart

24: m = Mynin > Nova velikost baze

25: Vi=1u, Wi =P > Prvni prvek baze je jiz spocten

2%: Vi = VASE VB = VBSR,

27: for : =2 to m do > Dalsi spoc¢teme z rozkladu

28: vi=VSE vA=VASE vB =VBSE w;, =WSk

MA =T41:m,1:m), MP

29: Q:[Q’ULZZ[ZJP] .
30: Res rovnici: (I — ZZT)(vA — uB)(I — QQ")v,, = —F

TB(1:m,1:m) > A upravime matice

Implementace Jacobi-Davidsonova algoritmu se da rozdélit na ti ¢asti: samotny
Jacobi-Davidsoniiv algoritmus, implementace restartu, kdy se snizuje dimenze
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prohledavaného prostoru (jako novy prohledavany prostor se uZziji nejvhodnéjsi
Schurovy vektory promitnutého problému) a ¢ast, kterou lze nazvat ,testovani a
prijeti vektoru®.

V té se testuje prvni Schurav vektor (ten je tedy zaroven vlastnim vektorem)
promitnutého problému, zda je dostate¢né presnou aproximaci Schurova vektoru
puvodniho problému. Je-li tomu tak, vektor se pfijme mezi vypoctené (a deflato-
vané) vektory, utvori se nové baze V a W (a vSechny dalsi potfebné proménné)
ze zbylych Schurovych vektori matice H; a opét se otestuje nejvhodnéjsi Schuruv
vektor.

1: procedure OTESTUJVEKTORY

2 while m > 0 do > Dokud jsou néjaké vektory

3 n = Tf}l, ¢ = Tfl > Petroviv par

4: u? = Au, ¥ = Bu, r=nus —Cup > Residuum

5 a=2Tut, b=2"uP F=r— Z(na—(b) > Deflace residua

6 If ||7]| > e then return > Vektor nevyhovuje, odejdi

7: Q=[Qu], Z=[Zp|, k=k+1 > Piijeti vektoru u

N pA _ (RA 51) RB _ (RB B) 5 Schurovy matice pro deflaci,
' 0 n)’ 0 ¢ jsou-li tfeba

9: If k& = kye, then exit() > Spocteny v8echny vektory

10: forc=1tom—1do > Vytvofeni nové baze

11: Vi =VSE A =VASE 3P =VBSE, W, =WSE,

12: V=V, W=W, SE=8L=7

13: MA=TA2:m,2:m), MB=TB(2:m,2:m), m=m —1

14: u=vy, p=wy, u!=vi, v =vP n=T7 (=T
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3.6.7 Zhodnoceni Jacobi-Davidsonovy metody

Jacobi-Davidsonova metoda je z uvedenych metod k feseni problému vlast-
nich ¢isel nejnovéjsi. Ma z nich nejslozitéjsi iteracni krok a zaroven i nejrychlejsi
konvergenci. Hodi se obzvlast k feSeni nesymetrického zobecnéného problému
vlastnich ¢isel, nebot (na rozdil napt. od krylovovskych algoritmii) tyto problémy
resi radovée stejné rychle jako symetricky prosty problém.

Tato metoda diky své rychlé kvadratické konvergenci a z ni vyplyvajiciho
mensiho poc¢tu krokd, nebude tak pamétové naro¢na jako jiné metody (i se
spokoji s mensim poc¢tem restartii). Nevyhodou této metody je jiz zminéna velka
naro¢nost jednoho kroku. Pokud jsme schopni sestavit dobré predpodminéni pro
matice nA — (B, a diky tomu Tesit tuto rovnici rychle, miize byt tento algoritmus
spravnou volbou.

Rychlost konvergence Jacobi-Davidsonova algoritmu lze ovlivnit presnosti feSe-
ni korekéni rovnice a jiz zminénym predpodminénim uzitym k feSeni této rovnice.

Na pocéatku vyvoje nasi metody byla jedna z variant formulace problému,
jez vedla k nesymetrickému zobecnénému problému vlastnich ¢isel: pak by byla
Jacobi-Davidsonova metoda velmi zajimavou, mozna i nejlepsi volbou. P1i sou-
¢asné formulaci problému ve formé symetrického zobecnéného problému s aktu-
alizacemi radu jiz vyhody Jacobi-Davidsonova algoritmu tolik nevynikaji, coz je
divodem, proc¢ jsme dali pfednost jinému algoritmu. To vSak nevyluc¢uje moznost,
ze pokud se podaii blizsim studiem matic vznikajicich v nasi metodé vytvorit kval-
itni pfedpodminéni a bude k dispozici dobra implementace tohoto resice, miize
byt zajimavé zvazit moznost otestovani tohoto algoritmu a jeho porovnani s nasim
soucasnym TeSicem.
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4. Implementace

V predchozi kapitole jsme shrnuli nejpouzivanéjsi metody na feSeni prob-
lému vlastnich c¢isel. Jak vyplyva z analyzy konkrétniho nami feSeného prob-
lému, kterd byla provedena v kapitole 2.1, nejvhodnéjsi formou diskretizace
Khon-Shamovych rovnic s nelokalnimi pseudopotencialy je jejich formulace v sep-
arovaném tvaru — nebot tato formulace Kohn-Shamovych rovnic neporusuje ani
symetrii matic, ani jejich rfidkost. Obé tyto vlastnosti jsou pfitom podstatné pro
snadné feSeni problému vlastnich ¢isel.

Diilezitosti ridkosti matice pro rychlost feSeni jsme se jiz vénovali. Dilezitost
symetrie lze snadno posoudit, porovname-li slozitost symetrickych a nesymetrick-
ych metod vlastnich ¢isel popsanych v predeslé kapitole, i to, jak dobfe jsou tyto
metody teoreticky prozkoumané.

Dalsi vyhodou nasi formulace problému je obor hodnot, nebot se nam podarilo
problém formulovat v oboru redlnych ¢isel. Principidlni slozitost metod pro feseni
komplexniho problému vlastnich ¢isel se sice nelisi od redlného problému vlast-
nich ¢isel, formulace v komplexnich ¢islech vsak vyzaduje dvojnasobek paméti
i (pfinejmensim dvojnasobek) vypocetniho ¢asu. Proti komplexnim ¢islim mluvi
i uzsi nabidka dostupnych resicu.

4.1 Vybér resice

Pokud jsme vybrali konkrétni formu a zpiisob diskretizace vedouci k zobec-
nénému problému vlastnich ¢isel s aktualizacemi fadu n, je tfeba zvolit vhodnou
metodu TeSeni tohoto problému a implementovat do programu vlastni patfic¢ny
fesic. Z metod popsanych v predeslé kapitole jsme zvolili blokovou Lanczosovu
metodu, a to z nasledujicich divodi:

+ Vyuziti symetrie matice a z toho plynouci malé pamétové naroky.

+ Oproti minimaliza¢nim metodam je ¢astéji citované, je dobie prozkoumano
jeji chovani i v aritmetice s konecnou presnosti a jsou vyvinuty metody, jak
opravit pripadné chyby touto aritmetikou zptisobené.

+ Oproti mocninnym metodéam rychleji konverguje.

+ Jsou dostupné i volné pouzitelné tesice.

+ Blokovost umoznuje pfipadnou snadnéjsi paralelizaci feSeni.

Pro nas problém Lanczosova metoda pouze dvé podstatnéjsi nevyhody:

— Nutnost provést pii feSeni zobecnéného problému vlastnich ¢isel transfor-
maci na prosty problém pomoci operace posunu a inverze. Oproti Jacobi-
Davidsonové metodé se vSak v kazdém kroku uziva inverze stejné matic,

Ve skute¢nosti miize byt nutno kviili patném odhadu koeficientt pro posun a inverzi spodist
tuto inverzi vicerkat, pocet inverzi vSak nijak nezavisi na dimenzi matice a lze ho tedy brat za
konstantni.
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proto lze na pocatku Lanczosova algoritmu provést LD L' rozklad této mat-
ice (Duff, 12002) a tim alespon zna¢né urychlit feSeni soustavy linearnich
rovnic.

— Relativné mala velikost startovactho bloku vektort oproti ocekavanému
poctu potiebnych vektori, coz vede k uréitym obtizim pii vyuziti infor-
maci z predeslé iterace. V naSich testech se vsak ukazalo, zZe Lanczosova
metoda se dobfe vyrovna i se startovnim vektorem setavenym z linearni
kombinace odhad; vlastnich vektorti. Tato oblast si ovSem zaslouzi jesté
blizsi pozornost.

Pro feSeni zobecnéného problému vlastnich c¢isel s aktualizaci fadu k£ neex-
istuji volné dostupné fesice, proto jsme zvolili cestu rozsifeni existujiciho FeSice.
Z dostupnych implementaci Lanczosovy metody jsme pro zvolili knihovnu Blzpack
(Marques, 1997), ktera je diky svoji reverse communication strategy vhodné pro
tpravu na TeSeni problémii vlastnich ¢isel s aktualizaci fadu k. Tato reverse com-
munication strategy spociva v navraceni vypoctu zpét volajici funkci vzdy, kdyz je
tfeba provést nasobeni vektoru matici. Volajici funkce provede pozadovanou op-
eraci a opétovnym volanim 7idici funkce Blzpacku necha tuto knihovnu pokraco-
vat ve vypoc¢tu. Diky této architektufe TreSice ma uzivatel této knihovny volnost
ve zpusobu, jakym nasobeni matic implementuje: coz umoznuje i snadnou imple-
mentaci feSi¢e problému vlastnich ¢isel s aktualizaci radu k.

N4&s fesi¢ tak mohl byt navrhnut a implementovan jako nadstavba nad kni-
hovnou Blzpack, aniz by bylo (az na jednu déle zminénou vyjimku) tfeba mod-
ifikovat samotny resi¢. Zminéna nadstavba se stard o patiicné algoritmy na na-
sobenf matic (vEetné aktualizaci), provadéni LDLT rozkladu matice slouZictho
k transformaci pomoci knihovny MA57 (Duff, 2002) a aplikaci Sherman-Morrison-
Woodburyho véty na feseni ziskané pomoci tohoto rozkladu (viz dale). Nadstavba
dale zajistuje komunikaci s okolnim prostfedim, potifebné konverze forméatu a
nabizi rozhrani pro snadné voldni metod feSice z Fortranu i Pythonu. Tato nad-
stavba je psana ve Fortranu 90 a ¢astecné v Pythonu, interface je vygenerovano
pomoci f2py@.

V nésledujicich kapitolach se budeme detailnéji vénovat nékolika nejzajimaveéj-
Sim momentim TeSice. V této kapitole budeme teSeny problém vlastnich ¢isel
z rovnice (Z4.T5]) zapisovat s pouzitim znaceni bézného v oblasti fesi¢u vlastnich
Cisel, tj.

(A+UDU")x = ABx (4.1.1)

Nasobeni rank-k-update matici Pro vypocet operace nasobeni matice s rank
k-update neni nutné formovat hustou matici, provede-li se vypocet v nésledujicim
poradi:

(A+UDU")x = Ax+UDU" x = Ax + U(DU"x) (4.1.2)

Pro jedno vynasobeni vektoru rank-k-update matici je tedy tieba provést jedno
nasobeni fidkou matici, k skalarnich soucinti, £ nasobeni vektori skalarem a
ksouctu vektortu. Vzhledem k tomu, Ze dle ocekavani i dle realnych vysledki
je dimenze matice zhruba tficetkrat mensi nez pocet nenulovych prvki, je rezie

’http://cens.ioc.ee/projects/f2py2e/
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vznikla diky rank-k-update srovnatelné s rezii standardniho problému i pii velkém
k.

Pro velky pocet atomii pak rezie rank-k-update problému prevazi — jelikoz se
updaty od jednotlivych atomi nepiekryvaji (viz kapitola [2.2), 1ze v tomto pii-
padé implementovat , kompresi® vice updati do jednoho vektoru. V tom piipadé,
vzhledem k tomu, ze vektori od jednoho atomového jadra je cca do desiti a pro
kazdy vektor se provadi tii operace, je ¢as pro provedeni rank-k-update operace
srovnatelny s ¢asem pro vynasobeni vektoru matici.

Inverze Blzpack provadi transformaci zobecnéného problému na prosty pomoci
principu posunu a inverze ve tvaru

A =B(A+UDU" —oB)'B (4.1.3)

Tato transformace vyzaduje provedeni inverze respektive LD LT rozkladu mat-
ice A+ UDU"T — 0B, tedy matice s aktualizacemi fadu k. Pro spocteni tohoto
rozkladu je pouzita Sherman-Morrison-Woodburyho véta:

(A+Ucvt) = At — AW (C +vrATID) VAT (4.1.4)

Pomoci této véty je zminény rozklad preveden na soucet inverze A~! nahra-
ditelny klasickym LD LT rozkladem idké matice A a korekci feSeni ziskanych po-
moci tohoto rozkladu. Na zacatku kazdého itera¢niho cyklu Lanczosovy metody
tedy provedeme rozklad matice A — 0B pomoci knihovny MA57 (Duff, 2002) a
spocteme

U =AU a X=I+U"Us (4.1.5)

Pro vypodcet feSeni soustavy linearnich rovnic (A + UU"T — oB)x =y je pak
tfeba kromé vyteseni rovnice (A — o B)x =y’ navic vypocitat

y =Y — U (X(Ury) (4.1.6)

Celkem je tedy tfeba pro jedno nasobeni inverzi matice s aktualizaci vyresit
jednu soustavu rovnic a provést k skalarnich souéini, k? nasobeni skalari, k na-
sobeni vektoru skalarem a k souctd vektori. Z dosud provedenych testi zcela
jasné vyplyva, Ze nejvétsi podil ¢asu stravi fesi¢ pii rozkladu matice (A — o B)
a déle pak pii feSeni soustavy rovnic pro ziskani vektoru A~'x, vypocet ([I3H)
i (AT6]) zabira pouze malou ¢ast doby vypoctu. Proto lze konstatovat, ze takto
implementace aktualizace fadu k neprinasi vyrazné zpomaleni feSeni problému
vlastnich ¢isel.

Jelikoz je provadény rozklad nejpomalejsi ¢asti vypoctu, jako nad€jna moznost
se jevi implementovat do fesi¢e B-ortogonalitu (popf. uzit jiny resi¢, ktery jiz toto
umi) a tim se zbavit nutnosti rozkladat matici A, popi. pro vypocet (A—oB) 'x
pouzit néjaky iterativni fesi¢. Po zaclenéni knihovny na rozklad matic MA57 do
projektu misto nahrady za starsi MA47 vsak stoupla rychlost provadéného rozk-
ladu nékolikrat a spotiebovany cas pii provadéni rozkladu neni tak nedmérny
oproti ostatnim ¢astem Tesice. Zavedeni B-ortogonalniho fesSice a tim odstranéni
nutnosti rozkladu matice B ovSem skyta i nevyhodu: odstranénim vypoctu rozk-
ladu z metody odstranime princip posunu a inverze a tim prijdeme o moznost
ridit, ke které ¢asti spektra bude fesi¢ konvergovat.

74



Rank-k-update a pocet zapornych vlastnich ¢éisel Originalni Blzpack pii
vypoctu pouziva jako jedno z kritérii pocet zapornych vlastnich ¢isel, ziskanych
pii rozkladu matice (A — oB). Pomoci této informace Blzpack voli o pro prove-
deni operace posunu a inverze a v kazdém béhu pak kontroluje, zdali ,,neminul®
nékteré vlastni ¢islo. Vzhledem k tomu, Ze se jako startovni vektory berou zkonver-
gované vektory z predchozi iterace, je riziko, ze bude Blzpack pocitat v prostoru
ortogonalnim k nékterému ze chténych vlastnich vektort, mizivé.

Proto se dle praktickych testti ukazuje, Ze je bezpeéné Blzpacku nesdélit pres-
nou informaci o po¢tu negativnich vlastnich ¢isel. Aby nepokracoval v hledani
,heexistujictho* vlastniho ¢isla, pak bylo tfeba upravit rutinu LZCHECK v Blz-
packu tak, aby tuto informaci nebrala v tivahu a pro ukonceni daného béhu
se Tidila pouze celkovym poctem zkonvergovanych vlastnich ¢isel, nikoli zvlast
poc¢tem zkonvergovanych pozitivnich a negativnich vlastnich ¢isel. Pokud by se u
slozitych systému ukéazala znalost této informace jako nutna, jsou dvé moznosti,
jak toto Fesit: bud'to tuto informaci ziskat z LD L rozkladu matice, nebo, pokud
by stac¢il pomérné pfesny odhad, z predchozich iteraci fesice. Jelikoz se soucasné
feSeni prokazalo jako dostatecné, nebylo v tomto sméru vyvijeno dalsi asili.

4.2 Popis dalsich casti reSeni

Schéma kompletniho vypoc¢tu nasi metody pro vypocet elektronové struktury
je na obrazku .1l Detailngjsi popis vSech Géasti programu, na kterém spolupra-
covalo nékolik lidi a zahrnuje rtizné komponenty napsané v riznych dalsich pro-
jektech by byl prili§ rozsahly a nad rdmec této prace: Zminime se tedy pouze o
nejdilezitéjsich pouzitych komponentech.

Na integrovéni slabé formy Schréodingerovy rovnice je pouzit framework Sfepy
(Cimrman et all, 2011), psany v jazyce Python. V tomtéz jazyce je pak napsina
ridici smycka algoritmu, znazornéné na obrazku .Il Tyto ¢asti programu jsou
spoletnym dilem s kolegy Ondiejem Certikem, ktery implementoval hlavni ¢asti
iterac¢ni smycky, a Robertem Cimrmanem, autorem Sfepy, ktery program odladil,
vylepsil a dale pracuje na jeho vyvoji.

Pro generovani sité konecnych prvku pouzivame interni prostiedky Sfepy nebo

Pro vypocet pseudopotenciali a vinovych funkci pouzitych ke generovani
vektort aktualizaci matice Hamiltonova operatoru se pouzivaji programy vyvin-
uté Jirfm Vackarem (VACKAR et all, [1998). Program generujici radialni vinové
funkce napsany ve fortranu jsem opattil vhodnym rozhranim pro volani z Pythonu
a rozsitil o nadstavbu v Pythonu, umoznujici generovat [-dependent pseudopoten-
cidly a vypocet parcidlnich do [-podprostorii projektovanych néaboji prislusnych
k prislusnému atomovému centru, potiebnych k modifikaci [-dependent pseudopo-
tenciali dle poc¢itaného prostredi. (VACKAR et all, [1996)

Poznamky k implementaci

P1i béhu programu je provadéna iteracni konvergencéni smycka, v niz se v kaz-
dém kroku tesi problém vlastnich ¢isel. Proto lze v druhém a dalsim kroku vyuzit
jako startovni vektory vysledky z predchozich iteraci. To méa pozitivni vliv na
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Obrazek 4.1: Schéma DFT metody s pseudopotencialy
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pocet iteraci nutnych ke konvergenci Lanczosovy metody. Vektorové operace (na-
sobeni matici, skalarni sou¢iny vektoru etc.) vyuzivaji optimalizovany Lapac

GotoBLASﬂ, ktery se v numerickych testech na nasich strojich ukazal byt rych-
lejsi nez Atlas (Whaley — Dongarra, [1997). Jelikoz Python kvuli své architektute
pouziva GIL (global interpret lock) a je pouze jednothreadovy, nastavuje si afinitu
na konkrétni procesorové jadro. Pro optimalni vyuziti multithreadové knihovny
GotoBLAS2 bylo tieba tuto nastavenou masku pro procesorové jadro opét zrusit.

Format matice, rank-k-update operace a jejich efektivita

Jelikoz knihovna MAS7 pouziva soufadnicovy forméat, pro efektivni vyuziti
paméti na poc¢atku prevedeme matice do tohoto tvaru. Algoritmy a datové struk-
tury uzivané pro vypocty s fidkymi maticemi jsou dostatec¢né znamy, proto se jim
zde nebudeme blize vénovat (podrobnosti lze nalézt napt. v (Demmel, 1997)).

3optimalizovana knihovna pro vektorové operace
“http://www.tacc.utexas.edu/tacc-projects/gotoblas2/ [2011]
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5. DosazZené vysledky

Modifikovany tesi¢ spolu s komunika¢nimi rutinami pro Python, stejné jako
rutiny pro generovani a vypocet rank-k-update jsou zcela funkéni a jsou zapo-
jeny do celého programu fesictho Kohn-Shamovy rovnice. Nebudeme se zde véno-
vat samotné fyzikalni presnosti zvolené metody, nebot to je jednak mimo zabér
této préace, jednak je metoda stile ve vyvoji — v soucasné dobé dochazi k im-
plementaci kvadratickych prvku, které dle zkusenosti z podobnych metod (Pask
et al., 2009) vedou k lepsi konvergenci, feSeni Poissonovy rovnice na jemné&jsi
siti, hledani vhodnych pseudopotenciali etc. Jiz soucasné implementace je vsak
schopna snadno spocitat vlastni ¢isla a jim prislusné orbitaly atomu ¢i molekuly
dusiku, jak je vidét na obrazcich Bl a Bl My se vSak zde zamérime pouze na
analyzu samotného feSice a na vliv jednotlivych parametri na vykon a piesnost
FeSeni.

5.1 Modelovy problém

Testy rank-k-update TeSice byly provadény na sestavé se Ctyfmi procesory
Quad-Core AMD Opteron(tm) Processor 2360 SE na frekvenci 2.5Ghz, obsazeny
32GB paméti. Vzhledem k tomu, Ze Tesic¢ slouzi k vypoctim DFT iteraci a je tedy
dilezité vzit v ivahu i schopnost Tesi¢e znovu pouzit jiz spoctené tidaje, nebudeme
mérit vykon feSiCe pouze na jedné iteraci, ale na celém DFT selfkonzistentnim
cyklu. Aby byly zachovany stejné podminky pro rizna nastaveni problému, bylo
pro ucely testii pevné nastaveno provadéni 14 iteraci selfkonzistentniho cyklu.
Pokud neni feceno jinak, pozadovana pfesnost pocitanych vlastnich ¢isel byla
v prvni iteraci 0, 01 a v kazdé dalsi se zvétSovala ndsobenim 0, 11 az do maximéalni
hodnoty 1 x 10719 a velikost bloku byla rovna ¢tyfem.

Sit byla vzdy krychle s uniformni hustotou nodii s délkou hrany 10 atomovych
jednotek, pocitany atom ¢i molekula byly umistény v centru krychle. Elementy
sité byly taktéz krychlové, velikosti sité budeme v dalsim textu oznacovat pocet
nodu tvoricich sit konecénych prvki na hrané této krychle. Za poznamku stoji, Ze
velkého zpresnéni a/¢ zrychleni vypoctu lze dosdhnout jiz jen volbou vhodné ne-
uniformni sité (popt. adaptivitou). Zde nam vsak nejde o co nejrychlejsi spocteni
problému, ale o prozkouméani vlastnosti fesice, proto ponechavame takto neopti-
malni sit, nebot ta se diky své uniformité chova neutréalné.

Cas budeme dale uvadét ve tvaru manuty : sekundy, N necht zna¢i dimenzi
matice a NE pocet nenulovych elementi matice. Kromé ¢asu potiebného na
dokonceni ¢trnacti iteraci budeme také sledovat presnost konvergence: normu
rozdilu vektorti potenciali plisobici na atomy. Byly pocitany dva modelové prob-
lémy:

Atom dusiku Atom dusiku méa pét valen¢nich elektront, pro néz jsou rele-
vantni celkem Ctyfi orbitaly (jeden 1s a tii 1p). Pro vétsi presnost a také vétsi
vliv rank-k-update operaci na vypocet budeme pocitat i s 2s a 1d orbitalem,
celkem tedy ziskame rank-10-update. Diky dvéma moznostem orientace spinu je
treba spocist tii vlastni ¢isla. Od Fesice je pozadovano devét vlastnich ¢isel.
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Obrazek 5.1: Vlnové funkce valenc¢nich elektront atomu dusiku

Obrazek 5.2: Orbitaly valen¢nich elektroni molekuly dusiku N, (5 obsazenych,
jeden v neexcitovaném stavu neobsazeny)
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Tabulka 5.1: Realné fill-faktory uniformnich siti

Velikost sité Dimenze Nenulové Fill faktor Pomér
matice (n) polozky n/m
(m)
41 x 41 x 41 59.319 1.520.875 4.32%00 0,039
81 x 81 x 81 493.039 12.977.875 0.543%00 0,0378
100 x 100 x 100 941.192 24.897.088 0.0281%00 0,0378

Tabulka 5.2: Zavislost velikosti problému a poc¢tu jader na ¢asu reSeni
(atom dusiku)

Velikost N NE 1 jAdro 2 jadra 4 jadra 8 jader
sité

41 99319 1520875 7:59 8:27 7:56 7:32
51 117649 3048625 20:24 19:58 18:17 17:39
71 328509 8615125 90:03 81:49 68:38 65:35
101 970299 25672375 693:34  570:24  429:18  395:59

Molekula dusiku N, V molekule dusiku je celkem deset valen¢nich elektronii,
obsazujici celkem pét orbitalii; kazdy atom prispéje deseti rank-k-update vektory.
Od tesice je pozadovano minimélné dvanact vlastnich cisel.

Faktor zaplnéni matice Vzhledem k tomu, Ze veskeré operatory formujici
matice problému vlastnich ¢isel se podafilo formulovat v lokalnim tvaru, je pocet
nenulovych prvkia timérny dimenzi matice. To potvrzuji i vysledky vzniklé béhem
vypocti, zachycené v tabulce Bl

5.2 Analyza vykonu a presnosti konvergence

5.2.1 Paralelizace

Prvni véci, které si povsimneme v tabulce 5.2 je celkové nepiilis presvédcivé
skalovani. To je oCekavana vlastnost, nebot v soucasné dobé je v TeSi¢i imple-
mentovana paralelizace pouze za pomoci multithreadové knihovny GotoBLAS,
slouzici k provadéni optimalizovanych operaci vektor-vektor, vektor-matice a
matice-matice. Tyto operace je vyhodné provadét paralelné, pracuje-li se s velkymi
bloky dat (tedy predevsim u problémt velkych dimenzi). Proto také nejvétsi poci-
tany problém skaluje nejlépe.

Pro soucasné ucely je toto feseni dostatecné a pocita s uspokojivou rychlosti
— celé Teseni zatim kvili implementaci v CPython s tzv. global interpret lock
neni ur¢eno k nasazeni na masivné paralelnim stroji. Nejc¢astéjsim tikolem tohoto
software bude pocitat minimalizace totalnich energii, kdy je tfeba provést DFT
selfkonzistentni cyklus v mnoha pozicich atomii: proto je daleko snazsi paralelizace

!Standardni implementaci standardu jazyka Python. http://www.python.org/getit/

80


http://www.python.org/getit/

Tabulka 5.3: Zavislost pozadované presnosti a konvergence
(atom dusiku, velikost sité = 51, blok velikosti 4)

Presnost Cas Chyba

1. iterace maximalni konvergence 4. vlast. ¢isla

0,1 1,00x 107 0:16:31 2,00907 x 107% 2.126 x 10798
0,01 1,00 x107% 0:17:11 7,58313 x 10797 —1.536 x 10797
0,01 1,00 x 10719 0:17:22 7,52644 x 10797 4.080 x 10708+
0,01 1,00 x 107'2 0:17:37 7,58316 x 1077  —1.136 x 10798
0,01 1,00 x 107" 0:17:39 7,58379 x 10797  —1.135 x 10798

0,001 1,00 x 107* 0:19:34 7,58435 x 107°7  —1.136 x 10798

*) V posledni iteraci toto vlastni ¢islo nebylo spoé¢teno, rozdil je z predposledni
iterace.

na této tirovni nez na drovni feSeni vlastnich ¢isel. Proto jsme také prozatim zvo-
lili komponenty, které neposkytuji sofistikovanéjsi paralelizaci, oproti paralelnim
knihovnam vsak zpravidla zarucuji snazsi a tedy rychlejsi vyvoj.

Cesta k paralelizaci tim vSak nebyla uzaviena, nebot jsme volili knihovny a
nastroje, které je mozno v pripadé potieby snadno paralelizovat: Blzpack posky-
tuje moznost paralelizace pomoci MPI. Pouzity piimy tesi¢c MAbH7 sice paraleli-
zovat sdm o sobé nelze, rank-k-update Tesi¢ vSak byl postaven modularné, takze
zahrnuti nékterého multithreadového tesice (napt. HSL MAS86 (Hogg — Scott,
Velké Sfepy pak pravé prochézi vyvojem, prinémz jsou jeho nejkriti¢téjsi c¢asti
prepisovany do Cython , ktery snadnou paralelizaci umozlﬁujeEIJ

5.2.2 Presnost reseni

V tabulce B.3] je zachycen vliv pozadované pfesnosti na dobu a presnost
vypoc¢tu — pripomenme si, Zze pozadovana piesnost se v kazdém kroku nésobi
0,11. Ve sloupci ,,chyba konvergence* je norma rozdilu mezi vektory potencialu
pusobici na elektrony ve dvou poslednich iteracich a v poslednim sloupci je rel-
ativni zména ctvrtého vlastniho ¢isla, které meélo pii vypocétu nejvétsi chybu.
V poslednim sloupci je rozdil mezi desatym vlastnim ¢islem v predposledni a
posledni iteraci. Presnost aritmetiky s kone¢nou presnosti, ve které Blzpack na
dané architektufe p¥i pouziti typu double precision poéita, je fadové 1 x 10716,

Vypocet s riznou piesnosti startovni konvergence ukazuje, Ze pro dosazeni
nejrychlejsiho vypoc¢tu je optimélni pocatecni presnost 0,01, nebot jeji zvyseni
nepfinasi vyrazny zisk, pouze prodluzuje vypocet. Snizeni poc¢ateéni pfesnosti pak
sice vede k urychleni vypoctu, ale za cenu priliSného snizeni presnosti. Vzhledem

2Tmplementace jazyka postaveného nad Pythonem, umoziiujiciho snadno kombinovat vyhody
snadného vyvoje v dynamicky typovaném jazyce s rychlosti silné typovaného jazyka a
snadnou interakci s funkcemi napsanymi v jazyce C (a dalgich kompilovanych jazycich).
http://cython.org/

3Pomijime zde moZnosti paralelismu v samotném CPythonu, napi. modul multiprocessing
— nebot pro ucely numerickych vypocti je daleko vhodnéjsi paralelismus na trovni thread,
nikoli procesii.
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Tabulka 5.4: ProdlouZeni vypoé¢tu diky rank-k-update vektoram (molekula Ny)
Velikost sit&: | 51 71

‘ Cas Pf‘esnost‘ Cas Presnost

rank-0-update | 16:31 1,366346 x 107 | 66:18 6,233717 x 1079
rank-20-update | 17:39 7,583128 x 10797 | 77:09 2,3042 x 107

k tomu, zZe se rozdily dosazenych ¢ast pohybuji cca v rozmezi délky jedné iterace,
je mozné z pozorovani vyvodit nasledujici zaveéry:

— Niz&f maximalni presnost nez 1 x 10712 ke konci konvergence je nevhodné,
nebot pii této hodnoté se zacinaji ztracet vlastni ¢isla.

— Blzpack neni prili§ senzitivni na pozadovanou pfesnost, je tedy lepsi volit
spiSe presnost o néco vyssi.

— Idealni se zd4 byt zadit s piesnosti 0,01 a skon¢it na presnosti 1 x 10712,

— Volba vyssi presnosti ani tak neovliviiuje presnost samotnych ,.chténych*
vlastnich ¢isel, jako spiSe poskytuje Blzpacku dostatek prostoru k nalezeni
téch spravnych.

5.2.3 Vliv aktualizace radu £ na dobu vypoctu

Teoretické odhady, kterak pridani aktualizace fadu k zvysi vypocetni ndroc¢nost
(jak byly provedeny v kapitole ) 1ze snadno potvrdit testem. Pro molekulu dusiku
byly spocitany dva pripady: jeden, kdy kazdy atom generuje pét rank-k-update
vektort, druhy, kdy byly z vypoc¢tu semilokalni pseudopotencidly vyrazeny. Jak
je vidét z tabulky [B.4] rozdil mezi dobou vypoctu problému s aktualizacemi radu
10 a bez nich je cca 6%. Dosazené ¢asy shrnuje tabulka — je zfejmé, Ze rank-
k-update prodluzuje dobu vypoc¢tu sice zaznamenatelné, ale vzhledem k celkové
dobé vypoctu nevyznamné. V nové verzi Sfepy postavené na Cythonu pak bude
mozno paralelizovat samotny vypocet rank-k-update vektort, coz dosazené casy
jesté sblizi. V pripadé potfeby je mozno implementovat optimaliza¢ni techniky
popsané v kapitole [5.2.3]

5.2.4 Velikost bloku

V Lanczosové metodé nepiinési blokovost sama o sobé urychleni, nebot Lanc-
zosova promitnuté matice se uzitim blokovosti stane blokové tridiagonalni, a tedy
feSeni promitnutého problému vlastnich ¢isel potrva delsi dobu. Proto je tfeba
pri vypoctu volit spravnou velikost bloku. Blokové zpracovani ma tyto vyhody a
nevyhody:

4Doslova — vétsi pozadovana presnost i pro dalsi (z hlediska vypoétu defakto nezajimava)
vlastni ¢isla za hranici Fermiho meze zvétSuje prohledavany prostor a tim umoziuje Blzpacku
neminout chténa vlastni ¢isla.
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+ umoznuje najednou pracovat s vétsimi bloky dat a tim umoznuje efektivnéjsi
¢innost paralelniho BLASu,
+ pii nasobnych (& velmi blizkych) vlastnich &islech je umoziuje zachytit
najednou a tim odstranit nezadouci jev, kdy vypocet mezi nimi osciluje
-+ umozhuje pouzit vétsi strartovaci prostor, a tedy i vétsi mnozstvi informaci
z predchozich béhu
- vysledna matice je blokové tridiagonalni a feSeni projektovaného problému

- je tfeba viici sobé ortogonalizovat vice vektort

Autor Blzpacku (Marques, 1997) doporucuje relativné malou velikost bloku —
tak, aby aplikace nasobeni bloku vektort netrvalo déle, nez jednaapulnasobek ¢asu
potfebného pro nésobeni jednoho vektoru, ¢emuz by dle poc¢tu jader odpovidal
blok maximélné velikosti ¢tyti.

V tabulce je zachycena zavislost trvani vypoctu na velikosti bloku a poc¢tu
jader na vypoctu se podilejicich. Podle vysledkt by se zdélo, Ze je blokovost Lan-
czosovy metody spiSe na skodu. V realnych problémech, kdy bude pozadovano
nésobné vice vlastnich ¢isel, vSak bude hrat vétsi roli nutnost oddélit tato vlastni
¢isla do sebe, stejné jako bude potreba ulozit do startovniho bloku vice vektori
z predchozich iteraci, ¢imz daleko vice vynikne vyhoda blokového zpracovani.

Velky nartst ¢asu u bloku velikosti osm a dvanéact zaslouzi, abychom se mu
podrobnéji vénovali. Podivame-li se do tabulky [5.6] vidime, Ze tyto velikosti bloku
zpocatku prilis nezaostévaji — blok velikosti osm dokonce dosahuje ¢asto nej-
lepsiho casu, ovSem v jedné z iteraci nastane skoro dvojnasobny nartst casi:
k tomu dojde v okamziku, kdy nezkonverguje dostateény pocet vlastnich ¢isel
a Blzpack provede restart. Tento restart je ovSsem pomérné drahou zélezitosti,
jelikoz v dalsim béhu se po¢ita malo vlastnich ¢isel (ostatni jsou zkonvergovana)
za pomoci velkého bloku.

Soucasna implementace pouziva jako startovni vektory linearni kombinaci
vSech vektortd spoc¢tenych v minulé iteraci: pii restartu pak mé Blzpack prob-
lémy s deflaci jiz zkonvergovanych vektort. Pfi dalsim vyvoji fesSice tedy bude
vhodné se na tuto oblast zamétit a vyzkouSet vice strategii, jak vyuzit informace
o zkonvergovanych vektorech z predeslé iterace.

Tabulka 5.5: Zavislost presnosti konvergence a ¢asu vypoctu na velikosti bloku a
poctu jader na ¢asu (molekula Ny, velikost sité 71)

Velikost Pocet jader Presnost
bloku 1 2 4 8 konvergence
1 104:18 90:06 76:57 72:51  1.7311 x 107%
2 106:47 96:32 84:53 80:45 1.8931 x 107%
4 106:14 91:46 78:32 77:09 2.3042 x 10~
6 101:51 91:44 77:31 76:20  7.7294 x 107%
8 136:17 120:23 105:04 98:23 1.9247 x 107%
12 158:28 138:56 121:01 117:42 9.2370 x 1079
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Obecné se da konstatovat, zZe pro maly pocet pozadovanych vlastnich ¢isel
menstho problému, kde jsou vlastni ¢isla elektronovych stavii dobie oddélené,
je vhodna velikost bloku jedna. Budeme-li pocitat vétsi pocet vlastnich cisel,
zpravidla dojde k vétsimu shlukovani vlastnich ¢isel bude vhodnéjsi pouzit bloko-
vou variantu. Podle provedenych testi je ale zfejmé, Ze optimalni velikost bloku
se muze lisit dle pozadované presnosti a kvality informaci z predeslého béhu.

5.2.5 Startovaci vektory

Je veelku prekvapivé, Ze pocet vektoru z predeslé iterace nemé tak velky vliv
na dobu konvergence, jak by se dalo o¢ekévat. Je ovSem tieba podotknout, Ze velka
¢ast ¢innosti (LDL rozklad matice, vypocty v Pythonu) vykonavanych béhem
iteraci na tomto parametru nezavisi a ze z divodu velkého mnozstvi provedenych
testlt byl tento proveden pouze na nepiilis velké siti, kde se rozdily stiraji. I tak
je patrny rozdil mezi pripadem, kdy Blzpacku nejsou dédny zadné vektory, a kdy
mu je dédno prvnich n vektori — nejenze vypocet trval déle, ale navic i hufe
konvergoval.

Zajimavym pozorovanim je fakt, ze pro dosazeni nejlepsiho ¢asu musime mezi
nost je vcelku pochopitelna, nebot konvergenci vektort na okraji pocitaného
casti spektra rusi vektory lezici tésné za hranici této ¢asti. Znalost vektori ,,za
hranicemi® poméaha k dobrému oddéleni vektort, lezicich v zadané ¢ésti spektra.
Obecné se da uzaviit, ze dle provedeného testu neni divod neuchovéivat vSechny

Tabulka 5.6: Délka trvani iteraci v sekundéch v zavislosti na velikosti bloku
(molekula Ny, velikost sité 71, 8 jader)

Velikost bloku

Iterace 1 2 4 6 8 12
1 241 265 254 252 243 275
2 246 261 265 253 251 262
3 265 280 287 290 272 266
4 286 302 284 283 281 293
5 286 328 300 298 285 293
6 303 312 304 316 296 312
7 300 337 317 310 312 653
8 306 351 330 309 311 643
9 311 346 322 326 324 636
10 311 355 331 345 322 633
11 311 369 344 329 662 633
12 315 357 330 331 658 637
13 314 362 340 336 661 638
14 437 481 ATT 463 884 748
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Tabulka 5.7: Zavislost casu a pfesnosti konvergence na poc¢tu vstupnich vektori
z predeslé iterace (molekula Ny, velikost sité 51, velikost bloku 4)

~

Uchovanych Cas Presnost
vstupnich vektori konvergence
0 0:22:03 5.70191E-04
4 0:21:10 1.74335E-05
8 0:21:18 2.25486E-05
12 0:21:12 1.29572E-05
13 0:20:28 1.70248E-05
14 0:20:01 1.70249E-05
16 0:20:07 1.70248E-05
vSechny 0:19:59 1.70248E-05

vektory spoctené teSicem, i kdyz jsou mezi nimi vektory, o které ,nemame zé-
jem‘, nebot tyto konvergenci dominantnich vlastnich vektoru nerusi, ale naopak
podporuji.

V souvislosti s predchozi kapitolou se ovSsem naskytéa otazka, zda je zcela op-
timalné zvolena forma, jakou jsou Blzpacku tyto startovni vektory poskytovany.
Navrzend strategie poskytnout Blzpacku linearni kombinaci vSech dostupnych
vstupnich vektori se ukazuje jako uc¢innéa v pripadé, kdy Blzpacku staci jeden
béh na spocitani vSech vlastnich ¢isel. V pripadé, Ze je vSak Blzpack pfinucen
k restartu, neprovadi deflaci natolik efektivné, aby z této kombinace dokézal
odstranit jiz zkonvergované vlastni vektory. Proto bude pti dal$im rozvoji resice
vhodné se na tuto oblast zamérit a otestovat jiné strategie, napt. manualni de-
flaci jiz spoctenych vektort, nebo nevytvaret linearni kombinaci, ale postupné
(v kazdém béhu) poskytovat Blzpacku novou sadu vlastnich vektort.

5.2.6 Zavér z provedené analyzy

Provedené testovaci vypocty s TeSicem ukazuji, Ze TeSi¢ je dostatecné sta-
bilni a konverguje spolehlivé. Ponékud horsi — ovSsem ocekévané — vysledky dava
soucasnou prioritou a fesi¢ nebyl od poc¢atku komponovéan jako paralelni, pti jeho
navrhu vSak bylo mysleno na to, aby sla paralelizace snadno do fesi¢e doplnit.
Vzhledem k tomu, Ze vypocet lze paralelizovat i jinym postupem a Ze priori-
tou bylo ziskani funkéniho FeSice v co nejkratsim case, aby bylo mozné testovat
dalsi komponenty podilejici se na vypoctu elektronové struktury, nelze to po-
vazovat za nevyhodu. Dalsi oblasti, kde 1ze o¢ekadvat mozné suboptimalni chovani
feSiCe, je zpusob vyuziti informaci (zkonvergovanych vlastnich vektort) ziskanych
z predeslych iteraci.

Vykon feSice je dostatecny: vzhledem k neexistenci volné dostupnych resic¢u
zobecnéného problému vlastnich cisel s aktualizaci Tadu k, nelze udélat exak-
tni porovnéni, ale doba vypoc¢tu problému bez této aktualizace je porovnatelna
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s dalsimi volné dostupnymi fesi¢i (napf. prost¥ednictvim balicku SciPy v Pythonu)
a podle predbéznych testi je nékolikanasobné rychlejsi nez jediny nam znamy
resic, ktery umi fesit tento typ problému vlastnich ¢isel. Vzhledem k tomu, zZe
jsme ho obdrzeli nedlouho pfed dokoncenim této prace, nelze jeho implementaci
do Sfepy prohlasit za zcela otestovanou, a k publikaci vysledki feSice neméame
svoleni autora, nebudeme zde uvadét konkrétni vysledky testi.

Tento konkurenc¢ni teSi¢ vyuziva metodu nejvétsiho sestupu: je tedy mozné,
ze kazdému tesi¢i vyhovuje jiny typ problému: zatimco Blzpack umi velmi rychle
zkonvergovat malé mnozstvi vektor, ale je mozné, Ze jeho schopnost vyuzit in-
formace o dobfe zkonvergovanych vektorech z predchozich iteraci je omezend;
naopak itera¢ni tesi¢e konverguji pravdépodobné pomaleji, ale umi 1épe vyuzit
velké mnozstvi vstupni informace. Pokud by se tato teorie potvrdila, je mozné ze
nejvhodnéjsim postupem bude béhem DF'T iterace feSice stiidat: na rychlé pri-
blizeni k hledanému feSeni pouzit Blzpack a nasledné itera¢nim reSi¢em ziskané
vysledky zpTesiovat.
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6. Zavér

Cilem této prace bylo seznamit se se zptisobem, jakym vznika zobecnény prob-
lém vlastnich ¢isel ze Schrodingerovy rovnice v ramci density functional theory
(teorie funkcionalu hustoty) s pouzitim semilokalnich pseudopotencialii a metody
konec¢nych prvki, a seznédmit se s jeho vlastnostmi, navrhnout a implementovat
prevedeni pseudopotencialu do pro numerické vypocéty vhodného tvaru a zvolit
a implementovat (s pouZitim jiz dostupnych fegi¢ti) vhodnou metodu pro feseni
ziskaného zobecnéného problému vlastnich ¢isel.

V ramci vyvoje metody bylo tfeba se seznamit s poznatky z mnoha obort a
zpracovat je: at jiz z oblasti kvantové fyziky a teorie funkcionalu hustoty, z teorie
konec¢nych prvkia a metody pro feseni problému vlastnich ¢isel — tedy z oblasti
linearni algebry, ¢i z teorie paralelnich vypoc¢tu a High Performance Computing
z oblasti informatiky (pfestoZe nyni metoda neni cilena na paralelni vypocet, je
navrhovana tak, aby v ptipadé potieby Sly jeji jednotlivé komponenty snadno
upravit pro paralelni zpracovani).

V praci jsme ukazali jsme, ze prevedeni nelokalniho pseudopotencialu do sepa-
rabilntho tvaru pomoci B-ortogonalni baze je vhodnou cestou k vyteseni nelokality
potenciali vzniklé zavedenim pseudopotenciali, a ze vysledny problém lze dobie
diskretizovat a v diskretizované podobé fesit, pricemz zavedeni aktualizace Tadu
k neprodluzuje vyznamné dobu vypoctu.

Dale jsme se vénovali riznym metodam feseni problému vlastnich ¢isel. Jelikoz
rizné zpusoby diskretizace mohou vést k riznym formulacim problému vlastnich
¢isel, neomezili jsme se pouze na symetricky zobecnény problém, ale vénovali jsme
se i problému nesymetrickému a prostému. Z dostupnych metod k feseni zobec-
néného problému vlastnich ¢isel jsme pak vybrali blokovou Lanczosovu metodu,
nebot je velmi vhodné pro feseni problému tohoto typu a je s ni mnoho dobrych
teoretickych i praktickych zkuSenosti.

Byla nalezena jeji vhodnéa, vykonna a zaroven dobie modifikovatelna imple-
mentace — knihovna Blzpack (Marques, [1997), a ta byla rozsifena o moZnosti
feSeni rank-k-update problémit, doplnéna o metody umoziujici snadné volani
z Pythonu a implementovana do naseho feseni na vypocet elektronové struktury.
Zvoleny fesi¢ (spolu s pfimym fesicem MAS57 (Duff, 2002) k provadéni operace
posunu a inverze) splnil nase ocekavani: je stabilni se spolehlivou konvergenci a
jeho rychlost naprosto dostacuje pro feSeni problémn.

Jak Blzpack tak i MASJ7 nabizi moznosti pro lepsi paralelizaci, v pripadé
potieby je tedy mozné déale posouvat hranici ,spocitatelnych problémi“. Dalsi
prijemnou vlastnosti fesice je jeho relativni necitlivost na zvolené parametry.
Diky tomu se budou moci fyzikalni tymy pouzivajici nas software na vypocet
elektronové struktury zcela soustiedit na fyzikalni aspekty pocitaného problému
a nebudou muset hledat vhodné parametry pro vypocet daného problému.

Zaroven jsme v této praci prozkoumali zékladni charakteristiky zvoleného
feSie a nadmi provedené modifikace a implementace do frameworku Sfepy, coz
nam umoznilo zvolit vhodné standardni nastaveni pro vypocet a vyuzivat vhodny
pocet procesorovych jader pro paralelizaci. Z analyzy vyplynulo nékolik oblasti,
na které bude vhodné se v dalsim vyvoji zamérit a pokusit se vykon feSice jesté
vylepsit: jsou jimi jiz zminéna paralelizace samotného teSice i vyuziti paraleli-
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zované knihovny na LDL rozklad matice a problém optimélniho vyuziti vektort
z predeslého kroku DF'T iterace.

Moznosti Sirstho vyuziti nami vyvijené metody na vypocet elektronové struk-
tury nyni zavisi na dofeseni problému v jinych oblastech, napt. odladéni imple-
mentace kvadratickych prvkua ve frameworku Sfepy, zpresnéni feSeni Poissonovy
rovnice pro lepsi konvergenci DFT iteraci a implementaci Hellman-Feynmanovych
sil pro moznost efektivnéji provadét minimalizace totalnich energii za vyuziti
minimaliza¢nich metod vyuzivajicich derivace minimalizovanych funkci. Vyvoj
metody v téchto oblastech jde rychle kuptedu, a proto neni v soucasné dobé dalsi
prace na samotném fesic¢i prioritou. D4 se konstatovat, ze prestoze 1ze vykon fesice
dale vylepsovat, implementace TeSice a jeho vykon splnily oc¢ekavani.
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7. Priloha 1 - dokumentace k resici
zobecnéného problému s aktualizaci
radu k

Tato knihovna slou# pro fefeni zobecnéného realného problému realnych
vlastnich &sel v ,double precision® s aktualizaci fadu k. Poskytuje rozhrani ve

Fortranu 90 a integra¢ni plugin v Pyhtonu do Sfepy snadno upravitelny pro jiné
ucely. Samotny TeSi¢ je soucasti elektronické verze prace.

7.1 Pozadavky

Tento Tesi¢ vyzaduje:

prekladac¢ pro Fortran 90

knihovhu LAPACK (doporucujeme optimalizovanou, napt¥. MKL, Goto-
BLAS2 nebo ATLAS)

Python knihovna numpy véetné néstroje f2py (neni nutné pro volani z For-
tranu ¢i C)

— Tesi¢ MADHT ¢i jeho ekvivalent: TesSi¢ je svymi volbami pfipraven na kni-
hovnu ma57, k dispozici je ale i wrapper pro MA47 a lze snadno napsat i
komunika¢ni rozhrani pro jinou knihovnu

7.2 Licence

Tento tesi¢ je poskytovan pro akademické tucely zdarma, pro tyto tcely ho

taktéz lze volné sitit. Je postaven na feSi¢i Blzpack autora Osni Marquese, jenz
podléha nésledujici BSD licenci:

BLZPACK Copyright (c) 2005, The Regents of the University of California,
through Lawrence Berkeley National Laboratory (subject to receipt of any
required approvals from the U.S. Dept. of Energy). All rights reserved.

Redistribution and use in source and binary forms, with or without modi-
fication, are permitted provided that the following conditions are met:

(1) Redistributions of source code must retain the above copyright
notice, this list of conditions and the following disclaimer.

(2) Redistributions in binary form must reproduce the above copyright
notice, this list of conditions and the following disclaimer in the
documentation and/or other materials provided with the distribution.

(3) Neither the name of the University of California, Lawrence Berkeley
National Laboratory, U.S. Dept. of Energy nor the names of its



contributors may be used to endorse or promote products derived from
this software without specific prior written permission.

THIS SOFTWARE IS PROVIDED BY THE COPYRIGHT HOLDERS AND CONTRIBUTORS
"AS IS" AND ANY EXPRESS OR IMPLIED WARRANTIES, INCLUDING, BUT NOT
LIMITED TO, THE IMPLIED WARRANTIES OF MERCHANTABILITY AND FITNESS FOR
A PARTICULAR PURPOSE ARE DISCLAIMED. IN NO EVENT SHALL THE COPYRIGHT
OWNER OR CONTRIBUTORS BE LIABLE FOR ANY DIRECT, INDIRECT, INCIDENTAL,
SPECTAL, EXEMPLARY, OR CONSEQUENTIAL DAMAGES (INCLUDING, BUT NOT LIMITED
TO, PROCUREMENT OF SUBSTITUTE GOODS OR SERVICES; LOSS OF USE, DATA, OR
PROFITS; OR BUSINESS INTERRUPTION) HOWEVER CAUSED AND ON ANY THEORY OF
LIABILITY, WHETHER IN CONTRACT, STRICT LIABILITY, OR TORT (INCLUDING
NEGLIGENCE OR OTHERWISE) ARISING IN ANY WAY QOUT OF THE USE OF THIS
SOFTWARE, EVEN IF ADVISED OF THE POSSIBILITY OF SUCH DAMAGE.

You are under no obligation whatsoever to provide any bug fixes,
patches, or upgrades to the features, functionality or performance of
the source code ("Enhancements") to anyone; however, if you choose to
make your Enhancements available either publicly, or directly to
Lawrence Berkeley National Laboratory, without imposing a separate
written license agreement for such Enhancements, then you hereby grant
the following license: a non-exclusive, royalty-free perpetual license
to install, use, modify, prepare derivative works, incorporate into
other computer software, distribute, and sublicense such enhancements
or derivative works thereof, in binary and source code form.

7.3 Instalace

— rozbalte archiv
tar -xzf rank-n-update.tgz

— jdéte do rozbaleného adresare
cd rank-n-update

— upravte Makefile — zkontrolujte, Ze je zde uveden spravny kompiléator, f2py a LA-
PACK, a popf. pokud nepouzivate MA57, tak knihovny vaseho fesice: tom pripadé
musite vytvorit patfiéné rozhrani pro komunikaci s programem (viz dale).

vi etc/MACROS.release

— pouzivate-li MA57
mv mab7/Makefile mab7/Makefile.bak
cp ...cesta k mab7.../* mab7/Makefile
mv mab7/Makefile.bak mab57/Makefile
v opacném pfipadé nainstalujte ekvivalent tohoto feSiCe a patfi¢né upravte Make-
file.release.

— prelozte
make
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7.4 Dokumentace exportovanych funkci ve fortranu

Vétsina verejnych funkci programu se 1idi nastavenimi, danymi ve dvou polich:
PARAMETERSD|3] a PARAMETERSI|25]. Tyto pole maji stejny vyznam, jako integer
a real storage Blzpacku, s vyjimkou néasledujicich indexi u PARAMETERSI

Nedoporuceno pouzivat, pfilis zpomaluje.
4 troven ladicich informaci pro ma57, viz manuél mab7

14 pole ROWS/COLS jsou indexovany od tohoto ¢isla (tzn. 0 pii volani z pythonu,
1 z Fortranu)

15 nulové, pokud matice obsahuji obé poloviny, jinak nenulové

17 pokud je vétsi nez nula, ulozi vstup, tento je moZno znovu feSit pomoci utility
resolve, pfekladané spolu s Fesi¢em. Pokud je vétsi nez jedna, nepokracuje v fesSeni.

18 po nasobeni matici za pomoci FeSi¢e a spocteni Sherman-Morissonovy véty provede
kontrolu chyby zpétnym pfrendsobenim a varuje, pokud je prilis velka

19 Pocet kroki iterative refinement pro rank-k-update vektory. Doporuceno.

20 Pokud neni nula, uz byl inicializovan solver. Pokud je tfi, solver mé rozlozenou
matici B.

21 Pouze v rutiné nacitani: je-li nula, je problém 32bit, jinak 64bit

22 Pouze v rutiné nac¢itani: je-li nula, je problém CSR, jinak je v RCI forméatu
Poskytované funkce maji stejné parametry:

INTEGER N dimenze matic

INTEGER NE pocet nenulovych elementi

DOUBLE PRECISION A[NE| Matice A

DOUBLE PRECISION B|[NE]| Matice B

INTEGER IRN[N-+1/NE] dle formatu matice index do indexu sloupct nebo fad-
kovy index matice, u 64 bitového problému musi byt 64bitové.

INTEGER JCN|NE] sloupcovy index matice, u 64 bitového problému musi byt
64bitové

INTEGER UNE problém je rank-UNE-update
DOUBLE PRECISION UPDATE[N,UNE] rank-UNE-update

DOUBLE PRECISION UCOEFS[UNE] diagonala matice D z rank-UNE-update
VvDVT

NEIGS dimenze pro ukladani vysledki

DOUBLE PRECISION A[N, NEIGS] INOUT vlastni vektory (spo¢tené ¢ pro
deflaci, viz manual k Blzpacku)

DOUBLE PRECISION A|[2, NEIGS] INOUT vlastni ¢isla a jejich residua
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FILENAME CHARACTER]] soubor pro uloZeni problému, program vytvofi navic
soubor FILENAME + ’.bin’.

OUTPUT CHARACTERY]] soubor pro uloZeni vysledku

RU EIGENPROBLEM CSR(N, NE, A, B, IRN, JCN, UNE, UP-
DATE, UCOEFS, NEIGS, PARAMETERSI, PARAMETERSD, EIGVEC,
EIGEN, FILENAME) Vyiesi (popf. ulozi k dalsimu fesent, viz PARAMETERSI[17])
problém ve tvaru CSR.

RU EIGENPROBLEM RCI(N, NE, A, B, IRN, JCN, UNE, UP-
DATE, UCOEFS, NEIGS, PARAMETERSI, PARAMETERSD, EIGVEC,
EIGEN, FILENAME) Vyiesi (popi. ulozi k dal§imu fesent, viz PARAMETERSI|17])
problém ve tvaru RCI.

STORE PROBLEM(N, NE, A, B, IRN, JCN, UNE, UPDATE, UCOEFS,
NEIGS, PARAMETERSI, PARAMETERSD, EIGVEC, EIGEN, FILE-
NAME) Uloz k dalsimu feSen{ problému.

STORE PROBLEM 32(N, NE, A, B, IRN, JCN, UNE, UPDATE,
UCOEFS, NEIGS, PARAMETERSI, PARAMETERSD, EIGVEC, EIGEN,
FILENAME) Uloz k dals§imu feSeni 32 bitovy problém.

SOLVE STORED PROBLEM(FILENAME, OUTPUT) Piecte definici

problému, vytesi a ulozi vysledek.

READ RESULT(OUTPUT, N, NEIGS,PARAMETERSI, PARAM-
ETERSD, EIGEN, EIGVEC) Prette piedem uloZeny vysledek pomoci solve

stored problému.

7.5 Dokumentace tridy v Pythonu

V Pythonu byly v ramci feSi¢e implementovany t¥idy RefineEigenvalueSolver za-
stiesujici fesice, které umi s pribyvajicimi iteracemi zvétsovat pfesnost feseni. Tato t¥ida
je potomkem standardni t¥idy ze Sfepy EigenvalueSolver. Tato tiida a jeji potomci
maji ¢ty¥i konfiguracni volby

precision start Pocatecni pozadovana piesnost feSeni, standardné 0,01
precision wait Pocet iteraci, po které se pfesnost nebude ménit, standardné 0

precision factor Poté se v kazdé iteraci pozadovana presnost vynésobi timto ¢islem,
standardné 0, 11

precision max AvSak nikdy nepfesahne toto ¢islo, standardné 1 x 10713

Presnost lze obnovit na ptivodni hodnoty volanim metody restart_precision.

Potomkem této t¥idy je BlzpackSolver, ktery vola vyse uvedené fortranovské rutiny.
Vola se jako standardni feSice ve Sfepy s moznosti uvedeni argumentti rank_update a
rank_update_coefs pro rank-k-updaty a nabizi nasledujici moznosti konfigurace Nabizi
nasledujici konfiguraci (vypnuto znamena nula, volba se zapne nenulovou integer hod-
notou)
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eig estimation pocatecni odhad nejmensiho vlastniho ¢isla, standardné 0

eig estimation mixing jako dalsi odhad nejmensiho vlastniho ¢isla se vezme nov x
eig _estimation _mixing + star(1 — eig _estimation _mizing), standardné 0,99

rank update
rank update coefs rank-k-update lze zadat i skrze konfiguraci

max restarts pokud vypocet skon¢i s chybou, pokusi se fesi¢ jesté o novy pokus ¢i
pokusy s pozménénymi parametry, standardné 2

block size velikost bloku blokového Lanczosova algoritmu, standardné 4

max_steps maximdlni pocet krokii algoritmu pfed restartem, standardni 0 ponecha
rozhodnuti na Blzpacku

additional store ratio timto ¢islem se vynasobi pocet chténych vektort a ziska se
maximaln{ pocet vlastnich vektort, které lze od Blzpacku ziskat, standardné 1, 2

spectrum _ slicing viz napovéda k Blzpacku, standardné vypnuto
purification viz napovéda k Blzpacku, standardné vypnuto
debug

debug debug factorize zapne vypisovani ladicich informaci pro Blzpack respektive
FeSi¢ pro shift and invert operace, standardné vypnuto

eigen obsfucator pfili§ pfesnd vlastni hodnota miize vést k numerickym problémim,
proto se pred preddnim Bzpacku posune vynasobenim touto hodnotou, stan-
dardné 1,3

check matrix multiply je-li zapnuto, kontroluje pfesnost inverze a Sherman-Morisnovy
formule. Standardné vypnuto

refine solver ¢im véts{ integer, tim pfesnéji a pomaleji je pii iteracich FeSiCe TeSen
problém Ay = x, standardné vypnuto

refine solver update ¢im vétsiinteger, tim presnéji a pomaleji je pocitan na pocatku
vypoétu vyraz AU, kde U je rank-k-update, standardné 10

store problem je-li zapnuto, nefesi problém pfimo, ale ulozi ho a feSeni pocita v
samostatném procesu (brani se tak napf. memory leakiim apod.) a zaroven umoziuje
zopakovat a ladit vypocet daného problému, standardné vypnuto

problem file nazvy soubort, kam se ukladaji definice problémii a jejich vysledky, je-
li pfedchozi volba zapnuta. Otaznik v nézvu souboru zaméni za poradové ¢islo
feSeného problému, standardné problem_file a result_file

result file viz problem_ file

solve _mode 0 fesi problém ve tvaru B 1A, 1 a2 odpovida zobecnénému a , buckling®
problému vlastnich ¢isel popsanych v manuédlu Blzpacku. Numericky stabilni se
ukazuje pouze defaultni hodnota 1



7.6 Implementace vlastniho resice

Pro nahrazeni knihovny MA57 implementaci vlastniho feSiGe soustavy linearnich
rovnic je tfeba vytvofit jednoduchy wrapper. Tento wrapper nazvéte EQS nazev.f90,
ulozte ho do adresare rank-k-update a v Makefile.release nastavte toto

SOLVER=nazev

SOLVER_DEP=
SOLVER_LIB=vaSe knihovna
SOLVERLIB_DEP=
SOLVERLIB_LIB=

Wrapper je fortranovsky modul, ktery musi mit nasledujici funkce. Jejich vyznam
je vysvétlen komentafem, zarovei je rovnou doplnéna doporucené spolefné ¢ast (pro
ruzné fesice) implementace téchto funkei.

MODULE eqgs_solver

Istore for matrix

INTEGER*8 N,NE

INTEGER*8, POINTER :: IRN(:), JCN(:)
DOUBLE PRECISION, POINTER :: MATRIX(:)

!parametr for solving (if "non-ex" functions is called)
INTEGER*4 REFINE

!'Tnitialize solver
SUBROUTINE EQS_PREPARE(NN, NNE, IRNN, JCNN, PARAMETERSI )

INTEGER*4 NN, NNE !dimension, !number of nonzeros
INTEGER*8, TARGET :: IRNN(:),JCNN(:) !'matrix coordinates
INTEGER*4 PARAMETERSI(:) Iparameters, can be ignored or

! used for passing some parameters to solver

!'remember useful information
N=NN

NE=NNE

IRN=>IRNN

JCN=>JCNN
REFINE=PARAMETERSI (1)

! ###PREPARE####
END SUBROUTINE

! Prepare for solving with given matrix, e.g. factorize it.
FUNCTION EQS_FACTORIZE(MATRIXX) RESULT(NNEIGS)
DOUBLE PRECISION, TARGET :: MATRIXX(:) 'matrix datas
INTEGER*4 NNEIGS !return number of negative eigenvalues

!remember useful information
MATRIX => MATRIXX

! ###FACTORIZE#H###
END FUNCTION

vi



1Solve block of vectors: AV =7T
SUBROUTINE EQS_SOLVE_EX(NVOPU, U, V, REFIN)

INTEGER*4 I, NVOPU 'block size
DOUBLE PRECISION V(:,:), U(:,:) l!result, right side
INTEGER*4 REFIN Iprecision of solving, the higher number (from zero),

the greater precision is requested. can be ignored

! ###SOLVE####
END SUBROUTINE

!Solve block of vectors inplace A U =V, then set V=U
SUBROUTINE EQS_SOLVE_INPLACE_EX(NVOPU, V, REF)

INTEGER*4 I, NVOPU 'block size
DOUBLE PRECISION V(:,:) 'in - right side, out - result
INTEGER*4 REFIN !precision of solving, can be ignored

DOUBLE PRECISION TMP(N)

! ###SOLVE####
END SUBROUTINE

!Clean all stuff, allocated by previous functions
SUBROUTINE EQS_FREE()

! ###CLEAN####
END SUBROUTINE

!'shortcuts, can be let as is
SUBROUTINE EQS_SOLVE(NVOPU, U, V)
INTEGER*4 I, NVOPU
DOUBLE PRECISION V(:,:), U(:,:)
CALL EQS_SOLVE_EX(NVOPU, U, V, REFINE)
END SUBROUTINE

SUBROUTINE EQS_SOLVE_INPLACE(NVOPU, V)
INTEGER*4 I, NVOPU
DOUBLE PRECISION V(:,:)
DOUBLE PRECISION TMP(N)
CALL EQS_SOLVE_INPLACE_EX(NVOPU, V, REFINE)
END SUBROUTINE

vil
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